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ONSOZ ve TESEKKUR

Bulanik kiime kavrami ilk kez 1965 yilinda Zadeh tarafindan verilmistir. Bu kiimeler
temel alinarak 1968 yilinda Chang bulanik topolojik uzay tanimini vermis ve genel
topolojideki birgok tanimi ve 6zelligi bulanik topolojik uzaylara genellemistir. Daha
sonra Zadeh 1975 yilinda 2. tip bulanik kiimeler tanimin1 vermistir ve bu kiimelerin
0zel bir hali olarak aralik degerli bulanik kiimeler tanimlamistir. Bu kiimeler
tizerindeki topolojik uzaylar hakkindaki c¢aligmalardan 6nce 1976 yilinda Lowen
yaptig1 “Bulanik Topolojik Uzaylar ve Kompaktlik™ isimli makalesinde, Chang’ in
bulanik topolojik uzay tanimindaki eksiklikleri ortadan kaldirarak yeni bir topolojik
uzay tanimi vermistir.

Lowen’ 1in ardindan Atanassov 1986 yilinda “Sezgisel Bulanik Kiimeler” tanimini
vermis ve bu kiimelerin temel ozelliklerini incelemistir. Ayrica 1989 yilinda
yayinladig1r makaleyle sezgisel bulanik kiimeler {izerinde kendi tanimladig1 bir¢ok
operatdriin  6zelliklerini inceledi. Daha sonra ayni yil “Aralik Degerli Sezgisel
Bulanik Kiimeler” kavramimi vererek sezgisel bulanik kiimeler kavramim
genellestirdi. Sezgisel kiimeler iizerindeki topoloji kavramint 1997 yilinda Coker
tanimlanmis ve siireklilik ve kompaktlik gibi temel 6zellikleri incelemistir. Sezgisel
bulanik kiimeler tizerine 2000 yilinda, Demirci sezgisel bulanik kiimelerin
aksiyomatik teorisiyle, ayni1 yi1l Kumar De, Biswas ve Roy yaptiklar ortak ¢alismada
bir ¢ok operator tanimi vermis ve bu operatorler arasindaki iliskileri incelemislerdir.

Atanassov 1994 yilinda, sezgisel bulanik kiimeler iizerinde tanimlamis oldugu
operatorleri aralik degerli sezgisel bulanik kiimeler iizerinde inceleyerek bu kiime
teorisine genellestirmistir. Ardinda 1996 yilinda Gehrike, Carol Walker ve Elbert
Walker aralik degerli bulanik kiimeler iizerinde otomorfizm, t-norm, t-conorm gibi
operatorleri tanimlamistir. 1999 yilinda Mondal ve Samanta yayinladiklar1 makaleyle
aralik degerli bulanik kiimeler ve aralik degerli sezgisel bulanik kiimelerin
topolojisini tanimlayip, bu topolojik uzaylardaki stireklilik, kompaktlik ve Alexander
Alt Taban Teoremi gibi bircok 6zelligi incelemislerdir. Mondal ve Samanta 2001
yilinda Atanassov’ un tanimladig: aralik degerli bulanik kiimelerde topolojik topoloji
tanimin1 verip 1999 yilinda yaptiklar ¢aligmanin bir benzerini aralik degerli sezgisel
bulanik topolojik uzaylar i¢cin yapmislardir.

Bu ¢alismada Coker ve Es’ nin 1995 yilinda yaymlamis oldugu “Sezgisel Bulanik
Topolojik Uzaylarda Bulanik Kompaktlik” isimli makalede tanimlamis olduklari
kompaktlik cesitleri aralik degerli bulanik ve aralik degerli sezgisel bulanik topolojik
uzaylara genellestirilmis ve bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica Mondal ve
Samanta’ nin aralik degerli bulanik topolojik uzaylar i¢in ispatladiklar1 Alexander
Alt Taban Teoremi ve sonlu ¢arpim topolojik uzaylar i¢in Tychonoff Teoremi aralik
degerli sezgisel bulanik topolojik uzaylara genellestirilip ispatlanmistir

Bu tezin konu se¢iminde ve calismalarin yiriitiilmesi siirecinde yardimlarini
esirgemeyen Saymn Hocam Prof. Dr. Halis AYGUN’ e yogun c¢aligmalar1 arasinda



gostermis oldugu ilgi, sabir ve desteginden dolay1 tesekkiir eder, saygilarimi sunarim.
Ayrica tez ¢aligmalarim sirasinda yardimlarini esirgemeyen Sayin Aras. Gor. A.
Arzu BURAL, Sayin Aras. Gor. Salih TATAR ve Sayin Aras. Gor. Banu PAZAR’ a
ve desteklerini esirgemeyen aileme tesekkiir ederim.
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: Alt kiime

: Klasik kiimeler

: Bulanik kiime ¢esitleri

: Aralik degerli bulanik ve aralik degerli sezgisel bulanik noktalar

: Evrensel bulanik kiime

: Bulanik bos kiime

: Bos kiime

: A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
: J kiimesinin sonlu alt kiimeler ailesi

: [0,1] kapal1 aralig1

:[0,1]” in tiim kapal1 alt araliklar1 ailesi

: Bulanik kiimeler ailesi

: X” deki sezgisel bulanik kiimeler ailesi

: X’ deki aralik degerli bulanik kiimeler ailesi

: X” deki aralik degerli sezgisel bulanik kiimeler ailesi
: Supremum

- Infimum

: Fonksiyonlar
: Bulanik kiimenin destegi

: Bulanik kiimenin tiimleyeni
: Bulanik noktalar

L X, noktasinin A bulanik kiimesinin elemani olmasi

: Uye olma derecesini gosteren fonksiyon
: Uye olmama derecesini gdsteren fonksiyon

: Bulanik kiimenin i¢i
: Bulanik kiimenin kapanisi
: Kiimeler aileleri lizerindeki fonksiyonlar

: Bulanik topolojik uzay
: Teoremin bittigini gosterir
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ARALIK DEGERLI SEZGISEL BULANIK TOPOLOJIK UZAYLAR
Abdiilkadir AYGUNOGLU

Anahtar Kelimeler: Bulanik kiimeler, Bulanik topolojik uzaylar, Sezgisel bulanik
kiimeler, Sezgisel bulanik topolojik uzaylar, Lowen topoloji, Aralik degerli bulanik
kiimeler, Aralik degerli bulanik topolojik uzaylar, Aralik degerli sezgisel bulanik
kiimeler, Aralik degerli sezgisel bulanik topolojik uzaylar, Kompaktlik, Hemen
hemen kompaktlik, Yakin kompaktlik.

Ozet: Bu calismanin amaci aralik degerli bulanik kiimelerin ve aralik degerli sezgisel
bulanik kiimelerin tanimlarmi vermek ve 6zelliklerini inceleyerek bulanik topolojik
uzaylarin daha genel halleri olan, aralik degerli bulanik topolojik uzaylar ve aralik
degerli sezgisel bulanik topolojik uzaylar1 tanitmaktir.

Birinci boliimde dncelikle bulanik kiimeler ve sezgisel bulanik kiimeler tanimlanarak
bulanik topolojik uzay ve sezgisel bulanik topolojik uzay yapilariyla birlikte
stireklilik ve kompaktlik gibi topolojik kavramlar kisaca incelenmistir.

Ikinci boliimde, aralik degerli bulamk kiimeler temel 6zellikleriyle tanimlanmis ve
kapsaml1 bir sekilde arastirilmistir. Daha sonra bu kiimeler iizerindeki topolojik
uzaylar tanimlanarak klasik topolojik uzaylardaki temel ozelliklerin bu topolojik
uzaylarda da saglandigi goriilmiistir. Son olarak bazi kompaktlik c¢esitleri
tanimlanmis ve bu kompaktliklar arasindaki iligkiler incelenmistir.

Uciincii boliim ikinci bolime benzer olarak ele almmustir. Oncelikle, ikinci
boliimdeki gibi aralik degerli bulanik kiimeler temel 6zellikleriyle tanimlanmig ve
kapsaml1 bir sekilde arastirilmistir. Daha sonra bu kiimeler iizerindeki topolojik
uzaylar tanimlanarak klasik topolojik uzaylardaki temel 6zelliklerin bu topolojik
uzaylarda da saglandigi goriilmiistiir. Son olarak bazi kompaktlik c¢esitleri
tanimlanmis ve bu kompaktliklar arasindaki iligkiler incelenmistir.



INTERVAL VALUED INTUITIONISTIC FUZZY TOPOLOGICAL SPACES
Abdiilkadir AYGUNOGLU

Keywords: Fuzzy sets, Fuzzy topology, Intuitionistic fuzzy sets, Intuitionistic fuzzy
topology, Lowen topolgy, Interval valued fuzzy sets, Interval valued fuzzy topology,
Interval valued intuitionistic fuzzy sets, Interval valued intuitionistic fuzzy topology,
Compactness, Almost compactness, Nearly compactness.

Abstract: The purpose of this study is to introduce basic concepts of interval valued
fuzzy topological spaces and interval valued intuitionistic fuzzy topological spaces
which are more generalizations of fuzzy topological spaces.

In the first chapter, firstly fuzzy sets and intuitionistic fuzzy sets were defined with
their basic properties. Morever fuzzy topological spaces and intuitionistic fuzzy
topological spaces were introduced and some of topological concepts were briefly
studied like continuity and compactness.

In the second chapter, interval valued fuzzy sets were defined with their properties
and investigated widely. After that the defination of interval valued fuzzy topological
space were given and it was seen that fundamental topological properties hold with
this defination. Finally some kind of compactness were defined and their
relationship were considered.

The third chapter is similar to the second chapter. Firstly interval valued intuitionistic
fuzzy sets were defined with their properties and investigated widely like previous
chapter. After that the defination of interval valued intuitionistic fuzzy topological
space were given and it was seen that fundamental topological properties hold with
this defination. Finally some kind of compactness were defined and their
relationship were considered.
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BOLUM 1
GIRIS
1.1. Bulanik Kiimeler ve Bazi Temel Kavramlar

Tanim 1.1.1: X bostan farkli bir kiime ve I = [0,1] kapal1 aralig1 olsun. A: X —> 1
fonksiyonuna X’ in bir bulanik alt kiimesi denir.

X in biitiin bulanik alt kiimelerinin ailesi 1* ile gosterilir. Buna gére

I* = {A| A:X — I bir fonksiyon} dur.

xeX ve Ael® olmak iizere A(x) degerine x noktasinin A bulanik kiimesine ait

olma derecesi denir.

{x e X|A(x) >0} c Xalt kiimesine A bulanik kiimesinin destegi denir ve supp(A)
ile gosterilir.

X kiimesinin herhangi bir A klasik alt kiimesi karakteristik fonksiyonu
1A X = {01}

0 ;xgA

XA(X):{I ‘XA

ile X’ in bir bulanik alt kiimesi olarak goz oniine alinabilir. Dolayistyla her klasik
kiime bir bulanik kiimedir.
Yz X —1{0,1}
X 2> %y(x)=0
sabit fonksiyonu ile X’ in bos bulanik kiimesi ifade edilir ve x, = 0 yazilir.
1x - X = {01}
X = x(x)=1
sabit fonksiyonu ile X’ e karsilik gelen bulanik kiimesi ifade edilir ve % =1

yazilir. (Zadeh, 1965)



Tanim 1.1.2: Eger X’ in bir A bulanik kiimesi bir tek x € X noktas1 hari¢ X’ in diger
biitiin noktalarinda 0 degerini aliyorsa bu bulanik kiimeye bir bulanik nokta denir.

X’ deki bir bulanik noktanin bir x € X noktasindaki degeri A (0 <A <1) ise bu
bulanik nokta x, ile gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir.
X, : X — I olmak iizere

A s y=X

Xx(Y):{O vy Ex

Bu durumda x* e x, bulamik noktasinin destegi, A degerine de x, bulanik
noktasinin degeri (yiiksekligi) denir ve sirastyla supp(x,)=x ve h(x,)=A ile
gosterilir.

X’ deki biitiin bulanik noktalarin kiimesi P(X) ile gosterilir. O halde
P(X):={x,|xeX,0<A <1} olur.

Ael™ ve x, eP(X) olsun. Eger A(x)>X ise x, bulanik noktast A bulamk

kiimesine aittir denir ve x, € A yazilir, yani;

X, € A= A(x) 2 A’ dir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Onerme 1.1.3: X’ deki her bulanik kiime kendisine ait biitiin bulanik noktalarin

birlesimine esittir. (Zadeh, 1965)

Tanim 1.1.4: A ve B iki bulanik kiime olsun.
a) A =B Vx e Xig¢in A(x) = B(x)
b) A € B Vx € Xigin A(x) < B(x)
c) A X—>1
x—>A°(x)=1-A(x) olarak tanimlanan A° bulanik kiimesine A bulanik

kiimesinin tiimleyeni denir. (Zadeh, 1965)

Tanim 1.1.5: A,BeI* olsun.

a) A ile B bulanik kiimelerinin birlesim islemi
Vx € Xi¢in (A U B)(x) := max{A(x),B(x)}

bigiminde tanimlanir.



Daha genel olarak X iizerindeki bulamk kiimeler ailesi {A_ eI* |meM} igin
birlesim islemi

Vx € X ig¢in ( U A )X)=suptA  (x)[meM}=(\/A,)X)

meM meM
biciminde tanimlanir.

b) A ile B bulanik kiimelerinin kesisim islemi

Vx € Xigin (A N B)(x) := min{A(x), B(x)}

biciminde tanimlanir.

Daha genel olarak X iizerindeki bulanik kiimeler ailesi {A _ €I* |[meM} i¢in
kesigim islemi

vx e Xicin () A,)(x) =inf{A, (x) | meM}=( A A,)X)

meM meM

biciminde tanimlanir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Onerme 1.1.6: {A_ €I* |me M} X iizerindeki bulanik kiimelerinin bir ailesi olsun.

a) (v An)" = A AL

meM meM

b) (A A =\ A, (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

meM meM

Tanim 1.1.7: X ve Y iki klasik kiime ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
A eI* bulanik kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii

supA(x),  f(y)#9

(VyeY)
0, f(y)=¢

f(A):Y > 1 fA)(y) = {

olarak tanimlanir.
B e 1" bulanik kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii
f'(B): X >1 £ (B)(x) = (Bo f)(x) = B(f(x)) (Vx € X)

olarak tanimlanir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Onerme 1.1.8: f: X — Y bir fonksiyon, A,A,,A, €I* ve B,B,,B, eI" olsun. Bu
taktirde

a) A < f'(f(A)). Eger f fonksiyonu 1-1 ise esitlik saglanur.



b) f(f'(B)) < B. Eger f fonksiyonu 6rten ise esitlik saglanir.

) A cA,=1fA)cfA))

d)B,cB,=f"'B,)cf"'(B,)

e) f(A®) 2 (f(A))°

f) £7(B°)=(f"(B)"

g) {A, eI™ |meM} X iizerindeki bulanik kiimelerin bir ailesi ise

f(n Ay = v f(A,) ve

meM meM

fCA An) S A f(A,) saglanir.

meM meM

h) {B,, €' |me M} Y iizerindeki bulanik kiimelerinin bir ailesi ise

(v B = v £7(B,)ve

meM meM

f'( A Bn)= A f7'(B,) saglanr.

meM meM

Ispat: (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)
1.2. Bulanik Topolojik Uzaylar

Tanim 1.2.1: X bostan farkli klasik bir kiime ve tc1* olsun. Eger 1 ailesi
asagidaki ozellikleri sagliyorsa t’ya X iizerinde bir (Chang) bulanik topoloji denir.
(X, 1) ikilisine de (Chang) bulanik topolojik uzay denir.

Cl) 0,lert

C2) AABet=>AnNnBer

C3) VmeMiginA et= \y A €T

meM

T ailesinin elemanlarina agik bulanik kiimeleri denir.
(X,1) bir bulanik topolojik uzay ve A €I* olsun. Eger A° et ise A’ ya kapal

bulanik kiime denir. X’ in tiim kapali bulanik kiimelerinin ailesi t’ ile gosterilir.

(Chang, 1968)



Tanmm 1.2.2: (X,t) ve (Y,t") iki bulanik topolojik uzay olsun.

f:(X,1) > (Y,t") fonksiyonu bulanik siireklidir. < VBert icinf'(B)ert
(Chang, 1968)

Uyan 1.2.3: Klasik topolojik uzaylar arasinda sabit fonksiyonlar siirekli olmasina
ragmen bulanik topolojik uzaylar arasinda sabit fonksiyonlarn bulanik siirekli
olmasi gerekmez. (Lowen, 1976)

Bu 6nemli 6zelligi bulanik topolojik uzaylarda elde etmek ve sabit fonksiyonlarin
onemine dikkat ¢ekmek i¢in Lowen, Chang’ in bulanik topoloji taniminin birinci

ozelligini degistirerek asagidaki tanimi vermistir.

Tanim 1.2.4: X bostan farkli klasik bir kiime ve tc1* olsun. Eger 1 ailesi
asagidaki ozellikleri sagliyorsa t’ya X lizerinde bir (Lowen) bulanik topoloji denir.
(X, 1) ikilisine de (Lowen) bulanik topolojik uzay denir. (Lowen, 1976)

L1) Va: X > 1 (Her x € X i¢in o(x) = o) sabit fonksiyonu i¢in o € T

L2) ABet=AnNnBer

L3) VmeMi¢cinA et= \y A €T

meM

Tanim 1.2.5: (X, t)bir bulanik topolojik uzay ve f € I* olsun.

a) intA:=\/ B bulanik kiimesi A bulanik kiimesinin i¢i olarak adlandirilir.
Ber
b) clA:= A B bulanik kiimesi A bulanik kiimesinin kapanis1 olarak
AcB

Bet
adlandirilir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)
Onerme 1.2.6: (X, t) bir bulanik topolojik uzay ve A e I* olsun.
a) (clA)° =int(A°)
b) (intA)° =cl((A°)) (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)
Klasik topolojik uzaylarda bilinen i¢ ve kapanis Ozellikleri bulanik topolojik

uzaylarda da gecerlidir.

Tanim 1.2.7: X iizerindeki bir t© bulanik topolojisinin bir f < t alt kiimesi T i¢in

bir tabandir : <> VA eticin B, |ieli < B :A=\/B; (Ying-Ming ve Mao-

iel

Kang, 1997)



Tanim 1.2.8: X iizerindeki bir t bulanik topolojisinin bir 8 < t alt kiimesi 1 i¢in
bir alt tabandir :<> &’ nin elemanlarinin sonlu infimumlariin ailesi t i¢in bir

tabandir.

Diger bir deyisle B={A S| T < dsonlu} ailesi t i¢in bir tabandir. (Ying-Ming ve

SeT

Mao-Kang, 1997)

Tanim 1.2.9: (X,t) bulanik topolojik uzay1 (Chang) kompakttir : < v A= 1

Aep

olan her B c— t ailesi i¢in Avﬁ A=1 olacak sekilde bir B, = sonlu bir alt ailesi

vardir. (Chang, 1968)
Ornek 1.2.10: X=I ve r € (0,]) i¢in

X
1-— xe(0,r
G (x)=9 r ( ),

0 x €[r,1]
olmak tizere 1={G, :re(0,])} U {65} ailesi X iizerinde bir bulanik topolojidir ve

(X, 1) topolojik uzay1 (Chang) kompakttir.

Tanim 1.2.11: (X, 1) bir bulanik topolojik uzay olsun.

BeI* bulanik kiimesi Lowen kompakttir : < AvﬁA > B olan her B c t ailesi ve

her € >0 i¢in A\/[3 A > B —¢ olacak sekilde en az bir 3, < 3 sonlu alt ailesi vardir.

Tamm 1.2.12: (X,t) bulanik topolojik uzayr Lowen kompakttir : <> Her o eI1*

sabit bulanik kiimesi Lowen kompakttir.
1.3. Sezgisel Bulanmik Kiimeler

Bulanik kiimelerin genellemesi olarak 1983 yilinda Atanassov sezgisel bulanik
kiime kavramini tanimladi. Daha sonra, Coker (1997) tarafindan sezgisel bulanik
topolojik uzay tanimlandi. Bu boliimde sezgisel bulanik topolojik uzaylara kisaca

giris yapilacaktir.



Tanim  1.3.1: X Dbostan farkli bir kiime olsun. X  {izerinde

A={<x,p,(x),v,(x)>xeX} kimesine X’ de bir sezgisel bulanik (veya SB
kiime) kiime denir. Burada, p, : X — 1 fonksiyonu her bir x € X i¢in X’ in A’ ya
ait olma derecesini ve v, : X — I fonksiyonu A’ ya ait olmama derecesini gosteren
bulanik kiimelerdir ve her x e X i¢in 0 <p, (x)+ v, (x) <1’ dir. (Atanassov, 1986)

Kolaylik olmasi agisindan X’ deki tiim sezgisel bulanik kiimeler ailesini SB(X)

olarak gosterilecektir.

Uyart 1.3.2: A bir bulanik kiime olmak iizere her bir xe X’ in A’ ya ait olma
derecesi A(x), ait olmama derecesi 1-A(x) olarak diisiiniildiigiinde bu A bulanik
kiimesi bir sezgisel bulanik kiime olarak gz oniine alinabilir. Yani A bulanik

kiimesi 6zel olarak;

A" ={<x,A(x),] — A(x) > x € X} sezgisel bulanik kiimesi seklinde yazilabilir.

Tanim 1.3.3: X bostan farkli bir kiime ve A,B iki sezgisel bulanik kiime olsun. Buna
gore

a) AcBo VxeX igin g, (X) Spg(x) ve v, (X) = vy(x)’ dir.

b)A=B & AcBveBc A

c) A° ={<x,v,(X), 1, (x) > x e X},

d) 5X ={<x,,0>:xe X} ve TX ={<x,0,l > x e X},

e) ANB={<x,p, (X)) Apg(x),v,(X)VVvy(x)>xeX},

) AUB = {< X1, () V Hp(x),V, () AV, (x) > x € X},

g) ﬂAi ={<xAR, (X), vV, (X)>xe X},

h) [JA, ={<x,vp, (x),Av, (x) > x € X} . (Coker ve Es, 1995)

Tanim 1.3.4: X ve Y bostan farkli iki kiime ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.

(a) B, Y’ de sezgisel bulanik kiime olmak iizere B’ nin f altindaki ters goriintiisii
£~ (B) ile gosterilir ve
£ (B) = {< %, £ (1) (), £ (v)(%) > x € X

seklinde tammlanir. Boylece f ' (B) de X de sezgisel bulanik kiimedir.



(b) A X’ de sezgisel bulanik kiime olmak iizere A’ nin f altindaki goriintiisii f(A) ile

gosterilir ve

f(A) = {<y. ()W (v(y) >y € Y}

seklinde tanimlanir. Burada
f.(voy)=0-f1-v,))(y)’ dir.
f(A) da Y’ de sezgisel bulanik kiimedir. (Coker, 1997)

Sonug 1.3.5: f: X — Y bir fonksiyon olmak {izere asagidaki 6zellikler saglanir.
a) A,A, eSB(X) icin A, c A, = f(A,)cf(A,)’ dir.

b) B,,B, € SB(Y) i¢in B, c B, = f'(B,) c f'(B,)’ dir.

¢) VA e SB(X) i¢in f ’1(f (A)) c A dir. Eger f 1-1 ise esitlik saglanir.

d) VB eSB(Y) igin f (f - (B))c B dir. Eger f orten ise esitlik saglanir.

e) VB. €SB(Y) igin £ (UBJ - B))) dir.

ieA ieA

f) VB, e SB(Y)i¢in f~ ( N B,)) dir.
A

ie 1eA

ieA

g) VA, e SB(X) i¢in f( A j f(A ) d1r
) f (A ) d1r Eger f birebir ise esitlik saglanir.

h) VA, e SB(X)i¢in f( A

i) VB eSB(Y) igin £~ (B®)=[f " (B)]*" dir.
P, =1, dir.

k) £7(0y) =0y dir. (Coker, 1997)

1.4. Sezgisel Bulanik Topolojik Uzaylar

Tanim 1.4.1: X bostan farkli bir kiime olsun. t < SB(X) ailesi asagidaki 6zellikleri

sagliyorsa 1’ ya X kiimesi iizerinde sezgisel bulanik topoloji (veya kisaca SB

topoloji) denir.

(1) 0,ler,



2) ABet=AnNnBer,

(3) VieA igin A;et= [ JA ert.
ieA
(X,7) ikilisine de sezgisel bulanik topolojik uzay denir. T’ nun elemanlarina agik

SB kiime denir. Ayrica
Eger B® €1 ise B € SB(X) kiimesine kapali SB kiime denir. (Coker, 1997)

Uyart 1.4.2: Uyar 1.3.2 den her bulanik kiime bir sezgisel bulanik kiime olarak g6z
Oniline alinabileceginden her bulanik topoloji bir sezgisel bulanik topoloji olarak

diistiniilebilir.

Tanim 1.4.3: (X, 1) bir SB topolojik uzay ve A € SB(X) olsun.

a) intA = U G SB kiimesi A kiimesinin i¢i olarak adlandirilir.

GcA
Gert

b) clA = ﬂF SB kiimesi A kiimesinin kapanisi olarak adlandirilir. (Coker,

AcF
F—kapalt

1997)
Tanim 1.4.4: (X,t)ve (Y,t") iki SB topolojik uzay olsun.

f:(X,1) > (Y,t") fonksiyonu SB siireklidir: < VB et iginf"(B)e 1t (Coker,
1997)

Tanim 1.4.5: (X, t) bir SB topolojik uzay olsun.

(a) B < 1 ailesi TX = Uw kosulunu sagliyorsa bu 3 ailesine X’ in bir agik ortiimii

wep
denir.

(b) X’ in her agik ortlimii sonlu bir alt 6rtlime sahipse, (X,1) SB topolojik uzayma
kompakttir denir. (Coker ve Es, 1995)



Ornek 1.4.6: X=I ve {G,:n=234,..} SB kiimeler ailesi olsun. Burada G, ve G

SB kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim.

0.8, x =0ise
l.
Lg (X)=9nXx, 0<x<—ise
" n
1 )
1, —<x<lise,
n

0.1, x =0ise

Vg (x)=q1-nx, 0<XSliSC

n
1 )
0, —<x<lise,
n
x) 0.8, x =0ise
X)=
Ho 1, x # 0 ise,
x) 0.1, x =0ise
v, (x)=
° 0, x # 0 ise,

Bu durumda t={0,,l,,G}U{G,k :n=234,..} bir SB topolojidir ve (X,t) SB

topolojik uzay1 kompakttir.
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BOLUM?2

ARALIK DEGERLIi BULANIK TOPOLOJIiK UZAYLAR

Bu boliimiin birinci kisminda aralik degerli bulanik kiimeler tanimlanacak ve bazi
temel Ozellikleri incelenecektir. Ikinci kisimda aralik degerli bulanik topolojik
uzaylar tanimlanacak daha sonra siirekli fonksiyonlar ve ¢arpim topolojisi gibi temel

kavramlar incelenecektir. Ugiincii kistmda ise kompaktliklar tanimlanacaktir.
2.1. Aralik Degerli Bulanik Kiimeler

Tanim 2.1.1: D[0,1], [0,1]" in tiim kapali alt araliklarinin ailesi olsun. D[0,1]” in
elemanlarm1 M,N, ... olarak gosterelim. M e D[0,1] i¢in M=[M" ,M"] olsun.

Burada M" araligm alt simirt MY ise araligin {ist siniridir. Burada,

M=N < M"=N" ve M"=N",

M<N& M <N' ve MY <NV,

ayrica M’ nin tiimleyeni,

M® =1-M =[1-M" 1 -M"] olarak tanimlanir. (Mondal ve Samanta, 1999)

Tanim 2.1.2: X bostan farkli bir kiime olmak {izere her A : X — D[0,1] fonksiyonuna
X’ de bir aralik degerli bulanik kiime (veya kisaca ADB kiime) denir.

Boylece Vx e X igin A(x) alt siir1 [A(x)]" st smir1 [A(x)]Y olan kapali bir

araliktir. X° deki tiim aralik degerli bulanik kiimelerin olusturdugu aile ADB(X)
olarak gosterilir. Aciktir ki X’ deki her bulanik kiime bir aralik degerli bulanik
kiimedir. Her x e X i¢in A(x)=[a,b](c[0,1]) ise bu A aralik degerli bulanik

11



kiimeye sabit ADB kiime denir ve bu kiime [a:b] ile gosterilir. a=b durumunda bu

ADB kiimesi a ile gosterilir.

Ozel durumda bir ADB kiimesi sadece bir x, € X i¢in M=[a,b] degerini aliyor ve

diger elemanlar icin 0 degerini aliyorsa bu ADB kiimesine aralik degerli bulanik

nokta (veya ADB noktasi) denir ve M = veya [a,b], ~olarak gosterilir. Burada eger

a=b ise ADB noktas1 a  olarak gosterilir. (Mondal ve Samanta, 1999)
Tanim 2.1.3:
(a) ¢ doniisiimi her A aralik degerli bulanik kiimesini, her xe X i¢in

e (x) =inf A(x), vy(x)=1-supA(x) olmak ilizere B=¢ (A) sezgisel bulanmk

kiimesine tastyan doniisiim olarak tanimlanir.

(b) v doniistimii her B sezgisel bulanik kiimesini, her xe X igin

A(x)=[p,(x),]=v,(x)] olmak ilizere A=y (B) aralik degerli bulanik kiimesine

tastyan doniisiim olarak tanimlanir. (Atanassov ve Gargov, 1989)
Onerme 2.1.4:

(a) Her Ae ADB(X) i¢in y (¢ (A))=A" dir.

(b) Her Be SB(X) i¢in ¢ (y (B))=B’ dir.

Ispat: (a) Ae ADB(X) olsun. O halde her xe X igin

Y(Q(AN(X) = [1y(a) (X)] =V, (¥)] = [inf A(x),]1 =1+ sup A(x)] = A(x)
(b) Be SB(X) olsun. O halde her xe X i¢in

Honyeey (X) = Inf w(B)(x) = inf[p g (x),1 = vy (x)] = pg(x) ve

Vou@y = 1—=supy(B)(x) =1-sup[py(x),l = v (X)] = v (X) olur.
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Bu 6nerme gosterir ki her sezgisel bulanik kiime bir aralik degerli bulanik kiime ve
her aralik degerli bulanik kiime ise bir sezgisel bulanik kiime olarak goéz Oniine

alinabilir. m (Atanassov ve Gargov, 1989)

Tanim 2.1.5: A,.Be ADB(X) olsun.

() AcB:o vxeX [AX)] <[B®].[AX)]" <[Bx)]

(b)A=B:= VxeX [AX)] =B®].[A®)]' =[Bx)]' < AcBveBc A
(c) A ADB kiimesinin tiimleyeni A€ ile gosterilir ve

vV xeXigin [A°(x)]" =1-[AX)]Y ve [A°(x)]Y =1-[A(x)]" olarak tanimlanir.
(d) ADB kiimelerinin bir {A, :i € I} ailesinin birlesimi G =| JA, ve kesisimi
F= ﬂAi ADB kiimeleri sirasiyla,

[G(x)]" =sup[A; (x)]",[G(x)]" =sup[A;(x)]" (VxeX)ve

[FCOI" =inf[A; (x)]",[F(x)]” =inf[A;(0)]” (VxeX)

seklinde tanimlanir.

(e) M, ADB noktasina bir A kiimesine aittir denir (sembolik olarak M €A
yazilir) 1 < M" < [A(xo)]L ve MY < [A(xo)]U .

€y} 0 ve T ADB kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir.

0=[0,0] , T =[L1]. (Mondal ve Samanta, 1999)
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Teorem 2.1.6. Her A,B,C,A B, € ADB(X) i¢in asagidakiler saglanir.
i)0cAcT,

(i) AuUB=BUA;AnB=BnA,

(1) AuBuC) =(AuB)UC,AN(BNC)=(AnB)NnC,

(iv) AABCc AUB;AnBc A,B.

1

@pv{Qszumm&)

@oAuUj&}JMAu&)

1

(vi) AcB& B A°.
wiii) (0 =T:(1) =0.

(i) (A°)f = A.
@%ﬂ&j:mAﬁ

(m(UAjzﬂAj
(xii) VA € ADB(X) igin A= J{M, :M, €A} dir.

Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.
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Uyar 2.1.7: Klasik bulanik kiimelerde; A,B iki klasik bulanik kiime ve x, bulamk
nokta olmak lizere olmak iizere x, e AUB < x, € A veya x, €B saglanir. Fakat

asagidaki ornekte goriildiigii gibi ADB kiimelerinde bunun her zaman saglanmasi

gerekmez.

Ornek 2.1.8: X =1{x,,X,},A, =[i,%}ve A, :[O,%}olsun. O halde

M, = {%,%} ADB  noktast  i¢in M, €A, UA, dir. Fakat

X]

M, A, ve M ¢A, dir.

Teorem 2.1.9: A,Be ADB(X) ve P, bir ADB noktast olsun. Bu takdirde
P eAUB=3IM €AN EB: M UN_ =P

saglanir.

ispat: xeX P, =([a,b]), . A(X)=([a;.b,]) ve B(x)=([a.b,]) olsun. O halde
M, =([anra,,bab,]) ve N =(anra,,bab,]) olarak alimrsa M, €A,N, €B

ve M, UN_=P_ olur.m
Tanim 2.1.10: f: X —> Y bir fonksiyon ve A € ADB(X) olsun. Bu durumda,
(a) A kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii f(A) asagidaki gibi tanimlanur.

Her yeY igin,

sup o AT} £ () %

[F(A))" ={ } ,
0, (=6

sup, o A1V} £ (y) %

[F(A)]° ={ ; .
0, (=6

f(A) Y’ de bir ADB kiimesidir.
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(b) Be ADB(Y)olmak iizere B kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii

£ ' (B) asagidaki gibi tanimlanir. Her x € X i¢in,

[f (B)x)]" =[B(ECN]" ve [f " (B)(x)]” =[B(f(x))]".
£7'(B) X’ de bir ADB kiimesidir. (Mondal ve Samanta, 1999)

Teorem 2.1.11: f: X — Y bir fonksiyon olmak {izere agsagidaki 6zellikler saglanir.
(i) VB e ADB(Y) icin £~ (B%)=(f " (B)),

(ii) VA € ADB(X) icin (f(A))° c f(A°),

(iii) B,,B, € ADB(Y) i¢in B, cB, = f'(B,) c f'(B,),

(iv) A,,A, e ADB(X) i¢cin A, c A, = f(A))cf(A,),

(v) VB e ADB(Y) igin f (f - (B))c B dir. Eger f orten ise esitlik saglanir.

(vi) VA € ADB(X) igin f'(f(A))c A dir. Eger f birebir ise esitlik saglanr.
(vii) VB, € ADB(Y) igin "' (U BiJ ~J(F®,)) dir

(viii) VB, € ADB(Y) icin f' (ﬂ Bij N ®)) dir

(ix) f:X—>Y ve g:Y — Z iki fonksiyon olsun.
VC e ADB(Z) igin (gof)™'(C)=f"(g'(C)) dir.

(x) vx e X i¢in f(M,) =M, dir.
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Ispat: (v) in ispatin1 verecegiz digerleri de benzer sekilde yapilir.

y e Y alalim. iki durum s6z konusudur.

1.Durum: f'(y)# 6.

2 Durum: 7' (y) = ¢.

1.Durumda ;

[£(E7 BYXI" =sup,_,, [f T (BY)]" =sup,_,, [BECN]" =[B()]".
Benzer olarak [f(f ' (B))(y)]" =[B(y)]".

2 Durumda ;

[FE BN =0, [fFE BN =0

olur. Bu durumda ifadenin saglandig1 agiktr.

Goriildiigii gibi iki durumda da ifade saglanir. Ayrica f drten oldugunda ™' (y) # ¢

olur. Yani yine 1. Durum gegerli olur. Esitlik saglanir. m
2.2. Aralik Degerli Bulanik Topolojik Uzaylar

Tanim 2.2.1: X bostan farkli bir kiime olsun. 1< ADB(X) ailesi asagidaki

ozellikleri sagliyorsa t’° ya X kiimesi iizerinde aralik degerli bulanik topoloji (veya

kisaca ADB topoloji) denir.
(1) 0,ler,
2) A, Bet=AnBer,

(3) VieAigcin A, et = UAier.

ieA
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(X, ) ikilisine de aralik degerli bulanik topolojik uzay (veya kisaca ADB topolojik

2

uzay) denir. T’ nun elemanlarina ADB agik kiime denir. Eger B° et ise
B € ADB(X) kiimesine ADB kapal1 kiime denir. Sadece 0 ve 1 kiimelerini iceren
topolojiye basit (trivial) topoloji, tiim ADB kiimelerini i¢eren topolojiye de ayrik

(diskret) topoloji denir ve sirasiyla t° ve t' olarak gosterilir.

Eger t, ve 1, X lizerinde iki ADB topoloji ve 1, © 1, ise 1, ye 1, den daha giiglii

veya daha ince denir. (Mondal ve Samanta, 1999)

Uyari 2.2.2: Onerme 2.1.4° den her sezgisel bulanik kiime bir aralik degerli bulanik
kiime olarak diisiiniilebileceginden her sezgisel bulanik topolojik uzay bir aralik

degerli bulanik topolojik uzay olarak goz oniine alinabilir.

Teorem 2.2.3: {ri i1 eA} X iizerindeki ADB topolojilerinin bir ailesi olsun. Bu

durumda ﬂ {t, :i € A} ailesi de X iizerinde bir ADB topolojidir.

Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Teorem 2.2.4: {1, :ie A} X iizerinde ADB topolojilerinin bir ailesi olsun. O halde

{ri e A} ailesi kesisim islemine gore en kiigiik elemani 1°, en biiyiik elemani t'

olan bir tam latistir.
Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Teorem 2.2.5: (X,t) bir ADB topolojik uzay ve F de bu uzaydaki tiim kapali ADB

kiimelerin olusturdugu aile olsun. O halde
(1) 0,1 eF
(2) F,F, eF,.=>FUF, e F

(3) VieA i¢in F, e F = [F, eF.

ieA

Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.
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Tanim 2.2.6: (X, 1) bir ADB topolojik uzay ve B 1t olsun. Eger 1’ nun her elemani

B ‘ nin baz1 elemanlarinin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa B ¢ ye t’ nun bir tabani

denir. (Mondal ve Samanta, 1999)

Tanim 2.2.7: (X,t) bir ADB topolojik uzay ve 0ct olsun. Eger 6’ nin

elemanlarinin tiim sonlu arakesitleri T i¢in taban oluyorsa & ye 1’ nun bir alt taban

denir. (Mondal ve Samanta, 1999)

Teorem 2.2.8: B, X’ de ADB kiimelerinin bir ailesi ve 5,T € B olsun. Eger her
B,,B, e Bve YM_€B, nB, icin W e B: M, € W c B, "B, saglaniyorsa B

ailesi, X tizerindeki bir topolojinin tabanidir.

Ispat: t, elemanlar1 B ¢ nin elemanlarinin keyfi birlesimlerinden olusan aile olsun.
(1) G,T €T,

(2) T keyfi birlesime gore kapalidir.

(3) U,V et alalim.

=Uu=Ju,v=v,.

iel jel

iel jel iel
jel

=UNnV =(UUJ(\(UVJJ =JU, "V,  (Teorem 2.1.6 (v)’ den)

Simdi VM, € U; NV, icin hipotezden IW e B: M, e W U, NV, olur.

U, "V, =M, :M, 82U, nV,}c|JW, c U, "V, olur. Buradan UV’ nin B

‘ nin elemanlarinin birlesimi seklinde yazilabildigi goriiliir.

Sonug olarak t tabani B olan bir topolojidir. m
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Uyar1 2.2.9: Bu teoremin tersi genel olarak dogru degildir. Asagidaki 6rnekle bu

gosterilmektedir.

Ornek 2.2.10: X bostan farkli bir kiime olsun.

B, = l,g , BjUB, = l,i A, UB, = l,i ve B,NB, = l,i =A UA,
2 4 2°5 4°5 2°4

olmak tizere,

T= «{a,T,Al,AZ,BI,Bz,Al UA,,A NnA,,B,UB,,A  UB,} ailesi X lizerinde bir

ADB topolojidir. Ayrica B= {a,T,Al ,A,,B,,B,,A, nA,} ailesi T i¢in bir tabandur.

Buradan {%,%} ADB noktasti B, "B, ye ait olmasmna ragmen

[i , %} € W c B, N B, olacak sekilde bir W € B mevcut degildir.

Tanim 2.2.11: (X,t) bir ADB topolojik uzay, Be ADB(X) ve M X’ de bir ADB

noktasi olsun.

B kiimesine M, noktasinin komsulugu denir : < 30 et 6yle ki M, €EOcB

saglanir. (Mondal ve Samanta, 1999)

Teorem 2.2.12: Bir (X,1) ADB topolojik uzay olsun.
A € 1< A kiimesi A’ ya ait tiim ADB noktalarinin komsulugudur.

Ispat: Tanimdan goriiliir.
Tanim 2.2.13: 0<a<b <1 ve (a,b) # (0,0) olsun. (8,7n) ikilisi,

()5>0,m>0,
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(i) a=0< =0,
(iii)0<a-5<b-n

kosullarini sagliyorsa bu ikiliye (a,b) i¢in uygun ikili denir. (Mondal ve Samanta,

1999)

Teorem 2.2.14: (X,t) bir ADB topolojik uzay olsun. Her M ADB noktas1 i¢in
N(M,) bu noktanin tiim komsuluklarmnm bir ailesi olsun. O halde asagidaki

ozellikler saglanir.
(N1) TeN(M,) ve Ae N(M,) igin M_ €A.
(N2) A, BeEN(M,)=>AnBeNM,).
(N3) AcBve AeNM,)=BeNM,).
(N4) (a,b) ile uygun olan her (5,m) ikilisi i¢in
AeN([a-3,b—n], )= A eN(a,b],).
(N5) AeN(M,),BeN(P,)>AUBeNM, UP,).
(N6) AeN(M,) = 3ISe N(M,) dyleki Sc A ve VP, €S igin Se N(P,).
Ispat: (N1)-(N3) tanimlardan agiktir.

(N4) (a,b) ile uygun olan her (8,m) ikilisi i¢in A € N([a—0,b—n],) olsun. Bu

durumda
V(8,m) i¢in 30 e t:[a—-8,b—n], = Oy ©A
saglanir. Buradan

0= EJO(M) olarak secersek O e t ve O — A olur. Ayrica,
N
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U[a—éi,b—n]x =[a,b], CUO(B,m =0cA
3.

,m
olur. Buradan

[a,b], €O c A olur. Yani A € N([a,b],) olur.

(N5) AeN(M, ) ve BeN(P,) olsun.

=30,,0,et:M_ €0, cAveP €0,cB

=M, UP €0, U0,cAUB, (M,UP, yine bir ADB noktasidir.)
=AuBeNM, UP,) olur.

(N6) Ae N(M,)=>3Set:M,  ESc A saglanir.

S et oldugundan S tiim noktalarinin komsulugudur. Yani VP, €S igin SeN(P,)

dir.

Buradan AeN(P,) = 3ISeN(M,) vardir dyle ki Sc A ve VP €S igin

Se N(P,)olur. m

Teorem 2.2.15: X bostan farkli bir kiime ve X’ deki her M, noktasi i¢in (N1)-(N6)

kosullarini saglayan bir N(M_ ) ailesi mevcut olsun. Bu durumda
1={A e ADB(X): VP, € A i¢cin A e N(P,)}

ailesi X tizerinde bir ADB topolojidir vee N(M,) de M_ noktasinin komsuluk

sistemidir.

Ispat: (1) Oer dolayli olarak saglanir. Ayrica (N1)’ den dolay1 Ter saglanir.

(2) A,Betve M_ e AnB alalim.
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=A,BeNM,), (T’ nun yapisindan)
=>(N2)’ den AnBeN(M,) olur.
O halde AnB et olur.

(3) Viel i¢in A, et ve A=A, ve xeX igin [A(X)]" =a, [A(X)]” =b olsun.

i€l

1. Durum: O0<a<b ve M_=[a,b] olsun. O haldle M, €A. 0<a—-g<b-n

olacak sekilde € > 0, > 0 sayilarini segelim.
M, (e,m) =[a—¢,b—n], ADB noktasi i¢in Ji,, j, € J oyle ki
[A,, (x)]" >a—&, [A;, (x)]Y >b-mn olur.
Buradan M (g,n)€A; UA, d.
i, =A, VA, diyelim,

Simdi P, =[c,d], € A; ;, keyfi noktasini alalim. O halde,

]

c<max{[A; (V)]".[A; (V)]"} ve

d<max{[A, (y)]'.[A, (»)]'} dir

Genelligi bozmaksizin ¢ <[A; (y)]", d<[A i (y)]Y olarak alalim.
O halde [¢, min{d,[A; (y)]U}]y €A, vel0,d], €A; olur
Buradan,

A, eN([c,min{d,[A; (y)]U}]y) ve A, eN([0,d],) dir.

Buradan, (N5) 6zelliginden

23



A, VA, eN([e,min{d,[A, ()]"}], v[0,d],)
=N([c.d],)
=N(P,) olur.

Boylece M, (e,m)=[a—¢&,b—n], noktasi i¢in JA, , dyle ki VP, €A, ;. icin

A, €N(P) ve M (em)€EA, ; <A olur

195Jo Jo

Buradan da V(e,m) ikilisi icin A e N(M, (g,n)) oldugundan (N4) 6zelliginden
A e N(M,) olur. Buradan da A e t bulunur.

2. Durum: a=0<b ve M, () =[0,b—mn], noktasini alalim.

Boylece dj, €J i¢in M (n)€ A; olur. Buradan A eN(M, (n)) olur (giinki
A, <A dir) . Aym sekilde ¥n >0 uygun sayisi i¢in bu dogru oldugundan (N4)

ozelliginden A € N(M, ) olur. Buradan da A € t bulunur.

Boylece 1. ve 2. durumlarda A €t olur. Sonug¢ olarak, t X iizerinde bir ADB

topolojidir ve (X,t) ADB topolojik uzayindaki her M _ noktasinin komsuluk sistemi

N(M, ) dir. m
Tanim 2.2.16: (X, 1) bir ADB topolojik uzay ve A € ADB(X) olsun.
Eger A e N(P,) ise P, ADB noktasina A’ nin bir i¢ noktasi denir.

A kiimesinin tiim i¢ noktalarinin birlesimine A kiimesinin i¢i denir ve intA ile

gosterilir.

Yani, int A = UPX dir. (Mondal ve Samanta, 1999)

AeN(P,)
Teorem 2.2.17: (X, 1) bir ADB topolojik uzay ve A € ADB(X) olsun.
(1) intA ADB kiimesi A kiimesinin kapsadigi en genis acik kiimedir.
(i1) A aciktir << A=intA.
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Ispat: P, A kiimesinin bir i¢ noktasi olsun. Burada A e N(P,) dir. O halde

P_€ O c A olacak sekilde bir O € T vardir. Buradan

U P c U O c A bulunur. Buradan da intA UO c A olur.

AeN(P,)

UO acik oldugundan UO ’ nun tiim noktalar1 A’ nin bir i¢ noktasidir ve dolayisi

ile intA kiimesine aittir. Bu yiizden UO cintA. O halde intAZUO olur. Buradan

intA agiktir ve A kiimesinin kapsadigi en genis acik kiimedir.
Buradan da,
A aciktir< intA=A olur. m

Tanim 2.2.18: (X,T) bir ADB topolojik uzay ve A e ADB(X) olsun.
ﬂ{B € ADB(X) : B kapali ve A B} ADB kiimesine A kiimesinin kapanist denir

ve clA ile gosterilir. (Mondal ve Samanta, 1999)

Teorem 2.2.19: (X, 1) bir ADB topolojik uzay ve A,B € ADB(X) olsun. Bu takdirde

asagidakiler saglanir.

(i) cl(¢)=¢.

(i1) cl(X)=X.

(i) A cclA.

(iv) clA kapalidir.

(v) A kapalidir < clA=A.
(vi) cl(AUB)=clAucIB.
(vii) cl(clA)=A.

Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.
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Teorem 2.2.20: VA € ADB(X) i¢in clA =[ int( A®)]° dir.

Ispat: Tanimlardan goriiliir.

Tanim 2.2.21: (X, 1) bir topolojik uzay ve A € ADB(X) olsun.

(a) int(cl(A))=A ise A’ ya X’ in ADB diizenli agik alt kiimesi denir.
(b) cl(int(A))=A ise A’ ya X’ in ADB diizenli kapal1 alt kiimesi denir.

Tanim 2.2.22: (X,1,), (Y,t,) ADB topolojik uzaylar ve f:(X,t,)—>(Y,t,) bir
fonksiyon olsun. Eger VB e, igin f'(B)et, ise f fonksiyonuna siireklidir denir.
Eger f:(X,1,)—>(Y,t,) ve g:(X,1,) > (Y,t;,) fonksiyonlar1 siirekli ise her
Cer, igin (gof)"(C)=f"(g'(C)) oldugundan gof’ de siireklidir. (Mondal ve
Samanta, 1999)

Teorem 2.2.23: (X,t,) ve (Y,t,) iki ADB topolojik uzay ve f:X—>Y bir

fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(a) f stireklidir.

(b) (Y,t,)’ deki kapal1 kiimelerin f altindaki ters goriintiisii (X, t,) ’de kapalidir.
(c) X’ deki her M, ADB noktasi ve her V e N(f(M,)) igin (V) e N(M,) dir.

(d) X* deki her M ADB noktast ve her Ve N(f(M, )) i¢cin 3W e N(M, ) 0Oyle ki
f(W) c Vsaglanir.

(e) VA € ADB(X) i¢in f(cl(A)) c cl(f(A)).
Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Onerme 2.2.24: (X,t,) ve (Y,t,) iki ADB topolojik uzay olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir.
(@) f:(X,t,) > (Y,1,) siirekli fonksiyondur.
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(b) ¥ Be ADB(Y) i¢in ' (int B) < int(f " (B))

(c) YV Be ADB(Y) i¢in cl(f ' (B)) < f ' (cl(B))
Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Teorem 2.2.25: 6, X’ deki ADB kiimelerinin bir ailesi ve 6568 olsun. Bu

durumda & ailesi, Vi, k i¢in S;; €8 olmak lizere

ieA \ kel

T= {U (ﬂ Si’kj : A —keyfi indeks kiimesi, J — sonlu indeks kﬁmesi}

topolojisinin alt tabanidir.
Ispat: Tanimlardan goriiliir.

Tanim 2.2.26: X bostan farkli bir kiime ve {(Yi,ri)} ADB topolojik uzaylarin bir

ieA
ailesi olmak {tizere, {fi X > (Yi,ti)}ie , fonksiyonlar ailesini ele alalim. O halde

o= {fi’l (0):0€r,ie A} alt tabaniyla iiretilen t topolojisine {’fi }ig , fonksiyonlar

ile tiretilen ADB baslangic topolojisi denir. (Mondal ve Samanta, 1999)

Teorem 2.2.27: X {izerindeki, {fi X —=>(Y,,1, }EA ailesiyle iretilen baslangig

topolojisi her bir f, :(X,7) > (Y,,7;) fonksiyonunu siirekli yapan en kaba

topolojidir.

Ispat: Tanimlardan goriiliir.

Tanim 2.2.28. {(Xi,ti)}ieA ADB topolojik uzaylarin bir ailesi olsun. O halde

X(:HXJ lizerindeki {p, :X—)(Xi,ﬂsi)}ieA izdiisim fonksiyonlariyla {iretilen
ieA

ADB baslangi¢ topolojisine X iizerindeki ADB ¢arpim topolojisi denir ve bu topoloji
[ 1= ile de gosterilebilir.

ieA
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Tanimdan agik¢a goriliir ki izdiisim fonksiyonlar1 ADB carpim topolojisinin

tanimindan dolay: siirekli fonksiyonlardir.

Teorem 2.2.29: {(X,

1

,1,)}.., ADB topoloji ailesi ve 1 da X(:Hxij {izerindeki

ieA
carpim topolojisi olsun. (Y,t) bir ADB topolojisi ve f:X —Y fonksiyonu

veriliyor. Bu durumda,
f:(Y,t) — (X,7) siireklidir< p, of : (Y,1) = (X,,t;) siireklidir.

Ispat: VieA igin p,of:(Y,t)—(X,,1,) siirekli olsun. f* nin siirekli oldugunu
gdstermek icin T’ nun alt tabanindaki her O eleman: igin f'(O)et oldugunu

gostermek yeterlidir.

G e 1, olmak iizere O =p;'(G) olsun.

£10)=f"(p;"(G))=p, of)"(G)etr  (giinkii p, of siireklidir)
Buradan f siirekli olur.

Ters taraf ise agiktir. m

Uyar 2.2.30: Dikkat edilmelidir ki izdiisiim fonksiyonlarinin agik olmasi gerekmez.

Simdiki 6rnekle bu gosterilmektedir.

Ornek 2.2.31: X,={x,,x,}=X, ve bu kiime iizerindeki A ve B ADB kiimeleri

asagidaki gibi tanimlansin.

A:X, > D[0]], A(x,)=04, A(x,)=0.6,

B:X, - D[0,1], B(x,)=0.8, B(x,)=0.3.

Buna gore X, ilizerinde T, :{BXl ,TX],A} ve X, lizerinde T, :{5Xz ,TXZ,B} ADB

topolojilerini alalim.
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u, =p; (A),u, =p,'(B)  olmak iizere = X,xX, c¢arpim kiimesindeki
T= {lexxz ,Txlxxz ,u,,u,,u, N"u,,u, Ju,} ADB c¢arpim topolojisi i¢in p,(u,) €1,

ve p,(u,) ¢, dir. Yani p, ve p, izdiisiim fonksiyonlar: acik degildir.

Tanim 2.2.32: (X,t) bir ADB topolojik uzay olsun. Eger X’ deki tiim sabit ADB

kiimeleri 1’ ya ait ise 1’ ya Lowen-tip ADB topoloji denir. (Mondal ve Samanta,

1999)

Teorem 2.2.33: {(Xi,ti)}ieA Lowen-tip ADB topolojik uzaylar ailesi ve 1t da

X(:HXJ tizerindeki ADB carpim topolojisi olsun. O halde Vie A i¢in
ieA

p; : (X,1) = (X, ;) izdiisiim fonksiyonlar1 aciktirlar.
Ispat: v=(")p,. (u;) olsun.
i=1

Vi=12,.,n,B(#=a;) vex, € X, i¢in

[p, (V1" (x) = S}}? )[V(x)]L = sg](o )({gg}[(paf (ui))(x)]L)

= s (mintu, 0, <x)>JL)=ggigg[&sgp[ui@r]

xepg' (xg)
=a (diyelim).
(Bu a degeri, [0,1) araligindadir ve x; € X ye baghdir.)

(Cunkii & X, ,(i1,2,...,n), i¢in Ix € pgl (xg) bulunabilir dyle ki p, (x)=¢;

olur. (Gergekten x, A indis kiimesi ilizerinde x(o;)=¢&; ve diger her indis igin

x(1) € X, olarak secilebilir.))

Bezer olarak, [p, )" (xp) = {nin[ sup[u, (&)]Uj =b (diyelim). Bu degerde x; € X,
<i<n éEqu

ye baghdir.
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Acikea goriildiigii gibi a <b dir.

Ayrica i, €{l,2,...,n} olmak tizere B =1, i¢in

[Py (V1" (x,) = sup [min[u,(p,, ())]")

xepp'(xp)

- {Kirgiiqusgp (u, (i))} J Aluy, (xp)]"

=a'Afu,, (x,)]"

Burada a' = min {sup (ui(ﬁ))} dir.

I<i(#g)<n| gex
o

U
Benzer olarak, b = min {sup (ui(i))} olmak tizere

I<i(#ig)<n| gex
o

[Py (1Y (x5) =b A fu; (x,)]" dir.

O halde py(v)=[a,b]Nu, sabit ADB kiimesi ile u; agik ADB kiimesinin
kesigimi olur ki bu ise Lowen-tip topolojide agik bir kiimedir. Dolayisiyla p,

izdlistim fonksiyonlar1 agiktir. m

2.3. Aralik Degerli Bulanik Topolojik Uzaylarda Kompakthklar

Bu boliimde, Coker ve Es (1995)° de tanimlanan kompaktlik cesitleri aralik degerli

bulanik topolojik uzaylara genellestirilerek incelenecektir

Tanim 2.3.1: (X, 1) bir ADB topolojik uzay olsun.

(a) pc ADB(X) ailesi TX = Uw kosulunu sagliyorsa bu [ ailesine X’ in bir

wep

ortlimii denir. ’° nin elemanlar1 acik kiimeler ise B’ ya bir agik ortiim denir. 3’ nin

bir B* alt ailesi i¢in TX = Uw saglantyorsa B"’ a bir alt ortiim denir.

wep”
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(b) 6 cADB(X) ailesinin her sonlu {K,:1=12,.,n} cd alt ailesi ﬁKi ¢5X

i=1
Ozelligini sagliyorsa bu aile sonlu arakesit 6zelligine sahiptir denir.

(c) X’ in her agik ortlimii sonlu bir alt ortiime sahipse, (X,t) ADB topolojik uzayina
kompakttir denir.

(d) X’ in her agik {G, :1e€J} Ortlimiiniin Ucl(Gi):TX olacak sekilde sonlu bir
ieF
F-sonlu

{G, :1 e F} alt 6rtliimii varsa (X,t) ADB topolojik uzayma hemen hemen kompakttir
denir.

(e) X’ in her agik {G, :1€J} Ortlimiiniin Uint(cl(Gi)) = TX olacak sekilde sonlu
ieF
F-sonlu

bir {G,:1€F} alt ortiimii varsa (X,t) ADB topolojik uzayma yakin kompakttir
denir.

Acikea goriilebilir ki kompaktliklar arasinda,

kompakt=> yakin kompakt=>hemen hemen kompakt

iliskisi vardir.

Omek 2.3.2: X bostan farkli keyfi bir kiime ve her neIN igin

G, = ([n _1, n ID (her xe X) olmak tlizere t={G, kA :n=12,..} U {TX ,6X} ailesi
n n+

X tlizerinde bir ADB topolojidir.

UGn :TX oldugundan {G, :n=12,...} ailesi X’ in bir agik Ortiimiidiir. Fakat bu
n=1

Ortiimiin sonlu bir alt ortiimii yoktur. Yani (X,t) ADB topolojik uzayr kompakt
degildir.

Diger taraftan her n€IN icin cl(G,)= TX ve int(cl(G,))= TX oldugundan (X, 1)

ADB topolojisi yakin kompakttir.
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Ornek 2.3.3: X bostan farkl keyfi bir kiime ve {Gl he [%,1}} ADB kiime ailesi

olsun. Burada
G, = qx —%,xD dir. Bu durumda 1 = {Gk ‘Ae B 1}} U {10, } ailesi X

tizerinde bir ADB topolojidir. Bu topolojide ki her ortiim TX kiimesini i¢ereceginden

bu (X, 1) ADB topolojik uzay1 kompakttir.

Teorem 2.3.4: (X,t) ADB topolojik uzayr hemen hemen kompakttir<> X’ de sonlu

arakesit 6zelligine sahip acik kiimelerin = {G, :1 €I} ailesi i¢in ﬂcl(Gi) # 6X dir.

iel

Ispat: “=>:"(X, 1) hemen hemen kompakt ve X’ de sonlu arakesit 6zelligine sahip

B={G, :1el} ailesiicin ﬂcl(Gi) = 6X oldugunu kabul edelim. O halde,

i€l

1, = (ﬂ cl(Gi)j = Jint(G{)olur.

iel iel

(X,t) hemen hemen kompakt oldugundan TX :Ucl(int(Gf)) olacak sekilde

i=1

{G, :1=1,...,n} sonlu alt ailesi vardir. Burada da,

1, = U cl((cl(G,))*) = U (int(cl(G,)))* = ﬁint(cl((}i )) = 0 olur. Fakat

G, =int(G,) c int(cl(G,)) oldugundan ()G, = 0 elde edilir.
i=1

Buise B ={G, :1 eI} ailesinin sonlu arakesit 6zelligine sahip olmasiyla celisir.
“<”B={G, :1el} X’ in ADB acik 0rtiisii olsun. 3’ nin kapanislarinin X’ i orten
sonlu alt Ortiimiintin bulunmadigini kabul edelim. (cl(G,))" =int(G;) oldugundan

K ={(cl(G,))},,, sonlu arakesit 6zelligine sahip ADB agik kiimeler ailesidir.

Boylece hipotezden
Nel((cl(G,)*) # 0y = [ J(cl((cl(G)))*))* # I, = | Jint(cl(G,)) # I
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elde edilir. Viel i¢in G, < int(cl(G,)) oldugundan UGi :TX ile celiski elde

iel

edilir. Buradan (X, 1) hemen hemen kompakt olur. m

Teorem 2.3.5: (X,t) bir ADB topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir.

(a) (X,t) hemen hemen kompakttir.

(b) ADB diizenli kapali kiimelerin ﬂ G, = 6X ozelligini saglayan her B ={G, :1 e[}

iel
ailesi i¢in ﬂint(Gi) = 6X olacak sekilde sonlu bir {G, :1=1,...,n} alt ailesi vardir.
i=1

(c) Sonlu arakesit 6zelligine sahip ADB diizeli agik kiimelerin her B ={G, :iel}

ailesi igin ()cl(G,) = O dir.

iel
(d) X’ in her ADB diizenli agik ortiimiinden, kapaniglar1 X’ i 6rten sonlu alt aile elde
edilir.

Ispat: (a)=(b) B={G,:iel} ailesi mGi :6X ozelligini saglayan ADB diizenli

iel

kapal1 kiimelerden olusan bir aile olsun. O zaman TX = U G; olur.

iel

G; =int(cl(G})) oldugundan TX :Uint(cl(Gf)) olur. (X,7) ADB hemen hemen

i€l
kompakt  oldugundan TX :Ucl(int(cl(Gf))) olacak  sekilde sonlu  bir
i=1

{G, :1=1,...,n} altailesi vardir. Boylece

0, = (U cl(int(cl(G* )))J = ﬁint(cl(int(Gi ) = ﬁint(Gi)

elde edilir.
(b)=(c) B=1{G, :1el} sonlu arakesit 6zelligine sahip ADB diizenli a¢ik kiimelerin

ailesi i¢in ﬂ cl(G,) = 6X oldugunu kabul edelim. {cl(G,):1eI} ADB diizenli kapal1

iel
kiimelerin bir ailesi oldugundan hipotezden sonlu bir {cl(G;):1=1,...,n} alt ailesi

vardir dyle ki
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ﬁint(cl(Gi ) = ﬂ G, =0,
i=1 i=1

olur. Buise B ={G, :1 €]} ailesinin sonlu arakesit 6zelligine sahip olmasi ile ¢elisir.
(c) =>(d) B={G,:1e€l} ailesi X’ in ADB diizenli acik ortiisii olsun. $’ nin her

sonlu alt ailesi i¢in Ucl(Gi) # TX oldugunu kabul edelim. O halde {(cl(G,))® :1e1}

ieF

sonlu arakesit 6zelligine sahip ADB diizenli acik bir ailedir. Boylece

N cll(cl(G, )¢ )= 0 = () (int(cl(G, ) = Oy

iel iel
elde edilir. Buradan

Jint(cl(G,)) =15 = JG, #1x olur. Bu ise B={G,:iel} ailesinin bir ortiim

iel iel
olmasiyla celisir.
(d)=() B=1{G, 1]} ailesi X’ in agik bir ortiisii olsun. int(cl(G,)) diizenli agik

ve G, cint(cl(G,)) < cl(G;) oldugundan istenen kolayca goriiliir. m

Teorem 2.3.6: (X,1) ve (Y,¢) iki ADB topolojik uzay ve f:X — Y siirekli ve
orten bir fonksiyon olsun. Eger (X,t) hemen hemen kompakt ise (Y,$) da hemen
hemen kompakttir.
Ispat: H={H, : H, € ¢,i € J} Y’ nin bir ADB agik &rtiisii olsun. f siirekli oldugundan
G={f"'(H):H, e¢,ie]} X in bir agik ortiisiidiir. (X,t) hemen hemen kompakt
oldugundan,
Ucl(’f‘1 (G)) = TX olacak sekilde sonlu {H, :H, € ¢,i =1,...,n} ADB acik kiimeler
i=1
ailesi vardir. Buradan, f 6rten ve siirekli oldugundan Teorem 2.2.23” den
1, = f(U cl(f™! (Gi))j c f(U (f! (ClGi))j = f(f‘(U (chi)D = J(cIG,) olur.

i=1 i=1 = =l

Buradan da,

n

1y =J(cIG)) olur.

i=1

Boylece (Y,$) hemen hemen kompakttir. m
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Teorem 2.3.7: (X,1) ve (Y,¢) iki ADB topolojik uzay ve f:X — Y siirekli ve
orten bir fonksiyon olsun. Eger (X,t) kompakt ise (Y,¢) da kompakttir.

Ispat: Bir onceki ispata benzer olarak yapilir.

(X,7) ve (Y,$) Lowen anlaminda iki ADB topolojik uzaylar olsun. C=([a,b])

(a#0) sabit kiimesi verilsin. Bu durumda g<a olmak iizere C-¢ sabit ADB

kiimesi C—-¢=([a—¢,b—¢]) seklinde tanimlanir. Eger C=([0,b]) ise €¢<b olmak

tizere C—¢=([0,b—¢]) olarak tanimlanir.

Tanim 2.3.8: (X,1) bir ADB topolojik uzay olsun. Her C=([a,b]) (burada b=0)

sabit ADB kiimesinin her 3 ag¢ik Ortlimili ve her ¢ >0 i¢cin C—eC UG olacak
GeB,

sekilde sonlu bir B, = alt ailesi varsa (X, 1)’ ya Lowen kompakttir denir.

Tanim 2.3.1 (¢) ve tanim 2.3.8 karsilastirildiginda Lowen kompakt topolojik uzayin

kompakt oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.9: (X,t) ve (Y,0) ADB topolojik uzaylar ve f: X — Y siirekli bir
fonksiyon olsun. Eger (X,1) Lowen kompaktsa (Y,$) da Lowen kompakttir.

Ispat: C=([a,b]]) Y de keyfi sabit bir ADB kiimesi olsun ve B da C’ nin keyfi bir
acik ortiimii ve € >0 olsun.

Iki durum s6z konusu olur.

1. durum: C=([a,b]) (a=0)

2. durum: C=([0,b])

1. durumda C —g=([a —&,b—¢€]) olarak alinir.

2. durumda C —¢=([0,b —¢]) olarak alinir.

Iki durumda da ispat aym sekilde yapilir.

C,B keyfi iki sabit ADB kiime olmak iizere f(C)=C ve f'(B) =B oldugu agiktir.

B < ¢ oldugundan f'(B)={f'(G):GeP} =t dir. O halde
CclJ({G:GeB}
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= '(JtG:Gepy)=Jir "(G):Gepi2f () =C

f'(G)et  oldugundan ve (X,t) Lowen kompakt  oldugundan
|J4f'(G):GeB,}oC—& olacak sekilde sonlu bir B, B alt ailesi vardir.
Buradan,

£ (G): G eBy})2f(C-g)=C-¢

= £(f(J1(G):Gep,}))2f(C-g)=C-¢

= J{(G):Gep,}2C-¢

olur. Buradan (Y,¢) Lowen kompakt olur. m

Simdi ADB topolojik uzaylarda Alexander Teoremi’ni verelim.

Teorem 2.3.10: (X, 1) bir ADB topolojik uzay ve 6 71’ nun bir alt tabani olsun. Eger
0’ nin elemanlarindan olugsan her Ortlimiin sonlu bir alt ortiimi varsa (X,7t)

kompakttir.

Ispat: ADB kiimelerinin bir ailesi eger X’ i drtemiyorsa bu aileye yetersizdir denir.
Eger sonlu higbir alt ailesi ortemiyorsa bu aileye sonlu yetersizdir denir. Boylece X’
in kompakt olmas1 i¢in gerek ve yeter sart ADB kiimelerinin her sonlu yetersiz agik
ailesinin yetersiz olmasidir. Zorn Lemmasindan ADB kiimelerinin her sonlu yetersiz

ailesini iceren bir maksimal sonlu yetersiz aile vardir. Bu maksimal [ ailesi
asagidaki ozelliklere sahiptir.

Eger C acik bir kiime ve C¢ 3 ise maksimallikten B’ nin {A,A,,...,A, } alt ailesi
vardir oyle ki {A,A,,..,A ,C} ailesi X’ 1 Orter. Benzer olarak D¢ 3 ise
maksimallikten B’ nin {B,,B,,...,B, } alt ailesi vardir ve {B,,B,,....B_,D} X’ 1
orter. Buradan da {A,,A,,..,A ,B,,B,,....,B_,CnD} ailesi X’ 1 orter. Bu yiizden
CnDegf dir.

B, ADB kiimelerinin sonlu yetersiz acik bir ailesi olsun. O halde B’ yi kapsayan

ADB acik kiimelerden olusan maksimal sonlu yetersiz bir 3 ailesi vardir. Burada
bulunan [ ailesinin yetersiz oldugunu gostermek yeterli olacaktir. & N sonlu

yetersiz bir ailedir buradan da yetersizdir. B nin yetersiz olugunu gostermek ig¢in
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aksini varsayalim. Yani B yetersiz olmasin. O halde B X’ i orter. xe X olsun. Bu
durumda £>0 icin 3Ae B Oyle ki [A(x)]" > 1—% dir. A agik oldugundan 3B}, ,

taban elemanlarindan olusan ailesi igin A = UBi ve her B, i¢in 3J, sonlu indeks
ieA

kiimesi vardir dyle ki C; €98,jeJ;,ie A olmak lzere B, = mCi dir. $imdi ieA

je']l

i¢cin ﬂC i =B; c A ve B maksimaldir. Ae B oldugundan 3j = j; € J; vardir dyle ki

Jel;

C, €B dir. Aynca B, = ﬂCj cC, ep dir A:UBi oldugundan 3B, vardir

jel; ieA

dyle ki [B, ()" >[AX)]" —% dir. Bu yiizden [C; (x)]" 2[B, (x)]" > 1_§_§

olur.
€>0 keyfi oldugundan U{CJ-L(X)ZCJ- €dNP}>1 olur. Bu ise 6 NP yetersiz

olmasiyla celisir. m

Teorem 2.3.11: {(Xi,ri)}i“:1 kompakt ADB topolojik uzaylarin sonlu bir ailesi olsun.

X= H X, vet= H T, olmak lizere (X,t) ADB ¢arpim topolojik uzay1 kompakttir.

i=1 i=1

Ispat: B, > nun alt taban elemanlarindan olusan sonlu yetersiz agik bir aile olsun.
B,={wert, :p;'(W)eB}(i=1,..,n) ailesini ele alahm. B,, (X,t,)’ de sonlu
yetersiz bir ailedir. (X,,t,) kompakt oldugundan [, de yetersizdir. Buradan
Ix; € X, i¢in r; = v{w" (x;):w eB,} <1 olur(i=1,...,n).
X =(X,...,X,) € X olsun. O halde,
VAU (x): U eBl = vivilp! (W] (x):w B }}

= v (vATw(p, NI s w B )

= v viIwx )] sw e

_ vl ()<l

olur. O halde B yetersizdir. Buradan da Teorem 2.3.10 den dolay1 (X,t) kompakttir.

37



Fakat bu Teorem sonsuz sayida uzay icin gecerli olmayabilir. Asagidaki 6rnekle bu

gosterilmektedir.

Ornek 2.3.12: VieIN" igin X, =[0,1] ve Ai(x):% (Vx e X) olmak iizere
1+

r:{ax,TX,Ai} topolojilerini géz Oniine alalim. Bu durumda her i1 i¢in (X,,7;)

topolojik uzaylar1 kompakttir.

X= HXi ve X lizerindeki t = H T, ADB carpim topolojisini alalim. Her x i¢in

i=1 i=1

[gl(pi—l (A )):|(X) = i\Z(Aipi (x)) = \O; - 1

i=11+1
i=

oldugundan {p;1 (A, )} , X’ in bir agik Ortiistidiir. Fakat bu ortiimiin hi¢bir sonlu alt

ortiimii yoktur.
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BOLUM 3
ARALIK DEGERLI SEZGISEL BULANIK TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu boliimiin birinci kisminda aralik degerli sezgisel bulanik kiimeler tanimlanacak
ve bazi temel dzellikleri incelenecektir. ikinci kisimda aralik degerli sezgisel bulanik
topolojik uzaylar tanimlanacak daha sonra siirekli fonksiyonlar ve ¢arpim topolojisi
gibi temel kavramlar incelenecektir. Uciincii kisimda ise kompaktliklar

tanimlanacaktir.
3.1. Aralik Degerli Sezgisel Bulanik Kiimeler

Tanim 3.1.1: X bostan farkli bir kiime ve D[0,1], elemanlar1 [0,1] aralifinin tiim

kapal1 alt araliklarinin olusturdugu kiime olsun. Bu durumda,;

n, : X—>D[0]1] ve v,:X—>D[0,]] fonksiyonlar1 (veya ADB kiimeleri) ve
Vx e X icin O<supp,(x)+supv,(x)<1 kosulunu saglamak iizere
A= {<x, ty(X), v, (x)> (X € X} kiimesine X’ de aralik degerli sezgisel bulanik kiime

(veya kisaca ASB kiime) denir.

Burada x € X i¢in p, (x) ve v, (x) araliklar sirastyla x elemaninin A kiimesine ait

olma ve ait olmama derecelerinin araliklarini géstermektedir.

Boylece, her bir x € X i¢in p,(x) ve v, (x) araliklar alt ve tist sinirlart sirasiyla

[u A (x)]L , [p A (x)]U ve [V A (x)]L , [V A (x)]U olan kapali araliklardir. X’ deki tiim aralik

degerli sezgisel bulanik kiimelerin olusturdugu aileyi ASB(X) olarak gosterelim.
Tanimlar karsilagtirlldiginda ASB kiimelerinin sezgisel bulanik kiimelerin (Tanim
1.3.1) ve aralik degerli bulanik kiimelerin (Tanim 2.1.2) bir genellestirmesi oldugu

gortlir.
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Her xeX 1i¢in p,(x)=[a,b] ve v,(x)=[c,d] (b+d<1) ile tanimlanan ASB
kiimesine sabit ASB kiimesi denir ve kisaca ([a,b],[c,d]) olarak gdsterilir. (Mondal ve

Samanta, 2001)

Tanim 3.1.2: A,Be ASB(X) olsun.

@AcB:o VxeX [n,0] <[us (0] [1a 0] <[y (0] ve
Vil 2 v ) 2 Ve x]

(b)) A=B:<> AcBveBcA

(c) Bir A ASB kiimesinin tiimleyeni A° ile gosterilir ve

VxeX igin p,. (X)=v,(X) ve v,.(x)=p, (x) olarak tanimlanir.

Yani,

A= {<x,uA (X), v, (x)> 1X € X} olmak iizere A° = {<X,VA (x), 1, (x)> 1X € X} dir.

(d) ASB kiimelerinin bir {Ai e I} ailesinin birlesimi UAi ve kesisimi ﬂAi

sirasiyla,

UA, = {300, GO Vs, I LAY, (01 AL, (1)) ve

MA, = {x L, (1 Aliy, GV LIvEv, (1 Vv, (01T}

seklinde tanimlanir.

(e) Asagidaki sekilde tanimlanan P ASB kiimesine bir aralik degerli sezgisel nokta
(veya kisaca ASB nokta) denir.

Jx € X i¢in [pA(x)]U >0 ve Vy(#x)eX i¢in [uA (x)]U =0 ve [VA(X)]L =1
Bu sekilde tanimlanan ASB noktas1 P, olarak gosterilir.
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(f) P_ noktasma bir A ASB kiimesine aittir denir (sembolik olarakP, € A yazilir)

& @] <[] @] <[y (0] ve

Vi) 2 Vel Vi) 2 [ve (0] dir.

P_ = ([a,b],[c.d]), ASB notas1icin P° ASB noktasi ([c,d],[a,b]), olarak gosterilir.
(g) 0 ve T kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim.

0=([0,01,[1,1]) , T=([1,1],[0,0])  (Mondal ve Samanta, 2001)

Teorem 3.1.3: VA € ASB(X) i¢in A =|J{P, : P, € A dir.

Ispat: x e X ve [u,(x)]" =a, [u,(x)]" =b, [v,®]" =c, [v,(x)]" =d olsun. Bu
durumda P_ := ([a,b],[c,d]), € A dir. O halde A c U{Px :P, € A} saglanir. Agiktir

ki U{Px :P, €A} A saglanir. Buradan A = U{Px :P, € A} bulunur. m
Teorem 3.1.4: Her A,B,C,A B, € ASB(X) i¢in asagidakiler saglanir.
()0cAcT.

(i) AuUB=BUA;ANnB=BnNA.

(1) AuBUC)=(AUB)UCAN(BNC)=(AnB)nC.

(iv) AABCc AUB;AnBc A,B.

(V)Am(LiJBij:U(AmBi).

1

1

(vi) Au(ﬂBiJ:ﬂ(AuBi).
(vi) AcB< B c A°.
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(xi) (UAJ =(AS.
Ispat: Sadece (v)’ in ispat1 verilecektir. Digerleri benzer sekilde yapilabilir.
(v) B=JB,,C,=ANB,,D :Am(UBiJ =AnB,E=[J(AnB,)={JC,

olsun.

x € X alalim. O halde,

(1 (1" = [, GOT AL (01 =T, (1 A Mg, GOT° )= Vi, GOT Al (1Y)
Benzer olarak, [t ()]” = V{1, ()1 Alny, (01°)

[vo (1" = [V, (1" v [vy GOT = [v, (1" v [alvy, GO1 )= Allv, (1" Vv, (01"

Benzer olarak, [v, (x)]" = /i\([VA(X)]U VIvg (01").

Aymi sekilde, [ ()] = Ve, (1" = v{[s, (01" Al (1)
Benzer olarak, [, (1" = Vlk, (01° =v{[i, (01 Ak, (17).
[ve (OI = ALve, (1" = Al[vA (I v [vy, (")

Benzer olarak, [v, (x)]" = A([VA ()17 v[vg (x)]" )
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Bu sonuglardan, A N (U BiJ = U(A M B, ) sonucunu elde edilir. m

1

Uyart 3.1.5: Klasik bulanik kiimelerde, bir A bulanik kiimesi ve bir x, bulamk

noktas1 i¢cin X, € A veya x; € A° saglanir. Fakat ASB kiimelerinde bodyle bir

sonucun her zaman saglanmasi gerekmez.
Asagidaki 6rnekle bunun her zaman saglanmayacagini gosterilmektedir.

Omek 3.1.6: AcASB(X) ve xeX olsun. 0<b+d<1 olmak iizere
A(x) = ([a,b].[c.d]), P, =([e,f],[g,h]), alalm ve [e,f]c(a,b),[g,h]c(c,d)

olarak alalim. Ac¢ikca goriiliir ki P, ¢ A ve P ¢ A° dir.

Uyan 3.1.7: Klasik bulanik kiimelerde, A,B iki klasik bulanik kiime olmak iizere

X, e AUB & x, € A veya x, €B saglanir. Fakat ASB kiimelerinde bunun her

zaman saglanmasi gerekmez.
Asagidaki 6rnekle bunun her zaman saglanmayacagini gosterecegiz.

Ornek 3.1.8: X = {x,,x,}, A, =([0.2,0.5],[0.2,0.5]), A, = ([0,0.7],[0,0.2]) olsun. Bu
durumda P, =([0.2,0.6],[0,0.2]), €A, UA, saglanir fakat P, €A, ve P, ZA,

dir.

Teorem 3.1.9: A,BeASB(X) ve P, bir ASB noktasti olsun. Bu takdirde
P eAuUB=3IM AN €B: M _UN_ =P,

saglanir.
Ispat: P, = ([a,b],[c,d]), (0<b+d<1), A(x)=([a,,b,].[c,,d,]) ve
B(x) = ([a,,b,],[c,,d,]) olsun. O halde M, =([ara,,bAab,][cve,dvd,]),

Ve NX:([a/\az,b/\bz],[cvcz,dvdz])x olarak secersek M _eA,N_e€B ve

M, UN, =P_olur. =
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Tanim 3.1.10: f: X — Y bir fonksiyon ve A € ASB(X) olsun. Bu durumda

(a) Ae ASB(X) olmak iizere A kiimesinin f fonksiyonu altindaki goriintiisii

f(A)= {<y, Beay (V)5 Vi, (y)> 'y € Y} seklinde tanimlanir. Burada, her y € Y i¢in

- {supyf(x){[uA(x)]L}, £ () %6
. : (=6
sup, oo a1V £ (y) % 6
[Hf(A) (Y)] {0’ f‘l(y) 4 5
o VAl h T =
[Vf A (Y)] = Yo ,
" {1, £ (y) = ¢
o VAl T () =6
[Vf A (Y)] = Yoo
" {1, f1(y)=¢
dir.

(b) Be ASB(Y) olmak iizere B kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisii,

£(B) = {<y TR C O R, (x)> X € X} seklindedir. Burada,

[ ) COT" =g (FGNT [, (17 =R (FCOT,
[vf,l(B)(x)]L =[VB(f(x))]L,[vf,l(B) (x)]Y =[v,(f(x))]Y dir. (Mondal ve Samanta,

2001)

Teorem 3.1.11: f: X — Y bir fonksiyon olma iizere asagidakiler saglanir.
(i) VB e ASB(Y) igin £~ (B) = (f'(B)) .

(ii) VA € ASB(X) igin (f(A))" c f(A®).
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(iii) B,,B, € ASB(Y) i¢in B, c B, = f'(B,) c '(B,).
(iv) A,,A, € ASB(X) icin A, c A, = f(A,) c f(A,).
(v) VB e ASB(Y) igin f(f'(B))< B dir. Eger f érten ise esitlik saglanr.

(vi) VA € ASB(X) igin f™'(f(A))c A dir. Eger f birebir ise esitlik saglanr.

(vii) VB, e ASB(Y) igin £ (U BiJ - B))) dir.

ieA ieA

(viii) VB, € ASB(Y)icin f‘l(ﬂ Bij - N B))) dir.

ieA ieA
(ix) f:X—>Y ve g:Y > Z iki fonksiyon olsun. Bu durumda,
VC e ASB(Z) igin (gof)™(C)=f"(g”'(C)) dir.

(x) Vx € X igin f(P,) =P, dir.

Ispat: Sadece (v)’ in ispat1 verilecektir. Digerleri benzer sekilde yapilabilir.

y e Y alalim. iki durum s6z konusudur.
1.Durum: £ (y) # ¢.

2.Durum: f7'(y) =¢.

1.Durumda,

[ gty DT = SUP g [B y (OT7 = 8UP o [y (BT = [y (V)] -

Benzer olarak [1, ., (9] =1z (V]
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Ayrica,

[V ey DI =0, [V (O =infy_ [V, (B =[vy (y)]* olur.
Benzer olarak

[V 1y D1 =V (D] olur.

2.Durumda

“’lf(f"(B)) 1" =0, [“f(f*l(B)) (¥]" =0 ve

Vi D1 = LIV iy 1Y =1
olur. Bu durumda ifadenin saglandigi agiktir.

Goriildiigii gibi iki durumda da ifade saglanir. Ayrica f 6rten oldugunda 7' (y) # ¢

olur. Yani yine 1. Durum gegerli olur. Esitlik saglanir. m
3.2. Aralik Degerli Sezgisel Bulanik Topolojik Uzaylar

Tanim 3.2.1: X bostan farkl1 bir kiime olsun. t< D™ ailesi asagidaki ozellikleri
sagliyorsa t’° ya X kiimesi ilizerinde aralik degerli sezgisel bulanik topoloji (veya

kisaca ASB topoloji) denir.
(1) 0,ler,
2) ABet=AnNnBer,

(3) VieAigcin A, et = UAier.

ieA

(X,7) ikilisine de aralik degerli sezgisel bulanik topolojik uzay (veya kisaca ASB
topolojik uzay) denir. T’ nun elemanlarina ASB agik kiime denir. Eger B® et ise

B € ASB(X) kiimesine ASB kapali kiime denir. Sadece 0 ve 1 kiimelerini iceren
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topolojiye basit (trivial) topoloji, tiim ASB kiimelerini igeren topolojiye de ayrik

(diskret) topoloji denir ve sirastyla t° ve t' olarak gosterilir.

Eger 1, ve 1, X lizerinde iki ASB topoloji ve 1, 1, ise 1, ye 1, den daha gii¢lii

veya daha ince denir. (Mondal ve Samanta, 2001)

Uyan 3.2.2: Her aralik degerli bulanik kiime bir aralik degerli sezgisel bulanik kiime
olarak g6z Oniine alinabileceginden her aralik degerli bulanik topoloji bir aralik

degerli sezgisel bulanik topoloji olarak diistiniilebilir.

Ornek 3.2.3: X = {abc} ve

A ={(a,[0.5,0.6],[0.2,0.4]), (b,[0.4,0.5],[0.3,0.4]), (c,[0.2,0.3],[0.3,0.5])),
B =((a,[0.2,0.7],[0.1,0.3]), (b,[0.3,0.5],[0.4,0.5]), (c,[0.1,0.4],[0.5,0.5])).

olarak tanimlansin. O halde t = {a,T,A, B,AnB,AuU B} ASB kiime ailesi X kiimesi

tizerinde bir ASB topoloji belirtir.

Teorem 3.2.4. {t,:ie A} X iizerindeki ASB topolojilerinin bir ailesi olsun. Bu

durumda ﬂ {ri e A} ailesi de X iizerinde bir ASB topolojidir.

Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Teorem 3.2.5: {ri e A} ASB kiimelerinin topolojilerinin bir ailesi olsun. O halde

{’Ci e A} ailesi kesisim islemine gore en kiiciik eleman1 t° en biiyiik elemani t'

olan bir tam latistir.
Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Teorem 3.2.6: (X,1) bir ASB topolojik uzay ve F de bu uzaydaki tiim kapali ASB

kiimelerin olusturdugu aile olsun. O halde
(1) 0,1 eF
(2) F,F,eF,=>FUF, e F
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(3) VieA i¢in F, e F = [F, eF.

ieA
Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Tanim 3.2.7: (X, 1) bir ASB topolojik uzay ve B t olsun. Eger t’ nun her elemani

B ¢ nin baz1 elemanlariin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa B * ye 1’ nun bir tabani

denir. (Mondal ve Samanta, 2001)

Tanim 3.2.8: (X,T1) bir ASB topolojik uzay ve dcrt olsun. Eger &’ nin

elemanlarinin tiim sonlu arakesitleri T i¢in taban oluyorsa & ye 1’ nun bir alt taban

denir. (Mondal ve Samanta, 2001)

Teorem 3.2.9: B, X’ de ASB kiimelerinin bir ailesi ve G,T €B olsun. Eger her
B,,B, e Bve YM_ €B, nB, i¢in 3W e B: M, € W < B, N B, oluyorsa B ailesi,

X tizerindeki bir topolojinin tabanidir.
Ispat: Teorem 2.2.8’ in ispatina benzer sekilde yapilir.

Uyart 3.2.10: Bu teoremin tersi genel olarak dogru degildir. Bunu bir 6rnekle

gosterelim.
Ornek 3.2.11: X bostan farkli bir kiime olsun.

A, =([0.2,0.51,[0.3,0.4]), A, =([0,0.7],[0.2,0.3]),
B, =([0.2,0.8,[0.1,0.2]), B, =([0.5,0.71,[0.2,0.3]),
A, NA, =([0,0.5],[0.3,0.4]),

B, UB, =([0.5,0.8],[0.1,0.2]),

A, UA, =([0.2,0.7],[0.2,0.3])=B, N B,.

Bu durumda t={0,1,A,,A,B,.B,.A, NA,.A, UA,,A, UB,,B, UB, | ailesi X

tizerinde bir ASB topolojidir.
B = {6,T,A1,A2B1,B2,A1 N Az} ailesi T’ nun bir tabanidir.

P, =([0.2,0.6],[0.3,0.4]), ASB noktasini alalim.
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P_e B, nB, dir. Fakat P, € W < B, N B, olacak sekilde bir W € B yoktur.

Tanim 3.2.12: : (X,t) bir ASB topolojik uzay, Be ASB(X) ve M, X’ de bir ASB

noktasi olsun.

B kiimesine M, noktasinin komsulugu denir : < 30 et 6yle ki M, €EOcB

saglanir. (Mondal ve Samanta, 2001)

Teorem 3.2.13: : Bir (X,t) ASB topolojik uzay olsun.
A et < Akiimesi A’ ya ait tiim ASB noktalarinin komsulugudur.
Ispat: Tanimdan goriiliir.

Tanim 3.2.14: 0<a<b(z0),0<c<d ve b+d<l olsun. (§,n,8,n) pozitif
dortliisi, 0<a-8<b-m, c+8 <d+nm <1 ve b-n+d+n <1 kosullarmi

sagliyorsa bu dortliiye (a,b,c,d) ile uygun dortlii denir. (Mondal ve Samanta, 2001)

Teorem 3.2.15: (X,t) bir ASB topolojik uzay olsun. Her P, ASB noktas: igin
N(P,) bu noktanin tiim komsuluklarinin bir ailesi olsun. O halde asagidaki 6zellikler

saglanir.

(N1) TeN(P,), VP, ve AcN(P,) =P, €A.

(N2) A,BeN(P,)=> AnBeN(P,).

(N3) AcBve AeN(P,) = BeN(P,).

(N4) (a,b,c,d) ile uygun olan her (8,m,8,m") dértliisii igin
AeN(([a-8,b-n],[c+8,d+n]),) = A e N(([a,b],[c,d]), ).
(N5) AeN(M,),BeN(K,)= A UBeNM, UK,).

(N6) A e N(P,) = 3Se N(P,) yleki SC A ve VQ, €S igin Se N(Q,).
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Ispat: (N1)-(N3) tanimlardan agiktir.

(N4) (a,b,c,d) ile uygun olan her (8,m,8',m) dortliisii icin
AeN(([a-38,b-m],[c+8,d+n]),) olsun. Budurumda V(8,m,8 ,1) igin
30

, ET: (la=8,b-nl,[c+8,d+n]), € O(Sn < A saglanir. Buradan

(3.m.8'm 3

0= U ‘O(B,H,B,m,) olarak segersek O € T ve O < A olur. Ayrica,

8.n.8'm

Ua-8b-nllc+8.d+n), =(ablle.d), <JO, ;=0 A
olur. Buradan

([a,b],[c,d]), €O c A = A e N(([a,b],[c,d]),) olur.

(N5) AeN(M, ) ve BeN(K,) olsun.

=30,,0,et:M_ €0, cAveK €0,cB

=M, UK €0,U0,cAuUB, (M, UK, yine bir ASB noktasidir.)
=>AuUBeNM,k UK ) olur.
(N6) AeN(P,) = 3Se1:P,_ eSc A saglanir.

S et oldugundan S tiim noktalarmin komsulugudur. Yani VQ, €S i¢in Se N(Q,)

dir. Ayrica P_ € S oldugundan S € N(P, ) olur.

Bu yiizden AeN(P,) = 3SeN(P,) dyle ki ScA ve VQ, €S igin

SeN(Q,)olur. m
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Teorem 3.2.16: X bostan farkli bir kiime ve X’ deki her M _ noktasi igin (N1)-(N6)

kosullarini saglayan bir N(M ) ailesi mevcut olsun. Bu durumda
1=1A € ASB(X): VP, € A igin A € N(P,)|

ailesi X tizerinde bir ASB topolojidir ve  N(M,) de M, noktasinin komsuluk

sistemidir.

Ispat: (1) Oer dolayli olarak saglanir. Ayrica (N1)’ den dolay1 Ter saglanir.

(2) A,Betve M_ e AnB alalim.

=A,BeNM,), (7’ nun yapisindan)

= (N2)’den AnBeN(M,) olur.

O halde AnBer olur.

(3) Viel i¢in A, et ve A:UAi olsun. x e X ve [HA(X)]L =a, [pA(x)]U =b,
ic)

v,.®)] =c, [v,®] =d olsun.(0<b+d <1)

1. Durum: 0<a<b ve M, =([a,b],[c,d]), olsun. O haldle M_ € A. (§,n,8',n),
(a,b,c,d) icin uygun dortlii olsun. O halde 0<a—&<b-m, 0<c+& <d+n ve

b-n+d+n <1 saglanmr.

([a—&b-nl,[c+&,d+n]), noktasm M _(&,n,E,n") olarak gosterelim. Ayrica

M, (&M,E.n) € A olur. Buradan 3i,, j,,i,,j, €J icin

[y, ] >a-&[n, (x)]">b “MVa, (0)]" <c+ &',[VAJ,O (x)]” <d+n’ olur.
Bu yiizden M, (8,n,8 ,n)EA, UA, UA, UA, = A’ (diyelim).

Simdi P, = ([e,f],[g,h]), €A’ alalim. O halde,
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e <max{lu,, 1% Ia, W17 0, GOI7 I, (1,
f<max{fi,, O [y, 017 s, 1[I

gz min{[v, W1V, OISV, Q1 v, Q1 ve
h>min{[v,,, (1%, [v,, D10y, IV, ()1} olur

Genelligi bozmaksizin e <[p, (y)]", f< (s, 1Y, g= [\/A{0 (x)]",h > [VAJ,0 (x)]"

olarak alalim.
p =min{f, [, (1"l (01", (01} olsun.
O halde

(e.pll-pl-pl), EA,, ([0.FL-F1-1]), €A,
([O,p],[g,hv[vAib (x)]U]) €A, ve ([0,pL[h,h]), €A olur.

y

Buradan,
A, € N((e.pI1-p.1-pl), } A, e N(([0.£1.01-£.1-£]), )

Ai'o € N(([O’p]a[g’hV[VAib (X)]U]) j Ve

A, e N(({0, p1,[h,h]), ) olur.

Buradan, (N5) 6zelliginden

A=A, UA UA UA e N((e,pll1-p,1-p]), w([0,£1,[1-f,1-f]), U

1001l h v v, x017) U(0.p%ih.h1),)

y

=N(([e,f].[g,h])) = N(P,) olur.
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Boylece M _(E,n,&,m)=(a-&b-nl[c+&,d+n]), noktas: icin FA" Oyle ki
VP, €A’ i¢in A" eN(P,) ve M (§,n,E,n)EA <A olur. Yani her (§,1,&,1)

uygun dortliisii igin A € N(M_ (§,m,&,1)) dir. (N4) 6zelliginden A € N(M, ) olur.

2. Durum: a=0<b ve M, =([0,b],[c,d]), olsun. (n,E,n),(b,c,d) icin uygun

liclii olsun. O halde 0<b-1, c+& <d+n ve b—m+d+n <1 saglanr.

1.Durumdaki aym islemler yapilarak M, (n,&,n)=(0,b—n],[c+&,d+n]),
noktasi igin  JA'  vardir dyle ki VP, €A igin A eN(P)) ve
M (MEN)EA cA olur. Yani her (M,E,n) uygun dglisii icin
A eNM, (n,&,1)) dir. (N4) dzelliginden A € N(M,) olur.

Bdylece 1. ve 2. Durumlarda A € N(M, ) olur. Buradan VP, € A igin P, c M _ dir.

Yani VP_ € A igin A € N(P,) dir. Buradan A €t olur. Bdylece t, X tizerinde bir

topolojidir ve (X, 1)’ daki her M, noktasinin komsuluk sistemi N(M, ) dir. m
Tanim 3.2.17: (X, 1) bir ASB topolojik uzay ve A € ASB(X) olsun.
Eger A e N(P,) ise P, ASB noktasina A’ nin bir i¢ noktasi denir.

A ASB kiimesinin tiim i¢ noktalarinin birlesimine A kiimesinin i¢i denir ve intA ile

gosterilir.

Yani, int A = U P_ dir. (Mondal ve Samanta, 2001)

AeN(P,)
Teorem 3.2.18: (X, 1) bir topolojik uzay ve A € ASB(X) olsun.

(1) intA ASB A kiimesinin kapsadigi en genis a¢ik kiimedir.
(i1) A agiktir << A=intA.

Ispat: Teorem 2.2.16’ ispatina benzer sekilde yapilir.
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Tanim 3.2.19: (X,T) bir ASB topolojik uzay ve A e ASB(X) olsun.
ﬂ {B € ASB(X): B kapali ve A c B} ASB kiimesine A kiimesinin kapanisi denir ve

clA ile gosterilir. (Mondal ve Samanta, 2001)

Teorem 3.2.20: (X, ) bir ASB topolojik uzay ve A,B e ASB(X) olsun. Bu takdirde

asagidakiler saglanir.

(i) cl(¢) = ¢.

(i1) cl(X)=X.

(i) A cclA.

(iv) clA kapalidir.

(v) A kapalidir < clA=A.

(vi) cl(AUB)=clAucIB.

(vii) cl(clA)=A.

Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Teorem 3.2.21: VA € ASB(X) i¢in clA =[int( A®)]° dir.

Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Tanim 3.2.22: (X, 1) bir topolojik uzay ve A € ASB(X) olsun.

(a) int(cl(A))=A ise A’ ya X’ in ASB diizenli agik alt kiimesi denir.
(b) cl(int(A))=A ise A’ ya X’ in ASB diizenli kapal1 alt kiimesi denir.

Tanim 3.2.23: (X,1,), (Y,t,) ASB topolojik uzaylar ve f:(X,t,)—>(Y,t,) bir
fonksiyon olsun. Eger VB et, igin f'(B)ert, ise f fonksiyonuna siireklidir denir.

Eger f:(X,1,)—>(Y,t,) ve g:(X,t,) > (Y,t;) fonksiyonlar1 siirekli ise her
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Cer, igin (gof)'(C)=f"(g'(C)) oldugundan gof’ de siireklidir. (Mondal ve
Samanta, 2001)

Teorem 3.2.24: (X,t,) ve (Y,t,) iki ASB topolojik uzay ve f:X —>Y bir

fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(a) f stireklidir,

(b) (Y,t,)’ deki kapali kiimelerin f altindaki ters goriintiisii (X, t,) ’de kapalidir.
(c) X’ deki her M, ASB noktasi ve her V e N(f(M,)) igin f~' (V) e N(M,) olur.

(d) X’ deki her M ASB noktast ve her V e N(f(M, )) i¢cin IW e N(M ) 0yle ki
f(W) < Vsaglanur.

(e) VA € ASB(X) igin f(cl(A)) c cl(f(A)).
Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Onerme 3.2.25: (X,t,) ve (Y,t,) iki ASB topoloji olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir.
(@) f:(X,t,) > (Y,t,) ASB siirekli fonksiyondur.

(b) ¥ Be ASB(Y) icin £~ (intB) c int(f ' (B))

(c) VBeASB(Y) icin cl(f ' (B)) < £ ' (cl(B))
Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriiliir.

Teorem 3.2.26: &, X’ deki ASB kiimelerinin bir ailesi ve 6,T € 8 olsun. Bu durumda

o ailesi, Vi,k i¢in S;, €6 olmak iizere

ieA \ kel

T= {U (ﬂ Si’kj : A —keyfi indeks kiimesi, J — sonlu indeks kﬁmesi}

topolojisinin alt tabanidir.
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Ispat: Tanimlardan goriiliir.

Tanim 3.2.27: X bostan farkli bir kiime ve {(Yi ,ri)} ASB topolojik uzaylarin bir

ieA
ailesi olmak tizere, {fi X > (Y, }ie , fonksiyonlar ailesini ele alalm. O halde

0= {fi‘l(O) :0er1,,1€ A} alt tabaniyla tretilen t topolojisine {fi }ie , fonksiyonlari

ile liretilen ASB baslangi¢ topolojisi denir.

Teorem 3.2.28: X iizerindeki, {f, : X — (Y,,1,)}.

ieA

ailesiyle iiretilen ASB baslangi¢

topolojisi f, : (X,t) = (Y,,t,) fonksiyonlarin: siirekli yapan en kaba topolojidir.
Ispat: Tanimlardan goriiliir.

Tanim 3.2.29: {(Xi,ﬂsi)}iEA ASB topolojik uzaylarin bir ailesi olsun. O halde
X(:HXJ iizerindeki {pi :X—)(Xi,ti)}ieA izdlisim fonksiyonlariyla iiretilen
ieA

baslangi¢ topolojisine X {izerindeki ¢carpim topolojisi denir.

Bu topoloji Hri ile de gosterilir.

ieA

Tanimdan agik¢a goriilir ki izdiigim fonksiyonlar1 ADB c¢arpim topolojisinin

tanimindan dolayi siirekli fonksiyonlardir. (Mondal ve Samanta, 2001)

Teorem 3.2.30: {(X,,7,)},., ASB topoloji ailesi ve t da X(:HXJ iizerindeki

ieA
carpim topolojisi olsun. (Y,t) bir ASB topolojisi ve f:X —>Y fonksiyonu

veriliyor. Bu durumda,
f.:(Y,1) = (X,71) siireklidir< p, of: (Y,1) = (X,,7,) siireklidir.
Ispat: Teorem 2.2.29’ nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Uyar 3.2.31: Dikkat edilmelidir ki izdiisiim fonksiyonlarinin agik olmasi gerekmez.

Asagidaki 6rnekle bu gosterilmektedir.
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Ornek 3.2.32: X={x,y} ve bu kiime iizerindeki A, ve A, ASB kiimeleri asagidaki

gibi tanimlansin.

A, (x) =([0.1,0.41,[0.3,0.5]), A, (¥) = (0.5,0.6],[0.2,0.4]),
A, (x) = ([0.3,0.8],[0.1,0.21), A, (y) = (10.1,0.31,[0.2,0.6]).

Buna gore 1, :{6,T,A1} ve T, :{G,T,Az} topolojileri  veriliyor. Buradan
u=p;'(A,) ve v=p,'(A,) olmak iizere XxX iizerindeki carpim topolojisi
T = {0y Lo, LV, uNv,uU vy olur. Fakat p,(u) = ([0.5,0.6],[0.2,0.4]) ¢ T, ve
pl(V):([0.3,0.8],[0.1,0.2])§E T, olur. Yani izdiisiim fonksiyonlarinin agik olmasi

gerekmez.

Tanim 3.2.33: (X,t) bir ASB topolojik uzay olsun. Eger X’ deki tiim sabit ASB

kiimeleri 1’ ya ait ise ©’ ya Lowen-tip ASB topoloji denir. (Mondal ve Samanta,

2001)

Teorem 3.2.34: {(Xi,ri)}iEA Lowen-tip ASB topolojik uzaylar ailesi ve t da

X(:HXJ iizerindeki c¢arpim topolojisi olsun. O halde VieA igin
ieA

p; : (X,1) = (X,,T;) izdiisiim fonksiyonlar: aciktirlar.
Ispat: v=(")p;'(u,) olsun.

k=1
Vk =12,.,n,B(#1,) vex, € X, i¢in

_ _ <k<
Xep[}l(xﬁ) xepg (xg) <ksn

[y (51 = sup [, (1" = sup {minl(u ., )T

sup. (minfu,, (p, (x))]L)=ggg(§g(p[uuk (a)]L}a (diyelim)

xepy (xp)

Bu a degeri, [0,1) araligindadir ve x; € X, ye baglidir.
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(Cunkii &, €X, ,(i=1,2,...,n), i¢in Ix € pgl(xﬁ) bulunabilir dyle ki p; (x)§, olur.
(Gergekten x, A indis kiimesi iizerinde x(B) =, x(i,) =&, ve diger her indis igin

x(1) € X, olarak secilebilir.))

Bezer olarak, [(upﬁ(v)(xﬁ))]U = ln}(in( sup[u, (&)]Uj =b (diyelim). Bu degerde
<k<n EeX;, k

Xy € X ye baghdir.

Acikca goriildiigii gibi a <b dir.

Benzer sekilde,

[V, I = inf [v, (01 = inf [maxiv, ., )

xepgl(xp) xepgl(xﬁ) 1<k<n
= inf (maxv - (x L):max inf [v L
xepp! (xp) ISkSn[ i (plk( )] 1<k<n gexik[ Yk (é)]

=c (diyelim),
Bu ¢ degeri, [0,1) araligindadir ve x; € X;; ye baglhdir.
Bezer olarak, [(v, (xN1" = gnkax(&ir)l(f [V, (é)]”j =d (olsun). Bu degerde
Xy € X, ye baghdir.
Bu durumda

k, €{L,2,...,n} olmak lizere B =1, i¢in

[y, (DI = sup {minfw,, (b, GO)")

xepgl(xﬁ) -

1<k(#ko)<n| ge

—{ min [sgp(uuk (i))} JA[uuko (x)]" =a Aln,, (xp)I"
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L
Burada a = min {sup (K, (&))} dir.
X;,

1<k(#ko)<n| ¢

U
Benzer olarak, b = min {sup (K, (&))} olmak tizere
Xi,

1<k(#ko )<n| ¢

[(Mpu(\’) (Xﬁ))]u = b' N [Muko (Xﬁ)]U dir.
Benzer sekilde,

[V D1 = inf [maxv, (o, ())]")

xepgl(xp) 1<k<n

1<k (k) )<n| EeX;,

:( max [inf (V,, (&))} JV[VukO (Xg)]L
=c v [Vuko (XB)]L'

Burada ¢ = max [inf (v, (&))} dir.

1<k(#k()<n EJEXIk

U
Benzer olarak, d = max [inf (v, (&))} olmak iizere
I1<k(#kg)<n| &eX; k

[V (K1Y =V [V, (x)]" di.

O halde pﬁ(v):([a',b'],[c',d'])m u, sabit ASB kiimesi ile agtk u, ~ kiimesinin
kesigimi olur ki bu ise Lowen-tip topolojide agik bir kiimedir. Dolayisiyla p,

izdlistim fonksiyonlar1 agiktir. m
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3.3. Aralik Degerli Sezgisel Topolojik Uzaylarda Kompakthklar

Bu boliimde, Coker ve Es (1995)’ de tanimlanan kompaktlik cesitleri aralik degerli

sezgisel bulanik topolojik uzaylara genellestirilerek incelenecektir.

Tanim 3.3.1: (X, 1) bir ASB topolojik uzay olsun.

(a) Bc ASB(X) ailesi TX =Uw kosulunu sagliyorsa bu B ailesine X’ in bir

wep

ortlimii denir. ’° nin elemanlar1 agik kiimeler ise B’ ya bir agik ortiim denir. 3’ nin

bir B* alt ailesi i¢in TX = Uw saglantyorsa B"” a bir alt ortiim denir.

wep”

(b) & = ASB(X) ailesinin her sonlu alt ailesi ﬁKi * 6X ozelligini sagliyorsa bu aile
iK=,166
sonlu arakesit 6zelligine sahiptir denir.

(c) X’ in her agik Ortiimii sonlu bir alt 6rtiime sahipse, (X,t) ASB topolojik uzayina
kompakttir denir.

(d) X’ in her agik {G; :1e€J} agik Ortlimiiniin Ucl(Gi): TX olacak sekilde sonlu
ieF
F-sonlu

bir {G,:1€F} alt ortimi varsa (X,t) ASB topolojik uzaymma hemen hemen
kompakttir denir.

(e) X’ in her agik {G, :1€J} Ortlimiiniin Uint(cl(Gi)) = TX olacak sekilde sonlu
ieF
F-sonlu

bir {G,:1€F} alt ortlimii varsa (X,7) ASB topolojik uzayma yakin kompakttir
denir.

Acikea goriilebilir ki kompaktliklar arasinda,

kompakt=> yakin kompakt=>hemen hemen kompakt

iliskisi vardir.

Ornek 3.3.2: X bostan farkli keyfi bir kiime ve {G, :n=1,2,...} ASB kiimeler ailesi

olsun. Burada her xeX i¢in G, = n—l’ i ,1 0, ! dir.
n n+l n+l1

1={G,:n=12,..} U {TX ,6X} ailesi X tlizerinde bir ASB topolojidir.
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UGn = TX oldugudan {G, :n=12,...} ailesi X’ in bir ortiimiidiir.
n=1

cl(G,) =T, = int(cl(G,)) = I
oldugundan (X,t) ASB topolojik uzay:r yakin kompakttir. Fakat {G, :n=12,...}
ortlimiiniin sonlu bir alt 6rtiimii yoktur. Yani (X, t) ASB topolojisi kompakt degildir.

Ornek 3.3.3: X bostan farkli keyfi bir kiime ve {G L iheE {% ,1}} ASB kiime ailesi

olsun. Burada
G, = ({x —%,x} [0,1- x]} dir. Bu durumda t = {Gx A B 1}} U {1,,0,} ailesi X

tizerinde bir ASB topolojidir. Bu topolojide ki her ortiim TX kiimesini i¢ereceginden

bu topoloji kompakttir.

Teorem 3.3.4: (X,t) ASB topolojik uzayr hemen hemen kompakttir < X’ de sonlu

arakesit 6zelligine sahip acik kiimelerin = {G, :1 €I} ailesi i¢in ﬂcl(Gi) # 6X dir.

iel

Ispat: Teorem 2.3.4’ {in ispatina benzer olarak yapilir.

Teorem 3.3.5: (X,t) bir ASB topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir.

(a) (X,t) hemen hemen kompakttir.

(b) ASB diizenli kapali kiimelerin mGi = 6X ozelligini saglayan her B ={G, 1€}

iel
ailesi i¢in ﬂint(Gi) = 6X olacak sekilde sonlu bir {G, :1=1,...,n} alt ailesi vardir.
i=1

(c) Sonlu arakesit 6zelligine sahip ASB diizeli agik kiimelerin her B ={G, :iel}

ailesi igin ()cl(G,) = O dir.

iel
(d) X’ in her belirtisiz diizenli agik Ortiisiinden, kapaniglar1 X’ 1 6rten sonlu alt aile
secilebilir.

Ispat: Teorem 2.3.5 iin ispatina benzer olarak yapilir. m
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Teorem 3.3.6: (X,1) ve (Y,¢) iki ADB topolojik uzay ve f:X — Y siirekli ve

orten bir fonksiyon olsun. Eger (X,t) kompakt ise (Y,¢) da kompakttir.

Ispat: H={H, : H, € ¢,i € J} Y’ nin bir ADB agik &rtiisii olsun. f siirekli oldugundan

G={f"'(H,)):H, €¢,i eJ} X in bir agik 6rtiisiidiir. (X,t) kompakt oldugundan,

O(f (G))) :TX olacak sekilde sonlu {H,:H, e ¢,i=1,...,n} ADB acik kiimeler

i-1

ailesi vardir. Buradan,

1, = f(U (£ (Gi))j = f(f‘l (OGi D = OGi
i=1 i1

Buradan da,

TY = UGi olur. Sonug olarak (Y,¢) kompakttir. m

i=1
Teorem 3.3.7: (X,t) ve (Y,¢) iki ASB topolojik uzay ve f: X — Y siirekli ve
orten bir fonksiyon olsun. Eger (X,t) hemen hemen kompakt ise (Y,$) da hemen

hemen kompakttir.

Ispat: Teorem 2.3.6” iin ispatina benzer olarak yapilir.

(X,7) ve (Y,$) Lowen anlaminda iki ASB topolojik uzaylar olsun. C=([a,b],[c,d])

sabit ASB kiimesi verilsin. Bu durumda C-¢ sabit ASB kiimesini ¢<a ve d+¢<1

olmak iizere C—¢e=([a—¢,b—¢],[c+¢,d +¢]) seklinde tanimlanir.

Tanim 3.3.8: (X,7) bir ASB topolojik uzay olsun. Her C=([a,b],[c,d]) (burada b =0

ve d=#1) sabit ASB kiimesinin her B acik 6rtiimii ve her € >0 i¢cin C—-¢gC UG
Gef,

olacak sekilde sonlu bir B, = B alt ailesi varsa (X, 1)’ ya Lowen kompakttir denir.

Tanim 3.3.1 (c¢) ve tanim 3.3.8 karsilastirildiginda Lowen kompakt topolojik uzayin

kompakt oldugu goriiliir.
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Teorem 3.3.9: (X,1) ve (Y,¢) iki ASB topolojik uzay ve f:X — Y siirekli bir
fonksiyon olsun. Eger (X, 1) Lowen kompaktsa (Y,¢) da Lowen kompakttir.

Ispat: C=([a,b],[c,d]) Y de keyfi sabit bir ASB kiimesi olsun ve B da C’ nin keyfi bir
ortiimii olsun.

Dort durum soz konusu olur.

1. durum: C=([a,b],[c,d])

2. durum: C=([0,b],[c,d])

3. durum: C=([a,b],[c,1])

4. durum: C=([0,b],[c,1])

1. durumda C-¢=([a—¢,b—g],[c+¢,d+¢€]) olarak alinir.

2. durumda C—-e=([0,b—¢],[c +¢&,d +€]) olarak alinir.

3. durumda C —eg=([a —¢,b—¢],[c +&,1]) olarak alinir.

4. durumda C —¢=([0,b—¢],[c + &,1]) olarak alinir.

Ug durumda da ispat ayn1 sekilde yapilir.

C,B keyfi iki sabit ASB kiime olmak iizere f(C)=C ve f'(B) =B oldugu agiktir.

Bc ¢ oldugundan ' (B)={f'(G):Geplct dir. O halde
CclJ{G:Gep}

= (JtG:Gepy)=Jir "(G):Gepi2f () =C

f'(G)et oldugundan ve (X,t) Lowen anlaminda kompakt oldugundan
J{f(G):GeB,} 2C—¢ olacak sekilde sonlu bir B, B alt ailesi vardr.
Buradan,

£ (G :Gepy})af(C-g)=C—¢

= (" (J{(G):GeB,}))2f(C-e)=C—¢

=J{(G):Gepy}2C-¢

olur. Buradan (Y,¢) Lowen anlaminda ASB kompakt olur. m
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Simdi ASB topolojik uzaylarda Alexander Alt Taban Teoremi’ni verelim.

Teorem 3.3.10: (X, 1) bir ASB topolojik uzay ve & 1’ nun bir alt tabani olsun. Eger
0’ nin elemanlarindan olugsan her Ortlimiin sonlu bir alt ortiimi varsa (X,7t)

kompakttir.

Ispat: Bir ASB kiimesi eger X’ i drtemiyorsa bu aileye yetersizdir denir. Eger sonlu
alt ailesi Ortemiyorsa sonlu yetersizdir denir. Boylece X’ in kompakt olmasi igin
gerek ve yeter sart ASB kiimelerinin her sonlu yetersiz ailesi agik ailesinin yetersiz
olmasidir. Zorn Lemmasindan ASB kiimelerinin her sonlu yetersiz ailesini i¢eren bir

maksimal sonlu yetersiz aile vardir. Bu maksimal [ ailesi asagidaki Ozelliklere

sahiptir.

Eger C agik bir kiime ve C¢ B ise maksimallikten ° nin { A ,A,,...,A  } alt ailesi
vardir oyle ki {A,A,,..,A, ,C} ailesi X’ i oOrter. Benzer olarak D¢ 3 ise
maksimallikten $’ nin {B,,B,,...,B_} alt ailesi vardir ve {B,,B,,..,B_,D} X’ 1

orter. Buradan da { A ,A,,...,A,,B,,B,,...B_,CnD } ailesi X’ 1 orter. Bu yiizden

m?

CnDeg B dir.

B, ASB kiimelerinin yetersiz agik bir ailesi olsun. O halde B’ yi kapsayan yetersiz bir
B ailesi vardir. Burada bulunan [ ailesinin yetersiz oldugunu gostermek yeterli

olacaktir. 3 N sonlu yetersiz bir ailedir buradan da yetersizdir. f nin yetersiz

olugunu gostermek i¢in aksini varsayalim. Yani 3 yetersiz olmasm. O halde B X i

orter. xe X olsun. Bu durumda ¢,&,>0 i¢in 3JA, A, € i¢in [p, (x)I" >1—%1 ve

[vVa, 01V < %2 dir.

A, ve A, agik kiimeler oldugundan 3{B,},_, ,{B,},,, taban elemanlarindan olusan

aileleri i¢in A, = UBi,A2 = UBj dir ve her B;,B; i¢in 3J,,J; sonlu indeks

ieA; JjeA,

kiimeleri vardir 6yle ki C,,C, € 8 olmak iizere B, = ﬂCk,Bj = ﬂCl dir.

kel; ke.lj
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1eA,,jeA, igin ﬂCszicA1 ve kazBJCA2 ayrica [3 maksimaldir.

kel; Jj€l;

A,,A, ep oldugundan Jk=k; eJ,3l=1,€); i¢in C, ,C, e’ dir. Ayrica

B, =(1C, =C, €B,B;=()C,c=C, eB yamlabili. A, =|JB,,A, = JB,

kel; kel; i€, JEA,

&

oldugundan 3B, ,B;  vardr Oyle ki [y (1" > [, (0] - 5

i Ve

[ve, (0]” <[V, ()" +%2 * dir. Buradan

& &

[He,, (1" 2 [py, (01" >1- 5 ?1 =1-¢g, ve

[ve, 1Y <[v, ()]" < %2 +%2 =g, dir.

g, ve g, keyfi oldugundan,
Vi, (0)]°:C ePnd) 21 ve A{[ve (x)]V :C, € P8} =0 olur. Buradan da,

U{Ci :C,eBfnd}z TX olur. Yani B n & yetersiz degildir. Fakat bu ise ¢eliskidir.

Teorem 3.3.11: {(Xi , T, )}in:l kompakt ASB topolojik uzaylarin sonlu bir ailesi olsun.

X= H X, vet= H T, olmak tizere (X,t) ASB carpim topolojik uzay1 kompakttir.

i=1 i=1

Ispat: B, X’ deki alt taban elemanlarindan olusan sonlu yetersiz acik bir aile olsun.
B ailesinin yetersiz oldugunu gostermek yeterlidir.
B, ={wer, :p;'(w)eB}(i=L..,n) ailesini ele alahm. B,,(X,,t;)’ de sonlu
yetersiz bir ailedir. (X;,t;) kompakt oldugundan B, de yetersizdir. Buradan
Ix, e X, i¢gin 1, =v{[u, (x)]":weB <l ve q,=Vv{[v,(x)]":weB,}>0"

dir. Bu durumda,
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Vi{n, (X)) :UeB} = i\z{v{[“p;l(w) (O (x): w e B }}
- i\i/l{v{[“w (p,(x)]" : w e B,}}
- ivil{v{[uw (Xi)]L :weB,;}}

= V()<
veya

Vv (x)]V :Uep} = i{/\{["p;l(w) 1" () w e B}
- ?Z{A{[VW (p;(x)]Y :w eB;}}
= VAV, ()] sw e B}
= v(q,) >0

olur. O halde iki durumda da B yetersiz olur. Buradan da Teorem 3.3.10° den dolay1

(X, 1) kompakttir. m

Ornek 2.3.12: Vie IN" igin X, =[0,1] ve

A, = ({ P }{ 1 D (Vx € X) olmak  iizere  t={0y,L,A,}

i+27i+1[[i+2i+1
topolojilerini goz oniine alalim. Bu durumda her 1 i¢in (X,,t;) topolojik uzaylar

kompakttir.

X = HXi ve X lizerindeki t = H 7, ADB ¢arpim topolojisini alalim. Her x i¢in
i=1 i=1
[ivl(pi (K, ))} () =V (0 () = v —— =1

Benzer olarak,

[i(pf Ve ))} (%)= AV (PG = v = =0
i=1 i=1 =114 2

Oldugundan {p ! (Ai)} , X’ in bir agik Ortiistidiir. Fakat bu ortiimiin higbir sonlu alt

ortiimii yoktur.
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