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ONSOZ VE TESEKKUR

Parabolik kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde baslangic, sinir ve ek kosullar
kullanilarak bilinmeyen katsayilarin bulunmasi ve modellemelerinin yapilmasi
uygulamali bilimlerin giincel problemlerden biridir. Bu tip problemlerin
modellenmesi ¢aligmalarda daha ekonomik sonuclar vermistir.
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TTF (TRACE TYPE FUNCTIONAL) YONTEMININ BiR BOYUTLU
PARABOLIK DENKLEMLERE UYGULANMASI

Filiz BURHAN ENGIN

Anahtar Kelimeler: Parabolik denklemler, Is1 Denklemi, Ters problemler,
Bilinmeyen Ana katsayilar, Sonlu fark semalar1

Ozet: Bu calismada, parabolik denklemde son 6l¢iim noktasindan ana katsaymnimn
belirlenmesi ters problemi ele alinmistir. Denklemde yeni degiskenin c¢ikmasiyla,
problem baslangic ve smir kosullariyla birlikte klasik olmayan parabolik denklem
olarak yeniden formiile edilmistir.

Yapilan bu calismada, problemin c¢oziimii igcin TTF (Trace-Type—Functional)
formiilasyonu kullanilmistir. Metodun amaci, ele alman problemlerdeki kismi
diferansiyel denklemden bilinmeyen ana katsayiyr ek kosul yardimi ile ortadan
kaldirarak, problemi yeniden baslangic ve sinir deger problemi olarak ifade etmektir.
Yeni formiile edilmis problemi ¢ézmek icin FPP (Fixed Point Projection) iteratif
algoritmas1 uygulanmustir.

Ele alinan probleme acik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark semalar1 uygulanarak,
bu semalarin karsilastirmali analizi yapilmigtir.



APPLICATION OF TTF (TRACE TYPE FUNCTIONAL) METHOD FOR
ONE DIMENSIONAL PARABOLIC EQUATIONS

Filiz BURHAN ENGIN

Keywords: Parabolic equations, Heat equation, Inverse problems, Unknown leading
coefficients, Finite difference schemes

Abstract: In this work, the inverse problem of determination of a leading coefficient
in the parabolic equation from the final measurement is considered. After introducing
a new variable, the problem is reformulated as a nonclassical parabolic equation
along with the initial and boundary conditions.

Here, the solution of this problem is obtained by using TTF (Trace- Type-Functional)
formulation. The strategy of method is to use additional specification to eliminate the
unknown function from the partial differantial equation and to can reformulate the
considered problem as a inital-boundary value problem, then FPP (Fixed Point
Projection) iterative algorithm is applied to solve the reformulated problem.

The finite difference schemes are used for solution of the problem such as Explicit,
Implicit and Crank-Nicolson schemes.
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1. GIRIS

Doga olaylarinmm pek cogu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerle ifade
edilmektedir. Bu tip problemler hiperbolik, parabolik veya eliptik tipte
denklemlerdir.

Fiziksel olaylarin bir¢ogu genellikle kismi diferansiyel denklemlerde ters problem
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin uzayda gonderilen elektromanyetik dalgalarin
sacilmasma dayanarak sinir Olciim sonuclarimi kullanarak yeralti kaynaklarmin
bulunmasi, goézenekli bir ortamin hidrolik ©zelliklerinin bulunmasi, radyoaktif
izotoplarin bozunumu ve 1s1 kaynaginin belirlenmesine yonelik bilinmeyen kaynak
teriminin veya kapasite teriminin belirlenmesi v.s. ters problemlerle ifade

edilmektedir (Bellassoued ve Yamamoto, 2006).

Hadamard’a gore; asagidaki kosullar1 saglayan probleme iyi formiile edilmis (well-

posed) problem denir.

a-) Problemin ¢6ziimii vardir.
b-) Problemin yalniz bir ¢dziimii vardir.

c-) Coziim giris verilerine stirekli baglidir; yani ¢oziim kararhdir.

Bu kosullardan herhangi biri saglanmiyorsa problem iyi formiile edilmemis (ill-
posed) problemdir. Ters problem, cogu zaman ¢6ziimiin kararsizlig ile iliskili olarak
dogru formiile edilmemis (ill-posed) problemdir. Bu problemlerin ¢oziimii i¢in
Tikhonov regularizasyon yontemi, Freidman iterasyon yontemi ve benzeri gibi dzel

yontemler gerekmektedir.

Ters katsayr problemleri 1955 yilinda Lehner ve Wing, 1957 yilinda Bykhovsky,
1959-1960 yillarinda Lax ve Phillips, 1961 yilinda Sobolevsky, 1962 yilinda B.F.

Jones, Kato ve Fujita tarafindan ele alimmistir. Daha sonra J.R. Cannon ve P.C.



DuChateau da dahil ¢ok sayida bilim adami tarafindan arastirilmis ve bu konuda
yiizlerce yaymlanmis makaleler vardir. Parabolik denklemlerin uygulamasi ve analiz
edilmesi, kaynak kontrol parametresinin gelistirilmesinde siirekli dikkat ¢cekmektedir.
Ters problemlerin pratik uygulamalar1 i¢in, deneysel bulgular son derece biiyiik
Oonem tasir. Bazi fiziksel parametreler (onlara x diyelim) dogrudan deneysel olarak
elde edilemez, yalniz onlarin etkisi olan y fonksiyonu olciilebilen bir deger olabilir. x

ve y arasinda fiziksel kurallara dayanan bir iliski, genel olarak

Ax=y (1.1)

denklemi ile ifade edilmektedir. Bu denklemde A operatordiir; x verildigi zaman
y’nin hesabi diiz problem olarak, y verildigi zaman x’in belirlenmesi ise ters problem
olarak isimlendirilir.

Bu problemler deneysel olarak olciilebilen bir niceligi varsayarak deneysel olarak

Olciilemeyen ve denklemler ile ifade edilen baska bir niceligin bulunmasini igerir.

En genel halde parabolik denklemler,

u, =F(x,t,u,u_u_,a) (1.2)

olarak ifade edilir.
Parabolik denklemlerle 1s1 transferi, difiizyon olaylar1 ve popiilasyon dinamigi gibi

problemler ifade edilmektedir.

(1.2) denklemindeki a giris verileri, denklemin katsayilar1 veya bu denklemin
¢Ozliimiiniin var ve tek olmasi i¢in verilen sinir ve baslangi¢c kosullar: olabilir. (1.2)
denkleminin diizgiin formiile edilmesi i¢in, yeterli bir teori vardir. a bilinmiyorsa, bu
fonksiyonu elde edilmek i¢in ek kosula ihtiya¢ vardir.

Ters katsay1 problemlerinde ek kosullar, i¢ noktalarda ve sadece ¢oziimiin arandigi
bolge sinirlarinda olmak iizere iki tiirlii verilebilir. Bazi1 durumlarda ek kosullarin i¢
noktalarda elde edilmesi imkansiz oldugundan, sadece sinirda verilen kosullarda

problem ¢o6ziilmektedir. Ele alinan fiziksel siirecte cesitli 6lgme sekilleri olabilir.



Bazi1 durumlarda ek kosul icin yapilan 6l¢iim sekli secilebilir. Bu ek kosullar ¢cogu

zaman lokal 6zellige sahiptirler. Ug farkls tip vardr:

1) Dirichlet tipi, u(x,,t) = h(t) 0<r<T

i1) Neumann tipi, (’;—u(x0 ,1) = h(t) 0<t<T
X

iii) Robin tipi, @ ve B sabit olmak iizere o u(x,,t)+ ,Bg—u(xo,t) =h(t) 0<t<T
X
Parabolik denklemlerin uygulamalarina 6rnekler olarak;

Isi [letimi: u, —V.(DVu) = f
Kimyasal Kinetik: v, —Du = f,(u,v)

v.—=Dyv = f,(u,v)

Niifus Dinamigi: (;—P =P veya %—P —DP_= f(P)
t t

verilebilir.
Burada D difiizyon katsayis1 ve f kaynak terimdir. Yukaridaki hallerin hepsinde,

standart baslangi¢ ve sinir kosullar1 verilir.

Eger D tek basina u’nun bir fonksiyonu ise, bazi hallerde bir tek smir 6lgmesinin
yeterli oldugu gosterilebilir. Bu problemlerin her birinde kullanilan yOntemler
tamamen farkhdirlar.

Eger D=D(t),D=D(x) veya D=D(u) baghhgm biliyorsak, modeli bu
baglantiya gore olusturabiliriz.

Bir ilk yaklasim i¢in D’ye ait bir acilimda ilk birkag terime karsilik gelmek iizere

D(x,t,u) = D, (x)+ D, (u) + Dy(¢) (1.3)



diisiiniilebilir. Eger terimlerden biri digerlerinden istiin ise, bir on bagimnt1 elde
edebiliriz ve miimkiin sekilde ana baghligm bicimini sabit tuttuktan sonra diger
terimleri yeniden elde edebiliriz.

Fiziksel siireci ifade eden matematiksel modeldeki degigsmeyen terimler ihmal
edilirler. Basitlestirilen modelin dogrulugu ancak deney yapma ile veya veriye uygun
yaparak test edilebilir. Belirli parametre bolgesinde, basitlestirilen model uygun
olabilir, ama gecerlilik limitleri genisletildiginde, s6z konusu siirece doniilmelidir ve

model yeniden ele alinmalidir (Cannon ve dig., 1992).

Genelde, katsayilar fiziksel onemi olan Ol¢ciimlemeleri ve parametreleri (Ornegin,
genlikleri, frekanslar1) yansitirlar. Sadece, bir (veya miimkiin olabilen birkac)
parametrenin degistigi deneylerin kurulmasma calisilir ve tekrarlanan gozlem ile
bilinmeyen katsayilarin baghlik bicimini yeniden elde etmek gerekir. Maalesef;

fiziksel kanunlar1 ifade eden ¢cogu denklem gercekte lineer olmayan denklemdir.

Ornegin; niifus dinamigi ile ilgili klasik problemi goz 6niine alalim:

A sabit bir cogalma hizi ise

du
Z - 1.4
il (L4

cogalma kanununa gotiiriir. Daha akla uygun bir model, kisith ¢ogalmaya yol acan

% =Au—-ou’)=A(1-ow)u =(A—-alu)u

mantiksal denklemdir. Gergekte, niifus

du
E_f(u)

formlu daha karmasik bir cogalma kanununa sahip olabilir.



Eger bir ¢, <t <t, zaman arahig1 lizerinde bu adi diferansiyel denklemin u ¢dziimiinii

kontrollii izleyebilirsek, f i elde edebiliriz. Ornegin 7, <t <t, araliginda

u(t) = h(t) ise,

dh
Y rh
0 f(h())
elde ederiz ve buradan
h
F& =" w1
dt

ifade edilebilir. Bu gozlem, zaman baghlig1 ek kosulunu verildigi sinir yakininda

<< |u, (xy,1)

uzay baghligindan cok iistiin oldugu, yani |uxx (x,,1) oldugu, parabolik

halde yakinsama sonuglarinin coguna temel teskil eder (Pilant ve dig., 1987a, 1987b,
1987c¢, 1988).

Parabolik denklemler i¢in ters problemin klasik 6rnekleri sunlardir:

c(wu, =u_ +y(x,1), c2c,>0 bilinmeyen 6zgiil 1s1
u, =9 (k(u)d u)+ y(x,1) bilinmeyen iletkenlik
u, =u_+ fu)+yx,t) bilinmeyen reaksiyon terimi
ou .
8_ 0,1) = F(u(0,1)) bilinmeyen sinir kosulu
X

Bunlar kanonik tek Kkatsayili ters problemlerdir. Katsayilar R'’den R'’e
fonksiyonlardir.

Fonksiyonel baglhilig1 elde etmek icin dogru boyutlulukta ilave veriler kullanmaliyiz.

[lave veriler Qx[0,7] nin bir alt kiimesini R'’e ifade etmelidir. Bu problemler,



u, =a(t)Au+y(x,t)

u, =V .(a(x)Vu)+ y(x,0)
u, =Au+ f(x,t)
=Au+ p(x)u

t

u,

bilinmeyen katsaymin x veya t’ye bagh oldugu ama u’ya bagli olmadig1 gibi ters

problemlerin ¢6ziim tekniklerine gore farkli problemlerdir (Cannon ve dig., 1991).
Eger problemlerde xe Q c R" ise, bu problemler bilinmeyen katsaymin birden fazla
degiskenli bir fonksiyonu oldugu problemlerdir. Bu problemlerin 6rnekleri Cannon

(1984)’de verir.

Ters problemlerin ¢6ziim yontemlerini agiklamak i¢in

u, —u_ = f(u) (1.5)
u 0,0)=g,), u,(Lt)=g () (1.6)
u(x,0) =u,(x) (1.7)
ve

u(0,1) = h(r) (1.8)

ek kosuluyla verilen baslangic smir deger problemini ele alalim. Diger katsay:
problemleri Cannon ve dig., (1978, 1980, 1992) ve Pilant ve dig., (1986,
1987a,1987c, 1988) tarafindan ele alinmustir.

Bu ters problemin ¢oziimii ~ verildiginde f i¢in yazilan

R f1=u(0,t; f)—h()=0 (1.9)



denkleminin ¢6ziimiine denktir. Baska deyisle, diiz problemi ifade eden f > h
eslesmesinin tersi olan A+ f eslesmesini elde etmemiz gerekir. Bu ters problemin

¢Oziimii icin ¢ogu artik algoritmalar
u(xet) =0+ [[ K y.i—1) fu(y.0)dyde (1.10)

Green fonksiyonlar1 temsiline dayandirilir. Burada (1.9) denklemini ¢6zmek i¢in

R
gereken kosul 3—3—;’in tekil olmamasidir. (1.10) denklemini x = x, noktasinda
u

yazarsak
u(x,, 1) =y(x,, 0+ ”K(Xo’ v, t=7)f(u(y,7))dyd t (1.1T1)

elde ederiz. (1.10)-(1.11) denklemler sistemi L.tiir lineer olmayan Volterra integral
sistemidir. Bu sistem tiim (1.5)-(1.8) bilgilerini icermektedir; ama sistemi bu sekilde
¢06zmek zordur.

Kismi diferansiyel denklem seklinde yazildigi zaman

u, (0,0) —u, (0,1; f) = f(u(0,1))

veya u(0,¢) = h(t) olduguna gore

S (D) =h(t) —u, (0,1 f)

u,(0,t)—u (0,5; f)=h' () -y (0,0) = [[K (0, y,t =) f (u(y, 7))dydT (1.12)

elde edilir. Bu problem Lipschitz kosulunu sagliyor ise elde edilen f ele alinan ters

problemin ¢oziimiidiir (Pilant ve dig., 1987c).



(1.9) artik denklemin c¢oziimii i¢in uygulanan iki tip yOntem parametre tipli

yontemlerdir. Bu yontemlerde f’in sonlu (¢,,c,....,&, ) parametreler kiimesiyle

ifade edildigi, yani f = f(«,,,,...,o, ) oldugu kabul edilmektedir.

M
Ornegin  f(&) = 2ai¢i(§) burada ¢.(&) temel fonksiyonlardir. Bu yontemler
i=1

asagida ele alinmustir.

a) Agirlikli En Kiiciik Kareler Yontemi

Olclimlerin sayist M, parametre uzayinin boyutunu asarsa bunun sonucunda asiri

tayin edilmis olur. Yukaridaki sekilde f ’ler icin,

mm{ iwiR[ti]z} = mm{ i wlux,.t,, (@) —h(ti)‘z (1.13)
a; i=1 '

j @j |i=1

problemi c¢oziilir. Burada w, >0 agirhklardir. Fonksiyonel ¢ok sayida lokal

minimuma sahipse bu zor bir optimizasyon problemidir. Bu da en kiigiik kareler tipli

yontemlerin zorluklarindan biridir.
b) Siralama YOntemi

Bu yontem temel fonksiyonlar1 degismez yapar ve problemi asagidaki lineer

olmayan cebirsel sisteme indirger.
Rlf(a)ke,) = u(O,1,, f ()~ h(1,) =0, i=1,..,N

Bu yontem sonlu sayida siralanmig noktalarda farki sifirlayarak elde edildigine gore

siralama yontemi olarak isimlendirilir.



Ele alinan problemin ¢6ziimii i¢in kullanilan yontemlerden diger bir sinif iterasyon
tipli yontemlerdir. Bu yontemler u’nun f’e gore Gateaux tiirevi ile baglidir.
Gateaux tiirevi lineer kismi diferansiyel denklemi saglar; u fonksiyonunun f
katsayisma nasil bagl oldugunu gérmek i¢in, u(x,z; f + s¢) niceligi olusturulur.

u(x,t; f +s¢) fonksiyonu asagidaki sinir deger problemini saglar.

u, —u, = f@)+so(u) (1.14)
u, (0,1) =g, () (1.15)
u, (1) =g, (1.16)
u(x,0) = u, (x) (1.17)

o =J[f1¢ ile Gateaux tiirevi tammlanirsa, ¥ nin asagidaki

I/Al Eiu(x,t;f+s¢)
s

denklemi kolayca sagladig1 goriiliir:

u,—u, = f' )t $u) (1.18)
u(0,1)=0 (1.19)
u (1) =0 (1.20)
u(x,0)=0 (1.21)

F(x+h)—F(x)
h

burada u =u(x,t; f) Gateaux tiirevi L = seklinde tanimli Frechet

tirevine esdeger olsun diye yeterince piiriizsiiz oldugu kabul edilir. fve ¢

fonksiyonlarmin bilinmesi (1.12) kismi diferansiyel denklemini ve onun ¢oziimiinii

belirler. Ger¢ekten bu durumda I/At(x,t) ¢Oziimii icin

uCet) = [ [ Koyt = 00g(u(y. 0)dydr
0



elde edilir. Burada IA( , d,—0_ — f (u) operatorii icin Green fonksiyonudur.

Yontemlerin (1.5)-(1.8) problemine uygulamasi asagidaki iterasyon formiilii ile

yapilmaktadir:

oD = o +F[R(...,f(”))]
= £ 4 Flu,1; £ ) - h(t)]

burada F', sadece orijinde sifir olan bir fonksiyondur. Ancak ve ancak R =0 ise bir

¢Oziime ve yakinsakliga sahip olunur. Ardisik iterasyon dizisi

f= T[f]z [I+FOR0u0]f

eslemesinin sabit noktasinin bulunmasina esdegerdir. Bu iterasyon
FO sy ™ s R s F s £

seklinde bilinir. Bu dizinin yakinsakligi F doniisiimiiniin Frechet tiirevine baghdir.

Eger <1 saglanirsa, o zaman yakinsaklik belirlenebilir. iterasyonun

oF du
[+
ou of

yakmsakligmi garanti etmek icin, F segilebilir olmalidir. F” in se¢imi iterasyonun

yakmsakligmi saglar ve farkli iterasyon semasini dogurur. Bu iterasyon semalart:

a) Newton-Raphson

Bu yontemle R[ f ] =u(0,t; f)—h(t) =0 lineer olmayan denklemin ¢oziimii

aR

B (n) (n)
afj (F R[]

f(n+1) — f(n) _[

R
iterasyonu ile yapilir. J = g—f olarak

10



fun =L = I RUE )= £, =91 T O, £,) = h(2)) (1.22)

yazilabilir. Tekrar diizenleyerek,

I (foo = f) = h(t) —u(O,1; f,)

olur. Bu denklemden f,_, elde edilebilir. u = J[f,] (f.., - f,) almarak, « 'nun

U=t = f ()t £ ()~ f, () (1.23)
w.(0,1)=0 (1.24)
. (1,0)=0 (1.25)
u(x,0) = 0 (1.26)

sistemini ve x = (’daki

w(0,1) = h(t)—u(0,1; f,) (1.27)

ek kosulunu sagladig: gosterilebilir. Buradan,

A 11 A
u(0,1: )= [ [K(©,y.0=7) [f,.(u, (. 2))] dydz
00

oldugu bellidir. Burada K, 9,—9_ — f,(u,)] operatorii igin Green fonksiyonudur.

Bu I. tip Volterra integral denklemidir. x=0 smur1 iizerinde (1.23) denklemi ve

(1.27) sinir kosulu kullamilarak f,,’1 elde etmek igin

B (@) =u,0,6 f,) 1t (0,15 f ") =

Fo @, (0,0)(h(0) = u, (0,0) + £, (u, (0,0)) = f, (u,, (0,0)).
denklemi elde edilir. Bu f ,, icin lineer olamayan denklemdir ve iterasyonla ¢oziiliir.
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b) Quasi-Newton

Bu yontemle J| f. | *in yerine sabit K operatérii alir ve bunun sonucunda

foD - —K.R[f(”)]

elde edilir. Dogal Quasi-Newton yontemi (1.22) iginde f,(u,) nun f,(h) ile
degistirilmesiyle tanimlanmaktadir. Bagka miimkiin sema J [ fn]’in bazi iterasyonlar

icin sabit tutulmasiyla elde edilmektedir.

(1.5)-(1.8) ters problemine farkh bir yaklasim (1.12)’yi & cinsinden f icin ¢ozersek
elde edilir.

F()=h (h™(s)—u,(0,h7(s)) (1.28)
(1.5)’den (1.28)’1 kullanarak f ’i ortadan kaldirirsak
u,(x,t)—u_(x,t)= h(h™ (u(x,1))) - u (0, h (u(x,1))) (1.29)

Trace Type Functional (TTF) denklemine ulasiriz. Bu denklemin diizgiin tanimli
olmasi igin ek kosul 0 <A~ (u(x,1)) <t kisitlamasini saglamak zorundadir. Boylece
(1.29) diiz problemi, (1.28)’den elde edilen f ile u(x,t) icin c¢oziilmektedir
(Fatullayev ve Can, 2000).

Bu yontemin zorlugu elde edilen denklemin lineer olmayan denklem olmasindan
kaynaklanir. Bu yOntemle ilgili bazi1 sonuglar zamana bagl degisken icin sonlu
farklar uygulanarak Cannon (1990)’da elde etmistir. Eger (1.12)’den asagidaki

temsili
u(e,) =y o0+ [[ K,y 0 =) fu(y, 7)dyde

kullanilarak u yok edilirse
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F@) = h 1) =y ©O,0= [[K (0, y,t =7) f (w(y,)dyd7 (1.30)

Fixed Point Projection (FPP) yontemi elde edilir. FPP, TTF ve “swralama” yontemleri
arasinda baglant1 vardir. TTF denklemi icin tam kapali sema asagidaki sekilde

yazilir.

u"V = = 0 ) =l 0,87 @ (). (131)

Bu ise asagidaki iki denklem ciftine ayrilabilir:

1 1 1 1
u,(n+) _ug+) — f(n+)(u(n+))

FUP @) = @) —ul(0,1)

0<r<r; icin bu yontemle TTF denkleminin ¢oziilmiis oldugunu kabul edelim.

Verilen monotonlugu ve aralik iizerinde verilen kosuldan dolayr f“*"’in
[A(t,),h(t;,)] arah@inda degistigi goriilebilir. Bu ise (1.30)’daki lineer olmayan

Volterra integral denkleminin 7 > ¢; i¢in ¢dziilmesi olarak yorumlanabilir.

Fh@)=h @)=y 0,0~ [ [, K (0, y.1,, =) f u(y, 7)dydT -

1 00K o0,y 0 f (u(y, 7))dyd7 (1.32)

0<t<t, icin u(x,t)e [h(t,), h(t ;)] oldugundan dolay1 bu denklemin sag tarafindan
ilk ti¢ terim bilinmektedir. ? icin  u, (0,7 j,?) =h'(t ;) olacak sekilde h' (1)

diizenlenirse o zaman ,
T ) =h )~y ©.1)~[" [ K 0.y, @(y.)dydz

elde edilir.
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Bir boyutlu durumda ek kosul ve sinir verilerin etkisini gérmek ve modeli ona gore

yapmak miimkiindiir. Yiiksek boyutluda, bu strateji calismaz. Asagidaki ters kaynak

problemi;

u, —Au = f(u) Qx[0,T] (1.33)
denkleminden

u=nh 002 x[0,T] (1.34)

siir kosulunu ve ek Neumann kosulunu

oy (x,,t)
— 1.
30 8o(0) (1.35)

kullanarak f(#) nun bulunmasi problemini ele alalim.

Ek kosul, bir boyutlu egri iizerinde verilmigstir. (1.10) temsilini kullanarak,

_Ou(x,, 1) ow(x,,
o0V ov

oK (x,,y,t—
8 (0) D Dy, v

Bu Neumann veri-katsay1r doniisiimii olup f(x) i¢in I. tip lineer olmayan integral

denklemidir. Herhangi basit yontemle bunun II. tipe nasil doniisecegini gormek acik
degildir. Jakobi iterasyon yonteminde benzesim ile diagonal terimleri ¢ikarmak II. tip

denklemi elde etmek i¢in miimkiindiir;

[kt =) f (hepdT = g—"’ — 0+ [ 2K o - futy, vz
! v v

14



1
burada k(r) = [ K(x,,y,t)dy ile ifade edilir. Genelde bu, kesirli mertebeli ¢ekirdege
0

sahip integral denklemlerinin tersine gotiiriir ki bunlarin tersi lokal diferansiyel

operator degildir.

(1.5)-(1.7) denklemlerini

E@)= J.u(x, t)dx
0

ek kosulu ile ele alalim. [0,1] iizerinde (1.5)’1 integre edersek
' 1
E'(t)=g,(0)— g, (1)~ | £ (u(y,0)dy (1.36)
0

elde edilir. Bu K =1 piirtizsiiz ¢ekirdegi ile, I. tip lineer olmayan Fredholm integral
denklemidir. Bu durum 1yi degildir; ama f, > f, =>u, >u, = E, > E, oldugu

kolayca goriilir ve E f’in monoton fonksiyonudur. Bu ise siralama yOontemiyle,
1

E(@;)= J. f(u(x,t;))dx kosulunu saglayan bir tek parca parga lineer f fonksiyonu
0

verecektir.

Eger u, bilinmeyen katsayr f’in artan bir fonksiyonu ve f, > f, ise,
u(x,t; f,) > u(x,,t; f,). Bu yontemle siralama yontemleri olduk¢a kullamshdir. Eger
ilk deger f, bilinirse, u, <u <u, arahgmda f(u)= f, + M (u —u,) yazilabilir ki
burada M , u(0,t,; f) = h(t,) kosulunu saglamasindan elde edilmis bir egimdir.
Monotonluk yiiziinden bu denklemi saglayan birden fazla olamayan M, degeri

vardir. Bu yolla M, ’nin ardisik degerleri bulunur.

Diiz problem lineer olmayan problem olduklart i¢in f — ulx,t; f | doniistimii

tizerinde hesaplar ¢ok kesin olmaldir. Lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin ¢oziim yontemlerinde sinir degerlendirilmesinde tekil integral denklem
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teorisi kullanilmalidir. Bu zorluk yiiziinden, sayisal simiilasyonlar ¢ok faydalidir.
Problemleri sonlu boyuta indirgemek zorluklar1 tam olarak kaldirmaz; ama gercek

veriler cogu zaman kesikli olduklar1 i¢in daha avantajhdir.

Tezde, baslangic smnir deger kosullariyla birlikte son zaman adimi 7 =7 ’de ek
kosulla verilen bazi uzay degiskenine bagli bilinmeyen katsayilarmm parabolik
denklemden bulunmasi ters problemlerinden bahsedilecektir. Problemde ek kosul,
zaman degiskenine bagli ¢oziim fonksiyonu iceren lineer olmayan parabolik
denkleme doniistiirmek i¢in kullanilir. Bu doniisiim, Schauder sabit nokta teoremini
uygulayarak bu tip ters problemlerin varlik kosulunu ispatlamay1 saglar (Chadam ve

Yin, 1990).

u(x,t) ’nin yaninda b(x),c(x) ved(x) gibi katsayilarin birinin bulunmasi problemi

asagidaki sekilde tanimlanir.

u, = Au+b(x)b, (x)uxl, +c(X)u+d(x)f(x,t) (x,1)e O, (1.37)
u(x,t) = g(x,1) (x,H)e S, =5x(0,T] (1.38)
u(x,0) = 1,y (x) xe (1.39)
ve ek kosul

u(x,T) = u,(x) xe (1.40)

Burada Q, = £2X (0,T], £2 R"’de simrlanmus bir bdlge S = 92 bu bdlgenin siirekli

smir1 ve i =1,n’ dir.

Son zamanlarda, bu tip parabolik denklemler ¢ok fazla dikkat cekmeye baslamistir.
Bilinmeyen fonksiyonlarin sadece zaman degiskenine bagh oldugu denklemlerle ve
bu problemlerin iyi tanimlilig1 izerinde Jones (1962, 1963), Cannon (1964), Cannon
ve Zachman (1982), gibi daha pek ¢ok bilim adami ¢aligmistir. Baz1 bilim adamlar1
bu tip problemleri olduk¢a farkl bir bakis acgisiyla ele almislardir (Cannon ve Yin,
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1989a). Problemde verilen ek kosul, bilinmeyen katsayiyr uzay degiskenine bagli
¢oziim fonksiyonu aracilifiyla yazmak i¢in kullanilir. Boylece klasik olmayan

parabolik denklemle normal baslangi¢ sinir deger problemi elde edilir.

u,(x,t)=F(x,t,uu u_,u(x,,t),u (x,,t),u_(x,,t)) (1.41)

Burada x, € £2°da sabit bir noktadir. Bu problemin varlik ve tekligi Cannon ve Yin

(1989a, 1989b), Yin (1989) tarafindan incelenmistir. Parabolik denklemde
bilinmeyen katsayilar uzay degiskenine bagl oldugunda problem ¢ok daha zor ve

karmasik hale gelir. Birka¢c bilim adami, kismen uzay degiskenine
x = (xl,xz,...,xm), (m < n) bagl bilinmeyen parametre problemi iizerinde ¢alismis
ve varlikla ilgili sonuglar i¢in yeterli kosullar vermistir (Beznoshchenko, 1975,
1983). (1.37)’de bir boyutlu denklemden c¢(x)’in belirlenmesinde (1.38)-(1.39)
baslangi¢, sinir kosulu ve

u(x,,t)=gt)  0<t<T, x, € [0,1]

ek kosulu kullanilarak Pierce (1979) ve Suzuki (1985) Gelfand-Levitan teorisiyle
problemin tekligini ispatlamislardir. Rundell (1980, 1983) farkli ek kosulla benzer
sonuclar elde etmistir. (1.40)’daki ek kosul verildiginde Rundell (1987), pozitif
fonksiyonlar simifinda ¢oziimiin tekliginin degisik bir ispatin1 verir ve bu problemin
varhigm agik soru olarak birakir. Varlik teoremi yeterli kosullar altinda elde
edilmistir (Prilepko ve Solov’ev, 1987). Fakat bu kosullar bilinen veriye baghdir ve
ispatlanmasi zordur.(1.37)’de d(x)’in belirlenmesinde Cannon (1968), f(x,7)=1
olmas1 halinde problemin tekligini gostermistir. Daha sonra bu sonu¢ Cannon ve
Ewing (1976), tarafindan f (x,t) =f (x) ile daha genel lineer parabolik denklem i¢in
genellestirilmistir. Rundell (1980), analitik yar1 gruplarla f (x,t)zl icin varlik ve
tekligi gostermistir. Bilinen veriler iizerinde bazi kisitlamalarla genel f(x,7) ile bu
problemin tekligine ek olarak varligi da elde edilmistir (Prilepko ve Solov’ev, 1987).
Parabolik ters problemlerde ¢oziimiin tekligi ile ilgili baska sonuglar da bulunmustur
(Isakov, 1982). Su anki bilgilere gore b(x)’in bulunmas: i¢in hi¢bir varlik teoremi
yoktur. Burada bilinmeyen katsayillar b(x),c(x) ved(x)’in denklemden yok

edilmesinde yeni bir yol uygulanir. Problemler, zaman degiskeniyle ¢6ziim
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fonksiyonunu iceren klasik olmayan parabolik denklemlere doniistiiriiliir (Cannon ve
Yin, 1989a). Ayrica bu durumdaki baslangic kosulu, baslangic ve son zaman
adimmda degerler iceren bir bagint1 ile verilir. Yardimer problem ele alinarak bir
operator tanimlanir ve operatoriin Schauder sabit nokta teoremiyle bir sabit noktay1

icerdigi gosterilir.
u, = Au +b(x)bi (x)uxl, (x,t)e 0, (1.42)

denklemi ve (1.38)-(1.40) baslangic ve smir kosullari ile bilinmeyen katsay1 b(x) ve
¢oziim fonksiyonu u(x,?) nin bulunmasi problemi ele alisin.

v(x,)=u,(x,1). (x.t)e Q,

doniistimii uygulanip (1.42)’de t lizerinden diferansiyellenirse;

v, = v +b(x)b,(x)v,, (1.43)
elde edilir.
Ek kosul (1.40) ve Zbi (x)ulxl, #0 xe Q olmak iizere
i=0
x,T)— Au,(x
) 1l ) ( )
Zt 1 l ulxl x
e T) iy (x) xe 2 (1.44)
b ( )ulx
Boylece (1.42) problemi asagidaki probleme esdeger olur.
v, = dv+ V(x’nT)_ du (x) b (x)v, (x.1)e 0, (1.45)
=1 b, (x) U
v(x,1)= g,(x,t) (x,t)e Sy (1.46)
v(x,0)= Au, (x)+ k(x)[v(x,T)— Au, (x)] xe (1.47)
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Burada xe 2. 0<k(x)<1 ve k(x)= 3 b,(x)uo, (x) / 3 b,(x)u, (x) du.

=1 i1
(1.45) denklemi v(x,T) yi icerdiginden ve (1.47) deki farkh baslangi¢ kosulundan

dolay1 klasik degildir. Bu klasik olmayan denklemin varligi Schauder sabit nokta

teoremiyle gosterilebilir.

u, = Au+ c(x)u (1.48)

denklemi ve (1.38)-(1.40) baslangic ve smir kosullari ile bilinmeyen katsay1 ¢(x) ve
¢oziim fonksiyonu u(x,7) nin bulunmasi problemi ele alinsin.

Boylece, (1.48) problemi

v()c,T)—Au1 (x)

v, =Av+ NORE (x,t)e O, (1.49)
v(x,1)= g,(x,t) (x,t)e S, (1.50)
v(x,0) = Au, (x)+ v, T)— du,(x) u, (x) xe 2, u(x)%0 (1.51)

esdeger problemi haline doniisiir.
Coziimiin varligini elde etmek icin, klasik olmayan (1.49)-(1.51) probleminden keyfi

bir baslangic kosulu uo(x) ile yeterli kosullar1 vermek zordur. Burada sadece
u, (x) =0 i¢in 6zel kosul ele almabilir.
Son olarak u(x,t) ve d(x)’in bulunmasi problemi asagidaki gibi gosterilir.

u, = Au+d(x) f(x,z) (1.52)

Baslangi¢c ve smir kosullart (1.38)-(1.40)’da verildigi gibidir. (1.52) probleminin

esdeger formu soyledir:
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f(x,1) (x,1)e O, (1.53)

v(x,7)= g,(x,t) (x,t)e S, (1.54)

f(x,0) xe Q (1.55)

Maksimum prensibini uygulamak icin, cok iyi bilinen v(x,7)=e?'w(x,7), (x,7)e 0,

doniisiimii yapilir. Burada £ sabit bir sayidir. w(x,?) icin denklem soyle yazilir:

w(x,T)e?" — Au,(x)
fxT)
w(x,t)=e?"g, (x,1) (x.t)e S, (1.57)

w, =Adw—Bw+ e f (x,1) (x,t)e O, (1.56)

f(x,0) xe 2 (1.58)

Tezin yapis1 asagidaki sekildedir:

2. bolimde, 1s1 denkleminde bilinmeyen ana katsaymin bulunmasi problemi
tanimlanarak, problemin ¢oziimii i¢in uygulanan TTF (Trace Type Functional) ve
FPP (Fixed Point Projection) metodu ele alinmis bu ¢6ziim metotlarinin uygulanmasi
hakkinda gerekli agiklamalara yer verilmistir.

3. boliimde, problemin ¢oziimiinde kullanilan TDMA (Tridiagonal Matris
Algoritmast) yontemi agiklanarak; sonlu fark semalar1 ve semalarin kararliliklari ile
ilgili bilgiler verilmistir.

4. boliimde, ele alinan problemle ilgili sayisal ornekler verilerek, coziime iliskin
sonuclar tablolar ve grafikler halinde sunulmustur.

5. boliimde, ele aldigimiz problemin sonuglar1 hakkinda a¢iklamalara yer verilmistir.
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2. PROBLEMIN TANIMLANMASI

Bu boliimde, 151 denkleminde ana katsay1 a(x) ve sicaklik fonksiyonu u(x,7) nin

bulunmasi ters problemi ele alinmistir.

a—”:a(x)&, O<x<lI, 0<t<T, (2.1)
ot ox’

u(x,0) =u, (x), O<x<l, 2.2)

u(0,1) = g, (), 0<t<T, (2.3)
u(l,1)=g,(t), 0<t<T, 2.4)

ve ek kosul

u(x,T) = u,(x), 0<x<l, (2.5)

(2.1)-(2.5) probleminin tekligi iizerinde calisilmistir (Rundell, 1987). Problemin
varlig1 ise Schauder fixed-point teoremiyle gosterilmistir (Hu ve Yin, 1993). Bazi
bilim adamlar1 1s1 denkleminde ek kosuldan ana katsayiyr belirleme problemi

tizerinde calismistir (Jiang ve Tao, 2001).

2.1 Trace-Type-Functional (TTF) Formiilasyonu

Parabolik denklemler igin yazili bilinmeyen ozgiil 1s1, bilinmeyen iletkenlik,
bilinmeyen reaksiyon terimi ve bilinmeyen simir kosulu gibi ters problemler verilen
ek kosula bagli TTF formiilasyonu ile ¢oziilebilmektedir (Can, 2000).

Bu yontemde ele alman problemlerdeki bilinmeyen katsayr ek kosul yardimi ile

ortadan kaldirilir (Aslan, 2007). Problem yeniden baslangic ve smir deger problemi
olarak ifade edilir ve standart ¢oziim yontemleri uygulanir (Can, 2005)
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Bu calismada, ana katsay1 a(x) ek kosul yardimyla cekilip, (2.1)-(2.5) problemi

yeniden formiile edilir.

v(x,1)= u, (x,) olsun. Ek kosul (2.1) denklemine uygulanur.

v(x,T)=alx)u

X«"|1:T
uxx|,:T = uxx (X’T) = ulxx (X)

v(x.T)=a(x)u,,(x)

_v(x,T) v (x
=50 )#0)

(2.1) denklemi t’ye gore diferansiyellenirse

") ri)ee, =010

(2.6)
2.7

(2.8)

(2.9)

(2.10)

ana katsayiy1 Trace Type Functional olarak iceren (2.10) lineer olmayan parabolik

denklemi elde edilir (Azari, 2007).

v(0,7)=g,,(¢) te(0,T)
v(l,t)=g,,(t) te (0,7)

xe (0,1)

t=0

v(x,0)= %u(x, t)|

t =0 icin asagidaki ifade elde edilir.

2.11)
2.12)

(2.13)

(2.14)

Lokal olmayan terim v(x,7)’den dolay1 (2.10) denklemi klasik degildir. Ayrica

baslangic kosulu (2.14) bilinmemektedir.
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Kolayca gosterilebilir ki eger u(x,z),a(x) (2.1)-(2.5) probleminin ¢oziimiiyse v(x,?)
(2.10)-(2.14) probleminin c¢Oziimiidiir. Tam aksine v(x,t) (2.10)-(2.14)’lin
coziimiiyse, v(x,1)= u, (x,1) ifadesi 0°dan #’ye integrallenir.

[v(x,7)d7 = u(x, 1) u(x,0) (2.15)

0

ve (2.2)’den
ulx,1)=u,(x)+ jv(x,z')dr oldugu goriiliir.
0

2.2. Fixed Point Projection (FPP) Metodu

Yeni formiile edilmis problemi ¢6zmek i¢in FPP metodu kullanilabilir.(2.10)-(2.14)
sistemine sonlu fark semasi uygulanir. 7=4r>0 ve h=Ax >0 zaman ve uzay

adimlar1 olmak tizere, 0<t, <t, <...<t,, =T ve 0=x, <x, <..<x, =1. Burada;
t;=jT,x;,=ih swrasiyla [0,7]ve[0,1] kafeslerini gosterir. Ayni zamanda v/,

u(x[,t j)’ye yaklasim olsun. (2.10)-(2.14) sistemine kapali sonlu fark semasi

uygulaninca asagidaki denklemler elde edilir.

j il M i 9y, J
vl v v v 2v2,» +vi, ’ i=LM, i=1,N -1 (2.16)
T u1xx('xi) h
V({ =g, (tj ), v[{[ =g, (tj) j: O,M, (217)
vi():“oxx(xi)v[M, i=1,N-1 (2.18)
ul,\fx('xi)

(2.16)-(2.18) sistemini ¢ozmek i¢in FPP (Fixed Point Projection) iteratif algoritmasi

kullanilir.

M.,0 >

Baslangic zaman adiminda v ’ifadesini v}’ =g, (z, ) vev¥ =g, (¢, ) nin lineer

interpolasyonu olarak v = g (¢, )+ (g,,(t,, )— g, (t,, )x., i =12,...,N—1
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bi¢iminde yazilir. Bir sonraki deger v""'’yi bulmak icin asagidaki sistem ¢oziiliir. s
¢ y ger v, oy

iterasyon sayisin1 gostermek iizere;

s =1 icin;
Y S SR
V; V; _ V; Vii V,2 Vi, ’ i=1LM, i=1,N-1 (2.19)
T ulxx (xi) h

v({Y:glt(tj)’ Vlj\fY:th(tj) ]:O’M’ (220)

v = uO”(x")viM’S‘l i=1LN-1 (2.21)
ulxx (xi)

Verilen € ve baz1 s ’ler i¢in;
max[v* =y < g (2.22)

kosulu saglanincaya kadar isleme devam edilir. Daha sonra;

bulunur.
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3. SAYISAL COZUM YONTEMI

3.1 Takip Yontemi (Tridiagonal Matrix Algorithm)
Bu yontem,

Ay=f

denklem sisteminde A= lal.jJ tic kosegenli matris denklemlerinin ¢oziimii i¢in
kullanilir; yani j>i—1 ve j<i—1 oldugunda a; =0 olacaktir.

Genel halde bu sistem Sekil 3.1 deki gibi gosterilir.

¢, b Yo Jo
al C1 bl yl fl
a, ¢, b, .
= . (3.1
Cn—l bn—l yn—l fn—l
L ¢, b, Lyv.] LJ.]
Bu sistemde;
ajyj—l_cjyj+bjyj+1:_fj (3.2)
Yo =0t M5 Ivn =XVt H, (33)
seklinde olacaktir. (3.2) denkleminin ¢6ziimii
Y, =0, Yiat P j=0l,.,N-1 (3.4)
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seklinde aranir; ¢;,,, B,,, bilinmeyen katsayilardir. Bu ¢6ziimden yola ¢ikarak,

Vo =a,y, + B, (3.5)

elde edilir. (3.4) denklemini (3.5)’de yerlestirilirse,

Yia=a, (@, y,tB)+B =y, +a, B, j=LN-1 (3.6)

ifadesi bulunur. Biitiin bunlar (3.2)’de yazildiginda
o, @, —cp+b, ]y B, a, —c)va B+ £]=0,  j=LN-1 (3.7

denklemi elde edilir. Esitligin saglamasi icin o ve f., katsaylar1 odyle

Jj+l

secilmelidir ki parantezler i¢i sifira esit olsun; o zaman

b, _aj'Bj+fj

& =—r—, B, = j=LN-1 (3.8)

s
cj—ajaj

olmalidir ve ¢«;, B, (j>1)’lerin bulunmasi igin baslangic @, ve p, degerlerinin

verilmesi gerekir. (3.4) denkleminde j =0 oldugunda,

Vo= + B, Y=+ 4 (3.9

bulunur ki; bu durumda ¢, =%,, B, =u, elde edilir. Dolayisiyla (3.8) ifadesi ile

a,, ve ., Katsayilar: bulunur ve buna takip yonteminin (TDMA) diiz gidisi
denir. Eger ters takip yontemi kullanilacaksa 6nce y, ’nin bilinmesi gerekir. (3.4)

denkleminde j=N —1 yazilirsa y, , = a,y, + S, bulunur ve buradan,
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_ Xyt iy
Yy =
1_)(2azv

(3.10)

elde edilir. y, bilindikten sonra (3.8) formiilii ile tiim y; ’lerin bulunmasina ters

takip denir. Takip (TDMA) yonteminin kullanilabilmesi i¢in,

a,#0, b, %0, . j=12..,N-1

cj‘Z‘aj‘+‘bj

Ve

FAES VAR

kosullarmin saglanmasi gerekir.

3.2 Sonlu Fark Semalan

(3.11)

(3.12)

7 zamana bagli adim uzunluklari, 4 uzay koordinatlari, M ve N tamsayilar olmak

uzere,

x degiskeni i¢in (2, kafesi

Q@ =1{x =in, i=0L...N, hN =1}

t degiskeni icin 2 kafesi

Q. ={,=jr, j=0l..M, Mc=T}

seklinde olusturulur.

27



(x;,t;), i=0L..,N, j=01,..M  noktalari, 2, =£0,x02  sebekelerinin

noktalar1 olmak iizere

T=AT>0, h=Ax>0

. . . _ T
th‘ —{(X[,tj).xi—lh, t,=7j, i=0,N, j=0,M, h=—, T—M} (3.13)

kafesi yazilir ve Sekil 3.1 deki gibi gosterilir.

M
j+1
j i+1,j
J #
j1
i,j-1

i+1

Sekil 3.1: @, kafesi

(x5 ;)5 (x5 1;),...,(xy, ;) noktalari kiimesine j. katman denir.

3.2.1 Acik sema

Zamana bagh ileri fark 7, ve uzaya bagh ikinci dereceden merkezi fark x,

kullanilarak ele aldigimiz (2.10) denklemi

—v/ v vfﬂ —2vf +vl.j_1 (3.14)

T ul,\fx('xi) h2
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biciminde yazilir.

i, j+1

i-1, i i+1, j

Sekil 3.2: Acik sema

Sekil 3.2 deki sonlu fark semasina uygun olarak yazilan (3.14) denkleminin
baslangic kosulu

V, = —— <V, i:LN—l (315)

ve sinir kosullart

vy =8,(1)), j=0.M -1 (3.16)

Vo= 8,,(1)), j=0,M -1 (3.17)

seklinde ifade edilmektedir.

M
a;, = Vi ve s :h—Tz seklinde tanimlanirsa (3.14) denklemi asagidaki sekilde
Uy \X;
yazilir.
v =vltsa (v, -0 +v)) I<SiSN-1, 0<j<M-1 (3.18)

Acik semanin dayaniklilik kosulu i¢in harmonikler yontemi kullanilir.
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n+l n

yir =yl :ay}ll =2y + ¥},

. 2 , (a=a”) (3.19)

denkleminin y’ (@) = q"e™? biciminde 6zel ¢oziimii (3.18)’de yerine yazilir.

q—1 e —2+e

=a 5 ve buradan
T h
. 2 ho Tda
g =1-4ysin > r="3 (3.20)

bulunur. Eger tim ¢ ’ler icin |q| <1 saglanirsa o zaman (3.20) sekilli tiim ¢oziimler
smurhdir ve fark denklemi dayaniklidir;

2

32:730.5:”'30.5}%
a

ho

hol o, ‘47/sinz7

|q|§1:>‘1—47/sinz7

yani, (3.19) fark semasi, zaman adim1 7 ve uzay adimi /& olmak iizere belli bir
simirlamalar icinde dayaniklidir. Onun icin (3.19) semasma kosullu dayanikli sema

denir.

Acik sema, O<s S% araliginda kararlihk gosterir. Ac¢ik sema kiiciik zaman

adimlarinda iyi sonu¢ vermektedir. Sayisal hatalari, zaman adim1 ve uzay adiminin

karesine bagli olarak degismektedir (Dehghan, 2001).
3.2.2. Kapah sema

Zamana bagh geri fark 7, ve uzaya bagh ikinci dereceden merkezi fark x,

kullanilarak (2.10) denklemi

. "l Iy . . .

Vij B Vij _ Y Vij+1 B zvij + vij—l (3 21)
Cu ()R '

4 Uy \X;
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seklinde yazilir.

i-1,j i, j i+, j

i, j-1

Sekil 3.3: Kapali sema

Sekil 3.3 sonlu fark semasma uygun olarak yazilan (3.21) denkleminin baslangic

kosulu
0 = Mo () i=L,N-1 (3.22)
ul,\fx ('xl )

ve sinir kosullart

vy =g8,(1)), j=0.M -1 (3.23)

Vi = 85,(t)), j=0,M -1 (3.24)

seklinde ifade edilmektedir.

Burada
M
a, =7— alinarak, denklem TDMA katsayilarina gore diizenlenirse
Uy Xy
avl, —Qa +n*p +avi =—(n*v/") 1SiSN-1L1<j<M-1 (3.2

denklemi elde edilir. Kapali semanin kararlilig1 i¢in benzer sekilde harmonikler

yontemi uygulanir.
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n+l n+l n+l

oy =2y oy
Vi . Vi :yll Zfz yfl (3.26)

yi(p) = q"e"? bigimindeki dzel ¢oziim (3.26)’de yerine yazilir.

-1 - ihg 2+ —ihg
1= -4 (e > ‘ ) ve buradan
T h
.2 h a
g=(+ 47/Sm27¢)—1, 722_2’, l¢|<1 bulunur,

Kapali sema kosulsuz kararlilik gostermektedir ve yakinsaktir. A¢ik sema metoduna
gore daha fazla sayisal islem gerektirir. Bundan dolay1 kapali semay1 probleme

uygulamak daha zor ve yavastir. Ciinkii her adimda denklem sisteminin ¢oziilmesi
gerekmektedir (Dehghan, 2005).

3.2.3. Crank-Nicolson semasi

t; ve t; , zamanlarmin her ikisini ve uzaya bagh ikinci dereceden merkezi fark x,

kullanilarak (2.10) denklemi

— y , S . o
vi=vi©T vi, =2 +v., v =2v/7 v/
- 2 + 2 (3.27)
T 2u, (x,) h h

seklinde yazilabilir.

i-1, j ij i+1,

On O O

i-1, j-1 i+1,j-1

@ o

i, j-1

Sekil 3.4: Crank-Nicolson sema
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Sekil 3.4 sonlu fark semasma uygun olarak yazilan (3.27) denkleminin siir

baslangic kosulu
p :“w_(xf)viM i=1,N-1 (3.28)
ulxx (xl )

ve sinir kosullart

vi =g8,(1)), j=0.M -1 (3.29)

Vi =8,,(t)), j=0,M -1 (3.30)
seklinde ifade edilmektedir. Burada

M
TV.
a;, = i alinarak, denklem TDMA katsayilarina gore diizenlenirse

1
2u,, \x;

aivij—l - (zai +h? )Vij + aivt{i-l = _(hzvij_l +aq, (vij:ll - zvij_l + vij—_ll ))

1<SiSN-1, 1<j<M -1 (3.31)

denklemi elde edilir.
Crank-Nicolson semasinin kararlilig1 i¢in de benzer sekilde harmonikler yontemi
uygulanir.
n+ n n+l n+l n+l n n n
Vi l—y,» :l yj+l_2y/2‘ +yj—1+yj+1_2y2j+yj—l (3.32)
T 2 h h

yi(p) = q"e"? bigiminde 6zel ¢oziimii (3.32)’de yerine yazilir.

(q(e”"” +e " — 2)+ (e”’“’ +e™ — 2))
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ve buradan

1-ysin> 12 .
q= —hz , y=—, |q| <1 (Courant Kosulu) bulunur.
1+ ysin’ 2¢ h

7 >0 icin Crank-Nicolson semas1 kosulsuz kararlilik gostermektedir ve yakinsaktir.

Kii¢iik zaman adimlarinda cok iyi sonu¢ vermektedir.
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4. SAYISAL ORNEKLER

4.1 Ornek 1

ou 0’u

E:a(x)y, O<x<l, 0<t<T, 4.1)

u(x,0) = u, (x), O<x<l, 4.2)

u(0,1) = g,(¢), 0<t<T, (4.3)
ull,t)=g,(t), 0<t<T, (4.4)

ve ek kosul

u(x,T) =u,(x), 0<x<l, (4.5)

probleminde

u(x,1)= (x2 —x+1)e' (4.6)

aliarak, baslangi¢ ve sinir kosullar1 yerine yazildiginda;

u(x,0)=x*—x+1 4.7)
g, ()= u(0,£)=¢' (4.8)
g (t)=ull,r)=¢ (4.9)
ve ek kosul

u(x,T)=e" (x> —x+1) (4.10)

Ek kosul T =1 icin u(x,1)=e (x2 —-x+ 1) bi¢ciminde yazilir.
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u(x,t) fonksiyonunun, (4.1) icin gerekli olan tiirevleri alir

u,(x,t)zv()c,t)z(x2 —x+1)e' (4.11)
u,(x,t)=(2x-1)e' (4.12)
u, (x,1)=2e (4.13)
ve bunlari (4.1) denkleminde yazarsak,

Lo
a(X)=5(x —x+1) (4.14)

olarak bulunur. Bu probleme ait sayisal sonuglar Tablo 4.1 de verilmistir.

Tablo 4.1: N=21, M=10001 icin gercek a(x) degerleri ve semalarin mutlak hatalari

S I v el B vorsill R verie
0.05 4.762x10™" 4.827x107° 3.910x107 3.710x107
0.10 4.550x10™" 2.652x107° 6.434x107 6.127x107
0.15 4.362x10™" 5.632x107° 1.046x107* 9.983x107°
0.20 4.200x10™" 1.370x107° 1.266x107* 1.205%x107*
0.25 4.062x10™" 6.288x107° 1.600x107* 1.537x107*
0.30 3.950x10™" 3.874x107 1.754x107* 1.692x107*
0.35 3.862x10™" 6.675%107° 1.996x107* 1.949%107*
0.40 3.800x10™" 2.086x1077 2.062x107* 2.017x107*
0.45 3.762x10™" 6.943x107° 2.212x107* 2.171x107*
0.50 3.750x10™" 3.874x107 2.180x107* 2.140x107*
0.55 3.762x10™" 6.943x107° 2.222x107* 2.186x107*
0.60 3.800x10™" 2.086x1077 2.077x107* 2.045%x107*
0.65 3.862x10™" 6.705x107° 2.013x107* 1.986x107*
0.70 3.950x10™" 3.874x1077 1.762x107* 1.742x107*
0.75 4.062x10™" 6.288x107° 1.606x107* 1.578x107*
0.80 4.200x10™" 1.341x107° 1.267x107* 1.238x107*
0.85 4.362x10™" 5.632x107° 1.035x107* 1.021x107*
0.90 4.550x10™" 2.652x107° 6.377x107 6.267x107
0.95 4.762x10™" 4.827x107° 3.883x107° 3.772x107
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Tablo 4.1 deki sonuglara gore problemin ¢oziimiinde en iyi sonucu sirasiyla agik

sema sonra Cranc-Nicolson semasi ve son olarak kapali sema vermistir.

Kapali ve Crank-Nicolson semalar1 kosulsuz kararliliga sahip olduklarindan N ve
M’nin daha kiiciik ve farkli degerlerinde de program caligmakta ve iyi sonuclar

vermektedir. Asagidaki semalar bu sonuglar1 gostermektedir.

0.50
—o— 1. iterasyon a(x)
048 | —A—3, %terasyon a(x)
—o— 4. iterasyon a(x)
— Gergek a(x)
0.46 |-
0.44
=
=1
042
0.40 |-
0.38 -
0.36 | L | L | L | L | L |

Sekil 4.1: Kapali sema; N=50, M=5 i¢in a(x) degerleri

Sekil 4.1’de goriildigi gibi kapali semada iterasyon sayist arttikca bulunan a(x)
degerleri gercek a(x) degerlerinden uzaklagsmaktadir.
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0.50

- : —A— 1. iterasyon a(x)
0.48 L h, —o— 4. iterasyon a(x)
— Gergek a(x)

0.46 -

0.44 -

a(x)

0.42 -

0.40 -

0.38 |-

0.36 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |

Sekil 4.2: Crank-Nicolson sema; N=50, M=5 i¢in a(x) degerleri

Sekil 4.2°de goriildiigii gibi Crank-Nicolson semasinda iterasyon sayisma gerek

kalmaksizin semanin oldukca iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

09 | —A— d=0.0005
o —— Gergek a(x)
08 0 7
A
0.7 -

a(x)

L A
06 L A AA
L ZAN o A A
DA ANUN n A
05 |- N A
L A A n )i
A
04p- - T % A‘ A
H AA IA %y A A
A A L
L A
A

0.3

02

Sekil 4.3: Kapali sema; N=50, M=5, d=0.0005 ve &£ =0.001 i¢in a(x)’deki random hatalar
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0.52 |

r —A— d=0.0001 A
0.50 i Gergek a(x)
0.48 |-

0.46 |
0.44 |

0.42 -

a(x)

0.40 -
0.38 -

0.36 |-

0.34 -

0.32 -

Sekil 4.4: Kapali sema; N=50, M=5, d=0.0001 ve &€ =0.001 igin a(x)’deki random hatalar

FPP metodunun kararliligim gostermek i¢in;
u, (x.)=u,(x)1+3(x,,d))  i=12,..,N. alindi. Burada; 8(x,d) x’in (~d.d)’de
diizgiin dagilimli random fonksiyonudur. Sekil 4.3 ve Sekil 4.4’de goriildiigii gibi d

kiigiildiikge hatalarin da azalacagi ongoriilmektedir.
4.2 Ornek 2

(4.1)-(4.5) probleminde
2
u(x,t)=e™ (4.15)

aliarak, baslangi¢ ve sinir kosullar1 yerine yazildiginda;

u(x,0)=e" (4.16)
g, (t)=u(0,r)=¢' (4.17)
g, ()=ull,r)=e" (4.18)
ve ek kosul
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u(x,T)=e"*

2

Ek kosul T =1 i¢in u(x,1)= e1er2 bi¢ciminde yazilir.

u(x,t) fonksiyonunun, (4.1) icin gerekli olan tiirevleri alir

u,(x,t)=v(x,r)=e
u (x,1)=2xe"

u, (x,1)= (2 +4x* )e'”z

t+x2

w2

ve bunlari (4.1) denkleminde yazarsak,

a(x)

1

2+ 4x7

olarak bulunur. Bu probleme ait sayisal sonuglar Tablo 4.2 de verilmistir.

Tablo 4.2: N=21, M=10001 icin gercek a(x) degerleri ve semalarin mutlak hatalari

| cmeka | Apteem | Kb o
0.05 4.975%10™" 6.245%107* 7.503x107* 7.487x107*
0.10 4.901x10™" 6.272x107* 8.721x10™* 8.675x107*
0.15 4.784x10™" 6.277x107* 9.780x107™* 9.707x107*
0.20 4.629x10™ 6.270x107* 1.063x107° 1.054%x107°
0.25 4.444x10™" 6.188x107* 1.119x107 1.107x107°
0.30 4.237x10™" 6.223x107* 1.163x107° 1.148x107
0.35 4.016x10™ 6.184x107 1.174x107 1.157x107°
0.40 3.787x10™" 6.000x107* 1.150x107° 1.132x107°
0.45 3.558x10™" 5.949x107* 1.119x107 1.103x107°
0.50 3.333x10™" 5.842x107 1.069x107° 1.055%107°
0.55 3.115x10™ 5.689x107* 1.004x107° 9.909x107*
0.60 2.906x10™" 5.555x107* 9.341x107* 9.211x107*
0.65 2.710x10™" 5.373x107* 8.553x10™* 8.430x10™*
0.70 2.525%10™" 5.275x107* 7.845%107* 7.731x107*
0.75 2.352x10™" 5.110x107* 7.088x107* 7.000x107*
0.80 2.192x10™" 4.945%107* 6.380x107* 6.317x107*
0.85 2.044x10™" 4.791x107* 5.753x107* 5.704x107*
0.90 1.908x10™" 4.652x107* 5.218x107* 5.182x107*
0.95 1.782x10™" 4.536x107* 4.784x107* 4.761x107*
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Tablo 4.2 deki sonuglara gore problemin ¢oziimiinde en iyi sonucu sirasiyla agik

sema sonra Crank-Nicolson semas1 ve son olarak kapali sema vermistir.
Kapali ve Crank-Nicolson semalar1 kosulsuz kararliliga sahip olduklarindan N ve

M’nin daha kiiciikk ve farkli degerlerinde de program caligmakta ve iyi sonuclar

vermektedir. Asagidaki semalar bu sonuglar1 gostermektedir.

0.55

—0O— 1. iterasyon a(x)
050 | 00BN o —A—4, %terasyon ax)
r é\é\g\ —o— 5. iterasyon a(x)
0.45 |- B

[ a — Gergek a(x)

0.40 -

0.35

T

a(x)

0.30 -

T

0.25

0.20 -

0.15

Sekil 4.5: Kapali sema; N=50, M=5 i¢in a(x) degerleri

Sekil 4.5’de goriildiigi gibi kapali semada iterasyon sayist arttikca bulunan a(x)

degerleri gercek a(x) degerlerinden uzaklasmaktadir.
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0.55

- —0O— 1. iterasyon a(x)
0.50 |- g, —a— 4. iterasyon a(x)
- et ] —— Gergek a(x)

0.45 - 5

0.40 -

0.35 -

a(x)

0.30 -

0.25 -

0.20 -

0.15 -

0.0 0.2 04 x 06 0.8 1.0
Sekil 4.6: Crank-Nicolson sema; N=50, M=5 icin a(x) degerleri

Sekil 4.6’da goriildiigii gibi Crank-Nicolson semasinda iterasyon sayisina gerek

kalmaksizin semanin oldukca iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

09 A —A— d=0.0005
r — Gergek a(x)
0.8 |-

0.7 -

0.6 -

a(x)

05

04

03

02

0.1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |

Sekil 4.7: Kapali sema; N=50, M=5, d=0.0005 ve &€ =0.001 igin a(x)’deki random hatalar
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0.55 |- A —A—d=0.0001
I [ — Gergek a(x)

0.50 -
0.45 -
0.40 -

0.35 -

a(x)

0.30 -
0.25 -
0.20 -

0.15 -

Sekil 4.8: Kapali sema; N=50, M=5, d=0.0001 ve &€ =0.001 igin a(x)’deki random hatalar

FPP metodunun kararliligim gostermek i¢in;
w (x,)=u(x)1+(x.,d)) i=12,.,N alindi. Burada; &(x,d) x’in (~d,d) de
diizgiin dagilimli random fonksiyonudur. Sekil 4.7 ve Sekil 4.8’de goriildiigii gibi d

kiigiildiik¢e hatalarin da azalacagi ongoriilmektedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, lineer olmayan parabolik diferansiyel denklemlerde bilinmeyen ana
katsaymnm bulunmasma yonelik TTF (Trace Type Functional Formulation) ve FPP
(Fixed Point Projection) metotlar1 kullanildi. Sayisal ¢6ziim uygulamalar1 yapilarak,

elde edilen sonuglara gore semalar karsilastirildi.

TTF yonteminin kararlilik araligmin kiiciikliigi, bu yontemde elde edilen yeniden
formiile edilmis problemin ¢dziimiiniin kendisi ve ikinci mertebeden tiirevine tekrarl
sekilde baglantili olmas: ile ilgilidir. Bu baglant1 katsay1 ¢oziimiindeki degisimlere

asirt duyarl yapmaktadir.

FPP yontemi her iterasyonda bir diiz ¢oziime denktir. Cok kiiciik sayida iterasyonlar

icin yakinsaktir.

Tablolardaki a(x) degerlerinin hatalari uzaya bagh, N=21 ve zamana bagl,

M=10001 tamsay1 degerleri icin bulunmustur. N=21 ve M=10001 tamsay:1 degerleri
¢Oziime en yakin sayisal degerler olup, bircok denemeler sonucunda elde edilmistir.
TTF yontemiyle ele alman Ornek 1 ve Ornek 2 de Agik semanmn, Kapali ve Crank-
Nicolson semalarma gore kullanish oldugu, daha az CPU (Central Processing Unit)
zamanina ihtiya¢ duydugu goriilmektedir. Bu semada denklemler her katmanda teker
teker ¢oziliir. Semanin tek olumsuz Ozelligi kosullu kararhilik gostermesidir. Bu

nedenle sema kiiciik zaman adimlarinda iyi sonu¢ vermektedir.

Crank-Nicolson semas1 her iki katmani kullandigindan kapali semaya gore iyi sonug
vermektedir. Kapali semanin hatalar1 Crank-Nicolson semasinin hatalarina gore daha
biiyiiktiir. Her iki sema da her katmanda bir denklem sistemi c¢Ozmeyi
gerektirdiginden ac¢ik sema kadar ekonomik degildir. Acik semaya gore avantajlari
ise daima kararli olmalaridir. Bu sebeple degisik zaman adimlarinda da iyi sonuclar

vermektedirler. Ornek 1 ve Ornek 2 de Kapali ve Crank-Nicolson semasmin N=50 ve
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M=5 degerlerinde ne kadar iyi sonuglar verdigi goriilmektedir. Crank-Nicolson
semas1 ¢ok 1yl sonug¢ verdiginden bu sema i¢in FPP metodunda fazla iterasyona
gerek kalmaksizin gergege yakin sonuclar bulunabilmektedir. Son olarak semalarda
goriildiigii tizere Kapali sema random hatalara kars1 olduk¢a duyarli ve hata miktar1

azaldik¢a daha iyi sonuglar vermektedir.

Yapilan bu caligma ile ele almman problemin iki boyutlu bi¢iminin ¢oziilmesi

ongoriilmektedir.
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