
 i

KOCAELİ ÜNİVERSİTESİ * FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

ENDÜSTRİYEL ROBOTLARIN ÜSTEL YÖNTEM İLE 

KİNEMATİK ANALİZİ 

YÜKSEK LİSANS 

CİHAN AYIZ 

Anabilim Dalı: Elektronik ve Bilgisayar Eğitimi 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Serdar KÜÇÜK 

KOCAELİ, 2008 



 ii



 iii 

 

 

 

ÖNSÖZ ve TEŞEKKÜR 

 

Ülkemiz değişen dünya koşullarına ayak uydurmak zorunda olduğumuz çok özel bir 
coğrafyaya sahiptir. Teknolojik gelişmelerden yüz çeviremeyeceğimiz kadar 
küçülmüş olan dünyamızda şüphesiz ki çağın gereklerine uygun cihaz , sistem ve 
makinaları kullanmak ülkemizin dünyada hak ettiği şekilde medeniyete sahip olmuş 
ülkeler arasındaki yerini alması için çok önemlidir.  Teknolojinin bugün hemen her 
yerde üst düzeyde kullanıldığı ve insan gücünü ikinci plana iten sistemlerin hızla 
yapılandığını biliyoruz. Ülkemiz, Avrupa ülkelerinin yanı başında olduğundan çok 
gelişmiş sanayi fabrikalarına sahiptir. Bu fabrikaların çoğunda yüksek kalitede, 
düşük hata ile üretim halen sürmektedir. 
 
Robotik bu anlamda  çok büyük önem arzeden bir konu olarak yerini almasına karşın 
yeterince bilgi sahibi olmadığımız ve eğitimi bile ülkemizde ancak birkaç yıldır 
verilmeye başlanan özel bir konudur. Çalışmanın, bundan sonra bu alanda çalışacak 
insanlara yardımcı olabilmesini temenni ediyorum. 
 
Tez çalışması sırasında bana yardımlarını esirgemeyen tüm bölüm hocalarıma 
teşekkürü bir borç biliyorum. Teze temel oluşturan nitelikteki bilgilerini benimle 
paylaşan ve rehberlik eden Doç.Dr.Zafer BİNGÜL’e ve tezin hemen her aşamasında 
varlığından bir an bile yoksun kalmadığım, danışmanlığın yanı sıra çalışmalarım 
sırasında  bana ağabeylik eden Yrd.Doç.Dr.Serdar KÜÇÜK’e çok teşekkür ederim.  
 
Ayrıca bana her zaman güvenen ve destekleyen, hiçbir fedakarlıktan kaçmayan 
annem Aysel AYIZ’a ve babam Selim AYIZ’a , bana sabırla ve sevgiyle yaklaşan 
eşim Zurky’ye ve desteklerini her zaman hissettiren  ikinci anne ve babam olmuş 
Nesrin ÖZLEYEN ve İhsan ÖZLEYEN’e sonsuz minnet duygularımı iletirim. 
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θk  :   k. ve (k-1). koordinat çerçeveleri arasındaki açı farkı. 
a     :   bağ uzunluğu. 
ui   :   bağıl satır vektörü. 
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ENDÜSTRİYEL ROBOTLARIN ÜSTEL YÖNTEM KULLANILARAK 
KİNEMATİK ANALİZİ 

 
 

CİHAN AYIZ 
 
 

Anahtar Kelimeler : Robotların Kinematik Modelleri, İleri ve Ters Kinematik, 

Üstel Yöntem. 

 
 
Özet: Kinematik modelleme endüstriyel robotların en temel safhasını 
oluşturmaktadır. Bir robot manipülatörünün kinematiğini sistematik bir şekilde elde 
etmek daha sonra yapılacak çalışmaların da verimli bir şekilde ilerlemesine yardımcı 
olur. Bu amaçla endüstriyel robotların kinematik modellerini çıkarmak için birçok 
yöntem geliştirilmiştir. Bunlardan başlıcaları: Denavit Hartenberg, üstel yöntem,sıfır 
referans konum yöntemi, Pieper-Roth yöntemi, tam ve parametrik olarak sürekli 
yöntem olarak sıralanabilir.  
 
Bu tez çalışmasında bu yöntemlere kısaca değinilerek üstel yöntem detaylı bir 
şekilde açıklanmaktadır. Daha sonra Huang ve Milenkoviç tarafından sınıflandırılan 
onaltı adet temel endüstriyel robotun düzenleşimleri ve katı gövde yapıları 
verilmektedir. İlerleyen bölümlerde bu temel onaltı adet robot manipülatörünün ileri 
ve ters kinematiği üstel yöntem kullanılarak çözülmüştür.   
 
Sonuç olarak bu çalışmada üstel yöntemin karmaşık cebirsel işlemleri ortadan 
kaldırdığı ve hem kolay çözüm sunan hem de öğrenilmesi ve öğretilmesi açısından 
değerlendirildiğinde metod olarak bilgisayara elverişli bir yöntem olduğu 
görülmüştür. 
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THE KINEMATICS ANALYSIS OF INDUSTRIAL ROBOTS USING 
EXPONANTIAL METHOD 

 
 

CİHAN AYIZ 
 
 

Key Words : Kinematic Modelling of Robots , Forward and Inverse Kinematics ,  
           Exponantial Method. 

 
 
Kinematic modelling is the fundametal topic of the endustrial robot manipulators. 
Getting the kinematic of a robot manipulator  in a systematic way helps to forward 
the following studies more efficent. For this reason lots of methods  were improved 
in order to  solve kinematic models of robots. The mainly methods of this methods 
can be mentioned so: Denavit-Hartenberg, exponential method, complete and 
parametrically continuous method, zero reference position and Pieper-Roth method. 
In this study this methods are mentioned briefly and exponential method is defined 
with its details. 
 
Coordinations and digit body structures of sixteen main industrial robots which are 
classified by Huang and Milenkovic are given subsequently.The forward and inverse 
kinematics of these main sixteen robots  are solved  by using exponential methods in 
the going chapters. 
 
In conclusion , it was seen that exponential method eliminates complex algebraic 
functions and is   computable when we evaluate for the purpose of either learning 
and teaching of this method  or providing facility in solutions. 
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BÖLÜM 1. ROBOT MODELLEME YÖNTEMLERİ 
 

 
1.1. Giriş 

 

Genellikle,  robotlar seri ve paralel olmak üzere iki temel gruba ayrılır. Seri robotlar 

bir dizi eklemler (joints) ve bu eklemleri birbirine birleştiren bağlardan (links) 

oluşur. Seri robotlar, paralel robotlara göre daha geniş çalışma uzayına (aktif olarak 

robotun ulaşabileceği uzay) ve daha basit kinematik denklemlere sahip olmasına 

rağmen kaldıracakları kütlenin kendi mekanik yapılarının kütlesine oranı ise daha 

küçüktür. Paralel robotlar, ana çerçeve ile yük arasında birbirine paralel pek çok 

bağın bir araya gelmesiyle oluşur. Seri robotlara göre daha sağlam bir mekanik 

yapıya sahiptirler. Kinematik denklemlerinin çok karmaşık olmasına karşın, 

kaldıracakları kütlenin mekanik yapılarının kütlesine oranı daha büyüktür. 

 

1.2. Robotların Kinematik Analizi 
 

Bir endüstriyel robot öteleme (prismatic) ve dönme (revolute) hareketi gerçekleştiren 

eklemlerle, bu eklemleri birbirine birleştiren bağlardan oluşur. Dönme hareketinden 

dolayı meydana gelen yer değiştirmeye eklem açısı (joint angle) ve bağlar arasındaki 

yer değiştirmeden dolayı oluşan ötelemeye ise eklem kaçıklığı kayması (joint offset) 

denir. 

 

Robotun ileri yön kinematiği (forward kinematics), robot bağlarının konumları, 

hızları ve ivmeleri arasındaki ilişkiyle ilgilenir.  

 

Robot manipülatörleri, ana çerçeveden araç çerçevesine doğru birbirine prizmatik 

veya dönel eklemlerle tutturulmuş seri bağlardan oluşur. İki bağ arasındaki ilişki 

çoğunlukla bir homojen dönüşüm matrisiyle açıklanır. Eklem dönüşüm matrislerinin 

art arda çarpılmasıyla, ana çerçeveyle araç çerçevesi (uç işlevcisi) arasındaki ilişki 

tanımlanır. Bu ilişkiye robot manipülatörlerinin ileri yön kinematiği (forward 
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kinematics) denir ve araç çerçevesinin yönelimini ve konumunu ana çerçeveye göre 

tanımlar. 

  

Robot manipülatörlerinin ters kinematiği (inverse kinematics) ise,   araç çerçevesinin  

ana çerçeveye göre  yönelimi ve konumu verildiğinde,  robotun bu yönelim ve 

konuma ulaşabilmesi için  gerekli olan açı setlerinin hesaplanması şeklinde 

tanımlanabilir (Craig 1989).  

 

Robot manipülatörlerinin ileri kinematiğinin çok basit olmasına rağmen ters 

kinematik çözümleri kullanılan denklemlerin doğrusal olmamasından dolayı son 

derece karmaşık bir yapıya sahiptir.  

 

1.3. Robotların Kinematik Modelinin Çıkarılması 
 

Robotların kinematik modelini çıkarmak için Quaternion ve Kartezyen uzaylarında 

geliştirilmiş çeşitli yöntemler vardır.Bu yöntemlere kısaca değinerek ve 

üstel(exponansiyel) yöntem detaylı bir şekilde açıklayalım. 

 

1.3.1 Quaternion uzayında kinematik model çıkarılması 

 

Quaternion yönteminin robotların kinematik modellerini çıkarmak için çok uygun 

olmasına rağmen robot bilimcileri tarafından pek tercih edilmemiştir. Oysa ki, 

quaternion yöntemiyle dönme ve öteleme işlemleri bir dönüşüm vektörüyle aynı 

anda gösterilebilmektedir. Homojen dönüşüm matrisleriyle dönme işlemi dokuz 

elemanla gösterilmesine rağmen quaternion yönteminde dönme işlemi sadece dört 

elemanla ifade edilmektedir. Bu durum bilgisayar ortamında hesaplama yükü göz 

önünde bulundurulduğunda diğer yöntemlere göre çok önemli bir avantaj 

sağlar(Funda, Taylor ve Paul 1990).  

 

Quaternionlar ilk olarak İrlandalı matematikçi William Rowan Hamilton tarafından 

ortaya atıldı (Hamilton 1869). Günümüze kadar klasik mekanik, kuantum mekaniği, 

uzay bilimi ve geometri olmak üzere birçok alanda kullanıldı. Dönel operatörler 

olarak quaternionların özellikleri Pervin ve Webb (Pervin ve Webb 1982), avantajları 
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ise Salamin (Salamin 1979) tarafından sunuldu. Gu ve Luh robot kinematiği ve 

dinamiğinde kullanılmak üzere Jakobiyenin hesaplanmasında quaternionlardan 

yararlandı (Gu ve Luh 1987). Kim ve Kumar ise altı serbestlik derecesine sahip olan 

bir robot manipülatörünün ileri ve ters kinematiğini quaternion yöntemini kullanarak 

elde etti (Kim ve Kumar 1990). 

 

Kartezyen uzayda anlatılan yöntemlerden DH yöntemi, SRK yöntemi, Pieper-Roth 

yöntemi ve tam ve parametrik sürekli yöntem, robot kinematiğini doğrudan on iki 

eleman içeren matrislerle ifade etmektedir. Üstel yöntem üç yararlı elemanla dönme 

hareketini en iyi şekilde ifade etmektedir. Pratikte robotla uğraşan insanlar matris 

işlemlerine daha yatkın, diğer yöntemlerde kullanılan operatörlere de alışkın 

olmadıklarından dolayı, DH yöntemi gibi matrisleri kullanarak kinematik model 

çıkaran yöntemler daha sık kullanmaktadır. Oysaki bilgisayar ortamında hesaplama 

yükü göz önüne alındığında, yukarıda anlatılan beş yöntem Quaternion yöntemine 

göre daha yavaş çalışmaktadır. Bu durum gerçekleştirilen bilimsel çalışmalarla da 

ortaya konmuştur (Nicholos, Aspragathos and Dimitros 1998). Yukarıda belirtilen 

quaternion yönteminin avantajlarından dolayı bu tez çalışmasında Quaternion 

yöntemiyle endüstriyel robotların kinematik ve dinamik modelleri detaylı bir şekilde 

anlatılmıştır.  

 

 1.3.2 Kartezyen uzayda kinematik model çıkarılması 

 

Robot manipülatörlerinin Kartezyen uzayda kinematik modelini çıkarmak için 

başlıca beş farklı yöntem kullanılmaktadır. Bu yöntemler Denavit-Hartenberg, üstel 

yöntem (exponential method), sıfır referans konum yöntemi (zero reference position 

method), Pieper-Roth yöntemi ve tam ve parametrik olarak sürekli yöntem (complete 

and parametrically continuous method)’dir. Aşağıda bu beş yöntem kısaca 

anlatılmıştır. 

 

Robot manipülatörlerinin kinematik modelini çıkarırken en sık kullanılan yöntem, 

Denavit-Hartenberg yöntemidir. Bu yöntemde dört ana değişken kullanılarak robot 

kinematiği çıkarılır. Bu değişkenler, iki eksen arasındaki bağ uzunluğu (link length) 

ai-1 , (i-1) ile i eksenleri arasındaki bağ açısı (link twist) αi-1, üst üste çakışan bağlar 
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arasındaki eklem kaçıklığı (joint offset) di, ve iki bağ arasında oluşan eklem açısı 

(joint angle) θi’dir (Denavit and Hartenberg 1955). Bu dört değişkene Denavit-

Hartenberg değişkeni denir ve kısaca DH değişkenleri olarak isimlendirilir. Bu 

değişkenleri belirlemek için, öncelikle gibi robotun dönme eksenleri belirlenir. Daha 

sonra bu eksenlere birer adet koordinat çerçevesi yerleştirilir. Son olarak bu 

koordinat çerçevelerinden yararlanarak ai-1 bağ uzunluğu, αi-1 bağ açısı, di eklem 

kaçıklığı ve θi eklem açısı belirlenir. Robotun bir eklemine ait 4x4 boyutlu dönüşüm 

matrisi bu dört değişkenin meydana getirdiği matrislerin çarpımıyla elde edilir. Bu 

dönüşüm matrisi, 3x3’lük bir dönme matrisinden ve 3x1’lik bir konum vektöründen 

oluşur. Elde edilen n tane matrisin yan yana çarpılmasıyla n serbestlik derecesine 

sahip bir robotun ileri yön kinematik modeli çıkarılır.  

 

Robot kinematik problemlerini çözmenin başka bir yolu da, SRK yöntemini 

kullanmaktır. SRK, Sıfır referans konum’un kısaltılmış şeklidir. SRK yöntemi, bütün 

değişkenlere bir sıfır referans değeri bularak basitçe robotun geometrisini tanımlar ve 

hareket işlemlerini gerçekleştirir (Gupta 1986). Bu yöntemde, robot uygun bir 

şekilde dondurulur ve oluşan sıfır referans konumda bütün eksen değişkenleri (θi 

dönel ve sj prizmatik) tanımlanır.  Daha sonra bu konumda, robotun geometrisini 

tanımlayan eksen doğrultuları (uio) ve bağ yerleşimleri (Qio) belirlenir. Burada, u 

dönme veya kayma ekseni yönündeki birim vektör,  Q ise eklem eksenlerinin 

yerleşimini gösteren değişkendir.  

 

Bu yöntemde birden fazla sıfır referans konum noktası seçilebilir. Bu durum, uygun 

olan birçok SRK konuma ulaşılmasından dolayı avantaj sağlar. Fakat bazı uç 

seçimlerden dolayı aynı robot için iki farklı matematiksel sonuç elde edilebilir. Bu 

açıdan sonuçlar D-H yöntemiyle karşılaştırılmalıdır. Bu ise, SRK yönteminin bir 

dezavantajıdır. Ayrıca, SRK yöntemi genellikle açık kinematik çözümlerde 

kullanılır. Kapalı kinematik çözümlerde sonuç vermediğinden, bu aşamada DH 

yönteminde üretilen veriler SRK yöntemi tarafından kullanılarak kapalı çözüm 

gerçekleştirilir.  

 

Pieper-Roth yöntemi D-H değişkenlerini kullanarak yeni bir dönüşüm matrisi 

düzenlemiştir. Bu yöntemde dönüşüm matrisi, DH yönteminin aksine (i+1). 
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eksenden i. eksene doğru bakılarak oluşturulur. di ile αi değişkenleri yer 

değiştirilerek matris çarpımı gerçekleştirilir. Dönüşüm matrislerinin farklı olmasına 

rağmen, bakış açısının doğurduğu 90 derecelik açı farkı, ileri yön kinematik 

analizinde DH dönüşüm matrisi ile Pieper-Roth dönüşüm matrisinin aynı sonucu 

üretmesine neden olur. 

 

Yeni bir robot kinematik modelleme yöntemi olarak geliştirilen tam ve parametrik 

sürekli kinematik yöntem, kısaca TPS olarak isimlendirilir (Zhuang 1992). Özellikle, 

TPS yönteminde hata modelinin (robot error model) uygulanmasından dolayı, robot 

kalibrasyonu için önemli avantaj sağlanmaktadır ( Mooring, Roth and  Driels 1991; 

Hollerbach 1988). 

 

Tam (Complete) kinematik bir yöntem, herhangi bir robotta,  eklem değişkenlerini, 

robotun araç çerçevesine veya keyfi yönde seçilen evrensel çerçevesine göre ifade 

edebilmelidir (Everett, Driels ve Mooring 1987). Daha açık bir ifadeyle, tam 

kinematik bir yöntem robotun her türlü hareketini modelleyecek değişkenleri 

içermelidir. Parametrik süreklilik (Parametically Continuity) ise,  tamamen yöntemin 

tekilliğiyle (singularity) ilgilidir (Zuang 1989). Robot eklemlerinin yönelimi veya 

konumunun değişmesi sonucunda kinematik yöntem bağ değişkenleri de bu değişime 

esnek bir şekilde cevap veriyorsa, bu kinematik yöntem parametrik olarak süreklidir 

denir. Bu yöntemle ileri kinematik çıkarırken hayli zahmetli işlemler 

gerçekleştirildiğinden pek tercih edilen bir yöntem değildir. 

 

Ters kinematik probleminin doğrusal olmayan denklemler içermesinden dolayı, 

Kartezyen uzayda çözümleri son derece güçtür. Bu problemin çözümü için alternatif 

olarak üstel yöntem geliştirilmiştir. Kinematik problem üstel dönme matris tabanlı 

cebir kullanılarak sistematik olarak çözülür (Özgören 1987). Bu yöntemde sabit 

eksene göre dönme gerçekleştirilerek toplam ileri yön kinematik bulunur (Balkan ve 

Özgören 1999). Eksi bakışımlı matris (skew symmetric matrix) kullanan üstel 

yöntemde, başlangıç ekseni birinci hareketli eksenin göbeğine yerleştirilir.  

Teze konu olan bu yöntem detaylı şekilde anlatılmıştır. 
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1.3.2.1. Üstel yöntem (exponential method) 

 

Genellikle ileri yön kinematikte verilen eklem değişkenlerini kullanarak uç işlevcinin 

(end-effector) konumu ve yönelimi, kartezyen uzayda kapalı formda kolayca çözülür. 

Ters kinematik probleminin doğrusal olmayan denklemler içermesinden dolayı, 

Kartezyen uzay verilerini kullanarak eklem değişkenlerini bulmak garanti 

edilemeyebilir. Dolayısıyla, robotlar için kapalı çözümün mümkün olmadığı 

durumlarda ters kinematik çözüm için değişik yaklaşımlar geliştirilmiştir. Bunlardan 

en çok kullanılanı Newton-Raphson algoritmasıdır (Wu and Paul 1982). Bu 

algoritma  eklem değişkenlerini sayısal olarak çözer.  

 

Bu yöntemlerin ağır trigonometrik polinomlar içermesinden dolayı, kinematik 

problemin çözümü için alternatif olarak üstel yöntem  geliştirilmiştir. Kinematik 

problem üstel dönme matris tabanlı cebir kullanılarak sistematik  olarak çözülür 

(Özgören 1987). Bu yöntemde sabit eksene göre dönme gerçekleştirilerek toplam 

ileri yön kinematik bulunur (Balkan ve Özgören 1999). Eksi bakışımlı matris (skew 

symmetric matrix) kullanan üstel yöntemde, başlangıç ekseni birinci hareketli 

eksenin göbeğine yerleştirilirken, aynı matrisi kullanan SRK yönteminde ana 

çerçeveye yerleştirilir.  

 

Bunların dışında üstel yöntem çözüm yöntemindeki işlem adımları ve dolayısıyla 

algoritmanın basitliğiyle de uygulanabilirlik açısından basit bir yöntem.D-H 

parametrelerine gereksinim duymadan doğrudan her bir eklemin dönmematrisnin tek 

tek bulunmasına da olanak sağlar.Sırasıyla önce dönmesonra da konum vektörünün 

bulunmasıyla ileri ve ters kinematik çözümleri üstel rotasyonel matrisler yardımıyla 

karışıklığı yer vermeden çözülebilmektedir. 

 

{A} {B}

 

Şekil 1.1:A ve B koordinat çerçeveleri. 
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Üstel yöntemde Şekil 1.1’de gösterilen B koordinat çerçevesinin A koordinat 

çerçevesine göre dönüşüm matrisi ),( baC
)

 şeklinde gösterilir. Bir başka deyişle B 

koordinat çerçevesi A koordinat çerçevesinin n birim vektörü tarafından θ açısıyla 

döndürülmesi sonucunda elde edilir.  

 

1.3.2.2. İleri kinematik 

 

Bir seri robotun ileri kinematiği,doğrudan D-H tablosu çıkarılmadan aşağıda 

açıklanacak şekilde üstel(exponansiyel) dönmematrisleri kullanılarak 

bulunabilir:Şekil 1.2 de gösterildiği gibi üç eklemi de dönel bir robotu ele alalım.Her 

robot eklemine bir koordinate çerçevesi oturtulmuştur.Kinematik parametreler bu 

koordinat çerçevelerine bağlı olarak belirlenmiştir.z eksenleri,her bağın 

dönmeeksenini işaret etmek için kulanılmıştır.k.koordinat ekseninin eksenleri birim 

vektör uik ile belirtilmiştir.Burada  sırasıyla x(1),y(2),z(3) eksenlerini ifade 

etmektedir. 

 

l2

d2

z0,1

h1

l3

)0(
3u

)0(
1u

)1(
3u

)1(
1u

)2(
1u

)2(
3u

)3(
3u

)3(
1u

1θ

2θ

3θ

 

Şekil 1.2:Üç eklemli robot maniplatörü için birim vektör ( )(k
iu
r

)’nın ve koordinat çerçelerinin 

yerleşiminin gösterimi.  
 

(k-1). ve k. koordinat çerçeveleri arasındaki yönelimu C dönme matrisi yardımıyla 

aşağıdaki gibi gösterebiliriz. 
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( )1
)()(

 ˆ ),1( −−−
= kk

k
ik

k
i uukk eeC ααθ .             (1.1) 

 

Burada θk , k. eklem değişkeni.k=1,2…n. αk-αk-1 ;  k. ve (k-1). koordinat çerçeveleri 

arasındaki açı farkını ifade eder. 

Denklem (1.1)’deki  k
k

iue θ
)(

  ve ( )1
)(

−− kk
k

iue αα  aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 

( )

( )

( )







−−

+−

+−

=

..1

..1

..1

213

312

11
)(

kk

kk

kk
u

sucuu

sucuu

ccuu

e k
k

i

θθ

θθ

θθ
θ  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 







+−+−

−−+−

+−−−

kkkk

kkkk

kkkk

ccuusucuu

sucuuccuu

sucuusucuu

θθθθ

θθθθ

θθθθ

11.

11.

11.

33123

13222

231321

.                (1.2) 

 

( )1
)(

−− kk
k

iue αα

( )

( )

( )







−−−−

−+−−

−+−−

=

−−

−−

−−

..][][1

..][][1

..][][1

12113

13112

1111

kkkk

kkkk

kkkk

sucuu

sucuu

ccuu

αααα

αααα

αααα

 

( )

( )

( ) .][][1.

.][][1.

.][][1.

11123

1122

13121

−−

−−

−−

−+−−

−+−−

−−−−

kkkk

kkkk

kkkk

sucuu

ccuu

sucuu

αααα

αααα

αααα

 

                             

( )

( )

( ) 







−+−−

−−−−

−+−−

−−

−−

−−

][][1..

][][1..

][][1..

1133

11132

12131

kkkk

kkkk

kkkk

ccuu

sucuu

sucuu

αααα

αααα

αααα

.                          (1.3) 

 

Burada s ve c sırasıyla sin ve cos fonksiyonlarını ifade etmektedir.Ayrıca u
r

sütun 

vektörünün elemanları u1, u2 ve u3     de aşağıdaki şekilde gösterilebilir. 

 

[ ]Tuuuu 321=
r

.                                                                               (1.4) 

 

Eğer dönme x, y ve z de meydana gelmişse u
r sütun vektörü sırasıyla [ ] ,0011

Tu =
r

  

[ ]Tu 0102 =
r

  ve [ ]Tu 1003 =
r

olarak şekillenir. 
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Birinci eklem dönel ise ( 11 θvek = ) z-ekseniyle ana koordinat çerçeve arasında 

ölçülen açı farkı sıfır ( 001 =−αα ) olarak bulunur ve birinci eklemin dönme matrisi 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

 

( )][ˆ 0)1,0(
)1(

11
)1(

3 uu eeC θ
=  

         














 −

















=

100

0

0

100

010

001

11

11

θθ

θθ

cs

sc

     














 −

=

100

0

0

11

11

θθ

θθ

cs

sc

.                        (1.5) 

 

İkinci eklem de dönel ve (k=2 and θ2), ayrıca birinci ve ikinci eklemin koordinat 

çerçevelerinin z-eksenleri  arasındaki dönme açısı π/2 (α2-α1= π/2) olarak 

bulunduğundan ikinci eklemin dönme matrisi aşağıdki gibi şekillenecektir. 

 

( )][ˆ 2/)2,1( )2(
12

)2(
3 πθ uu eeC =  

















−

−

=

0

100

0

22

22

θθ

θθ

cs

sc

.                                   (1.6) 

 

Son eklem de döneldir.Dolayısıyla (k=3 ve  θ3) ikinci ve üçüncü koordinat 

çerçevelerinin z-eksenleri arasındaki dönme açısı -π /2 (α3-α2=-π/2) olarak 

bulunduğundan bu ekleme ait dönme matrisi de; 

 

( )2/)3,2( )3(
13

)3(
3ˆ πθ −

=
uu eeC  

















−−

−

=

0

100

0

33

33

θθ

θθ

cs

sc

.                  (1.7) 

 

olarak bulunur. 

 

Sonuç olarak ana koordinat çerçeveye göre üçüncü koordinat çerçevesinin yönelim 

matrisi aşağıdaki gibi şekillenecektir. 

 

)3,2()2,1()1,0()3,0( ˆˆˆ ˆ CCCC = ( ) ( ) ( ) ]][][[ 2/2/0 )3(
13

)3(
3

)2(
12

)2(
3

)1(
11

)1(
3 πθπθθ −

=
uuuuuu eeeeee  
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+

−

=

..

..

..

32

31321

31321

θθ

θθθθθ

θθθθθ

cs

scccs

ssccc

 









−

−−−

−−−

232

2132131

2132113

.

.

.

θθθ

θθθθθθθ

θθθθθθθ

css

ssscscc

scsccsc

.            (1.8) 

 

Robot maniplatörde bir prizmatik bağ vardır ve denklem(1.2)’de θk=0 olarak 

alınmıştır.Sonuç olarak ana koordinat çerçeveye göre uç işlevcinin konum vektörü P
r
 

de aşağıdaki gibi şekillenecektir. 

 

)2(
1

)2,0(
2

)1(
3

)1,0(
1

)1(
1

)1,0(
1

ˆˆˆ uCauCduCaP ++=
r

 

      )(
3

),0()(
1

),0()2(
3

)2,0(
2

ˆˆ...ˆ kk
k

kk
k uCduCauCd +++ .            (1.9) 

 

Burada a  bağ uzunluğunu , d  bağ kaçıklığını , ),0( kR
)

 ana çerçeveye göre k. ekleme 

ait koordinat çerçevenin yönelim  matrisini ve ui bağıl satır vektörünü ifade 

etmektedir. Aslında a bağ uzunluğu ile d bağ kaçıklığı aynı anda bulunması tercih 

edilmemektedir.Bu açıklamaların tamamı dikkate alındığında ve gerekli parametreler 

ve değişkenler uygun şekilde formülasyonda yerine konulduğunda   

 

Şekil 1.2.de gösterilen robot maniplatörüne ait P
r

 konum vektörünün son hali 

aşağıdaki gibi olur. 

 

)3(
1

)3,0(
3

)3(
3

)3,0(
2

)2(
3

)2,0(
2

)1(
3

)1,0(
1

)3,0( ˆˆˆˆ uCluCluCduChP +++=
r

 

 

        
















++

−−+

+−−

=

122323

12212313213

12212313213

)()(

)()(

hclcsl

cdsslscccsl

sdsclsscccl

θθθ

θθθθθθθθ

θθθθθθθθ

.           (1.10) 

 

Denklemde, 
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=

1

0

0

100

0

0
ˆ

11
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1
)1(

3
)1,0(

1 θθ

θθ

cs

sc

huCh  [ ]Th100= .           (1.11) 

















−=

0

ˆ
12

12

)2(
3

)2,0(
2 θ

θ

cd

sd

uCd .              (1.12) 

















−

−

=

22

212

212

)3(
3

)3,0(
2

ˆ

θ

θθ

θθ

cl

ssl

scl

uCl .              (1.13) 

















++

+

−

=

122323

313213

313213

)3(
1

)3,0(
3 )(

)(
ˆ

hclcsl

scccsl

sscccl

uCl

θθθ

θθθθθ

θθθθθ

.            (1.14) 

 

1.3.2.3. Ters kinematik 

İlk üç ekleme ait ters kinematik çözümlerinin üstel(exponansiyel) dönel matrisler yardımıyla 

bulunması için daha önce de söylendiği üzere konum vektöründen yararlanılacaktır. Son iki 

ekleme ait herhangi bir bağ uzunluğu ya da bağ kaçıklığı olmadığı zaman  a5, a6, d5, ve d6  

bağ parametleri sıfıra eşit olacağından ana koordinat çerçeveye ait konum vektörü aşağıdaki 

gibi olur. 

 

)2(
1

)2,0(
2

)1(
3

)1,0(
1

)1(
1

)1,0(
1

)6,0( ˆˆˆ uCauCduCaP ++=
r

 

           )4(
3

)4,0(
4

)6(
1

)4,0(
4

)2(
3

)2,0(
2

ˆˆˆ uCduCauCd ++⋅⋅⋅++ .            (1.15) 

 

Burada )6,0(P
r

ana koordinat çerçeveye göre uç işlevcinin konumu denklem (1.15)  

detaylı olarak aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 

)2(
1

)2,1()1,0(
2

)1(
3

)1,0(
1

)1(
1

)1,0(
1

)6,0( ˆˆˆ uRCauCduCaP
)r

++=  

          )4(
1

)4,3()1,0(
4

)2(
3

)2,1()1,0(
2

ˆˆˆˆ uCCauCCd ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅++  
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           )4(
3

)4,3()1,0(
4

ˆˆ uCCd ⋅⋅⋅+ .                                 (1.16) 

 

Ters kinematik problemin çözülebilmesi için aşağıda görüldüğü gibi bazı yeni 

eşitliklere ihtiyaç duyulacaktır. 

 

( )2(
3

)2,1(
2

)2(
1

)2,1(
2

)1(
31

)1(
11

)1,0()6,0( ˆˆˆ uCduCauduaCP +++=
r

 

           ))4(
3

)4,3()3,2()2,1(
4

)4(
1

)4,3()3,2()2,1(
4

ˆˆˆˆˆˆ uCCCduCCCa ++ .          (1.17) 

 

Birinci eklem değişkenini bulmak için , )1,0(Ĉ  matrisinin tersi alınır ve denklem 

(1.17)’nin her iki tarafına ön çarpma işlemi yapılarak denklem  (1.18) elde edilir. 

 

( )1(
31

)1(
11

)1,0(1)1,0()6,0(1)1,0( ˆˆˆ uduaCCPC +=
−− r

 

           ⋅⋅⋅+++
)2(

3
)2,1(

2
)2(

1
)2,1(

2
ˆˆ uCduCa  

           ))4(
3

)4,3()3,2()2,1(
4

)4(
1

)4,3()3,2()2,1(
4

ˆˆˆˆˆˆ uCCCduCCCa ++ .        (1.18) 

 

)1,0(1)1,0( ˆˆ CC
−

 çarpımı birim matrise eşit olacağından denklem  (1.18) aşağıdaki 

denkleme  dönüşür. 

 

)2(
3

)2,1(
2

)2(
1

)2,1(
2

)1(
31

)1(
11

)6,0(1)1,0( ˆˆˆ uCduCauduaPC +++=
− r

 

          )4(
3

)4,3()3,2()2,1(
4

)4(
1

)4,3()3,2()2,1(
4

ˆˆˆˆˆˆ uCCCduCCCa ++ .         (1.19) 

 

 

)1(
31

)1(
11 udua +  terimleri de denklemin  sol tarafına geçirilecek olursa aşağıdaki eşitlik 

elde edilir. 

 

)2(
3

)2,1(
2

)2(
1

)2,1(
2

)1(
31

)1(
11

)6,0(1)1,0( ˆˆˆ uCduCauduaPC +=−−
− r

 

                                              )4(
3

)4,3()3,2()2,1(
4

)4(
1

)4,3()3,2()2,1(
4

ˆˆˆˆˆˆ uCCCduCCCa ++ .      (1.20) 
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Eşitlik  (1.20) nin her iki tarafı birbirine eşit olacaktır. Eğer bu eşitlik ters kinematik 

çözümün bulunmasına yardımcı olmazsa aynı yaklaşım 
1)2,1(ˆ −

C  ve 

1)3,2(ˆ −

C matrisleriiçin tekrarlanır.Bu işlemler aşağıda gösterilmiştir. 

 

( ) )2(
32

)2(
12

)1(
31

)1(
11

)6,0(1)1,0(1)2,1( ˆˆ uduauduaPCC −−−−
−− r

 

 

= )3(
3

)3,2(
3

)3(
1

)3,2(
3

ˆˆ uCduCa +
)4(

3
)4,3()3,2(

4
)4(

1
)4,3()3,2(

4
ˆˆˆˆ uCCduCCa ++ .       (1.21) 

 

( )( )1(
31

)1(
11

)6,0(1)1,0(1)2,1(1)3,2( ˆˆˆ uduaPCCC −−
−−− r

) )3(
33

)3(
13

)2(
32

)2(
12 uduaudua −−−−  

)4(
3

)4,3(
4

)4(
1

)4,3(
4

ˆˆ uCduCa += .             (1.22) 

 

Aşağıdaki eşitlikler son üç değişkenin ters kinematik çözümleri için kullanılabilir. 

 

)6,5()2,1()6,0(1)1,0( ˆˆ ˆˆ CCCC ⋅⋅⋅=
−

.                                    (1.23) 

)6,5()3,2()6,0(1)1,0(1)2,1( ˆˆ ˆˆˆ CCCCC ⋅⋅⋅=
−−

.                           (1.24) 

)6,5()4,3()6,0(1)2,1(1)3,2( ˆˆ ˆˆˆ CCCCC ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅
−−

.                             (1.25) 

)6,5()5,4()6,0(1)3,2(1)4,3( ˆˆ ˆˆˆ CCCCC =⋅⋅⋅
−−

.                                    (1.26) 

)6,5()6,0(1)1,0(1)4,3(1)5,4( ˆ ˆˆˆˆ CCCCC =⋅⋅⋅
−−−

.                                                           (1.27) 

 

 

Burada )6,0(Ĉ ana koordinat çerçevesiyle uç işlevci arasındaki yönelimi ifade 

etmektedir. 

 

















=

333231

232221

131211

)6,0(ˆ

rrr

rrr

rrr

C .              (1.28) 
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Denklem (1.23)-(1.27) de verilen eşitlikler son üç eklemin ters kinematik 

çözümlerinin bulunmasında kullanılabilir. 

 

1.3.2.3.Üstel (Exponansiyel) dönme matrislerinin cebirsel özellikleri 

 

Eğer  
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010

001
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 ise 

 

 eñθ = Îcosθ + ñsinθ + n̄n̄T1 − cosθ olarak ifade edilebilir. Burada  eñθ  , n̄   birim 

vektörünün  θ   açısıyla dönmesini ifade etmektedir. 
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=

1

0

0
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1

0

,

0

0

1

111 uuu   

 

 olarak kabul edilirse bu durumda bize dönme  matrislerini bulurken en çok yardımcı 

olacak temel matrisleri aşağıdaki gibi bulmuş oluruz. 
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 −

=

100

0cossin

0sincos
3

~
θθ

θθ
θue  

 

1)  ñ2 = n̄n̄T − Î  ve  ñ3 = −ñ                          (1.29) 

2)   ñm̃ = m̄    n̄
T − m̄Tn̄Î               (1.30) 

3)  Eğer  ū = ñm̄   ise  ũ = ñm̃ − m̃ñ = m̄n̄T − n̄m̄T             (1.31) 

4)   r̄Tñr̄ = 0   ama  r̄
Tñ2 r̄ = n̄Tr̄2

− r̄Tr̄              (1.32) 

5)  e
ñθ−1

= eñθT
= e−ñθ

               (1.33) 

6)  eñθeñφ = eñφeñθ = eñθ+φ                (1.34) 

7)  eñθn̄ = n̄Teñθ = n̄T                (1.35) 

8)   eñθñ = ñeñθ                 (1.36) 

9)  Eğer  m̄ = eñθū   ise  m̃ = eñθũe−ñθ   ve  em̃φ = eñθeñφe−ñθ   olur.         (1.37) 

10)  p̄ = em̃βn̄   iken  em̃βeñθ = ep̃θem̃β              (1.38) 

11)  q̄ = e−m̃βn̄    iken  eñθem̃β = em̃βeq̄θ              (1.39) 

12)  e
ũ iθūj = ūj cosθ + ũjūi sinθ               (1.40) 

13)  ūj
Teũ iθ = ūj

T cosθ + ũjūi 
T sinθ               (1.41) 

 
 
1.7. Yöntemlerin Karşılaştırılması 
 
 

D-H yöntemi, SRK yöntemi, Pieper-Roth yöntemi ve tam ve parametrik sürekli 

yöntem, robot kinematiğini doğrudan on iki yararlı eleman içeren matrislerle ifade 

etmektedir. Üstel yöntem üç yararlı elemanla dönme hareketini en iyi şekilde ifade 

etmektedir. Kartonyum yöntemi ise dört yararlı elemanla dönme ve öteleme 

hareketini açıklamaktadır. Pratikte robotla uğraşan insanlar matris işlemlerine daha 

yatkın, diğer yöntemlerde kullanılan operatörlere de alışkın olmadıklarından dolayı, 

D-H yöntemi gibi matrisleri kullanarak kinematik model çıkaran yöntemler daha sık 

kullanmaktadır. Oysa ki, bilgisayar ortamında hesaplama yükü göz önüne 

alındığında, Kartonyum yöntemi,  üstel yöntem ve matrisleri kullanan diğer 

yöntemlerden daha hızlı çalışmaktadır. Yöntemlerin hesap yükünü daha ayrıntılı 

gösteren veriler Tablo 1.1’de verilmiştir (Nicholos, Aspragathos and Dimitros 1998).  
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Tablo 1.1.   Üç yöntemin hesap yükü. 

Yöntem 
Hesap Yükü Toplam işlem 

n=serbestlik derecesi + , - * , / 

D-H Yöntemi 36n-36 54n-48 126n-120 

Üstel Yöntem 33n-18 36n+18 115n-48 

Kartonyum Yöntemi 22n+3 39n-12 80n+12 

 

 

Tablo 1.1’de her bir yöntemin bilgisayar ortamında meydana getirdikleri hesap yükü 

görülmektedir. Bilgisayarda her bir çarpma işleminin, toplama işleminin iki katı 

zamanda gerçekleştiği varsayılmıştır. Tablo 1.1’nın son kolonunda bilgisayarda 

gerçekleşen eşdeğer toplama miktarı verilmiştir. Tablo 1.1’dan da görüldüğü gibi, 

serbestlik derecesi üçten fazla olan robotlar için çift sayı Kartonyum gösterimi, 

bilgisayar ortamında daha hızlı koşmaktadır. 
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BÖLÜM 2. İKİLİ HARF KODUNUN KULLANILMASIYLA YAPILAN 

SINIFLANDIRMA 

 
2.1. Giriş 

 

Bu bölümde,  Huang ve Milenkovic tarafından ikili harf kodunun kullanılmasıyla 

yapılan sınıflandırmaya göre elde edilen 16 adet robotun düzenleşimi ve katı gövde 

yapısı üzerinde durulacaktır. Huang ve Milenkovic robot türlerini tanımlamak için iki 

harften oluşan bir kod kullanmıştır. İlk harf, birinci eklemin özelliğini ve ikinci 

ekleme göre nasıl döndüğünü açıklamaktadır (Huang ve Milenkovic, 1983). İkinci 

harf ise, üçüncü eklemi ve ikinci eklem ile üçüncü eklem arasındaki ilişkiyi tanımlar. 

Tanımlanan bu mekanizma Şekil 2.1’de verilmiştir. Kullanılan harfler ve anlamları 

da şu şekildedir: 

 

S  : Kayma, 

C : Kayma eksenine dik dönme, 

N : Dönme eksenine dik dönme, 

R : Kayma eksenine dik dönme veya dönme eksenine paralel dönme. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1: Huang ve Milenkovic tarafından tanımlanan mekanizma. 
 

Huang ve Milenkoviç robot bağları için 16 adet 2 harf kombinasyonu kullanmıştır. 

Fakat bunların tamamı robot bağları için kullanışlı (useful) ve farklı (distinct) 

Kağıt düzlemine paralel bir kayma (prizmatik eklem) 

Kağıt düzlemine  dik bir kayma  
(prizmatik eklem) 

Kağıt düzlemine paralel bir dönme 
(dönel eklem) 

Kağıt düzlemine dik  bir dönme 
(dönel eklem) 
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değildir. Kullanışlı bir bağ, 3 boyutlu uzayda geniş çaplı hareket (gross motion) 

yapabilme yeteneğine sahip olmalıdır. Farklılık ise her bir bağın kinematik olarak 

diğer kategoriler arasında tek olmasıdır. İkili harf kombinasyonun kullanılmasıyla 

oluşan 16 olası kod CC, CN, CR, CS, NC, NN, NR, NS, RC, RN, RR, RS, SC, SN, 

SR ve SS şeklinde elde edilir (Bingül 2000). Ayrıca, ikili harf kombinasyonun 

kullanılmasıyla oluşan 16 adet düzenleşim ve bu düzenleşimlere denk düşen robot 

manipülatörlerinin katı gövde yapıları aşağıda şekillerde verilmiştir. Şekillerde 

robotların katı gövde yapıları üzerinde görülen d1, d2 ve d3 sırasıyla prizmatik θ1, θ2 

ve θ3 ise dönel eklem değişkenlerini göstermektedir. Ayrıca P prizmatik, R ise dönel 

eklemi ifade etmektedir. 

 

 

d1

d3

d2

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.2: SS (PPP) prizmatik robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

 

d1

d2 θθθθ3

l1 l2

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.3: SC (PPR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 
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l3

d1

d2

θθθθ2

l2
θθθθ3

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.4: SN (PRR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

 

d2

θθθθ1

l1

d3

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.5:  CS (RPP) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 
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d2

θθθθ1

l2

θθθθ3

l3

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.6:  CC (RPR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

 

d2

l2

θθθθ3

θθθθ1

l3

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.7:  CR (RPR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 
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z0,1

d3

h1

d2
θθθθ2

θθθθ1

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.8:  NS (RRP) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

 

l2

θθθθ3

l3

d2

θθθθ1
z0,1

h1

θθθθ2

θθθθ1

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.9:  NN (RRR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 
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θθθθ2

l3

z0,1

h1

l2

θθθθ3

d2

θθθθ1

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.10:  NR (RRR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

 

l3

θθθθ3

d2

l2

h1

θθθθ1

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.11:  RC (RPR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 
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θθθθ1

l1

θθθθ2

l2 θθθθ3
l3

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.12:  RN (RRR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

 

d2

l2

θθθθ3

l3

h1

θθθθ1

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.13:  RR (RPR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

Huang ve Milenkovic yukarıdaki kodlardan CN, NC, RS, ve SR’yi kullanışlı ve 

farklı bulmamıştır. Dolayısı ile bu robot türlerini sınıflandırma dışı bırakmışlardır. 

Buna rağmen RS kodu endüstride çok popüler olan “Skara” robotunu temsil eder. SR 

kodu da kullanışlı bir düzenleşimi temsil eder.  Bu düzenleşimlerin her ikisi de üç 

boyutlu hareket etmesine rağmen düzlemsel robotlar (planar robots) olarak kabul 

edilirler. CN ve RC ise herhangi bir robot düzenleşimi olarak kabul edilmez.  
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Huang ve Milenkovic Şekil 2.14 ve Şekil 2.15’de verilen RS ve SR robotlarını 

kullanışlı ve farklı bulmamasına rağmen, bu robotlar silindirik çalışma alanları 

nedeniyle sık tercih edilirler. Huang ve Milenkovic’in bunları farklı ve kullanışlı 

bulmayışının nedeni, CS robotu ile aynı alanı taramalarından kaynaklanmaktadır. 

Sebep ne olursa olsun bunlar kullanışlı robotlar kategorisinde incelenecektir.  

 

 

l1 θθθθ2

θθθθ1

l2 d3

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.14:  RS (RRP) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

 

d1

l1

θθθθ2

l2

l3

θθθθ3

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.15:  SR (PRR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 
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Şekil 2.16 ve Şekil 2.17’de gösterilen CN ve NC  kodlarının tanımladıkları robot 

düzenleşimleri  kullanışsızdırlar. 

 

h1

d1

l1

θθθθ3

θθθθ2

l2

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.16:  CN (PRR) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 

 

 

h1

d3l2

θθθθ2

d2

θθθθ1

 

(a)                                                                   (b) 

Şekil 2.17:  NC (RRP) robotunun a) ikili harf kombinasyonun kullanılmasıyla oluşan 
düzenleşimi, b) bu düzenleşimlere denk düşen katı gövde yapısı. 
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BÖLÜM 3.ENDÜSTRİYEL ROBOTLARIN ÜSTEL(EXPONANSİYEL)  

YÖNTEMLE İLERİ KİNEMATİK ÇÖZÜMLERİ 

 

3.1. Giriş 

 

Bu bölümde, onaltı adet temel endüstriyel robota Euler bileği eklenip 

üstel(exponansiyel) yöntem kullanılarak ileri kinematik çözümleri 

gerçekleştirilmiştir. 

 
3.1.1. CC Robotunun ileri kinematiği 

 

CC robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.1’de verilmiştir. Şekildeki 

Euler bilekli CC robotuna ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan 

dönme matrisleri ve konum vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 

 

d2

z

y

l2

d4

x

5θ

64 ,θθ

3θ

1θ

 

Şekil 3.1: CC Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrisleri etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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 r = d2 u⃗3
2

+ l2 u⃗1
3

+ d4 u⃗3
4

  
 

 

r̄ = d2

c1 −s1 0

s1 c1 0

0 0 1

0

0

1

+ l2

c1 −s1 0

s1 c1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

0

0   

   

 

+ d4

c1 −s1 0

s1 c1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

c3 −s3 0

s3 c3 0

0 0 1

c4 −s4 0

0 0 −1

s4 c4 0

0

0

1   
 

 

=

l2c1 + d4c1s3 + d4c3s1

l2s1 − d4c1c3 + d4s1s3

d2                          (3.7) 
 
 
 

3.1.2. CN Robotunun ileri kinematiği 

 

CN robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.2’de görüldüğü şekildedir. 

Euler bilekli CN robotuna ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan 

dönme matrisleri ve konum vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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d1

l1

θθθθ3

θθθθ2

y0,1

z0,1

y4
d4

x0,1

5θ

64 ,θθ

 

Şekil 3.2: CN Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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C1,2 = eũ3θ2 =

cosθ2 − sinθ2 0

sinθ2 cosθ2 0

0 0 1               (3.9) 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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3.1.3. CR Robotunun ileri kinematiği 

 

CR robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.3’de görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.3: CR Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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3.1.4. CS Robotunun ileri kinematiği 
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CS robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.4’de görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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               Şekil 3.4: CS Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 

 

 

 r = d2 u⃗3
2

+ a3 u⃗1
3

+ d3 u⃗3
3

+ d4 u⃗3
4a3 = l1  

 

  

































−































 −

+















































 −

=

0

0

1

010

100

001

100

010

001

100

0

0

....

1

0

0

100

010

001

100

0

0

11

11

1

11

11

2

cs

sc

l

cs

sc

dr

 

  

































−































 −

+

1

0

0

010

100

001

100

010

001

100

0

0

... 11

11

3 cs

sc

d   

  

















−−

++

=































 −

















−































 −

+

2

131411

141311

44

44

11

11

4

1

0

0

100

0

0

010

100

001

100

010

001

100

0

0

...

d

cdcdsl

sdsdcl

cs

sc

cs

sc

d

          (3.28) 

 

 



 35

3.1.5. NC Robotunun ileri kinematiği 

 

NC robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.5’te görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.5: NC Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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3.1.6. NN Robotunun ileri kinematiği 

 

NN robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.6’da görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.6: NN Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
 

   

C0,1 = eũ3θ1 =

cosθ1 −sinθ1 0

sinθ1 cosθ1 0

0 0 1      (3.36) 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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−d2c1 − d4c1c3 − l2s1s2 − d4c2s1s3

h1 + l2c2 − d4s2s3       (3.42) 
 
 
 
 

3.1.7. NR Robotunun ileri kinematiği 

 

NR robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.7’de görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.7: NR Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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=

l2c1c2 − d2s1 − d4c1c2s3 − d4 cosθ1 cosθ3 sinθ2

d2c1 + l2c2s1 − d4c2s1s3 − d4c3s1s2

h1 − l2s2 − d4c2c3 + d4s2s3     (3.49) 
 
 
 

3.1.8. NS Robotunun ileri kinematiği 

 

NS robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.8’de görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.8: NS Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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3.1.9. RC Robotunun ileri kinematiği 

 

RC robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.9’da görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.9: RC Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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C5,6 = eũ3θ6 e−ũ 1
π
2 =

cosθ6 − sinθ6 0

0 0 1

− sinθ6 −cosθ6 0
     (3.62) 

 
 
Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 

 

 r = d1 u⃗3
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h1 − d4s3     (3.63) 
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3.1.10. RN Robotunun ileri kinematiği 

 

RN robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.10’de görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.10: RN robotunun yönelim ve konum bilgileri. 
 

C0,1  = eũ3θ1 =

cosθ1 − sinθ1 0

sinθ1 cosθ1 0

0 0 1
     (3.64) 

 

 

C1,2 = eũ3θ2 =

cosθ2 − sinθ2 0

sinθ2 cosθ2 0

0 0 1
     (3.65) 

 

 

( )

















−

−

=















 −

















−==

0cossin

100

0sincos

100

0cossin

0sincos

010

100

001

33

33

33

33
~~

3,2 3321

θθ

θθ

θθ

θθ
θ

π
uu

eeC

           (3.66) 

 



 48

 

( )

















−

−

=















 −

















−==

0cossin

100

0sincos

100

0cossin

0sincos

010

100

001

44

44

44

44
~~

4,3 4321

θθ

θθ

θθ

θθ
θ

π
uu

eeC

           (3.67) 

 

 

( )

















−−

−

=















 −

















−

==
−

0cossin

100

0sincos

100

0cossin

0sincos

010

100

001

55

55

55

55
~~

5,4 5321

θθ

θθ

θθ

θθ
θ

π
uu

eeC

           (3.68) 

 

 

( )

















−

−

=















 −

















−==

0cossin

100

0sincos

100

0cossin

0sincos

010

100

001

66

66

66

66
~~

6,5 6321

θθ

θθ

θθ

θθ
θ

π
uu

eeC

           (3.69)  

 
Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 

 

 r = h1 u⃗3
1

+ l1 u⃗1
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l1c1 + s3 d4c1c2 − d4s1s2  + l2c1c2 − l2s1s2

l1s1 + s3 d4c1s2 + d4c2s1  + l2c1s2 + l2c2s1

h1 − d4c3     (3.70) 
 
 

3.1.11. RR Robotunun ileri kinematiği 

 

RR robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.11’de görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.11: RR Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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3.1.12. RS Robotunun ileri kinematiği 

 

RS robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.12’de görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.12: RS Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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3.1.13. SC Robotunun ileri kinematiği 

 

SC robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.13’te görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.13: SC Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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3.1.14. SN Robotunun ileri kinematiği 

 

SN robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.14’te görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.14: SN Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 
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3.1.15. SR Robotunun ileri kinematiği 

 

SR robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.15’de görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 
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Şekil 3.15: SR Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 

 

 r = d1 u⃗3
1

+ a2 u⃗1
1

+ a3 u⃗1
2

+ d4 u⃗3
3

  
 

 

r̄ = d1

0

0

1

+ l1

1

0

0

+ l2

c2 −s2 0

s2 c2 0

0 0 1

1

0

0   
 

 

+ d4

c2 −s2 0

s2 c2 0

0 0 1

c3 −s3 0

s3 c3 0

0 0 1

c4 −s4 0

0 0 −1

s4 c4 0

0

0

1   
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3.1.16. SS Robotunun ileri kinematiği 

 

SS robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi Şekil 3.16’da görüldüğü şekildedir. 

Şekildeki eklem uzunlukları ve açılar dikkate alındığında Euler bilekli CR robotuna 

ait ileri kinematik matrislerini bulmak için gerekli olan dönmematrisleri ve konum 

vektörü aşağıdaki gibi bulunur. 

 

d1

d2

d3

z

y

x

5θ

64 ,θθ

 

Şekil 3.16: SS Robotunun Euler bileği eklenmiş düzenleşimi. 

 
C0,1 = e = 1   (3.106) 
 

 

C1,2 = e−ũ 1
π
2 eũ 3

π
2 =

1 0 0

0 0 1

0 −1 0

0 −1 0

1 0 0

0 0 1

=

0 −1 0

0 0 1

−1 0 0
     (3.107) 

 

 

C2,3 = eũ1
π
2 =

1 0 0

0 0 −1

0 1 0
  (3.108) 
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C3,4 = eũ3θ4 =

cosθ4 − sinθ4 0

sinθ4 cosθ4 0

0 0 1
  (3.109) 
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Tüm dönme matrisleri bulunduktan sonra bu matrislerin etki ettiği eklem konum 

değişkenleri de  dikkate alınarak konum vektörü aşağıdaki yöntemle bulunmaktadır. 

 

 r = d1 u⃗3
1

+ d2 u⃗3
2

+ d3 u⃗3
3

+ d4 u⃗3
4

  
 

 

r̄ = d1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0

0

1

+ d2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 −1 0

0 0 1

−1 0 0

0

0

1   
 

  

+ d3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 −1 0

0 0 1

−1 0 0

1 0 0

0 0 −1

0 1 0

0

0

1   
 

  

+ d4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 −1 0

0 0 1

−1 0 0

1 0 0

0 0 −1

0 1 0

cosθ4 − sinθ4 0

sinθ4 cosθ4 0

0 0 1

0

0

1   
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r = d1 u⃗3
1

+ d2 u⃗3
2

+ d3 u⃗3
3

+ d4 u⃗3
4

 
 

  

=

d3 + d4

d2

d1  (3.112) 
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BÖLÜM 4.  ENDÜSTRİYEL ROBOTLARIN ÜSTEL(EXPONANSİYEL)   

YÖNTEMLE TERS KİNEMATİK ÇÖZÜMLERİ 

 

4.1. Giriş 

 

Bu bölümde, onaltı adet temel endüstriyel robota Euler bileği eklenip üstel 

(exponansiyel) yöntem kullanılarak ters kinematik çözümleri gerçekleştirilmiştir. 

Bölüm 3’te on altı adet robotun her birinin dönme matrisleri ve konumları 

bulunduğundan ve ters kinematik hesaplanırken de bu matrislerden ve vektörlerden 

yararlanılacağından tekrar elde edilme yolu gösterilmemiş bulunmuş olan değerler 

aynen kullanılmıştır. Her robotun ters kinematik çözüm yolu birbirine benzer 

olmasına karşın çözümler çoğu zaman farklılık gösterdiğinden tüm çözümler ayrıntılı 

olarak gösterilmiştir. 

 

Ters kinematik çözümleri ilk üç ekleme ait değişkenlerin konum vektörü yardımıyla, 

son üç ekleme ait değişkenler ise dönme matrisi yardımıyla çözümlendiği görülebilir. 

 

4.1.1 CC Robotunun ters kinematiği 

 

İlk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörüne ait eşitliğin her iki tarafı  

eũ3θ1 T
  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 

 
 

 

c1 s1 0

−s1 c1 0

0 0 1

Px

Py

Pz

= d2

0

0

1

+ l2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

0

0   
 

 

+ d4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

c3 −s3 0

s3 c3 0

0 0 1

c4 −s4 0

0 0 −1

s4 c4 0

0

0

1   
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Pxc1 + Pys1

Pyc1 − Pxs1

Pz

=

l2 + d4s3

−d4c3

d2            (4.1) 
 

 Px cosθ1 + Py sinθ1 = l2 + d4 sinθ3   

 Py cosθ1 − Px sinθ1 = −d4 cosθ3   
 

 
θ3 = A tan2

Px
2+Py

2−d 4
2−l2

2

2l2d 4
,± 1 −

Px
2+Py

2−d 4
2−l2

2

2l2d 4

2


         (4.2) 

 
 
 

 Px cosθ1 + Py sinθ1 = l2 + d4 sinθ3   

 
θ1 = A tan2Py, Px ± A tan2 Px

2 + Py
2 − l2 + d4 sinθ3 2 , l2 + d4 sinθ3        (4.3) 

 
 
 d2 = Pz       (4.4) 
 
Son üç ekleme aitdeğişkenleri bulmak için dönme matrisinin her iki tarafı  

eũ 3θ1 eeũ1
π
2 eũ3θ4

T

  ile çarpılır. 

 

 

r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

= eũ3θ1 eeũ 1
π
2 eũ 3θ4 eũ1

π
2 eũ 3θ5 e−ũ1

π
2 eũ3θ6
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Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 −r13c13 − r23s13 s4 − r33c4 = 0   

 θ4 = ±A tan2−r33 ,−r13 cosθ13 − r23 sinθ13       (4.5) 

   

Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 s5 = −r33s4 + r13c4c13 + r23c4s13   

 c5 = r13s13 − r23c13   

 
( )

)cos,

sincoscoscossin(2tan

13231313

13423134134335

rsr

rrrA

−

++−= θθθθθθ
         (4.6)  

 

  Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 s6 = r31c4 − r11s4c13 − r21s4c13   

 c6 = r32c4 − r12s4c13 − r22s4s13   

 θ6 = A tan2r31 cosθ4 − r11 sinθ4 cosθ13 − r21 sinθ4 cosθ13   

 , r32 cosθ4 − r12 sinθ4 cosθ13 − r22 sinθ4 sinθ13  (4.7) 
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 4.1.2 CN Robotunun ters kinematiği 

  
İlk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörüne ait eşitliğin her iki tarafı  

eeũ3θ2 T
  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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34
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122

cos

sin

sincos

sincos

θ

θ

θθ

θθ

d

l

d

dP

PP

hPP

z

xy

yx

            (4.8) 

 

 Py cosθ2 − Px sinθ2 = l1   

 θ2 = A tan2−Px,Py ± A tan2 Px
2 + Py

2 − l1
2 , l1               4.9) 

 

 
Px cosθ2+Py sin θ2−h 1

d 4
= sinθ3   

 
θ3 = A tan2

Px cosθ2+Py sin θ2−h 1

d 4
,± 1 −

Px cosθ2+Py sin θ2−h 1

d 4

2

                            (4.10) 

 
 Pz − d1 = −d4 cosθ3   

 d1 = d4 cosθ3 + Pz          (4.11) 

 
 

Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eeũ 3θ2 eũ1
π
2 eũ3θ3

T

  ile 

çarpılırsa  diğer değişkenler de çözülebilir. 

 

 

r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

= eeũ3θ2 eũ 1
π
2 eũ 3θ3 eũ1

π
2 eũ3θ4 e−ũ1

π
2 eũ3θ5 eũ 1

π
2 eũ3θ6
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cθ2 −s2 0

s2 c2 0

0 0 1

c3 −s3 0

0 0 −1

s3 c3 0

−1

r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33   

 

=

c4 −s4 0

0 0 −1

s4 c4 0

c5 −s5 0

0 0 1

−s5 −c5 0

c6 −s6 0
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s6 c6 0   
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  Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 cosθ5 = −r33 cosθ3 + r13 cosθ2 sinθ3 + r23 sinθ2 sinθ3   

 θ5 = A tan2± 1 − −r33 cosθ3 + r13 cosθ2 sinθ3 + r23 sinθ2 sinθ32
  

 ,−r33 cosθ3 + r13 cosθ2 sinθ3 + r23 sinθ2 sinθ3  (4.12) 

 

Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ4 =
r33 sin θ3+r13 cosθ2 cosθ3+r23 cosθ3 sin θ2

sin θ5   
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 sinθ4 =
r13 sin θ2−r23 cosθ2

sin θ5   

 θ4 = A tan2 r13 sin θ2−r23 cosθ2

sin θ5
, r33 sin θ3+r13 cosθ2 cosθ3+r23 cosθ3 sin θ2

sin θ5
     (4.13) 

 

  Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ6 =
r31 cosθ3−r11 cosθ2 sin θ3−r21 sin θ2 sin θ3

sin θ5   

 sinθ6 =
−r32 cosθ3+r12 cosθ2 sin θ3+r22 sin θ2 sin θ3

sin θ5   

 θ6 = A tan2 −r32 cosθ3+r12 cosθ2 sin θ3+r22 sin θ2 sin θ3

sin θ5
, r31 cosθ3−r11 cosθ2 sin θ3−r21 sin θ2 sin θ3

sin θ5
  (4.14) 

 

 

 4.1.3 CR Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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  (4.15) 

 

 Py cosθ1 − Px sinθ1 = 0    

θ1 = ±A tan2Py,Px    (4.16) 

 
 

 
Px cosθ1+Py sin θ1−l2

d 4
= sinθ3   
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θ3 = A tan2

Px cosθ1+Py sin θ1−l2

d 4
,± 1 −

Px cosθ1+Py sin θ1−l2

d 4

2

   (4.17) 

 
 d2 = Pz + d4 cosθ3   (4.18) 
 

Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eũ3θ1 eeeũ3θ3 eũ1
π
2 eũ3θ4

T

  

ile çarpılarak diğer değişkenler de çözülebilir. 
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  Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 r13c4s1 − c1c3s4  − r23c1c4 + c3s1s4  − r33s3s4 = 0  
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33313233113

123113

4
sinsincoscoscos,

cossin
2tan

θθθθθ

θθ
θ

rrr

rr
A              (4.19) 

 

  Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 s5 = −r13s1s4 + c1c3c4  − r23c1s4 − c3c4s1  + r33c4s3  = b  

 c5 = −r13c1s3 − r33c3 + r23s1s3  = a   

θ5 = A tan2b,a                 (4.20) 

 

  Matrislerin (1,2) ve (3,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 s6 = −r11c4s1 − c1c3s4  − r21c1c4 + c3s1s4  − r31s3s4  = d  

 c6 = −r12c4s1 − c1c3s4  − r22c1c4 + c3s1s4  − r32s3s4  = c  

 θ6 = A tan2d, c     (4.21) 

 

 
 4.1.4 CS Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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Px cosθ1 + Py sinθ1

Py cosθ1 − Px sinθ1

Pz

=

l1

−d3 − d4

d2        (4.22) 
 

 Px cosθ1 + Py sinθ1 = l1   

 θ1 = A tan2Py, Px ± A tan2 Px
2 + Py

2 − l1
2 , l1      (4.23) 

 

 d2 = Pz      (4.24) 

 

 Py cosθ1 − Px sinθ1 = −d3 − d4   

 d3 = Px sinθ1 − Py cosθ1 − d4     (4.25) 

 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eũ 3θ1 eeũ1
π
2 eũ3θ4

T

  ile 

çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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  Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 r33c4 − r13c1 + r23s1s4 = 0   

 θ4 = A tan2r33 cosθ4 , r13 cosθ1 + r23 sinθ1        (4.26) 

 

  Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 s5 = −r33s4 + r13c1c4 + r23c4s1   

 c5 = r13s1 − r23c1   

 
( )

)cossin,

sincoscoscossin(2tan

123113

142341134335

θθ

θθθθθθ

rr

rrrA

−

++−=
         (4.27) 

  

 Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 s6 = r31c4 − r11c1s4 − r21s1s4   
 c6 = r32c4 − r12c1s4 − r22s1s4   

 θ6 = A tan2r31 cosθ4 − r11 cosθ1 sinθ4 − r21 sinθ1 sinθ4   
 )sinsinsincoscos, 41224112432 θθθθθ rrr −−          (4.28) 
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 4.1.5 NC Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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 sinθ2 =
P z−h 1

l2   

 
θ2 = A tan2 P z−h 1

l2
,± 1 −  P z−h 1

l2
2 

       (4.30) 
 

 θ1 = A tan2Py, Px ± A tan2 Px
2 + Py

2 − l2
2 cosθ2

2         (4.31) 
   

 d3 = −Py cosθ1 + Px sinθ1 − d2 − d4        (4.32) 
 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eũ3θ1 eũ1
π
2 eũ3θ2

T

  ile 

çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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  Matrislerin (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 sinθ5  = r13 sinθ1 − r23 cosθ1   

 θ5 = A tan2± 1 − r13 sinθ1 − r23 cosθ1 2 ,r13 sinθ1 − r23 cosθ1         (4.33) 

   

  Matrislerin (1,3) ve (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ4 = −
r33 sin θ2+r13 cosθ1 cosθ2+r23 cosθ2 sin θ1

sin θ5   

 sinθ4 = −
r33 cosθ2−r13 cosθ1 sin θ2−r23 sin θ1 sin θ2

sin θ5   
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         (4.34) 

  

 Matrislerin (3,1) ve (3,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ6 =
r11 sin θ1−r21 cosθ1

sin θ5   

 sinθ6 = −
r12 sin θ1−r22 cosθ1

sin θ5   

 θ6 = A tan2− r12 sin θ1−r22 cosθ1

sin θ5
, r11 sin θ1−r21 cosθ1

sin θ5
         (4.35) 

 
 

 4.1.6 NN Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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Px cosθ1 + Py sinθ1

Py cosθ1 − Px sinθ1

Pz − h1

=

−l2 sinθ2 − d4 cosθ2 sinθ3

−d2 − d4 cosθ3

l2 cosθ2 − d4 sinθ2 sinθ3       (4.36) 
 

 cosθ3 =
Px

2+Py
2+P z

2+h 1
2+2P zh 1−d 4
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 Pz − h1 = l2 cosθ2 − d4 sinθ2 sinθ3   

 sinθ2 =
P z−h 1−l2 cosθ2

−d 4 sin θ3   

 θ2 = A tan2d4 sinθ3 , l2 ± A tan2d4
2 sinθ3

2 + l2
2 − Pz − h1,Pz − h1       (4.38) 

 

 Py cosθ1 − Px sinθ1 = −d2 − d4 cosθ3   

 θ1 = A tan2Px,−Py ± A tan2Px
2 + Py

2 − d4 cosθ3 + d2,d4 cosθ3 + d2       (4.39) 

 

Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eũ 3θ1 eũ 1
π
2 eũ3θ2 e−ũ1

π
2

T

  

ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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  Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 −c5 = r23c1c3 − c2s1s3  − r13c3s1 + c1c2s3  − r33s2s3   

 a = −r23c1c3 − c2s1s3  − r13c3s1 + c1c2s3  − r33s2s3  

       (4.40) 

 

Matrislerin (1,3) ve (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 −c4s5 = r23c1s3 + c2c3s1  − r13s1s3 − c1c2c3  + r33c3s2 = a  

 −s4s5 = r33c2 − r13c1s2 − r23s1s2 = b  

 θ4 = A tan2 −a
sin θ5

, −b
sin θ5

            (4.41) 

 

Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 c6 = −
r21c1c3−c2s1s3 −r11c3s1+c1c2s3 −r31s2s3

s5
= a  

 s6 =
r22c1c3−c2s1s3−r12c3s1+c1c2s3 −r32s2s3

s5
= b  

 θ6 = A tan2b,a            (4.42) 
 
 
 4.1.7 NR Robotunun ters kinematiği 

  
  Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum 

vektörümüze ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem 

adımları izlenir. 

 

),1(2tan 2
5 aaA −±=θ



 78

 

































−−

−

+

















=

































−

1

0

0

0

100

0

1

0

0

100

0

0

22

22

2111

11

cs

sc

dh

P

P

P

cs

sc

z

y

x

 

































−−

−

















−+

0

0

1

0

100

0

100

0

0

22

22

11

11

2

cs

sc

cs

sc

l   

                                

































−−

−















 −

















−−

−

+

1

0

0

0cossin

100

0sincos

100

0

0

0

100

0

44

44

33

33

22

22

4

θθ

θθ

cs

sc

cs

sc

d   

 

 

















+−−

−

−−

=

















−

+

324324221

1222

234324212

11

11

ssdccdslh

scld

scdscdccl

P

sPcP

sPcP

z

xy

yx

   (4.43) 

   

 Py cosθ1 − Px sinθ1 = d2   

 θ1 = A tan2−Px,Py ± A tan2 Px
2 + Py

2 − d2
2 ,d2  (4.44) 

 

 Px cosθ1 + Py sinθ1 
2
= l2 cosθ1 cosθ2 − d4 cosθ2 sinθ3 − d4 cosθ3 sinθ2 2 = a  

 Py cosθ1 − Px sinθ1 
2
= d2 − l2 cosθ2 sinθ1 2 = b  

 Pz2 = h1 − l2 sinθ2 − d4 cosθ2 cosθ3 + d4 sinθ2 sinθ3 2 = c  

 

 Px cosθ1 + Py sinθ1 
2
+ Py cosθ1 − Px sinθ1 

2
+ Pz2

  

 = l2 cosθ1 cosθ2 − d4 cosθ2 sinθ3 − d4 cosθ3 sinθ2
2  

 +d2 − l2 cosθ2 sinθ1 
2 + h1 − l2 sinθ2 − d4 cosθ2 cosθ3 + d4 sinθ2 sinθ3 

2
  

 

 
θ3 = A tan2−

P x
2+Px

2+P z−h 1 
2−d 4

2−l2
2−d 2

2

2d 4l2
,± 1 − −

Px
2+Px

2+P z−h 1
2−d 4

2−l2
2−d 2

2

2d 4l2
2 

   (4.45) 

 

 Pz = h1 − l2 sinθ2 − d4 cosθ2 cosθ3 + d4 sinθ2 sinθ3   

 θ2 = A tan2d4 sinθ3 − l2 ,−d4 cosθ3    

 ( ) ),sin2(2tan 1

2

1341
2
2

2
4 hPhPdlldA zz −−−−++± θ         (4.46) 
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  Dönme matrisinden yola çıkılarakeşitliğin her iki tarafı  eũ 3θ1 e−ũ1
π
2 eũ3θ2 eũ3θ3

T

   

ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur.çözüme ulaşlabilir. 

 

 c5 = −r33c23 − r13c1s23 − r23s1s23   

 θ5 = ±A tan2 1 − −r33 cosθ23 − r13 cosθ1 sinθ23 − r23 sinθ1 sinθ232 ,   
 )sinsinsincoscos 23123231132333 θθθθθ rrr −−−          (4.47) 
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Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur.çözüme ulaşlabilir. 

 

 c4s5 = r13c1c23 − r33c2s23 + r23s1c23   

 −s4s5 = r23c1 − r13s1   

 θ4 = A tan2 r23 cosθ1−r13 sin θ1

sin θ5
, r13 cosθ1 cosθ23−r33 cosθ2 sin θ23+r23 sin θ1 cosθ23

sin θ5        (4.48) 

 

Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 
gibi bulunur.çözüme ulaşlabilir. 
 

 −c6s5 = −r31c23 − r11c1s23 − r21s1s23   

 s5s6 = −r32c23 − r12c1s23 − r22s1s23   

 θ6 = A tan2 −r32 cosθ23−r12 cosθ1 sin θ23−r22 sin θ1 sin θ23

sin θ5
,   

 
−r31 cosθ23−r11 cosθ1 sin θ23−r21 sin θ1 sin θ23

sin θ5
     (4.49) 

 

 4.1.8 NS Robotunun ters kinematiği 

  

Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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 Py cosθ1 − Px sinθ1 = −d2   

 θ1 = A tan2Px,−Py ± A tan2 Px
2 + Py

2 − d2
2 ,d2     (4.51) 
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 cosθ2 Px cosθ1 + Py sinθ1  − sinθ2 h1 − Pz = 0  

 θ2 = A tan2−Px cosθ1 − Py sinθ1 ,−h1 + Pz        (4.52) 

 

 −sinθ2 Px cosθ1 + Py sinθ1  − cosθ2 h1 − Pz = d3 + d4 + l2   

 d3 = −d4 − l2 − sinθ2 Px cosθ1 + Py sinθ1  − cosθ2 h1 − Pz       (4.53) 

 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eũ 3θ1 eũ 1
π
2 eũ3θ2 e−ũ1

π
2

T

  

ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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Matrislerin (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 −cosθ5 = r33 cosθ2 − r13 cosθ1 sinθ2 − r23 sinθ1 sinθ2   

 θ5 = A tan2± 1 − −r13 cosθ1 sinθ2 − r23 sinθ1 sinθ2 + r33 cosθ2 
2

  

 ,−r13 cosθ1 sinθ2 − r23 sinθ1 sinθ2 + r33 cosθ2    (4.54) 

 

Matrislerin (1,3) ve (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 − sinθ4 sinθ5 = r23 cosθ1 − r13 sinθ1   

 −cosθ4 sinθ5 = r33 sinθ2 + r13 cosθ1 cosθ2 + r23 cosθ2 sinθ1   
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)sinsincoscoscos,

cossin(2tan

23312232113

1231134

θθθθθ

θθθ

rrr

rrA

++

+−=
          (4.55) 

 

Matrislerin (3,1) ve (3,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 −cosθ6 sinθ5 = −r11 cosθ1 sinθ2 − r21 sinθ1 sinθ2   

 sinθ5 sinθ6 = r32 cosθ2 − r12 cosθ1 sinθ2 − r22 sinθ1 sinθ2   

 θ6 = A tan2−r12 cosθ1 sinθ2 − r22 sinθ1 sinθ2 + r32 cosθ2   

 )cossinsinsincos, 23121212111 θθθθθ rrr +−−           (4.56) 

 
 4.1.9 RC Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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z

xy

yx

        (4.57) 

 

 sinθ3 =
h 1−P z

d 4   

 
θ3 = A tan2 h 1−P z

d 4
,± 1 −

h 1−P z

d 4

2

       (4.58) 
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 Px cosθ1 + Py sinθ1 = −d4 cosθ3   

 θ1 = A tan2Py,Px ± A tan2 Px
2 + Py

2 − d4
2 cosθ3

2 ,−d4 cosθ3      (4.59) 

 

 d2 = Px sinθ1 − Py cosθ1 + l2      (4.60) 
 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eũ 3θ1 eũ3
π
2 eũ 1

π
2 eũ 3θ3

T

  

ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 
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 cosθ5 = −r33 sinθ3 − r13 cosθ1 cosθ3 − r23 cosθ3 sinθ1   

 θ5 = ±A tan2 1 − −r33 sinθ3 − r13 cosθ1 cosθ3 − r23 cosθ3 sinθ12
  

 )sincoscoscossin, 13233113333 θθθθθ rrr −−−         (4.61) 

 

  Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ4 = −
r33 cosθ3−r13 cosθ1 sin θ3−r23 sin θ1 sin θ3 

sin θ5   

 sinθ4 =
r13 sin θ1−r23 cosθ1

sin θ5   

 θ4 = A tan2 r13 sin θ1−r23 cosθ1

sin θ5
, −r33 cosθ3+r13 cosθ1 sin θ3+r23 sin θ1 sin θ3

sin θ5
            (4.62) 

 

  Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ6 =
−r31 sin θ3−r11 cosθ1 cosθ3−r21 cosθ3 sin θ1

sin θ5   

 sinθ6 =
r32 sin θ3+r12 cosθ1 cosθ3+r22 cosθ3 sin θ1

sin θ5   

 
),

(2tan

5

13213111331

5

13223112332

sin

sincoscoscossin

sin

sincoscoscossin

6

θ

θθθθθ

θ

θθθθθ
θ

rrr

rrrA

−−−

++
=

         (4.63) 

   

 4.1.10 RN Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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θθθ

θθθ

θθ

θθ

dh

dl

dll
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PP

PP

z
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yx

      (4.64) 

   

 cosθ3 =
P z−h 1

d 4   

 
θ3 = A tan2± 1 −

h 1−P z

d 4

2
, h 1−P z

d 4

     (4.65) 

 

 Px cosθ1 + Py sinθ1 = l1 + l2 cosθ2 + d4 cosθ2 sinθ3   

 Py cosθ1 − Px sinθ1 = l2 sinθ2 + d4 sinθ2 sinθ3   

 θ1 = A tan22Pyl1 , 2l1Px   

 ± A tan2 4Py
2 l1

2 + 4l1
2Px

2 − Px
2 + Py

2 + l1
2 − d4 sinθ3 + l222

  

 ,Px
2 + Py

2 + l1
2 − d4 sinθ3 + l22  (4.66) 

 

 Py cosθ1 − Px sinθ1 = l2 sinθ2 + d4 sinθ2 sinθ3   

 
θ2 = 

Py cosθ1−Px sin θ1

l2 sin θ2+d 4 sin θ3
,± 1 −

Py cosθ1−Px sin θ1

l2 sin θ2+d 4 sin θ3

2

      (4.67) 

 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eũ 3θ1 eũ 3θ2 eũ 1
π
2 eũ3θ3

T

  

ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 

 

 

r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

= eũ3θ1 eũ3θ2 eũ 1
π
2 eũ3θ3 eũ 1

π
2 eũ 3θ4 e−ũ1

π
2 eũ3θ5 eũ1

π
2 eũ3θ6
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  Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 cosθ5 = r13 sinθ3 cosθ12 + r23 sinθ3 sinθ12 − r33 cosθ3   

 θ5 = ±A tan2 1 − r13 sinθ3 cosθ12 + r23 sinθ3 sinθ12 − r33 cosθ32
  

                         )cossinsincossin, 3331232312313 θθθθθ rrr −+        (4.68) 

 

  Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ4 =
r33 sin θ3+r13 cosθ3 cosθ12+r23 cosθ3 sin θ12

sin θ5   

 sinθ4 =
r13 sin θ12−r23 cosθ12

sin θ5   
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 θ4 = A tan2 r13 sin θ12−r23 cosθ12

sin θ5
, r33 sin θ3+r13 cosθ3 cosθ12+r23 cosθ3 sin θ12

sin θ5
     (4.69) 

 

  Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ6 =
r31 cosθ3−r11 sin θ3 cosθ12−r21 sin θ3 sin θ12

sin θ5   

 sinθ6 =
r12 sin θ3 cosθ12+r22 sin θ3 sin θ12−r32 cosθ3

sin θ5   

 
),

(2tan

5

3321232212312

5

3321232212312

sin

cossinsincossin

sin

cossinsincossin

6

θ

θθθθθ

θ

θθθθθ
θ

rrr

rrrA

−+

−+
=

           (4.70) 

 
 4.1.11 RR Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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        (4.71) 

 

 

 Px cosθ1 + Py sinθ1 = 0   

 θ1 = ±A tan2−Px,Py        (4.72) 

   

 sinθ3 =
P z−h 1

d 4   
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θ3 = A tan2 P z−h 1

d 4
,± 1 −

P z−h 1

d 4

2

       (4.73) 

 

 Py cosθ1 − Px sinθ1 = −d2 − l2 − d4 cosθ3   

 d2 = Px sinθ1 − d4 cosθ3 − l2 − Py cosθ1        (4.74) 

 
  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  

eũ 3θ1 eũ1
π
2 eũ 1

π
2 e−ũ 1

π
2 eũ3θ3

T

  ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 cosθ5 = −r23 cosθ1 cosθ3 + r33 sinθ3 + r13 cosθ3 sinθ1   

 θ5 = ±A tan2 1 − −r23 cosθ1 cosθ3 + r33 sinθ3 + r13 cosθ3 sinθ1 2
  

 )sincossincoscos, 13133333123 θθθθθ rrr ++−          (4.75) 

  

 Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ4 =
−r33 cosθ3−r23 cosθ1 sin θ3+r13 sin θ1 sin θ3

sin θ5   

 sinθ4 =
r13 cosθ1+r23 sin θ1

sin θ5   

 θ4 = A tan2 r13 cosθ1+r23 sin θ1

sin θ5
, −r33 cosθ3−r23 cosθ1 sin θ3+r13 sin θ1 sin θ3

sin θ5
        (4.76) 

 

  Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ6 =
−r21 cosθ1 cosθ3+r31 sin θ3+r11 cosθ3 sin θ1

sin θ5   

 sinθ6 =
r22 cosθ1 cosθ3−r32 sin θ3−r12 cosθ3 sin θ1

sin θ5   

 θ6 = A tan2 r22 cosθ1 cosθ3−r32 sin θ3−r12 cosθ3 sin θ1

sin θ5
, −r21 cosθ1 cosθ3+r31 sin θ3+r11 cosθ3 sin θ1

sin θ5
  (4.77) 

 

 4.1.12 RS Robotunun ters kinematiği 

  
  Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum 

vektörümüze ait eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 T

  ile çarpılarak aşağıdaki işlem 

adımları izlenir. 
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θ

θθ

θθ

         (4.78) 

 pz = h1 − d4 − d3   

 d3 = h1 − d4 − pz        (4.79) 

 

 px cosθ1 + py sinθ1 
2
= l1 + l2 cosθ2 2

  

 py cosθ1 − px sinθ1 
2
= l2 sinθ2 2

  

 cosθ2 =
Px

2+Py
2−l1

2−l2
2

2l1l2
= a   

 θ2 = A tan2± 1 − a2 ,a          (4.80) 

 

 py cosθ1 − px sinθ1 = l2 sinθ2   

 θ1 = A tan2−px,py ± A tan2 Px
2 + Py

2 − l2 sinθ2 , l2 sinθ2         (4.81) 

 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  e
ũ3θ1 eũ3θ2 T

  ile çarpılırsa 

diğer değişkenler de çözülebilir. 
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  Matrislerin (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 −cosθ5 = r33   

 θ5 = A tan2± 1 − r33
2 ,−r33         (4.82) 

 

  Matrislerin (3,1) ve (3,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ6 =
r31

sin θ5   

 sinθ6 = −
r32

sin θ5   

 θ6 = A tan2−r32 , r31        (4.83) 

 

  Matrislerin (1,3) ve (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ4 =
r13 cosθ12+r23 sin θ12

sin θ5   

 sinθ4 =
r23 cosθ12−r13 sin θ12

−sin θ5   

 θ5 = A tan2−r23 cosθ12 − r13 sinθ12 ,r13 cosθ12 + r23 sinθ12       (4.84) 
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4.1.13 SC Robotunun ters kinematiği 

  

Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliten yararlanlarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 

 

 

Px

Py

Pz

=

d4 sinθ3

d2 + l1

d1 − d4 cosθ3        (4.85) 

 

 d2 = Py − l1   

   

 sinθ3 =
P x

d 4    

 
θ3 = A tan2 Px

d 4
,± 1 −

Px

d 4

2

        (4.86) 

   

 d1 = Pz + d4 cosθ3        (4.87) 

 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eeũ 1
π
2 eũ3θ3 eũ1

π
2 eũ3θ4

T

  

ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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  Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 −r23 cosθ4 − r13 cosθ3 + r33 sinθ3 sinθ4 = 0  

 θ4 = A tan2−r23 ,r13 cosθ3 + r33 sinθ3      (4.89) 

 

  Matrislerin (1,3) ve (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 sinθ5 = −r13 cosθ3 cosθ4 + r23 sinθ4 − r33 cosθ4 sinθ3   

 cosθ5 = r13 sinθ3 − r33 cosθ3   

 
)cossin,

sincossincoscos(2tan

333313

343342343135

θθ

θθθθθθ

rr

rrrA

−

−+−=
         (4.90) 

  Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 cosθ6 = −r22 cosθ4 − r12 cosθ3 sinθ4 − r32 sinθ3 sinθ4   

 sinθ6 = −r21 cosθ4 − r11 cosθ3 sinθ4 − r31 sinθ3 sinθ4   

 θ6 = A tan2−r21 cosθ4 − r11 cosθ3 sinθ4 − r31 sinθ3 sinθ4   

 )sinsinsincoscos, 43324312422 θθθθθ rrr −−−          (4.91) 
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4.1.14 SN Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitlikten yararlanlarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 

 

 

Px

Py

Pz

=

d4 cosθ2 sinθ3 − l2 sinθ2

d2 − d4 cosθ3

d1 + l2 cosθ2 + d4 sinθ2 sinθ3     (4.92) 

 

 cosθ3 =
d 2−Py

d 4   

 
θ3 = A tan2± 1 −

d 2−P y

d 4

2
,

d 2−Py

d 4

   (4.93) 

   

 d4 cosθ2 sinθ3 − l2 sinθ2 = Px   

 θ2 = −l2 ,d4 sinθ3 ± A tan2 l2
2 + d4

2 sinθ3
2 + Px

2 , Px  (4.94) 

 

 d1 = Pz − l2 cosθ2 − d4 sinθ2 sinθ3   (4.95) 

 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eeũ1
π
2 eũ 3θ2 e−ũ1

π
2 eũ3θ3

T

  

ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 −cosθ5 = r23 cosθ3 − r13 cosθ2 sinθ3 − r33 sinθ2 sinθ3   

 θ5 = A tan2 1 − −r23 cosθ3 + r13 cosθ2 sinθ3 + r33 sinθ2 sinθ3 2
  

 ,−r23 cosθ3 + r13 cosθ2 sinθ3 + r33 sinθ2 sinθ3(4.96) 

 

  Matrislerin (1,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 cosθ4 =
−r23 sin θ3−r13 cosθ2 cosθ3−r33 cosθ3 sin θ2

sin θ5   

 sinθ4 =
−r33 cosθ2+r13 sin θ2

sin θ5   

 θ4 = A tan2 −r33 cosθ2+r13 sin θ2

sin θ5
, −r23 sin θ3−r13 cosθ2 cosθ3−r33 cosθ3 sin θ2

sin θ5
        (4.97) 

 

  Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 
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 −cosθ6 =
−r21 cosθ3+r11 cosθ2 sin θ3+r31 sin θ2 sin θ3

sin θ5   

 sinθ6 =
r22 cosθ3−r12 cosθ2 sin θ3−r32 sin θ2 sin θ3

sin θ5   

 θ6 = A tan2 r22 cosθ3−r12 cosθ2 sin θ3−r32 sin θ2 sin θ3

sin θ5
, −r21 cosθ3+r11 cosθ2 sin θ3+r31 sin θ2 sin θ3

sin θ5
   (4.98) 

 
 4.1.15 SR Robotunun ters kinematiği 

  
Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitliğin her iki tarafı  eeũ3θ2 T
  ile çarpılarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 

 

 

c2 s2 0

−s2 c2 0

0 0 1

Px − l1

Py

Pz − d1

= l2

1

0

0   

 

+ d4

c3 −s3 0

s3 c3 0

0 0 1

c4 −s4 0

0 0 −1

s4 c4 0

0

0

1
  

 

Py sinθ2 − cosθ2 l1 − Px 

Py cosθ2 + sinθ2 l1 − Px 

Pz − d1

=

l2 + d4 sinθ3

−d4 cosθ3

0           (4.99) 

 

  

 Py sinθ2 − cosθ2 l1 − Px 
2
= l2 + d4 sinθ3 2

  

 Py cosθ2 + sinθ2 l1 − Px 
2
= −d4 cosθ3 2

  

 sinθ3 = Py
2 + l1 − Px 2 − l2

2 − d4
2 − 2l2d4    

 θ3 = A tan2Py
2 + l1 − Px 2 − l2

2 − d4
2 − 2l2d4   

 ( )( ) )21,
2

42
2
4

2
2

2

1
2 dldlPlP xy −−−−+−±          (4.100) 

 

 Py cosθ2 + sinθ2 l1 − Px  = −d4 cosθ3   
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( )

( ) )cos,cos(2tan

),(2tan

34
2
3

2
4

2

1
2

12

θθ

θ

ddPlPA

PPlA

xy

yx

−+−+±

−=

         (4.101) 

   

 d1 = Pz    (4.102) 

 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafı  eeũ 3θ2 eũ 3θ3 eũ 1
π
2 eũ3θ4

T

  

ile çarpılırsa diğer değişkenler de çözülebilir. 
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π
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π
2 eũ3θ6
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  Matrislerin (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 r33 cosθ4 − r13 sinθ23 + r23 cosθ23 sinθ4 = 0  

 θ4 = A tan2r33 ,r13 sinθ23 + r23 cosθ23         (4.103) 

 

  Matrislerin (1,3) ve (2,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 sinθ5 = −r33 sinθ4 − r13 cosθ4 sinθ23 − r23 cosθ4 cosθ23   

 cosθ5 = r13 cosθ23 − r23 sinθ23   

 
)sincos,

coscossincossin(2tan

23232313

23423234134335

θθ

θθθθθθ

rr

rrrA

−

++=
        (4.104) 

  

 Matrislerin (2,1) ve (2,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 sinθ6 = −r31 cosθ4 + r11 sinθ4 sinθ23 +21 sinθ4 cosθ23   

 cosθ6 = −r32 cosθ4 + r12 sinθ4 sinθ23 + r22 sinθ4 cosθ23   

 θ6 = A tan2r31 cosθ4 − r11 sinθ4 sinθ23 −21 sinθ4 cosθ23   

 )cossinsinsincos, 2342223412432 θθθθθ rrr −−        (4.105) 

 

 4.1.16 SS Robotunun ters kinematiği 

  

Konum vektöründen ilk üç ekleme ait değişkenleri bulmak için konum vektörümüze 

ait eşitlikten yaralanlarak aşağıdaki işlem adımları izlenir. 
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       (4.106) 
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 d3 = Px − d4       (4.107) 

 

 d2 = Py       (4.108) 

   

 d1 = Pz        (4.109) 

 

  Dönme matrisinden yola çıkılarak eşitliğin her iki tarafın  e−ũ 1
π
2

T

  ile çarpılırsa 

diğer değişkenler de çözülebilir. 
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Matrislerin (1,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ5   değişkeni aşağıdaki gibi 

bulunur. 

 

 cosθ5 = r13   

 ),1(2tan 13
2 2

135 rrA −÷=θ       (4.110) 

   

Matrislerin (1,1) ve (1,2) elemanları birbirine eşitlenerek  θ6   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 
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 r11 = −cosθ6 sinθ5    ;cosθ6 = −
r11

sin θ5   

 r12 = sinθ5 sinθ6 ;sinθ6 =
r12

sin θ5   

 θ6 = A tan2
r12

sin θ5
,−

r11

sin θ5
      (4.111) 

  

Matrislerin (2,3) ve (3,3) elemanları birbirine eşitlenerek  θ4   değişkeni aşağıdaki 

gibi bulunur. 

 

 r23 = sinθ4 sinθ5 ;cosθ4 =
r23

sin θ5   

 r33 = −cosθ4 sinθ5 ;sinθ4 = −
r33

sin θ5   

 θ4 = ±A tan2−
r33

sin θ5
,

r23

sin θ5
     (4.112)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 



 102

 
 
 

 
BÖLÜM  5.  SONUÇLAR 
 

İlk bölümde, iki farklı uzayda  altı robot kinematik modelleme yöntemi anlatılmıştır.  

 

Bu yöntemler arasındaki farklılıkları görmek için her bir yöntem kullanılarak 

robotların başlıcalarının kinematik modeli çıkarılmıştır. Bütün bu yöntemlere 

kinematik açıdan bakıldığında; Alışkın olunmayan matematik  operatörleri kullanan 

Kartonyum yöntemi bilgisayar ortamında daha hızlı çalışmasına karşın  pratikte daha 

az tercih edilmiştir.    

 

Kartezyen uzay içinde incelenen üstel yöntem, robotun ileri yön kinematiğini iki 

aşamada çıkarır. Bu yöntem trigonometrik ifadeler kullanmak yerine, işlenmesi daha 

basit olan üstel dönme matris tabanlı cebir kullanır. Bu da çözüm algoritmasında 

karmaşık cebirsel işlemlerden ve çözüm yönteminden daha az karmaşık bir yöntemle 

çözüme ulaşmamızı sağlar. Bu yöntem, diğer yöntemlere nazaran daha kolay 

çözülebilir, öğrenilebilir ve bilgisayarla uygulanabilir algoritmalar oluşturmakta 

kullanılabilir. Pieper-Roth ve SRK yöntemi ise daha çok ters kinematik problemlerde 

avantaj sağlayan yöntemlerdir. TPS yöntemi, bütün robot hareketlerini modelleyerek 

küçük hata değişkenleri içermek suretiyle, robotun tekil noktalardan geçmesini 

engeller. Yukarıda anlatılan  yöntemler birbirleriyle karşılaştırıldığında, ileri yön 

kinematiğini  doğrudan çıkaran ve daha basit gösterime sahip olan D-H yöntemi   en 

çok tercih edilen  yöntemdir fakat çok kullanılmamış olmasına karşın üstel yöntemin 

de aslında D-H yöntemine çok benzediğini ve bazı işlem adımlarını kısalttığını ayrıca 

işlemsel kolaylık sağladığı söylenebilir.  

 

Sonuç olarak , her yöntemin diğerleine göre bir avantajı vardır. İleri ve Ters 

kinematik çözümünde kullanılan yöntem , çözümde sağlayacağı avantaja göre 

seçilebilir.Burada teze konu olmuş üstel yöntemin diğer yöntemlerden farklı olarak 

kurulan ileri yön dönme matrislerine bakılarak robotuna şekline bakılmaksızın ne tür 

bir hareket gerçekleştirdiği ve eklemlerinin prizmatik ya da dönme hareketini 

yaptığının kestirilebilmesi önemli bir avantajdır. 
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Aşağıdaki tabloya bakılacak olursa bilinen 16 endüstriyel robot manipülatörünün 

ileri kinematikleri  basit bir algoritma yardımı ile her üç yöntemle bilgisayarda 

koşturulmuş ve hesap yükleri incelenmiştir.Buna göre 1.bölümde denildiğinden 

farksız olarak sıralama oluştuğu gözlenebilir. 

 

END. DH 
YÖNTEMİ 

Q/V 
YÖNTEMİ 

EXP 
YÖNTEMİ 

ÇALIŞMA 
UZAYI ROBOT 

SS 43,234 35,063 37 P 

SC 39,734 31,562 35,547 S 

SN 39,921 31,53 35,125 K 

CS 38,86 31,31 36,469 S 

CC 40,531 31,422 37,344 S 

CR 40,719 31,641 40,188 K 

NS 40,25 47,719 40,844 K 

NN 41,625 32,032 39,109 K 

NR 41,625 32,062 40 K 

RC 40,688 31,719 37,171 S 

RN 41,563 32 45,297 K 

RR 40,844 36,172 37,156 K 

RS 35,859 28,531 41,718 S 

SR 40,672 31,563 40,531 S 

CN 40,563 31,453 36,813 K 

NC 35,937 28,484 36,703 K 
 

Tablo 5.1:Tüm robotların karşılaştırmalı hesap yükü. 
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