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ONSOz

ilk olarak 1965 yilinda Zadeh tarafindan verilen aouk kime tanimi gli
matematiksel kavramlarin bulanik matergatigenellgtiriimesinde dgal bir yapi
olusturmustur. 1968 yilinda Chang klasik topolojik uzaylabhm genellemesi olarak
bulanik topolojik uzay tanimini vergtir. Sonrasinda ise bircok topolojici bulanik
topolojik uzaylar teorisine g#li katkilarda bulunmgtur. Chang tarafindan verilen
orijinal bulanik topoloji tanimi ve bunun modifikamlari, yani Goguen’ In
tanimladg! L-topolojik uzaylar ve Lowen (1976) tarafindamiialanan tabakaanis
bulanik topolojik uzaylarin yapi olarak bulanik kéireorisi ruhuna uygun olmauli
gozlenmgtir. Clnkl, s6zU edilen tanimlarin her birinde kienéulanik olmasina
ragmen topoloji aksiyomlari klasiktir. Bunun tzerin@sfak (1985), hem klasik
topolojinin hem de bulanik topolojinin bir genellean olarak, sadece kimelerin
degil ayni zamanda topoloji aksiyomlarinin da bulaoikdugu bulanik topolojinin
yeni tanimini vermgtir. 1992 yilinda birbirinden @amsiz olarak Chattopadhyay
ayni yapiyi acikiin bir derecelendirmesi ve Ramadan ise birim angtkne bir latis
alarak purtzsiz (smooth) topoloji adi altinda yenidanimlanytir. Kotze (2003)
genel bir yaklamla, L ve M birer ¢ati olmak Uzere, (L,M)-topolojuzay kavramini
tanitmstir. Hohle ve Sostak ise 1995 yilinda Kotze’ ninitainin bir genellemesi
olarak (L,M)-bulanik topolojik uzay yapisini tanamslardir ve ceitli 6zelliklerini
incelemilerdir. Burada, L ve M 6zel bir latis yapisi olaatiQun bir genellemesi olan
iki farkli GL-monoidi ifade etmektedir.

Hohle ve Sostak 1999 yilinda bulanik i¢c uzayl yapisanitmglardir. Ardindan
Ramadan ve arkaglarn (2002) ise L bir kesin iki-yanli, gesmeli quantale latis
(g-latis) olmak Uzere L-bulanik i¢c uzayl kavrammanimlamglardir ve ceitli
Ozellikleri Gzerine cagmalar yapmglardir. Ayrica L-bulanik i¢ uzaylari ile L-bulanik
topolojik uzaylar arasindaki gkiler ile carpim L-bulanik i¢ uzay yapisini
incelemsilerdir. Bu calgmada ise L ve M birbirinden farkli kesin iki-yantiggismeli
g-latis olmak tzere (L,M)-bulanik topolojik uzaydar (L,M)-bulanik i¢ uzay yapisi
incelenmitir.

Bulanik topolojik uzaylarin tanimlanmasinin ardimdahattopadhyay ve Samanta
(1993) Sostak’ In bulanik topoloji tanimini baz raka bulanik kapagi uzayi
kavramini tanimlanglardir. Kim ise 2003 yilinda birim aralik yerinerbdL tam
dagihmli tam latisini alarak Chattopadhyay ve Samataeafindan verilen tanimi
L-bulanik kapary uzaylarina genellesstir ve L-bulanik topolojik uzaylar ile
aralarindaki ilgkileri incelemitir. 2006 yilinda Hussein, L bir kesin iki-yanli,
degismeli g-latis olmak Uzere L-bulanik kapgamzay tanimini farkli bir yakiamla
vermistir. Bu calsmada ise L tam d@limli tam latisi yerine daha genel bir yapi olan
g-latislerin alinmasiyla Kim tarafindan tanimlan&nbulanik kapary uzaylari
kavrami (L,M)-bulanik kapaguzaylari kavramina gegetilmistir.



Bir bulanik noktanin bulanik kiimeye ait olmasi dile edilen koguluk sistemi
tanimi bulanik topolojik uzaylara uygun bir gengilene olmadg icin klasik
topolojik uzaylardaki korguluk sistemi yapisi 1980 yilinda Pao-Ming ve Yingail
tarafindan g-cakimsi olma bgintisi kullanilarak Chang anlamindaki bulanik
topolojik uzaylara geneldgirilmistir. Klasik topolojik uzaylarda, bulanik topolojik
uzaylarin 6zel bir hali oldiundan, bu iki kosuluk yapisi burada cagmaktadir.
L-topolojik uzaylarda ise bu tanim Ying-Ming ve M&ang tarafindan 1997 yilinda
verilmigtir. 1997 yilinda Demirci birim arat kullanarak pirtzsuz (I-bulanik)
topolojik uzaylarda koguluk sistemini tanimlamgtir. 2006 yilinda ise Jinming
g-cakgimsi olma baintisini kullanarak L-bulanik topolojik uzaylardak@msuluk
sistemini tanimlamgtir ve L-bulanik topolojik uzaylar ile aralarindakdiskileri
incelemitir. Yine 2006 yilinda Hussein L bir tam glamh tam latis ve M ise bir
kesin iki-yanli dgismeli g-latis olmak Uzere (L,M)-bulanik topolojik aparda
(L,M)-bulanik  Q-komguluk sistemini tanimlamgtir ve caitli  6zelliklerini
incelemitir.

Bilindigi gibi, bir kime Uzerindeki filtre kavrami klasikogolojideki temel
yapilardan birisidir ve bu kavram klasik topolojidaemli bir rol oynamaktadir. Bu
kavram 1999 yilinda Burton ve arkathal tarafindan klasik bir kiimenin gic
kiimesinden birim argla tanimlanan topolojik uzaylarda gengtieimi s filtreler adi
altinda tanimlanngtir. Yine 1999 yilinda Hohle ve Sostak L bir cgnidgcomplete
quasi monoidal lattice) olmak tzere, L-bulanik togik uzaylarda L-bulanik filtre
kavramini vermilerdir. 2003 yilinda Luna-Torres ve Ochoa ise Howe Sostak
tarafindan verilen L-bulanik filtrelerin géi 6zellikleri incelenmglerdir. 2006
yilinda Kim ve Ko, L’ yi bir kesin iki-yanl dgsmeli g-latis alarak L-bulanik filtre
tabani kavramini tanimlaghardir ve filtrelerle arasindaki gkileri incelemslerdir.
Yine 2006 yilinda Hussein, L bir tamg@hmli tam latis ve M ise bir kesin iki-yanli,
degsismeli g-latis olmak Uzere, L-bulanik filtre yakinsg@kni incelemgtir. Bu
calismada ise bulanik filtreler, bulanik filtre tabanlae filtre yakinsakgi ile ilgili
kavramlar Hussein’ in doktora tezindeki bazi ekklkkinde giderilmesiyle daha
genel bir yapi olan (L,M) bulanik filtreler adi itek bir ¢ati altinda yeniden verilgni
ve kategorik olarak goz 6niine alinarak 6nemli ddeli elde edilmstir.

Ozet olarak, bu ¢aimada Hohle ve Sostak’ in 1995 yilinda yayinlananGéneral
Theory of Fuzzy Topological Spaces ” adli makalsiHussein’ in 2006 yilinda
yaptgl “On Fuzzy Topological Spaces” adli doktora terikid kavramlar baz
alinarak (L,M)-bulanik topolojik uzaylar, (L,M)-bahik tabanlar, (L,M)-bulanik ic
ve kapany uzaylar, (L,M)-bulanik koguluk uzaylari ve (L,M)-bulanik filtreler ile
filtre yakinsaklgl kavramlari ve de bu kavramlar arasindakskiler kategorik
yapilari da g6z onune alinarak incelestmi BoOylece, yukarida sozi edilen
kavramlarin detayl olarak ele aligdiTurkce bir kayngi literatiire kazandirmak
hedeflenmitir.

Bu tezin konu sec¢iminde ve c¢ahalarin yuratilmesi siurecinde yardimlarini
esirgemeyen, daha da 6nemlisi bana topolojiyi bdakacandan sevdiren Sayin
Hocam Prof. Dr. Halis AYGUN'’ e ygun calsmalari arasinda gosterproldugu ilgi,
sabir ve desg@gnden 6turd tgekkir eder, saygilarimi sunarim. Ayrica yukseknésa
calismalarim siiresince beni maddi olarak destekleyen ITBR Bilim Insani
Destekleme Daire Bianlgina teekkiri bir bor¢ bilirim.
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LAT iS DEGERL I BULANIK TOPOLOJ iK UZAYLAR

Vildan CETK IN

Anahtar Kelimeler: Bulanik kiime, L-topoloji, L-bulanik topoloji, Bulak taban,
Bulanik i¢ operatori, Bulanik kaparoperatérl, Bulanik kogaluk sistemi, Bulanik
filtre, Bulanik filtre tabani, Filtre yakinsakit

Ozet: Bu tezin amaci; L ve M 0Ozel bir latis yapisi olaatigin bir genilemesi olan
farkl kesin iki-yanl, dgismeli quantale latis (g-latis) olmak Uzere topolojépilar
tanitmak, ozelliklerini incelemek ve bu yapilarsaraaki ilskileri aragtirmaktir.

Bu tez be bolimden olgmaktadir.ilk bolimde, latis teorideki bazi temel tanimlar
ve kavramlar, latisler tGzerindeki cebirsel yapilaggensel normlar, g-latisler ve bazi
kategorik kavramlar 6zetlensgtir.

Ikinci bolimde, oncelikle bulanik kiime tanimi ve béezellikleri tanitiimstir.
Bulanik topolojiye literatiirde getirilen farkh ykgimlar verildikten sonra bu
yaklasimlar arasindaki ikiler kategorik olarak incelenstir. Ayrica L-bulanik i¢
(kapans) operatorleri ve L-bulanik kogaluk sistemi kavramlarina da yer veriktii.

Ucuincti bélumde, (L,M)-bulanik topoloji ve (L,M)-tarik taban tanimi verildikten
sonra bglangic (L,M)-bulanik topoloji kavrami #a edilmitir. Boylece (L,M)-
bulanik topolojik uzaylar kategorisinin topolojik lixategori oldgu elde edilmgtir.

Dordincu bdlumde, (L,M)-bulanik i¢ ve (L,M)-bulanikapans operatorleri
kavramlari tanitilmy ve bu kavramlar ile (L,M)-bulanik topoloji arasaid iliskiler
incelenmgtir. Baslangic (L,M)-bulanik i¢c (kapag) operatori olgturularak
(L,M)-bulanik i¢ (kapary) operatorlerinin carpimi tanimlangtir.

Besinci  bdlumde, (L,M)-bulanik topolojik uzaylarda bitbulanik noktanin
Q-komguluk sistemi tanitilmytir. Ardindan, (L,M)-bulanik filtre tanimi verildikn
sonra carpim kidmesi tzerinde (L,M)-bulanik filtrapysi olgturulmustur. Ayrica,
(L,M)-bulanik topolojik uzaylarda (L,M)-bulanik frelerin yakinsakfii da bu
bolimde incelenngtir.

vii



LATTICE VALUED FUZZY TOPOLOGICAL SPACES

Vildan CETK IN

Keywords: Fuzzy set, L-topology, L-fuzzy topology, Fuzzy ea$uzzy interior
operator, Fuzzy closure operator, Fuzzy neighbath®gstem, Fuzzy filter, Fuzzy
filter base, Filter convergence.

Abstract: The aim of this thesis is to introduce (L,M)-fuzippological structures,
study their properties and investigate the relatibatween these structures where L
and M are different strictly two-sided, commutatigeantale lattices (g-lattices) as
an extension of frames which is a special kinchtifdes.

This thesis includes five chapters. In the firsamer, some basic definitions and
notions in lattice theory, algebraic structureslattices, triangular norms, g-lattices
and some categorical concepts were summarized.

In the second chapter, first of all the definitioh a fuzzy set and some of its
properties were introduced. After giving the diffiet approaches to fuzzy topology
in literature, the relations between these appremchere studied as categorical
aspect. Moreover, there were also given the notafnk-fuzzy interior (closure)
operators and L-fuzzy neighborhood systems.

In the third chapter, after giving the definitiorf @_,M)-fuzzy topology and
(L,M)-fuzzy base the notion of initial (L,M)-fuzzppology was constructed. By this
way, it was obtained that the category of (L,M)#Zyztopological spaces is a
topological category.

In the fourth chapter, the notions of (L,M)-fuzayterior and (L,M)-fuzzy closure
operators were introduced and the relationships ngmthese notions and
(L,M)-fuzzy topology were investigated. By constiing the initial (L,M)-fuzzy
interior (closure) operators, the product of (L,M}zy interior (closure) operators
were defined.

In the fifth chapter, Q-neighborhood system of azfu point in (L,M)-fuzzy

topological spaces was introduced. Then, aftemgithe definition of (L,M)-fuzzy

filter there was constructed the concept of (L,Mg#y filter on the product set.
Furthermore, the convergence of (L,M)-fuzzy filker(L,M)-fuzzy topology was also
studied in this chapter.

viii



1. ONBILGILER

Bu bolimde oncelikle tezin geri kalan kisimlariniallanilacak olan latisler,
ucgensel normlar (t-normlar) ve kategoriler gibivieanlar ve bunlarin temel
Ozellikleri verilecektir. Ayrica, latisler Uzerindanimlanan farkli cebirsel yapilar ve

bu yapilar arasindaki skilerde yine bu bélimde verilecektir.

1.1. Latis Teorideki Temel Kavramlar

Tanim 1.1.1(L, <) kismi sirali bir kime olmak tzere;

(@) L nin sonlu her alt kiimesinin supremumu mevcutlise bir Ust-yari latis (join-

semilattice) denir vé€L,v, 0;) ile gdsterilir.

(b) L nin sonlu her alt kiimesinin infimumu mevcut isge bir alt-yari latis (meet-

semilattice) denir véL,A, 1;) ile gosterilir.

(c) L nin sonlu her alt kiimesinin supremum ve infimumevout iseL ye bir latis

(lattice, kafes, 6rgl) denir vie= (L,v,A 0,,1,) ile gOsterilir.

Burada,0; = V@ ve 1, = AQ sirasiylaL nin en kucik ve en buyik elemanini ifade

etmektedir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Ozel olarak,I: = [0,1] kapal birim aralik ve2 := {0,1} iki noktali kimesi birer

latisdir.

Onerme 1.1.2L = (L,V,A,0,,1;) bir latis olsun. Bu takdirde,sasidaki 6zellikler
sgslanir. ( Birkhoff, 1967)

()YVa€elicihava=aveaAa=a.

(i) Va,belLigcin aAb<a, b<aVb.



(i) Va,beLicina<b ©&aVb=b & aAb=a.
(iv)Va,b,ceLicin(avb)Vc=aVvV(bVvc) ve (aAb)Ac=aA(bAcC).
Onerme 1.1.3(L,v,0,) ve (L,A, 1,) yari-latisler olsunlar. Bu takdirde,

(Lv,A0.,1,) bir latisdir & Va,b €L icin aAn(avb)=a, aV(aAb)=a

sgilanir. (Johnstone, 1992)

Tanim 1.1.4L ve M iki latis vef: L — M bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,
() f bir Gst-yari latis (alt-yari latis) homomorfizmidi=

VA cLsonluicinf(Vaea@) = Vaeaf(a) ( f(Aaea@) = Ngeaf(a) ).
(ii) f bir latis homomorfizmidir <

VA c Lsonluicinf(Veeaa) = Vaea f(@) Ve f(Agea @) = Ageaf(a) .

(i) f bir Gst-yarn latis (sirasiyla, alt-yari latis,i®tizomorfizmidir: & f bijektif ve

hemf hemdef ~1 birer tst-yar! latis (siraslyla, alt-yari latiatis) homomorfizmidir.

Eger, L ve M latisleri arasinda bir latis izomorfizmi mevcugibu iki latis birbirine

latis olarak izomorftur denir. (Ying-Ming ve Mao-Kg, 1997)

Not 1.1.5: (1) Yukandaki tanimlardan aciktir kierhiist-yari latis homomorfizmi
latisin en kicik elemanini ve her alt-yan latisnoonorfizmi ise latisin en blyuk
elemanini korur. Boylece, her latis homomorfizntisia en kicik @,) ve en buyuik

(1,) elemanini korur.

(2) Kolaylikla gorulebilir ki, her yari-latis homaorfizmi ayni zamanda siralamayi

korur.

Onerme 1.1.6L bir latis olsun. Bu takdirdesagidaki kasullar denktir.
Y a,b,c €Ligin,

(Yan(Vvc)=(aAnb)V(aAc).

(iav(bAc)=(aVvb)A(aVc). (Johnstone, 1992)



Tanim 1.1.7: Yukaridaki 6nermenin denkslbtarindan birini sglayan birL latisine
dagihmli latis (Sekil 1. 1)adi verilir.(Johnstone, 1992, Birkhoff, 19¢

Sekill. 1: Dailimli latis
Onerme 1.1.8 bir latis olsun. Bu takdirde

L daiimhdir & Va,b,c €L icin aAc=bAc ve aVc=bVc ise a=b
sgslanir. (Birkhoff, 1967)

Dagilmli olmanin diger bir karakterizasyonu isesagidaki teorem yardimiyl

yapilmaktadir.

Teorem 1.1.9: BirL latisi dagilimhdir ancak veancak bu latis icerisinde gaml
olmayan k&egensel §ekil 1.z (a)) veya bggen Qekil 1.2 (b) latisden birini
icermez (Terziler ve Oner, 200

N 2N
{ N //, -
i jo of g
)
Va \ //_/
J
(a) (b)

Sekill. 2: (a) Kegensel latis ve (b) Bgen latis



Tanim 1.1.101. kismi siral bir kiime olsun. Bu takdirde,

(i) L nin her alt kimesinin supremumu mevcut iseye bir tam Ust-yari latis

(complete join-semilattice) denir.

(i) L nin her alt kimesinin infimumu mevcut ieye bir tam alt-yari latis (complete

meet-semilattice) denir.

(i) L nin her alt kiimesinin supremum ve infimumu mevisetL ye bir tam latis

(complete lattice) denir. (Ying-Ming ve Mao-Kan®a7)

Tanim 1.1.111, M iki tam latis vef: L — M bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,
() f bir tam Ust-yari latis (tam alt-yari latis) homarfi@midir : <
VAcLiginf(Vaeaa) = Vaeaf(a) (f(Ngeaa) = Ageaf(a)) .

(ii) f bir tam latis homomorfizmidir<

VAcLicinf(Vaea@) = Vaeaf(a) Vef(Neea®) = Naeaf(a) .

(i) f bir tam Ust-yar latis (sirasiyla, tam alt-yartidatam latis) izomorfizmidir
: < f bijektif ve hemf hemdef~1 birer tam Ust-yari latis (sirasiyla, tam alt-yari

latis, tam latis) homomorfizmidir.

Eger, L ve M tam latisleri arasinda bir tam latis izomorfizmeweut ise bu iki latis

birbirine birer tam latis olarak izomorftur denf¥.ing-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Tanim 1.1.121 sonlu infimum ve keyfi supremunglémleri altinda kapali bir latis

olmak Uzerel ye bir ¢ati (frame) adi verilir= Va € L, {b;}ier € L igin
aA (Vierb;) = Vier(a A b;) salanir. (Johnstone, 1992)

Ornek 1.1.13X bir topolojik uzay olmak Uzeré€)(X) := {G c X : G acik} ailesi bir
catidir.

Tanim 1.1.14:L bir tam latis olsun. ger gagidaki Ozellikler sglaniyorsal ye
sonsuz daliml latis adi verilir. (Ying-Ming ve Mao-Kang,9B7)



()Va€eL BclLicinaAVB =Vyeg(aAb).
(i) Vae L, BcLiginaVAB = Apeg(aVb).

Tanim 1.1.151L bir tam latis olsun. ger gagidaki o6zellikler sglaniyorsal ye tam
dagihmli tam latis (completely distributive lattica&di verilir. (Ying-Ming ve Mao-
Kang, 1997)

Her{{a;;|j € ]} |i € K} € P(L)\{@}, (K # ®) igin
(CD1) Niek(Vjey; @) = Voeriex 1 (Niek i) -
(CD2) Viek(Njey, @i j) = Noefiex 1;(Viek Qi) -

Tanim 1.1.161 bir latis vea € L olsun. EBerV a,b € L i¢cin a < a V b ssitsizligi
a < a veyaa < b olmasini gerektiriyorsa ya L nin bir indirgenemez elemani

(irreducible, coprime, molecule) denir.

L nin sifirdan farkli indirgenemez elemanlarinin lagm
M(L)={a€L|a#0veVa,bELicsiha<aVb = a<aveyaa <b}
ile gosterilir. (Gierz, 1980)

Tanim 1.1.17L bir latis vep € L olsun. BerV a,b € L icin a A b < p ssitsizligi
a < p veyab < p olmasini gerektiriyorsa ye L nin bir asal (prime) elemani veya

atom denir.

L nin birden farkli asal elemanlarinin kiimesi,
Pr(L)={p€elL|p+1veVab€LicinaAb<p=a<p veyab<p}
ile gosterilir. (Gierz, 1980)

Tanimlar kagilastirildiginda, L bir bulanik latis olmak Gizere

a€M(L) & a €Pr(L)

oldugu kolaylikla goruldr.



Teorem 1.1.18L bir tam dg@ilimh tam latis olmak tzerd,” deki her elemarl’ nin
indirgenemez elemanlarindan gdn bir kimenin supremumunasite olarak
yazilabilir. Benzersekilde, L bir bulanik latis ikenL’ nin her elemani bazi asal

elemanlarinin infimumu olarak yazilabilir. (Gie980)

1.2. De-Morgan, Boole ve Heyting Cebirleri

Tanim 1.2.1: L bir latis olmak uzere,L Uzerindeki bir "L — L, a- a’
donGimuine

(i) Ust alma operatoru (involution) denik> V a € L icin (a')’ = a.

(i) siray tersine koruyan operatér denée> Va,b € Licina<b = a =D’

"I -1, a~a =1-a olarak tanimlanan dosiim [ Uzerinde sirayi-tersine

koruyan bir tst alma operatorudur. (Ying-Ming vedvi§ang, 1997)

Tanim 1.2.2: Sirayi-tersine koruyan st alma ofeiiate bir tam dgihimli tam latis
bir bulanik latis (fuzzy lattice) olarak adlandmive L = (L, <,AV,") ile gosterilir.
(Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Tanim 1.2.3£ = (L, <,”) Gglustine bir tam De-Morgan cebiri (complete De-yor
algebra) denir: & (L, <) bir dagilimli tam latisdir ve’,L Uzerinde sirayi-tersine

koruyan bir tst alma operatdrudir. (Gehrke \&, d003)

Her tam latis bir tam De-Morgan cebiri icine gonhile. Gergekten L bir tam latis

olmak lUzerd. x L Uzerinde kismi siralama
(as, b)) < (a, b)) © a; <a,ve b, <b

olarak tanimlanirsgL x L,<) bir tam latisdir. Ayrica,:L XL — L X L sirayl-

tersine koruyan ust alma operatori de
(a,b) = (b,a) ,V(a,b) EL XL

olarak tanimlanirsélL x L, <,") bir tam De-Morgan cebiridir.



Onerme 1.2.4.L bir dggilimli latis vea, b, ¢ € L olsun. Bu takdirde,
xANa=b vexVa=c

olacaksekilde en ¢ok bix € L mevcuttur. (Johnstone, 1992)
Tanim 1.2.51 bir latis vea € L olsun. Eer,

xANa=0, vexVa=1,

olacak sekilde bir x € L mevcut ise bux elemaninaa nin bir butinleyeni veya

komplementi (complement) denir Ve ile gosterilir.

Burada,7:L — L, a » 7a ile tanimlanan dorjiime iseL Uzerinde bir buttinleme

operatdort adi verilir. (Johnstone, 1992)

Onerme 1.2.4,&er varsa dalimli bir latisde bitunleyenin tek turli belirlidugunu

garanti eder.

Teorem 1.2.6:L bir dggilimh latis olsun. Bu takdirdel, tzerindeki her butiinleme
operatorii ayni zamanda sirayi-tersine koruyan $iralma operatériadir. (Ying-
Ming ve Mao-Kang, 1997)

Tanim 1.2.7:L bir dagihmli latis olsun. Ber, L Uzerinde bir7:L — L,a » Ta
batinleme operatéri mevcut ide ye bir Boole cebiri (Boolean algebra) denir.
(Johnstone, 1992)

Tanim 1.2.8B veC iki Boole cebiri vef: B — C bir fonksiyon olsun.

f bir Boole cebiri homomorfizmidire> f bir latis homomorfizmi vevb € B icin
f(Tb) = 7f(b) salanir. (Johnstone, 1992)

Batlnleyenin tekiginden Boole cebirleri arasindaki herhangi bir l&tsnomorfizmi

gercekte bir Boole cebiri homomorfizmidir.

Ornek 1.2.9: (1X bos olmayan herhangi bir kiime olmak UzeR{X) giic kiimesi,
< bagintisi icermec baintisi, V,A operatotrleri sirasiyla bigan ve arakesit, en

kicuk ve en buyik elemanlar ise siras@lae X olmak Gzere bir tam gdimh tam



latisdir. Ayrica P(X) in her elemaninin bitinleyeni mevcut gdodan® (X) bir

Boole cebiridir.

(2) A en kuguk ve en buyuk elemanlar sirasiyla 0 vdah éam sirali bir kiime
olsun. Bu takdirdey:= maks, A= min operattrleri olmak tzerd bir dagilimh
latisdir. FakatA ikiden fazla elemana sahip idebir Boole cebiri olamaz. Cuinku, 0

ve 1 dsindaki hicbir elemanin bitinleyeni yoktur.

Tanim 1.2.104, 1 birim elemanli bir halka ve her€ A icin a? = a ise A ya bir

Boole halkasi (Boolean ring) denir. (Johnstone, 299

Uyari 1.2.11: Her Boole cebiri bir Boole halkasidsercekten, herhangi bir Boole

cebirinde her, b € A icin + ve . islemleri
a+b=(@ATb)V(TaAb) vea.b:=aAb

olarak tanimlanirsa bglemler ile A bir Boole halkasidir.
Tersine, ger A bir 1 birim elemanl bir Boole halkasi ise
aANb:=a.b veaVb:=a+b+a.b

islemleri ile A y1 bir Boole cebiri olarak gz 6ntine alabiliriz.

Ayrica aciktir ki, herhangi bir Boole cebiri homorfiomi bir Boole halka

homomorfizmidir ve bunun terside gladur. (Johnstone, 1992)

Tanim 1.2.124 bir Gst-yar latis véd c A olsun.D* ye A nin bir ideali (ideal) denir

=S
()0, €D vea,beD = aVbeD.
(i) aeDveb<a = beD. (Johnstone, 1992)

Ornek 1.2.13: (1) Herhangi hir€e A icinl (a) :=={b € A| b < a} c A alt kiimesi4
nin bir idealidir ve acik olarala yiI iceren en kicuk idealdir. Boylece halka

teorisindeki benzerlik ile bu ideateile Uretilen esas ideal denir.

(2) f: A — B bir yar latis homomorfisi olsun. Bu takdirdgea € A | f(a) = 05}
(f nin cekirdegi) kimesiA nin bir idealidir. (Johnstone, 1992)
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Onerme 1.2.144 bir latis veD, A nin bir ideali olsun. Bu takdirdesagidaki ifadeler
denktir.

(i) D nin bittnleyené da bir filtredir (yani, Tanim 1.2.12 deki 6zelikin duallerini
sgilar).

(i) 1L, ¢ DveaAnbeD =a€Dveyab €D.
(i) D, bir f: A — 2 latis homomorfisinin ¢ekirdgdir. (Johnstone, 1992)

Tanim 1.2.15: Yukaridaki 6nermenin denkstdtarindan birini sglayan bir ideale
asal ideal (prime ideal) denir. Bir asal idealintibileyenine ise asal filtre (prime
filter) adi verilir. (Johnstone, 1992)

Onerme 1.2.164 bir Boole cebiri veD c A olsun. Bu takdirde,

D,A nin latis olarak (asal) idealidie== D,A nin halka olarak (asal) idealidir.
(Johnstone, 1992)

Tanim 1.2.171 bir latis olsun.L ye bir Heyting cebiri (Heyting algebragnir: <

her bir(a, b) eleman cifti icin
c<(a—b) © cAha<bh
onermesini sglayan bir(a — b) elemani mevcuttur. (Johnstone, 1992)

Onerme 1.2.18L bir latis ve" — ", L tzerinde bir ikili §lem olsun. Bu takdirde,
“— " iglemi L yi bir Heyting cebirine doéngitriir & V a, b, c € L igin asagidakiler
salanir. (Johnstone, 1992)

Ha—a=1,
(i an(a— b)=aAb,
(i) bA(a — b) = b,

(ivya— (bAc)=(a— b)A(a—c).



Onerme 1.2.19: Her Boole cebiri bir Heyting cebitid

GercektenA bir Boole cebiri vea, b € A icin a — b: = T7a V b olarak tanimlanirsa

A nin bir Heyting cebiri oldgu goralir.

Bir genel Heyting cebirindg islemi Ja := a — 0 olarak tanimlanir. Byekilde
tanimlanania elemaninaa nin yari timleyeni denir. Acik olaralk, A Ta = 0 dir.

Fakat,a vV 7a = 1 olmasi gerekmez. (Johnstone, 1992)
Lemma 1.2.20: (1) Her Heyting cebiriglamhdir.

(2) Bir L Heyting cebiri bir Boole cebiridie= Va € L i¢in 77a = a. (Johnstone,
1992)

Sonug olarak @agidaki diyagram $ekil 1. 4) elde edilir.

Boole Cebiri :> Heyting Cebiri

De-Morgan Cebiri :> Dagilinl Latis

Sekill. 3: Cebirsel yapilar arasindakiKiler diyagrami

Fakat bu icermelerin terslerininganmasi gerekmez.

Ornek 1.2.21: (1A en kiigiik elemani 0 ve en biyik elemani 1 olanabir sirali

kime olsun. Bu takdirdel asagida tanimlanarsiem ile bir Heyting cebiridir.

l,a<b

a—bi= {b, diger

Fakat, A bir Boole cebiri degildir. Gergekten, her a € 4, (a # 0) i¢in 77a = 1 dir.

(2) Standart bulanik cebir ilé = ([0,1], maks, min,0,1,1 —a) bir De-Morgan
cebiridir, fakat Boole cebiri dgdir.
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Onerme 1.2.224 bir Heyting cebiri vex € A olmak lizered+; :== {a € A | T7a = a}

olarak tanimlanad-; kiimesi bir Boole cebiridir.

Burada,4+; nin elemanlarind nin reguler elemanlari denir. (Johnstone, 1992)

1.3.  Ucgensel Normlar

Tanim 1.3.1: Aagidaki Ozellikleri sglayanT:1 X I — [ doniimuine bir Gcgensel
(triangular) norm (kisaca, t-norm) adi verilir.

(TN1)Va,b €l icinT(a,b) =T(b,a).

(TN2)Va,b,c € 1i¢inT(T(a,b),c) =T(a,T(b,c)).

(TN3)Va,b,celigcina<b = T(a,c) <T(b,c).

(TN4)Va elicinT(a,1) = a.

Bir T t-normu igin/ = [0,1] Uzerinde rezidium ve birezidium adi verilep, <+

ikili i slemleri gagidakisekilde tek turlt belirlidir.
a—rb=V{cel:T(arc) < b},
a<—pb:=(@—7b)ANb —;a)VabEel

Buna gore,Va, b, c € I igin
Ta,b)<c=a<(b—7s0) onermesi ganir.

Bir T t-normul ve I x I Uzerindeki standart topolojilere gore bir fonksiyolarak

surekli ise bl t-normuna sureklidir denir. Buna gore,

Minimum t-norm: T,,;,(a, b) := min {a, b}, Sékil 1. 4 (a))
Carpim t-norm: Tyroala,b) ==a-b, Sekil 1. 4 (c))
Lukasiewicz t-normT,,(a, b) :== maks {a + b — 1,0} Sekil 1. 4 (e))
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Onerme 1.3.2T srekli bir t-norm olsun. Bu takdirdesagidaki 6zellikler sglanir.
() Va,b,celicina —rb=1 < a<bh.

(i) Vaelicinl —; a =a.

(i) Va,b € I i¢cin T(a,a —¢ b) < b. (Klement ve di., 2000)

Uyari 1.3.3: BirT t-normu i¢in/ tzerindex; yari timleme operatérd,

*r (a) ==a —; 0,Va €l

olarak tanimlanir. Aciktir ki, yari timleme opendiosirayi-tersine koruyan bir
operatordir (Tanim 1.2.1 (ii)), ancak her zamanubuiir Ust alma operatori

(Tanim 1.2.1 (i)) olmasi gerekmez. Ogirg

1, a<b

Minimum t-norm i¢in,a —¢ b = {b, diger

1, a<b

Carpim t-norm i¢in,a —¢ b = {b/a, diger

Lukasiewicz t-norm igin,a —¢ b =min{l —a+b,1}, a<>rb=1—|a—b|
biciminde tanimlidir. (Klement ve gli, 2000)

Tanim 1.3.4: Aagidaki Ozellikleri sglayanS:1 x I — I donimine bir Gcgensel

(triangular) conornfkisaca, t-conorm veya s-norm) adi verilir.
(SN1)Va,b € IicinS(a,b) = S(b, a).

(SN2)Va,b,c € Iicin S(S(a, b),c) = S(a,S(b, c)).
(SN3)Va,b,celicina<b = S(a,c) <S(b,c).

(SN4)Va € I icin S(a,0) = a.

T bir t-norm olmak tzere bu t-normun duali ofart-conormu
S(a,b)=1-T(1—a,1—-»b), Va,b el

olarak belirlidir. (Klement ve ¢i, 2000)
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Buna gore, yukarida tanimlanan t-normlarin dualt#an t-conormlarsu sekilde

belirlidir:

Sekil 1. 4 (b))

Maksimum t-conorm:S,,,,xs = maks{a, b},

Sékil 1. 4 (d))

a+b—a.b,

S top

Cebirsel toplam:

Sékil 1. 4 (f))

13

= min{a + b,

SLuk (Cl, b)

Sinirli toplam:

o~
=

(b)

)

a

(

d)

(

)

C

(

(f)

(e)

Sekill. 4: (a) Minimum t-norm, (b) Maksimum t-conorie) Carpim t-norm, (d) Cebirsel

toplam, (e) Lukasiewicz t-norm, (f) Sinirli toplam
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1.4. Quantale Latisler

Tanim 1.4.1y(L, <) sonsuz dalimh bir tam latis olmak tzere sagidaki ozellikleri
saglayan bir(L, <,®) Uclusine GL-monoid adi verilir. (Burada, GL geegitilmis

mantik (Generalized Logic) ifadesine gak gelmektedir.)
(Q)VYabcelicina<b =a®c<b®ec,
(2Q)Va,belLicina®b=b® a,

(B)Vaelicina®1l, =avea® 0, =0,

(4) ® islemi keyfi supremum Uzerine gamlidir, yani
a® (Vierb;) = Vier(a ® by),

B)VabelLigina<h =3IcelL:a=b®c.

Bir (L, <,®) GL-monoidi bir karekdkli GL-monoiddit <
(6) L Uzerinde gagidaki 6zellikleri sglayan birS: L — L islemi mevcuttur.
(i) S(a) ® S(a) = q,

i)b®b<a =b<S5().

S islemi (i) ve (i) den tek turlii belirlidir. Bu ned&nsS(a) yerine+a yazilabilir.
Ozel olaraky/a yaa € L nin karekokii denir. (Hohle ve Sostak, 1995)

Ornek 1.4.2: (1®=A veV a € L i¢inva = a olarak tanimlanirsa hértam Heyting

cebiri bir karekoklii GL-monoiddir.

(2) I = [0,1] kapali birim aralik sol surekli bif t-normu ile birlikte bir karekoklu
GL-monoiddir. Ozel olarak, Lukasiewicz t-normu eddndginda vV a € L igin

va = (a + 1)/2 olarak tanimhdir.

Her GL-monoid Uzerinde rezidium mevcuttur Ve— " islemi aagidaki sekilde
tanimlanir: a = b =V{c € L:a® c < b}. (Hohle ve Sostak, 1995)
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Lemma 1.4.3:(L,<,®) bir karekokli GL-monoid olsun. Bu takdirdeagidaki

Ozellikler sglanir.

(Y)a®b<anb,

(i) (Viera;) — b = Aer(a; — b),

(i) @ = (Aier b)) = Aier(a — by),

(ivyaAb=a® (a — b),

Va®a=a = VbeLigina®b=aAb,

(vi)a<va, Va®Vb <a®b,

(Vi) a < b = Va <b,

(viii) va — b = va — Vb,

(ix)a<b veb=+a®Vb = a =b. (H6hle ve Sostak, 1995)

Tanim 1.4.4: Aagidaki Ozellikleri sglayan (L, <,©) uc¢lusune bir quantale latis

(kisaca, g-latis) adi verilir.

(1) (L, <) bir tam latis.

(2) (L,®) bir yari-grup.

(3) © islemi keyfi supremum Uzerine gamlidir, yani

a® (Vierb;) = Vier(a © b;) ve (Viera;) © b = Vier(a; O b).

Herhangi bir g-latisde gave sol implikasyonlar mevcuttur vesagidaki sekilde

tanimhdir.

l
a;b=V{cEL:a®ch} vea—->b=V{ceEL:c(®ac<bh}
(Paseka, 1996)

Tanim 1.4.51(L, <,©) bir g-latis olsun. Bu takdirde,

() a € L elemanina sol yanh (ganl) denir<= 10O a<a (a®1<a).
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(i) a € L elemanina kesin sol yanl gsganh) denir<= 1 Oa=a (a®O 1 =a).

(i) a € L elemanina kesin ) iki yanl denir < a ( kesin) sg yanli ve ( kesin) sol

yanhdir.
(iv) (L, <,©O) g-latisi birimlidir: & (L,©) bir monoiddir.

Herhangi bir birimli g-latisde her sol yanli (gsganli ) eleman kesin sol yanli (kesin
sg yanli) dir. (Paseka, 1996)

Tanim 1.4.6(L, <) bir tam latis olmak tzerg[, <,©®) uglistine bir kesin iki-yanli,

degismeli quantale latis denik=

(L1) (L,®) bir dezismeli yari-grup.

(L2)Vaelicina® 1, =avea® 0, =0;.

(L3) © islemi keyfi supremum tzerine gdmlidir, yani

a © (Vierby) = Vier(a O by).

Bir (L, <,©) kesin iki-yanli, dgismeli g-latisine idempotent denie=
Va€eLlicina® a=a salanir.

L=(L<0),), sirayli-tersine koruyan Ust alma operatori ileikielbir kesin iki-
yanl, dgismeli g-latis olsun. Bu takdirdd, Gzerinde® isleminin duali olan®

islemi sgagidakisekilde tanimlidir:
VabeLicina®b=(a O©b"). (Hohle ve Sostak, 1999)

Bundan sonra aksi belirtiimedisireceL = (L, <,0,®,'),’ sirayi-tersine koruyan

Ust alma operatdru ile bir kesin iki-yanh,gitgneli g-latis olarak ele alinacaktir.
Ornek 1.4.7: (1) Her cati (Tanim 1.1.12) bir kekiryanli, degismeli g-latisdir.

(2) ©=A olarak alindginda her tam dalimli tam latis (Tanim 1.1.15) bir kesin iki-
yanl, deismeli g-latisdir. Ozel olarak([0,1],<,A) bir kesin iki-yanli, dgismeli
g-latisdir.

(3) Her GL-monoid (Tanim 1.4.1) bir kesin iki-yarilezismeli g-latisdir.
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(4) ©=T surekli t-norm (Tanim 1.3.1) olarak aligchda her([0,1],<,T) Uclisu
bir kesin iki-yanli, dgismeli g-latisdir.

(5) X herhangi bir kime olmak Uzeré,= P(X) glc¢ kimesi ve®O=n olarak
alindginda(L, €,n) uclasi bir kesin iki-yanli, dgsmeli g-latisdir.

L bir kesin iki-yanli, dgismeli g-latis olmak Uzerel Uzerinde bir" — " islemi

Va,b €Ligin
a—b=V{ceL:a®c<b}
olarak tanimlanir. Bu takdirde,
a®Ob<ceoa<((b—r0
Onermesi sganir.

Bir L kesin iki-yanli, dgismeli g-latisindea € L i¢in a* :== a — 0, elemaninaz nin

yari buttnleyeni denir.

Tanim 1.4.8: BirL kesin iki-yanli, dgismeli g-latisine bir MV-cebiri (MV-algebra)

adi verilir:< vaelicin(a—0,) 0, =a sa&lanir.

Bir L MV-cebiri tamdir: & (MV) Va,b €L icin (a — b) — b =aVb sglanir.
Burada, MV ¢ok dgerli mantik (Multi Valued Logic) ifadesine kahk gelmektedir.
(Hohle ve Sostak, 1999)

Ornek 1.4.9:L =1 ve a® b = maks{a + b — 1,0} olarak alindginda L bir tam
MV-cebiridir.

Lemma 1.4.10L = (L, <,0,®,") bir kesin iki-yanh, dgismeli g-latis olsun. Bu
takdirde,V a,b,c,d € L veV {b;}ier € L icin asagidaki Ozellikler sglanir. (HOhle
ve Sostak, 1999)

QDb<c=>a@Ob <a@®cvea®b <adec.
2Qa®b <aAb<aVb<a®b.

(3) (Vier bi)" = Aier bi ve (Aier b;)" = Vier b;.
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(4) a @ (Aier bi) = Aier(a @ by).
B)avb)O(cvd)<(avavhbOd)<(@adc)v(bOd).
6)a®(@—b)<bvea—b<(b— c)— (a— c).

(7) Eger L bir MV-cebiriisea — b = b* — a”.

(8) Eger L bir MV-cebiriisea © (a* @ b*) < b".

(9) Eger L bir tam MV-cebiri ise gagidaki 6zellikler sglanir:

() (@) =avea<b = a" =b".

(i) a@b=(a— b)) vea®b=a*— b.

(i) (a@c)Ob<a® (bO o).

(V) aObO (@D <@O)®DBOA.
Vanb=a®O(a—b)veb<c =a—b<a—c.

(Vi) a = (Vierby) = Vier(a — by) vea — (Aierb;) = Aier(a — by).
(vii) (Viera;) = b = Ajer(a; — b) ve (Ajera;) — b = Vier(a; — b).
(viil) a @ (Vier b)) = Vier(a ® by) vea © (Awerbi) = Aier(a O by).
[spat: (A <c =c=bvc
aOb<s(@®)v@®Ob)=a®Bbve)=a®c=a@®Ob<al®c
b<c=>b2c"=d Ob=2a" Oc’"=a®b <a®c elde edilir.

(2) Ya,bel icin ab<1 olduwundana®O b <bh,a => aOb<aAb dir.
a Ob<aAb=@Ob)=W@Ab) = avb<a®bhb.

@)VieTligin Aierb; <b; > VieTigin(Aierbi) = b; = (Aierbi)’ = Vier b;
VieTiginb; < Vierb; = Vi€Tiginb; = (Vierb;)'

= Nierbi = (Vierb;)’ = (Nierbi)' < Vier b;

18



Boylece,(Aier b;)' = Vier b; elde edilir. Benzegekilde dieri de gordlir.

(4) a ® (Aierbs) = (@’ © (Nier b))’ = (@’ O Vier )" = (Vier(a' O b;))’

Aier(@’ O b)) = Aier(a @ by).
(5)(avbh)©(cvd)=((avbh) Oc)Vv ((aVvb) O d)
@OAVOBOAV@OA VDO
<(avc)v(bac)v(and)v(bOd)
<(avec)v(cva)v(bOd)
@vavdOad

<(@®c)vdOad).

(6)a — b <a— boldugundana © (a = b) <b

a—>b<sb—oc)o(@a—oc)eo@—b)Ob—oc)<(a—0)
Sa@®@a—b)OBb—c)<c.

(7) L bir MV-cebiri vea™ = a — 0,, olsun. (6) da = 0; alinirsa

a—b<b—o0)—>(@—>0)=b"—>a"

b* - a"<a™—b"=a—b

= (1.1) ve (1.2) demy — b =b* — a”.

(8) L bir MV-cebiri olsun.(6) dan,

@Ob)O((a®b) > 0)<0,=a0O((a®b) > 0,)<b—0,

aQ@®b)=a@Q@Ob") =a®@@O®b)y*<b—0,=>b".

(9) (i) Tanimlardan kolaylikla gorular.

(i) (8) den,a ® (" @b <b* = a* @ b* <a — b’
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a@b=(@®b) =2(@a—b")=a0bz=(a— b
a®b<(a—b) ©a<b— (a— b

& a<(a— b)* —b*

Sa<avb'
Q®b=(a" ObY) =(a — b*)" =a* — b,
(i) (@®c)Ob< a®@BO) = (@ —>c)0Ob<a > (Oc)

SaQ@—>q)0b<bhOc.

V)aOhbOC@®D<aO(cdBO)

=((bODB®c)Oa

<@OQo)®BOad).

Tanim 1.4.11(L, <1,01), (M, <,,0,) iki kesin iki-yanl, dgismeli g-latis olmak

uzere,f: L — M fonksiyonu bir g-latis homomorfizmidir=
() f keyfi supremumu korur.
(i) Va,b € Licin f(a Oy b) = f(a) Oz f(b).

(iii) £(1,) = 1y, yani evrensel Ust sinir korunur.

1.5. Kategoriler ve Funktorlar

Kime teorisinde, kiimeler ve kimeler arasinda taanam fonksiyonlar géz énine
alinir. Topolojide bir topolojik uzaydan grine strekli fonksiyonlar, grup teorisinde
bir gruptan dierine grup homomorfizmleri tanimlanir. Bunlari agyri birer cati
altinda toplarsak, bu yapi bazi objelerden ve Uijeden dgerine gitmek icin
tanimlanan kurallar veya yollardan glu. iste bu kavramlar kategorinin temelini

olusturmaktadir.
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Tanim 1.5.1: BilK kategorisi gagidaki verilerden olgur:
(K1) Bir ObIK sinifi ki, bu sinifin elemanlaridi® nin objeleri (nesneleri) denir.

(K2) IK nin objelerinin he(X,Y) ikilisi icin bir M(X,Y) kiimesi kagilik getirilir ve

bu kimenin elemanlarirfadenY ye morfizmler yadal K-morfizmler denir.

HerX,Y,Z,W € ObIK icin (X,Y) = (Z,W) iseM(X,Y) n M(Z,W) = @ dir. (Yani,

tanim ve dger bolgeleri tek ttrlt belirlidir.)
BazenM (X,Y) kimesi,Mor(X,Y) yada Mor;,(X,Y) ile gOsterilir.

(K3) IK nin objelerinin hek,Y, Z Gc¢lUsu icin bire dongumi ki bileske adi verilen

bu donigum
:M(X,Y) X M(Y,Z) > M(X,2), *(f,9)=g°f
seklinde tanimlanir vesagidaki 6zellikleri sglar:

(i) Bileske asosyatiftir. Yaniy f € Mor(X,Y),g € Mor(Y,Z) ve h € Mor(Z,W)
icinho(gef)=(hog)ef.

(i) IK nin her X objesi icin X in idantik (birim) morfizmi adi verilen bir

1x € Mor (X, X) elemani vardir gyle ki,
VfeMor(X,Y),g € Mor(Y,Z)icinl,of =fvegol, =g.

Kategorideki objelerin sinifinin kiimelerden ghasi gerekmez (o yalnizca bir
siniftir). Buna rgmen herhangi iki obje icin birinden ghrine olan morfizmler bir

kiime formunda olmak zorundadir.

X,Y € ObIK ve f € Mor(X,Y) icin X kiimesinef nin tanim bdlgesiy ye ise dger
bolgesi denirX veY nin kime olmady durumlardaf nin de bir fonksiyon olmasi
gerekmez. (Adamek veglj 2004)

Ornek 1.5.2: (1) En 6nemli kategori 6rneklerindérisbkiimeler ve fonksiyonlarin

olusturdusu SET kategorisidir. Yani,

(@) Ob(SET) = { X | X bir kime },
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(b) Mor(X,Y) :=={ f | f: X — Y bir fonksiyon },
(c) Bileske islemi fonksiyonlarin bilgkesi,
(d)X € Ob(SET) icin 14: X — X, 14(x) = x 6zdslik fonksiyon.

Burada butin kimeleri ya da bir kimedergedine tanimli bitin fonksiyonlari
almak gerekli dgildir. (K3) kosulu kaldgl muddetce secilen bazi fonksiyonlarla da
(6rnezin, bire-bir orten fonksiyonlar) bir kategori yaghilir. Buna ileride alt

kategori diyecgiz.

(2) TOP: Topolojik uzaylar ve bunlar arasindaki strekinksiyonlarin olgturdusu

kategori, yani

(@) 0b(TOP) :=={ (X, T) | (X,T) bir topolojik uzay },

(b) Mor((X,T),(Y,T*)) ={f | f: (X,T) — (Y, T*) bir surekli fonksiyon },
(c) Bileske dongumu sirekli fonksiyonlarin biggesi.

(3) (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Bu kimeygagda aciklandii gibi bir IK

kategorisi goziyle bakilabilir.

{(xy)}) x<y

ObIK :={x|x€X}, Vx,y€ObIK icin Mor(x,y):= { o diger

< bazintisinin gegime 6zellgi IK nin her U¢ objesi icin bir tek bike oldyunu,

yansima 6zelfii de idantik morfizmin varfiini garanti eder. (Adamek vegdi 2004)
(4) Frm: Catilar kategorisi, yani

(@) ObFrm = { L | L bir ¢cati (frame ) },

(b) Mor(L,K) :=={ f | f sonlu infimum ve keyfi supremum koruyan déian}.

(5) G: Gruplar ve grup homomorfizmleri kategorisi,

R: Halkalar ve halka homomorfizmleri kategorisi,

Lat: Latisler ve latis homomorfizmleri kategorisi,

Bool: Boole cebirleri ve homomorfizmleri kategorisiofihstone, 1992)
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Tanim 1.5.31K ve IL iki kategori olsun. Eer aagidaki 6zellikler sglaniyorsa,/L

ye IK nin bir alt kategorisi (subcategory) denir.

(@) ObIL c ObIK,

(b)V X,Y € ObIL igin Mory, (X,Y) € Morg(X,Y),

(c)VX,Y,Z € ObIL veV f € Mor; (X,Y),g € Mor;.(Y,Z) icin
gof €Mor, (X,Z) = gof € Morg(X,Z),

(d)VX € 0blILigin 1y € Mor;,(X,X) = 14 € Morx(X,X).

Eger yukarida verilen (b) kaolu icin ssitlik saglaniyorsalL ye IK nin butinuyle alt
kategorisi (full subcategory) denir. (Adamek vg.d2004)

Ornek 1.5.4: (1) Obijeleri kiimeler, morfizmleri biog 6rten fonksiyonlar olan
kategori SET kategorisinin bir alt kategorisidir. Objeleri batisonlu kimeler ve
morfizmleri fonksiyonlar olan kategori deSET Kkategorisinin batinuyle alt

kategorisidir.

(2) Objeleri kompakt (veya lg@antili, Hausdorff vs.) topolojik uzaylar ve

morfizmleri homeomorfizmler olan kategdtO P kategorisinin bir alt kategorisidir.

Tanim 1.5.57K herhangi bir kategori olsun.s&gida tanimlanan kategoriyi&€ nin

dual kategorisi ( duali ) denir V& ° ile gosterilir.
ObIK® == ObIK veV X,Y € ObIK® icin Morxo(X,Y) = Mor;x(Y,X)

Yani, IK° nin morfizmleri IK nin morfizmlerinin tanim ve ger kiimelerinin yer
degistiriimesi ile elde edilir. Agik olarak(/K°)° = IK dir. (Adamek ve di., 2004)

Ornek 1.5.6: (1)X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Bu kiimeye Ornek 1.&pden
bir kategori goziyle bakilabilegmden, bu kategorinin dualiX,>) kismi siral
kimesidir. (Adamek ve di, 2004)

(2) Frm catilar kategorisinin dualine lokaller kategod&inir ve bu kategodioc ile

gosterilir. (Johnstone, 1992)
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Bundan sonra aksi belirtiimedistrecelK bir kategori vef:X — Y, IK da bir

morfizm olarak ele alinacaktir.

Tanim 1.5.7: (aY Z € ObIK veV g4, g,:Y — Z morfizmleri igin

gioef =g.°f = g, =g, Sa&lanyorsaf ye bir epimorfizm denir.

(b) VY Z € ObIK veV hy, hy,: Z — X morfizmleri igin

fohy =foh, = hy = h, saglaniyorsaf ye bir monomorfizm denir.
Eger f hem bir epimorfizm hemde bir monomorfizm gge bimorfizm denir.

SET kimeler kategorisinde bir epimorfizm 0Orten fonksiywe bir monomorfizm de

bir bire-bir fonksiyondur.
Bu ifadenin dger kategoriler icin genel olarak gim olmasi gerekmez.

Eger IK morfizmleri fonksiyonlar olan bir kategori ise kategoride 6rten fonksiyon

olan her morfizm bir epimorfizmdir, fakat bunundiegenelde dgru dezildir.

Ornesin, Hausdorff topolojik uzaylarin kategorisindegee X bir Y Hausdorff
uzayinin y@un bir alt uzayi isé : X — Y, i(x) := x olarak tanimlanan dogiim bir

epimorfizm olmasina gmen orten fonksiyon gddir. (Mitchell, 1965)

Tanim 1.5.8: Ber f'nin sg tersi varsa, yanif o g =1, olacak sekilde bir
g+ Y — X morfizmi mevcut isef ye bir bliztlme (retraksiyon) adi verilir.ger f

sol terse sahip isg ye bir kasi (es) buzulme (co-retraksiyon) denir.

Her retraksiyon bir epimorfizmdir. Kiimeler kategnde bunun terside @oudur,

ancak genelde giou olmasi gerekmez. (Mitchell, 1965)

Tanim 1.5.9: go f =14 ve fog =1, olacaksekilde birg :Y — X morfizmi
mevcut isef ye IK da bir 6zdgik veya izomorfizm denir. (Adamek vegdi, 2004)

Kolaylikla gortlebilir ki, SET kategorisinde izomorfizm bir bijeksiyonTOP
kategorisinde izomorfizm bir homeomorfizm @& de ise bir grup izomorfizmine

karsilik gelir.
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Tanim 1.5.101K velL iki kategori olmak tzere sagidaki 6zellikleri s@layanF ye
IK danIL ye bir kovaryant (kontravaryant) funktor denir ¥elK — IL biciminde
yazilir. (Adamek ve gi., 2004)

@)V X € ObIK icin F(X) € ObIL,
(b) V f € Mory(X,Y) igin F(f) € Mor, (F(X),F(Y))
(V f € Moryg(X,Y) igin F(f) € Mory, (F(Y), F(X))),
(©)V f € Mork(X,Y),g € Morig(Y,Z) iginF(g e f) = F(g) ° F(f)
(Vf €Morg(X,Y),g € Morix(Y,Z) icinF(g e f)=F(f)°F(g)),
(d)V X € ObIK igin F(1x) = 1pxx).

Ornek 1.5.11: (1)Z sabit bir kime olmak UzereF:SET — SET donumi
FX)=XXZ ve f:X—>Y icin F(f):XXZ—>YXZ, F(f):=f x 1, olarak

tanimlanirs& bir kovaryant funktordur.

(2) IK = TOP velL = Halkalar kategorisi olmak tzerg; IK — IL doénim,
F(X) =CX)={A:X — IR | A surekli fonksiyon } veF (f) = f~*

(A € C(Y) icin f*(4):= Ao f) olarak tanimlanirsd; bir kontravaryant funktordur.

38) Q:TOP — Loc, Q(X,t)==7 ve f:X—Y surekli fonksiyonu icin
f~1:Q(Y) — QX) fonksiyonu olmak tzer@(f) := f~! olarak tanimlana bir

kontravaryant funktordur.

(4) IK°, IK nin dual kategorisi olsun. Bu takdirde,/K — IK°,I(X) =X ve
I(f) == f olarak tanimlanan bir kontravaryant funktordur. Ayricaf:IK — IL
herhangi bir funktor olmak tzer&? o I = F olacaksekilde bir tekF° : IK°® — IL

funktoru vardir. Acik olarak,
F funktoru kovaryanttir= F° funktoru kontravaryanttir. (Adamek vezdi2004)

Funktorlar bir kategori hakkindaki verileri gdir bir kategoriye tar. Bazi
kategorilerin objeleri dier bir kategorinin objeleri tzerine ilave bazi yapi

koyularak elde edilirler. Orrign, bir topolojik uzay bir kime (yani,SET
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kategorisinin bir objesi) tzerine topolojik yapavke edilmesi ile elde edilir. Bir halka
bir Abel grubundan, bir Abel grubu da bir kimedddeeedilebilir. Bu durumlarin
her birinde ilk kategoriden ikinci (yani, ilave dizgin unutuldgu) kategoriye bir
funktor tanimlanabilir. Byekilde tanimlanan funktorlara unutkan (forgetfulpktor

adi verilir.

unutkan funktordur. CunkiX objesini ikinci tarafa goturturken Uzerindekic
topolojisini ve f morfizmini goturirken de surekligini dikkate almiyor. Benzer
sekilde, G gruplar kategorisinden veéR halkalar kategorisinderSET kiumeler

kategorisine unutkan funktorlar tanimlanabilir.

Unutkan funktorlarin tersine olarak, bir kategorideliger bir kategoriye ilk
kategorinin objelerine daha fazla yapi ekleyegelilde funktorlarda tanimlanabilir.
Ornesin, F : SET — TOP, F(X):= (X,tp) ve F(f) := f olarak tanimli dongiim
bir funktordur. Benzesekilde, T, = P(X) diskret topoloji yeriner, = {@, X} trivial
topoloji de alinabilir. (Adamek ve gli, 2004)

Tanim 1.5.12: (1) ger gagidaki Ozellikler sglaniyorsa,/K kategorisine /K dan

SET kategorisine tanimlanan unutkan funktora goredpolojik kategori denir.

(TC1) Baglangi¢c yapinin vari: Bir X kiimesi,J sinifi, {(X;, ¢;)}e; IK-objelerin
ailesi ve {f;:X — Xj}je; donGumler ailesi icin, X kimesi Uzerinde
{fi:X — (X;,9j)}je; kayn&ina gore bglangic olan bir tekp IK-yapisi vardir.
Bunun anlami, bir(Y,y) IK-objesi icin birg: (Y,yY) — (X,¢) doénkiumi bir
IK-morfizmdir ancak ve ancak hge J icin fj o g : (Y,¥) — (Xj, @;) dongumleri

bir IK-morfizmdir.

(TC2) Yapi (fibre) kacuklgl: Herhangi birX kimesi i¢in/K (X) ile gosterilenX in

IK-fibresi, yaniX Uzerindeki tim K -yapilarin sinifi bir kimedir.
(2) IL bir kategori veE, IL-bimorfizmlerin bir sinifi olsun.

IL nin IK butindyle alt kategorisindL de E-reflektif (E-yansimalh) (yada,
bireflektif) denir: & Her IL-objesi bir bimorfizm olaral’ de bir/K-yansima okuna

sahiptir.
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Bunun anlami/L deki herhangi biB objesi icin,A IK nin bir objesi olmak Uizere en
az birr: B — A IK-yansima (ya da/K-yansima bimorfizmi) vardir dyle Ki

asagidaki 6zellik sglanir:

A',IK nin bir objesi olmak uzere, herhangi it B — A’ i¢in bir tekf' : A — A’
IK-morfizmi vardir dyle kif' o r = f dir. (Adamek ve @., 2004)

27



2. L-BULANIK TOPOLOJ iK UZAYLAR

Bu bolimde, 6ncelikle bulanik kime tanimi ve baaliikleri tanitilacaktir. Bulanik
topolojiye literattirde getirilen farkh yakdanlar verildikten sonra bu yaldanlar
arasindaki ikkiler kategorik olarak incelenecektir. Ayrica L-bualk i¢c (kapars)

operatdrleri ve L-bulanik kognluk sistemi kavramlarina da yer verilecektir.

2.1.  Bulanik Kiimeler

Tanim 2.1.1:X baostan farkl klasik bir kiime vd. bir tam latis olmak tzere her
A+ X — L fonksiyonunaX in bir L-bulanik alt kiimesi adi verilir.

X in tim L-bulanik alt kimelerinin ailesf ile gosterilir.Su halde,

LX :={A]|A:X — L bir fonksiyon}.

x € X ve 1 € LX olmak Uzerel(x) deserinex noktasinini L-bulanik alt kiimesine

ait olma (lyelik) derecesi denir.

Ozel olarak,L = I olmasi halinde hed : X — I fonksiyonuX in bir bulanik alt

kiimesi olarak adlandirilir.

{xeX|A(x) >0, } cX klasik alt kimesinel L-bulanik alt kiimesinin deste

denir ve supp veyaAl, notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Her ae L icin {x€X|A(x) =>a}c X klasik alt kimesined L-bulanik alt

kimesinina-seviyesi denir vé ;) notasyonu ile gosterilir.

a € L olmak Uzere hex € X igin a(x) := a olarak tanimlanan fuzzy kuimesi X' in

sabit L-bulanik alt kiimesi olarak adlandirilir.

Buna gore, Vx€X icin 0(x):=0, ve 1(x):=1, bi¢ciminde tanimlanir.
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X kumesinin herhangi bir A klasik alt kimesi de Anrkarakteristik fonksiyonu,
Xa:X — 2:={0,1}

1, xeA
XA(x) = {O x $ A

ile X in bir bulanik alt kiimesi olarak g6z 6niine aliiabDolayisiyla, her klasik
kiime bir bulanik kimedir. (Zadeh, 1965)

Not 2.1.2: Bundan sonra aksi belirtimgdstreceX bostan farkli klasik bir kiimeyi

ve L ise bir bulanik latisi ifade edecektir.

Tanim 2.1.32, u € L* olmak tizere,

@A=u:= vVxeXicinA(x) = u(x).

b)A<u:= VxeXicini(x) < ulx).

QA:X > LVvxeXicinA(x)=(Ax)). L=1ise,A(x):=1—-2A(x)).
(d) A4, u L-bulanik alt kiimelerinin birlem ve arakesitsiemleri sirasiyla

AV ) (x) = maks{A(x), u(x)} ve (AAp)(x) = min{A(x), u(x)}, (vx € X)
olarak tanimlanir.

(e) Daha genel olarakd;};cr < L* ailesi icin birlgim ve arakesitsiemleri sirasiyla
(Vier ) (x) = Vierd; (x)  ve (Aier2)(x): = Aier 4 (%), (Vx € X)

olarak tanimlanir.

Yukaridaki slemler ileLX de bir bulanik latisdir. Ayrica,

() (Vier4)" = Aier A,

(i) (Aier &))" = Vier 4

De-Morgan kurallari da gianir. (Zadeh, 1965)
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Buna ek olarakl = (L, <,0,®,") bir kesin iki-yanli, dgismeli g-latis olmak Uzere,
L uzerindeki cebirsel yapilar da noktasal olat&ke gengletilebilir. Yani, Vx € X

iin asagidakiler salanir,
() 1O p)(x) = Ax) O pux),
(i) (1 @ W) = A(x) ® u(x),
(i) (A — w)(x) = A(x) — u(x).

Tanim 2.1.4:M(L),L nin sifirdan farkl indirgenemez elemanlarinin ldgnolsun.
Bu takdirde,

M(LX)={x,|x€X,a € M(L)}

kiimesinin elemanlaw, lar X in L-bulanik noktalarolarak adlandirilir. Burada,

. . a, y=x
Xeg: X — L, Vy eXicinx,(y) = {OLr y % x
seklinde tanimlanir.

Buradax’e x, L-bulanik noktasinin deste a deserine dex, L-bulanik noktasinin

degeri (yukseklgi) denir ve sirasiyla supp = x ve h{,) =« ile gosterilir.
x, € M(L¥) olmak Uizere
Xqg E1:e= a < A(x). (Dongsheng, 1987)

Uyari 2.1.5: X Uzerindeki her L-bulanik kimesM (LX) deki bazi L-bulanik

noktalarin birlgimi seklinde ifade edilebilir.
Diger bir deyjle, A = V,_ea x, Salanir.

Tanim 2.1.6:1 € L* ve x, € M(LX) olmak Uzerex, 2 ile g-caksimsidir (quasi-
coincident) denir ve bu durum,gl notasyonu ile gosterilire x, ¢ A’ salanir.

Buna gore,

Xqh: = a £ A (x). (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)
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Ozel olarak,L = I olmasi halindec,g1 : © a + A(x) > 1 dir. (Pao-Ming ve Ying-
Ming, 1980)

x, L-bulanik noktasinid ile g-caksimsi olmamasi ise, ¢4 notasyonu ile gosterilir.

Tanim 2.1.74,u € L¥ olmak lzereA ile u g-cakgimsidir denir velgu notasyonu

ile gosterilir= 3Ix e X : A (X) £ u'(x).
Bu durumdag ile u x de g-cakgimsidir denir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Lemma 2.1.8:A,u,v € LX, {A}ier € L*¥ ve x, € M(LX) olsun. Bu takdirde,
asagidaki Ozellikler sglanir.

(a) BgerAqu veu <v= Aqv.

(b) X4q Vierdi & 3j €T x4q4; .

C)A<u © Vx, €A iCinx, Eu & Vx,qA4 icin x,qu.

() x,q(AA W) & x,q94 vex,qu. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Tanim 2.1.9:X,Y bostan farkl iki klasik kime vep: X — Y bir fonksiyon olsun.
A €LX veu €LY L-bulanik alt kiimelerininp fonksiyonu altindaki goriinti ve ters

goruntusu sirasiylasagidaki sekilde tanimlanir:

iy = | YRy =00, 00

, (VyeyY)

ve

P (W) = (ne@)(x) = u(p(x)) (VxeXx).

Acik olarak,p“ (u) ve ¢~ (1) sirasiylaX veY klasik kiimelerinin birer L-bulanik alt
kimeleridir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Onerme 2.1.10p: X — Y, y:Y — Z iki fonksiyon, A,A,, A, € L%, u, uq, u, € LY ve

v € L% olsun. Bu takdirde,sagidaki 6zellikler sglanir.
1) @e@)”(D) =9~ (¢~ (D).
2) o) (v) =@~ (V).
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A< (¢~ (1)). Egerp: X — Y bire-birised = ¢~ (¢~ (1)) salanr.
(A p =9~ (9 (W) Egerp: X — Y orten iseu = ¢~ (¢ (w)) salanir.
BG4 <A = (1) <~ (Ay).

O <tz = 97 (11) < 9" (12).

(M ™) = (9~ (D).

(8) o= (W) = (¢~ (W)".

(9){2;|i €T} c L ailesiicin

@~ (Vier &) = Vier¢~ (&)

@7 (Nier A1) < Nier 97 (1)

(10){u; | i €T} c LY ailesi icin

@ (Vierts) = Vier = (1)

@~ (Nier 1) = Nier ¢ () - (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

Onerme 2.1.11X,Y baostan farkli iki klasik kiime vep: X — Y bir fonksiyon olsun.
Eserx, € M(LY) isep~(x,) € M(LY) ve ¢~ (x,) = (@(x)), dir.

Onerme 2.1.12X,Y baostan farkl iki klasik kimed, u € LX, v,p € LY ve p: X — Y

bir fonksiyon olsun. Bu takdirdesagzidaki 6zellikler sglanir.
() 2qe=(v) & ¢~ (Dqv.
(i) Aqu = @~ (Dge~ ().

(i) e=(v)q = (p) = vqp. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997)

2.2. L —Bulanik Topolojik Uzaylar

Tanim 2.2.1:X bostan farkh klasik bir kime veL bir bulanik latis olsun. ger

7 < LX L-bulanik alt kiimelerinin ailesisagidaki Ozellikleri sa@lyorsa, T ya X
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Uzerinde bir (Chang-Goguen) L-topoloji veya bulakiknelerin bir topolojisi adi

verilir.

(CT1)0,1 €,

(CT2)A, A, ET = A AL ET,
(CT3)VieTligcind; €t = Vierd; €T.

(X, 1) ikilisine bir (Chang-Goguen) L-topolojik uzay aeerilir. T nun elemanlarina

da acik L-bulanik alt kimeler adi verilir.
Eger, A’ € Tt ised ya (X, t) da kapali L-bulanik alt kiime denir. (Chang, 1968)

Ornek 2.2.2:.T X kiimesi tizerinde bir klasik topoloji ise,= yr :={x; : G € T }
ailesi X Uzerinde bir L-topolojidir. O halde, klasik anlaatd her topoloji bir
( Chang-Goguen ) L-topolojidir.

Tanim 2.2.3:(X,7,) ve (Y, ;) iki L-topolojik uzay ve ¢: (X,t,) — (Y,73) bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde,
(@) ¢ L-sureklidir: & V u € 17, icin = () € 14.
(b) ¢ L-aciktir: = VA€t icingp~ (1) € 7,. (Chang, 1968)

Chang-Goguen anlaminda L-topolojik uzaylar ile lamrdrasinda tanimh L-surekli

fonksiyonlar bir kategori okiurur. Bu kategori CL-TOP ile gosterilir.

Uyari 2.2.4: Acikca gorulebilir ki, klasik topolé&ji uzaylar arasindaki sabit
fonksiyonlar sirekli oldgu halde (Chang-Goguen) L-topolojik uzaylar arasisalait
fonksiyonlarin L-surekli olmasi gerekmez. Bu onetidelligi L-topolojik uzaylarda
elde etmek ve sabit fonksiyonlarin dnemine dikkekngek icin Lowen (1976),
L-topolojik uzay taniminin birinci 6zeflini degistirerek gagidaki tanimi vermtir.
Ancak bu seferde L-topolojik uzaylarin klasik topjgt uzaylarin bir genellgirmesi

oldugu gercgi kaybedilmitir.

Tanim 2.2.5:X bostan farklh klasik bir kiime velL bir bulanik latis olsun. ger
7 < LX L-bulanik alt kiimelerinin ailesisagidaki 6zellikleri sa@liyorsa, T ya X

Uzerinde bir(Lowen) L-topoloji denir.
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(LTl))Va €L igin a €1,

(LT2) 24,4, €T = A, AL, €T,

(LT3)VieTicind; €T = Vierd; €T.

(X, 7) ikilisine de bir ( Lowen ) L-topolojik uzay adi mbr. (Lowen, 1976)

Lowen anlamindaki L-topolojik uzaylar ve bunlar sirala tanimlanan surekli
fonksiyonlar kategorisi L-TOP ile gosterilir. Ayac Lowen anlamindaki her
L-topolojik uzay Chang-Goguen anlaminda bir L-tapél uzaydir. Buna gore,
L-TOPcCL-TOP ifadesi sglanir.

X Uzerindeki birr L-topolojisi asagidaki U¢ Ozellgi saglayan bir 7: LX — 2

donlsimU olarak da g6z 6ndne alinabilir.
D(0) =7(1) =1, (Vaelicnz(a) =1),
(2) BEger t(4,) =t(A,) =liset(4 A Ly) =1,
(A)Vierlicint(A) =1 ise t(Vierd; ) = 1.

Yukarida verilen her iki L-topolojinin taniminda deimeler bulanik olmasina
ragmen topoloji aksiyomlari klasiktir. Bu eksigli gidermek ve bulanik kiimelerin
acikhgini derecelendirmek icin Sostak (198%a@daki bulanik topoloji tanimi

vermistir.

Tanim 2.2.6:X bostan farkh klasik bir kime ve L bir bulanik latis olsun. Bu
takdirde, aagidaki Ozellikleri s@layan t: L¥ — L donumine X Uzerinde bir
(Sostak) L-bulanik topoloji veya acigin bir derecelendirmesi veya smooth

(purtzsuz) topoloji denir.
(BT1)z(0) =7(1) =1,
(BT2)V A, 4, € LX icin T(A; A 4,) = (A1) AT(Ay),

(BTB) Vierl |(;|n Ai (S LX ise T(viEF Al) = /\iEF T(Al’).
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(X, 1) ikilisine de bir L-bulanik topolojik uzay veya swih topolojik uzay denir.
A € LX olmak Uzere (1) degerine ded L-bulanik alt kimesinin aciklik derecesi
denir. (Sostak, 1985)

Uyari 2.2.7: (1) Tanimlar ksitastirildiginda; bir L-topoloji L-bulanik kimelerin

klasik bir ailesi(r € L*) iken bir L-bulanik topoloji ise L-bulanik kiimelailesinin

bir L-bulanik alt kiimes{r € L&) dir.

(2) AslindaL ve M farkh bulanik latisler olmak tzere, bulanik topjolr: LX — M
biciminde de tanimlanabilir. Ayrica, Tanim 2.2.&kd@T1) aksiyomu yerine

(BT1) Va € Ligint(a) =1 aksiyomu alinirsa(X,t) ikilisine bir tabakalamis

(stratified, laminated) L-bulanik topolojik uzayrde

(3) Her klasik topoloji bir L-bulanik topolojidirtGergcektendeT, X Uzerinde klasik
bir topoloji olmak Uzerel: 2X — 2 donimi olarak gz 6niine alinirsB = yr

donsUmUX Utzerinde bir L-bulanik topoloji olur.

(4) Her L-topoloji bir L-bulanik topolojidir. Gerégen, X ulzerindeki bir t
L-topolojisi icin 7: L* — 2 donkimi olarak goz 6nine alinirsaX Gzerinde bir

L-bulanik topoloji olur.

Onerme 2.2.8{ 1, : k € A } ailesi X Uizerinde L-bulanik topolojilerin bir ailesi ise
7= Agea Trr T(A) = Agen Tk (D)

ile tanimlanant donumuX Gzerinde bir L-bulanik topolojidir. (Ramadan, 1992

Tanim 2.2.9: Aagidaki Ozellikleri sglayant’: LX — L donsimineX Uzerinde bir

L-bulanik co-topoloji (¢ topoloji) veya kapaligin bir derecelendirmesi denir.
M7'(0)=7r(1)=1,

(Q)V 4,4, € LXiginT' (A, VA) =T (M) AT (),

(B)Vi€eTicinA; € LX iset' (Ajer4i) = Aier T’ (4;).

(X.t") ikilisine de bir L-bulanik co-topolojik uzay adesilir. (Sostak, 1985)
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Onerme 2.2.10t vet’, X lzerinde sirasiyla bir L-bulanik topoloji ve bifbulanik
co-topoloji olmak uzeret',, t,.: LX — L donitmleri sirasiylar’ (1) :== t(1') ve
7,./(4) == t'(1’) olarak tanimlansin. Bu takdirdeagidaki dzellikler sglanir.

(@) t'; X Uzerinde bir L-bulanik co-topolojidir.
(b) - X Uzerinde bir L-bulanik topolojidir.
)ty =1 Ve T’TT, = t'. (Ramadan, 1992)

Onerme 2.2.11:(X,7) bir L-bulanik topolojik uzay ved c X olmak Uzere,
TA:LA _>L, TA(V) = V{T(A) I/‘l ELX,AlA :V}

olarak tanimlanam, dongumuA tGzerinde bir L-bulanik topolojidir.

(X,7) bir L-bulanik topolojik uzay ved c X olmak Uzere, bir énceki dnermede
tanimlanan(4,t,) L-bulanik topolojik uzayingX,t) nun bir L-bulanik alt uzayi
denir. (Peeters, 1999)

Tanim 2.2.12:(X,t,) ve (Y,7,) iki L-bulanik topolojik uzay vep:X — Y bir

fonksiyon olsun.
¢ fonksiyonuna L-bulanik surekli (veya kisaca, LBeddli) denir: <
vu€eLlicint (o (W) =1,(u)  sglanir. (Sostak, 1985)

Onerme 2.2.13(X,t,), (Y,7,) ve (Z,73) L-bulanik topolojik uzay olsun. ger
p:(X, 1) = (Y, 1,) ve y:(Y,1,) — (Z,13) fonksiyonlari LB-surekli ise
Yo :(X,11) — (Z,13) bileskesi LB-sureklidir.

Ispat: Tanimlardan kolaylikla goriilur. (Sostak, 1985

Objeleri L-bulanik topolojik uzaylar ve morfizmletiB-surekli fonksiyonlar olan

kategori L-BTOP ile gdsterilir.

Onerme 2.2.14(X,t’',) ve (Y,t’',) iki L-bulanik co-topolojik uzay vep: X — Y bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde,

@ LB-sureklidire v u e LY icint’ (¢~ (1) = t',(1) salanir. (Sostak, 1985)
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Onerme 2.2.15:(X,t;), (Y,t,) iki L-bulanik topolojik uzay, ¢:X — Y bir
fonksiyon veA c X olsun. EBer ¢ LB-surekli ise,p|4: (A,14) — (Y, 1,) kisitlang
fonksiyonu da LB-sureklidir. (Peeters, 1999)

Tanim 2.2.16:(X,t,) ve (Y,7,) iki L-bulanik topolojik uzay vep:X — Y bir

fonksiyon olsun.
(@) LB-aclktir: & v 1€ LX icin7,(1) < 1,(¢~ (1)).
(b) ¢ LB-kapalidir: & v 1 € L icin7; () < 75,(p~ (1)).

(c) ¢ LB-homeomorfizmdir: < ¢ bijektif, LB-strekli ve ¢~1 LB-sureklidir.
(Ramadan, 1992)

2.3. L —Bulanik Topolojik Uzaylarin Kategorileri

Onerme 2.3.1(X, t) bir tabakalamis L-bulanik topolojik uzay olsun. Bu takdirde,
Va€L igin t7,:=={pu€L*: t(u) =a} a-kesimi X uzerinde bir (Lowen)

L-topolojidir. Ayrica,a > b iset, c 1, salanir. (Lee ve di., 1997)

Onerme 2.3.2(X, 1), (Y, t*) iki tabakalamis L-bulanik topolojik uzay vep: X — Y

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

p: (X,7) > (Y, %) LB-sureklidir & Vael icin ¢:(X,7,) — (Y, 7T%,)
L-sureklidir. (Lee ve di., 1997)

Ispat:(=) ¢: (X,7) — (Y,t*) LB-surekli vea € L olsun.

petr, alalim. O halde t(p (W) =t"(w) =a= ¢~(w) €1, dir. Yani
p: (X, t,) — (Y, 7*,) L-streklidir.

(&=)Vaelicing:(X,t,) — (Y,7°,) L-surekli olsun.
u € LY alahm.

°(u) =0, iser(q)“(u)) > 7" (w) oldugu aciktir.
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() # 0, ise birr € L i¢in 7°(u) = r diyelim. O halde,u € t*, dir. Boylece,
@ (1) € 7, bulunur. Sonug olaraki(¢< (1)) =7 =7*(u) elde edilir ki, bu ise
p: (X,t) — (Y,t") fonksiyonunun LB-surekli oldiunu gosterir.

Sonug¢ 2.3.3:.a € L olmak Uzere, G: L-BTORP— L-TOP, G{¥,1) = (X,7,) Ve
G(p) = ¢ ile tanimli donglim bir kovaryant funktordur. (Lee vegdi 1997)

Onerme 2.3.4(X, t) bir tabakalamis L-bulanik topolojik uzay ve het € L icin ,
T nuna-kesimiiseg(u) = V{a | u € 7, } saglanir. (Lee ve di., 1997 )

IspatV{a|p€et,}=V{a|t(w) =a}=1(w.

Sonug 2.3.57,7* : L¥ — L X Uzerinde iki L-bulanik topoloji olsun. Bu takdirde

T=1t"oVa€eligint, =1, dir. (Lee ve di., 1997)

Onerme 2.3.6(X,T) bir (Lowen) L-topolojik uzay vea € L olsun.T%: LX — L
dontsumu

1,, AsabitL — bulanik kiimesi
T*(A) =4a , A € T ve A sabit degil

0., diger

olarak tanimlansin. Bu takdirdeT® X Uzerinde bir tabakajenis L-bulanik
topolojidir ve(T%), = T dir. (Lee ve di., 1997)

Ispat: (BT1)V a € LX icin T*(a) = 1.

(BT2) 14,1, € LX alahm.

TAA) A TOA) =0, = T A Ady) =T A) A T(Ay).

Te(A) A TYA,) =1, = 44,4, sabit= 1; A1, sabitveT*(A; AA,) =1;.

T*(A)ATYA) =a = T*4,) = a ve T*(1,) = a oldugundani;, A, € T dir.
= A, AL, ET.Boylece,T*(A; AAy) = a =T A;) A TA,) dir.

(BT3) Vi € T'icin 4; € LX olsun.

Nier T® (1;) = 0, ise aciktir.
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NierT*(A) =1, = Vi€eTl icin T*(A) =1, =Vi€eTl icin A; sabittir.
= Vierd; sabit = T(Vier4;) = 1, = Aier T (4.

NierT* (1) =a = VieT icin T*(1;) = a dir. O haldevi€eTl icin 4; €T ve
Vierd; € T dir. Sonug olarakl*(Vier4; ) = a = Aier T* (1) dir.

Ayrica,u € (T*), © T%(u) = a < u € Tdir. O halde,(T%), =T elde edilir.

Bu sekilde oluturulan, (X, T%) tabakalamis L-bulanik topolojik uzayina-dereceli

L-bulanik topolojik uzay denir.

Onerme 2.3.7:(X,T;) ve (Y,T,) (Lowen) L-topolojik uzaylar vep:X — Y bir
fonksiyon olsun. Bu takdirdeyp: (X,T;) — (Y, T,) L-streklidir & Va €L igin
@: (X, T;*) — (Y, T,*) LB-sureklidir. (Lee ve di., 1997)

Ispat:(=) ¢: (X, T;) — (Y, T,) L-surrekli vea € L olsun.
u €LY alalim.u € T, veyau & T, dir.

p€eT, ve u= a sabitisep~(a) = a oldugundan,

T,°(w) =T,(a) =1, < 1, = T\*(a) = T," (¢ (a)) dr.

LET, ve u+a ise, T,%(uw) =a dir. ¢ L-strekli oldgundan o< () €T, ve
T1%(p~ (W) = a =T ().

ngTyise T,"(W) =0, = T,%(w) < T1"(e(W).

(&) o: (X, T1") — (Y, T,*) LB-siirekli olsun. O halde, Onerme 2.3.2 den
Q: (X, (Tla)a) — (Y, (Tza)a) L-Surek“dll’ (Tla)a = T1 ve (Tza)a = TZ
oldugundan,p: (X,T;) — (Y, T,) L-sureklidir.

Sonug 2.3.8: F: L-TOP— L-BTOP, RX,T)= (X,T%) ve F@) = ¢ ile tanimli

donisim bir kovaryant funktordur.

Her a € L igin a-dereceli L-bulanik topolojik uzaylar ve LB-sureldonumler
kategorisi L-BTOP ile gosterilir. (Lee ve di, 1997)
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Teorem 2.3.9: Hea € L icin L-TOP ve L,-BTOP kategorileri izomorfiktir. (Lee ve
dig., 1997)

Ispat: F: L-TOP— L,-BTOP, RX,T)=(X,T%) ve F@p)=¢ ile G:L-BTOP —
L-TOP, GK,7) = (X,t,) ve Gg) =¢ ile tanimh dongimler birer kovaryant
funktordur. Aciktir ki, GF(X,T)=(X,T) dir. O halde, FG(X, 1) = (X, 1) oldugunu
gostermek yeterlidir.X, 7)€ Ob(L,-BTOP) alinirs&d (X,T) € Ob (L-TOP) :t =T*¢

sgilanir. Buradan,

FoGX,7) = X, 1) = X, () = X, (TH DY = (X, T*) = (X,1) oOlur. Sonug
olarak, hem € L icin L-TOP ve L,-BTOP kategorileri izomorfiktir.

Teorem 2.3.10: }-BTOP kategorisi L-BTOP kategorisinin bir bireflékbuttntyle
alt kategorisidir. (Lee ve gi, 1997)

Ispat: Aciktir ki, L,-BTOP kategorisi L-BTOP kategorisinin bir butintyést
kategorisidir.

(X,7) € Ob(L-BTOP) alalim. Buradan, (X, (t,)%) € Ob(L,-BTOP) dir ve
idy: (X, 1) — (X, (1,)%) fonksiyonu LB-sureklidir.

(Y,t*) € Ob(L,-BTOP) ve ¢: (X,t) — (Y,7*) fonksiyonu LB-surekli olsun. O
halde, ¢: (X, (t,)*) — (Y,t*) fonksiyonunun LB-sirekli oldiunu gostermek

yeterlidir.u € LY alalim.
t*(p) = 1, ise p sabit vep~(y) sabittir. O halde(r,)* (¢ (1)) = 1, = (1.

(W) = 0, ise (1)~ (1) = 7" (1) oldusu agiktr.

() = a ise ¢: (X,7) — (Y,7*) LB-surekli old@gundana = 7*(1) < 17(e“ (1))
= ¢ (u) Et, Ve (Ta)a((p‘_(u)) >a = t*(u) dir. Sonug olarak,

@: (X, (t0)%) — (Y, t*) fonksiyonu LB-streklidir.
Yukaridaki iki teoremdensagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.3.11: L-TOP kategorisi L-BTOP kategorisibin bireflektif batinuyle alt

kategorisidir.
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2.4. L - Bulanik Topolojik Uzaylarda I¢ ve Kapans Operatorleri

Tanim 2.4.1:X bogtan farkh klasik bir kiime olmak tzeresagidaki Ozellikleri
saslayan birJ: L¥ x L, — LX dongumineX Uzerinde bir L-bulanik i¢c operatori
denir. (Buradal, := L \ {0,} dir.) VA, u € L* ver,s € L, icin

(11)3(Lr) =1.

(12) 74, 1) < A,

(I3)A<uver <sisei(4,s) <I(ur).

(14) IAAuTr AS) =ZTA1r)ANT(U,s).

(15) 7(9(A,r),r) = J(A,r). (Hohle ve Sostak, 1999)

Onerme 2.4.2t X uzerinde bir L-bulanik topoloji olmak tizere,
T Ar)=V{puelX|u<ive t(u) =1}

olarak tanimlanani,: LX x L, — L* donumu X Gzerinde bir L-bulanik ic

operatorudur. (Hohle ve Sostak, 1999)

Teorem 2.4.37: L% x L, — L*X doniumu X Gzerinde bir L-bulanik i¢c operatori

olmak Uzere,
(D) =V{reL| 14r) =1}

olarak tanimlanam; : LX — L donumuX tizerinde bir L-bulanik topolojidir ve X

Uzerinde bir L-bulanik topoloji isg, = t sglanir. (Hohle ve Sostak, 1999)

Tanim 2.4.4:X bogtan farkh klasik bir kiime olmak tzeresagidaki Ozellikleri
salayan bir C: LX x Ly — LX donumine X Uzerinde bir L-bulanik kapani
operatoru denir. (Sostak, 1996, Chattopadhyay weaBita, 1993)

(CLVreLyicinc(0,r) =0.
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(C2)va1€eLXicinc(A,7) = A.

(C3)Vr <sicinC(Ar) <C@,s).
(CAVseLyicinC(AVu,s)=CA,s)VC(y,s).

(C5) VA€ LX,reLyicinc(C(A1),r) =CA,r).

Onerme 2.4.5¢X, ") bir L-bulanik co-topolojik uzay olmak tizere,
v A€ LX ver € Ly icin

CoAr)=Nuel®*|u=2Avet'(u) =1}

olarak tanimlanaf, : L* x L, — L* donumu X Uzerinde bir L-bulanik kapagi

operatorudur. (Chattopadhyay ve Samanta, 1993)

Onerme 2.4.6:C: L* x L, — LX donsimi X (zerinde bir L-bulanik kapani

operatort olmak tzere,
vAeLX icin t'.() =V{reL,| cAr) =21}

olarak tanimlanam’c : LX¥ — L doniUumi X tzerinde bir L-bulanik co-topolojidir.

(Chattopadhyay ve Samanta, 1993)

2.5. L —Bulanik Topolojik Uzaylarda Komsuluk Sistemleri

Klasik topolojide, bir kiime Uzerindeki kawmiduk sistemi yapisi énemli bir yere
sahiptir. X bostan farkll klasik bir kime ve her € X icin v, € P(X) olmak lzere
asagidaki Ozellikleri sglayan V' = {V, | x € X } kiime ailesineX uzerinde bir

komsuluk sistemi denir.

(N1) VYU €N, igcinx € U,

(N2)VU,Ve PX)icinU e NV, veU C V iseV € N,,

(N3) VU, Ve PX)icinU,V e N, iseUNV € N,,Vx €X.

(N4)VxeX,UEN,icinIV cU:xeVvevyeViginV eN,.

42



Bdylece verilen birX kiimesi icin,X Uzerindeki yapi olarak yukaridaki 6zellikleri
sglayan bir ¥ komsuluk sistemi alinirsa(X, V') ikili yapisi olwturulur. Obijeleri
tim bu (X, V) ikilileri ve morfizmleri de uygun sirekli fonksiydar olan kategori
TNS ile gosterilirseTOP klasik topolojik uzaylar kategorisi ile bu TNS gatisinin
izomorfik olduzu kolaylikla goéralir. Yani, koguluk sistemleri ve klasik topolojiler
arasinda bire-bir bir uygunluk s6z konusudur. Bégleklasik topolojik uzaylardaki,
Ozellikle noktalarla ilgili olan problemler kaguluk sistemlerinde ele alinabilir.

Simdi ise X Uzerindeki bir topolojinin birx € X noktasindaki koguluk sisteminin
iki-degerli mantik versiyonu diiintlecek olursa,n, : P(X) — 2 asagidaki

Ozellikleri sglayan bir dongim olarak goz 6ntine alinabilir.
(2-N1) NV, (X) =1, N, (@) =0,

(2-N2)VU € P(X) icin V. (U) # 0 isex € U,

(2-N3)V U,V € P(X) icin N (U NV) = N, (U) AN, (V),
(2-N4)V U € P(X) icin M, (U) = Vyeyey Ayey Ny (V).

Pao-Ming ve Ying-Ming (1980), bu klasik kamduk sistemi teorisini I-topolojik

uzaylarda g-cakimsi komguluk sistemine gesgliettiler.

Tanim 2.5.1:X bostan farkli klasik bir kiime olmak Uzeregsagidaki Ozellikleri
sa@layan Q ={Q,, S L¥|x, € M(L*)} ailesine X uzerinde bir g-cakimsi

komsuluk sistemi veya kisaca Q-kgualuk sistemi denir.
(Q1)V 1 € Qy, icin x.q4,

(Q2)VApu€el¥icind € Q,, ved < piseu € Q,,,
(Q)VAu€ELXiGinA,u € Q,, iSeAAUE Q,, .
(QAVAELXigNIn€Q,, : A= pvevyquicinueQ,.

Objeleri tim (X,Q) ikilileri ve morfizmleri strekli fonksiyonlar olanL-QN

kategorisi L-TOP kategorisine izomorfiktir. (Paodive Ying-Ming, 1980)
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Bir onceki durumda oldtu gibi th:LX — 2 asagidaki ozellikleri sglayan bir
dongim olarak goz 6nune alinabilir. Boylece, (Q1)-(@&glliklerinin iki-deserli
mantik versiyonu gagidaki gibidir.

(2-Q1) 9, (1) = 1,2, (0) =0,

(2-Q2)V 1 € L¥ igin Q,, (A1) # 0 isex,qA,

(2-Q3)V A, 1 € L¥igin Qr, (A A 1) = Qy, (1) A Oy, (W),
(2-Q4)V A € L¥ igin Oy, (1) = Vixyqusa Nysqu Dy, (1)-

Tanim 2.5.2:X bostan farkli klasik bir kiime olmak Uzeregsagidaki Ozellikleri
salayanQ,, : L* — L doniumlerininQ = {9, | x, € M(L*)} ailesineX tzerinde

bir L-bulanik Q-konguluk sistemi denir.

(LQ1) Qx, (1) =11, 0, (0) = 01

(LQ2)V A € L¥ icin Q,, (1) # 0, isex,qA.

(LQ3)V 4,1 € L¥ igin Oy, (AA 1) = Oy (1) A Qx, ().
(LQ4)V A € L* igin Oy, (1) = Vixyqusa Aysqu Dys (W)

Vxe € M(LX) igin Q,, (1) degeri 1€ L* L-bulanik kimesininx, L-bulanik

noktasinin g-cakimsi kongulugu olma derecesi olarak gintlebilir.
(X, Q) ikilisine de bir L-bulanik Q-koguluk uzayi denir. (Jinming, 2006)

Tanim 1.7.6: (X,Q) ve (Y,P) iki L-bulanik Q-konguluk uzayr olmak uzere,
¢@: X — Y fonksiyonu bu L-bulanik Q-kosaluk uzaylari arasinda sureklidés

Vxe € M(LX), V€ LY igin Oy, (0 (1) = Py, (1)  sa&lanir,

L-bulanik Q-komguluk uzaylarinin ve bu uzaylar arasindaki sureétikisiyonlarin
kategorisi L-BQN ile gosterilir. (Jinming, 2006)
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3. (L, M)-BULANIK TOPOLOJ IK UZAYLAR

Bu bolimde, (L,M)-bulanik topoloji ve (L,M)-bulantiaban tanimi verildikten sonra
baslangi¢c (L,M)-bulanik topoloji kavrami ga edilecektir. Boylece, (L,M)-bulanik
topolojik uzaylar kategorisinin topolojik bir kateg oldugu elde edilecektir.

Tezin bu bolimunde aksi belirtiimedlistrecel ve M birbirinden farkli kesin iki-

yanli, degismeli quantale latisi (g-latisi) ifade edecektir.

3.1. (L, M)-Bulanik Topoloji Tanimi ve Temel Ozellikleri

Tanim 3.1.1:X bogtan farkh klasik bir kiime olmak tzeresagidaki Ozellikleri
salayan t: L¥ — M dongumine X Uzerinde bir (L,M)-bulanik topoloji veya

acikligin bir derecelendirmesi denir.

(BT 7(0) = 7(1) = 1u,

(BT2)V A, A, € LXicint(A; © 1) = 1(1,) O (1),

(BT3) V {Adier © L¥ igin T(Vier 4) = Aer 7 (A).

(X, 7) ikilisine de bir (L,M)-bulanik topolojik uzay (kasa, (L,M)-btu) denir.
Bir (X, 1) (L,M)-bulanik topolojik uzayinda (BT1) 6zediiyerine,

(BT1) V a € L¥ igin 7(a) = 1,, aksiyomu alinirsa bgx, ) (L,M)-bulanik topolojik
uzayina tabakaganis (stratified, laminated) (L,M)-bulanik topolojik ag denir.
(Hohle ve Sostak, 1995)

Uyart 3.1.2: (1) Ber O=A ve M ={0,1} olarak alinirsa bu durumda,
(L,M)-bulanik topoloji (Chang) L-topolojiyi (Tanir@.2.1) verir.
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(2) Eger ©=A ve L = M olarak alinirsa (L,M)-bulanik topoloji (Sostak)bdanik
topoloji (Tanim 2.2.6) yi verir.

(3) Eger (L, A) ve M,() olarak alinirsa (L,M)-bulanik topoloji Husseimi {2006)

verdigi tanim ile cakgir.

Tanim 3.1.3:7; ve 7,, X klasik kimesi Uzerinde iki (L,M)-bulanik topolajlsun.
7,'e 7, den daha incedir (veyayr, ye 1, den daha kabadir) denir ve, < 1,

notasyonu ile gosterilir< [V A € L¥ icin 7,(1) < 7,(1) ] salanur.

Ornek 3.1.4: (1X bostan farkli klasik bir kiime olsun vig,: LX — M, Vv 1 € L* igin

1y, Asabit

1o (A) = 1y, Tyt LX — M, 7,(1) = {OM Gigor

olarak tanimlansin. Bu takdirde, ve 75, X Uzerinde iki (L,M)-bulanik topolojidir.
Ayrica. X Uzerindeki herhangi bir (L,M)-bulanik topolojisi icint, < t < 7, oldugu
asikardir. (Hussein, 2006)

2 X={xy,z}, L=2, M=1 ve a,beM icin a® b =maks{a+ b — 1,0}

olsun. Burada,

1, A€E{0,X}
08, A={xy}
7(4) =< 0.6, A={y}
0.7, A={yz}
0, diger

olarak tanimlanam : 2%¥ — I doniziimi X tUzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.

B) X={x,y}, L=M=1 ve O=A olsun. v(x) = 0.4, v(y) = 0.5 biciminde

tanimlanarv € L* bulanik kiimesi igin

1, 21€e{01}
(1) ={0.7 , A=v
o , diger

olarak tanimlanan : L¥ — M donumu X tzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.
(Hussein, 2006)
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Onerme 3.1.5{t, }xca, X Uzerindeki (L,M)-bulanik topolojilerin ailesi olrkdizere,
Vl (S LX |g|n T(A): = /\kEATk (/1)

olarak tanimlanarm = Ageyp Ty LX¥ — M donisimu X Uzerinde bir (L,M)-bulanik
topolojidir. (Hussein, 2006)

ispat: (BT1)r(0) = Akeatic (Q) = 1n ver(1) = Areaic (1) = -
(BT2) 14,1, € LX alahm.
(A O A2) = AkeaTre (41 O A7)

2 Niea(Tre(A1) O T4 (42))

= (AkeaTr (A1) © (AkeaTr (42))

(1) O 1(12).

(BT3) {A;}ier © L¥ alalim. Bu durumda,
T(Vier &) = Akea Tk (Vier 1) = Aken Nier Tk (i) =Nier Axen Tk (2)=Nier T (4;)-

Onerme 3.1.6(X, t) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay vel c X olsun. Bu takdirde,
vvelLlicint,(v) =V{t(D) |1€LX, A, =V}

olarak tanimlanarr,: L4 — M donisumuA Gzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.

Tanim 3.1.7(X, 7) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay vel c X olmak tzere yukarida
tanimlanant, (L,M)-bulanik topolojisine r tarafindan dretilngi (L,M)-bulanik

topoloji ve (4, t,) ikilisine de (X, t) nun alt uzay: adi verilir.

Tanim 3.1.8:(X,1,),(Y,7,) iki (L,M)-bulanik topolojik uzay veg:X — Y bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde,
() ¢ LB-surekKlidir: & [V p € LY igin 7y (0= (1)) = 72(p) 1.
(b) @ LB-aciktir: < [V A € LX icin7,(1) < 1,(p~ (1)) ].

Objeleri tim (L,M)-bulanik topolojik uzaylar ve nf@mleri bu uzaylar arasindaki
LB-surekli fonksiyonlar olan kategori (L,M)-BTOReilgosterilir.
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Tanim 3.1.9:X bostan farkli klasik bir kiime olmak Uzeregsagidaki Ozellikleri
salayan t': LX — M donsumineX Uzerinde bir (L,M)-bulanik co-topoloji veya

(L,M)-bulanik e-topoloji veya kapaliin bir derecelendirmesi denir.
W 7'(Q) =7(1) = 1w,

(Q)V 4,4, € LXigint' (4 @ A,) =1/ (4) O ' (Ay),

()Y {A}ier © L igin 7' (Aier 4) = Aier v’ (4.

(X, ") ikilisine de bir (L,M)-bulanik co-topolojik uzayk(saca, (L,M)-bctu) denir.
(H6hle ve Sostak, 1999)

Onerme 3.1.10L bir tam MV-cebiri ve(X,t) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay
olsun. Bu takdirdet’, : L*¥ — M, 7'.(2) :== (A — 0) olarak tanimlanan dégiim

X Uzerinde bir (L,M)-bulanik co-topolojidir.

ispat: (1)r';(0) = (0 — 0) = 7(1) = 1y,

7o) = (1 — 0) = 7(0) = L.

(2) 14,1, € LX alalim.

T’ L) =t(411®1)—0 (L tam MV-cebiri olgundan)
=t(hh =00 % —0)
214 = 0014 —0)
=17':(4) O 7' (1)

(3) {Ai}ier € LX alahm.

' 2 (Nier 4) = t((Aier 1)) — 0) (L tam MV-cebiridugundan)
=T(Vier(di = 0)) = NAiert(4i = 0) = Aier 7'z (A0).

O halde,(X, t';) bir (L,M)-bulanik co-topolojik uzaydir.

Not 3.1.11:L’ nin bir tam MV-cebiri olmadii durumda,r’ (1) := t(1") olarak da

tanimlanabilir.
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Onerme 3.1.12L bir tam MV-cebiri ve(X,t") bir (L,M)-bulanik co-topolojik uzay
olsun. Bu takdirde, t,/: L¥X — M, 74(1):=1'(1 — 0) olarak tanimlanan

donsim X Gzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.

ispat: Onerme 3.1.10 un ispatina bege&ilde gorilir.
Onerme 3.1.13E bir tam MV-cebiri olsun. Bu takdirde,
(1) (X, 7) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay ise,,_ = 7.

(2) (X, t") bir (L,M)-bulanik co-topolojik uzay ise’TT, =1

Ispat: Onerme 3.1.10 ve Onerme 3.1.11 den aciktir.

Onerme 3.1.14:L bir tam MV-cebiri ve (X,77),(Y,75) iki (L,M)-bulanik

co-topolojik uzay olsun. Bu takdirde,

@:X — Y LB-sureklidire [V u € LY igin 71 (0= (w) = 75 (w) .

Ispat:(=) ¢ LB-siirekli olsun ve: € L' alalhm.

71 (o (W) = 1 (9 (W) = 0) = 7,1 (9" = 0)) = 7y (1 — 0) = 73().
(=) vuelicinti(p-(w) = 5(w) olsun.

T (0= (W) = 71 (¢" (W) — 0) = 11 (¢ (1 — 0) = 73 (u — 0) = 7 (W)
3.2. (L, M)-Bulanik Tabanlar

Tanim 3.2.1:X bostan farkli klasik bir kiime olmak Uzeresagidaki Ozellikleri
saslayan birB : L¥ — M donumineX Gzerinde bir (L,M)-bulanik taban denir.
(Abbas ve Aygun, 2006, Ramadan vg.d?002)

(B1)B(0) = B(1) = 1u,
(B2)V 11,4, € LX icin B(4; O 1,) = B(4,) O B(A,).

Asagidaki teoremde gosterilgii gibi bir kime UUzerindeki (L,M)-bulanik taban

yardimiyla ayni kiime Gzerinde her zaman bir (L,Mbaik topoloji Uretilebilir.

49



Teorem 3.2.2B, X Uzerinde bir (L,M)-bulanik taban olmak tzere,
t3(1) = V{AjeaB(4) | 1= Vjea 4}

olarak tanimlananz : L*¥ — M doniumu herd € L¥ icin 75(1) = B(A) kosulunu
sgilayanX Uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik topolojidir. Bekilde olyturulantg
(L,M)-bulanik topolojisineB (L,M)-bulanik tabani ile Gretilen bulanik topolajenir.
(Ramadan ve di, 2002)

Ispat: Onceliklerz nin X tizerinde bir (L,M)-bulanik topoloji oldiunu gosterelim.
(BT1) 75(0) = 75(1) = 1, oldugu agiktir.
(BT2) A, u € L* alahm.

Her{2; | 1= Vjead; } ve { | 1 = Vier i } aileleri icin dyle bir{d; © w} ailesi

vardir ki,
20 1= (Vieads ) © (Vier i) = Vyenrer (4 O ) saglanir,
3(AO0 W) =V{AigBW) | 1O 1= Vigvi}

= Njeaker B (4 O py)

2 Ajenker(B(4;) O B(uk))

> (AjeaB(4)) © (Aker B(ix))

Son gitsizlikte her iki yanln{/lj |/1 =Vjead; } ve {ug | it = Vierux } aileleri

Uzerinden supremumu alinirsa,

T3(A O ) = 15(1) O 15(u) elde edilir.

(BT3) Vi € Ticin A; € LX olsun.g; ile timK; indeks kimlerinin ailesini gosterelim

oyle ki{ 4;, € L* | A; = Viek, s, } Olsun. Boylece,

A= Vierﬂi = VieI‘ VkeKL- /L-k dir.
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Heri € T ve hery € [l;er S;, ¥ (i) = K; igin,
73(A1) = Aier(Akex, B(4;,)) (3.1)
s&lanir.
aiwi) = Niek;, B(4;,) diyelim. (3.1) den,
T3(1) = Vyelers; (Nier QGip)) L tam d&iliml tam latis)
= Nier(Vm,es; Qim;)
= Nier Vmes;(Amem; B (i) = Nier T3(41) elde edilir.
Boylecerz, X Uzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.
Ayrica, herd € L¥ icin 73(1) = B(4) oldugu tanimdan agiktir.

Simdi ise tz nin bu kaulu salayan X Gzerindeki en kaba (L,M)-bulanik topoloji

oldugunu gosterelim.

X Uzerindeki birc (L,M)-bulanik topolojisi igint > B olsun.

A € LX alalim. Her{ ; | 1 = Ve, 4; } ailesi igin

(D) = t(Vjeadi) = AjeaT (4) = Ajea B (1) salanir.

Her iki yanln{ A € LX | A =Vjep 4; } Uzerinden supremumu alinirsa,
(1) = 175(4) bulunur.

Boylece, 75 X lzerinde heil € L¥ icin 75(1) = B(1) kosulunu sglayan en kaba
(L,M)-bulanik topolojidir.

Lemma 3.2.3:1,X Uzerinde bir (L,M)-bulanik topoloji veB,Y Uzerinde bir
(L,M)-bulanik taban olsun. Bu takdirde,

@:(X,7) — (Y, 75) LB-slreklidir & vu €L’ icin (o (1)) = B(n) saslanir.
(Ramadan ve di, 2002)
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Ispat:(=) ¢: (X,7) — (Y, 15) LB-surekli olsun veu € LY alalim.
(9= () = 3(1) = B(W).
(=) u e LY icint(p (1) = B(w) olsun.
A € LY alaim. He{ A; € LY | 2 = Ve, 4; } ailesi icin
(0=) = 1(¢” (Vjeadi )
=1(Vjea ™ (4)))
> NjeaT (97 (4)) = Ajea B(A)
Son gitsizlikte her iki yanln{ A | A = Vjea; } Uzerinden supremumu alinirsa,
r(cp“(/l)) > 175(1), VA € LY elde edilir. Sonug olaralg LB-streklidir.

Teorem 3.2.4{(X;, 7;)}ier (L,M)-bulanik topolojik uzaylarin bir ailesk klasik bir
kime ve heri el icin ¢;: X — X; bir fonksiyon olsun.X (zerinde bir

B : L¥ — M doniumi gagidakisekilde tanimlansin:

B() = V{ Of=1 T (V"j) | A =0j=1 i (vkj) }
Bu takdirde,
(@) B donkumuX tzerinde bir (L,M)-bulanik tabandir.

(b) B ile uretilen Tz (L,M)-bulanik topolojisi heri € T igin X Uzerindeki ¢;
fonksiyonlarini LB-surekli yapan en kaba (L,M)-buila topolojidir.

() ¢@:(Y,U) > (X,t5) fonksiyonu  LB-slreklidir < VieTl igin
;o @: (Y, U) — (X;,t;) bileske fonksiyonu LB-sireklidir. (Ramadan vegdi
2002)

Ispat: (@) (B1)VA€{0,1} igin 1=¢(1) dir. Ayrica, 7(0) =7(1) =1y
oldugundanB(0) = B(1) = 1, oldusu aciktir.
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(B2) A, u € L* alalm. 1 =01_; ¢, (A,) ve u =0Of_, ¢}, (u;,) olacaksekildeki I
nin butin sonlk = {ky, ..., ky},J = {1, ..., Jq} alt kimeleri igin

20 1= (O, vi(A,)) © (OL, 95, () dir.

Ayrica,k € Knjise @i (A) O @i (k) = @i (A O ) dir.

A O 1 =Omexuy Pm;(Pm;) yazalim. Burada,

Ay Mg €K — (KN ))
o = by mu €] = (K1) |
A, © tomy M €K NJ

B O 1) 20 jexuy 7(07) 2 (O, 1, (Ae)) © (OL, 71,(15.))

Her iki yanin sirasiyla{1 =0, ¢ (A,)} ve {u=0L, ¢;,(1;,)} aileleri
tzerinden supremumu alinir @ isleminin supremum Uzerine gidma Ozellgi

kullanilirsa,

B(AO W) =B(A) O B(n) elde edilir. BoyleceB X uzerinde bir (L,M)-bulanik

tabandir.

(b) v 2; € Lt icin dyle bir{ ¢; (1;,)} ailesi vardir ki,
vieTlicintzg(p; (4;)) = B(e; (1)) = 1;(4;) salanir.
Boylece,Vi € T icin ¢; : (X,153) — (X;,7;) LB-sureklidir.

Simdi isetg nin her biri € T igin ¢; fonksiyonlarini LB-surekli yapa® tzerindeki

en kaba (L,M)-bulanik topoloji oldwnu gosterelim.

Her i €T icin ¢; : (X,7°) — (X;,7;) LB-surekli, yanivi €T ve V A; € LXi icin
(@i (4)) = (4 olsun.

A€LX alam. T nin 1=0; ¢i,(A4,) kosulunu sglayan her sonlu

K = {ky, ..., ky} alt kimesi igin,

(1) = 1°(Of-; P, i) 2O, T°(0i, (i) 2O T (M)
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Her iki yanin {A, |2 =00, ¢i,(4,)} Uzerinden supremumu alinirsa,
7°(1) = B(A) olur ki, 75,X Uzerinde herd € L*X igin t5(1) = B(1) kosulunu
sazlayan en kaba (L,M)-bulanik topoloji olgundany A € L¥ icin °(1) = t5(A).

(c) (=) ¢: (Y, U) — (X, 75 ) fonksiyonu LB-surekli olsuny i € T', 4; € L¥i icin,

U((@; 0 9)7(A) = U (9; (1)) ¢ LB-surekli)
=15 (9" () ((b) den)
= 7;(4)

Boylece, Vi e Ticin¢; o @: (Y, U) — (X;,7;) LB-sireklidir.
(=)VieTlicing;o¢: (Y, U) — (X;,t;) LB-surekli olsun.

A € LX alam. Bu durumdal’ nin 2 =QF_, @i, (Ax,) kosulunu sglayan her sonlu

K = {ky, ..., k,} alt kimesi igin,@;, o ¢: (Y, U) — (X, T, ) LB-streklidir. Yani,

U (((pki ° (P)P(/lki)) =U ((p<_ ((pki(_(/lki))> > 14, (2,) dir. Buradan,
U(p~) = U (o (O, #ic(1)))
=U (®?=1 »° ((pki(_(;{ki)))

2®?=1 u ((,0(_ ((pki(—(ﬂ'ki))>
ZCD?:1 Tki(Aki)'

Son aitsizlikte her iki yanin {A, |2 =0, ¢.(4,)} Uzerinden supremumu
alinirsa, U(¢< (1)) = B(1) elde edilir. Lemma 3.2.3 denp: (Y, U) — (X,13)

fonksiyonu LB-sureklidir.

Onerme 3.2.5(X,7) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay ved c X olsun.i:4 — X,
i(x) = x icerme fonksiyonu olmak Uzerd, lzerindei fonksiyonunu LB-surekli

yapan en kaba topolafi Uzerindeki alt uzay topolojisi ile ¢caki. Yani,

vv e Lticint,(v) = V{t(p): p € LX,v =i (p)} dir. (Peeters, 1999)
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ispat: Tamimlar yardimiyla kolaylikla gorlir.

Tanim 3.2.6{(X;, 7)) }ier (L,M)-bulanik topolojik uzaylarin bir ailes¥ = [[;er X;

kartezyen carpim kimesi ve hee I' icin p;: X — X; izdisUm fonksiyonu olsun.
Her i € T igin p; izdlsim fonksiyonunu LB-surekli yapa® Uzerindeki en kaba
(L,M)-bulanik topolojiye{(X;, t;)}ier (L,M)-bulanik topolojilerinin ¢arpim topolojisi

adi verilir.

Teorem 3.2.7: (X,7),(Y,ty) ve (Z,7,) (L,M)-bulanik topolojik uzaylar ve
p: (X, 1) — (Y, 11), ¥: (X, 7) — (Z,7,) LB-sirekli olsun.t; ® 7,,Y X Z Uzerinde
(Y, 1) ve (Z,15) (L,M)-bulanik topolojik uzaylarindan uretilen camp topolojisi

olmak Uzerey: (X,7) — (Y X Z,7; ® 73), y(x) = (¢(x),¥(x)) bigciminde tanimli
fonksiyon LB-sureklidir. (Hussein, 2006)

Ispat: Teorem 3.2.4 (c) den kolaylikla gortilir.

Teorem 3.2.8: (L,M)-BTOP kategorisi unutkan funktolgore SET kiumeler

kategorisi Uzerine topolojik bir kategoridir.

Ispat: Teorem 3.2.4 den agiktir.
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4. (L, M)-BULANIK iC VE KAPANI S UZAYLARI

Bu bdlumde, (L,M)-bulanik i¢c ve (L,M)-bulanik kapanoperatérleri kavramlari
tanitilacak ve bu kavramlar ile (L,M)-bulanik toppl arasindaki ikkiler
incelenecektir. Bgangic (L,M)-bulanik i¢c (kapag) operatort olgturularak

(L,M)-bulanik i¢ (kaparyg) operatorlerinin carpimi tanimlanacaktir.

4.1. (L, M)-Bulanik i¢ Uzaylari

Tanim 4.1.1: (a)X bostan farkh klasik bir kime olmak Uzer&; LX x M, — L*
donsimineX Gzerinde bir (L,M)-bulanik i¢ operatdri deng

(1) vreM,icini(L,r) =1,

(12)Vr e MyicinI(A4,r) <A,

(I3)A<uver <sisei(4,s) <I(ur),

(14) IO u,rOs)2IA1) OIWs),

(X, 7) ikilisine de bir (L,M)-bulanik i¢c uzayi adi verili

(b) Bir (X,7) (L,M)-bulanik i¢c uzayi gagidaki (I15) 6zellgini de s&lyorsa(X,7) ya

topolojiktir denir.
(I5) VA€ LX,r € My icin I(G(A,7),7) = I(A, 7).
(c) Bir (X,7) (L,M)-bulanik i¢ uzayina zayif tabakafals denir: <

[Va€LreM,igin J(a,r) = a]salanir. (Ramadan ve g, 2002)
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Uyar 4.1.2.0=A veL = M olarak alinirsa Tanim 4.1.1 ile Tanim 2.4.1 gaki

Tanim 4.1.37; ve 7,, X Uzerinde iki (L,M)-bulanik i¢ operatdri olsufy.’e 7, den
daha incedir (veyaj, ye 7, den daha kabadir) denir i < J; notasyonu ile
gosterilir : & VvV A1 € LX,r € M, icin 7,(4,7) < 7,(4,7) salanir. (Ramadan ve gl

2002)

Teorem 4.1.4(X,t) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay olsun. Herl € L*,r € M,

icin
T Ar)=V{uelX|u<si t(w=r}

olarak tanimlanand,: LX x My, — L¥ donumi X Uzerinde bir topolojik
(L,M)-bulanik ic operatoridir ve ger r=V{r' € My|7,(A,r') =1} ise
7.(4, ) = 2 sglanir. (Burada,J,(4,7) bulanik kiimesiz € LX bulanik kiimesinin
r-inci seviyeden icgini ifade etmektedir.) (Ramadang., 2002)

Ispat: 3, nun X Uzerinde bir topolojik (L,M)-bulanik i¢c operatoréldugunu
gostermek icin Tanim 4.1.1 deki (11-15) Ozellikien sa&landgini gostermek
yeterlidir.

(12) ve (I12) tanimdan aciktir.

(13) 4, u € LX ver.s € My alalim.A < u ver < s olsun. Buradan,
{(velX|lvsAat(v)=ric{pelX|p<utip) =1}
SVivelX|lvsAatw)=2r}sV{pelX|p<utlp)=>r}
= 7.(A4r) < I.(ur) ve

{velXlvsrat(v)=siclv el |lvsat(v) =1}
SVvelX|lvsAatw)=s}sV{velX|lvsAt(v) =1}
=7.4s) < 7,4, r) = T,(4,s) <I.(u,r) elde edilir.

(14) A, u € LX ver.s € M, alalim.

I A0urOs)=V{velX|lv<s10ut(v) =r O s} dir.
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JAr) < Avel(u,s) <u = I,A4L1r) O (n,s) < A0 wu (4.1)
(7, (47) O 7.(,8)) = (7. (A, 1) O (7 (1, 5))

=t(M{plp=At@ =27} OtV{nln=ptn) =s})
2NMz@lp=srtlp)zry OMTMIn < p () = s}
>rQs
= 1(5,(4L1) O % (Ws) =rOs (4.2)
(4.1), (4.2) denf,(A QO u,r O 5) = T,(4,7) © T.(1, s) elde edilir.
(I5) 1 € L¥ ver € M, alahm.7,(3,(A,1),7) = V{u € L¥ | u < 5, (4, 7), 7() = 7}
t(3,An) =t(V{velX|lvsrat)=rP 2 AtWIvsrt(v)=r} =7

= 7,34, 7r),r) =3.(4r) dir. Yani, (X,7;) bir topolojik (L,M)-bulanik i¢

uzayidir.

Simdi, r = V{r' € My| 7,(4,r") = A1} olsun. (12) denj,(4,7) < A oldugu biliniyor.
O halde J;(4,r) = A oldugunu gostermek yeterlidir.

(D) =17 Ar)) =t(V{pe X lus (@) =7'})
Mt lpsAt@w)=r"}
>

J.(A,r") = A olacaksekildeki herr’ € M, icin 7(1) = r’ oldugundan,z(1) = r dir.
Buradang,(4,r) = V{v e LX |v< 4, t(v) = r} = 1 elde edilir.

Teorem 4.1.4 de ofturulan 7, (L, M)-bulanik ic operatérinea (L,M)-bulanik

topolojisi tarafindan Uretilen i¢ operator adi \ieri

Teorem 4.1.5: 7:LX x My, — L* donGumu X Uzerinde bir (L,M)-bulanik ic

operatori olsunX Gzerinde
;) =V{reM, |7 4r) =1} (VA€ L¥igin)
olarak tanimlanam; : L* — M donUumu gagidaki dzellikleri sglar.
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(@) t; donumu X Gzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.
(b) Egert, X Uzerinde bir (L,M)-bulanik topoloji isg;. = 7 sglanir.

(¢) I, =7 < 7 topolojiktir ve 7(4,s) = A olanV s € K # @ i¢in J(4, Vsex s) = 4
sglanir. (Ramadan ve gli, 2002)

Ispat: (a) (BT1);(0) = 74(1) = 1), oldugu tanimdan agiktir.

(BT2) Varsayima 1,,1, € L* icin 7;(1; © 4,) & 145(4,) O 75(4,) olsun. Buradan,
79(44) in tanimindan,3r; € My : I(A4,11) = A4, ve 19(4; O A,) 21 O 79(45)
77(A,) nin tanimindanir, € My : 7(A,,15) = L, ver;(4; O A) 2, O, (4.3)
T O A1 Or) =2IA,1) ©IAy, 1) =4, O A, dir. Ayrica, her zaman
T Oy O1y) <A OA, oldugundan J(4 O 1,1 O 1) =4 O A, dir.
Buradan;z;(A; © 1) = V{re My |74, © A,,1r) = 1, © A,} =1, O ry, bulunur.
Bu ise (4.3) ile cefir. O halde, varsayim yagtir. Yani, V A;,4, € L* icin
75(4 O 42) = 13(11) O 15(42) elde edilir.

(BT3) {A;}ier < L* alalim ver;(Vier A1) = Aier 77 (4;) oldugunu gosterelim.
T9(Vier4) = V{r € My | I(Vier 4, 7) = Vier4; }
NierT(A) = Nier V{r € Mo [ I(A;,7) = 4; }

A= {7” € MO | ﬂ(VieFAl-,r) = viEl"Ai} ve B = {T' € MO |‘7(Ai,7") = Al} d|ye||m

VieTlicinr € B alalim.
= Vi€eTrl icinI(4;,r) = 4; dir.

VieTl icin A4; <Vier4d; oldugundanvi el igin J(A;,7) < I(Vierd;,r) dir.
= VieTl icin 4; £I(Vierdi,7) < Vierdi = Vierdi £I(Vierdi, 1) < Vier 4
= I(VierAi,1r) = Vier4; = r € A elde edilir.

Vi eTicin B c A oldugundant; (Vier A;) = Aier 77 (4;) elde edilir.
(b) 7, X Gizerinde bir (L,M)-bulanik topoloji olsun.

A € LX alahm. 7, (1) = V{r € My | 7;(4,r) = A} oldugundan,
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A=7.Ar)=V{pelX|lusit(w=r} o (D) =>r
= 1,(1) = V{r € My | T(A) = r} = ©(A), VA € L¥ dir. O haldez; = dir.
(c) (=) I, =7 olsun.
Iey (L) =V{p €L | p < A,t5(u) =} dir,
73(I(A, 1)) = 19(9;, (A7)
=(V{pelXlu<Anw =1}

> Mo lp<dtw =1}

=>T.

= JIA,1),1) =73,A,7),7r) =T34 ) dir. Yani,J (L,M)-bulanik i¢c operatori
topolojiktir.

r=V{s€eM,|I(As) =4} olsun. Bu durumda(4,r) = A oldugunu gosterelim.
JAT) =T,Ar) =V{pe X |u<A ty(w) =27}

(D) =V{seMy|I(A,s) =2} =r = J(4,r) = A elde edilir.

(&) 7 topolojik ver = V{s € My | I(A,s) = A} icinI(A,7) = A olsun.
Ie, (L) =V{p e L | p <A, t5(u) =r}dr. Ayrica,J(A,r) < Adrr.
iddia:t;(9(A, 1)) =7

(I, 1)) = V{s € My | I(I(A,7),s) =T(A4, 1)}

(X,7) topolojik olduizundan, v A1 € LX,r € M, icin 7(3(4,7),r) = I(4,r) dir. O
halde,t;(J(4,)) = r dir. Buradan,

J:,(4, ) 2 I(4,7) bulunur. (4.4)

u < Avety(u) =r olan hem € L¥ igin u < 7(4,7) oldugunu gosterirsek ispat biter.
r=V{s€My|I(As) =2} icin J(4,r) =2 oldugundan, 7(u,t5(n)) = p dr.
79(u) = r oldugundanu = ﬂ(u, Tg(ﬂ)) <I(uwr) <I(Ar)dr.
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= u<ivery;(u) =rolanheu € LXicinu < J3(4,1)
= V puelX|u<i y(w)=2r}<i@dr)
= I,(A4r)<IA47) (4.5)
(4.4), (4.5) deny 1 € L*,r € M, icin 7,(A,r) = 7(4,r) elde edilir.
Tanim 4.1.61X,7,) ve (Y, 3,) iki (L,M)-bulanik i¢ uzayi olsun.
(@) p: X — Y fonksiyonuna bir bulanik LI-dégimi denir: <
V€L, re M icinI (o~(w),r) = o~ (I(u,1).
(b) ¢: X — Y fonksiyonuna bir bulanik LI-a¢ik dogiimi denir: <
VA€ LX,r e M,icing>(7,(14,71)) < T,(p>(1),r). (Ramadan ve gi, 2002)
Teorem 4.1.7(X, 1,), (Y, 7,) iki (L,M)-bulanik topolojik uzay olsun.

@ ¢:(X,7,) — (¥,7,) fonksiyonu LB-sureklidir < ¢:(X,7;) — (¥,7;,)

fonksiyonu bir bulanik LI-dondiimuddr.

b) ¢:X,1)— (Y,1;) fonksiyonu LB-agiktir < ¢:(X,7,)— (¥,7;,)
fonksiyonu bir bulanik Ll-acik dégtimudur. (Ramadan veg) 2002)

ispat: (a(=) ¢: (X, 7,) — (Y, 7,) LB-siirekli olsuny € LY, € M, alalim.
0= (1, WD) = e (Vv e L [v<p, () 27))
<o (V(veL |9~ <9 (W, u(p~™) =)
=V{ =) |9~ < 9=, Ta(9~ () =7}
<V{1elX|21<o (w), (1) =71}
=T, (9 (), 7)

Boylece,¢: (X,7;,) — (¥,3;,) bir bulanik LI-déngiimtdur.
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(=) Vuel,reMyign I, (p~(W),r) = ¢ (%, (7)) olsun.
v € LY alalim.
(V) =15, (V) =V{r € My | I,,(v,) =v }
SVIreM, | o“(Jr,v,r)) = 9= (v) }
S VIr €M | T, (9= (), 1) = 9= (v) }
=15, (@ () = 11 (@” (V).
Boylece,p: (X,7,) — (Y, 7,) LB-sureklidir.

b)) (=)¢:(X,7,) — (Y, 7,) LB-aclk olsun. 1€LX ve reM, alaim.

0™ (9,00) =~ (V{peLlX|p< 2 1(p) 27} )
<e”(Vpel¥| 97 (p) <~ (), T2(9~(P)) =T71})
=V{e~ () 197 () <9~ (D), 12(0~(p)) 27}
SV{Rel' | p<o™@), 2(w) 27} =7,(~A),7).
(=) ¢ (X,7;,) — (¥,9,,) bir bulanik LI-agik dongiimii olsuna € L* alalim.
(D) =15, D) =V{r eMy|T,,(41) = 1}
sV{reMyl o~ (@, (A1) =9~ ) }
SVIre M| 7,(p" (D) =9~ (D) }
=V{reM|7,(p" (D) =9~ (D) }
=15, (07 (D) = T2(~ (D).
O halde : (X,t;) — (Y, ;) fonksiyonu LB-agiktir.

Omek 4.1.8:L=M=1 ve O=A olsun. u ¢{0,1} igin 7;,7,: 1¥ x I, — I¥

(L,M)-bulanik i¢ operatorleriggidaki sekilde tanimlansin:
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1 A=1re€eM,
U , 1#A>pur<1/2
h(A,r) = A r=20
\g , diger
l ) AZLTEMO
u ,1#A>2ur<1/2
2(A1) =13 r=0
\g , diger

(L,M)-bulanik topolojileri aagidakisekilde elde edilir.

1, 21€e{01}
T71(/1):T72(/1): 1/2 , /1=u
0 , diger

Buradanidy: (X, ts,) — (X, 75,) fonksiyonu LB-sureklidir.

Sonuc olarak,idy: (X,7,) — (X,3;) bir bulanik LI-dongimia deildir, fakat
idy: (X,75,) — (X, 75,) bir bulanik LI-agik déngimudr.

Teorem 4.1.9M idempotent{(X;, 7)) }ier (L,M)-bulanik i¢ uzaylarin ailesiX bir
kime ve her i €T icin ¢;: X — X; bir fonksiyon olsun.I' nin tim sonlu
K = {iy, ..., i} alt kimeleri icin birg: L* x My, — L* donisimi gagidaki sekilde

tanimlansin.

IA,r) = V@;;:l(p;((aik)s)t{ Ok=1 95, (7ik (Aik' r))}

Bu takdirdeJ her i €T icin ¢;: X — X; fonksiyonlarini bir bulanik LI-d6ngiim
yapanX Uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik i¢ operatérid@®amadan ve gi, 2002)

Ispat: Oncelikle 7: L* x My, — L* doénsimininX Gzerinde bir (L,M)-bulanik i¢

operatori oldgunu gorelim.
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(1) 7(1,7) = i (%(1,7)) oldugundang(1,r) = 1 dr.
(12) T nin tim sonlK = {iy, ..., i,,} alt kimeleri igin,
IAr) = Vo;;ﬂ(pg((aik)sz{ Ok=1 i, (7ik (A T))}

< Vop,e; =il Ok=1 95 (43,)}

<A
(I3) A < uver < s olsun.

IAr) = V@gﬂ(pgc(/lik)sa{ Ok=1 ?i, (7ik (A T))}

< V(Dﬁ:ﬁl’(i_k(lik)sﬂ{ Ole=1 @2; (jik (Aik'r))}
=IJ(u,r).

T2, = Vor_ e aye{ Ok i (% (7))}

2 V@’L&Q(M@sﬂ{ Oter 97, (%, (4 9) )}

=J(4,s).
(14) Auel* ve r,s €M, alalim. T nin tim sonlu K = {ky, .., k,} ve
J = {1 -, Jg} @lt kimeleri icin O i, (A,) < AveOL; o5 (1) < u
= (@’lf’zl <p,‘;i(/1kl.)) ) (@le (p;(uji)) <A1Qu salanir.
Ayrica, herk € K n ] icin @i (4) O @i (i) = @i (4 O py) oldugundan,
Pic T (A1) © @i (e, 7)) < @3 (A O g, 7 © 5)) salanir.
P=KuUjJ={my,.., m} icin

Am; ©1L m€K—(KNJ)
Pm, =4 Hm; OL my€]—(KnJ])  diyelim.
/17711' @ I’l'mil ml € K n]
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Egerm; e K— (K nJ)ise,
P T, Ay 1)) = iy (I Ay 7)) © 1
= O (T Ay 7)) © @3y (T (1, 9))
< O (T, A, O LT O 5))
= O, (T, (Pmp 7 © 9))-
Benzersekilde gserm; € ] — (K nJ) ise,

O (T, Wiy $)) < O, (T, (P, 7 © 5)) dir. Buradan,

01090 = (1| O 5 ()

© (Vogzlqo;(u,-i)sﬂ{ oL, o5, (3w 9))})
= vOir=1‘PT(71i(pmi)leM{ i=1 (p;li (gmi(pmi'r © S))}

<JIAOurOs).
Boylece, 7(A O u,r O s) = I(A,r) © I(u,s) elde edilir.
Sonug olarakj X tGzerinde bir (L,M)-bulanik i¢c operatdruduir.

Simdi Vi €T igin ¢;: (X,7) — (X;,7;) fonksiyonlarinin birer bulanik LI-d6gim

oldugunu gosterelim.
Vi €T\ € LX ve bir{ ¢; (1)) }ier ailesi icin

I(p; (4),7) = @; (J;(A;, 1)) dir. Boylece Vi €T igin ¢;: (X,7) — (X;,7;) bir

bulanik LI-dongumudur.

Simdi ise, buJ i¢c operatorinin Vi €T icin ¢; fonksiyonlarini birer bulanik
LI-donisimu yapanX uUzerindeki en kaba (L, M)-bulanik i¢c operatori u@dnu
gosterelim.7* X tzerindevi € T igin ¢;: (X,7*) — (X;,9;) bulanik LI-dongumu

olacaksekilde bir (L, M)-bulanik i¢ operatérii olsun. O tia) hery; € LXi ver € M,
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icin 7* (@5 (1),7) = @i (7;(4;,7)) dir. 1€ LX ver € M, alahm.T nin tim sonlu

K = {iy, ..., i} alt kimeleri igin,
I, 1) = V@Llwgcuik)ﬁ{ Ok=1 ¢i, (7ik (liklr))}
< Vop,e; sl Ok=1 7" (05 (25).7) }
< ngzl(pa(,lik)g{ 7*(Okz1 01, (44,).0k=17) } (M idempotent)

= V@£=1<p;<aik>sa{ 7 (Okzr 01, (A4, ),7) } T 1).

Tanim 4.1.10{(X;, 3)}ier (L,M)-bulanik i¢ uzaylarin bir ailesi¥ bir kime ve her
i €eTicin ¢;: X — X; bir fonksiyon olsunX tzerinde Teorem 4.1.9 da giurulanJ
(L,M)-bulanik i¢ operatérine& uzerindeki bglangic (L,M)-bulanik i¢ operatori
denir. X Uzerindeki bglangic (L,M)-bulanik i¢c operatérl, her bire I' icin ¢;

fonksiyonlarini bulanik LI-doniiimt yapanX Gzerindeki en kaba (L,M)-bulanik i¢

operatorudur.

Tanim 4.1.11: M idempoten{,(X;,7;)}ier (L,M)-bulanik i¢ uzaylarin bir ailesi,
X =[lier X; kartezyen carpim kimesi ve heti €T icin p;: X — X; izdlsim
fonksiyonu olsun. Heri € T' i¢in p; izdlsim fonksiyonlarini bulanik LI-détam
yapanX Uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik i¢ operatorinepga (L,M)-bulanik ic

operatoriadi verilir.
Teorem 4.1.9 darsagidaki sonuclar elde edilir.

Sonu¢ 4.1.12M idempotent vel,Y Uzerinde bir (L,M)-bulanik i¢ operatdru olsun.

@: X — Y bir fonksiyon olmak tzere
f]‘p(ﬂ., ‘I") = V<P‘_(H)$/1 (p(_(ﬂ(,u, T'))

olarak tanimlanani?: LX x M, — L* dongumiu ¢ fonksiyonunu bir bulanik
LI-donUsimu yapanX Uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik i¢ operatoridiitamadan
ve dig., 2002)

Sonug 4.1.13M idempotent vJ;}icr, X Uzerindeki (L,M)-bulanik i¢ operatdrlerin

bir ailesi olsun. Tim sonl = {i,, ..., i,,} € T'igin
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T*(A 1) = Vi, 01,0..01, 10, 1, 1) O . Oy, (4,7)

olarak tanimlanad*: L* x M, — L* donUmu heri € T icin J; (L,M)-bulanik i¢
operatdrlerinden daha ince ol&nizerindeki en kaba (L,M)-bulanik i¢ operatéruduir.
(Ramadan ve di, 2002)

Teorem 4.1.14M idempotent{(X;, 7;)}ier (L,M)-bulanik i¢ uzaylarin ailesiX bir
kime, her i € T icin ¢;: X — X; bir fonksiyon veJ Teorem 4.1.9 da ojturulan
(L,M)-bulanik i¢ operat6ru olsun. Bu takdirdgagudaki 6zellikler sglanir.

(a) En az bii € T icin J; zayif tabakalgmis iseJ, X Uzerinde zayif tabakaianistir.
(b) Heri € T i¢in J; i¢c operatorleri topolojik ise] ic operatori de topolojiktir.

(€) o :(Y,7°) — (X,7) fonksiyonu bir bulanik LI-dongiimudir < Vi €T igin
p;o@: (Y, 7)) — (X;,7;) bir bulanik LI-donguimudir. (Ramadan veg) 2002)

Ispat: (a) Biri €T igin J; zayif tabakalgmis olsun. Hera € LX,r € M, igin

Ji(a, 1) = a veo; (@) = a oldusundan, hew € L*,r € M, igin
j(g, T) = VO’;@‘:ﬂpg{(MR)sg{ G;‘l=1 (P:-; (gik(/lik’r))}

=y (71'(% T)) za.
Boylece,J X Gizerinde zayif tabakalanistir.

(b) T nin tum sonl& = {iy, ..., i,,} alt kimeleri igin,

A1) =Vop_ gt gt { Ofar 95 (%, (2407))}
= V@gn(pa(aik)sa{ Ok=1 ¥, (7ik (4, (A5 7), r))}
<Vag s o)t L O 9 (0 G ))}
<JI[IA71),7).

Cunki, Ok, ¢, (4;) < 1ise Ok, @i, (ﬂik(lik,r)) < J7(,7) dr.
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(c) Tim sonlK = {iy, ..., i} < T alt kimeleri igin,

P (I T)) =@ <V®z=1(pg((lik)g{ k=1 Pi, (gik()’ik’r))}>
Vol (O (1,60

= V®’£=1¢E<(Aik)sa{ k=19" ( Vi (g""(li"' r)))}

(1)1 Q=1 7' (07 (95, (A). 1) }

O;cl:l(l)ik

< v%lq)wik)ﬂ{y*(<p*(@;;=1 0. (4)),0k=1 ) } (M idempotent)

= Voo (1)l @ (Ot 91,20)).1)}

k=1

<7 (p=(1),1).

Objeleri (L,M)-bulanik i¢ uzaylari ve morfizmleriedbulanik LI-donglimler olan

kategori (L,M)-Bl ile gdsterilir.

Teorem 4.1.15: (L,M)-BI kategorisi unutkan funktayéare SET kiimeler kategorisi

Uzerine topolojik bir kategoridir.
Ispat: Teorem 4.1.9 ve Teorem 4.1.14 (c) yardinkglaylikla gorilir.

Asagidaki teorem; verilen (L,M)-bulanik topolojilerdestide edilen (L,M)-bulanik i¢
uzaylarla olgturulan balangi¢ i¢ operatorinun Urettibulanik topoloji ile verilen
(L,M)-bulanik topolojiler ile dretilen bdangic topolojinin ayni oldgunu ifade

etmektedir.

Teorem 4.1.16M idempotent{(X;, 7;)}ier (L,M)-bulanik topolojik uzaylarin ailesi,
X bir kime ve her i €T icin ¢;: X — X; bir fonksiyon olsun.X Uzerinde bir
J:LX x My — LX donumu  tim sonluK = {i,...,i,} c€ T alt kimeleri igin

asagidakisekilde tanimlansin.

IAr) = Vo;;l(p;((aik)sa{ Ok=1 ¢i, (7rik (A 7‘))}
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Bu takdirdezg = t; dir.

Burada, 7; 7 ile Uretilen (L,M)-bulanik topoloji very ise Teorem 3.2.4 deki
(L,M)-bulanik topolojidir. (Ramadan veglj 2002)

Ispat: Varsayim3 A € LX igin 75(1) & 7;(4) olsun. Teorem 4.1.5; tanimindan,
AreMy: J(A4,r) =Averg(d) £ r dir. HerK = {iy, ..., i,} € T'igin,

A=IAr) = VOQ:MEC(MR)Q{ Ok=1¥i, (7rik (Aik’r)>}

Teorem 4.1.4 derﬂrik(lik,r) =Tr, (jfik(lik,r),r) oldusundan ve Teorem 4.1.5

den 7; = 75 oldugu kullanilirsa,
L

Ty, (Lik (Aik,r)> > rdir.

We = @5, (jfik(/lik,r)> diyelim. Teorem 3.2.4 den,

B(Olk=1 tr) =Ol=1 Ty, (7% (/L-k,r)) >R T =T (M idempotent)

pg =Qk=1 i diyelim. Her {K cT|Qk- ¢; (4,) <A} kumeleri igin,

Teorem 3.2.4 dekiz nin tanimindan,
75(1) = T8(Vker k) = Ager B(pg) = 7.
Bu ise bir ¢cekkidir. O halde ¥ u € L* igin t5(u) = 75(u) salanir.

Simdi ise Yu € LX icin  t5(u) < 71y(u) oldusunu ya da buna denk olarak,
idy : (X,79) — (X,t5) birim fonksiyonun LB-siurekli oldgunu gdsterelim.
Teorem 3.2.4 (c) den, sadegge idy : (X, 17) — (X;,7;) fonksiyonunun LB-surekli

oldugunu gostermek yeterlidir. € M, icin 7;(v;) = r ise Teorem 4.1.4 den,

J7,(v;, ) = v; dir.J nin tanimindan,

i W), = 97 (T,vum)) = 97 ().

Teorem 4.1.5 derg (¢; (v;)) = r dir.
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Boylece,V v; € L¥i icin 7;(v;) < t4(; (v;)) salanir.

Sonug olaraky u € L¥ icin t5(u) < 7;(1) ve boylece deg = ; elde edilir.

4.2. (L, M)-Bulanik Kapanis Uzaylari

Tanim 4.2.1: (a)X bostan farkli klasik bir kime olmak lzer€,: LX x My, — LX
donlgimine X Uzerinde bir (L,M)-bulanik kapani operatéri denir: <

VA u€LX rs €M, icin asagidaki dzellikler sglanir.
(c1e(o,r) =0,

(C2)c(A,r) =4,

(C)IA<uisec(A,r) <C(u,r),

(CA)r <siseC(A1r) <C@,5).

(COCAD@urOs) <CAr)®Cus),

(X, ©) ikilisine de bir (L,M)-bulanik kapagiuzayi adi verilir.

(b) Bir (X, ¢) (L,M)-bulanik kapary uzayina topolojiktir denir<
(C6)V A€ LX,r € My icin C(C(A,1),7) = C(A,T).

(c) ¢, veC,, X uzerinde iki (L,M)-bulanik kapagipoperatori olsurc,’e C, den daha
incedir ( veyaC, ye C; den daha kabadir ) denir ¢g < C, notasyonu ile gosterilir
o VAELX,r € MyicinC (A, 1) < Cy(A, 7).

Uyari 4.2.2: (1)L = M = I ve ®=A olarak alindginda Tanim 4.2.1 Chattopadhyay

ve Samanta (1993) tarafindan verilen tanim ileggaki

(2) L=M ve O=A®=V olarak alindginda Tanim 4.2.1 ile Y. C. Kim (2003)
tarafindan verilen tanim calka.

(3) ©=A®=V olarak alindiinda Tanim 4.2.1 Sostak (1996) tarafindan verilen

tanim ile cakyir.
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Tanim 4.2.3(X, C,) ve (Y, C,) iki (L,M)-bulanik kapany uzay! olsun.
¢ : X — Y fonksiyonuna bulanik LC-d6giimu denir: <
VA€eLXr € M,icinp~(C,(4,1)) < C,(p~(A),r) sa&lanir. (Kim, 2003)

Teorem 4.2.41 bir tam MV-cebiri ve(X, t) bir (L,M)-bulanik topolojik uzayi olsun.
VA€ LX,r € M,icin

CAr)=MuelX|lu=2 1(u—0)=r}

olarak tanimlananC, : L* x M, — L* donumi X Gzerinde bir topolojik
(L,M)-bulanik kapany operatoridir ve ger r =V{s € M, |C,(4,s) =1} ise
C:(4,r) = A saglanir.(C; yar ile Uretilen (L,M)-bulanik kapagioperatéri denir.)

ispat: Onceliklec, nun X (zerinde bir (L,M)-bulanik kapapoperatorii oldgunu

gosterelim.

(C1) ve (C2) tanimlardan aciktir.

(C3)A,u € LX veA < p olsun.
{(vel*lusvt(voo)=ric{pel|a<p1(p—0) =1}
MvelX|lp<svt(v—o0)=r} =ApelX|1<pt(p—0)=r}
= C; (4, 1) < C; (u,r) elde edilir.

(C4)r < s olsun.
{(vel*|A<sv,i(v—o0)=r}2{pel’|1<pt(p—0)=s}
MvelX|2<v,t(v—o0)=r} <Apel¥|2<prt(p—0)=s]}
= C; (4, 1) < C; (4,5) elde edilir.

(C5) A, u € L%, 71,5 € M, alalim.

C: (A, r) = Avel; (u,s) = poldugundanC,(4,1r) @ C,(u,s) =1 @D pu (4.6)
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r((C:7) @ C(5)) = 0) = 7((€:(A7) = 0) © (C:(w.5) — 0))
> 7(C:(A1) — 0) O 7(C: (. 5) — 0)
=t(AMvIv=4 t(v—0) =7} —0)
Ot(Alplpzu t(p—0) 25} —0)
=t(V{v—oo|lv=2 t(v—o0)=r})
Ot(V{p—0]pzu 1(p—0)25})
>Mt(v—0)|v=2 t(v—0)=7}
OMtlp—0) pzp t(p—0)=5s)
>rQOs
=(4.6), (4.7) denC,(A ® pr O's) < C,(A4, ) @ C,(w s) elde edilir.
ce)yr(c;Ar) = 0)=t(AMvIv=4 t(v—0) =1} > 0)
=t(V{v—oo|v=2 t(v—o0)=r})
>AMt(v—0)|v=a t(v—0)=r}
=T
Ayrica, C; (4,r) = A oldugundanc; (C; (4,r),r) = C, (4,r) elde edilir.
Boylece,(X, C;) bir topolojik (L,M)-bulanik kapagioperatoridur.
Simdi de, teoremdeki son iddiay! ispatlayalim.
r=V{s €eM,|C,(45s) =2} olsun.
A=CAs)=NMu€elflu=1 1(u—0)=s} ©1(1—0) =5

=1(1—>0)=r = C,(4,r) =41 elde edilir.
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Uyari 4.2.5: L’ nin bir tam MV-cebiri olmadii durumda, Teorem 4.2.4 deki
C;: LX* x My — L* (L,M)-bulanik kapary operatoriu — 0 yeriney' alinarak da

tanimlanabilir.

Teorem 4.2.6:L bir tam MV-cebiri veC X Uzerinde bir (L,M)-bulanik kapasni

operatori olsunX Gzerinde

e =V{reM,|c(2—0, r)=2—0}

olarak tanimlaname: L* — M donsUmd icin gagidaki 6zellikler sglanir.
(Buradaz, yec ile uretilen (L,M)-bulanik topoloji adi verilir.)

(@) T donsumu X Gzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.

(b)C =C;, & (X,C) ikilisi asagidaki kasullari sglar:

(i) Topolojiktir.

(i) Egerr =V{s e M, | C(A,s) =A}iseC(1,r) = Adrr.

Ispat: 7 nin X Uzerinde bir (L,M)-bulanik topoloji oldiunu gostermek icin

Tanim 3.1.1 deki kallarin sglandgini géstermek yeterlidir.
(@) (BT1)7¢(0) = 7¢(1) = 1 oldugu tanimdan agiktir.

(BT2) Varsayim,3 1,4, € L* icin 7(1; © 1,) £ 1(1;) O 1(4,) olsun.ze(1,)

tanimindan,
AreMy: (4, > 0,1)=2;, >0 ve te(l O 1) 21 O 1e(4y)
T0(4,) tanimindan,
IseMy: C(A;, > 0,5)=2, >0 ve1e(4 O ) 27 Os.
(M OL)—0r0s)=c(h—0) @1 —0).rOs)
<e(l, —0r)@c(a, —0s)
=L —-0)®(1—0)=101)—0
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= 1:(1; © 1) =7 O s dir. Bu ise varsayim ile ¢gli. O haldey 1,,1, € L* icin
(4 © 43) = 1:(11) O te(4,) salanir.

(BT3) {A;}icr < L* alalim.

VieTliginAd; — 0 >V r4; — 0 oldugundan

c( — 0,7) = C((V ier &) — 0,7) dir. Ayrica,
vi€eTicinc(4; — 0,7) = A; — 0 oldusundan,
VieTignd — 02 C((Vierd) — 07)

= Nier(li =0 = C ((V ierdi) — 0, 7’)

= (Vierd) =0 2 C((V ierA;) — Q'T) 2 (Vierd) = 0

= (Vierd) 0=2¢C ((V ierdi) — 9'7")

O halde, 7o(V ier i) = Aierte(4;) dir. Yani, 7o X Uzerinde bir (L,M)-bulanik

topolojidir.

(b) (=) € = ¢, olsun.

() e .CAn), ) =MuelX|up=c@r), te(h—0)=r}

te(CAr) > 0)=te(MvELX|v=A te(v—o0)=r} —0)
=to(V{v—oo0|v=2 te(v—o0)=1})
>ANte(v—o0)|v=a te(vo0)=r) =7,

= C(L1) = Cr (C(A,1),7) = C(C(A,7),7) dir. Yani,(X,C) topolojiktir.

(i) r = V{s € My | (4, s) = A} olsun.

cAr)=C, A =ANpelX|u=2, o(p—0) =1}

e(A—>0)=V{seM,|C(Ls)=1}=r = C(41) = A elde edilir.
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(<) €(4,7) = 2 oldugu biliniyor. iddia:ze(C(A,7) — 0) >

te(CA1) > 0) =V{r' € My | (A7), ") =C(A7)} dir. (X,C) topolojik

oldugundan,

te(€(A, 1) — 0) = r dir. Buradang,,(1,7) < C(4,7) (4.8)
p=2vete(u— 0)=rolanVv u € L¥ icin €(A,7) < u oldugunu gosterelim. (ii)
den,C (y, te(p — g)) = p dir. Ayrica,te(u — 0) = r oldugundan,
n=c(wre(n—0)zc@wr zeAr) = A < C () (4.9)
= (4.8),(4.9) dan C(4,7) = C;,(4,7) elde edilir.

Ornek 4.2.7L. =M =1, X = {x,y,z} ve A c X olsun.

(@) Eger bir (X,C) (L,M)-bulanik kapary uzayr Teorem 4.2.6 (b) (i) kolunu

sgglamiyorsa genel olarak = C;, olmasi gerekmedini gosterelim.

C: I* x I, — I* donumu gagidaki sekilde tanimlansin.

Q ) A= Q,T' € [0
7] X{Z} ) A:ZSEX{Z};O<rS1/2
kl ’ diger

Bu takdirde,(X, ¢) bir (L,M)-bulanik kapary uzayidir. AyricaC (xt, %) = Xxy} V€

1

C ()({x,y}, g) =1 oldugundan ¢C (C (xt'g)é) *C (xt,é) dir. O halde, (X,0C)

topolojik dezildir.

Teorem 4.2.6 dare: I* — I (L,M)-bulanik topolojisi aagidaki sekilde oluturulur.

1, 1=01
TC(/D =11/2, A= X{xy}
o , diger
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Q ) /1 = Q,T € IO
Buradan, C,.(4, 1) = Xz » A =2s € Xz 0<r < 1/2 dir.
1 , diger

Sonug olarak¢ # C;, oldugu goraldr.

(b) Eger bir (X,€) (L,M)-bulanik kapary uzayr Teorem 4.2.6 (b) (ii) kalunu
sglamiyorsa genel olaralk = C;, olmasi gerekmez. Gergektgene *veu=+0,1

icin C : IX x I, — I* donisimi gagidakisekilde tanimlansin.

Q, AZQ,TEIO
CAT)=u A<ur<i/2
1, diger

Buradan,(X, ¢) bir topolojik (L,M)-bulanik kapagioperatéridir. Teorem 4.2.6 dan,

1e: 1X — 1 donsumusoyle belirlenir:

1,  A=01
e =41/2, 1=1-u
0, diger

Vr <% icin C(u,r) =u oldugundan V{r €ly|C(u,r) =pn}=1/2 dir, ancak

C (y%) =1 dir. Diger yandan, C,, (y%) = u oldugundan¢C # C;, dir. (Kim,
2003)

Teorem 4.2.8(X, 7) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay ve&,, X tzerinder ile Uretilen
(L,M)-bulanik kapang operatorl olsun. Bu takdirde; X Uzerinder = t_ &sitli gini
sgilayan bir (L,M)-bulanik topolojidir.

Ispat: Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.6 dan kolaylikla edilir.

Asagidaki Lemma bir (L,M)-bulanik topolojiden Uretileq ve kapany operatérleri

arasindaki igkiyi ifade etmektedir.

Lemma 4.2.91 bir tam MV-cebiri ver X Uzerinde bir (L,M)-bulanik topoloji olmak

Uzere, gagidaki sitlik saglanir.

VAeLX,r €M, icin ¢, (A—0,r)=7(1)—>0.
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Ispat: L tam MV-cebiri oldgundan,
Viera; — 0 = Aer(a; — 0) ve(a — 0) — 0 = a saglanir. Buradan,
I(Ar)—0=V{pelX|lusi tw=r}—0
=AMu = 0lu<2 t(w)=r}
=AMp —=0[p—022—0 t1((t—0 —0)=1}
=ANMpelX|lp=2—0 1(p—0)=r} =¢,(2—0,7).

Teorem 4.2.101 bir tam MV-cebiri ve(X,t,), (Y, 1,) iki (L,M)-bulanik topolojik
uzay olsun. Bu takdirdegasidaki ifadeler denktir.

@ : (X,7,) — (Y,7,) LB-stireklidir.
(b)V u €L, r € My igin o= (Ir,(, 7)) < Tp, (0 (1), 7).
(©) VA € L¥, 1 € My igin ¢~ (C;, (A, 7)) < Cr, (¢~ (1),7). (Sostak, 1996)
ispat: (a3=(b): Teorem 4.1.7 ().
(b)=(c): A € L¥,r € M, alalim. Lemma 4.2.9 dan,
0 (€, (0™ (D,1)) = 9°(Fr, (97 () — 0,7) = O)
= ¢~ (7,(0~ W) —> 0,7)) = 0
27, (¢ (7)) — 0),7) =0
=7, (@ (¢~ (D), 1) =0
>9,(2—>0,1) >0
= Cr (A=) = 0,7)

=Cr,(4,1)

= €. (" (D),1) = ¢° (w (e, (qﬁ(A),r))) > ¢~ (;, (A7) elde edilr
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©)=(b): 1 € LY, r € M, alahm.
T, (0= (W, 1) = 0= Cq, (¢~ (W) — 0,7)
=Cr, (9" (k> 0),7)
< ¢ (qﬁ (Ce, (0 (u— 9)?)))
< ¢° (C’TZ (07 (¢ (k= 9)), T))
<o~ (C,(k—07))
= 7, (0,1 2 ¢ (Cry (1 — 0,7)) > 0
= ¢ (C,(k = 07) = 0)
= " (I, (7).

=VueL,reM, igin oI, (u,1)) < I, (9 (w),r) elde edilir.

Asagidaki teorem; verilen kapanioperatorleri ve fonksiyonlar ailesi yardimiyla
baslangi¢ kapargioperatdoru dretildini ifade etmektedir.

Teorem 4.2.11:1L bir tam MV-cebiri, M idempotent,{(X;, C))}ier (L,M)-bulanik
kapang uzaylarinin bir ailesiX bostan farkh klasik bir kiime ve hef €T icin

@;: X — X; bir fonksiyon olsunX kiimesi tizerinde

e = A @, (her i (Cile(1)7)))}

olarak tanimlanarC: L* x M, — L* donimu igin gagidaki ozellikler sglanir.

(Burada, ilk infimum{/lj | A= V?zl/lj } Uzerinden alinmaktadir.)

(@) ¢ donuma heri € T icin ¢; fonksiyonlarini bulanik LC-dogumi yapanX

Uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik kapaperatérudir.

(b)VieTlicinC; (L,M)-bulanik kapary operatorleri topolojik is€ de topolojiktir.
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(€) ¢ : (Y, ") — (X, C) fonksiyonu bir bulanik LC-doniimidir< Vi €T igin

Ispat: (a) Onceliklee nin X tizerinde bir (L,M)-bulanik kapanoperatori oldgunu

gosterelim.

(C1) ve (C4) tanimdan kolaylikla goralur.

(C2) Tum sonly2; |2 = Vi_, 4; } ailesi ve hei € T igin
ﬂ.j < (pi‘_ ((pl_)(/lj)) < (pi(_ (Cl((pl"(/lj),r)) dir.
Boylece,V 1 € LX,r € M, igin C(4,1) = A salanir.

(C3) A, u € LX igin A < p olsun. Her sonldy, | u = V]i_,w } ailesiicin en az bir
AN | A= Vi_[(AA )} ailesi vardir 6yle ki,

cAr) <@®1_; (Nier @i (Ci(pi” (A A ), 1))
<®7_; (Nier i~ (Ci(@i~ (), 1))
Boylece,C(4,1) < C(u,r) elde edilir.

(C5) Her sonlu{A; | A= V_  2;} ve {uw | 1 = Vi_ u } ailesi icin en az bir sonlu

Ao | 2@ = (V1 4) ® (Vo )} ailesi vardir Gyle ki,
cCO@nr09) < (O (Aeror (o (3)1)))
® (D1 (Nier i~ (Ciloi™ (), 9))))
p = (@8 (Aier 0:°(C:i(oi” (), ))) ) diyelim. L, M tam dggilimli tam latis ise
cA®urOs) <A@, (Aere (o (1)) @)
= (@ (Aer o (eilor().1))) ) @0
=C(4,1) @ p.
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Burada ilk infimum tim sonlu2; |/1=V?=1/1]-} ailesi lzerinden alinmaktadir.

Tekrar, CA@® u,rOs) <ACAT) D p)
=) @ (M@, (Aier 9: (Ciloi" (), 5)))))

=CA41r)®DC(ys).

Burada ilk infimum tim sonlUu, | = Vi_, i } ailesi Gzerinden alinmaktadir.

Bdylece,C donkumuX dzerinde bir (L,M)-bulanik kapapoperatoridir.
ikinci olarakC nin tanimindan{ A | 2 = 1} ailesi icin

CAT) < Aier i~ (Ci(@;” (1), 1) < ;7 (Ci(p;”(A), 7)) dir.

= 0,7 (CA1) < 9,7 (0i (Cilpi” (D), 1) ) < Cile;” (D), ) dir.

Simdi ise, buC kapang operatérinin Vi €' icin ¢; fonksiyonlarini bulanik
LC-donsUmU yapan X Uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik kapgnoperatori
oldugunu gosterelim. ¢* X lzerinde VieTl icin ¢;:(X,C*) — (X;,C)
fonksiyonunu bulanik LC-dogumu yapan bir (L,M)-bulanik kapanioperatori

olsun. Buradan,

VieTicing,(C*(41)) < Ci(p;”(A),r) .

= C'A1r) <o (9" (€ (A1) < o (Cilpi” (W), 1)

BuradanC*(1,7) < Aier ;= (Ci(0;” (D), 1)) (4.10)

Tum sonlu{2; | A = Vi_, 4; } ailesi icin,

cAr) = /\{ @]le (/\ieF @;" (Ci(Qoi_)(Aj)'r)))}

> M@, (c*(4,M)} ((4.10) dan
> N (@), 4,1} ( (C4k M idempotent )
=M e (Vi 4.} =c" (). ((C3) den)
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(b) VA€ LX,r € My icin C(C(A,7),7) < C(4,1) oldugunu gosterelim. Tum sonlu
{4 | 2= VE_, 4 } ailesi iin,

C(A,r) = /\{ @le (/\ier‘ oh (Ci(ﬁoi_)(’lj)'r)))}
= /\{ @,’-’zl (/\ier‘ ®i° (Ci(ci(‘/’i_)(’lj)'r)'r)))}

= /\{ @], (/\ier‘ ;" (Ci((Pi_)(ci(Aj;r)) ;7‘))) } >c(e@,r),r).

0”@~ (€ (@ < Ci (0 (0™ ( W) ,7) < Cilpi” (W), 7).
VieTlicing™(C (¢~ (1), m) < ¢ (Ci(pi~ (1), 7).
Buradan, ¢~ (C* (¢ (1), 7)) < Aier(@: ™ (Ci(pi” (1), 1)) (4.11)
Her sonlu{ u; | 9~ (1) = VI_, u; } ailesi igin,
o () <0~ (€' (9 (9~ W) 7))

=~ (" (o= (Vo_,1)).7))

-

%

IA

C’*((p (@]p 1 ‘u]) r))

o~ (c (@, 0 (1))

N

%

IA

(
(
(
(®0.1 € (o~ (1).72)

<@y, 0~ (¢ (¢ (y).7))

< le (/\ier P (Ci(‘pi_)(“f)’r)))'
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Boylece, VA€ LY,r € M, igin ¢~ (C*(A,1)) < C(p~(A),r) elde edilir. Yani,
¢ : (Y,C") — (X,C) fonksiyonu bir bulanik LC-dérsiimuddir.

Objeleri (L,M)-bulanik kapagiuzaylari ve morfizmleri de bulanik LC-ddiiimler
olan kategori (L,M)-BC ile gosterilir.

Teorem 4.2.12: (L,M)-BC kategorisi unutkan funkt@@re SET kategorisi lizerine
topolojik bir kategoridir.

Ispat: Teorem 4.2.11 den aciktir.

Tanim 4.2.13:L bir tam MV-cebiri, M idempotent,{(X;, C;)}ier (L,M)-bulanik
kapang uzaylarinin bir ailesiX bogtan farkh klasik bir kiime ve hefr €T igin
@;: X — X; bir fonksiyon olsun. Teorem 4.2.11 de giluulan ve heri € T igin ¢;
fonksiyonunu bulanik LC-dogimiu yapanX uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik
kapang operatorindX, ¢;, (X;,C;),I") dortlisiine gore bir angic (L,M)-bulanik

kapang operat6ru denir.

Tanim 4.2.14: {(X;,C)}ier (L,M)-bulanik kapary uzaylarinin bir ailesi,
X =[lier X; kartezyen carpim kimesi ve heére ' icin p;: X — X; izdlsUm
fonksiyonu olsun. Her birp; izdisim fonksiyonunu bulanik LC-doégiimu yapanX
tzerindeki bglangic (L,M)-bulanik kapagi operatorine{(X;, C;)}ier ailesinin

carpim (L,M)-bulanik kapagioperatori denir.

Teorem 4.2.15L, M tam sirali veM idempotent olsur{(X;, C;) }ief1,23 (L,M)-bulanik
kapang uzaylarinin ailesiX bir kiime vep;: X — X; bir fonksiyon olmak tGzere her

A€ LX ver € M, icin

c*(r) = M@kt (17 (10 3)m)) A (Ca02"(3)).7)) )

olarak tanimlanag= : LX x M, — LX donumuX Gzerinde(X, ¢;, (X;,C)),{1,2})
dortlistine gore Bangic (L,M)-bulanik kapagioperatéridur.

(Burada, ilk infimum tim{1,, 1,} Oyle kiA = A, v A, ailesi tizerinden alinmaktadir.)
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Ispat:c, X uzerinde(X, ¢;, (X;,C;),{1,2}) dortlusiine gore langic (L,M)-bulanik
kapang operatéri olsun.C= = C oldugunu gdsterelimC nin tanimindarc < C~

oldugu kolaylikla ispatlanir. Tersine,

Varsayim, 31 € LX,r e M, icin C°(A4,r) £ C(4r) olsun. L,M tam siral

oldugundan,

dJxeX: A r)(x) > CA,r)(x).

C nin tanimindan3 K = {1, ..., q} sonlu indeks kiimesi i¢iid; | A = Viex i} :
C (A1) >@f-1 (17 (C1 (01~ (), 1)) () A 92 (C2(027 (1), 1)) (1))

J={k€eK| 901(_(61(901_>(/1k);7”))(x) < 902(_(62(902_)(11()'7”))(35)} veH =K —]
diyelim,

@Z:l (§01(_(C1(§01_)(/1k); r))(x) A <P2<_(Cz (goz_’(lk),r))(x))

= (@kes 217 (C2(01" M) 1) () @ (Bren 02 (C2 (92" (M), 7)) ()
> 0, (€1(0127 (Bres 1) 7)) (1) B 92 (C2(92™ e i), 7)) ()
> 0,7 (Co(01™ (Vies 1) 7)) (1) @ 027 (C2(02™ (Ve A1), 7)) ().
Diger yandan,l; = Vye; Ak Ve Ay = Vien A olsun. O halde,
3{A, Ay} A= 4V Ay ve
e = (017 (Cilor())) A0a™ (Caloa™(3).)))

® (017(C1(e1™ (M), 1) A2~ (C2le2 (A4 ).7)))

< 017 (€107 (1)) ® 02 (Calo2™ (A ),1))

Bu ise bir ¢cekkidir. O halde, varsayim yastir. Yani,C~ < C sglanir.

Asagidaki teorem verilen topolojiler yardimiyla eturulan balangic (L,M)-bulanik

topoloji ile verilen topolojilerin dretdi (L,M)-bulanik kapany operatérlerinden elde

83



edilen balangic (L,M)-bulanik kapagri operatorinin Urefil topolojinin ayni
oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 4.2.161 bir tam MV-cebiri, M idempotent ve{(X;, 7;)}ier (L,M)-bulanik
topolojik uzaylarin bir ailesi ve hare I' i¢in ¢;: X — X; bir fonksiyon olsunX

Uzerinde

CAr) = /\{ @]1?:1 (/\ier‘ N (Ci(goi_)(/lj):r)))}
olarak tanimlanag: LX x M, — LX donUmi icintg = 7. salanir.

(Burada, infimum{2; |1 = V¥_,2; } tzerinden alinmaktadir w ler Teorem 4.2.4

det; lerden uretilen (L,M)-bulanik kapanoperatorleridir. Ayricaz C ile Uretilen
(L,M)-bulanik topoloji ve tz ise Teorem 3.2.4 de ahurulan (L,M)-bulanik
topolojidir.)

Ispat: Varsayim3 1 € L* igin 75(1) £ t(4) olsun.ze nin tanimindana r € M, :
c(A—0r)=12—0 ve 1) E&r dr. ¢(2—0,7)=21— 0 oldugundan
A=c(A—0r)—>0

(/\{ @), (/\ier‘ P (Ci((pi_)(vj):r)))} ) —0

V{ @]le { Nier @i (Ci(‘l’i_)(vi)'r))} - Q}
V {@]p:l {Viel" {‘Pi(_ (Ci(‘l’i_)(vj)' r))} - Q} }
=V {@]p:l {Viel" {‘Pi(_ (Ci(‘l’i_)(vj)' r)) - Q}} }

= V{O]p:l {Viel"{(pi(_(ci((pi_)(vj)' 7") - 9)}} }

Burada ilk supremum tum sonl; |1 — 0 = V?=1Vj} uzerinden alinmaktadir.

vierl,je{l12,..,p} icin Cl-(<pi_’(vj),r) = Ci(C’i((pi_’(vj),r),r) oldugu ve

7; = T¢, oldugu kullanilirsa
T ((Ci((poi_)(vj)'r)) - 9) =T
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Hi; = @i <(Ci((pi_>(vj);r)) — Q) diyelim.
B(uij) =z ((Ci(fpi"(vj),r)) — Q) > r dir. 73 nin tanimindan,

Tp (Vier‘ Ilij) 2 Nier B(ui;) =2 v salanir.

Boylece,73(1) = r dir. Bu ise celikidir. O halde,V u € LX icin 75(u) = 7e(w).
TersineVY u € L¥ icin t3(u) < 7e:(u) oldugunu ya da buna denk olarak
idy: (X, 1) — (X,15) fonksiyonunun LB-sirekli oldtunu gdsterelim. Bunun igin
Teorem 3.2.4 (c) den sadegeo idy : (X,te) — (X, 7;) dOnGUMUNUN LB-surekili

oldugunu yaniv v; € L¥i igin 7;(v;) < te(@f (v;)) oldugunu géstermek yeterlidir.

Egervr € M, icinr < t;(v;) iseCi(vi — 0, r) =v; —0 (4.12)
¢ nin tanimindanC(p; (v)) — 0,7) < ¢ (Ci(q)ﬁ(cpf(vi) — 0) r))

IA

(Ci((Pi_)(‘Pz_(Vi —0)) r))
(

Ci(vi — 0 ,r)) ((4.12) den)

L
o
o7 (i —>0) =97 () —0.

Tanm 4.2.1 (C2) den, C(of(v;) —0,r)=9¢;(v;) >0 dr. O halde,

Teorem 4.2.6 dare (@5 (v;)) = r bulunur. Bu ise ispati bitirir.
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5. (L, M)-BULANIK TOPOLOJ IK UZAYLARDA YAKINSAKLIK

Bu bolimde, L bir tam dalimh latis ve M bir kesin iki-yanl, dégsmeli g-latis
olmak uzere (L,M)-bulanik topolojik uzaylarda biulanik noktanin Q-koguluk
sistemi tanitilacaktir. (L,M)-bulanik filtre taninwerildikten sonra carpim kimesi
Uzerinde (L,M)-bulanik filtre yapisi djturulacaktir. Her (L,M)-bulanik filtrenin bir
(L,M)-bulanik topoloji Urettgi ispatlanacaktir. Ayrica, (L,M)-bulanik topolojik

uzaylarda (L,M)-bulanik filtrelerin yakinsaklida bu bolimde incelenecektir.

51. (L, M)-Bulanik Q — Komsuluk Uzaylari

Bu bdlumde,L bir tam dgilimh tam latisi veM ise bir kesin iki-yanli, d&smel

g-latisi ifade edecektir.

Tanim 5.1.1: X bostan farkli klasik bir kime olmak Uzere,, : - M
déntsumlerinin @ = {Q, | x, € M(L¥)} ailesine X Uzerinde bir (L,M)-bulanik
Q-komsuluk sistemidenir: < Vv 4, u € L* icin asagidaki 6zellikler sglanir.

(KS1)0x,(0) = Ou, 0, (1) = L,
(KS2) 9, (1) > 0, isex,qA,

(KS3) A < piseQy, (A) < Oy, (1),
(KS4) 0y, A A 1) = 0y, (D) O Qs (1),

(KSS5) th W = thqusl /\ysqu st ).
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(X, Q) ikilisine de bir (L,M)-bulanik Q-kouluk uzay: adi verilir. (Burad&,, (1)
degeri A € L* bulanik kiimesinint, € M(L¥) bulanik noktasinin hangi dereceden

Q-komsulugu oldusunu ifade etmektedir.) (Hussein, 2006)

Uyari 5.1.2: (1)L = M ve O=A olarak alinirsa Tanim 5.1.1 ile Jinming (2006)

tarafindan verilen tanim caka.

(2) L=M =1 ve O=A olarak alinirsa Tanim 5.1.1 ile Demirci (1997)afardan

verilen tanim cakir.

Tanim 5.1.3:(X,Q,) ve (Y,Q,) iki (L,M)-bulanik Q-konguluk uzay! vep: X — Y

bir fonksiyon olsung fonksiyonuna bir bulanik KS-dogiimu denir: <
V we L, x, € MIX) igin (Q1)x, (9~ (1) = Q)W) s&lanir.

Objeleri  (L,M)-bulanik Q-komguluk uzaylari ve morfizmleri de bulanik
KS-donigumleri olan kategori (L,M)-BKS ile gosterilir. (Hasin, 2006)

Teorem 5.1.4(X, 1) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay ve, € M(L*) olmak UzereX

kiimesi tzerinde

oy _ Vit xequ < 23, x.94
th(/l) - {OM; xtdl

olarak tanimlanag@y, : L* — M doniumleri icin gagidaki 6zellikler sglanir.

@) Q" ={Q%, |x, € M(LX)} ailesi X uzerinde bir (L,M)-bulanik Q-koguluk

sistemidir.

(b)t,s € M(L) icint < s iseQz (1) < 9% _(4). (Hussein, 2006)
Ispat: (a) (KS10,,(0) = 0y, 94, (1) = 1, oldugu tanimdan agiktr.
(KS2) Tanimdarz, (1) > 0, isex.qA oldugu agiktir.

(KS3) x, € M(L¥), 1,1, € L¥ ve 1, < 4, olsun.

Eger x.q, ise agiktir.

Egerx;ql, isex.qA, dir. Buradan,
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{(velX|xqqv<i}c {pelf|xqgp<A,} oldusundan, 0r,(4) < 97,(A2)
dir.

(KS4) 14,1, € LX ve x, € M(LX) alahm.

Eger x.q4, veyax.qi, ise 93 (1;) = 0y veya 0z (4,) = 0y dir. Bu durumda,
9% (41) © 93,(42) = Oy olac@indan@y, (A1 A 1z) = 03, (A1) O 9Oz, (42).

Egerx.ql, vex.ql, isex.q(4; A A,) s&lanir. Buradan,
9%, (1) © 9%, () = (Vaerquy<a, T#1)) © (Vapquyn, T2))
= V{t(u) Ot xequs < A1, xequz < 253
S VEt(u A )| xeq(ua Apiz) S A4 A2 3
<0y, (A1 A )
(KS5)V ysqu icin Q) () = VIt ysqv < u} = 7(w)
x.qu < A kosulunu s@layan hert € LX icin
(1) < AyyquQy, () < 9%, (1) < 9%, (D)
= 0%, (D) = Vi quea TW) < Viquea Ny oqu 9y, (W) < 93,(1)
= 0%, (D) = Virqusa Ny,qu 05, (W)
(b)t,s € M(L) icint < s veA € LX olsun.x.qu isex,qu olacaktir. O halde,
{n el |xyqu <AYCS {pel¥|xqu<1}= 05 ) < 0% (1) elde edilir.

Ornek 5.1.5:X = {x,y} bir kime, L=M =[0,1] ve M Uzerinde ©® islemi
a ® b :=maks{a+ b — 1,0} olsun. Bu durumda(l, <,©) bir kesin iki-yanl,

desismeli g-latisdir.u, p € I* bulanik kiimeleri desagidakisekilde tanimlansin:

u(x) =0.6, u(y) =0.3, p(x) =0.5, p(y) =0.7 .

7: I¥ — I donsUmU gagidaki sekilde tanimlansin.
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(1, 1€{0,1}
0.8, A=u
0.3, A=p
0.7, A=uvp
0.2, A=uAnp

\ 0, diger

(1) = 1

Bu takdirde 0%, . : 1* — I asagidaki sekilde belirlidir.

1, 1=1
Q%A =108, u<a.
0, diger

Teorem 5.1.60 = { 9, | x, € M(L¥)} Tanim 5.1.1 deki (KS1)-(KS4) ozelliklerini

sgglayan@,, : L*¥ — M doénitmlerinin bir ailesi olmak Uizer® tizerinde

2(1) = {/\{th(l)l Xeqh }, 17:

0
1w, 0
olarak tanimlanan? : L¥ — M donUmi gagidaki 6zellikleri sglar.
(@) T2 donisimii X tizerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.

(b) Ezer @ = {Qy, | x, € M(L*)} ailesi X uzerinde bir (L,M)-bulanik Q-koguluk

sistemi ise hex, € M(LX) icin thTQ = Q,, dir.

(c) Eser Q, ve Q,, t¢r =122 olacak sekilde X uzerinde iki (L,M)-bulanik
Q-komsuluk sistemi is€); = Q, dir. (Hussein, 2006)

Ispat: (a) (BT1¥2(0) = t2(1) = 1, oldugu agiktir.
(BT2)Lu€Ll¥ alaimAApu =0 iset2(AAp) = 1y = 12(1) O 12(W).
AApu =+ 0ised,u# 0 dir. Buradan,
AN = N O, A AW| x:q(A A )}
> A 9, (D) O Qr, (W] x:qg (A A 1)}
> (M 2 | x:aAAW}) © (M 2, W] 292 A W)})
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> (M Qx, (D) | x:2 }) O (A Qx, ()| xequ})
=2() O ().
(BT3) {A;}ier S L¥ alalim.
T (Vier 4) = A{ Qx, Vier 4| x:q(Vier 2:) }
= M Aier @, (4| xcq4; }
> Nier{ A Qx, () | x:q2;} = Nier t2(2).

(b) Q={0Qy|x € M(L¥)},X Uzerinde bir (L,M)-bulanik Q-kosuluk sistemi

olsun.A € LX ve x, € M(LX) alahm.

0" (W) = V{z2(0)| xequ < )
= Viausa Aysau Dy (1)
= Qx, (D).
= Vx, € M(LX) icin thTQ = Q,, salanir.
(c) 1 = 1% olsun.A € LX vex, € M(LX) alahm.
(Q1)x, (D) = V{ A1)y, ()| ysqu } | xequ < 2}
= V{t% ()| x.qu < 23
= V{t% (W] xpqu < 3
= V{AQ2)y, | ysqu} | xequ < A} = (Q2), (D).

Teorem 5.1.7(X, t) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay ve&® ise Teorem 5.1.4 de
ile tretilen (L,M)-bulanik Q-komuluk sistemi olsun. Bu takdirde?® = 7 saslanir.
(Jinming, 2006)

Ispat:¥ x,qA icin QF, (A) = V{t(w) | x.qu < A} 2 7(d)
= D) = A2 QLD =1 = ¢ > 1.
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Tersine;r2" < 7 oldugunu gésterelim.

A xq2 9%, (D) = A x,qa Vaquea T(W
= Vel xpqaBee) Nxear TU (x0)) ( (CD) 6zgdinden)
< Vel 01860 T (Vran f () = T(D)

Burada,B(x;) = { u € L*| x,qu < 1} dir. Son gitlik ise, her f € [ .42 B(xy) icin

V x.q1f (x¢) = A olmasindan ileri gelmektedir.

Teorem 5.1.8: (X,9,) ve (Y,Q,) iki (L,M)-bulanik Q-konyuluk uzayr ve
¢ : X — Y bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

@ :(X,9,) — (Y,Q,) bir bulanik KS-dongimudir & ¢ : (X,79) — (Y,79%)
fonksiyonu LB-sureklidir. (Hussein, 2006)

ispat:(=>)V 1 € LY, x, € M(L¥) igin (Q1)z, (0™ (1)) = (Q2) g () OlsUn.
p €L, x, € M(LX)iginx.qp= (1) & ¢~ (x)qu dir.
{ye € ML) | y:q2} 2 {9~ (xr) € M(LY) | x; € M(L¥), 0~ (x,)q }
22(2) = A{(Q2),, (D] yeqr}

< M (Q2) gy D] 97 (x)q }

< M (Q0x, (0= | xeqo=(D) } = 12 (0= (D))
= V1€ L icint91(p (1)) = 1% (1) oldugundang LB-sureklidir.
(=) Ve LY igin 12 (o= (1) = 7% (u) olsun.
0™ = 9, ve Q% = @, oldugundan,
@) (1) = (97) -y (W)

= V{122 | 9~ (x)qv < u}

S V{12 W) | 299 (V) < 0" (1) }
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< V{9 (p=W) | xeq9 (M < 0" (1) }
< (2"), (7)) = @), (9~ (W)

= Vuel icin (@) (@ (1) = (92)p-xpy(w) oldugundan ¢ bir bulanik
KS-déngumuddar.

Sonug 5.1.9(X, 1,) ve (Y, 1) iki (L,M)-bulanik topolojik uzay olsun. Bu takdied
p: X, 1) — (Y, 1,) LB-sureklidir & ¢:(X,Q9™) — (Y,Q%) bir bulanik
KS-déngumudar. (Hussein, 2006)

Ispat: Teorem 5.1.7 der?” = 7 dir. Buradan,
@ : (X, 1) — (Y1) LB-sireklidire ¢ : (X,79) — (¥,797) LB-sireklidir.
< @ (X,Q") — (Y,Q%) bulanik KS-dongiimudur. (Teorem 5.1.8 den)

Teorem 5.1.10: (L,M)-BTOP ve (L,M)-BKS kategorileizomorfiktir. (Jinming,
2006)

Ispat: G: (L,M)-BTOP — (L,M)-BKS, G(X,7) = (X,Q%) ve G(p)=¢ ve
H: (L,M)-BKS—(L,M)-BTOP, H(X,Q) =19, H(¢) = ¢ olarak tanimlansin. Bu

takdirde,G ve H birer kovaryant funktordur. Ayrica,
(G o H)(X,Q) = 6(X,79) = (X,0) = (X, Q) = idm)-pxs

(HeG)(X,7) =H(X,Q0%) = (X: TQT) =X,1)= id(L,M)—BTOP

Boylece, (L,M)-BTOP ve (L,M)-BKS kategorileri izomfktir.

5.2. (L, M)-Bulanik Filtreler

Tanim 5.2.1: X bostan farkli klasik bir kiime olmak UzereF: ¥ — M

donlsimineX Gzerinde bir (L,M)-bulanik filtre adi verilir=
(LF1) F(0) = 04, F(1) = 14,
(LF2) VA, 1, € LXicinF(A, O 1) = F(4,) O F(1y),
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(LF3) VA, 4, € LXicin A, < A, iseF (1) < F(4,).
(X, F) ikilisine de bir (L,M)-bulanik filtre uzay! adi véir. (Hohle ve Sostak, 1999)

Tanim 5.2.2F, ve F,, X uzerinde iki (L,M)-bulanik filtre olsun. g&rv A € L* icin
F,(A) < Fi (1) iseF,, F, den daha incedir (vey&,, F, den daha kabadir) denir ve

F, < F, notasyonu ile gosterilir.

Uyar 5.2.3: (1)L bir cgm-latis olarak alinirsa Tanim 5.2.1 ile Luhares ve
Ochoa’ nin (2003) tanimi ¢ak.

(2) L=2,M =1 ve O=A olarak alinirsa Tanim 5.2.1 ile Burton ve arkgaanin
(1999) tanimi cakir.

(3) th:LX—>M Q-komsuluk dénguimia (Tanim 5.1.1) deX Uzerinde bir
(L,M)-bulanik filtredir.

Onerme 5.2.4{F;};cr Sabit birX kiimesi tzerindeki (L,M)-bulanik filtrelerin bir

ailesi olmak Uzere
F) = Ner Fi (1)

olarak tanimlanaiF = Ajer F;: LX — M donGUmi X Gzerinde bir (L,M)-bulanik
filtredir. (Hussein, 2006)

ispat: (LF1)F(0) = Aier Fi (0) = 0y, F(1) = Aier Fi (1) = 1.
(LF2) 14,4, € L* alalim. Buradan,
FA1 O A3) = Nier Fi (4 O A2) = Aier(Fi (1) O Fi(22))
> (Nier Fi(11)) © (Nier Fi(42))
= F(4) O F(42).

(LF3) 24,4, € L¥ icin A, <2, olsun. Vi €T icin F;(1,) < F;(4,) oldugundan
(Aier Fi(h)) < (Nier Fi(12)) = F(44) < F(4,) elde edilir.
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Onerme 5.2.5F, X Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtre vep : X — Y bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde,

P(F)(W) = F(p(w) (Vue€L igin)

olarak tanimlana (F) : LY — M donGumuY Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtredir.
(Luna-Torres ve Ochoa, 2003)

ispat: (LF1) (F)(0) = F (¢~ (0)) = F(0) = 0

o(P(1) = F(¢-(1)) = F(1) = 1.
(LF2) uy, 4y € LY alalim. Buradan,
P(F)(y O p2) = F(9 (11 O 112)) = Fop~ (1) © 9 (1))

> F(™ (1)) O Flo (1)) = o(F) (1) © o(F) ().

(LF3) pq,u, € LY ve py < p, olsun. Bu takdirdegp(u;) < ¢ (uy) oldugundan
Flo (1) < Flo (12)) = o(F)() < 9(F) (i) dir.

Onerme 5.2.6F, X tizerinde bir (L,M)-bulanik filtre olmak tizere,

.2
rd) = {Tl(M) is

olarak tanimlanamz: LX — M donisUmi X Gzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.
(Hussein, 2006)

0
0 (VA€ L¥igin)

Ispat: (BT1) ve (BT2) tanimdan agiktir.

(BT3) {A;}ier € LX¥ alalm.Vi € Ticin A; < Vier 4;

= Viel icinF) <FVierdi) = Nier F(A) < F(Vier i)
= Nier Tr(A) < 7 (Vier ).

Boylece,r+ X Uzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.
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Tanim 5.2.7F; ve F, sirasiylaX veY klasik kiimeleri Gizerinde birer (L,M)-bulanik

filtre olsun.
(@ e : (X,F,) — (Y, F,) fonksiyonuna bir bulanik filtre d6gimu denir. <
V€LY icin Fy(o (1) = F,(w) salanir.

(b) ¢ : (X,F;) — (Y, F,) fonksiyonuna bir bulanik filtre koruyan ddiin denir
& VA€eLXicin Fi (1) < Fo(p~ (1)) salanir.

Objeleri (L,M)-bulanik filtre uzaylari ve morfizmliede bulanik filtre dongiimleri
olan kategori (L,M)-FIL ile gosterilir. (HusseinD@6)

Notasyon 5.2.8B : L¥ — M bir doniiim ve 1 € LX olsun. Bu takdirde,
<B> (1) =Vu<2B(u) biciminde ifade edilir. (Kim ve Ko, 2006)

Tanim 5.2.9X baostan farkli klasik bir kime olmak zerB,: L*¥ — M donimiine

X Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtre tabaweya bazi denir<
(FB1)B(0) = 0y, B(1) = Ly,
(FB2)V 11,4, € LX icin< B > (1; © 1,) = B(4,) O B(A,).

B, ve B,, X Uzerinde iki (L,M)-bulanik filtre tabani olmak ree< B, > << B; >

sglaniyorsaB;’e B, den daha incedir denir. (Kim ve Ko, 2006)

Uyari 5.2.10: (1)F,X uzerinde bir (L,M)-bulanik filtre iseF,X Uzerinde ayni
zamanda bir (L,M)-bulanik filtre tabanidir vé&= =F dir.

Teorem 5.2.118B,X Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtre tabani olsun. Bakdirde,
<B> X UzerindeB < < B > kosulunu sglayan en kaba (L,M)-bulanik filtredir.
(Kim ve Ko, 2006)

Ispat: Oncelikle< B > nin X tzerinde bir (L,M)-bulanik filtre oldgunu gosterelim.
(LF1) ve (LF3) tanimdan kolaylikla gortlar.

(LF2) A, u € LX alalim. Herd; <A ve u; < p igin 4; O uy < 2 © p oldugundan,
<B> A0OwW=<B> (4 O =2B*) ©BK)
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Buradan 4, <1 ve pu; <u Uzerinden supremuma gegcilirse W® isleminin

supremum uzerine gdma 0Ozellgi kullanilirsa,
<B> (A0Ou)=<B> () OB > (w elde edilir.
Boylece,< B > X Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtredir.

Simdi de < B > nin X UzerindeB < < B > olan en kaba bulanik filtre ol@unu
gosterelim.F, X UzerindeB < F kosulunu sglayan baka bir (L,M)-bulanik filtre

olsun. Buradan,
<B> W)=V 2B <V, F(w) <FA) = <B> < F sglanir.

Teorem 5.2.12B; ve B, sirasiylaX ve Y kimeleri tzerinde (L,M)-bulanik filtre
tabanlari vegp:X — Y bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,sasidaki o6zellikler

s&lanir.

@) ¢ : (X, < By, >) — (Y, < B, >) bir bulanik filtre dongimudire
V€L icinBy(w) << By > (¢~ (1) salanir,

(b) ¢ : (X, < By >) — (Y, < B, >) bir bulanik filtre koruyan déniimdire
VA€ LXicinB, (1) << B, > (¢~ (1)) salanir.

(c) Eger Y € LY igin By(w) < By(p~ (W) ise, ¢ : (X, < By >) — (¥,< B, >)

bir bulanik filtre dongimuddr.

(d) Ezerv A € L¥ i¢in By(1) < B,(9~ (1)) iseg : (X,< By >) — (Y, < B, >) bir
bulanik filtre koruyan déngiimdur. (Kim ve Ko, 2006)

Ispat: (a(=>) u € L¥ alalim. Hipotezdens B; > (¢~ (1)) =< B, > (1) = B (1)
(&) n e LY alalim.
< By > (1) = Vysu Bo(v) < Vogy < By > (9(1) << By > (9= (W)

= ¢: (X, < By, >) — (Y, < B, >) bir bulanik filtre dongimudur.
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(d) A2 € L* alalim.
< B1 > (A) = Vpsl B1(,0) < Vpsl Bz((P_)(,D))
< Voo~ B2(97(0)) << B, > (¢~ (D)

= V1€ L¥igin <B; > (1) << B, > (¢~ (1) oldusundang bir bulanik filtre

koruyan dongimdur.
Benzersekilde dger 6zelliklerinde sglandigi gosterilebilir.

Uyari 5.2.13: Teorem 5.2.12 nin (c)-(d) O©zellikien terslerinin her zaman

sglanmasi gerekmez.

Ornek 5.2.14X ={x,y}, L=M =1 veVab€l, a®b=maks{a+b—1,0}

olsun.A, u € L* asagidaki gibi tanimlanan bulanik kiimeler olsun.

Alx) =0.6, A(y) =0.5, u(x) =0.1, u(y) =0.

B;,B,: I* — I donsumleri de aagidaki sekilde tanimlansin:

1, v=1 ( 1, v=1
06, v=1A1 _ ) 04, v=2A
Bi(M) =103 v=y’ Bz(v)—{o.& V=102
0, diger k 0, diger

Bu takdirde, B, ve B, doniumleri X tGzerinde (L,M)-bulanik filtre deldirler ancak

bunlarX tzerinde (L,M)-bulanik filtre tabanlaridir.

Ayrica, < B, > << B; > olduundan idy: (X,<B; >) — (X,< B, >) bir
bulanik filtre dongimi ve idy: (X,< B, >) — (X, < B; >) bir bulanik filtre
koruyan dongimddr, fakaB, £ B, veB; £ B,. (Kim ve Ko, 2006)

Notasyon 5.2.15F, X Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtre olmak tzere
FO:={2€LX|FA) >0y}

olarak ifade edilir.
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Teorem 5.2.16:L bir tam MV-cebiri ve {F;},cr, X Uzerindeki (L,M)-bulanik

filtrelerin asagidaki kasulu sa&layan bir ailesi olsun.
(C)VieTicinA; € (F,)° ise herk c T sonlu iginA;ex 4; # 0.
Bu takdirde X Uzerinde

V{Oiex Fi(A)} 2 = Niex i, A; € (F)°

olarak tanimlanarVcr F;: L¥ — M doniumu heri € T icin F; lerden daha ince
olan X Uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik filtredir. (Hugse2006, Cetkin ve di,
2008)

(Burada supremum her sorfuc T icin A = A;ex A; Uzerinden alinmaktadir.)

Ispat:  Oncelikle, # = V;erFi: L* — M donUmanin X Gzerinde  bir

(L,M)-bulanik filtre oldyzunu gdsterelim.
(LF1) #£(0) = 0y, % (1) = 1, oldugu tanimdan ((C) kaulundan) agiktir.

(LF2) A, u € L* alahm. Her sonluk,] cT: A= AgexAr V&€ U= Njeyuj igin
20O = (Mrex M) © (Ajes 1j)- L bir tam MV-cebiri oldgundan,

AOu =/\mEKU]pm
Am» mEK—(KNJ)

Pm =13 Um» MEJ]—(KnNJ) diyelim.
AmOUm MEKN]

HAO W 2O mekuy Fn(om) = (@kEK Tk(/lk)) © (OJ'EJ T](“}))

A = Akek Ak, = Njeyuj Uzerinden supremuma gegilir ¥® isleminin supremum

uzerine daiima ozellgi kullanilirsa,
HAOu) =2HA) © H(u) elde edilir.
(LF3) A, u € L* veA < p olsun.

A= 0iseH (1) = 04 olacaindan agiktir.
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A # 0olsun. HerK c T': 1 = Ageg Ak i6IN H(A) =Opex Fr(A) dir.
p=AVu=Nexk i) V#=Neexk(Ac V1)

= H (1) ZOek Frx(A V 1) = Okex Fr(Ax)

= H(u) = H () elde edilir. BoyleceH X Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtredir.
Simdi v i € T igin F;(1) < H (A) oldugunu gdsterelim.

F;(A) = 0y ise aciktir.

F;(1) # 0, iseA = 1 A 1 oldugundan

HA = FM) O F(1) = Fi() O 1y = Fi(D)

= VieTlicinF;(A) <H() dir.

K, VieTl icin X > F; olacaksekilde X Uzerinde bgka bir (L,M)-bulanik filtre
olsun. A1 € L* alalim. # nin tanimindan3 K cT sonlu : A = AgexAx icin
H(A) 2Oxek Fr(Ag) dir.

Vi € Kicin X > F; oldugundan
KA = K(Nkex i) = K (Orex M) ZOkek K (Ak) =Oxex Fre(Ak)
A = Akex A Uzerinden supremuma gegilir§é(1) = # (1) elde edilir.

Teorem 5.2.17F,Y Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtre vep: X — Y bir fonksiyon

olmak ulzere,

VIFWI A=~ (W)},

. _ A+
oD ={, o

0
0

olarak tanimlanap(F) : L¥ — M donumu L nin idempotent ve zincir olmasi
halindeX tzerinde bir (L,M)-bulanik filtredir. (Hussein, @6, Cetkin ve di., 2008)

Ispat: (LF1)p = (F)(0) = 04 vep~(F)(1) = 1, dr.

(LF2) AuelX alaim. 1=0 veya u=0 ise @ (F)(A) =0, veya
¢ (F)(w) = 0y olacgindang“(F)(A O u) = ¢ (FI(D) O ¢~ (F)(W).
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A, u # 0 olsun.L idempotent ve zincir oldiundanA © u # 0 dir.
P (FID) O o~ (F)w) = V{F () 1 1= 0 (p)})
OMVFW lu=e"()}
=V{F() OFW) 1= (p)u=9"(v)}
SVIFeOWM | A0u=9"(p OV}
Se (PO W
= ¢ (F)A0O W) = ¢ (F)A) O ¢ (F)(w) elde edilir.
(LF3) A, u € L* ve < p olsun.

A =0 ise agiktir. O halded # 0 olsun. Birr € M igin r < ¢~ (F)(1) diyelim.
Buradana = ¢ (1,) olacaksekilde en az bid, € LY : r < F(A,) dur.

Aspu=pu=Avu= o A)Vvu=0"A) Ve () =9 (A1 Vi)
MShV =r<FA) SFA V) <o (F)W

= ¢ (F)) < = (F)(u) elde edilir.

Sonug olarakg“ (F) X uzerinde bir (L,M)-bulanik filtredir.

Teorem 5.2.18{F;};cr X; Uzerinde (L,M)-bulanik filtrelerin bir ailesX = [[;cr X;

kartezyen carpim kiimesi ve hiee T' icin p; : X — X; izdum fonksiyonu olsun.

X Uzerinde
_ (V{Oiex FiAD}, A = Niexpi (A1), A; € (F)°
FA) = »
Owm, diger

olarak tanimlanaff : L¥ — M donUmUL nin idempotent ve zincir olmasi halinde

asagidaki ozellikleri sglar.

(Burada supremum her soniic I' indis kiimesi i¢ind = A;cx p;i (4;) Uzerinden

alinmaktadir.)

@ u € LX igin F(u) = Vier i (FOW).
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(b) F heri € T'icin p; : X — X; izdlsum fonksiyonunu bir bulanik filtre dogiimu
yapanX uzerindeki en kaba (L,M)-bulanik filtredir.

) ¢ : (Y,H) — (X, F) bir bulanik filtre don§imudire

VieTlicinp,op: (Y,H) — (X;,F;) bir bulanik filtre dongimudur. (Hussein,
2006, Cetkin ve @., 2008)

Ispat: (a) Teorem 5.2.17 den hiee T igin p; (F;),X uzerinde bir (L,M)-bulanik
filtredir.  Oncelikle, Vierp; (F;) donguminin  mevcut  oldiunu  yani,

Teorem 5.2.16 daki (C) kalunun sglandgini gosterelim.

(C)VieT igin A € (py (F))° isedv; € LXi: A, =pi (v;) ve Fi(v;) > 0, dir.
Buradany; # 0 yani,3 x; € X; : v;(x;) > 0y dir. O halde, her sonlki c T i¢in

(o) =x,  VkEKicinx, € X,
x_{pj(x)=x,-, Vj €T —Kiginx; € X;

denirse,
Oiek 4i(x) =Ojex pi (Vi) (x) =Ojek vi(x;) > Oy
= Oex Ai # 0 dir. Boylece (C) ksulu s&lanir.

Simdi ise F = V,erpy (F;) oldugunu gosterelim. Bunun icia € L* alalim. F nin
tanimindant = Ayex vy (Vi) Olacaksekilde 3 K c T sonlu: F(A1) >2Okex Fr (Vi)
Vv k € K igin u;, = py, (vy) denirse,

A= Niek Pk (Vi) = Akek tr 1GIN

Vierpi (Fi) (1) 2Okek Pk (Fi) (i) ZO ek Fre(Vie)

Buradad = Arex px (Vi) Uzerinden supremuma gegilirse,

Vierpi (F) (1) 2 F(A),V 1€ L¥

= Vierp; (F) =F elde edilir. (5.1)

Ao = Aje; A; olacaksekildeki her sonly c T igin

Vierpi (F) (Ao) = Qe p5 (F)) (%)
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A; = pj (v)) olacaksekilde 3v; € L* : O ¢; pi (F) () = Oy Fi(vy) dir. Diger

yandan,

o = Njeg A = Njey s (vp) icin, F(Ao) =0 je; Fi(v))

= F = Vierp; (Fp) elde edilir. (5.2)
= (5.1), (5.2) dernF = Vierp; (F;) elde edilir.

(b) (a) sikkindan ve Teorem 5.2.16 ile Teorem 5.2.17 d&rnX Uzerinde bir
(L,M)-bulanik filtredir.

Vi €eT,v; € L% icin F nin tanimindanF(p; (v;)) = F;(v;) dir. Boylece,vi €T
icinp; : (X,F) — (X;,F;) bir bulanik filtre déngimuddr.

G, Vi€erTl icin p;: (X,G) — (X;,F;) izdlsim fonksiyonlarini bir bulanik filtre
donsimi yapanX uzerinde bgka bir (L,M)-bulanik filtre olsun. O halde,
Vi €eT,v; € LY icin G(p; (v;)) = F;i(v;) saglantr.

U = Arex P (Vi) Olacaksekildeki her sonl c T igin
G(1) = G(Akek Pic Vi) = G(Orex Pic Vi)

>Ogex Q(P;(Vk))

2 Orex Fre(Vie)-
Buradau = Aex 0 (Vi) Uzerinden supremuma gegilirse,
vV u € LX icin G(u) = F(u) elde edilir.

(c) (=) Bulanik filtre dongumlerinin bilekesi de vyine bir bulanik filtre

donGumudar.
(=)VieTlicinp;o@: (Y,H) — (X;,F;) bir bulanik filtre don&limu olsun.
u € LX alalim.

U = Arex Pr. (Vi) olacaksekildeki her sonlK c T igin,
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H (‘P(_(P;}_(Vk))) > F(vy) salanir.
7{(‘.0(_(#)) =H (/\kEK o (P;:(Vk)))
> 3 (Oer ¢ (p 1))

= Oex H (‘P(_(P;?(Vk)))
= Okex Fr(Vi)-
= VuelXicinH(p-(w) = F(w) elde edilir.

Yukaridaki teoremdel latisinin idempotent veya zincir olmamasi durumand

olusturulanF : LX¥ — M donUmMUX Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtre tabanidir.

Tanim 5.2.19{F;}icr, X; Uzerinde (L,M)-bulanik filtrelerin bir ailesX = [];cr X;
kartezyen carpim kiimesi ve hie€e I i¢in p; : X — X; izdlsiUm fonksiyonu olsun.
Her i €T icin p; izdlsUm fonksiyonlarini bulanik filtre dogimi yapanX
tzerindeki en kaba (L,M)-bulanik filtre\{&;};cr (L,M)-bulanik filtrelerinin ¢carpimi
ad verilir. (Hussein, 2006)

Sonu¢ 5.2.20: (L,M)-FIL kategorisSET kumeler kategorisi Uzerine unutkan
funktora gore topolojiktir. (Cetkin ve gli, 2008)

Ispat: Teorem 5.2.18 den agiktir.

Not 5.2.21: Bu bolumin geriye kalan kismiride (L, <,A,v) bir tam d&ilimh tam

latisi ifade edecektir.

Tanim 5.2.22: (X,7) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay, ¥ X uzerinde bir
(L,M)-bulanik filtre, A, u € LX vex, € M(LX) olsun.

(@) x; bulanik noktasinaF nin bir yigilma noktasi denir veF cox; notasyonu ile

gosterilir: & Vu € (Q,,)° vevaA e FlicinAAu # 0 sglanir.

(b) x; bulanik noktasinaF nin bir limit noktasl denir v&f — x; notasyonu ile

gosterilir: & 9, < F salanir.
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(¢) F nin tim ygilma ve limit noktalarinin supremumlan sirasiya. (F) ve

lim,(F) ile gosterilir. Yani,
clu (F) = V{x, € M(L¥) | F cox, }
lim,(F) = V{x, e M(LX) | F — x,}. (Hussein, 2006)

Not 5.2.23: Tanimdaki,, doniumi Teorem 5.1.4 de topolojisi tarafindan

uretilen (L,M)-bulanik Q-korsuluk sistemi dongiimuduir.

Teorem 5.2.24¢X, 7) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay vé& ile G, X UzerindeF < G
olacak sekilde iki (L,M)-bulanik filtre olsun. Bu takdirdegsagidaki Ozellikler

sglanir.

(1) Qx, — X¢.

(i) F — x; = F oox; .

(iii) lim (F) < clu (F).

(iv) F ooxy = xg = F ooxs.
VMF - x2x; = F — x,.
(Vi) F oox; & x; < clu (F).
(Vi) F > x; © x; < lim (F).
(vii) F = x; = G — x;.

(ix) lim (F) < lim,(G).

(X) Goox, = F ooxg.

(xi) clu,(§) < clu (F). (Hussein, 2006)
Ispat: (i) Tanimdan aciktir.

(i) F — x, olsun. O haldeQ,, <F sglanir. u € (Q,,)° ve 1€ F° alaim.

0y, < F oldugundanu € F° dir. Buradan,

FAAW Z=ZFAQ)OFW) >0y = AANU€EF? > AAu+0 = F ox,.
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(iii) (i) den, lim (F) < clu,(F) salanir.
(iv) F oox; = x; olsun. Teorem 5.1.4 (b) de@d, < Q,, dir. Bunedenle

Vi€ (Qy)° icinu € (Q,,)° dir. F cox, oldugundanv A € F° igin AAp # 0 dir.

Sonug olarakF cox; dir.

(V) xs <x¢ = Qy, <0y, VeF — x, = Q, < F oldugundanQ, < F bulunur.

Buradan,F — x, elde edilir.
(Vi) (=) F oox; = x; < clu (F) oldugu aciktir.

(&) x¢ < clu,(F) olsun.u € (Q,,)° alaim. Buradan@,, (1) > 0, dir. Q,, nin
tanimindan, Jpu; € LX: xequy < o ve  Qp, () = t(uy) >0y dir. xequy

oldugundanu, gclu,(F) dir.clu,(F) tanimindan,

3 x; € M(LY), Fooxs: xequy < p Ve Oy (1) = T(1ty) > Oy

= 1€ (Qy,)° ve Foox dir.

= VAeF? icin AAu+0 = F oox, elde edilir.

(i) (=) F — x; = x; < lim(F) oldugu aciktir.

(&) x¢ < lim(F) olsun= 3Ix, € M(LX), F — x5: x;, = x, dir.

F —x;=2x, = F — x; elde edilir.

(Vii) F — x; = Qy, <F ve F <gGolduundang,, <G = G — x, dir.
(ix) (viii) den, lim(F) < lim (G) dir.

(X) Goox, olsun.p € (Q,)° ve A€ F? alahim.F <G oldyundan A€ G° ve

Goox, oldusundani A p # 0 = Foox, elde edilir.
(xi) (x) den,clu,(G) < clu, (F) oldugu goralir.

Ornek 5.2.25X = {x,y}, L = M = I olsun veu € I* bulanik kiimesijt(x) = 0.3 ve

u(y) = 0.4 olarak tanimlansin.
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1, 1€{0,1}
() = {1/2, A=u

0, diger

olarak tanimlanan : I*¥ — I donsumi X tzerinde bir (L,M)-bulanik topolojidir.

Bu bulanik topolojinin korguluk sistemini olgturan donglmler gagidaki gibidir.

. 1, A=1
(Dt <0.7icinQ,, (1) = {0’ diger
1, A=1
(2)t>0.7icin Q,,(1) =41/2, A= p
0, diger
. 1, A=1
(B)s <0.6icinQ, (1) = {0' diger
1, A=1
(4)s>06icinQ, () =4{1/2, A=>pu
0, diger
1, A=1
F:1¥—>1, F(A) =42/3, x5 <A<1
0, diger

FO={vel*|Fv)>0y}={vel*|05<v(x)} seklindedir.
Asagidaki (i) ve (ii) denclu (F) = 1 oldugu gorulur :

() VA€ (Qx) vep e FicinAAp # 0 (t € Iy).

(ii) t € I, igin Fooys. VA€ (Qy,)° vep € FOicin AAp # 0.
Asagidaki (iii)-(vi) den,lim (F) = 1 — pu oldugu gorulur:

(i) t <0.7icin F — x; dir. CUnk{,Q,, < F dir.

(iv) t > 0.7 igin F » x, dir. CUnku, Q,, (1) =% fakat F(u) = 0y dir.
(V) s <0.6icinF — y, dir. CUnka,9, < F dir.
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(Vi) s > 0.6 iGin F - y, dir. GUnki, 0y, (1) = 5 fakat F (1) = 0y dr.

(1-w)x) =07 ve (1—u)(y)=0.6dr.

t <0.7icinF — x; oldugundanx, < lim, (F).
s < 0.6i¢cin F — y, oldugundany, < lim. (F).
= lim (F)=1—u dir.

Teorem 5.2.26(X,1) bir (L,M)-bulanik topolojik uzay vex, € M(L¥) olsun. Bu
takdirde, Foox, & [3G = F (L,M) — bulanikfiltre : § — x; | sglanir.
(Hussein, 2006)

Ispat: (=) F cox, olsun. Buradany p € (Q,,)° ve VA€ F° icin AAp#0 dir.

Boylece Teorem 5.2.16 daki (C)sdu sglanir. Buradan,G = Q,, v F X Uzerinde
bir (L,M)-bulanik filtredir. Ayrica, 9,, <G oldusundang — x; dir ve F < §

oldugu da aciktir.

(&) G X Uzerinde bir (L,M)-bulanik filtre dyle kiF <G ve G — x; olsun.

g — x; oldwundan 9, < g salanir.

1€ (Qx,)° ve A € F° alalim. Hipotezdend,u € G° = AAp€Gl = AAp#0

dir. Sonug olarakF oox; elde edilir.

Asagidaki teorem bulanik topolojik uzaylarda LB-surektinksiyonlar ile filtre

yakinsaklgl arasindaki ikkiyi karakterize etmektedir.

Teorem 5.2.27:(X,t;) ve (Y,tp) iki (L,M)-bulanik topolojik uzay olsun.X
uzerindeki hetF (L,M)-bulanik filtre, x, € M(L¥) ve u € LY icin asagidaki ifadeler
denktir.

@ : X 1) — (Y, 1) dOnEUmMU LB-sireklidir.
(b) Q=) < Qx, (¢ (1)).
©F —=x = @F) = (p(x)):.

(d) ¢ (lim,,(F)) < lim,, ((F)). (Hussein, 2006)
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Ispat: (ay= (b): Sonug 5.1.9.
(b) = (c): F — x, olsun. Buradany u € L' icin Q,,(¢(w) < Fo~(W)).

Hipotezden,Q,-(x,) (1) < Ox, (0= (W) < F(p~ (W) = 9(F) ().

S VueL igin 0y < 9(F)W) = 9(F) — (9(x)); elde edilir

)= ([):p~(x) E@ (limTI(T)), yanit < ¢ (limrl(T)) ((p(x)) olsun. Boylece,

dxepl(y): t< lim; (F)(x), yani x; € lim; (F) ve F — x, dir. (c) den,

0(F) = (@) = (@) € lim,,(p(F)) = ¢ (lim,(F)) < lim,, (p(F)).

(d) = (c): F —x olsun. (d) den, «(x)); € lim;,(¢(F)) dir. Buradan,
o(F) — (p(x)), elde edilir.

(c)= (a): Varsayimgp : (X,t,) — (Y,7,) LB-slrekli olmasin.
= Juel’: 7, (¢ (W) & 1,(w) dir. Buradang(x) # 0 oldugu agiktir,
= X € M(LX) : xtqu(_(ll) I(;In Q(p_’(xt)(;u) * th((pk(.u)) dir.

9., — x, oldugundan, ¢(Q,,)(W) = 0, (¢~ (W) £ Qpy (1) olacaktir. Sonug
olarak,<p(th) +» (@p(x)), dir. Bu ise hipotezle ¢glr. O halde, varsayim yastir.
Yani,p : (X,t,) — (Y,7,) LB-sureklidir.

Teorem 5.2.28: (X,7;)ve (Y,75) iki (L,M)-bulanik topolojik uzay ve
p: (X,71) = (Y,t,) LB-surekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, heF
(L,M)-bulanik filtresi ve x, € M(L¥) bulanik noktasi icin sagidaki ifadeler

saslanir.
(@F ox; = @(F) o (p(x))e-
(b) ¢ (clur, (F)) < clur, (¢(F)). (Hussein, 2006)

Ispat: (a)YF o x, olsun. Teorem 5.2.26 dad, G > F (L,M)-bulanik filtre :G — x,

dir. ¢ LB-slrekli oldgundan Teorem 5.2.27 (c) dem(G) — (¢(x)), dir.

Teorem 5.2.24 (ii) dengp(g)o(p(x)), dir. ¢(G) = @(F) oldugu kullanilirsa
Teorem 5.2.24 (x) dem(F) oo ( ¢(x)), elde edilir.
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(b) Teorem 5.2.27 (c» (d) kasulunun ispatina benzeekilde goéruldr.

Omek 5.229: X={x,y}, L=M=1 ve O=A olsun. t,,7,: ¥ —1
(L,M)-bulanik topolojileri gagidaki sekilde tanimlansin.

1, 1€{0,1} 1, 21€{0,1}
1(1) =41/2, A=04, ,(1) =42/3, A=04
0, diger 0, diger

Burada, idy : (X,t,) — (X,7,) birim fonksiyonu LB-surekli dgldir. Cunku,
7,(0.4) £ 7,(0.4) dir. Herx, € M(I¥) igin (Q;2)° = (9;})° oldusundan F o x,
ancak ve ancakdy (F) = Foo x; dir. Bu ise Teorem 5.2.28 in tersinin genel ddara

dogru olmasinin gerekmeglni gosterir. (Hussein, 2006)
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calsmada, ilk olarak latis teorisindeki temel kavramiaggensel normlar, latisler
Uzerindeki cebirsel yapilar ve kategorik kavrambamemli 6zellikleri de verilerek
Ozetlenmgtir. Ikinci olarak, ceitli yazarlar tarafindan 6zel bir latis yapisi olan
quantale latislerin (g-latislerin) kullanilmasiyleerilen ve daha 6nce tanimlargmi
olan bulanik yapilarin bir genellemesi olan latssetli bulanik yapilara ve bu
yapilar arasindaki gkilere deinilmistir. Bunlara ek olarak, Kim (2003) tarafindan
verilen L-bulanik kapagioperatorti kavrami ve bu kavram kullanilarak eldiea
sonugclar g-latislerin kullaniimasiyla daha genelyaip! olan (L,M)-bulanik kapagi
operatdrlerine gegleetilmistir. Ayrica bu kavram ile (L,M)-bulanik i¢c operatén ve
(L,M)-bulanik topoloji arasindaki gkiler kategorik yapilarda kullanilarak
incelenmgtir. Calismamizin son boliminde ise, Hussein’ in tezinddkiefkavrami
ile ilgili bir takim eksiklikler giderilmgtir. Boylece, yukarida s6zu edilen yapilarin
tanitildigr ve aralarindaki ikkilerin incelendgi Turkge bir kayngin literatire
kazandirilmasi hedeflensgtir.

Bu tezde dginilmemis olan dger bir takim topolojik yapilarda yine g-latisler
kullanilarak daha genel bir yapiyssitzabilir. Ornegin, filtre kavraminin duali olan
ideal kavrami ve Q-kosuluk sistemi kavraminin duali olan R-keuhuk (uzak
(remote) komuluk) sistemi kavramlari sirasiyla gengfiglerek (L,M)-bulanik
idealler ve (L,M)-bulanik R-koguluk sistemi kavramlari tanimlanabilir. Ayrica, bu
(L,M)-bulanik R-komguluk sistemi kullanilarak (L,M)-bulanik ideal yakaklg) da

incelenebilir.

Bunun yani sira, bir bulanik kimenin acik olmasiyaninda ac¢ik olmamasinin da
derecelendirildii farkli bir yapi olan “sezgisel bulanik topolojikzaylarda” da yine

g-latisler yardimiyla benzer genellemeler yapiiabil
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