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ÖNSÖZ 

 

Đlk olarak 1965 yılında Zadeh tarafından verilen bulanık küme tanımı çeşitli 
matematiksel kavramların bulanık matematiğe genelleştirilmesinde doğal bir yapı 
oluşturmuştur. 1968 yılında Chang klasik topolojik uzayların bir genellemesi olarak 
bulanık topolojik uzay tanımını vermiştir. Sonrasında ise birçok topolojici bulanık 
topolojik uzaylar teorisine çeşitli katkılarda bulunmuştur. Chang tarafından verilen 
orijinal bulanık topoloji tanımı ve bunun modifikasyonları, yani Goguen’ ın 
tanımladığı L-topolojik uzaylar ve Lowen (1976) tarafından tanımlanan tabakalaşmış 
bulanık topolojik uzayların yapı olarak bulanık küme teorisi ruhuna uygun olmadığı 
gözlenmiştir. Çünkü, sözü edilen tanımların her birinde kümeler bulanık olmasına 
rağmen topoloji aksiyomları klasiktir. Bunun üzerine Sostak (1985), hem klasik 
topolojinin hem de bulanık topolojinin bir genellemesi olarak, sadece kümelerin 
değil aynı zamanda topoloji aksiyomlarının da bulanık olduğu bulanık topolojinin 
yeni tanımını vermiştir. 1992 yılında birbirinden bağımsız olarak Chattopadhyay 
aynı yapıyı açıklığın bir derecelendirmesi ve Ramadan ise birim aralık yerine bir latis 
alarak pürüzsüz (smooth) topoloji adı altında yeniden tanımlamıştır. Kotze (2003) 
genel bir yaklaşımla, L ve M birer çatı olmak üzere, (L,M)-topolojik uzay kavramını 
tanıtmıştır. Höhle ve Sostak ise 1995 yılında Kotze’ nin tanımının bir genellemesi 
olarak (L,M)-bulanık topolojik uzay yapısını tanımlamışlardır ve çeşitli özelliklerini 
incelemişlerdir. Burada, L ve M özel bir latis yapısı olan çatının bir genellemesi olan 
iki farklı GL-monoidi ifade etmektedir.  

Höhle ve Sostak 1999 yılında bulanık iç uzayı yapısını tanıtmışlardır. Ardından 
Ramadan ve arkadaşları (2002) ise L bir kesin iki-yanlı, değişmeli quantale latis      
(q-latis) olmak üzere L-bulanık iç uzayı kavramını tanımlamışlardır ve çeşitli 
özellikleri üzerine çalışmalar yapmışlardır. Ayrıca L-bulanık iç uzayları ile L-bulanık 
topolojik uzaylar arasındaki ilişkiler ile çarpım L-bulanık iç uzay yapısını 
incelemişlerdir. Bu çalışmada ise L ve M birbirinden farklı kesin iki-yanlı, değişmeli 
q-latis olmak üzere (L,M)-bulanık topolojik uzaylarda (L,M)-bulanık iç uzayı yapısı 
incelenmiştir. 

Bulanık topolojik uzayların tanımlanmasının ardından Chattopadhyay ve Samanta 
(1993) Sostak’ ın bulanık topoloji tanımını baz alarak bulanık kapanış uzayı 
kavramını tanımlamışlardır. Kim ise 2003 yılında birim aralık yerine bir L tam 
dağılımlı tam latisini alarak Chattopadhyay ve Samanta tarafından verilen tanımı    
L-bulanık kapanış uzaylarına genellemiştir ve L-bulanık topolojik uzaylar ile 
aralarındaki ilişkileri incelemiştir. 2006 yılında Hussein, L bir kesin iki-yanlı, 
değişmeli q-latis olmak üzere L-bulanık kapanış uzayı tanımını farklı bir yaklaşımla 
vermiştir. Bu çalışmada ise L tam dağılımlı tam latisi yerine daha genel bir yapı olan 
q-latislerin alınmasıyla Kim tarafından tanımlanan L-bulanık kapanış uzayları 
kavramı  (L,M)-bulanık kapanış uzayları kavramına genişletilmiştir.   
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Bir bulanık noktanın bulanık kümeye ait olması ile elde edilen komşuluk sistemi 
tanımı bulanık topolojik uzaylara uygun bir genelleştirme olmadığı için klasik 
topolojik uzaylardaki komşuluk sistemi yapısı 1980 yılında Pao-Ming ve Ying-Ming 
tarafından q-çakışımsı olma bağıntısı kullanılarak Chang anlamındaki bulanık 
topolojik uzaylara genelleştirilmi ştir. Klasik topolojik uzaylarda, bulanık topolojik 
uzayların özel bir hali olduğundan, bu iki komşuluk yapısı burada çakışmaktadır.    
L-topolojik uzaylarda ise bu tanım Ying-Ming ve Mao-Kang tarafından 1997 yılında 
verilmiştir. 1997 yılında Demirci birim aralığı kullanarak pürüzsüz (I-bulanık) 
topolojik uzaylarda komşuluk sistemini tanımlamıştır.  2006 yılında ise Jinming      
q-çakışımsı olma bağıntısını kullanarak L-bulanık topolojik uzaylarda Q-komşuluk 
sistemini tanımlamıştır ve L-bulanık topolojik uzaylar ile aralarındaki ili şkileri 
incelemiştir. Yine 2006 yılında Hussein L bir tam dağılımlı tam latis ve M ise bir 
kesin iki-yanlı değişmeli q-latis olmak üzere (L,M)-bulanık topolojik uzaylarda 
(L,M)-bulanık Q-komşuluk sistemini tanımlamıştır ve çeşitli özelliklerini 
incelemiştir. 

Bilindiği gibi, bir küme üzerindeki filtre kavramı klasik topolojideki temel 
yapılardan birisidir ve bu kavram klasik topolojide önemli bir rol oynamaktadır. Bu 
kavram 1999 yılında Burton ve arkadaşları tarafından klasik bir kümenin güç 
kümesinden birim aralığa tanımlanan topolojik uzaylarda genelleştirilmi ş filtreler adı 
altında tanımlanmıştır. Yine 1999 yılında Höhle ve Sostak L bir cqm-latis (complete 
quasi monoidal lattice) olmak üzere, L-bulanık topolojik uzaylarda L-bulanık filtre 
kavramını vermişlerdir. 2003 yılında Luna-Torres ve Ochoa ise Höhle ve Sostak 
tarafından verilen L-bulanık filtrelerin çeşitli özellikleri incelenmişlerdir. 2006 
yılında Kim ve Ko, L’ yi bir kesin iki-yanlı değişmeli q-latis alarak L-bulanık filtre 
tabanı kavramını tanımlamışlardır ve filtrelerle arasındaki ilişkileri incelemişlerdir. 
Yine 2006 yılında Hussein, L bir tam dağılımlı tam latis ve M ise bir kesin iki-yanlı, 
değişmeli q-latis olmak üzere, L-bulanık filtre yakınsaklığını incelemiştir. Bu 
çalışmada ise bulanık filtreler, bulanık filtre tabanları ve filtre yakınsaklığı ile ilgili 
kavramlar Hussein’ in doktora tezindeki bazı eksikliklerinde giderilmesiyle daha 
genel bir yapı olan (L,M) bulanık filtreler adı ile tek bir çatı altında yeniden verilmiş 
ve kategorik olarak göz önüne alınarak önemli özellikleri elde edilmiştir.     

Özet olarak, bu çalışmada Höhle ve Sostak’ ın 1995 yılında yayınlanan “A General 
Theory of Fuzzy Topological Spaces ” adlı makalesi ve Hussein’ in 2006 yılında 
yaptığı “On Fuzzy Topological Spaces” adlı doktora tezindeki kavramlar baz 
alınarak (L,M)-bulanık topolojik uzaylar, (L,M)-bulanık tabanlar, (L,M)-bulanık iç 
ve kapanış uzayları, (L,M)-bulanık komşuluk uzayları ve (L,M)-bulanık filtreler ile 
filtre yakınsaklığı kavramları ve de bu kavramlar arasındaki ilişkiler kategorik 
yapıları da göz önüne alınarak incelenmiştir. Böylece, yukarıda sözü edilen 
kavramların detaylı olarak ele alındığı Türkçe bir kaynağı literatüre kazandırmak 
hedeflenmiştir. 

Bu tezin konu seçiminde ve çalışmaların yürütülmesi sürecinde yardımlarını 
esirgemeyen, daha da önemlisi bana topolojiyi bu kadar candan sevdiren Sayın 
Hocam Prof. Dr. Halis AYGÜN’ e yoğun çalışmaları arasında göstermiş olduğu ilgi, 
sabır ve desteğinden ötürü teşekkür eder, saygılarımı sunarım. Ayrıca yüksek lisans 
çalışmalarım süresince beni maddi olarak destekleyen TÜBĐTAK Bilim Đnsanı 
Destekleme Daire Başkanlığına teşekkürü bir borç bilirim. 
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LAT ĐS DEĞERLĐ BULANIK TOPOLOJ ĐK UZAYLAR 

Vildan ÇETK ĐN   

 

Anahtar Kelimeler: Bulanık küme, L-topoloji, L-bulanık topoloji, Bulanık taban, 
Bulanık iç operatörü, Bulanık kapanış operatörü, Bulanık komşuluk sistemi, Bulanık 
filtre, Bulanık filtre tabanı, Filtre yakınsaklığı.     

 
Özet: Bu tezin amacı; L ve M özel bir latis yapısı olan çatının bir genişlemesi olan 
farklı kesin iki-yanlı, değişmeli quantale latis (q-latis) olmak üzere topolojik yapıları 
tanıtmak, özelliklerini incelemek ve bu yapılar arasındaki ilişkileri araştırmaktır. 
 
Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Đlk bölümde, latis teorideki bazı temel tanımlar 
ve kavramlar, latisler üzerindeki cebirsel yapılar, üçgensel normlar, q-latisler ve bazı 
kategorik kavramlar özetlenmiştir. 
 
Đkinci bölümde, öncelikle bulanık küme tanımı ve bazı özellikleri tanıtılmıştır. 
Bulanık topolojiye literatürde getirilen farklı yaklaşımlar verildikten sonra bu 
yaklaşımlar arasındaki ilişkiler kategorik olarak incelenmiştir. Ayrıca L-bulanık iç 
(kapanış) operatörleri ve L-bulanık komşuluk sistemi kavramlarına da yer verilmiştir. 
 
Üçüncü bölümde, (L,M)-bulanık topoloji ve (L,M)-bulanık taban tanımı verildikten 
sonra başlangıç (L,M)-bulanık topoloji kavramı inşa edilmiştir. Böylece (L,M)-
bulanık topolojik uzaylar kategorisinin topolojik bir kategori olduğu elde edilmiştir.  
 
Dördüncü bölümde, (L,M)-bulanık iç ve (L,M)-bulanık kapanış operatörleri 
kavramları tanıtılmış ve bu kavramlar ile (L,M)-bulanık topoloji arasındaki ilişkiler 
incelenmiştir. Başlangıç (L,M)-bulanık iç (kapanış) operatörü oluşturularak      
(L,M)-bulanık iç (kapanış) operatörlerinin çarpımı tanımlanmıştır. 
 
Beşinci bölümde, (L,M)-bulanık topolojik uzaylarda bir bulanık noktanın                
Q-komşuluk sistemi tanıtılmıştır. Ardından, (L,M)-bulanık filtre tanımı verildikten 
sonra çarpım kümesi üzerinde (L,M)-bulanık filtre yapısı oluşturulmuştur. Ayrıca, 
(L,M)-bulanık topolojik uzaylarda (L,M)-bulanık filtrelerin yakınsaklığı da bu 
bölümde incelenmiştir.   
 

  

  



viii  
  

LATTICE VALUED FUZZY TOPOLOGICAL SPACES  

Vildan ÇETK ĐN 

 

Keywords: Fuzzy set, L-topology, L-fuzzy topology, Fuzzy base, Fuzzy interior 
operator, Fuzzy closure operator, Fuzzy neighborhood system, Fuzzy filter, Fuzzy 
filter base, Filter convergence.    

 
Abstract: The aim of this thesis is to introduce (L,M)-fuzzy topological structures, 
study their properties and investigate the relations between these structures where L 
and M are different strictly two-sided, commutative quantale lattices (q-lattices) as 
an extension of frames which is a special kind of lattices. 
 
This thesis includes five chapters. In the first chapter, some basic definitions and 
notions in lattice theory, algebraic structures on lattices, triangular norms, q-lattices 
and some categorical concepts were summarized. 
 
In the second chapter, first of all the definition of a fuzzy set and some of its 
properties were introduced. After giving the different approaches to fuzzy topology 
in literature, the relations between these approaches were studied as categorical 
aspect. Moreover, there were also given the notions of L-fuzzy interior (closure) 
operators and L-fuzzy neighborhood systems.  
 
In the third chapter, after giving the definition of (L,M)-fuzzy topology and      
(L,M)-fuzzy base the notion of initial (L,M)-fuzzy topology was constructed. By this 
way, it was obtained that the category of (L,M)-fuzzy topological spaces is a 
topological category. 
 
In the fourth chapter, the notions of (L,M)-fuzzy interior and (L,M)-fuzzy closure 
operators were introduced and the relationships among these notions and          
(L,M)-fuzzy topology were investigated. By constructing the initial (L,M)-fuzzy 
interior (closure) operators, the product of (L,M)-fuzzy interior (closure) operators 
were defined.  
 
In the fifth chapter, Q-neighborhood system of a fuzzy point in (L,M)-fuzzy 
topological spaces was introduced. Then, after giving the definition of (L,M)-fuzzy 
filter there was constructed the concept of (L,M)-fuzzy filter on the product set. 
Furthermore, the convergence of (L,M)-fuzzy filter in (L,M)-fuzzy topology was also 
studied in this chapter. 
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1. ÖN BĐLGĐLER 

Bu bölümde öncelikle tezin geri kalan kısımlarında kullanılacak olan latisler, 

üçgensel normlar (t-normlar) ve kategoriler gibi kavramlar ve bunların temel 

özellikleri verilecektir. Ayrıca, latisler üzerinde tanımlanan farklı cebirsel yapılar ve 

bu yapılar arasındaki ilişkilerde yine bu bölümde verilecektir.   

1.1. Latis Teorideki Temel Kavramlar 

 

Tanım 1.1.1: (�, ≤) kısmi sıralı bir küme olmak üzere; 

(a) � nin sonlu her alt kümesinin supremumu mevcut ise � ye bir üst-yarı latis (join-

semilattice) denir ve (�,∨, 0�) ile gösterilir. 

(b) � nin sonlu her alt kümesinin infimumu mevcut ise � ye bir alt-yarı latis (meet-

semilattice) denir ve (�,∧, 1�) ile gösterilir. 

(c) � nin sonlu her alt kümesinin supremum ve infimumu mevcut ise � ye bir latis 

(lattice, kafes, örgü) denir ve � = (�,∨,∧ 0� , 1�) ile gösterilir. 

Burada, 0� = ⋁∅ ve 1� = ⋀∅ sırasıyla � nin en küçük ve en büyük elemanını ifade 

etmektedir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Özel olarak, �: = O0,1P kapalı birim aralık ve 2 ≔ %0,1& iki noktalı kümesi birer 

latisdir. 

Önerme 1.1.2: � = (�,∨,∧, 0� , 1�) bir latis olsun. Bu takdirde, aşağıdaki özellikler 

sağlanır. ( Birkhoff, 1967) 

(i) ∀ R ∈ � için R ∨ R = R ve R ∧ R = R. 

(ii) ∀ R, 3 ∈ � için  R ∧ 3 ≤ R,   3 ≤ R ∨ 3 . 
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(iii) ∀ R, 3 ∈ � için R ≤ 3 ⟺ R ∨ 3 = 3 ⟺  R ∧ 3 = R . 

(iv) ∀ R, 3, T ∈ � için (R ∨ 3) ∨ T = R ∨ (3 ∨ T)  ve  (R ∧ 3) ∧ T = R ∧ (3 ∧ T) . 

Önerme 1.1.3: (�,∨, 0�) ve (�,∧, 1�) yarı-latisler olsunlar. Bu takdirde, 

(�,∨,∧ 0� , 1�) bir latisdir ⟺  ∀ R, 3 ∈ � için R ∧ (R ∨ 3) = R, R ∨ (R ∧ 3) = R 

sağlanır. (Johnstone, 1992) 

Tanım 1.1.4: � ve � iki latis ve �: � ⟶ � bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, 

(i) � bir üst-yarı latis (alt-yarı latis) homomorfizmidir : ⟺ 

 ∀ V ⊂ � sonlu için �(⋁ RX∈� ) = ⋁ �(R)X∈�    (  �(⋀ RX∈� ) = ⋀ �(R)X∈�   ) . 

(ii) � bir latis homomorfizmidir : ⟺  

∀ V ⊂ � sonlu için �(⋁ RX∈� ) = ⋁ �(R)X∈�  ve �(⋀ RX∈� ) = ⋀ �(R)X∈�  . 

(iii) � bir üst-yarı latis (sırasıyla, alt-yarı latis, latis) izomorfizmidir : ⟺ � bijektif ve 

hem � hemde �YZ birer üst-yarı latis (sırasıyla, alt-yarı latis, latis) homomorfizmidir. 

Eğer, � ve � latisleri arasında bir latis izomorfizmi mevcut ise bu iki latis birbirine 

latis olarak izomorftur denir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Not 1.1.5: (1) Yukarıdaki tanımlardan açıktır ki, her üst-yarı latis homomorfizmi 

latisin en küçük elemanını ve her alt-yarı latis homomorfizmi ise latisin en büyük 

elemanını korur. Böylece, her latis homomorfizmi latisin en küçük (0�) ve en büyük  

(1�) elemanını korur. 

(2) Kolaylıkla görülebilir ki, her yarı-latis homomorfizmi aynı zamanda sıralamayı 

korur. 

Önerme 1.1.6: � bir latis olsun. Bu takdirde, aşağıdaki koşullar denktir. 

 ∀ R, 3, T ∈ � için, 

(i) R ∧ (3 ∨ T) = (R ∧ 3) ∨ (R ∧ T). 

(ii) R ∨ (3 ∧ T) = (R ∨ 3) ∧ (R ∨ T). (Johnstone, 1992) 



 

Tanım 1.1.7: Yukarıdaki önermenin denk ko

dağılımlı latis (Şekil 1. 1) 

Önerme 1.1.8:  � bir latis olsun. Bu takdirde, 

� dağılımlıdır ⟺ ∀
sağlanır. (Birkhoff, 1967

Dağılımlı olmanın di

yapılmaktadır. 

Teorem 1.1.9: Bir � 

olmayan köşegensel (

içermez. (Terziler ve Öner, 2002)

 

Şekil1. 

 

3 

Tanım 1.1.7: Yukarıdaki önermenin denk koşullarından birini sağ

ekil 1. 1) adı verilir. (Johnstone, 1992, Birkhoff, 1967)

 

Şekil1. 1: Dağılımlı latis 

bir latis olsun. Bu takdirde,  

∀ R, 3, T ∈ � için R ∧ T = 3 ∧ T ve R ∨ T =
(Birkhoff, 1967) 

diğer bir karakterizasyonu ise aşağıdaki teorem yardımıyla 

 latisi dağılımlıdır ancak ve ancak bu latis içerisinde da

egensel (Şekil 1.2 (a)) veya beşgen (Şekil 1.2 (b)

(Terziler ve Öner, 2002) 

 

(a) (b) 

ekil1. 2: (a) Köşegensel latis ve (b) Beşgen latis 

 

 

ullarından birini sağlayan bir � latisine 

(Johnstone, 1992, Birkhoff, 1967) 

= 3 ∨ T ise R = 3 

ıdaki teorem yardımıyla 

ancak bu latis içerisinde dağılımlı 

ekil 1.2 (b)) latisden birini 
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Tanım 1.1.10: � kısmi sıralı bir küme olsun. Bu takdirde, 

(i) � nin her alt kümesinin supremumu mevcut ise � ye bir tam üst-yarı latis 

(complete join-semilattice) denir. 

(ii) � nin her alt kümesinin infimumu mevcut ise � ye bir tam alt-yarı latis (complete 

meet-semilattice) denir. 

(iii) � nin her alt kümesinin supremum ve infimumu mevcut ise � ye bir tam latis 

(complete lattice) denir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Tanım 1.1.11: �, � iki tam latis ve �: � ⟶ � bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, 

(i) � bir tam üst-yarı latis (tam alt-yarı latis) homomorfizmidir : ⟺ 

 ∀ V ⊂ � için �(⋁ RX∈� ) = ⋁ �(R)X∈�   ( �(⋀ RX∈� ) = ⋀ �(R)X∈�  ) . 

(ii) � bir tam latis homomorfizmidir : ⟺  

∀ V ⊂ � için �(⋁ RX∈� ) = ⋁ �(R)X∈�   ve �(⋀ RX∈� ) = ⋀ �(R)X∈�  . 

(iii) � bir tam üst-yarı latis (sırasıyla, tam alt-yarı latis, tam latis) izomorfizmidir 

: ⟺ � bijektif ve hem � hemde �YZ birer tam üst-yarı latis (sırasıyla, tam alt-yarı 

latis, tam latis) homomorfizmidir. 

Eğer, � ve � tam latisleri arasında bir tam latis izomorfizmi mevcut ise bu iki latis 

birbirine birer tam latis olarak izomorftur denir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Tanım 1.1.12: � sonlu infimum ve keyfi supremum işlemleri altında kapalı bir latis 

olmak üzere, � ye bir çatı (frame) adı verilir : ⟺ ∀R ∈ �, %3I&I∈[ ⊂ � için 

R ∧ (⋁ 3II∈[ ) = ⋁ (R ∧ 3I)I∈[   sağlanır. (Johnstone, 1992) 

Örnek 1.1.13: 	 bir topolojik uzay olmak üzere, Ω(	) ≔ %9 ⊂ 	 ∶ 9 açık& ailesi bir 

çatıdır. 

Tanım 1.1.14: � bir tam latis olsun. Eğer aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa � ye 

sonsuz dağılımlı latis adı verilir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 
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(i) ∀ R ∈ �, b ⊂ � için R ∧ ⋁b = ⋁ (R ∧ 3)c∈d  . 

(ii) ∀ R ∈ �, b ⊂ � için R ∨ ⋀b = ⋀ (R ∨ 3)c∈d . 

Tanım 1.1.15: � bir tam latis olsun. Eğer aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa � ye tam 

dağılımlı tam latis (completely distributive lattice) adı verilir. (Ying-Ming ve Mao-

Kang, 1997) 

 Her e%RI,fg h ∈ iI& | k ∈ 1& ⊂ ((�)\%∅&,  (1 ≠ ∅) için 

(CD1) ⋀ (⋁ RI,ff∈no )I∈p = ⋁ (⋀ RI,q(I)I∈p )q∈∏ noo∈s  . 

(CD2) ⋁ (⋀ RI,ff∈no )I∈p = ⋀ (⋁ RI,q(I)I∈p )q∈∏ noo∈s  . 

Tanım 1.1.16: � bir latis ve � ∈ � olsun. Eğer ∀ R, 3 ∈ � için � ≤ R ∨ 3 eşitsizliği 

� ≤ R veya � ≤ 3 olmasını gerektiriyorsa � ya � nin bir indirgenemez elemanı 

(irreducible, coprime, molecule) denir. 

� nin sıfırdan farklı indirgenemez elemanlarının kümesi, 

�(�) ≔ %� ∈ � | � ≠ 0 ve ∀R, 3 ∈ � için � ≤ R ∨ 3  ⟹ � ≤ R veya � ≤ 3 &   

ile gösterilir. (Gierz, 1980) 

Tanım 1.1.17: � bir latis ve H ∈ � olsun. Eğer ∀ R, 3 ∈ � için R ∧ 3 ≤ H eşitsizliği 

R ≤ H veya 3 ≤ H olmasını gerektiriyorsa H ye � nin bir asal (prime) elemanı veya 

atom denir.  

� nin birden farklı asal elemanlarının kümesi, 

'5(�) ≔ %H ∈ � | H ≠ 1 ve ∀R, 3 ∈ � için R ∧ 3 ≤ H ⟹ R ≤ H  veya 3 ≤ H &   

ile gösterilir. (Gierz, 1980) 

Tanımlar karşılaştırıldığında, � bir bulanık latis olmak üzere 

� ∈ �(�)  ⟺  �′ ∈ Pr (�) 

olduğu kolaylıkla görülür. 
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Teorem 1.1.18: � bir tam dağılımlı tam latis olmak üzere, �’ deki her eleman �’ nin 

indirgenemez elemanlarından oluşan bir kümenin supremumuna eşit olarak 

yazılabilir. Benzer şekilde, � bir bulanık latis iken �’ nin her elemanı bazı asal 

elemanlarının infimumu olarak yazılabilir. (Gierz, 1980) 

1.2. De-Morgan, Boole ve Heyting Cebirleri 

 

Tanım 1.2.1: � bir latis olmak üzere, � üzerindeki bir  ′: � ⟶ �, R ↦ R′  
dönüşümüne   

(i) üst alma operatörü (involution) denir : ⟺  ∀ R ∈ � için (RA)A = R.   

(ii) sırayı tersine koruyan operatör denir : ⟺  ∀ R, 3 ∈ � için R ≤ 3 ⟹ R′ ≥ 3′. 

′: � ⟶ �, R ↦ RA ≔ 1 − R olarak tanımlanan dönüşüm � üzerinde sırayı-tersine 

koruyan bir üst alma operatörüdür. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Tanım 1.2.2: Sırayı-tersine koruyan üst alma operatörü ile bir tam dağılımlı tam latis 

bir bulanık latis (fuzzy lattice) olarak adlandırılır ve � = (�, ≤,∧,∨, ′) ile gösterilir. 

(Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Tanım 1.2.3: ℒ = (�, ≤, ′) üçlüsüne bir tam De-Morgan cebiri (complete De-Morgan 

algebra) denir  : ⟺  (�, ≤) bir dağılımlı tam latisdir ve ′, � üzerinde sırayı-tersine 

koruyan bir üst alma operatörüdür. (Gehrke ve diğ., 2003) 

Her tam latis bir tam De-Morgan cebiri içine gömülebilir. Gerçekten, � bir tam latis 

olmak üzere � × � üzerinde kısmi sıralama 

(RZ, 3Z) ≤ (R�, 3�)  ⟺  RZ ≤ R� ve  3� ≤ 3Z 

olarak tanımlanırsa (� × �, ≤) bir tam latisdir. Ayrıca, ′: � × � ⟶ � × � sırayı-

tersine koruyan üst alma operatörü de 

(R, 3)A = (3, R) , ∀ (R, 3) ∈ � × � 

olarak tanımlanırsa (� × �, ≤, ′) bir tam De-Morgan cebiridir. 
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Önerme 1.2.4:  � bir dağılımlı latis ve R, 3, T ∈ � olsun. Bu takdirde, 

 : ∧ R = 3  ve  : ∨ R = T  

olacak şekilde en çok bir : ∈ � mevcuttur. (Johnstone, 1992) 

Tanım 1.2.5: � bir latis ve R ∈ � olsun. Eğer,  

: ∧ R = 0�  ve  : ∨ R = 1�  

olacak şekilde bir : ∈ � mevcut ise bu : elemanına R nın bir bütünleyeni veya 

komplementi (complement) denir ve ℸR ile gösterilir.  

Burada, ℸ: � ⟶ �, R ↦ ℸR ile tanımlanan dönüşüme ise � üzerinde bir bütünleme 

operatörü adı verilir. (Johnstone, 1992) 

Önerme 1.2.4, eğer varsa dağılımlı bir latisde bütünleyenin tek türlü belirli olduğunu 

garanti eder. 

Teorem 1.2.6:  � bir dağılımlı latis olsun. Bu takdirde, � üzerindeki her bütünleme 

operatörü aynı zamanda sırayı-tersine koruyan bir üst alma operatörüdür. (Ying-

Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Tanım 1.2.7: � bir dağılımlı latis olsun. Eğer, � üzerinde bir ℸ: � ⟶ � , R ↦ ℸR 

bütünleme operatörü mevcut ise � ye bir Boole cebiri (Boolean algebra) denir. 

(Johnstone, 1992) 

Tanım 1.2.8: b  ve � iki Boole cebiri ve �: b ⟶ � bir fonksiyon olsun. 

 � bir Boole cebiri homomorfizmidir :⟺ � bir latis homomorfizmi ve ∀3 ∈ b için 

�(ℸ3) = ℸ�(3) sağlanır. (Johnstone, 1992) 

Bütünleyenin tekliğinden Boole cebirleri arasındaki herhangi bir latis homomorfizmi 

gerçekte bir Boole cebiri homomorfizmidir.  

Örnek 1.2.9: (1) 	 boş olmayan herhangi bir küme olmak üzere, ((	) güç kümesi, 

≤ bağıntısı içerme ⊆ bağıntısı, ∨,∧ operatörleri sırasıyla birleşim ve arakesit, en 

küçük ve en büyük elemanlar ise sırasıyla ∅ ve 	 olmak üzere bir tam dağılımlı tam  
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latisdir. Ayrıca  ((	) in her elemanının bütünleyeni mevcut olduğundan ((	) bir 

Boole cebiridir. 

(2) V en küçük ve en büyük elemanları sırasıyla 0 ve 1 olan tam sıralı bir küme 

olsun. Bu takdirde, ∨≔ �R��, ∧≔ �k� operatörleri olmak üzere V bir dağılımlı 

latisdir. Fakat V ikiden fazla elemana sahip ise V bir Boole cebiri olamaz. Çünkü, 0 

ve 1 dışındaki hiçbir elemanın bütünleyeni yoktur. 

Tanım 1.2.10: V, 1 birim elemanlı bir halka ve her R ∈ V için R� = R ise V ya bir 

Boole halkası (Boolean ring) denir. (Johnstone, 1992) 

Uyarı 1.2.11: Her Boole cebiri bir Boole halkasıdır. Gerçekten, herhangi bir V  Boole 

cebirinde her R, 3 ∈ V için + ve  .  işlemleri  

R + 3 ≔ (R ∧ ℸ3) ∨ (ℸR ∧ 3)  ve  R. 3 ≔ R ∧ 3 

olarak tanımlanırsa bu işlemler ile V bir Boole halkasıdır. 

Tersine, eğer V bir 1 birim elemanlı bir Boole halkası ise 

R ∧ 3: = R. 3   ve  R ∨ 3: = R + 3 + R. 3 

işlemleri ile V yı bir Boole cebiri olarak göz önüne alabiliriz. 

Ayrıca açıktır ki, herhangi bir Boole cebiri homomorfizmi bir Boole halka 

homomorfizmidir ve bunun terside doğrudur. (Johnstone, 1992) 

Tanım 1.2.12: V bir üst-yarı latis ve � ⊂ V olsun. �‘ ye V nın bir ideali (ideal) denir 

:⟺  

(i) 0� ∈ �  ve  R, 3 ∈ � ⟹ R ∨ 3 ∈ �. 

(ii) R ∈ � ve 3 ≤ R ⟹ 3 ∈ �.    (Johnstone, 1992) 

Örnek 1.2.13: (1) Herhangi bir R ∈ V için ↓ (R) ≔ %3 ∈ V | 3 ≤ R& ⊂ V alt kümesi V 

nın bir idealidir ve açık olarak R yı içeren en küçük idealdir. Böylece halka 

teorisindeki benzerlik ile bu ideale R ile üretilen esas ideal denir. 

(2) �: V ⟶ b bir yarı latis homomorfisi olsun. Bu takdirde, % R ∈ V | �(R) = 0d &  
(� nin çekirdeği) kümesi V nın bir idealidir. (Johnstone, 1992) 
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Önerme 1.2.14: V bir latis ve �, V nın bir ideali olsun. Bu takdirde, aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

(i) � nin bütünleyeni V da bir filtredir (yani, Tanım 1.2.12 deki özelliklerin duallerini 

sağlar).  

(ii) 1� ∉ � ve R ∧ 3 ∈ � ⟹ R ∈ � veya 3 ∈ �. 

(iii) �, bir �: V ⟶ 2  latis homomorfisinin çekirdeğidir. (Johnstone, 1992) 

Tanım 1.2.15: Yukarıdaki önermenin denk koşullarından birini sağlayan bir ideale 

asal ideal (prime ideal) denir. Bir asal idealin bütünleyenine ise asal filtre (prime 

filter) adı verilir. (Johnstone, 1992) 

Önerme 1.2.16: V bir Boole cebiri ve � ⊂ V olsun. Bu takdirde, 

�, V nın latis olarak (asal) idealidir ⟺  �, V nın halka olarak (asal) idealidir. 

(Johnstone, 1992) 

Tanım 1.2.17: � bir latis olsun. � ye bir Heyting cebiri (Heyting algebra) denir : ⟺ 

her bir (R, 3) eleman çifti için 

T ≤ (R ⟶ 3)  ⟺   T ∧ R ≤ 3 

önermesini sağlayan bir (R ⟶ 3) elemanı mevcuttur. (Johnstone, 1992) 

Önerme 1.2.18: � bir latis ve " ⟶ ", � üzerinde bir ikili işlem olsun. Bu takdirde, 

“⟶ " işlemi � yi bir Heyting cebirine dönüştürür ⟺ ∀ R, 3, T ∈ � için aşağıdakiler 

sağlanır. (Johnstone, 1992) 

(i) R ⟶ R = 1, 

(ii) R ∧ (R ⟶ 3) = R ∧ 3, 

(iii) 3 ∧ (R ⟶ 3) = 3, 

(iv) R ⟶ (3 ∧ T) = (R ⟶ 3) ∧ (R ⟶ T). 
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Önerme 1.2.19: Her Boole cebiri bir Heyting cebiridir.  

Gerçekten, V bir Boole cebiri ve R, 3 ∈ V için R ⟶ 3: = ℸR ∨ 3 olarak tanımlanırsa 

V nın bir Heyting cebiri olduğu görülür. 

Bir genel Heyting cebirinde ℸ işlemi ℸR ≔ R ⟶ 0 olarak tanımlanır. Bu şekilde 

tanımlanan ℸR elemanına R nın yarı tümleyeni denir. Açık olarak, R ∧ ℸR = 0 dır. 

Fakat, R ∨ ℸR = 1 olması gerekmez. (Johnstone, 1992) 

Lemma 1.2.20: (1) Her Heyting cebiri dağılımlıdır. 

(2) Bir � Heyting cebiri bir Boole cebiridir ⟺  ∀R ∈ � için ℸℸR = R. (Johnstone, 

1992) 

Sonuç olarak aşağıdaki diyagram (Şekil 1. 4) elde edilir. 

 

 

Şekil1. 3: Cebirsel yapılar arasındaki ilişkiler diyagramı 

Fakat bu içermelerin terslerinin sağlanması gerekmez. 

Örnek 1.2.21: (1) V en küçük elemanı 0 ve en büyük elemanı 1 olan bir tam sıralı 

küme olsun. Bu takdirde, V aşağıda tanımlanan işlem ile bir Heyting cebiridir. 

R ⟶ 3 ≔ �1, R ≤ 3
3, diğer � 

Fakat, V bir Boole cebiri değildir. Gerçekten,  her R ∈ V, (R ≠ 0) için ℸℸR = 1 dir. 

(2) Standart bulanık cebir ile � = (O0,1P, �R��, �k�, 0, 1, 1 − R) bir De-Morgan 

cebiridir, fakat Boole cebiri değildir. 
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Önerme 1.2.22: V bir Heyting cebiri ve R ∈ V olmak üzere Vℸℸ ≔ %R ∈ V | ℸℸR = R} 

olarak tanımlanan Vℸℸ kümesi bir Boole cebiridir.  

Burada, Vℸℸ nın elemanlarına V nın regüler elemanları denir.  (Johnstone, 1992) 

1.3. Üçgensel Normlar 

 

Tanım 1.3.1: Aşağıdaki özellikleri sağlayan �: � × � ⟶ � dönüşümüne bir üçgensel 

(triangular) norm (kısaca, t-norm) adı verilir. 

(TN1) ∀R, 3 ∈ � için �(R, 3) = �(3, R). 

(TN2) ∀R, 3, T ∈ � için �(�(R, 3), T) = �(R, �(3, T)). 

(TN3) ∀R, 3, T ∈ � için R ≤ 3 ⟹ �(R, T) ≤ �(3, T). 

(TN4) ∀R ∈ � için �(R, 1) = R. 

Bir � t-normu için � = O0,1P üzerinde rezidium ve birezidium adı verilen ⟶� , ⟷� 

ikili i şlemleri aşağıdaki şekilde tek türlü belirlidir. 

R ⟶� 3 ≔ ⋁%T ∈ � ∶ �(R, T) ≤ 3&, 

R ⟷� 3 ≔ (R ⟶� 3) ∧ (3 ⟶� R), ∀R, 3 ∈ �. 

Buna göre,  ∀R, 3, T ∈ � için 

�(R, 3) ≤ T ⟺ R ≤ (3 ⟶� T)       önermesi sağlanır. 

Bir � t-normu � ve � × � üzerindeki standart topolojilere göre bir fonksiyon olarak 

sürekli ise bu � t-normuna süreklidir denir. Buna göre,  

Minimum t-norm:     ��I�(R, 3) ≔ min %R, 3&,                                      (Şekil 1. 4 (a)) 

Çarpım t-norm:         �� 7¡(R, 3) ≔ R ∙ 3,                                              (Şekil 1. 4 (c)) 

Lukasiewicz t-norm: ��£¤(R, 3) ≔ maks %R + 3 − 1, 0&                       (Şekil 1. 4 (e)) 

olarak tanımlı dönüşümler birer sürekli t-normdur. (Klement ve diğ., 2000) 
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Önerme 1.3.2: �  sürekli bir t-norm olsun. Bu takdirde, aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) ∀R, 3, T ∈ � için R ⟶� 3 = 1 ⟺ R ≤ 3. 

(ii) ∀R ∈ � için 1 ⟶� R = R. 

(iii) ∀R, 3 ∈ � için �(R, R ⟶� 3) ≤ 3. (Klement ve diğ., 2000) 

Uyarı 1.3.3: Bir � t-normu için � üzerinde ∗� yarı tümleme operatörü, 

∗� (R) ≔ R ⟶� 0, ∀R ∈ � 

olarak tanımlanır. Açıktır ki, yarı tümleme operatörü sırayı-tersine koruyan bir 

operatördür (Tanım 1.2.1 (ii)), ancak her zaman bunun bir üst alma operatörü  

(Tanım 1.2.1 (i))  olması gerekmez. Örneğin; 

Minimum t-norm için,  R ⟶� 3 = �1,   R ≤ 3
3, diğer �  

Çarpım t-norm için,  R ⟶� 3 = � 1,      R ≤ 3
3 R⁄ , diğer� 

Lukasiewicz t-norm için, R ⟶� 3 = min%1 − R + 3, 1& , R ⟷� 3 = 1 − |R − 3| 
biçiminde tanımlıdır. (Klement ve diğ., 2000) 

Tanım 1.3.4: Aşağıdaki özellikleri sağlayan ̈ : � × � ⟶ � dönüşümüne bir üçgensel 

(triangular) conorm (kısaca, t-conorm veya s-norm) adı verilir. 

(SN1) ∀R, 3 ∈ � için ̈ (R, 3) = ¨(3, R). 

(SN2) ∀R, 3, T ∈ � için ̈ (¨(R, 3), T) = ¨(R, ¨(3, T)). 

(SN3) ∀R, 3, T ∈ � için R ≤ 3 ⟹ ¨(R, T) ≤ ¨(3, T). 

(SN4) ∀R ∈ � için ̈ (R, 0) = R. 

� bir t-norm olmak üzere bu t-normun duali olan ¨  t-conormu 

¨(R, 3) = 1 − �(1 − R, 1 − 3), ∀R, 3 ∈ �   

olarak belirlidir. (Klement ve diğ., 2000) 
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Buna göre, yukarıda tanımlanan t-normların dualleri olan t-conormlar şu şekilde 

belirlidir: 

Maksimum t-conorm:  ̈�X¤© ≔ maks%R, 3&,                                         (Şekil 1. 4 (b)) 

Cebirsel toplam:          ¨<7� ≔ R + 3 − R. 3,                                  (Şekil 1. 4 (d)) 

Sınırlı toplam:             ̈�£¤(R, 3) ≔ min%R + 3, 1&                                (Şekil 1. 4 (f)) 

 

(a) 

 

(b) 
  

 

(c) (d) 
  

 

(e) 

 

(f) 
Şekil1. 4: (a) Minimum t-norm, (b) Maksimum t-conorm, (c) Çarpım t-norm, (d) Cebirsel 
toplam, (e) Lukasiewicz t-norm, (f) Sınırlı toplam 
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1.4. Quantale Latisler 

 

Tanım 1.4.1: (�, ≤) sonsuz dağılımlı bir tam latis olmak üzere, aşağıdaki özellikleri 

sağlayan bir (�, ≤,⊛) üçlüsüne GL-monoid adı verilir. (Burada, GL genelleştirilmi ş 

mantık (Generalized Logic) ifadesine karşılık gelmektedir.)  

(1) ∀ R, 3, T ∈ � için R ≤ 3 ⟹ R ⊛ T ≤ 3 ⊛ T, 

(2) ∀ R, 3 ∈ � için R ⊛ 3 = 3 ⊛ R, 

(3) ∀ R ∈ � için R ⊛ 1� = R ve R ⊛ 0� = 0�, 

(4) ⊛ işlemi keyfi supremum üzerine dağılımlıdır, yani 

R ⊛ (⋁ 3II∈[ ) = ⋁ (R ⊛ 3I)I∈[ , 

(5) ∀ R, 3 ∈ � için R ≤ 3 ⟹ ∃ T ∈ � ∶ R = 3 ⊛ T. 

Bir (�, ≤,⊛) GL-monoidi bir kareköklü GL-monoiddir  : ⟺ 

(6) � üzerinde aşağıdaki özellikleri sağlayan bir ̈ : � ⟶ � işlemi mevcuttur. 

(i) ¨(R) ⊛ ¨(R) = R, 

(ii) 3 ⊛ 3 ≤ R ⟹ 3 ≤ ¨(R). 

¨ işlemi (i) ve (ii) den tek türlü belirlidir. Bu nedenle ¨(R) yerine √R yazılabilir. 

Özel olarak, √R ya R ∈ � nin karekökü denir. (Höhle ve Sostak, 1995) 

Örnek 1.4.2: (1) ⊛=∧ ve ∀ R ∈ � için √R = R olarak tanımlanırsa her � tam Heyting 

cebiri bir kareköklü GL-monoiddir. 

(2) � = O0,1P kapalı birim aralık sol sürekli bir � t-normu ile birlikte bir kareköklü 

GL-monoiddir. Özel olarak, Lukasiewicz t-normu ele alındığında ∀ R ∈ � için 

√R = (R + 1) 2⁄  olarak tanımlıdır. 

Her GL-monoid üzerinde rezidium mevcuttur ve " ⟶ " işlemi aşağıdaki şekilde 

tanımlanır:    R ⟶ 3 = ⋁%T ∈ � ∶ R ⊛ T ≤ 3&. (Höhle ve Sostak, 1995) 
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Lemma 1.4.3: (�, ≤,⊛) bir kareköklü GL-monoid olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

özellikler sağlanır. 

(i) R ⊛ 3 ≤ R ∧ 3, 

(ii) (⋁ RII∈[ ) ⟶ 3 = ⋀ (RI ⟶ 3)I∈[ , 

(iii) R ⟶ (⋀ 3II∈[ ) = ⋀ (R ⟶ 3I)I∈[ , 

(iv) R ∧ 3 = R ⊛ (R ⟶ 3), 

(v) R ⊛ R = R ⟹  ∀3 ∈ � için R ⊛ 3 = R ∧ 3, 

(vi) R ≤ √R , √R ⊛ √3 ≤ «R ⊛ 3, 

(vii) R ≤ 3 ⟹  √R ≤ √3, 

(viii) √R ⟶ 3 = √R ⟶ √3, 

(ix) R ≤ 3  ve 3 = √R ⊛ √3  ⟹ R = 3. (Höhle ve Sostak, 1995) 

Tanım 1.4.4: Aşağıdaki özellikleri sağlayan (�, ≤,⊙) üçlüsüne bir quantale latis 

(kısaca, q-latis) adı verilir. 

(1) (�, ≤) bir tam latis. 

(2) (�,⊙) bir yarı-grup. 

(3) ⊙ işlemi keyfi supremum üzerine dağılımlıdır, yani 

R ⊙ (⋁ 3II∈[ ) = ⋁ (R ⊙ 3I)I∈[   ve  (⋁ RII∈[ ) ⊙ 3 = ⋁ (RI ⊙ 3)I∈[ . 

Herhangi bir q-latisde sağ ve sol implikasyonlar mevcuttur ve aşağıdaki şekilde 

tanımlıdır. 

R  → 3 = ⋁%T ∈ � ∶ R ⊙ T ≤ 3&  ve  R ¬→ 3 = ⋁%T ∈ � ∶ T ⊙ R ≤ 3&. 

(Paseka, 1996) 

Tanım 1.4.5: (�, ≤,⊙) bir q-latis olsun. Bu takdirde, 

(i) R ∈ � elemanına sol yanlı (sağ yanlı) denir : ⟺ 1 ⊙ R ≤ R  (R ⊙ 1 ≤ R). 
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(ii) R ∈ � elemanına kesin sol yanlı (sağ yanlı) denir : ⟺ 1 ⊙ R = R  (R ⊙ 1 = R). 

(iii) R ∈ � elemanına ( kesin ) iki yanlı denir : ⟺ R ( kesin) sağ yanlı ve ( kesin) sol 

yanlıdır. 

(iv)  (�, ≤,⊙)  q-latisi birimlidir : ⟺  (�,⊙)  bir monoiddir. 

Herhangi bir birimli q-latisde her sol yanlı ( sağ yanlı ) eleman kesin sol yanlı (kesin 

sağ yanlı) dır. (Paseka, 1996) 

Tanım 1.4.6: (�, ≤) bir tam latis olmak üzere, (�, ≤,⊙)  üçlüsüne bir kesin iki-yanlı, 

değişmeli quantale latis denir : ⟺ 

(L1) (�,⊙)  bir değişmeli yarı-grup. 

(L2) ∀ R ∈ � için R ⊙ 1� = R ve R ⊙ 0� = 0�. 

(L3) ⊙ işlemi keyfi supremum üzerine dağılımlıdır, yani 

R ⊙ (⋁ 3II∈[ ) = ⋁ (R ⊙ 3I)I∈[ . 

Bir (�, ≤,⊙)  kesin iki-yanlı, değişmeli q-latisine idempotent denir : ⟺ 

∀ R ∈ � için R ⊙ R = R  sağlanır. 

� = (�, ≤,⊙,A ), ′ sırayı-tersine koruyan üst alma operatörü ile birlikte bir kesin iki-

yanlı, değişmeli q-latis olsun. Bu takdirde, � üzerinde ⊙ işleminin duali olan ⊕ 

işlemi aşağıdaki şekilde tanımlıdır: 

 ∀ R, 3 ∈ � için R ⊕ 3 = (R′ ⊙ 3′)′. (Höhle ve Sostak, 1999) 

Bundan sonra aksi belirtilmediği sürece � = (�, ≤,⊙,⊕,A ), ′ sırayı-tersine koruyan 

üst alma operatörü ile bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latis olarak ele alınacaktır. 

Örnek 1.4.7: (1) Her çatı (Tanım 1.1.12) bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latisdir. 

(2) ⊙=∧ olarak alındığında her tam dağılımlı tam latis (Tanım 1.1.15) bir kesin iki-

yanlı, değişmeli q-latisdir. Özel olarak, (O0,1P, ≤,∧)  bir kesin iki-yanlı, değişmeli    

q-latisdir. 

(3) Her GL-monoid (Tanım 1.4.1) bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latisdir.  
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(4) ⊙= � sürekli t-norm (Tanım 1.3.1) olarak alındığında her (O0,1P, ≤, �)  üçlüsü 

bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latisdir. 

(5) 	 herhangi bir küme olmak üzere, � = ((	) güç kümesi ve ⊙=∩ olarak 

alındığında (�, ⊆,∩) üçlüsü bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latisdir. 

� bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latis olmak üzere, � üzerinde bir " ⟶ " işlemi    

∀ R, 3 ∈ � için 

R ⟶ 3 = ⋁%T ∈ � ∶ R ⊙ T ≤ 3&   

olarak tanımlanır. Bu takdirde,  

R ⊙ 3 ≤ T ⟺ R ≤ (3 ⟶ T)  

önermesi sağlanır.  

Bir � kesin iki-yanlı, değişmeli q-latisinde R ∈ � için R∗ ≔ R ⟶ 0� elemanına R nın 

yarı bütünleyeni denir.  

Tanım 1.4.8: Bir � kesin iki-yanlı, değişmeli q-latisine bir MV-cebiri (MV-algebra) 

adı verilir : ⟺  ∀ R ∈ � için (R ⟶ 0�) ⟶ 0� = R     sağlanır. 

Bir � MV-cebiri tamdır : ⟺ (MV) ∀ R, 3 ∈ � için (R ⟶ 3) ⟶ 3 = R ∨ 3 sağlanır. 

Burada, MV çok değerli mantık (Multi Valued Logic) ifadesine karşılık gelmektedir. 

(Höhle ve Sostak, 1999)  

Örnek 1.4.9: � = � ve R ⊙ 3 = maks%R + 3 − 1, 0& olarak alındığında � bir tam 

MV-cebiridir. 

Lemma 1.4.10: � = (�, ≤,⊙,⊕,A ) bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latis olsun. Bu 

takdirde, ∀ R, 3, T,  ∈ �  ve ∀ %3I&I∈[ ⊂ � için aşağıdaki özellikler sağlanır. (Höhle 

ve Sostak, 1999) 

(1) 3 ≤ T ⟹ R ⊙ 3 ≤ R ⊙ T ve R ⊕ 3 ≤ R ⊕ T. 

(2) R ⊙ 3 ≤ R ∧ 3 ≤ R ∨ 3 ≤ R ⊕ 3 . 

(3) (⋁ 3II∈[ )A = ⋀ 3IAI∈[  ve (⋀ 3II∈[ )A = ⋁ 3IAI∈[ . 
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(4) R ⊕ (⋀ 3II∈[ ) = ⋀ (R ⊕ 3I)I∈[ . 

(5) (R ∨ 3) ⊙ (T ∨ ) ≤ (R ∨ T) ∨ (3 ⊙ ) ≤ (R ⊕ T) ∨ (3 ⊙ ). 

(6) R ⊙ (R ⟶ 3) ≤ 3 ve R ⟶ 3 ≤ (3 ⟶ T) ⟶ (R ⟶ T). 

(7) Eğer � bir MV-cebiri ise R ⟶ 3 = 3∗ ⟶ R∗. 

(8) Eğer � bir MV-cebiri ise R ⊙ (R∗ ⊕ 3∗) ≤ 3∗. 

(9) Eğer � bir tam MV-cebiri ise aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(i) (R∗)∗ = R ve R ≤ 3 ⟹  R∗ ≥ 3∗. 

(ii) R ⊙ 3 = (R ⟶ 3∗)∗ ve R ⊕ 3 = R∗ ⟶ 3. 

(iii) ( R ⊕ T) ⊙ 3 ≤ R ⊕ (3 ⊙ T). 

(iv) R ⊙ 3 ⊙ (T ⊕ ) ≤ (R ⊙ T) ⊕ (3 ⊙ ). 

(v) R ∧ 3 = R ⊙ (R ⟶ 3) ve 3 ≤ T ⟹ R ⟶ 3 ≤ R ⟶ T . 

(vi) R ⟶ (⋁ 3II∈[ ) = ⋁ (R ⟶ 3I)I∈[  ve R ⟶ (⋀ 3II∈[ ) = ⋀ (R ⟶ 3I)I∈[ . 

(vii) (⋁ RII∈[ ) ⟶ 3 = ⋀ (RI ⟶ 3)I∈[  ve (⋀ RII∈[ ) ⟶ 3 = ⋁ (RI ⟶ 3)I∈[ . 

(viii) R ⊕ (⋁ 3II∈[ ) = ⋁ (R ⊕ 3I)I∈[   ve R ⊙ (⋀ 3II∈[ ) = ⋀ (R ⊙ 3I)I∈[ . 

Đspat: (1) 3 ≤ T ⟹ T = 3 ∨ T 

R ⊙ 3 ≤ (R ⊙ T) ∨ (R ⊙ 3) = R ⊙ (3 ∨ T) = R ⊙ T ⟹  R ⊙ 3 ≤ R ⊙ T   

3 ≤ T ⟹ 3A ≥ TA ⟹ RA ⊙ 3A ≥ RA ⊙ TA ⟹ R ⊕ 3 ≤ R ⊕ T  elde edilir. 

(2) ∀ R, 3 ∈ � için R, 3 ≤ 1 olduğundan R ⊙ 3 ≤ 3, R ⟹  R ⊙ 3 ≤ R ∧ 3  dir.   

RA ⊙ 3A ≤ RA ∧ 3A ⟹ (RA ⊙ 3A)A ≥ (RA ∧ 3A)A  ⟹  R ∨ 3 ≤ R ⊕ 3. 

(3) ∀ k ∈ Γ için ⋀ 3I ≤ 3II∈[  ⟹ ∀ k ∈ Γ için (⋀ 3I)′ ≥ 3IAI∈[  ⟹ (⋀ 3II∈[ )′ ≥ ⋁ 3IAI∈[  

∀ k ∈ Γ için 3IA ≤ ⋁ 3IAI∈[  ⟹ ∀ k ∈ Γ için 3I ≥ (⋁ 3IAI∈[ )′ 

⟹  ⋀ 3II∈[ ≥ (⋁ 3IAI∈[ )′  ⟹ (⋀ 3II∈[ )A ≤ ⋁ 3IAI∈[  
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Böylece, (⋀ 3II∈[ )A = ⋁ 3IAI∈[  elde edilir. Benzer şekilde diğeri de görülür. 

(4)  R ⊕ (⋀ 3II∈[ ) = (RA ⊙ (⋀ 3II∈[ )A)A = (RA ⊙ ⋁ 3IAI∈[ )A = (⋁ (R′ ⊙ 3IAI∈[ ))′ 

                                                                 =⋀ (RA ⊙ 3IA)A = ⋀ (R ⊕ 3I)I∈[I∈[ . 

(5) (R ∨ 3) ⊙ (T ∨ ) = ¯(R ∨ 3) ⊙ T° ∨ ((R ∨ 3) ⊙ ) 

                                    = (R ⊙ T) ∨ (3 ⊙ T) ∨ (R ⊙ ) ∨ (3 ⊙ ) 

                                   ≤ (R ∨ T) ∨ (3 ∧ T) ∨ (R ∧ ) ∨ (3 ⊙ ) 

                                   ≤ (R ∨ T) ∨ (T ∨ R) ∨ (3 ⊙ ) 

                                   = (R ∨ T) ∨ (3 ⊙ ) 

                                   ≤ (R ⊕ T) ∨ (3 ⊙ ). 

 

(6) R ⟶ 3 ≤ R ⟶ 3 olduğundan R ⊙ (R ⟶ 3) ≤ 3 

R ⟶ 3 ≤ (3 ⟶ T) ⟶ (R ⟶ T) ⟺ (R ⟶ 3) ⊙ (3 ⟶ T) ≤ (R ⟶ T)  

                                                     ⟺ R ⊙ (R ⟶ 3) ⊙ (3 ⟶ T) ≤ T. 

(7) � bir MV-cebiri ve R∗ = R ⟶ 0� olsun. (6) da T = 0� alınırsa 

R ⟶ 3 ≤ (3 ⟶ 0�) ⟶ (R ⟶ 0�) = 3∗ ⟶ R∗                                                    (1.1) 

3∗ ⟶ R∗ ≤ R∗∗ ⟶ 3∗∗ = R ⟶ 3                                                                           (1.2) 

⟹ (1.1) ve (1.2) den, R ⟶ 3 = 3∗ ⟶ R∗. 

(8) � bir MV-cebiri olsun.(6) dan, 

(R ⊙ 3) ⊙ ((R ⊙ 3) ⟶ 0�) ≤ 0� ⟹ R ⊙ ((R ⊙ 3) ⟶ 0�) ≤ 3 ⟶ 0� 

R ⊙ (R∗ ⊕ 3∗) = R ⊙ (R∗∗ ⊙ 3∗∗)∗ = R ⊙ (R ⊙ 3)∗ ≤ 3 ⟶ 0� = 3∗ . 

(9) (i) Tanımlardan kolaylıkla görülür. 

(ii) (8) den, R ⊙ (R∗ ⊕ 3∗) ≤ 3∗ ⟹ R∗ ⊕ 3∗ ≤ R ⟶ 3∗ 
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R ⊙ 3 = (R∗ ⊕ 3∗)∗  ≥ (R ⟶ 3∗)∗ ⟹ R ⊙ 3 ≥ (R ⟶ 3∗)∗ 

R ⊙ 3 ≤ (R ⟶ 3∗)∗   ⟺ R ≤ 3 ⟶ (R ⟶ 3∗)∗    

                                    ⟺ R ≤ (R ⟶ 3∗)∗∗  ⟶ 3∗   

                                    ⟺ R ≤ R ∨ 3∗. 

R ⊕ 3 = (R∗ ⊙ 3∗)∗ = (R∗ ⟶ 3∗∗)∗∗ = R∗ ⟶ 3. 

(iii) (R ⊕ T) ⊙ 3 ≤  R ⊕ (3 ⊙ T) ⟺ (R∗ ⟶ T) ⊙ 3 ≤ R∗ ⟶ (3 ⊙ T)  

                                                         ⟺ R∗ ⊙ (R∗ ⟶ T) ⊙ 3 ≤ 3 ⊙ T. 

(iv) R ⊙ 3 ⊙ (T ⊕ ) ≤ R ⊙ ¯T ⊕ (3 ⊙ )° 

                                     = ¯(3 ⊙ ) ⊕ T° ⊙ R 

                                     ≤ (R ⊙ T) ⊕ (3 ⊙ ). 

Tanım 1.4.11: (�, ≤Z,⊙Z), (�, ≤�,⊙�) iki kesin iki-yanlı, değişmeli q-latis olmak 

üzere, �: � ⟶ � fonksiyonu bir q-latis homomorfizmidir : ⟺  

(i) � keyfi supremumu korur. 

(ii) ∀ R, 3 ∈ � için �(R ⊙Z 3) = �(R) ⊙� �(3). 

(iii) �(1�) = 1±, yani evrensel üst sınır korunur. 

1.5. Kategoriler ve Funktorlar 

 

Küme teorisinde, kümeler ve kümeler arasında tanımlanan fonksiyonlar göz önüne 

alınır. Topolojide bir topolojik uzaydan diğerine sürekli fonksiyonlar, grup teorisinde 

bir gruptan diğerine grup homomorfizmleri tanımlanır. Bunları ayrı ayrı birer çatı 

altında toplarsak, bu yapı bazı objelerden ve bir objeden diğerine gitmek için 

tanımlanan kurallar veya yollardan oluşur. Đşte bu kavramlar kategorinin temelini 

oluşturmaktadır. 
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Tanım 1.5.1: Bir �1 kategorisi aşağıdaki verilerden oluşur: 

(K1) Bir 23�1 sınıfı ki, bu sınıfın elemanlarına �1 nın objeleri (nesneleri) denir. 

(K2) �1 nın objelerinin her (	, �) ikilisi için bir �(	, �) kümesi karşılık getirilir ve 

bu kümenin elemanlarına 	 den � ye morfizmler yada  �1-morfizmler denir.  

Her 	, �, ², ³ ∈ 23�1 için (	, �) ≠ (², ³) ise �(	, �) ∩ �(², ³) = ∅ dir. (Yani, 

tanım ve değer bölgeleri tek türlü belirlidir.) 

Bazen �(	, �) kümesi, �45(	, �)  yada  �45́ p(	, �) ile gösterilir. 

(K3) �1 nın objelerinin her 	, �, ² üçlüsü için bir ∘ dönüşümü ki bileşke adı verilen 

bu dönüşüm  

∘: �(	, �) × �(�, ²) ⟶ �(	, ²) ,    ∘ (�,  ) ≔  ∘ �  

şeklinde tanımlanır ve aşağıdaki özellikleri sağlar: 

(i) Bileşke asosyatiftir. Yani, ∀ � ∈ �45(	, �),  ∈ �45(�, ²) ve  ℎ ∈ �45(², ³) 

için ℎ ∘ ( ∘ �) = (ℎ ∘  ) ∘ �. 

(ii) �1 nın her 	 objesi için 	 in idantik (birim) morfizmi adı verilen bir              

1� ∈ �45(	, 	) elemanı vardır öyle ki,  

∀ � ∈ �45(	, �),  ∈ �45(�, ²) için 1¶ ∘ � = � ve  ∘ 1¶ =  . 

Kategorideki objelerin sınıfının kümelerden oluşması gerekmez (o yalnızca bir 

sınıftır). Buna rağmen herhangi iki obje için birinden diğerine olan morfizmler bir 

küme formunda olmak zorundadır. 

	, � ∈ 23�1 ve � ∈ �45(	, �) için 	 kümesine � nin tanım bölgesi, � ye ise değer 

bölgesi denir. 	 ve � nin küme olmadığı durumlarda � nin de bir fonksiyon olması 

gerekmez. (Adamek ve diğ., 2004) 

Örnek 1.5.2: (1) En önemli kategori örneklerinden birisi kümeler ve fonksiyonların 

oluşturduğu ̈ ·� kategorisidir. Yani, 

(a) 23(¨·�) ≔ % 	 | 	 bir küme }, 



22 
  

(b) �45(	, �) ≔ % � | �: 	 ⟶ � bir fonksiyon }, 

(c) Bileşke işlemi fonksiyonların bileşkesi, 

(d) 	 ∈ 23(¨·�) için 1�: 	 ⟶ 	, 1�(:) ≔ : özdeşlik fonksiyon. 

Burada bütün kümeleri ya da bir kümeden diğerine tanımlı bütün fonksiyonları 

almak gerekli değildir. (K3) koşulu kaldığı müddetçe seçilen bazı fonksiyonlarla da 

(örneğin, bire-bir örten fonksiyonlar) bir kategori yapılabilir. Buna ileride alt 

kategori diyeceğiz. 

(2) �2': Topolojik uzaylar ve bunlar arasındaki sürekli fonksiyonların oluşturduğu 

kategori, yani 

(a) 23(�2') ≔ % (	, �) | (	, �) bir topolojik uzay }, 

(b) �45¯(	, �), (�, �∗)° ≔ % � | �: (	, �) ⟶ (�, �∗) bir sürekli fonksiyon }, 

(c) Bileşke dönüşümü sürekli fonksiyonların bileşkesi. 

(3) (	, ≤) kısmi sıralı bir küme olsun. Bu kümeye aşağıda açıklandığı gibi bir �1 

kategorisi gözüyle bakılabilir. 

23�1 ∶= % : | : ∈ 	 &, ∀ :, ¸ ∈ 23�1 için �45(:, ¸) ≔ �%(:, ¸)&, : ≤ ¸
∅,        diğer �                      

≤ bağıntısının geçişme özelliği �1 nın her üç objesi için bir tek bileşke olduğunu, 

yansıma özelliği de idantik morfizmin varlığını garanti eder. (Adamek ve diğ., 2004) 

(4) 85�: Çatılar kategorisi, yani 

(a) 2385� ≔ % � | � bir çatı ( frame ) }, 

(b) �45(�, 1) ≔ % � | � sonlu infimum ve keyfi supremum koruyan dönüşüm}. 

(5) ¹: Gruplar ve grup homomorfizmleri kategorisi, 

ℝ: Halkalar ve halka homomorfizmleri kategorisi, 

�R»: Latisler ve latis homomorfizmleri kategorisi, 

b44¼: Boole cebirleri ve homomorfizmleri kategorisi. (Johnstone, 1992) 
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Tanım 1.5.3: �1 ve �� iki kategori olsun. Eğer aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa, �� 

ye �1 nın bir alt kategorisi (subcategory) denir. 

(a) 23�� ⊂ 23�1, 

(b) ∀ 	, � ∈ 23�� için �45́ �(	, �) ⊂ �45́ p(	, �), 

(c) ∀ 	, �, ² ∈ 23�� ve ∀ � ∈ �45́ �(	, �),  ∈ �45́ �(�, ²) için 

 ∘ � ∈ �45́ �(	, ²)  ⟹   ∘ � ∈ �45́ p(	, ²), 

(d) ∀ 	 ∈ 23�� için 1� ∈ �45́ �(	, 	) ⟹  1� ∈ �45́ p(	, 	). 

Eğer yukarıda verilen (b) koşulu için eşitlik sağlanıyorsa �� ye �1 nın bütünüyle alt 

kategorisi (full subcategory) denir. (Adamek ve diğ., 2004) 

Örnek 1.5.4: (1) Objeleri kümeler, morfizmleri bire-bir örten fonksiyonlar olan 

kategori ̈ ·� kategorisinin bir alt kategorisidir. Objeleri bütün sonlu kümeler ve 

morfizmleri fonksiyonlar olan kategori de ̈·� kategorisinin bütünüyle alt 

kategorisidir. 

(2) Objeleri kompakt (veya bağlantılı, Hausdorff vs.) topolojik uzaylar ve 

morfizmleri homeomorfizmler olan kategori �2' kategorisinin bir alt kategorisidir. 

Tanım 1.5.5: �1 herhangi bir kategori olsun. Aşağıda tanımlanan kategoriye �1 nın 

dual kategorisi ( duali ) denir ve �17 ile gösterilir. 

23�17 ≔ 23�1    ve  ∀ 	, � ∈ 23�17  için  �45´p½(	, �) ≔ �45́ p(�, 	) 

Yani, �17 nin morfizmleri �1 nın morfizmlerinin tanım ve değer kümelerinin yer 

değiştirilmesi ile elde edilir. Açık olarak, (�17)7 = �1 dir. (Adamek ve diğ., 2004) 

Örnek 1.5.6: (1) (	, ≤) kısmi sıralı bir küme olsun. Bu kümeye Örnek 1.5.2 (3) den 

bir kategori gözüyle bakılabileceğinden, bu kategorinin duali (	, ≥) kısmi sıralı 

kümesidir. (Adamek ve diğ., 2004) 

(2) 85� çatılar kategorisinin dualine lokaller kategorisi denir ve bu kategori �4T ile 

gösterilir. (Johnstone, 1992) 
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Bundan sonra aksi belirtilmediği sürece �1 bir kategori ve �: 	 ⟶ �, �1 da bir 

morfizm olarak ele alınacaktır. 

Tanım 1.5.7: (a) ∀ ² ∈ 23�1 ve ∀  Z,  �: � ⟶ ² morfizmleri için 

  Z ∘ � =  � ∘ � ⟹   Z =  �    sağlanıyorsa � ye bir epimorfizm denir. 

(b)  ∀ ² ∈ 23�1 ve ∀ ℎZ, ℎ�: ² ⟶ 	 morfizmleri için 

� ∘ ℎZ = � ∘ ℎ� ⟹  ℎZ = ℎ� sağlanıyorsa � ye bir monomorfizm denir. 

Eğer � hem bir epimorfizm hemde bir monomorfizm ise � ye bimorfizm denir. 

¨·� kümeler kategorisinde bir epimorfizm örten fonksiyon ve bir monomorfizm de 

bir bire-bir fonksiyondur.  

Bu ifadenin diğer kategoriler için genel olarak doğru olması gerekmez. 

Eğer �1 morfizmleri fonksiyonlar olan bir kategori ise bu kategoride örten fonksiyon 

olan her morfizm bir epimorfizmdir, fakat bunun tersi genelde doğru değildir. 

Örneğin, Hausdorff topolojik uzayların kategorisinde, eğer 	 bir � Hausdorff 

uzayının yoğun bir alt uzayı ise k ∶ 	 ⟶ �, k(:) ≔ :  olarak tanımlanan dönüşüm bir 

epimorfizm olmasına rağmen örten fonksiyon değildir. (Mitchell, 1965) 

Tanım 1.5.8: Eğer �’nin sağ tersi varsa, yani � ∘  = 1¶ olacak şekilde bir             

 ∶ � ⟶ 	 morfizmi mevcut ise � ye bir büzülme (retraksiyon) adı verilir. Eğer � 

sol terse sahip ise � ye bir karşı (eş) büzülme  (co-retraksiyon) denir. 

Her retraksiyon bir epimorfizmdir. Kümeler kategorisinde bunun terside doğrudur, 

ancak genelde doğru olması gerekmez. (Mitchell, 1965) 

Tanım 1.5.9:   ∘ � = 1� ve  � ∘  = 1¶ olacak şekilde bir  ∶ � ⟶ 	 morfizmi 

mevcut ise � ye �1 da bir özdeşlik veya izomorfizm denir. (Adamek ve diğ. , 2004) 

Kolaylıkla görülebilir ki, ¨·� kategorisinde izomorfizm bir bijeksiyon, �2' 

kategorisinde izomorfizm bir homeomorfizm ve ¹ de ise bir grup izomorfizmine 

karşılık gelir. 
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Tanım 1.5.10: �1 ve �� iki kategori olmak üzere, aşağıdaki özellikleri sağlayan 8 ye 

�1 dan �� ye bir kovaryant (kontravaryant) funktor denir ve 8: �1 ⟶ �� biçiminde 

yazılır. (Adamek ve diğ., 2004)  

(a) ∀ 	 ∈ 23�1 için 8(	)  ∈ 23��, 

(b) ∀ � ∈ �45́ p(	, �) için 8(�) ∈ �45́ �(8(	), 8(�))  

     ( ∀ � ∈ �45́ p(	, �) için 8(�) ∈ �45́ �(8(�), 8(	)) ),  

(c) ∀ � ∈ �45́ p(	, �),  ∈ �45́ p(�, ²)  için 8( ∘ �) = 8( ) ∘ 8(�) 

     ( ∀ � ∈ �45́ p(	, �),  ∈ �45́ p(�, ²)  için 8( ∘ �) = 8(�) ∘ 8( ) ), 

(d) ∀ 	 ∈ 23�1 için 8(1�) = 1¾(�). 

Örnek 1.5.11: (1) ² sabit bir küme olmak üzere, 8: ¨·� ⟶ ¨·� dönüşümü         

8(	) ≔ 	 × ² ve � ∶ 	 ⟶ � için 8(�): 	 × ² ⟶ � × ², 8(�): = � × 1¿ olarak 

tanımlanırsa 8 bir kovaryant funktordur. 

(2) �1 ≔ �2' ve �� ≔ Halkalar kategorisi olmak üzere, 8: �1 ⟶ �� dönüşümü, 

8(	) ≔ �(	) = %  ∶ 	 ⟶ �À |   sürekli fonksiyon } ve 8(�) ≔ �∗  

( ∈ �(�) için �∗(): =  ∘ �) olarak tanımlanırsa, 8 bir kontravaryant funktordur. 

(3) Ω ∶ �2' ⟶ �4T, Ω(	, @) ≔ @ ve � ∶ 	 ⟶ � sürekli fonksiyonu için             

�YZ ∶ Ω(�) ⟶ Ω(	) fonksiyonu olmak üzere Ω(�) ≔ �YZ olarak tanımlanan Ω bir 

kontravaryant funktordur. 

(4) �17, �1 nın dual kategorisi olsun. Bu takdirde, �: �1 ⟶ �17 , �(	) ≔ 	 ve 

�(�) ≔ � olarak tanımlanan � bir kontravaryant funktordur. Ayrıca, 8: �1 ⟶ �� 

herhangi bir funktor olmak üzere, 87 ∘ � = 8 olacak şekilde bir tek 87 ∶ �17 ⟶ �� 

funktoru vardır. Açık olarak, 

8 funktoru kovaryanttır ⟺ 87 funktoru kontravaryanttır. (Adamek ve diğ., 2004) 

Funktorlar bir kategori hakkındaki verileri diğer bir kategoriye taşır. Bazı 

kategorilerin objeleri diğer bir kategorinin objeleri üzerine ilave bazı yapılar 

koyularak elde edilirler. Örneğin, bir topolojik uzay bir küme (yani, ̈ ·� 
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kategorisinin bir objesi) üzerine topolojik yapı ilave edilmesi ile elde edilir. Bir halka 

bir Abel grubundan, bir Abel grubu da bir kümeden elde edilebilir. Bu durumların 

her birinde ilk kategoriden ikinci (yani, ilave özelli ğin unutulduğu) kategoriye bir 

funktor tanımlanabilir. Bu şekilde tanımlanan funktorlara unutkan (forgetful) funktor 

adı verilir. 

Örneğin, 8 ∶ �2' ⟶ ¨·�, 8(	, @): = 	 ve 8(�) ≔ � olarak tanımlı dönüşüm bir 

unutkan funktordur. Çünkü, 	 objesini ikinci tarafa götürürken üzerindeki  @ 

topolojisini ve � morfizmini götürürken de sürekliliğini dikkate almıyor. Benzer 

şekilde, ¹ gruplar kategorisinden ve ℝ halkalar kategorisinden ̈·� kümeler 

kategorisine unutkan funktorlar tanımlanabilir. 

Unutkan funktorların tersine olarak, bir kategoriden diğer bir kategoriye ilk 

kategorinin objelerine daha fazla yapı ekleyecek şekilde funktorlarda tanımlanabilir. 

Örneğin,   8 ∶ ¨·� ⟶ �2', 8(	): = (	, @Á) ve 8(�) ≔ � olarak tanımlı dönüşüm 

bir funktordur. Benzer şekilde, @Á = ((	) diskret topoloji yerine @< = %∅, 	& trivial 

topoloji de alınabilir. (Adamek ve diğ., 2004) 

Tanım 1.5.12: (1) Eğer aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa, �1 kategorisine, �1 dan 

¨·�  kategorisine tanımlanan unutkan funktora göre bir topolojik kategori denir. 

(TC1) Başlangıç yapının varlığı: Bir 	 kümesi, i sınıfı, %(	f, �f)&f∈n �1-objelerin 

ailesi ve % �f: 	 ⟶ 	f&f∈n dönüşümler ailesi için, 	 kümesi üzerinde             

% �f: 	 ⟶ (	f, �f)&f∈n kaynağına göre başlangıç olan bir tek � �1-yapısı vardır. 

Bunun anlamı, bir (�, �) �1-objesi için bir  ∶ (�, �) ⟶ (X, �)  dönüşümü bir     

�1-morfizmdir ancak ve ancak her h ∈ i için �f ∘  ∶ (�, �) ⟶  (	f, �f) dönüşümleri 

bir �1-morfizmdir. 

(TC2) Yapı (fibre) küçüklüğü: Herhangi bir 	 kümesi için �1(	) ile gösterilen 	 in        

�1-fibresi, yani 	 üzerindeki tüm �1-yapıların sınıfı bir kümedir. 

(2) �� bir kategori ve ·, ��-bimorfizmlerin bir sınıfı olsun. 

�� nin �1 bütünüyle alt kategorisine �� de ·-reflektif (·-yansımalı) (yada, 

bireflektif) denir : ⟺ Her ��-objesi bir bimorfizm olarak · de bir �1-yansıma okuna 

sahiptir.            
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Bunun anlamı, �� deki herhangi bir b objesi için, V  �1 nın bir objesi olmak üzere en 

az bir 5 ∶ b ⟶ V �1-yansıma (ya da, �1-yansıma bimorfizmi) vardır öyle ki 

aşağıdaki özellik sağlanır:   

VA, �1 nın bir objesi olmak üzere, herhangi bir � ∶ b ⟶ V′ için bir tek �′ ∶ V ⟶ V′ 
�1-morfizmi vardır öyle ki �A ∘ 5 = �  dir. (Adamek ve diğ., 2004) 
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2. L-BULANIK TOPOLOJ ĐK UZAYLAR 

 

Bu bölümde, öncelikle bulanık küme tanımı ve bazı özellikleri tanıtılacaktır. Bulanık 

topolojiye literatürde getirilen farklı yaklaşımlar verildikten sonra bu yaklaşımlar 

arasındaki ilişkiler kategorik olarak incelenecektir. Ayrıca L-bulanık iç (kapanış) 

operatörleri ve L-bulanık komşuluk sistemi kavramlarına da yer verilecektir. 

2.1. Bulanık Kümeler  

 

Tanım 2.1.1: 	 boştan farklı klasik bir küme ve � bir tam latis olmak üzere her 

 ∶ 	 ⟶ � fonksiyonuna 	 in bir L-bulanık alt kümesi adı verilir. 

	 in tüm L-bulanık alt kümelerinin ailesi �� ile gösterilir. Şu halde, 

 �� ≔ %  |  ∶ 	 ⟶ �  bir fonksiyon}. 

: ∈ 	 ve  ∈ �� olmak üzere (:) değerine : noktasının  L-bulanık alt kümesine 

ait olma (üyelik) derecesi denir. 

Özel olarak, � = � olması halinde her  ∶ 	 ⟶ � fonksiyonu 	 in bir bulanık alt 

kümesi olarak adlandırılır. 

% : ∈ 	 | (:) > 0� } ⊂ 	 klasik alt kümesine  L-bulanık alt kümesinin desteği 

denir ve supp veya # notasyonlarından biri ile gösterilir. 

Her R ∈ � için % : ∈ 	 | (:) ≥ R } ⊂ 	 klasik alt kümesine  L-bulanık alt 

kümesinin R-seviyesi denir ve [X] notasyonu ile gösterilir. 

� ∈ � olmak üzere her : ∈ 	 için �(:) ≔ � olarak tanımlanan fuzzy kümesi X’ in 

sabit L-bulanık alt kümesi olarak adlandırılır. 

Buna göre,  ∀ : ∈ 	 için 0(:) ≔ 0� ve 1(:) ≔ 1� biçiminde tanımlanır.
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	 kümesinin herhangi bir A klasik alt kümesi de A nın karakteristik fonksiyonu, ��: 	 ⟶ 2 ≔ %0,1} 
��(:) ≔ Ä1, : ∈ V0, : ∉ V�  
ile 	 in bir bulanık alt kümesi olarak göz önüne alınabilir. Dolayısıyla, her klasik 

küme bir bulanık kümedir. (Zadeh, 1965) 

Not 2.1.2: Bundan sonra aksi belirtilmediği sürece 	 boştan farklı klasik bir kümeyi 

ve � ise bir bulanık latisi ifade edecektir. 

Tanım 2.1.3: , � ∈ �� olmak üzere, 

(a)  = � ∶⟺  ∀ : ∈ 	 için (:) = �(:). 

(b)  ≤ � ∶⟺  ∀ : ∈ 	 için (:) ≤ �(:). 

(c) A: 	 ⟶ �, ∀ : ∈ 	 için A(:) ≔ ( (:))′.  (� = � ise, A(:) ≔ 1 − (:) ). 

(d) , � L-bulanık alt kümelerinin birleşim ve arakesit işlemleri sırasıyla        

( ∨ �)(:) ≔ �R��%(:), �(:)}   ve  ( ∧ �)(:) ≔ �k�%(:), �(:)},  (∀ : ∈ 	) 

olarak tanımlanır. 

(e) Daha genel olarak, %I}I∈[ ⊂ �� ailesi için birleşim ve arakesit işlemleri sırasıyla  

 (L II∈[ )(:) ≔ L II∈[ (:)    ve    (N II∈[ )(:): = N II∈[ (:),  (∀ : ∈ 	) 

olarak tanımlanır. 

Yukarıdaki işlemler ile �� de bir bulanık latisdir. Ayrıca,  

(i) (L II∈[ )A = N IAI∈[ , 

(ii) (N II∈[ )A = L IAI∈[    

De-Morgan kuralları da sağlanır. (Zadeh, 1965) 
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Buna ek olarak, � = (�, ≤,⊙,⊕, ′) bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latis olmak üzere, � üzerindeki cebirsel yapılar da noktasal olarak ��  e genişletilebilir. Yani,    ∀ : ∈ 	 

için aşağıdakiler sağlanır. 

(i) ( ⊙ �)(:) ≔ (:) ⊙ �(:), 

(ii) ( ⊕ �)(:) ≔ (:) ⊕ �(:), 

(iii) ( ⟶ �)(:) ≔ (:) ⟶ �(:). 

Tanım 2.1.4: �(�), � nin sıfırdan farklı indirgenemez elemanlarının kümesi olsun. 

Bu takdirde,  

�(��) = % :;  | : ∈ 	, � ∈ �(�) } 
kümesinin elemanları :; lar 	 in L-bulanık noktaları olarak adlandırılır. Burada, 

 :;: 	 ⟶ �,  ∀ ¸ ∈ 	 için :;(¸) ≔ Ä �, ¸ = :0� , ¸ ≠ :� 
şeklinde tanımlanır. 

Burada :’e  :; L-bulanık noktasının desteği, � değerine de :; L-bulanık noktasının 

değeri (yüksekliği) denir ve sırasıyla supp:; = : ve h(:;) = � ile gösterilir. 

:; ∈ �(��) olmak üzere 

 :; ∈  ∶⟺  � ≤  (:).    (Dongsheng, 1987) 

Uyarı 2.1.5: 	 üzerindeki her L-bulanık kümesi �(��) deki bazı L-bulanık 

noktaların birleşimi şeklinde ifade edilebilir. 

Diğer bir deyişle,  = L :;ÅÆ∈Ç  sağlanır. 

Tanım 2.1.6:  ∈ �� ve :; ∈ �(��) olmak üzere, :;   ile q-çakışımsıdır (quasi-

coincident) denir ve bu durum :;q notasyonu ile gösterilir : ⟺  :; ∉ ′ sağlanır. 

Buna göre,   

:;q : ⟺  � ≰ A(:).      (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 



31 
  

Özel olarak, � = � olması halinde :;q : ⟺ � + (:) > 1 dir.  (Pao-Ming ve Ying-

Ming, 1980) 

:; L-bulanık noktasının  ile q-çakışımsı olmaması ise :;=É notasyonu ile gösterilir.  

Tanım 2.1.7: , � ∈ �� olmak üzere,  ile � q-çakışımsıdır denir ve =� notasyonu 

ile gösterilir : ⟺ ∃ : ∈ 	 ∶   (x) ≰ �A(:). 

Bu durumda,  ile �  : de q-çakışımsıdır denir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Lemma 2.1.8: , �, � ∈ ��, %I}I∈[ ⊂ �� ve :; ∈ �(��) olsun. Bu takdirde, 

aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(a) Eğer =� ve � ≤ � ⟹  =�. 

(b) :;= L II∈[  ⟺  ∃ h ∈ Γ ∶  :;=f . 

(c)  ≤ � ⟺  ∀ :; ∈   için :; ∈ � ⟺  ∀ :;=  için  :;=�. 

(d) :;=( ∧ μ)  ⟺  :;= ve :;=�. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Tanım 2.1.9: 	, � boştan farklı iki klasik küme ve �: 	 ⟶ � bir fonksiyon olsun.  ∈ ��  ve � ∈ �¶ L-bulanık alt kümelerinin � fonksiyonu altındaki görüntü ve ters 

görüntüsü sırasıyla aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

�→()(¸) ≔ Ë L% (:): : ∈ 	, ¸ = �(:)}, �YZ(¸) ≠ ∅0                                               ,   �YZ(¸) = ∅  �,  ( ∀ ¸ ∈ � ) 
ve 

�←(�)(:) ≔ (� ∘ �)(:) = �(�(:))     ( ∀ : ∈ 	 ). 

Açık olarak, �←(�) ve �→() sırasıyla 	 ve � klasik kümelerinin birer L-bulanık alt 

kümeleridir. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Önerme 2.1.10: �: 	 ⟶ �, �: � ⟶ ² iki fonksiyon, , Z, � ∈ ��, �, �Z, �� ∈ �¶ ve � ∈ �¿ olsun. Bu takdirde, aşağıdaki özellikler sağlanır.  

(1) (� ∘ �)→() = �→(�→()). 

(2) (� ∘ �)←(�) = �←(�←(�)). 
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(3)  ≤ �←(�→()). Eğer �: 	 ⟶ � bire-bir ise  = �←(�→()) sağlanır. 

(4) � ≥ �→(�←(�)). Eğer �: 	 ⟶ � örten ise � = �→(�←(�)) sağlanır. 

(5) Z ≤ �  ⟹  �→(Z) ≤ �→(�). 

(6) �Z ≤ ��  ⟹  �←(�Z) ≤ �←(�� ). 

(7) �→(A) ≥ (�→())′. 
(8) �←(�′) = (�←(�))′. 
(9) % I | k ∈ Γ } ⊂ �� ailesi için  

�→(L II∈[ ) = L �→I∈[ (I)   

 �→(N II∈[ ) ≤ N �→I∈[ (I)  . 

(10) % �I | k ∈ Γ } ⊂ �¶ ailesi için 

�←(L �II∈[ ) = L �←I∈[ (�I)   

�←(N �II∈[ ) = N �←I∈[ (�I) . (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

Önerme 2.1.11: 	, � boştan farklı iki klasik küme ve �: 	 ⟶ � bir fonksiyon olsun. 

Eğer :; ∈ �(��)  ise �→(:;) ∈ �(�¶)  ve  �→(:;) = (�(:)); dir. 

Önerme 2.1.12: 	, � boştan farklı iki klasik küme, , � ∈ ��, �, Ì ∈ �¶ ve �: 	 ⟶ � 

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(i) =�←(�)  ⟺  �→()=�. 

(ii) =� ⟹  �→()=�→(�). 

(iii) �←(�)= �←(Ì)  ⟹  �=Ì. (Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997) 

2.2. L – Bulanık Topolojik Uzaylar 

 

Tanım 2.2.1: 	 boştan farklı klasik bir küme ve  � bir bulanık latis olsun. Eğer @ ⊂ �� L-bulanık alt kümelerinin ailesi aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa, @ ya 	 
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üzerinde bir (Chang-Goguen) L-topoloji veya bulanık kümelerin bir topolojisi adı 

verilir. 

(CT1) 0, 1  ∈ @, 

(CT2) Z, �  ∈ @ ⟹  Z ∧ � ∈ @, 

(CT3) ∀ k ∈ Γ için I ∈ @ ⟹  L II∈[  ∈ @ . 
(	, @) ikilisine bir (Chang-Goguen) L-topolojik uzay adı verilir. @ nun elemanlarına 

da açık L-bulanık alt kümeler adı verilir.  

Eğer, A ∈ @ ise  ya (	, @) da kapalı L-bulanık alt küme denir. (Chang, 1968) 

Örnek 2.2.2: � 	 kümesi üzerinde bir klasik topoloji ise, @ = �� ≔ % �Í ∶ 9 ∈ � }  
ailesi 	 üzerinde bir L-topolojidir. O halde, klasik anlamdaki her topoloji bir             

( Chang-Goguen ) L-topolojidir.  

Tanım 2.2.3: (	, @Z) ve (�, @�) iki L-topolojik uzay ve �: (	, @Z) ⟶ (�, @�) bir 

fonksiyon olsun. Bu takdirde, 

(a) � L-süreklidir : ⟺  ∀ � ∈ @� için �←(�) ∈ @Z. 

(b) � L-açıktır : ⟺  ∀  ∈ @Z için �→() ∈ @�.  (Chang, 1968) 

Chang-Goguen anlamında L-topolojik uzaylar ile bunlar arasında tanımlı L-sürekli 

fonksiyonlar bir kategori oluşturur. Bu kategori CL-TOP ile gösterilir. 

Uyarı 2.2.4: Açıkça görülebilir ki, klasik topolojik uzaylar arasındaki sabit 

fonksiyonlar sürekli olduğu halde (Chang-Goguen) L-topolojik uzaylar arasında sabit 

fonksiyonların L-sürekli olması gerekmez. Bu önemli özelliği L-topolojik uzaylarda 

elde etmek ve sabit fonksiyonların önemine dikkat çekmek için Lowen (1976),         

L-topolojik uzay tanımının birinci özelliğini değiştirerek aşağıdaki tanımı vermiştir. 

Ancak bu seferde L-topolojik uzayların klasik topolojik uzayların bir genelleştirmesi 

olduğu gerçeği kaybedilmiştir. 

Tanım 2.2.5: 	 boştan farklı klasik bir küme ve  � bir bulanık latis olsun. Eğer @ ⊂ �� L-bulanık alt kümelerinin ailesi aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa, @ ya 	 

üzerinde bir (Lowen) L-topoloji denir. 
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(LT1) ∀ � ∈ �  için  �  ∈ @, 

(LT2) Z, �  ∈ @ ⟹  Z ∧ � ∈ @, 

(LT3) ∀ k ∈ Γ için I ∈ @ ⟹  L II∈[  ∈ @ . 
(	, @) ikilisine de bir ( Lowen ) L-topolojik uzay adı verilir. (Lowen, 1976) 

Lowen anlamındaki L-topolojik uzaylar ve bunlar arasında tanımlanan sürekli 

fonksiyonlar kategorisi L-TOP ile gösterilir. Ayrıca, Lowen anlamındaki her           

L-topolojik uzay Chang-Goguen anlamında bir L-topolojik uzaydır. Buna göre,       

L-TOP⊂CL-TOP ifadesi sağlanır. 

	 üzerindeki bir @ L-topolojisi aşağıdaki üç özelliği sağlayan bir @: �� ⟶ 2 

dönüşümü olarak da göz önüne alınabilir. 

(1) @¯0° = @¯1° = 1,  ( ∀ � ∈ � için @¯�° = 1 ), 
(2) Eğer  @(Z) = @(�) = 1 ise @(Z ∧ �) = 1, 

(3) ∀ k ∈ Γ için @(I) = 1  ise  @(L II∈[  ) = 1. 

Yukarıda verilen her iki L-topolojinin tanımında da kümeler bulanık olmasına 

rağmen topoloji aksiyomları klasiktir. Bu eksikliği gidermek ve bulanık kümelerin 

açıklığını derecelendirmek için Sostak (1985) aşağıdaki bulanık topoloji tanımı 

vermiştir.  

Tanım 2.2.6: 	 boştan farklı klasik bir küme ve  � bir bulanık latis olsun. Bu 

takdirde, aşağıdaki özellikleri sağlayan @: �� ⟶ � dönüşümüne 	 üzerinde bir 

(Sostak) L-bulanık topoloji veya açıklığın bir derecelendirmesi veya smooth 

(pürüzsüz) topoloji denir. 

(BT1) @¯0° = @¯1° = 1, 

(BT2) ∀ Z, � ∈ �� için @(Z ∧ �) ≥ @(Z) ∧ @(�), 
(BT3) ∀ k ∈ Γ için I ∈ ��  ise  @(L II∈[ )  ≥ N @(I)I∈[ . 
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(	, @) ikilisine de bir L-bulanık topolojik uzay veya smooth topolojik uzay denir.  ∈ �� olmak üzere @() değerine de  L-bulanık alt kümesinin açıklık derecesi 

denir. (Sostak, 1985) 

Uyarı 2.2.7: (1) Tanımlar karşılaştırıldığında; bir L-topoloji L-bulanık kümelerin 

klasik bir ailesi (@ ⊆ ��) iken bir L-bulanık topoloji ise L-bulanık kümeler ailesinin 

bir L-bulanık alt kümesi (@ ∈ �(�Î)) dir. 

(2) Aslında � ve � farklı bulanık latisler olmak üzere, bulanık topoloji @: �� ⟶ � 

biçiminde de tanımlanabilir. Ayrıca, Tanım 2.2.6 daki (BT1) aksiyomu yerine 

(BT1)′ ∀ � ∈ � için @¯�° = 1 aksiyomu alınırsa, (	, @) ikilisine bir tabakalaşmış 

(stratified, laminated) L-bulanık topolojik uzay denir. 

(3) Her klasik topoloji bir L-bulanık topolojidir. Gerçektende  �, 	 üzerinde klasik 

bir topoloji olmak üzere �: 2� ⟶ 2 dönüşümü olarak göz önüne alınırsa  � = �� 

dönüşümü 	 üzerinde bir L-bulanık topoloji olur. 

(4) Her L-topoloji bir L-bulanık topolojidir. Gerçekten, 	 üzerindeki bir @               

L-topolojisi için @: �� ⟶ 2 dönüşümü olarak göz önüne alınırsa @, 	 üzerinde bir     

L-bulanık topoloji olur. 

Önerme 2.2.8: % @¤ ∶  � ∈ Λ } ailesi 	 üzerinde L-bulanık topolojilerin bir ailesi ise @ ≔ N @¤¤∈Ð ,  @() ≔ N @¤¤∈Ð () 

ile tanımlanan  @ dönüşümü 	 üzerinde bir L-bulanık topolojidir. (Ramadan, 1992) 

Tanım 2.2.9: Aşağıdaki özellikleri sağlayan @A: �� ⟶ � dönüşümüne 	 üzerinde bir 

L-bulanık co-topoloji (eş topoloji)  veya kapalılığın bir derecelendirmesi denir. 

(1) @A¯0° = @A¯1° = 1, 

(2) ∀ Z, � ∈ �� için @A(Z ∨ �) ≥ @A(Z) ∧ @A(�), 

(3) ∀ k ∈ Γ için I ∈ �� ise @A(N II∈[ ) ≥ N @AI∈[ (I). 
(	. @A) ikilisine de bir L-bulanık co-topolojik uzay adı verilir. (Sostak, 1985) 

 



36 
  

Önerme 2.2.10: @ ve @A, 	 üzerinde sırasıyla bir L-bulanık topoloji ve bir L-bulanık 

co-topoloji olmak üzere, @AÑ, @ÑÒ: �� ⟶ � dönüşümleri sırasıyla @AÑ() ≔ @(A) ve @ÑÒ() ≔ @A(′) olarak tanımlansın. Bu takdirde, aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(a) @AÑ  	 üzerinde bir L-bulanık co-topolojidir. 

(b) @ÑÒ  	 üzerinde bir L-bulanık topolojidir. 

(c) @ÑÒÓ = @  ve  @AÑÓÒ = @A. (Ramadan, 1992) 

Önerme 2.2.11: (	, @) bir L-bulanık topolojik uzay ve V ⊂ 	 olmak üzere,  @� : �� ⟶ �, @� (�) ≔ L% @() |  ∈ �� , |� = � } 
olarak tanımlanan @�  dönüşümü V üzerinde bir L-bulanık topolojidir. 

(	, @) bir L-bulanık topolojik uzay ve V ⊂ 	 olmak üzere, bir önceki önermede 

tanımlanan (V, @� ) L-bulanık topolojik uzayına (	, @) nun bir L-bulanık alt uzayı 

denir. (Peeters, 1999) 

Tanım 2.2.12: (	, @Z) ve (�, @�) iki L-bulanık topolojik uzay ve �: 	 ⟶ � bir 

fonksiyon olsun.  

� fonksiyonuna L-bulanık sürekli (veya kısaca, LB-sürekli) denir : ⟺  
∀ � ∈ �¶ için @Z(�←(�)) ≥ @�(�)       sağlanır. (Sostak, 1985) 

Önerme 2.2.13: (	, @Z), (�, @�) ve (², @Ô) L-bulanık topolojik uzay olsun. Eğer �: (	, @Z) ⟶ (�, @�) ve �: (�, @�) ⟶ (², @Ô) fonksiyonları LB-sürekli ise             � ∘ �: (	, @Z) ⟶ (², @Ô)  bileşkesi LB-süreklidir. 

Đspat: Tanımlardan kolaylıkla görülür. (Sostak, 1985) 

Objeleri L-bulanık topolojik uzaylar ve morfizmleri LB-sürekli fonksiyonlar olan 

kategori L-BTOP ile gösterilir. 

Önerme 2.2.14: (	, @AZ) ve (�, @A�) iki L-bulanık co-topolojik uzay ve �: 	 ⟶ � bir 

fonksiyon olsun. Bu takdirde, 

� LB-süreklidir ⟺  ∀ � ∈ �¶ için @AZ(�←(�)) ≥ @A�(�)  sağlanır. (Sostak, 1985) 
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Önerme 2.2.15: (	, @Z), (�, @�) iki L-bulanık topolojik uzay, �: 	 ⟶ � bir 

fonksiyon ve V ⊂ 	 olsun. Eğer � LB-sürekli ise, �|�: (V, @� ) ⟶ (�, @�) kısıtlanış 

fonksiyonu da LB-süreklidir. (Peeters, 1999) 

Tanım 2.2.16: (	, @Z) ve (�, @�) iki L-bulanık topolojik uzay ve �: 	 ⟶ � bir 

fonksiyon olsun. 

(a) � LB-açıktır : ⟺  ∀  ∈ �� için @Z() ≤ @�(�→()). 

(b) � LB-kapalıdır : ⟺  ∀  ∈ �� için @ÑÕ∗ () ≤ @ÑÖ∗ (�→()). 

(c) � LB-homeomorfizmdir : ⟺ � bijektif, LB-sürekli ve �YZ LB-süreklidir. 

(Ramadan, 1992) 

2.3. L – Bulanık Topolojik Uzayların Kategorileri 

 

Önerme 2.3.1: (	, @) bir tabakalaşmış L-bulanık topolojik uzay olsun. Bu takdirde, ∀ R ∈ � için @X ≔ % � ∈ �� ∶  @(�) ≥ R } R-kesimi 	 üzerinde bir (Lowen)              

L-topolojidir. Ayrıca, R ≥ 3 ise @X ⊂ @c sağlanır. (Lee ve diğ., 1997) 

Önerme 2.3.2: (	, @), (�, @∗) iki tabakalaşmış L-bulanık topolojik uzay ve �: 	 ⟶ � 

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,  

�: (	, @) ⟶ (�, @∗) LB-süreklidir ⟺  ∀ R ∈ � için �: (	, @X) ⟶ (�, @∗X)                

L-süreklidir. (Lee ve diğ., 1997) 

Đspat: (⟹) �: (	, @) ⟶ (�, @∗)  LB-sürekli ve R ∈ � olsun. 

� ∈ @∗X alalım. O halde, @¯�←(�)° ≥ @∗(�) ≥ R ⟹ �←(�) ∈ @X dır. Yani, �: (	, @X) ⟶ (�, @∗X) L-süreklidir. 

(⟸) ∀ R ∈ � için �: (	, @X) ⟶ (�, @∗X)  L-sürekli olsun. 

� ∈ �¶ alalım. 

@∗(�) = 0� ise @¯�←(�)° ≥ @∗(�) olduğu açıktır. 
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@∗(�) ≠ 0� ise bir 5 ∈ � için @∗(�) = 5 diyelim. O halde, � ∈ @∗  dir. Böylece,   �←(�) ∈ @  bulunur. Sonuç olarak, @¯�←(�)° ≥ 5 = @∗(�) elde edilir ki, bu ise �: (	, @) ⟶ (�, @∗)  fonksiyonunun LB-sürekli olduğunu gösterir. 

Sonuç 2.3.3: R ∈ � olmak üzere, G: L-BTOP ⟶ L-TOP, G(	, @) = (	, @X) ve     

G(�) = �  ile tanımlı dönüşüm bir kovaryant funktordur. (Lee ve diğ., 1997) 

Önerme 2.3.4: (	, @) bir tabakalaşmış L-bulanık topolojik uzay ve her R ∈ � için @X  @ nun R-kesimi ise, @(�) = L% R | � ∈ @X } sağlanır. (Lee ve diğ., 1997 ) 

Đspat: L% R | � ∈ @X } = L% R | @(�) ≥ R } = @(�). 
Sonuç 2.3.5: @, @∗ ∶  �� ⟶ �  	 üzerinde iki L-bulanık topoloji olsun. Bu takdirde, @ = @∗ ⟺ ∀ R ∈ � için @X = @∗X  dır. (Lee ve diğ., 1997) 

Önerme 2.3.6: (	, �) bir (Lowen) L-topolojik uzay ve R ∈ � olsun. �X: �� ⟶ � 

dönüşümü 

 �X() = Ø1� ,     sabit L − bulanık kümesiR   ,              ∈ � ve  sabit değil0�   ,                                          diğer � 
olarak tanımlansın. Bu takdirde, �X  	 üzerinde bir tabakalaşmış L-bulanık 

topolojidir ve (�X)X = � dir.  (Lee ve diğ., 1997) 

Đspat: (BT1)′ ∀ � ∈ �� için �X¯�° = 1�. 

(BT2) Z, � ∈ �� alalım. 

�X( Z) ∧  �X(�) = 0�  ⟹  �X( Z ∧ �) ≥ �X( Z) ∧  �X(�). 
�X( Z) ∧  �X(�) = 1�  ⟹ Z, �  sabit ⟹ Z ∧ � sabit ve �X( Z ∧ �) = 1�. 

�X( Z) ∧  �X(�) = R ⟹ �X(Z) ≥ R ve �X(�) ≥ R olduğundan Z, � ∈ � dır. ⟹ Z ∧ � ∈ �. Böylece,  �X( Z ∧ �) ≥ R = �X( Z) ∧  �X(�) dır. 

(BT3) ∀ k ∈ Γ için I ∈ �� olsun. 

N �XI∈[ (I) = 0�   ise açıktır. 
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N �XI∈[ (I) = 1�  ⟹ ∀ k ∈ Γ için �X(I) = 1� ⟹ ∀ k ∈ Γ için  I sabittir.            ⟹ L I I∈[ sabit  ⟹ �X(L I I∈[ ) = 1� ≥ N �XI∈[ (I). 

 N �XI∈[ (I) = R ⟹ ∀ k ∈ Γ için �X(I) ≥ R dır. O halde, ∀ k ∈ Γ için I ∈ � ve L I  I∈[ ∈ � dır. Sonuç olarak, �X(L I I∈[ ) ≥ R = N �XI∈[ (I) dır. 

Ayrıca, � ∈ (�X)X  ⟺ �X(�) ≥ R ⟺  � ∈ � dir. O halde,  (�X)X = � elde edilir. 

Bu şekilde oluşturulan, (	, �X) tabakalaşmış L-bulanık topolojik uzayına R-dereceli 

L-bulanık topolojik uzay denir. 

Önerme 2.3.7: (	, �Z) ve (�, ��) (Lowen) L-topolojik uzaylar ve �: 	 ⟶ � bir 

fonksiyon olsun. Bu takdirde, �: (	, �Z) ⟶ (�, ��) L-süreklidir ⟺  ∀ R ∈ � için �: (	, �ZX) ⟶ (�, ��X) LB-süreklidir. (Lee ve diğ., 1997) 

Đspat: (⟹) �: (	, �Z) ⟶ (�, ��) L-sürekli ve R ∈ � olsun. 

� ∈ �¶  alalım. � ∈ �� veya � ∉ �� dır. 

� ∈ ��  ve  � = � sabit ise �←¯�° = � olduğundan, 

 ��X(�) = ��X¯�° = 1� ≤ 1� = �ZX¯�° = �ZX(�←¯�°)  dır.  

� ∈ �� ve � ≠ �  ise, ��X(�) = R dır. � L-sürekli olduğundan �←(�) ∈ �Z ve �ZX(�←(�)) ≥ R = ��X(�). 
� ∉ �� ise  ��X(�) = 0�  ⟹  ��X(�) ≤ �ZX(�←(�)). 

(⟸) �: (	, �ZX) ⟶ (�, ��X) LB-sürekli olsun. O halde, Önerme 2.3.2 den �: (	, (�ZX)X) ⟶ (�, (��X)X) L-süreklidir. (�ZX)X = �Z ve (��X)X = �� 

olduğundan, �: (	, �Z) ⟶ (�, ��)  L-süreklidir. 

Sonuç 2.3.8: F: L-TOP ⟶ L-BTOP, F(	, �)= (	, �X) ve F(�) = � ile tanımlı 

dönüşüm bir kovaryant funktordur. 

Her R ∈ � için R-dereceli L-bulanık topolojik uzaylar ve LB-sürekli dönüşümler 

kategorisi Lα-BTOP ile gösterilir. (Lee ve diğ., 1997) 
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Teorem 2.3.9: Her R ∈ � için L-TOP ve Lα-BTOP kategorileri izomorfiktir. (Lee ve 

diğ., 1997) 

Đspat: F: L-TOP ⟶ Lα-BTOP,  F(	, �)= (	, �X)  ve  F(�) = �  ile  G: Lα-BTOP  ⟶ 

L-TOP, G(	, @) = (	, @X) ve G(�) = � ile tanımlı dönüşümler birer kovaryant 

funktordur. Açıktır ki, G◦F(	, �)=(	, �) dir. O halde, F◦G(	, @) = (	, @) olduğunu 

göstermek yeterlidir. (	, @)∈ 23(Lα-BTOP) alınırsa ∃ (	, �) ∈ 23 (L-TOP) : @ = �X 

sağlanır. Buradan,    

F◦G(	, @) = F(	, @X) = (	, (@X)X) = (	, ((�X)X)X) = (	, �X) = (	, @) olur. Sonuç 

olarak, her R ∈ � için L-TOP ve Lα-BTOP kategorileri izomorfiktir.  

Teorem 2.3.10: Lα-BTOP kategorisi L-BTOP kategorisinin bir bireflektif bütünüyle 

alt kategorisidir. (Lee ve diğ., 1997) 

Đspat: Açıktır ki, Lα-BTOP kategorisi L-BTOP kategorisinin bir bütünüyle alt 

kategorisidir. 

(	, @) ∈ 23(L-BTOP) alalım. Buradan, (	, (@X)X) ∈ 23(Lα-BTOP) dır ve k�: (	, @) ⟶ (	, (@X)X) fonksiyonu LB-süreklidir. 

(�, @∗) ∈ 23(Lα-BTOP) ve �: (	, @) ⟶ (�, @∗) fonksiyonu LB-sürekli olsun. O 

halde, �: (	, (@X)X) ⟶ (�, @∗) fonksiyonunun LB-sürekli olduğunu göstermek 

yeterlidir. � ∈ �¶ alalım.  

@∗(�) = 1�  ise  � sabit ve �←(�)  sabittir. O halde, (@X)X¯�←(�)° = 1� ≥ @∗(�). 

 @∗(�) = 0�  ise  (@X)X¯�←(�)° ≥ @∗(�)  olduğu açıktır. 

@∗(�) = R ise �: (	, @) ⟶ (�, @∗) LB-sürekli olduğundan R = @∗(�) ≤ @(�←(�)) ⟹ �←(�) ∈ @X ve (@X)X¯�←(�)° ≥ R = @∗(�)  dır. Sonuç olarak, 

 �: (	, (@X)X) ⟶ (�, @∗)  fonksiyonu LB-süreklidir. 

Yukarıdaki iki teoremden aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.3.11: L-TOP kategorisi L-BTOP kategorisinin bir bireflektif bütünüyle alt 

kategorisidir. 
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2.4. L – Bulanık Topolojik Uzaylarda Đç ve Kapanış Operatörleri  

 

Tanım 2.4.1: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, aşağıdaki özellikleri 

sağlayan bir ℐ: �� × �# ⟶ �� dönüşümüne 	 üzerinde bir L-bulanık iç operatörü 

denir. (Burada, �# ≔ � ∖ %0�} dir.)  ∀ , � ∈ �� ve 5, � ∈ �# için 

(I1) ℐ¯1, 5° = 1. 

(I2) ℐ(, 5) ≤ . 

(I3)  ≤ � ve 5 ≤ � ise ℐ(, �) ≤ ℐ(�, 5). 

(I4) ℐ( ∧ �, 5 ∧ �) ≥ ℐ(, 5) ∧ ℐ(�, �). 

(I5) ℐ(ℐ(, 5), 5) =  ℐ(, 5).  (Höhle ve Sostak, 1999) 

Önerme 2.4.2: @ 	 üzerinde bir L-bulanık topoloji olmak üzere,  

ℐÑ(, 5) ≔ L% � ∈ �� | � ≤   ve  @(�) ≥ 5 }  
olarak tanımlanan  ℐÑ: �� × �# ⟶ �� dönüşümü 	 üzerinde bir L-bulanık iç 

operatörüdür. (Höhle ve Sostak, 1999) 

Teorem 2.4.3: ℐ: �� × �# ⟶ �� dönüşümü 	 üzerinde bir L-bulanık iç operatörü 

olmak üzere,  

@ℐ () = L% 5 ∈ � |  ℐ(, 5) =  }  
olarak tanımlanan @ℐ : �� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir L-bulanık topolojidir ve @, 	 

üzerinde bir L-bulanık topoloji ise @ℐÓ = @ sağlanır. (Höhle ve Sostak, 1999) 

Tanım 2.4.4: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, aşağıdaki özellikleri 

sağlayan bir C: �� × �# ⟶ �� dönüşümüne 	 üzerinde bir L-bulanık kapanış 

operatörü denir. (Sostak, 1996, Chattopadhyay ve Samanta, 1993) 

(C1) ∀ 5 ∈ �# için C¯0, 5° = 0. 
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(C2) ∀  ∈ �� için C(, 5) ≥ . 

(C3) ∀ 5 ≤ � için C(, 5) ≤ C(, �). 

(C4) ∀ � ∈ �# için C( ∨ �, �) = C(, �) ∨ C(�, �). 

(C5) ∀  ∈ ��, 5 ∈ �# için C(C(, 5), 5) = C(, 5). 

Önerme 2.4.5: (	, @A) bir L-bulanık co-topolojik uzay olmak üzere,  

∀  ∈ �� ve 5 ∈ �# için   

CÑÒ(, 5) ≔ N% � ∈ �� | � ≥  ve @A(�) ≥ 5}  
olarak tanımlanan CÑÒ ∶  �� × �# ⟶ �� dönüşümü 	 üzerinde bir L-bulanık kapanış 

operatörüdür. (Chattopadhyay ve Samanta, 1993) 

Önerme 2.4.6: C ∶  �� × �# ⟶ �� dönüşümü 	 üzerinde bir L-bulanık kapanış 

operatörü olmak üzere,  

∀  ∈ ��  için  @AC() = L% 5 ∈ �# | C(, 5) = }  
olarak tanımlanan @AC ∶  �� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir L-bulanık co-topolojidir. 

(Chattopadhyay ve Samanta, 1993) 

2.5. L – Bulanık Topolojik Uzaylarda Kom şuluk Sistemleri 

 

Klasik topolojide, bir küme üzerindeki komşuluk sistemi yapısı önemli bir yere 

sahiptir. 	 boştan farklı klasik bir küme ve her : ∈ 	 için ÝÅ ⊆ ((	) olmak üzere 

aşağıdaki özellikleri sağlayan Ý = % ÝÅ | : ∈ 	 } küme ailesine 	 üzerinde bir 

komşuluk sistemi denir. 

(N1) ∀ Þ ∈ ÝÅ  için : ∈ Þ, 

(N2) ∀ Þ, ß ∈  ((	) için Þ ∈ ÝÅ ve Þ ⊆ ß ise ß ∈ ÝÅ, 

(N3)  ∀ Þ, ß ∈  ((	) için Þ, ß ∈ ÝÅ ise Þ ∩ ß ∈ ÝÅ, ∀ : ∈ 	. 

(N4) ∀ : ∈ 	, Þ ∈ ÝÅ için ∃ ß ⊆ Þ ∶ : ∈ ß ve ∀ ¸ ∈ ß için ß ∈ Ýà. 
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Böylece verilen bir 	 kümesi için, 	 üzerindeki yapı olarak yukarıdaki özellikleri 

sağlayan bir Ý komşuluk sistemi alınırsa, (	, Ý) ikili yapısı oluşturulur. Objeleri 

tüm bu (	, Ý) ikilileri ve morfizmleri de uygun sürekli fonksiyonlar olan kategori 

TNS ile gösterilirse, �2' klasik topolojik uzaylar kategorisi ile bu TNS katgorisinin 

izomorfik olduğu kolaylıkla görülür. Yani, komşuluk sistemleri ve klasik topolojiler 

arasında bire-bir bir uygunluk söz konusudur. Böylece, klasik topolojik uzaylardaki, 

özellikle noktalarla ilgili olan problemler komşuluk sistemlerinde ele alınabilir. 

Şimdi ise 	 üzerindeki bir topolojinin bir  : ∈ 	 noktasındaki komşuluk sisteminin 

iki-değerli mantık versiyonu düşünülecek olursa, ÝÅ ∶  ((	) ⟶ 2 aşağıdaki 

özellikleri sağlayan bir dönüşüm olarak göz önüne alınabilir. 

(2-N1)  ÝÅ(	) = 1,  ÝÅ(∅) = 0, 

(2-N2) ∀ Þ ∈  ((	) için ÝÅ(Þ) ≠ 0 ise : ∈ Þ, 

(2-N3) ∀ Þ, ß ∈  ((	) için ÝÅ(Þ ∩ ß) = ÝÅ(Þ) ∧ ÝÅ(ß), 

(2-N4) ∀ Þ ∈  ((	) için ÝÅ(Þ) = L N Ýàà∈áÅ∈á⊆â (ß). 

Pao-Ming ve Ying-Ming (1980), bu klasik komşuluk sistemi teorisini I-topolojik 

uzaylarda q-çakışımsı komşuluk sistemine genişlettiler. 

Tanım 2.5.1: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, aşağıdaki özellikleri 

sağlayan D = e DÅã ⊆ �� g :< ∈ �(��)} ailesine 	 üzerinde bir q-çakışımsı 

komşuluk sistemi veya kısaca Q-komşuluk sistemi denir. 

(Q1) ∀  ∈ DÅã  için :<=, 

(Q2) ∀ , � ∈ �� için  ∈ DÅã  ve  ≤ � ise � ∈ DÅã , 
(Q3) ∀ , � ∈ �� için , � ∈ DÅã ise  ∧ � ∈ DÅã . 
(Q4) ∀  ∈ �� için ∃ � ∈ DÅã ∶   ≥ � ve ∀ ©̧=� için � ∈ Dàä. 
Objeleri tüm (	, D) ikilileri ve morfizmleri sürekli fonksiyonlar olan L-QN 

kategorisi L-TOP kategorisine izomorfiktir. (Pao-Ming ve Ying-Ming, 1980) 
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Bir önceki durumda olduğu gibi DÅã : �� ⟶ 2 aşağıdaki özellikleri sağlayan bir 

dönüşüm olarak göz önüne alınabilir. Böylece, (Q1)-(Q4) özelliklerinin iki-değerli 

mantık versiyonu aşağıdaki gibidir. 

(2-Q1)  DÅã ¯1° = 1, DÅã ¯0° = 0, 

(2-Q2) ∀  ∈ �� için DÅã () ≠ 0 ise :<=, 

(2-Q3) ∀ , � ∈ �� için DÅã ( ∧ �) = DÅã () ∧ DÅã (�), 

(2-Q4) ∀  ∈ �� için DÅã () = L N Dàä (�)àäåæÅãåæçÇ . 

Tanım 2.5.2: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, aşağıdaki özellikleri 

sağlayan DÅã : �� ⟶ � dönüşümlerinin D = e DÅã  g :< ∈ �(��)} ailesine 	 üzerinde 

bir L-bulanık Q-komşuluk sistemi denir. 

(LQ1)  DÅã ¯1° = 1� , DÅã ¯0° = 0�. 

(LQ2) ∀  ∈ �� için DÅã () ≠ 0� ise :<=. 

(LQ3) ∀ , � ∈ �� için DÅã ( ∧ �) = DÅã () ∧ DÅã (�). 

(LQ4) ∀  ∈ �� için DÅã () = L N Dàä (�)àäåæÅãåæçÇ . 

∀ :< ∈ �(��) için DÅã () değeri  ∈ �� L-bulanık kümesinin :< L-bulanık 

noktasının q-çakışımsı komşuluğu olma derecesi olarak düşünülebilir. 

(	, D) ikilisine de bir L-bulanık Q-komşuluk uzayı denir. (Jinming, 2006) 

Tanım 1.7.6: (	, D) ve (�, ') iki L-bulanık Q-komşuluk uzayı olmak üzere,    �: 	 ⟶ � fonksiyonu bu L-bulanık Q-komşuluk uzayları arasında süreklidir: ⟺  

∀ :< ∈ �(��), ∀ � ∈ �¶ için DÅã(�←(�)) ≥ 'q(Å)ã(�)    sağlanır.  

L-bulanık Q-komşuluk uzaylarının ve bu uzaylar arasındaki sürekli fonksiyonların 

kategorisi L-BQN ile gösterilir. (Jinming, 2006) 
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3. (L, M)-BULANIK TOPOLOJ ĐK UZAYLAR 

 

Bu bölümde, (L,M)-bulanık topoloji ve (L,M)-bulanık taban tanımı verildikten sonra 

başlangıç (L,M)-bulanık topoloji kavramı inşa edilecektir. Böylece, (L,M)-bulanık 

topolojik uzaylar kategorisinin topolojik bir kategori olduğu elde edilecektir.   

Tezin bu bölümünde aksi belirtilmediği sürece � ve � birbirinden farklı kesin iki-

yanlı, değişmeli quantale latisi (q-latisi) ifade edecektir.  

3.1. ( L, M )-Bulanık Topoloji Tanımı ve Temel Özellikleri 

 

Tanım 3.1.1: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, aşağıdaki özellikleri 

sağlayan @ ∶  �� ⟶ � dönüşümüne 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topoloji veya 

açıklığın bir derecelendirmesi denir. 

(BT1) @¯0° = @¯1° = 1±, 

(BT2) ∀ Z, � ∈ �� için @(Z ⊙ �) ≥ @(Z) ⊙ @(�), 
(BT3) ∀ %I}I∈[ ⊂ �� için @(L II∈[ ) ≥ N @I∈[ (I). 

(	, @) ikilisine de bir (L,M)-bulanık topolojik uzay (kısaca, (L,M)-btu) denir.  

Bir (	, @) (L,M)-bulanık topolojik uzayında (BT1) özelliği yerine, 

(BT1)′ ∀ � ∈ �� için @¯�° = 1± aksiyomu alınırsa bu (	, @) (L,M)-bulanık topolojik 

uzayına tabakalaşmış (stratified, laminated) (L,M)-bulanık topolojik uzay denir. 

(Höhle ve Sostak, 1995) 

Uyarı 3.1.2: (1) Eğer ⊙=∧ ve � = %0, 1} olarak alınırsa bu durumda,               

(L,M)-bulanık topoloji (Chang) L-topolojiyi (Tanım 2.2.1)  verir. 
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(2) Eğer ⊙=∧ ve � = � olarak alınırsa (L,M)-bulanık topoloji (Sostak) L-bulanık 

topoloji (Tanım 2.2.6) yi verir. 

(3) Eğer (�, ∧) ve (�,⊙) olarak alınırsa (L,M)-bulanık topoloji Hussein’ in (2006) 

verdiği tanım ile çakışır. 

Tanım 3.1.3: @Z ve @�, 	 klasik kümesi üzerinde iki (L,M)-bulanık topoloji olsun. @Z’e @� den daha incedir (veya,  @� ye @Z den daha kabadır) denir ve  @� ≤ @Z 

notasyonu ile gösterilir : ⟺ [ ∀  ∈ �� için  @�() ≤ @Z() ] sağlanır. 

Örnek 3.1.4: (1) 	 boştan farklı klasik bir küme olsun ve @Á: �� ⟶ �, ∀  ∈ �� için  

@Á() = 1±, @<: �� ⟶ �, @<() = �1± ,     sabit 0±,      diğer � 
olarak tanımlansın. Bu takdirde, @< ve @Á , 	 üzerinde iki (L,M)-bulanık topolojidir. 

Ayrıca. 	 üzerindeki herhangi bir @ (L,M)-bulanık topolojisi için @< ≤ @ ≤ @Á olduğu 

aşikardır. (Hussein, 2006) 

(2) 	 = %:, ¸, è}, � = 2, � = � ve R, 3 ∈ � için R ⊙ 3 = �R��%R + 3 − 1, 0} 
olsun. Burada, 

@(V) =
éêë
êì 1,         V ∈ %∅, 	}0.8,       V = %:, ¸}0.6 ,          V = %¸}0.7,        V = %¸, è}0,                 diğer

� 

olarak tanımlanan @ ∶  2� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

(3) 	 = %:, ¸}, � = � = � ve ⊙=∧ olsun. �(:) = 0.4, �(¸) = 0.5 biçiminde 

tanımlanan � ∈ �� bulanık kümesi için  

@() = ò 1      ,  ∈ %0, 1}0.7    ,                 = �0        ,               kğó5� 
olarak tanımlanan @ ∶  �� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

(Hussein, 2006) 
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Önerme 3.1.5: %@¤}¤∈Ð, 	 üzerindeki (L,M)-bulanık topolojilerin ailesi olmak üzere,  

∀  ∈ ��  için  @(): = N @¤¤∈Ð ()  

olarak tanımlanan @ = N @¤¤∈Ð : �� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık 

topolojidir. (Hussein, 2006) 

Đspat: (BT1) @¯0° = N @¤¤∈Ð ¯0° = 1± ve @¯1° = N @¤¤∈Ð ¯1° = 1±. 

(BT2)  Z, � ∈ �� alalım. 

 @(Z ⊙ �) = N @¤¤∈Ð (Z ⊙ �) 

                    ≥ N (@¤(Z) ⊙ @¤(�))¤∈Ð  

                    ≥ (N @¤¤∈Ð (Z)) ⊙ (N @¤¤∈Ð (�)) 
                    = @(Z) ⊙ @(�). 

(BT3)  %I}I∈[ ⊂ �� alalım. Bu durumda, 

@(L II∈[ ) = N @¤¤∈Ð (L II∈[ )  ≥ N N @¤(I)I∈[¤∈Ð  =N N @¤(I)¤∈ÐI∈[ =N @I∈[ (I). 

Önerme 3.1.6: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ve V ⊂ 	 olsun. Bu takdirde, ∀ � ∈ �� için @�(�) = L% @() |  ∈ �� , |� = � }   
olarak tanımlanan  @�: �� ⟶ � dönüşümü V üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

Tanım 3.1.7: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ve V ⊂ 	 olmak üzere yukarıda 

tanımlanan @� (L,M)-bulanık topolojisine @ tarafından üretilmiş (L,M)-bulanık 

topoloji ve (V, @�) ikilisine de  (	, @) nun alt uzayı adı verilir. 

Tanım 3.1.8: (	, @Z), (�, @�) iki (L,M)-bulanık topolojik uzay ve �: 	 ⟶ � bir 

fonksiyon olsun. Bu takdirde, 

(a) � LB-süreklidir : ⟺ [ ∀ � ∈ �¶ için @Z¯�←(�)° ≥ @�(�) ]. 
(b) � LB-açıktır : ⟺ [ ∀  ∈ �� için @Z() ≤ @�(�→()) ]. 
Objeleri tüm (L,M)-bulanık topolojik uzaylar ve morfizmleri bu uzaylar arasındaki 

LB-sürekli fonksiyonlar olan kategori (L,M)-BTOP ile gösterilir. 
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Tanım 3.1.9: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, aşağıdaki özellikleri 

sağlayan @A: �� ⟶ � dönüşümüne 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık co-topoloji veya 

(L,M)-bulanık eş-topoloji veya kapalılığın bir derecelendirmesi denir. 

(1) @A¯0° = @A¯1° = 1±, 

(2) ∀ Z, � ∈ �� için @A(Z ⊕ �) ≥ @A(Z) ⊙ @A(�), 

(3) ∀ %I}I∈[ ⊂ �� için @A(N II∈[ ) ≥ N @AI∈[ (I). 

(	, @A) ikilisine de bir (L,M)-bulanık co-topolojik uzay (kısaca, (L,M)-bctu) denir. 

(Höhle ve Sostak, 1999) 

Önerme 3.1.10: � bir tam MV-cebiri ve (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay 

olsun. Bu takdirde, @AÑ ∶  �� ⟶ �, @AÑ() ≔ @( ⟶ 0) olarak tanımlanan dönüşüm 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık co-topolojidir.  

Đspat: (1) @AÑ¯0° = @¯0 ⟶ 0° = @¯1° = 1±, 

@AÑ¯1° = @¯1 ⟶ 0° = @¯0° = 1±. 

(2)  Z, � ∈ �� alalım. 

@AÑ(Z ⊕ �) = @((Z ⊕ �) ⟶ 0)                             (L tam MV-cebiri olduğundan) 

                      = @((Z ⟶ 0) ⊙ (� ⟶ 0))  

                      ≥ @(Z ⟶ 0) ⊙ @(� ⟶ 0) 

                      = @AÑ(Z) ⊙ @AÑ(�). 

(3)  %I}I∈[ ⊂ �� alalım. 

@AÑ(N II∈[ ) = @((N II∈[ ) ⟶ 0)                                 (L tam MV-cebiri olduğundan) 

                     = @(L (I ⟶ 0)I∈[ )  ≥ N @(I ⟶ 0)I∈[ = N @AÑI∈[ (I). 

O halde, (	, @AÑ) bir (L,M)-bulanık co-topolojik uzaydır. 

Not 3.1.11: �’ nin bir tam MV-cebiri olmadığı durumda, @AÑ() ≔ @(′) olarak da 

tanımlanabilir. 
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Önerme 3.1.12: � bir tam MV-cebiri ve (	, @A) bir (L,M)-bulanık co-topolojik uzay 

olsun. Bu takdirde, @ÑÒ ∶  �� ⟶ �,   @ÑÒ() ≔ @A( ⟶ 0) olarak tanımlanan 

dönüşüm 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir.  

Đspat: Önerme 3.1.10 un ispatına benzer şekilde görülür. 

Önerme 3.1.13: � bir tam MV-cebiri olsun. Bu takdirde, 

(1) (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ise @ÑÒÓ = @. 

(2) (	, @A) bir (L,M)-bulanık co-topolojik uzay ise @AÑÓÒ = @A.  
Đspat: Önerme 3.1.10 ve Önerme 3.1.11 den açıktır. 

Önerme 3.1.14: � bir tam MV-cebiri ve (	, @ZA ), (�, @�A ) iki (L,M)-bulanık               

co-topolojik uzay olsun. Bu takdirde, 

�: 	 ⟶ � LB-süreklidir ⟺ [ ∀ � ∈ �¶ için @ZA ¯�←(�)° ≥ @�A (�) ].  
Đspat: (⟹) � LB-sürekli olsun ve � ∈ �¶ alalım. 

@ZA ¯�←(�)° = @ÑÕÒ ¯�←(�) ⟶ 0° = @ÑÕÒ ¯�←(� ⟶ 0)° ≥ @ÑÖÒ ¯� ⟶ 0° = @�A (�). 
(⟸) ∀ � ∈ �¶ için @ZA ¯�←(�)° ≥ @�A (�) olsun. 

@ÑÕÒ ¯�←(�)° = @ZA ¯�←(�) ⟶ 0° = @ZA (�←(� ⟶ 0)) ≥ @�A ¯� ⟶ 0° = @ÑÖÒ (�). 

3.2. ( L, M )-Bulanık Tabanlar 

 

Tanım 3.2.1: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, aşağıdaki özellikleri 

sağlayan bir ℬ ∶  �� ⟶ � dönüşümüne 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık taban denir. 

(Abbas ve Aygün, 2006, Ramadan ve diğ., 2002) 

(B1) ℬ¯0° = ℬ¯1° = 1±, 

(B2) ∀ Z, � ∈ �� için ℬ(Z ⊙ �) ≥ ℬ(Z) ⊙ ℬ(�).  
Aşağıdaki teoremde gösterildiği gibi bir küme üzerindeki (L,M)-bulanık taban 

yardımıyla aynı küme üzerinde her zaman bir (L,M)-bulanık topoloji üretilebilir. 
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Teorem 3.2.2: ℬ, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık taban olmak üzere,  

@ℬ() ≔ L% N ℬ¯f° |   = L ff∈Ðf∈Ð }. 
olarak tanımlanan @ℬ ∶  �� ⟶ � dönüşümü her  ∈ �� için @ℬ() ≥ ℬ() koşulunu 

sağlayan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık topolojidir. Bu şekilde oluşturulan @ℬ 

(L,M)-bulanık topolojisine ℬ (L,M)-bulanık tabanı ile üretilen bulanık topoloji denir. 

(Ramadan ve diğ., 2002) 

Đspat: Öncelikle @ℬ nin 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topoloji olduğunu gösterelim. 

(BT1) @ℬ¯0° = @ℬ¯1° = 1± olduğu açıktır. 

(BT2) , � ∈ �� alalım. 

Her e f  g  = L ff∈Ð  } ve % �¤ | � = L �¤¤∈[  } aileleri için öyle bir %f ⊙ �¤} ailesi 

vardır ki, 

 ⊙ � = ¯L ff∈Ð  ° ⊙ (L �¤¤∈[ ) = L (f ⊙ �¤)f∈Ð,¤∈[  sağlanır. 

@ℬ( ⊙ �) = L% N ℬ(�I) |   ⊙ � = L �II∈JI∈J }  
                  ≥ N ℬf∈Ð,¤∈[ (f ⊙ �¤) 

                  ≥ N (ℬ(f) ⊙ ℬ(�¤))f∈Ð,¤∈[  

                 ≥ ¯N ℬ¯f°f∈Ð ° ⊙ (N ℬ(�¤)¤∈[ ) 
Son eşitsizlikte her iki yanın e f g  = L ff∈Ð  } ve % �¤ | � = L �¤¤∈[  } aileleri 

üzerinden supremumu alınırsa, 

@ℬ( ⊙ �) ≥ @ℬ() ⊙ @ℬ(�) elde edilir. 

(BT3) ∀ k ∈ Γ için I ∈ �� olsun. õI ile tüm 1I indeks kümlerinin ailesini gösterelim 

öyle ki e Iö ∈ �� g I = L Iö¤∈po  } olsun. Böylece,  

 = L II∈[ = L L Iö¤∈poI∈[  dır. 
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Her k ∈ Γ ve her � ∈ ∏ õII∈[ , �(k) ≔ 1I için, 

@ℬ() ≥ N (N ℬ(Iö)¤∈po )I∈[                                                                                   (3.1)    

sağlanır.  

RI,÷(I) = N ℬ(Iö)¤∈po  diyelim. (3.1) den, 

@ℬ() ≥ L (N RI,÷(I)I∈[ )÷∈∏ õoo∈ø                                           (� tam dağılımlı tam latis) 

          = N (L RI,±o±o∈õo )I∈[  

          = N (L (N ℬ�∈±o (I,�))±o∈õo )I∈[  = N @ℬ(I)I∈[                                elde edilir.  

Böylece @ℬ, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

Ayrıca, her  ∈ �� için @ℬ() ≥ ℬ() olduğu tanımdan açıktır.  

Şimdi ise @ℬ nin bu koşulu sağlayan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık topoloji 

olduğunu gösterelim. 

	 üzerindeki bir @ (L,M)-bulanık topolojisi için @ ≥ ℬ olsun.  

 ∈ �� alalım. Her e f g  = L ff∈Ð  } ailesi için 

@() = @(L ff∈Ð ) ≥ N @f∈Ð (f) ≥ N ℬf∈Ð (f)  sağlanır. 

Her iki yanın e f ∈ �� g  = L ff∈Ð  } üzerinden supremumu alınırsa, 

@() ≥ @ℬ( )  bulunur.  

Böylece, @ℬ  	 üzerinde her  ∈ �� için @ℬ() ≥ ℬ() koşulunu sağlayan en kaba 

(L,M)-bulanık topolojidir. 

Lemma 3.2.3: @, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topoloji ve ℬ, � üzerinde bir       

(L,M)-bulanık taban olsun. Bu takdirde,  

�: (	, @) ⟶ (�, @ℬ) LB-süreklidir ⟺  ∀ � ∈ �¶ için @(�←(�)) ≥ ℬ(�) sağlanır. 

(Ramadan ve diğ., 2002) 
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Đspat: (⟹) �: (	, @) ⟶ (�, @ℬ) LB-sürekli olsun ve � ∈ �¶ alalım. 

@(�←(�)) ≥ @ℬ(�) ≥ ℬ(�). 

(⟸)∀ � ∈ �¶ için @(�←(�)) ≥ ℬ(�) olsun. 

 ∈ �¶ alalım. Her e f ∈ �¶ g  = L ff∈Ð  } ailesi için 

@¯�←()° = @(�←(L ff∈Ð  ))  

                 = @(L �←¯f°f∈Ð ) 

                 ≥ N @f∈Ð (�←¯f°) ≥ N ℬ(f)f∈Ð  

Son eşitsizlikte her iki yanın e f g  = L ff∈Ð  } üzerinden supremumu alınırsa, 

@¯�←()° ≥ @ℬ(), ∀  ∈ �¶ elde edilir. Sonuç olarak, � LB-süreklidir. 

Teorem 3.2.4: %(	I, @I)}I∈[ (L,M)-bulanık topolojik uzayların bir ailesi, 	 klasik bir 

küme ve her k ∈ Γ için �I ∶ 	 ⟶ 	I bir fonksiyon olsun. 	 üzerinde bir                  ℬ ∶  �� ⟶ � dönüşümü aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

ℬ() = L Ä ⊙fùZ� @¤ú û�¤úü  ý   =⊙fùZ� �¤ú← û�¤úü þ     
Bu takdirde, 

(a)  ℬ dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık tabandır. 

(b) ℬ ile üretilen @ℬ (L,M)-bulanık topolojisi her k ∈ Γ için 	 üzerindeki �I 
fonksiyonlarını LB-sürekli yapan en kaba (L,M)-bulanık topolojidir. 

(c) �: (�,�) ⟶ (	, @ℬ ) fonksiyonu LB-süreklidir ⟺  ∀ k ∈ Γ için                       �I ∘ �: (�,�) ⟶ (	I, @I ) bileşke fonksiyonu LB-süreklidir. (Ramadan ve diğ., 

2002) 

Đspat: (a) (B1) ∀  ∈ %0, 1} için  = �←() dir. Ayrıca, @¯0° = @¯1° = 1± 

olduğundan ℬ¯0° = ℬ¯1° = 1± olduğu açıktır. 
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(B2) , � ∈ �� alalım.  =⊙IùZ� �¤o← (¤o) ve � =⊙IùZå �fo←(�fo) olacak şekildeki Γ 

nın bütün sonlu 1 = e�Z, … , ���, i = %hZ, … , hå} alt kümeleri için  

 ⊙ � = û⊙IùZ� �¤o← ¯¤o°ü ⊙ û⊙IùZå �fo←¯�fo°ü dır.  

Ayrıca, � ∈ 1 ∩ i ise   �¤←(¤) ⊙ �¤←(�¤) = �¤←(¤ ⊙ �¤)  dır. 

 ⊙ � =⊙�o∈p∪n ��o← (Ì�o)  yazalım. Burada, 

Ì�o = ò�o , �I ∈ 1 − (1 ∩ i)��o , �I ∈ i − (1 ∩ i)�o ⊙ ��o , �I ∈ 1 ∩ i� . 
ℬ( ⊙ �) ≥⊙f∈p∪n @f¯Ìf° ≥ û⊙IùZ� @¤o¯¤o°ü ⊙ û⊙IùZå @fo¯�fo°ü  

Her iki yanın sırasıyla e  =⊙IùZ� �¤o← ¯¤o°� ve e � =⊙IùZå �fo←¯�fo°� aileleri 

üzerinden supremumu alınır ve ⊙ işleminin supremum üzerine dağılma özelliği 

kullanılırsa, 

ℬ( ⊙ �) ≥ ℬ() ⊙ ℬ(�) elde edilir. Böylece, ℬ 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık 

tabandır. 

(b) ∀ I ∈ ��o için öyle bir % �I←(I)}  ailesi vardır ki, 

∀ k ∈ Γ için @ℬ(�I←(I)) ≥ ℬ(�I←(I)) ≥ @I(I)  sağlanır.  

Böylece, ∀ k ∈ Γ için �I ∶ (	, @ℬ) ⟶ (	I, @I) LB-süreklidir. 

Şimdi ise @ℬ nin her bir k ∈ Γ için �I fonksiyonlarını LB-sürekli yapan 	 üzerindeki 

en kaba (L,M)-bulanık topoloji olduğunu gösterelim. 

Her k ∈ Γ için �I ∶ (	, @7) ⟶ (	I, @I) LB-sürekli, yani ∀ k ∈ Γ ve ∀ I ∈ ��o için @7(�I←(I)) ≥ @I(I)  olsun. 

 ∈ �� alalım. Γ nın  =⊙IùZ� �¤o← (¤o) koşulunu sağlayan her sonlu                     

1 = e�Z, … , ��� alt kümesi için, 

@7() = @7(⊙IùZ� �¤o← (¤o)) ≥⊙IùZ� @7(�¤o← (¤o)) ≥⊙IùZ� @¤o(¤o) 
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Her iki yanın e¤o  g  =⊙IùZ� �¤o← ¯¤o°� üzerinden supremumu alınırsa,           @7() ≥ ℬ() olur ki, @ℬ, 	 üzerinde her  ∈ �� için @ℬ() ≥ ℬ() koşulunu 

sağlayan en kaba (L,M)-bulanık topoloji olduğundan, ∀  ∈ �� için @7() ≥ @ℬ().  

(c) (⟹) �: (�,�) ⟶ (	, @ℬ ) fonksiyonu LB-sürekli olsun. ∀ k ∈ Γ,  I ∈ ��o için, 

�¯(�I ∘ �)←(I)° = �(�←(�I←(I)))                      (�  LB-sürekli) 

                              ≥ @ℬ (�I←(I))                              ( (b) den ) 

                              ≥ @I(I)       

Böylece,  ∀ k ∈ Γ için �I ∘ �: (�,�) ⟶ (	I, @I  )  LB-süreklidir. 

(⟸) ∀ k ∈ Γ için �I ∘ �: (�,�) ⟶ (	I, @I )  LB-sürekli olsun. 

 ∈ �� alalım. Bu durumda, Γ nın  =⊙IùZ� �¤o← (¤o) koşulunu sağlayan her sonlu                     

1 = e�Z, … , ��� alt kümesi için, �¤o ∘ �: (�,�) ⟶ (	¤o , @¤o  )  LB-süreklidir. Yani, 

� û¯�¤o ∘ �°←¯¤o°ü = � ��← û�¤o ←¯¤o°ü� ≥ @¤o¯¤o° dır. Buradan, 

�¯�←()° = � ��← û⊙IùZ� �¤o← ¯¤o°ü�  
                  = � �⊙IùZ� �← û�¤o ←¯¤o°ü� 
                  ≥⊙IùZ� ���← û�¤o ←¯¤o°ü� 
                  ≥⊙IùZ� @¤o¯¤o°. 

Son eşitsizlikte her iki yanın e¤o  g  =⊙IùZ� �¤o← ¯¤o°� üzerinden supremumu 

alınırsa, �¯�←()° ≥ ℬ() elde edilir. Lemma 3.2.3 den, �: (�,�) ⟶ (	, @ℬ ) 

fonksiyonu LB-süreklidir. 

Önerme 3.2.5: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ve V ⊂ 	 olsun. k: V ⟶ 	,k(:) ≔ : içerme fonksiyonu olmak üzere, V üzerinde k fonksiyonunu LB-sürekli 

yapan en kaba topoloji V üzerindeki alt uzay topolojisi ile çakışır. Yani, 

∀ � ∈ �� için @�(�) = L% @(Ì): Ì ∈ �� , � = k←(Ì)} dır. (Peeters, 1999) 
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Đspat: Tanımlar yardımıyla kolaylıkla görülür. 

Tanım 3.2.6: %(	I, @I)}I∈[ (L,M)-bulanık topolojik uzayların bir ailesi, 	 = ∏ 	II∈[  

kartezyen çarpım kümesi ve her k ∈ Γ için HI: 	 ⟶ 	I izdüşüm fonksiyonu olsun. 

Her k ∈ Γ için HI izdüşüm fonksiyonunu LB-sürekli yapan 	 üzerindeki en kaba 

(L,M)-bulanık topolojiye %(	I, @I)}I∈[ (L,M)-bulanık topolojilerinin çarpım topolojisi 

adı verilir. 

Teorem 3.2.7: (	, @), (�, @Z) ve (², @�) (L,M)-bulanık topolojik uzaylar ve      �: (	, @) ⟶ (�, @Z), �: (	, @) ⟶ (², @�) LB-sürekli olsun. @Z ⊗ @�, � × ² üzerinde (�, @Z) ve (², @�) (L,M)-bulanık topolojik uzaylarından üretilen çarpım topolojisi 

olmak üzere, �: (	, @) ⟶ (� × ², @Z ⊗ @�), �(:) = (�(:), �(:)) biçiminde tanımlı 

fonksiyon LB-süreklidir. (Hussein, 2006) 

Đspat: Teorem 3.2.4 (c) den kolaylıkla görülür. 

Teorem 3.2.8: (L,M)-BTOP kategorisi unutkan funktora göre ¨·� kümeler 

kategorisi üzerine topolojik bir kategoridir.  

Đspat: Teorem 3.2.4 den açıktır. 
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4. (L, M)-BULANIK ĐÇ VE KAPANI Ş UZAYLARI 

 

Bu bölümde, (L,M)-bulanık iç ve (L,M)-bulanık kapanış operatörleri kavramları 

tanıtılacak ve bu kavramlar ile (L,M)-bulanık topoloji arasındaki ilişkiler 

incelenecektir. Başlangıç (L,M)-bulanık iç (kapanış) operatörü oluşturularak      

(L,M)-bulanık iç (kapanış) operatörlerinin çarpımı tanımlanacaktır. 

4.1.  ( L, M )-Bulanık Đç Uzayları 

 

Tanım 4.1.1: (a) 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, ℐ: �� × �# ⟶ �� 

dönüşümüne 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık iç operatörü denir : ⟺  

(I1) ∀ 5 ∈ �# için ℐ¯1, 5° = 1, 

(I2) ∀ 5 ∈ �# için ℐ(, 5) ≤ , 

(I3)  ≤ � ve 5 ≤ � ise ℐ(, �) ≤ ℐ(�, 5), 

(I4) ℐ( ⊙ � , 5 ⊙ �) ≥ ℐ(, 5) ⊙ ℐ(�, �), 

(	, ℐ) ikilisine de bir (L,M)-bulanık iç uzayı adı verilir.  

(b) Bir (	, ℐ) (L,M)-bulanık iç uzayı aşağıdaki (I5) özelliğini de sağlıyorsa (	, ℐ) ya 

topolojiktir denir.   

(I5) ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için  ℐ(ℐ(, 5), 5) = ℐ(, 5). 

(c) Bir (	, ℐ) (L,M)-bulanık iç uzayına zayıf tabakalaşmış denir : ⟺ 

[ ∀ � ∈ �, 5 ∈ �# için  ℐ¯�, 5° ≥ � ] sağlanır. (Ramadan ve diğ., 2002) 
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Uyarı 4.1.2: ⊙=∧  ve � = � olarak alınırsa Tanım 4.1.1 ile Tanım 2.4.1 çakışır. 

Tanım 4.1.3: ℐZ ve ℐ�, 	 üzerinde iki (L,M)-bulanık iç operatörü olsun. ℐZ’e ℐ� den 

daha incedir (veya, ℐ� ye ℐZ den daha kabadır) denir ve ℐ� ≤ ℐZ notasyonu ile 

gösterilir  : ⟺ ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için  ℐ�(, 5) ≤ ℐZ(, 5) sağlanır. (Ramadan ve diğ., 

2002) 

Teorem 4.1.4: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay olsun. Her   ∈ �� , 5 ∈ �# 

için  

ℐÑ(, 5) = L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 }   
olarak tanımlanan ℐÑ: �� × �# ⟶ �� dönüşümü 	 üzerinde bir topolojik          

(L,M)-bulanık iç operatörüdür ve eğer 5 = L% 5A ∈ �#| ℐÑ(, 5A) =  } ise   ℐÑ(, 5) =  sağlanır. (Burada, ℐÑ(, 5) bulanık kümesi  ∈ �� bulanık kümesinin    5-inci seviyeden içini ifade etmektedir.) (Ramadan ve diğ., 2002) 

Đspat: ℐÑ nun 	 üzerinde bir topolojik (L,M)-bulanık iç operatörü olduğunu 

göstermek için Tanım 4.1.1 deki (I1-I5) özelliklerinin sağlandığını göstermek 

yeterlidir.  

(I1) ve (I2) tanımdan açıktır. 

(I3) , � ∈ �� ve 5. � ∈ �# alalım.  ≤ � ve 5 ≤ � olsun. Buradan, 

% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 } ⊂ % Ì ∈ �� | Ì ≤ �, @(Ì) ≥ 5 }  
⟹ L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 } ≤ L% Ì ∈ �� | Ì ≤ �, @(Ì) ≥ 5 }  
⟹ ℐÑ(, 5) ≤  ℐÑ(�, 5)  ve  

% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ �} ⊂ %� ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 }  
⟹ L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ � } ≤ L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 }  
⟹ ℐÑ(, �) ≤  ℐÑ( , 5)  ⟹ ℐÑ(, �) ≤ ℐÑ(�, 5)   elde edilir. 

(I4) , � ∈ �� ve 5. � ∈ �# alalım. 

ℐÑ( ⊙ �, 5 ⊙ �) = L% � ∈ �� | � ≤  ⊙ �, @(�) ≥ 5 ⊙ �}  dır.  
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ℐÑ(, 5) ≤   ve ℐÑ(�, �) ≤ �  ⟹  ℐÑ(, 5) ⊙ ℐÑ(�, �) ≤   ⊙ �                            (4.1)    @¯ℐÑ(, 5) ⊙ ℐÑ(�, �)° ≥ @¯ℐÑ(, 5)° ⊙ @¯ℐÑ(�, �)° 

                                    = @(L% Ì | Ì ≤ , @(Ì) ≥ 5 })  ⊙ @(L% � | � ≤ �, @(�) ≥ � }) 

                                    ≥ N% @(Ì)| Ì ≤ , @(Ì) ≥ 5}  ⊙ N% @(�)| � ≤ �, @(�) ≥ �}  
                                    ≥ 5 ⊙ � 

⟹  @¯ℐÑ(, 5) ⊙ ℐÑ(�, �)° ≥ 5 ⊙ �                                                                       (4.2)  

(4.1), (4.2) den, ℐÑ( ⊙ �, 5 ⊙ �) ≥ ℐÑ(, 5) ⊙ ℐÑ(�, �) elde edilir. 

(I5)  ∈ �� ve 5 ∈ �# alalım. ℐÑ(ℐÑ(, 5), 5) = L% � ∈ �� | � ≤ ℐÑ(, 5), @(�) ≥ 5 }   
@¯ℐÑ(, 5)° = @(L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 }) ≥ N% @(�)| � ≤ , @(�) ≥ 5 }  ≥ 5   

⟹ ℐÑ(ℐÑ(, 5), 5) = ℐÑ(, 5) dır. Yani,  (	, ℐÑ) bir topolojik (L,M)-bulanık iç 

uzayıdır.  

Şimdi, 5 = L% 5A ∈ �#| ℐÑ(, 5A) =  } olsun. (I2) den, ℐÑ(, 5) ≤  olduğu biliniyor. 

O halde, ℐÑ(, 5) ≥  olduğunu göstermek yeterlidir. 

@() = @¯ℐÑ(, 5A)° = @(L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5′ })  
                                ≥ N% @(�) | � ≤ , @(�) ≥ 5A } 
                                ≥ 5A 
ℐÑ(, 5A) =  olacak şekildeki her 5A ∈ �# için @() ≥ 5A olduğundan, @() ≥ 5 dır. 

Buradan, ℐÑ(, 5) = L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 } =  elde edilir. 

Teorem 4.1.4 de oluşturulan ℐÑ (L, M)-bulanık iç operatörüne @ (L,M)-bulanık 

topolojisi tarafından üretilen iç operatör adı verilir. 

Teorem 4.1.5:  ℐ: �� × �# ⟶ �� dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık iç 

operatörü olsun. 	 üzerinde   

@ℐ() = L% 5 ∈ �# | ℐ(, 5) =  }           ( ∀  ∈ �� için ) 

olarak tanımlanan @ℐ ∶  �� ⟶ � dönüşümü aşağıdaki özellikleri sağlar. 
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(a) @ℐ dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

(b) Eğer @, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topoloji ise @ℐÓ = @ sağlanır. 

(c) ℐÑℐ = ℐ ⟺  ℐ topolojiktir ve  ℐ(, �) =  olan ∀ � ∈ 1 ≠ ∅ için ℐ(, L �©∈p ) =  

sağlanır. (Ramadan ve diğ., 2002) 

Đspat: (a) (BT1) @ℐ¯0° = @ℐ¯1° = 1± olduğu tanımdan açıktır. 

(BT2) Varsayım, ∃ Z, � ∈ �� için @ℐ(Z ⊙ �) ≱ @ℐ(Z) ⊙ @ℐ(�) olsun. Buradan, @ℐ(Z) in tanımından, ∃ 5Z ∈ �# ∶  ℐ(Z, 5Z) =  Z ve @ℐ(Z ⊙ �) ≱ 5Z ⊙ @ℐ(�) @ℐ(�) nin tanımından, ∃ 5� ∈ �# ∶  ℐ(�, 5�) =  � ve @ℐ(Z ⊙ �) ≱ 5Z ⊙ 5�  (4.3) ℐ(Z ⊙ �, 5Z ⊙ 5�) ≥ ℐ(Z, 5Z) ⊙ ℐ(�, 5�) = Z ⊙ �  dır. Ayrıca, her zaman  ℐ(Z ⊙ �, 5Z ⊙ 5�) ≤ Z ⊙ � olduğundan  ℐ(Z ⊙ �, 5Z ⊙ 5�) = Z ⊙ � dır. 

Buradan, @ℐ(Z ⊙ �) = L% 5 ∈ �# | ℐ(Z ⊙ �, 5) =  Z ⊙ �} ≥ 5Z ⊙ 5� bulunur. 

Bu ise (4.3) ile çelişir. O halde, varsayım yanlıştır. Yani, ∀ Z, � ∈ �� için       @ℐ(Z ⊙ �) ≥ @ℐ(Z) ⊙ @ℐ(�) elde edilir. 

(BT3) %I}I∈[ ⊂ �� alalım ve @ℐ(L II∈[ ) ≥ N @ℐI∈[ (I) olduğunu gösterelim. 

@ℐ(L II∈[ ) = L% 5 ∈ �# | ℐ(L II∈[ , 5) = L II∈[  }    
N @I∈[ (I) = N L% 5 ∈ �# | ℐ(I, 5) = I }  I∈[   

V ≔ % 5 ∈ �# | ℐ(L II∈[ , 5) = L II∈[  } ve b ≔ % 5 ∈ �# | ℐ(I, 5) = I } diyelim. ∀ k ∈ Γ için 5 ∈ b alalım.  

⟹  ∀ k ∈ Γ  için ℐ(I, 5) = I dır.  

∀ k ∈ Γ  için I ≤ L II∈[   olduğundan ∀ k ∈ Γ  için ℐ(I, 5) ≤ ℐ(L II∈[ , 5)  dır.  ⟹  ∀ k ∈ Γ  için I ≤ ℐ(L II∈[ , 5) ≤ L II∈[  ⟹ L I ≤I∈[ ℐ(L II∈[ , 5) ≤ L II∈[   ⟹ ℐ(L II∈[ , 5) = L II∈[  ⟹ 5 ∈ V elde edilir. 

∀ k ∈ Γ için b ⊂ V olduğundan @ℐ(L II∈[ ) ≥ N @ℐI∈[ (I) elde edilir. 

(b) @, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topoloji olsun.  

 ∈ �� alalım.  @ℐÓ() = L% 5 ∈ �# | ℐÑ(, 5) =  }  olduğundan, 
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 = ℐÑ(, 5) = L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 }  ⟺  @() ≥ 5  

⟹  @ℐÓ() = L% 5 ∈ �# | @() ≥ 5} =  @(), ∀ ∈ �� dır. O halde, @ℐÓ = @ dır.  

(c) (⟹) ℐÑℐ = ℐ  olsun.  

ℐÑℐ(, 5) = L% � ∈ �� | � ≤ , @ℐ(�) ≥ 5} dır. 

@ℐ(ℐ(, 5)) = @ℐ¯ℐÑℐ(, 5)°  

                  = @ℐ(L% � ∈ �� | � ≤ , @ℐ(�) ≥ 5}) 

                  ≥ N% @ℐ(�) | � ≤ , @ℐ(�) ≥ 5} 
                  ≥ 5. 

⟹  ℐ(ℐ(, 5), 5) = ℐÑℐ (ℐ(, 5), 5) = ℐ(, 5) dır. Yani, ℐ (L,M)-bulanık iç operatörü 

topolojiktir. 

5 = L% � ∈ �# | ℐ(, �) =  }  olsun. Bu durumda, ℐ(, 5) =  olduğunu gösterelim. ℐ(, 5) = ℐÑℐ(, 5) = L% � ∈ �� | � ≤ , @ℐ(�) ≥ 5 } 
@ℐ() = L% � ∈ �# | ℐ(, �) = } = 5  ⟹  ℐ(, 5) =  elde edilir.  

(⟸) ℐ topolojik ve 5 = L% � ∈ �# | ℐ(, �) =  }  için ℐ(, 5) =  olsun. 

ℐÑℐ(, 5) = L% � ∈ �� | � ≤ , @ℐ(�) ≥ 5 } dır. Ayrıca, ℐ(, 5) ≤  dır.  

Đddia: @ℐ(ℐ(, 5)) ≥ 5  
@ℐ¯ℐ(, 5)° = L% � ∈ �# | ℐ(ℐ(, 5), �) = ℐ(, 5) }   
(	, ℐ) topolojik olduğundan, ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için ℐ(ℐ(, 5), 5) = ℐ(, 5) dır. O 

halde, @ℐ(ℐ(, )) ≥ 5 dır. Buradan, 

 ℐÑℐ(, 5) ≥ ℐ(, 5)   bulunur.                                                                                  (4.4) 

� ≤  ve @ℐ(�) ≥ 5 olan her � ∈ �� için � ≤ ℐ(, 5) olduğunu gösterirsek ispat biter. 5 = L% � ∈ �# | ℐ(, �) =  }  için ℐ(, 5) =  olduğundan, ℐ¯�, @ℐ(�)° = � dır. 

@ℐ(�) ≥ 5 olduğundan, � = ℐ¯�, @ℐ(�)° ≤ ℐ(�, 5) ≤ ℐ(, 5) dır. 
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⟹  � ≤  ve @ℐ(�) ≥ 5 olan her � ∈ �� için � ≤ ℐ(, 5)  

⟹  L% � ∈ �� | � ≤ , @ℐ(�) ≥ 5 } ≤ ℐ(, 5)  

⟹  ℐÑℐ (, 5) ≤ ℐ(, 5)                                                                                       (4.5) 

(4.4), (4.5) den, ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için ℐÑℐ(, 5) = ℐ(, 5) elde edilir. 

Tanım 4.1.6: (	, ℐZ) ve (�, ℐ�) iki (L,M)-bulanık iç uzayı olsun.  

(a) �: 	 ⟶ � fonksiyonuna bir bulanık LI-dönüşümü denir : ⟺ 

 ∀ � ∈ �¶ , 5 ∈ �# için ℐZ(�←(�), 5) ≥ �←¯ℐ�(�, 5)°. 

(b) �: 	 ⟶ � fonksiyonuna bir bulanık LI-açık dönüşümü denir : ⟺ 

∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için �→(ℐZ(, 5)) ≤ ℐ�(�→(), 5). (Ramadan ve diğ., 2002) 

Teorem 4.1.7: (	, @Z), (�, @�) iki (L,M)-bulanık topolojik uzay olsun.  

(a) �: (	, @Z) ⟶ (�, @�) fonksiyonu LB-süreklidir ⟺  �: ¯	, ℐÑÕ° ⟶ (�, ℐÑÖ  ) 

fonksiyonu bir bulanık LI-dönüşümüdür. 

(b) �: (	, @Z) ⟶ (�, @�) fonksiyonu LB-açıktır ⟺  �: ¯	, ℐÑÕ° ⟶ (�, ℐÑÖ  ) 

fonksiyonu bir bulanık LI-açık dönüşümüdür. (Ramadan ve diğ., 2002) 

Đspat: (a) (⟹) �: (	, @Z) ⟶ (�, @�) LB-sürekli olsun. � ∈ �¶, 5 ∈ �# alalım.  

�← ûℐÑÖ  (�, 5)ü = �←( L% � ∈ �¶ | � ≤ �, @�(�) ≥ 5 } )    
                          ≤ �←( L%  � ∈ �¶  | �←(�) ≤ �←(�), @Z¯�←(�)° ≥ 5})  
                         = L%  �←(�) | �←(�) ≤ �←(�), @Z¯�←(�)° ≥ 5} 
                         ≤ L%  ∈ �� |  ≤ �←(�), @Z() ≥ 5}   
                         = ℐÑÕ(�←(�), 5) 

Böylece, �: ¯	, ℐÑÕ° ⟶ (�, ℐÑÖ  ) bir bulanık LI-dönüşümüdür.    
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(⟸)    ∀ � ∈ �¶ , 5 ∈ �# için   ℐÑÕ(�←(�), 5) ≥ �← ûℐÑÖ  (�, 5)ü olsun. 

� ∈ �¶ alalım. 

@�(�) = @ℐÓÖ (�) = L% 5 ∈ �# | ℐÑÖ(�, 5) = �  }   
                          ≤ L% 5 ∈ �# | �←(ℐÑÖ(�, 5)) = �←(�)  }   
                          ≤ L% 5 ∈ �# | ℐÑÕ(�←(�), 5) = �←(�)  } 
                          = @ℐÓÕ (�←(�)) = @Z(�←(�)).  

Böylece, �: (	, @Z) ⟶ (�, @�) LB-süreklidir. 

(b) (⟹) �: (	, @Z) ⟶ (�, @�) LB-açık olsun.   ∈ �� ve 5 ∈ �# alalım. 

�→ ûℐÑÕ(, 5)ü = �→(L% Ì ∈ �� | Ì ≤ , @Z(Ì) ≥ 5 }  ) 

                        ≤ �→(L% Ì ∈ �� | �→(Ì) ≤ �→(), @�(�→(Ì)) ≥ 5 } ) 

                        = L% �→(Ì) | �→(Ì) ≤ �→(), @�(�→(Ì)) ≥ 5 }  
                        ≤ L% � ∈ �¶  |  � ≤ �→(), @�(�) ≥ 5 } = ℐÑÖ(�→(), 5) . 
(⟸) � ∶ ¯	, ℐÑÕ° ⟶ (�, ℐÑÖ  ) bir bulanık LI-açık dönüşümü olsun.  ∈ �� alalım.  

@Z() = @ℐÓÕ () = L% 5 ∈ �# | ℐÑÕ(, 5) =   }   
                          ≤ L% 5 ∈ �# | �→(ℐÑÕ(, 5)) = �→()  }   
                          ≤ L% 5 ∈ �# | ℐÑÖ(�→(), 5) ≥ �→()  } 
                          = L% 5 ∈ �# | ℐÑÖ(�→(), 5) = �→()  } 
                          = @ℐÓÖ (�→()) = @�(�→()).  

O halde, � ∶ (	, @Z) ⟶ (�, @�) fonksiyonu LB-açıktır. 

Örnek 4.1.8: � = � = � ve ⊙=∧ olsun. � ∉ %0, 1} için ℐZ, ℐ�: �� × �# ⟶ ��    

(L,M)-bulanık iç operatörleri aşağıdaki şekilde tanımlansın: 
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ℐZ(, 5) =
éêë
êì 1        ,                 = 1, 5 ∈ �#�         ,     1 ≠  ≥ �, 5 < 1 2⁄          ,                               5 = 00          ,                               diğer

� 
 

ℐ�(, 5) =
éêë
êì 1            ,             = 1, 5 ∈ �#�            , 1 ≠  ≥ �, 5 ≤ 1 2⁄             ,                            5 = 00            ,                             diğer

� 
Bu takdirde, k�: (	, ℐZ) ⟶ (	, ℐ�) birim fonksiyonu bir bulanık LI-dönüşümü 

değildir. Çünkü,  � = ℐ� û�, Z�ü > ℐZ û�, Z�ü = 0 dir. 

Diğer yandan, Teorem 4.1.5 yardımıyla bu iç operatörlerin ürettiği @ℐÕ , @ℐÖ: �� ⟶ � 

(L,M)-bulanık topolojileri aşağıdaki şekilde elde edilir. 

@ℐÕ() = @ℐÖ() = ò 1       ,  ∈ %0, 1}1 2⁄    ,                  = �0          ,                  diğer� 
Buradan, k�: ¯	, @ℐÕ° ⟶ ¯	, @ℐÖ° fonksiyonu LB-süreklidir.  

Sonuç olarak, k�: (	, ℐ�) ⟶ (	, ℐZ) bir bulanık LI-dönüşümü değildir, fakat     k�: ¯	, @ℐÖ° ⟶ ¯	, @ℐÕ° bir bulanık LI-açık dönüşümüdür. 

Teorem 4.1.9: � idempotent, %(	I, ℐI)}I∈[ (L,M)-bulanık iç uzayların ailesi, 	 bir 

küme ve her  k ∈ Γ için �I: 	 ⟶ 	I bir fonksiyon olsun. Γ nın tüm sonlu              1 = %kZ, … , k�} alt kümeleri için bir ℐ: �� × �# ⟶ �� dönüşümü aşağıdaki şekilde 

tanımlansın. 

ℐ(, 5) = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

Bu takdirde, ℐ her  k ∈ Γ için �I: 	 ⟶ 	I fonksiyonlarını bir bulanık LI-dönüşüm 

yapan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık iç operatörüdür. (Ramadan ve diğ., 2002) 

Đspat: Öncelikle  ℐ: �� × �# ⟶ �� dönüşümünün 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık iç 

operatörü olduğunu görelim. 



64 
  

(I1)   ℐ¯1, 5° ≥ �I← ûℐI¯1, 5°ü olduğundan ℐ¯1, 5° = 1 dır. 

(I2)  Γ nın tüm sonlu 1 = %kZ, … , k�} alt kümeleri için,  

ℐ(, 5) = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

            ≤ L e ⊙¤ùZ� �Iö←¯Iö°�⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

            ≤ . 

(I3)  ≤ � ve 5 ≤ � olsun. 

ℐ(, 5) = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

           ≤ L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çæ   

           = ℐ(�, 5). 

ℐ(, 5) = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

            ≥ L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , �°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

            = ℐ(, �). 

(I4) , � ∈ �� ve 5, � ∈ �# alalım. Γ nın tüm sonlu 1 = %�Z, … , ��} ve                  

i = %hZ, … , hå} alt kümeleri için, ⊙IùZ� �¤o← (¤o) ≤  ve ⊙IùZå �fo←(�fo) ≤ �  

⟹ û⊙IùZ� �¤o← ¯¤o°ü ⊙ û⊙IùZå �fo←¯�fo°ü ≤  ⊙ �  sağlanır. 

Ayrıca, her � ∈ 1 ∩ i için �¤←(¤) ⊙ �¤←(�¤) = �¤←(¤ ⊙ �¤)  olduğundan,  

�¤←(ℐ¤(¤, 5)) ⊙ �¤←(ℐ¤(�¤, 5)) ≤ �¤←(ℐ¤(¤ ⊙ �¤, 5 ⊙ �)) sağlanır. 

' = 1 ∪ i = %�Z, … , � }   için 

Ì�o = ò�o ⊙ 1,     �I ∈ 1 − (1 ∩ i)��o ⊙ 1,    �I ∈ i − (1 ∩ i)�o ⊙ ��o ,              �I ∈ 1 ∩ i�      diyelim. 
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Eğer �I ∈ 1 − (1 ∩ i) ise, 

��o← ¯ℐ�o(�o , 5)° = ��o← ¯ℐ�o(�o , 5)° ⊙ 1  

                             = ��o← ¯ℐ�o(�o , 5)° ⊙ ��o← ¯ℐ�o(1 , �)° 

                             ≤ ��o← ¯ℐ�o(�o ⊙ 1, 5 ⊙ �)° 

                             = ��o← ¯ℐ�o(Ì�o , 5 ⊙ �)°. 

Benzer şekilde eğer �I ∈ i − (1 ∩ i) ise, 

��o← ¯ℐ�o(��o , �)° ≤ ��o← ¯ℐ�o(Ì�o , 5 ⊙ �)°  dır. Buradan, 

ℐ(, 5) ⊙ ℐ(�, �) = �L Ä ⊙IùZ� �¤o← ûℐ¤o¯¤o , 5°üþ⊙o
Õ� qöo← ûÇöoüçÇ  �  
                               ⊙ �L Ä ⊙IùZå �fo← ûℐfo¯�fo , �°üþ⊙o
Õ qúo←ûæúoüçæ � 

                            ≤ L Ä ⊙IùZ  ��o← ûℐ�o¯Ì�o , 5 ⊙ �°üþ⊙o
Õ� q�o← û��oüçÇ⊙æ  

                            ≤ ℐ( ⊙ �, r ⊙ �). 

Böylece,  ℐ( ⊙ �, r ⊙ �) ≥ ℐ(, 5) ⊙ ℐ(�, �) elde edilir. 

Sonuç olarak, ℐ 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık iç operatörüdür. 

Şimdi ∀ k ∈ Γ için �I: (	, ℐ) ⟶ (	I, ℐI) fonksiyonlarının birer bulanık LI-dönüşüm 

olduğunu gösterelim. 

∀ k ∈ Γ, λ� ∈ LX� ve bir % �I←(I) }I∈[ ailesi için 

ℐ(�I←(I), 5) ≥ �I←(ℐI(I, 5))  dir. Böylece  ∀ k ∈ Γ için �I: (	, ℐ) ⟶ (	I, ℐI) bir 

bulanık LI-dönüşümüdür. 

Şimdi ise, bu ℐ iç operatörünün  ∀ k ∈ Γ için �I fonksiyonlarını birer bulanık          

LI-dönüşümü yapan 	 üzerindeki en kaba (L, M)-bulanık iç operatörü olduğunu 

gösterelim. ℐ∗ 	 üzerinde ∀ k ∈ Γ için �I: (	, ℐ∗) ⟶ (	I, ℐI) bulanık LI-dönüşümü 

olacak şekilde bir (L, M)-bulanık iç operatörü olsun. O halde, her λ� ∈ LX� ve 5 ∈ �# 
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için ℐ∗(�I←(I), 5) ≥ �I←(ℐI(I, 5)) dır.  ∈ �� ve 5 ∈ �# alalım. Γ nın tüm sonlu 1 = %kZ, … , k�} alt kümeleri için, 

ℐ(, 5) = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

            ≤ L e ⊙¤ùZ� ℐ∗¯�Iö←¯Iö°, 5° � ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ  

            ≤ L e ℐ∗¯⊙¤ùZ� �Iö←¯Iö°,⊙¤ùZ� 5° � ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ                     (M idempotent) 

            = L e ℐ∗¯⊙¤ùZ� �Iö←¯Iö°, 5° � ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ ≤ ℐ∗(, 5). 

Tanım 4.1.10: %(	I, ℐI)}I∈[ (L,M)-bulanık iç uzayların bir ailesi, 	 bir küme ve her  k ∈ Γ için �I: 	 ⟶ 	I bir fonksiyon olsun. 	 üzerinde Teorem 4.1.9 da oluşturulan ℐ 

(L,M)-bulanık iç operatörüne 	 üzerindeki başlangıç (L,M)-bulanık iç operatörü 

denir. 	 üzerindeki başlangıç (L,M)-bulanık iç operatörü, her bir k ∈ Γ için �I 
fonksiyonlarını bulanık LI-dönüşümü yapan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık iç 

operatörüdür. 

Tanım 4.1.11: M idempotent, %(	I, ℐI)}I∈[ (L,M)-bulanık iç uzayların bir ailesi, 	 = ∏ 	II∈[  kartezyen çarpım kümesi ve her  k ∈ Γ için HI: 	 ⟶ 	I izdüşüm 

fonksiyonu olsun. Her  k ∈ Γ için HI izdüşüm fonksiyonlarını bulanık LI-dönüşümü 

yapan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık iç operatörüne çarpım (L,M)-bulanık iç 

operatörü adı verilir. 

Teorem 4.1.9 dan aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 4.1.12: � idempotent ve ℐ, � üzerinde bir (L,M)-bulanık iç operatörü olsun. �: 	 ⟶ � bir fonksiyon olmak üzere  

ℐq(, 5) = L �←¯ℐ(�, 5)°q←(æ)çÇ   

olarak tanımlanan ℐq: �� × �# ⟶ �� dönüşümü � fonksiyonunu bir bulanık         

LI-dönüşümü yapan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık iç operatörüdür. (Ramadan 

ve diğ., 2002) 

Sonuç 4.1.13: � idempotent ve %ℐI}I∈[ , 	 üzerindeki (L,M)-bulanık iç operatörlerin 

bir ailesi olsun. Tüm sonlu 1 = %kZ, … , k�} ⊂ Γ için  
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  ℐ∗(, 5) = L (ℐIÕ(IÕ , 5) ⊙ … ⊙ ℐI�(I� , 5))ÇoÕ⊙ÇoÖ⊙…⊙Ço�çÇ   
olarak tanımlanan ℐ∗: �� × �# ⟶ ��  dönüşümü her k ∈ Γ için ℐI (L,M)-bulanık iç 

operatörlerinden daha ince olan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık iç operatörüdür. 

(Ramadan ve diğ., 2002) 

Teorem 4.1.14: � idempotent, %(	I, ℐI)}I∈[ (L,M)-bulanık iç uzayların ailesi, 	 bir 

küme, her  k ∈ Γ için �I: 	 ⟶ 	I bir fonksiyon ve ℐ Teorem 4.1.9 da oluşturulan 

(L,M)-bulanık iç operatörü olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(a) En az bir k ∈ Γ için ℐI zayıf tabakalaşmış ise ℐ, 	 üzerinde zayıf tabakalaşmıştır. 

(b) Her k ∈ Γ için ℐI iç operatörleri topolojik ise, ℐ iç operatörü de topolojiktir. 

(c) � ∶ (�, ℐ∗) ⟶ (	, ℐ) fonksiyonu bir bulanık LI-dönüşümüdür ⟺  ∀ k ∈ Γ için                        �I ∘ � ∶ (�, ℐ∗) ⟶ (	I, ℐI) bir bulanık LI-dönüşümüdür. (Ramadan ve diğ., 2002) 

Đspat: (a) Bir k ∈ Γ için ℐI zayıf tabakalaşmış olsun. Her � ∈ �� , 5 ∈ �# için 

ℐI(�, 5) ≥ �  ve �I←¯�° = � olduğundan,  her � ∈ �� , 5 ∈ �# için 

ℐ¯�, 5° = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)ç;   

            ≥ �I← ûℐI¯�, 5°ü ≥ � .  
Böylece, ℐ 	 üzerinde zayıf tabakalaşmıştır. 

(b) Γ nın tüm sonlu 1 = %kZ, … , k�} alt kümeleri için, 

ℐ(, 5)  = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

            = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯ℐIö¯Iö , 5°, 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ   

             ≤ L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯ℐIö¯Iö , 5°, 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← �ℐoöûÇoö , ü�çℐ(Ç, )       
            ≤ ℐ(ℐ(, 5) , 5) . 
Çünkü, ⊙¤ùZ� �Iö←(Iö) ≤  ise ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°ü ≤ ℐ(, 5)  dır. 



68 
  

(c) Tüm sonlu 1 = %kZ, … , k�} ⊂ Γ alt kümeleri için, 

�←(ℐ(, 5))  = �← �L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°üþ⊙ö
Õ� qoö← ûÇoöüçÇ �  

                     = L Ä�← � ⊙¤ùZ� �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°ü�þ⊙ö
Õ� qoö← ûÇoöüçÇ  

                     = L Ä⊙¤ùZ� �← � �Iö← ûℐIö¯Iö , 5°ü�þ⊙ö
Õ� qoö← ûÇoöüçÇ  

                     ≤ L e⊙¤ùZ� ℐ∗(�←¯ �Iö←(Iö)°, 5) � ⊙ö
Õ� qoö← ûÇoöüçÇ  

                     ≤ L eℐ∗(�←¯⊙¤ùZ�  �Iö←(Iö)°,⊙¤ùZ� 5) � ⊙ö
Õ� qoö← ûÇoöüçÇ   (M idempotent) 

                     = L eℐ∗(�←¯⊙¤ùZ�  �Iö←(Iö)°, 5) � ⊙ö
Õ� qoö← ûÇoöüçÇ  

                     ≤ ℐ∗(�←(), 5). 

Objeleri (L,M)-bulanık iç uzayları ve morfizmleri de bulanık LI-dönüşümler olan 

kategori (L,M)-BI ile gösterilir. 

Teorem 4.1.15: (L,M)-BI kategorisi unutkan funktora göre ̈ ·� kümeler kategorisi 

üzerine topolojik bir kategoridir.  

Đspat: Teorem 4.1.9 ve Teorem 4.1.14 (c) yardımıyla kolaylıkla görülür. 

Aşağıdaki teorem; verilen (L,M)-bulanık topolojilerden elde edilen (L,M)-bulanık iç 

uzaylarla oluşturulan başlangıç iç operatörünün ürettiği bulanık topoloji ile verilen 

(L,M)-bulanık topolojiler ile üretilen başlangıç topolojinin aynı olduğunu ifade 

etmektedir. 

Teorem 4.1.16: � idempotent, %(	I, @I)}I∈[ (L,M)-bulanık topolojik uzayların ailesi, 	 bir küme ve her  k ∈ Γ için �I: 	 ⟶ 	I bir fonksiyon olsun. 	 üzerinde bir            ℐ: �� × �# ⟶ �� dönüşümü  tüm sonlu 1 = %kZ, … , k�} ⊂ Γ alt kümeleri için 

aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

ℐ(, 5)  = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← �ℐÑoö ¯Iö , 5°�þ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ    
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Bu takdirde, @ℬ = @ℐ  dır.  

Burada, @ℐ ℐ ile üretilen (L,M)-bulanık topoloji ve @ℬ ise Teorem 3.2.4 deki     

(L,M)-bulanık topolojidir. (Ramadan ve diğ., 2002) 

Đspat: Varsayım, ∃  ∈ �� için @ℬ() ≱ @ℐ() olsun. Teorem 4.1.5 @ℐ tanımından, ∃ 5 ∈ �# ∶  ℐ(, 5) =  ve @ℬ() ≱ 5  dır. Her 1 = %kZ, … , k�} ⊂ Γ için, 

  = ℐ(, 5)  = L Ä ⊙¤ùZ� �Iö← �ℐÑoö ¯Iö , 5°�þ⊙ö
Õ� qoö← (Çoö)çÇ     

Teorem 4.1.4 den, ℐÑoö ¯Iö , 5° = ℐÑoö ûℐÑoö ¯Iö , 5°, 5ü olduğundan ve Teorem 4.1.5 

den  @I = @ℐÓo  olduğu kullanılırsa, 

@Iö �ℐÑoö ¯Iö , 5°� ≥ 5 dır. 

�¤ = �Iö← �ℐÑoö ¯Iö , 5°�  diyelim. Teorem 3.2.4 den, 

ℬ(⊙¤ùZ� �¤) ≥⊙¤ùZ� @Iö �ℐÑoö ¯Iö , 5°� ≥⊙¤ùZ� 5 = 5                         (M idempotent) 

�p =⊙¤ùZ� �¤ diyelim. Her % 1 ⊂ Γ | ⊙¤ùZ� �Iö←(Iö) ≤  } kümeleri için,        

Teorem 3.2.4 deki @ℬ nin tanımından, 

@ℬ( ) = @ℬ(L �pp⊂[ ) ≥ N ℬ(�p)p⊂[ ≥ 5. 

Bu ise bir çelişkidir. O halde, ∀ � ∈ �� için  @ℬ(�) ≥ @ℐ(�) sağlanır. 

Şimdi ise ∀ � ∈ �� için  @ℬ(�) ≤ @ℐ(�) olduğunu ya da buna denk olarak,            k� ∶ (	, @ℐ) ⟶ (	, @ℬ) birim fonksiyonun LB-sürekli olduğunu gösterelim.   

Teorem 3.2.4 (c) den, sadece �I ∘ k� ∶ (	, @ℐ) ⟶ (	I, @I) fonksiyonunun LB-sürekli 

olduğunu göstermek yeterlidir. 5 ∈ �# için @I(�I) ≥ 5  ise Teorem 4.1.4 den, 

ℐÑo(�I, 5) = �I  dır. ℐ nın tanımından, 

ℐ(�I←(�I), 5) ≥ �I← ûℐÑo(�I, 5)ü = �I←(�I) . 
Teorem 4.1.5 den, @ℐ(�I←(�I)) ≥ 5 dır. 
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Böylece, ∀ �I ∈ ��o için @I(�I) ≤ @ℐ(�I←(�I)) sağlanır. 

Sonuç olarak, ∀ � ∈ �� için  @ℬ(�) ≤ @ℐ(�) ve böylece de @ℬ = @ℐ elde edilir. 

4.2. ( L, M )-Bulanık Kapanı ş Uzayları 

 

Tanım 4.2.1: (a)  	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, C ∶  �� × �# ⟶ �� 

dönüşümüne 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık kapanış operatörü denir : ⟺             ∀ , � ∈ �� , 5, � ∈ �# için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(C1) C¯0, 5° = 0, 

(C2) C(, 5) ≥ , 

(C3)  ≤ � ise C(, 5) ≤ C(�, 5), 

(C4) 5 ≤ � ise C(, 5) ≤ C(, �). 

(C5) C( ⊕ �, r ⊙ s ) ≤ C(, 5) ⊕ C(�, �),  

(	, C) ikilisine de bir (L,M)-bulanık kapanış uzayı adı verilir. 

(b) Bir (	, C) (L,M)-bulanık kapanış uzayına topolojiktir denir : ⟺ 

(C6) ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için C(C(, 5), 5) = C(, 5). 

(c) CZ ve C�, 	 üzerinde iki (L,M)-bulanık kapanış operatörü olsun. CZ’e C� den daha 

incedir ( veya C� ye CZ den daha kabadır ) denir ve CZ ≤ C� notasyonu ile gösterilir : ⟺ ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için CZ(, 5) ≤ C�(, 5).  

Uyarı 4.2.2: (1) � = � = � ve ⊙=∧ olarak alındığında Tanım 4.2.1 Chattopadhyay 

ve Samanta (1993) tarafından verilen tanım ile çakışır. 

(2) � = � ve ⊙=∧,⊕=∨ olarak alındığında Tanım 4.2.1 ile Y. C. Kim (2003) 

tarafından verilen tanım çakışır. 

(3) ⊙=∧,⊕=∨ olarak alındığında Tanım 4.2.1 Sostak (1996) tarafından verilen 

tanım ile çakışır. 
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Tanım 4.2.3: (	, CZ) ve (�, C�) iki (L,M)-bulanık kapanış uzayı olsun.  

� ∶ 	 ⟶ � fonksiyonuna bulanık LC-dönüşümü denir  : ⟺  

∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için �→¯CZ(, 5)° ≤ C�(�→(), 5) sağlanır. (Kim, 2003) 

Teorem 4.2.4: � bir tam MV-cebiri ve (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzayı olsun. ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için  

CÑ(, 5) = N% � ∈ �� | � ≥ , @¯� ⟶ 0° ≥ 5 }    
olarak tanımlanan CÑ ∶  �� × �# ⟶ �� dönüşümü 	 üzerinde bir topolojik       

(L,M)-bulanık kapanış operatörüdür ve eğer 5 = L% � ∈ �# | CÑ(, �) =  } ise CÑ(, 5) =  sağlanır.( CÑ ya @ ile üretilen (L,M)-bulanık kapanış operatörü denir.)  

Đspat: Öncelikle CÑ nun 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık kapanış operatörü olduğunu 

gösterelim. 

(C1) ve (C2) tanımlardan açıktır. 

(C3) , � ∈ �� ve  ≤ � olsun. 

% � ∈ �� | � ≤ �, @¯� ⟶ 0° ≥ 5 } ⊆ % Ì ∈ �� |  ≤ Ì, @¯Ì ⟶ 0° ≥ 5 }   
N% � ∈ �� | � ≤ �, @¯� ⟶ 0° ≥ 5 }  ≥ N% Ì ∈ �� |  ≤ Ì, @¯Ì ⟶ 0° ≥ 5 }   
⟹  CÑ (, 5) ≤ CÑ (�, 5) elde edilir. 

(C4) 5 ≤ � olsun.  

% � ∈ �� |  ≤ �, @¯� ⟶ 0° ≥ 5 } ⊇ % Ì ∈ �� |  ≤ Ì, @¯Ì ⟶ 0° ≥ � }   
N% � ∈ �� |  ≤ �, @¯� ⟶ 0° ≥ 5 }  ≤ N% Ì ∈ �� |  ≤ Ì, @¯Ì ⟶ 0° ≥ � }   
⟹  CÑ (, 5) ≤ CÑ (, �) elde edilir. 

(C5) , � ∈ �� , 5, � ∈ �# alalım.  

CÑ (, 5) ≥  ve CÑ (�, �) ≥ � olduğundan, CÑ(, 5) ⊕ CÑ(�, �) ≥  ⊕ �            (4.6) 
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@ û¯CÑ(, 5) ⊕ CÑ(�, �)° ⟶ 0ü = @ û¯CÑ(, 5) ⟶ 0° ⊙ ¯CÑ(�, �) ⟶ 0°ü  

                                                   ≥ @(CÑ(, 5) ⟶ 0) ⊙ @¯CÑ(�, �) ⟶ 0° 

                                                   = @¯N% � | � ≥ , @¯� ⟶ 0° ≥ 5} ⟶ 0° 

                                                      ⊙ @¯N% Ì | Ì ≥ �, @¯Ì ⟶ 0° ≥ �} ⟶ 0°  

                                                   = @¯ Le � ⟶ 0 g � ≥ , @¯� ⟶ 0° ≥ 5 }° 

                                                      ⊙ @¯ Le Ì ⟶ 0 g  Ì ≥ �, @¯Ì ⟶ 0° ≥ �}° 

                                                   ≥ Ne@¯� ⟶ 0°g  � ≥ , @¯� ⟶ 0° ≥ 5 }  
                                                      ⊙ Ne@¯Ì ⟶ 0 °g  Ì ≥ �, @¯Ì ⟶ 0° ≥ � }  
                                                   ≥ 5 ⊙ �                                                                (4.7) 

⟹(4.6), (4.7) den, CÑ( ⊕ �, r ⊙ s ) ≤ CÑ(, 5) ⊕ CÑ(�, �) elde edilir. 

 (C6) @¯CÑ(, 5) ⟶ 0° = @(N% � | � ≥ , @¯� ⟶ 0° ≥ 5} ⟶ 0) 

                                     = @¯ Le � ⟶ 0 g � ≥ , @¯� ⟶ 0° ≥ 5 }° 

                                     ≥ Ne@¯� ⟶ 0°g  � ≥ , @¯� ⟶ 0° ≥ 5 } 
                                     ≥ 5 

Ayrıca, CÑ (, 5) ≥  olduğundan CÑ (CÑ (, 5), 5) = CÑ (, 5) elde edilir. 

Böylece, (	, CÑ) bir topolojik (L,M)-bulanık kapanış operatörüdür. 

Şimdi de, teoremdeki son iddiayı ispatlayalım. 

5 = L% � ∈ �# | CÑ(, �) =  } olsun. 

 = CÑ(, �) = N% � ∈ �� | � ≥ , @(� ⟶ 0) ≥ �}  ⟺ @( ⟶ 0) ≥ �  

⟹ @¯ ⟶ 0° ≥ 5 ⟹  CÑ(, 5) =   elde edilir. 
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Uyarı 4.2.5: �’ nin bir tam MV-cebiri olmadığı durumda, Teorem 4.2.4 deki CÑ ∶  �� × �# ⟶ ��  (L,M)-bulanık kapanış operatörü � ⟶ 0 yerine �′ alınarak da 

tanımlanabilir.  

Teorem 4.2.6: � bir tam MV-cebiri ve C 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık kapanış 

operatörü olsun. 	 üzerinde  

@C() = L% 5 ∈ �# | C¯ ⟶ 0, 5° =  ⟶ 0 }   
olarak tanımlanan @C: �� ⟶ � dönüşümü için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(Burada @C ye C ile üretilen (L,M)-bulanık topoloji adı verilir.) 

(a)  @C dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

(b) C = CÑC  ⟺  (	, C)  ikilisi aşağıdaki koşulları sağlar: 

(i) Topolojiktir. 

(ii) Eğer 5 = L% � ∈ �# | C(, �) =  } ise C(, 5) =  dır.  

Đspat:  @C nin 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topoloji olduğunu göstermek için    

Tanım 3.1.1 deki koşulların sağlandığını göstermek yeterlidir. 

(a) (BT1) @C¯0° = @C¯1° = 1± olduğu tanımdan açıktır. 

(BT2) Varsayım, ∃ Z, � ∈ �� için @C(Z ⊙ �) ≱ @C(Z) ⊙ @C(�) olsun. @C(Z) 

tanımından, 

∃ 5 ∈ �# ∶  C¯Z ⟶ 0, 5° = Z ⟶ 0  ve  @C(Z ⊙ �) ≱ 5 ⊙ @C(�) 
@C(�) tanımından, 

∃ � ∈ �# ∶  C¯� ⟶ 0, �° = � ⟶ 0  ve  @C(Z ⊙ �) ≱ 5 ⊙ �. 

C¯(Z ⊙ �) ⟶ 0, 5 ⊙ �° = C û¯Z ⟶ 0° ⊕ ¯� ⟶ 0°, 5 ⊙ �ü  

                                           ≤ C¯Z ⟶ 0, 5° ⊕ C¯� ⟶ 0, �° 

                                           = ¯Z ⟶ 0° ⊕ ¯� ⟶ 0° = (Z ⊙ �) ⟶ 0. 
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⟹  @C(Z ⊙ �) ≥ 5 ⊙ � dir. Bu ise varsayım ile çelişir. O halde,∀ Z, � ∈ �� için @C(Z ⊙ �) ≥ @C(Z) ⊙ @C(�) sağlanır. 

(BT3) %I}I∈[ ⊂ �� alalım. 

∀ k ∈ Γ için I ⟶ 0 ≥ L I I∈[ ⟶ 0 olduğundan 

 C¯I ⟶ 0, 5° ≥ C((L I I∈[ ) ⟶ 0, 5) dır. Ayrıca, 

∀ k ∈ Γ için C¯I ⟶ 0, 5° = I ⟶ 0 olduğundan, 

∀ k ∈ Γ için I ⟶ 0 ≥  C û(L I I∈[ ) ⟶ 0, 5ü 

⟹  N (I ⟶ 0)I∈[ ≥  C û(L I I∈[ ) ⟶ 0, 5ü   
⟹ (L I I∈[ ) ⟶ 0  ≥  C û(L I I∈[ ) ⟶ 0, 5ü  ≥ (L I I∈[ ) ⟶ 0  

⟹ (L I I∈[ ) ⟶ 0 =  C û(L I I∈[ ) ⟶ 0, 5ü  

O halde, @C(L I I∈[ ) ≥ N @C(I)I∈[  dır. Yani, @C  	 üzerinde bir (L,M)-bulanık 

topolojidir. 

(b) (⟹) C = CÑC  olsun. 

(i) CÑC (C(, 5), 5) = N% � ∈ �� | � ≥ C(, 5), @C¯� ⟶ 0° ≥ 5 }  
@C¯C(, 5) ⟶ 0° = @C(N% � ∈ �� | � ≥ , @C¯� ⟶ 0° ≥ 5 }  ⟶ 0)  

                             = @C¯Le � ⟶ 0 g � ≥ , @C¯� ⟶ 0° ≥ 5 } ° 

                             ≥ Ne @C(� ⟶ 0) g � ≥ , @C¯� ⟶ 0° ≥ 5 } ≥ 5. 

⟹  C(, 5) = CÑC (C(, 5), 5) =  C(C(, 5), 5) dır. Yani, (	, C)  topolojiktir. 

(ii) 5 = L% � ∈ �# | C(, �) =  } olsun. 

C(, 5) = CÑC (, 5) = N% � ∈ �� | � ≥  , @C¯� ⟶ 0° ≥ 5 }   
@C¯ ⟶ 0° = L% � ∈ �# | C(, �) =  } = 5  ⟹  C(, 5) =  elde edilir. 
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(⟸) C(, 5) ≥  olduğu biliniyor. Đddia: @C¯C(, 5) ⟶ 0° ≥ 5 

@C¯C(, 5) ⟶ 0° = L% 5′ ∈ �# | C(C(, 5), 5′) = C(, 5) } dır. (	, C)  topolojik 

olduğundan, 

@C¯C(, 5) ⟶ 0° ≥ 5 dır. Buradan, CÑC (, 5) ≤ C(, 5)                                       (4.8) 

� ≥  ve @C¯� ⟶ 0° ≥ 5 olan ∀ � ∈ �� için C(, 5) ≤ � olduğunu gösterelim. (ii) 

den, C û�, @C¯� ⟶ 0°ü = � dır. Ayrıca, @C¯� ⟶ 0° ≥ 5 olduğundan, 

� = C û�, @C¯� ⟶ 0°ü ≥ C(�, 5) ≥ C(, 5)  ⟹  C(, 5) ≤ CÑC (, 5)                  (4.9)  

⟹ (4.8), (4.9) dan  C(, 5) = CÑC (, 5) elde edilir. 

Örnek 4.2.7: � = � = �, 	 = %:, ¸, è} ve V ⊂ 	 olsun. 

(a) Eğer bir (	, C) (L,M)-bulanık kapanış uzayı Teorem 4.2.6 (b) (i) koşulunu 

sağlamıyorsa genel olarak  C = CÑC olması gerekmediğini gösterelim. 

C ∶  �� × �# ⟶ �� dönüşümü aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

C(, 5) =
éêë
êì 0         ,                              = 0, 5 ∈ �#�%Å,à}      ,  = :< ∈ �%Å,à}, 0 < 5 ≤ 1 2⁄�%�}        ,      = è© ∈ �%�}, 0 < 5 ≤ 1 2⁄1            ,                                             diğer

� 

Bu takdirde, (	, C) bir (L,M)-bulanık kapanış uzayıdır. Ayrıca, C û:<, ZÔü = �%Å,à} ve 

C û�%Å,à}, ZÔü = 1 olduğundan  C ûC û:< , ZÔü , ZÔü ≠ C û:< , ZÔü dır. O halde, (	, C) 

topolojik değildir.  

Teorem 4.2.6 dan, @C: �� ⟶ � (L,M)-bulanık topolojisi aşağıdaki şekilde oluşturulur. 

@C() = ò1      ,             = 0, 1  1 2⁄  ,          = �%Å,à}0       ,                  diğer�  
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Buradan,    CÑC (, 5) = ò 0        ,                              = 0, 5 ∈ �#�%�}    ,  = è© ∈ �%�}, 0 < 5 ≤ 1 2⁄1         ,                                          diğer �       dır. 

Sonuç olarak, C ≠ CÑC  olduğu görülür. 

(b) Eğer bir (	, C) (L,M)-bulanık kapanış uzayı Teorem 4.2.6 (b) (ii) koşulunu 

sağlamıyorsa genel olarak  C = CÑC olması gerekmez. Gerçekten, � ∈ �� ve � ≠ 0, 1 

için C ∶  �� × �# ⟶ �� dönüşümü aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

C(, 5) = ò0,              = 0, 5 ∈ �#�,        ≤ �, 5 < 1 2⁄1,                          diğer �  
Buradan, (	, C) bir topolojik (L,M)-bulanık kapanış operatörüdür. Teorem 4.2.6 dan, @C: �� ⟶ � dönüşümü şöyle belirlenir: 

@C() = ò1,              = 0, 1  1 2⁄ ,      = 1 − �0,                  diğer �  
∀ 5 < Z� için C(�, 5) = � olduğundan L% 5 ∈ �# | C(�, 5) = � } = 1 2⁄  dır, ancak 

C û�, Z� ü = 1  dır. Diğer yandan,  CÑC û�, Z� ü = � olduğundan C ≠ CÑC  dır.  (Kim, 

2003) 

Teorem 4.2.8: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ve CÑ, 	 üzerinde @ ile üretilen 

(L,M)-bulanık kapanış operatörü olsun. Bu takdirde, @CÓ 	 üzerinde @ = @CÓ eşitli ğini 

sağlayan bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

Đspat: Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.6 dan kolaylıkla elde edilir. 

Aşağıdaki Lemma bir (L,M)-bulanık topolojiden üretilen iç ve kapanış operatörleri 

arasındaki ilişkiyi ifade etmektedir. 

Lemma 4.2.9: � bir tam MV-cebiri ve @ 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topoloji olmak 

üzere, aşağıdaki eşitlik sağlanır. 

∀  ∈ �� , 5 ∈ �#  için  CÑ¯ ⟶ 0, 5° = ℐÑ(, 5) ⟶ 0 .  
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Đspat: L tam MV-cebiri olduğundan,  

L RII∈[ ⟶ 0 = N (RI ⟶ 0)I∈[  ve ̄ R ⟶ 0° ⟶ 0 = R sağlanır. Buradan, 

ℐÑ(, 5) ⟶ 0 = L% � ∈ �� | � ≤ , @(�) ≥ 5 } ⟶ 0   
                      = Ne� ⟶ 0 g � ≤ , @(�) ≥ 5}  
                      = Ne� ⟶ 0 g � ⟶ 0 ≥  ⟶ 0, @¯(� ⟶ 0) ⟶ 0° ≥ 5}  
                      = N%Ì ∈ �� | Ì ≥  ⟶ 0, @¯Ì ⟶ 0° ≥ 5} = CÑ¯ ⟶ 0, 5°. 

Teorem 4.2.10: � bir tam MV-cebiri ve (	, @Z), (�, @�) iki (L,M)-bulanık topolojik 

uzay olsun. Bu takdirde, aşağıdaki ifadeler denktir. 

(a) � ∶ (	, @Z) ⟶  (�, @�) LB-süreklidir. 

(b) ∀ � ∈ �¶, 5 ∈ �# için �←(ℐÑÖ(�, 5)) ≤ ℐÑÕ(�←(�), 5). 

(c) ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için �→(CÑÕ(, 5)) ≤ CÑÖ(�→(), 5). (Sostak, 1996) 

Đspat: (a)⟺(b): Teorem 4.1.7 (a). 

(b)⟹(c):  ∈ �� , 5 ∈ �# alalım. Lemma 4.2.9 dan, 

�← ûCÑÖ(�→(), 5)ü = �←(ℐÑÖ(�→() ⟶ 0, 5) ⟶ 0)  

                                  = �← ûℐÑÖ¯�→() ⟶ 0, 5°ü ⟶ 0 

                                  ≥ ℐÑÕ¯�←¯�→() ⟶ 0°, 5° ⟶ 0 

                                  = ℐÑÕ(�←(�→()), 5) ⟶ 0  

                                  ≥ ℐÑÕ¯ ⟶ 0, 5° ⟶ 0  

                                  = CÑÕ(( ⟶ 0) ⟶ 0, 5)  

                                  = CÑÕ(, 5)  

⟹  CÑÖ(�→(), 5)  ≥ �→ ��← ûCÑÖ(�→(), 5)ü� ≥ �→ ûCÑÕ(, 5)ü elde edilir. 
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(c)⟹(b): � ∈ �¶, 5 ∈ �# alalım. 

ℐÑÕ(�←(�), 5) ⟶ 0 = CÑÕ¯�←(�) ⟶ 0, 5°  

                                 = CÑÕ¯�←¯� ⟶ 0°, 5° 

                                 ≤ �← ��→ ûCÑÕ¯�←¯� ⟶ 0°, 5°ü�  
                                 ≤ �← �CÑÖ û�→ û�←¯� ⟶ 0°ü , 5ü� 
                                 ≤ �← ûCÑÖ¯� ⟶ 0, 5°ü 

⟹ ℐÑÕ(�←(�), 5) ≥  �← ûCÑÖ¯� ⟶ 0, 5°ü ⟶ 0  

                             = �←¯CÑÖ¯� ⟶ 0, 5° ⟶ 0° 

                             = �←(ℐÑÖ(�, 5)). 

⟹ ∀ � ∈ �¶, 5 ∈ �#  için  �←(ℐÑÖ(�, 5)) ≤ ℐÑÕ(�←(�), 5) elde edilir. 

Aşağıdaki teorem; verilen kapanış operatörleri ve fonksiyonlar ailesi yardımıyla 

başlangıç kapanış operatörü üretildiğini ifade etmektedir. 

Teorem 4.2.11: � bir tam MV-cebiri, � idempotent, %(	I, CI)}I∈[ (L,M)-bulanık 

kapanış uzaylarının bir ailesi, 	 boştan farklı klasik bir küme ve her k ∈ Γ için �I: 	 ⟶ 	I bir fonksiyon olsun. 	 kümesi üzerinde  

C(, 5) = N Ä ⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯f°, 5°üI∈[ üþ  

olarak tanımlanan C: �� × �# ⟶ �� dönüşümü için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(Burada, ilk infimum ef  g  = L f�fùZ  } üzerinden alınmaktadır.) 

(a) C dönüşümü her k ∈ Γ için �I fonksiyonlarını bulanık LC-dönüşümü yapan 	 

üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık kapanış operatörüdür. 

(b) ∀ k ∈ Γ için CI  (L,M)-bulanık kapanış operatörleri topolojik ise C de topolojiktir. 
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(c) � ∶ (�, C∗) ⟶ (	, C) fonksiyonu bir bulanık LC-dönüşümüdür ⟺  ∀ k ∈ Γ için �I ∘ � ∶ (�, C∗) ⟶ (	I, CI) bir bulanık LC-dönüşümüdür.  

Đspat: (a) Öncelikle C nin 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık kapanış operatörü olduğunu 

gösterelim. 

(C1) ve (C4) tanımdan kolaylıkla görülür. 

(C2) Tüm sonlu ef  g = L f�fùZ  } ailesi ve her k ∈ Γ için 

f ≤ �I← û�I→¯f°ü ≤ �I← ûCI¯�I→¯f°, 5°ü  dır.  

Böylece, ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için C(, 5) ≥  sağlanır. 

(C3) , � ∈ �� için  ≤ � olsun. Her sonlu %�¤ | � = L �¤å¤ùZ  }  ailesi için en az bir % ∧ �¤ |  = L ( ∧ �¤å¤ùZ )} ailesi vardır öyle ki, 

  C(, 5) ≤⊕¤ùZå ¯N �I←¯CI(�I→( ∧ �¤), 5)°I∈[ ° 

              ≤⊕¤ùZå ¯N �I←¯CI(�I→(�¤), 5)°I∈[ °  

Böylece, C(, 5) ≤ C(�, 5) elde edilir. 

(C5) Her sonlu ef  g  = L f�fùZ  } ve %�¤ | � = L �¤å¤ùZ  } ailesi için en az bir sonlu  

ef , �¤  g  ⊕ � = ¯L f)�fùZ ⊕ ¯L �¤å¤ùZ °� ailesi vardır öyle ki, 

C( ⊕ �, 5 ⊙ �) ≤ �⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯f°, 5°üI∈[ ü�  
                                 ⊕ û⊕¤ùZå ¯N �I←¯CI(�I→(�¤), �)°I∈[ °ü 

Ì = û⊕¤ùZå ¯N �I←¯CI(�I→(�¤), �)°I∈[ °ü diyelim. �, � tam dağılımlı tam latis ise 

C( ⊕ �, 5 ⊙ �) ≤ N û⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯f°, 5°üI∈[ ü ⊕ Ìü  

                            = ûN �⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯f°, 5°üI∈[ ü� ü ⊕ Ì 

                            = C(, 5) ⊕ Ì. 
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Burada ilk infimum tüm sonlu ef  g  = L f�fùZ  } ailesi üzerinden alınmaktadır. 

Tekrar,     C( ⊕ �, 5 ⊙ �) ≤ N(C(, 5) ⊕ Ì)  

                                             = C(, 5) ⊕ ûN û⊕¤ùZå ¯N �I←¯CI(�I→(�¤), �)°I∈[ °üü 

                                            = C(, 5) ⊕ C(�, �). 

Burada ilk infimum tüm sonlu %�¤ | � = L �¤å¤ùZ  } ailesi üzerinden alınmaktadır. 

Böylece, C dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık kapanış operatörüdür. 

Đkinci olarak C nin tanımından, %  |  =  } ailesi için 

C(, 5) ≤ N �I←¯CI(�I→(), 5)°I∈[ ≤ �I←¯CI(�I→(), 5)°  dır. 

⟹  �I→(C(, 5)) ≤ �I→¯�I←¯CI(�I→(), 5)° ° ≤ CI(�I→(), 5) dır.  

Böylece, her k ∈ Γ için �I: (	, C) ⟶ (	I, CI) bir bulanık LC-dönüşümdür. 

Şimdi ise, bu C kapanış operatörünün  ∀ k ∈ Γ için �I fonksiyonlarını bulanık        

LC-dönüşümü yapan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık kapanış operatörü 

olduğunu gösterelim. C∗  	 üzerinde ∀ k ∈ Γ için �I: (	, C∗) ⟶ (	I, CI) 

fonksiyonunu bulanık LC-dönüşümü yapan bir (L,M)-bulanık kapanış operatörü 

olsun. Buradan, 

∀ k ∈ Γ için �I→(C∗(, 5)) ≤ CI(�I→(), 5) . 

⟹  C∗(, 5) ≤ �I←(�I→(C∗(, 5)))  ≤ �I←¯CI(�I→(), 5)°  

Buradan, C∗(, 5) ≤ N �I←¯CI(�I→(), 5)°I∈[                                                      (4.10) 

Tüm sonlu ef g  = L f�fùZ  } ailesi için, 

C(, 5) = N Ä ⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯f°, 5°üI∈[ üþ  

            ≥ Ne ⊕fùZ� ¯C∗(f, 5)°�                                       ( (4.10) dan ) 

            ≥ Ne C∗(⊕fùZ� f , 5)�                                          ( (C4)  ve M idempotent ) 

            ≥ Ne C∗(L f�fùZ , 5)� = C∗(, 5).                        ( (C3) den )             
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(b) ∀  ∈ �� , 5 ∈ �# için C(C(, 5), 5) ≤ C(, 5) olduğunu gösterelim. Tüm sonlu ef  g  = L f�fùZ  } ailesi için,  

C(, 5) = N Ä ⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯f°, 5°üI∈[ üþ  

            = N Ä ⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯CI¯�I→¯f°, 5°, 5°üI∈[ üþ 

            ≥ N Ä ⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→(CI¯f, 5)° , 5°üI∈[ ü þ ≥ C(C(, 5), 5). 

(c) Bulanık LC-dönüşümlerin bileşkesi bulanık LC-dönüşümü olduğundan gerek 

koşul açıktır. 

Tersine, �I ∘ � bir bulanık LC-dönüşümü olduğundan, ∀ � ∈ �� için 

�I→(�→(C∗(�←(�), 5))) ≤ CI û�I→ û�→¯�←(�)°ü , 5ü ≤ CI(�I→(�), 5). 

∀ k ∈ Γ için �→(C∗(�←(�), 5)) ≤ �I←(CI(�I→(�), 5). 

Buradan,  �→(C∗(�←(�), 5)) ≤ N ¯�I←(CI(�I→(�), 5)°I∈[ )                               (4.11)   

Her sonlu e �f g �→() = L �f�fùZ  } ailesi için, 

�→¯C∗(, 5)° ≤ �→ ûC∗¯�←¯�→()°, 5°ü  

                      = �→ ûC∗¯�←¯L �f�fùZ °, 5°ü  

                      ≤ �→ ûC∗¯�←¯⊕fùZ� �f°, 5°ü  

                      = �→ ûC∗¯⊕fùZ� �←¯�f°, 5°ü  

                      ≤ �→ û⊕fùZ� (C∗¯�←¯�f°, 5)°ü   
                      ≤⊕fùZ� �→ ûC∗¯�←¯�f°, 5°ü  

                      ≤⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯�f°, 5°üI∈[ ü. 
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Böylece, ∀  ∈ �¶, 5 ∈ �# için �→¯C∗(, 5)° ≤ C(�→(), 5) elde edilir. Yani, � ∶ (�, C∗) ⟶ (	, C) fonksiyonu bir bulanık LC-dönüşümüdür.  

Objeleri (L,M)-bulanık kapanış uzayları ve morfizmleri de bulanık LC-dönüşümler 

olan kategori (L,M)-BC ile gösterilir. 

Teorem 4.2.12: (L,M)-BC kategorisi unutkan funktora göre ̈ ·� kategorisi üzerine 

topolojik bir kategoridir. 

Đspat: Teorem 4.2.11 den açıktır. 

Tanım 4.2.13: � bir tam MV-cebiri, � idempotent, %(	I, CI)}I∈[ (L,M)-bulanık 

kapanış uzaylarının bir ailesi, 	 boştan farklı klasik bir küme ve her k ∈ Γ için �I: 	 ⟶ 	I bir fonksiyon olsun. Teorem 4.2.11 de oluşturulan ve her k ∈ Γ için �I 
fonksiyonunu bulanık LC-dönüşümü yapan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık 

kapanış operatörüne (	, �I, (	I, CI), Γ) dörtlüsüne göre bir başlangıç (L,M)-bulanık 

kapanış operatörü denir.  

Tanım 4.2.14: %(	I, CI)}I∈[ (L,M)-bulanık kapanış uzaylarının bir ailesi,               	 = ∏ 	II∈[  kartezyen çarpım kümesi ve her k ∈ Γ için HI: 	 ⟶ 	I izdüşüm 

fonksiyonu olsun. Her bir  HI izdüşüm fonksiyonunu bulanık LC-dönüşümü yapan 	 

üzerindeki başlangıç (L,M)-bulanık kapanış operatörüne %(	I, CI)}I∈[ ailesinin 

çarpım  (L,M)-bulanık kapanış operatörü denir.  

Teorem 4.2.15: �, � tam sıralı ve � idempotent olsun. %(	I, CI)}I∈%Z,�} (L,M)-bulanık 

kapanış uzaylarının ailesi, 	 bir küme ve �I: 	 ⟶ 	I bir fonksiyon olmak üzere her   ∈ �� ve 5 ∈ �# için  

 C⊲(, 5) = N Ä ⊕fùZ� ��Z← ûCZ¯�Z→¯f°, 5°ü ∧ ��← ûC�¯��→¯f°, 5°ü� þ   
olarak tanımlanan C⊲ ∶  �� × �# ⟶ �� dönüşümü 	 üzerinde (	, �I, (	I, CI), %1, 2}) 

dörtlüsüne göre başlangıç (L,M)-bulanık kapanış operatörüdür.  

(Burada, ilk infimum tüm %Z, �} öyle ki  = Z ∨ � ailesi üzerinden alınmaktadır.)  
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Đspat: C, 	 üzerinde (	, �I, (	I, CI), %1, 2}) dörtlüsüne göre başlangıç (L,M)-bulanık 

kapanış operatörü olsun.  C⊲ = C olduğunu gösterelim. C nin tanımından C ≤ C⊲ 

olduğu kolaylıkla ispatlanır. Tersine, 

Varsayım, ∃  ∈ �� , 5 ∈ �# için  C⊲(, 5) ≰ C(, 5) olsun. �, � tam sıralı 

olduğundan, 

∃ : ∈ 	 ∶  C⊲(, 5)(:) > �(, 5)(:). 

C nin tanımından,  ∃ 1 = %1, … , =} sonlu indeks kümesi için % ¤ |  = L  ¤¤∈p } ∶  
C⊲(, 5)(:) >⊕¤ùZå ¯�Z←¯CZ(�Z→(¤), 5)°(:) ∧ ��←¯C�(��→( ¤), 5)°(:)°    
i = % � ∈ 1 | �Z←¯CZ(�Z→(¤), 5)°(:) ≤ ��←¯C�(��→(¤), 5)°(:)}  ve � = 1 − i 
diyelim,  

⊕¤ùZå ¯�Z←¯CZ(�Z→(¤), 5)°(:) ∧ ��←¯C�(��→(¤), 5)°(:)°   
= û⊕¤∈n �Z←¯CZ(�Z→(¤), 5)°(:)ü ⊕ û⊕¤∈� ��←¯C�(��→(¤), 5)°(:)ü 

≥ �Z← ûCZ¯�Z→¯⊕¤∈n ¤°, 5°ü (:) ⊕ ��←¯C�(��→(⊕¤∈� ¤), 5)°(:)  

≥ �Z← ûCZ¯�Z→¯L ¤¤∈n °, 5°ü (:) ⊕ ��←¯C�(��→(L ¤¤∈� ), 5)°(:). 
Diğer yandan,  n = L  ¤¤∈n  ve  � = L  ¤¤∈�  olsun. O halde,  

∃ e n,  �� ∶    =  n ∨  �  ve  

C⊲(, 5) ≤ ��Z← ûCZ¯�Z→¯ n°, 5°ü ∧ ��← ûC�¯��→¯ n °, 5°ü�  
                  ⊕ û�Z←¯CZ(�Z→( �), 5)° ∧ ��←¯C�(��→( � ), 5)°ü 

              ≤ �Z← ûCZ¯�Z→¯ n°, 5°ü ⊕ ��←¯C�(��→( � ), 5)° . 
Bu ise bir çelişkidir. O halde, varsayım yanlıştır. Yani, C⊲ ≤ C sağlanır. 

Aşağıdaki teorem verilen topolojiler yardımıyla oluşturulan başlangıç (L,M)-bulanık 

topoloji ile verilen topolojilerin ürettiği (L,M)-bulanık kapanış operatörlerinden elde 
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edilen başlangıç (L,M)-bulanık kapanış operatörünün ürettiği topolojinin aynı 

olduğunu ifade etmektedir. 

Teorem 4.2.16: � bir tam MV-cebiri, � idempotent ve %(	I, @I)}I∈[ (L,M)-bulanık 

topolojik uzayların bir ailesi ve her k ∈ Γ için �I: 	 ⟶ 	I bir fonksiyon olsun. 	 

üzerinde   

C(, 5) = N Ä ⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯f°, 5°üI∈[ üþ  

olarak tanımlanan C: �� × �# ⟶ �� dönüşümü için @ℬ = @C sağlanır. 

(Burada, infimum ef g = L f�fùZ  } üzerinden alınmaktadır ve CI ler Teorem 4.2.4 

de @I lerden üretilen (L,M)-bulanık kapanış operatörleridir. Ayrıca, @C  C ile üretilen 

(L,M)-bulanık topoloji ve @ℬ ise Teorem 3.2.4 de oluşturulan (L,M)-bulanık 

topolojidir.)  

Đspat: Varsayım, ∃  ∈ �� için @ℬ() ≱ @C() olsun. @C nin tanımından, ∃ 5 ∈ �# ∶  C¯ ⟶ 0, 5° =  ⟶ 0 ve  @ℬ() ≱ 5 dır. C¯ ⟶ 0, 5° =  ⟶ 0 olduğundan 

 = C¯ ⟶ 0, 5° ⟶ 0  

  = ûN Ä ⊕fùZ� ûN �I← ûCI¯�I→¯�f°, 5°üI∈[ üþ ü ⟶ 0  

  = L Ä ⊙fùZ� Ä N �I← ûCI¯�I→¯�f°, 5°üI∈[ þ ⟶ 0 þ  

  = L Ä⊙fùZ� ÄL Ä�I← ûCI¯�I→¯�f°, 5°üþI∈[ ⟶ 0þ þ  

  = L Ä⊙fùZ� ÄL Ä�I← ûCI¯�I→¯�f°, 5°ü ⟶ 0þI∈[ þ þ  

  = Le⊙fùZ� eL e�I←¯CI¯�I→¯�f°, 5° ⟶ 0°�I∈[ � �  
Burada ilk supremum tüm sonlu e �f  g  ⟶ 0 = L �f�fùZ � üzerinden alınmaktadır. 

∀ k ∈ Γ, j ∈ %1,2, … , H} için CI¯�I→¯�f°, 5° = CI¯CI¯�I→¯�f°, 5°, 5° olduğu ve @I = @Co olduğu kullanılırsa 

@I �ûCI¯�I→¯�f°, 5°ü ⟶ 0� ≥ 5. 
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�Iú = �I← �ûCI¯�I→¯�f°, 5°ü ⟶ 0� diyelim. 

ℬ(�Iú) ≥ @I �ûCI¯�I→¯�f°, 5°ü ⟶ 0� ≥ 5 dır. @ℬ nin tanımından,  

@ℬ ûL �IúI∈[ ü ≥ N ℬ(�Iú)I∈[ ≥ 5  sağlanır. 

Böylece, @ℬ() ≥ 5 dır. Bu ise çelişkidir. O halde, ∀ � ∈ �� için @ℬ(�) ≥ @C(�). 

Tersine, ∀ � ∈ �� için @ℬ(�) ≤ @C(�) olduğunu ya da buna denk olarak        k�: (	, @C) ⟶ (	, @ℬ) fonksiyonunun LB-sürekli olduğunu gösterelim. Bunun için 

Teorem 3.2.4 (c) den sadece �I ∘ k� ∶  (	, @C) ⟶ (	I, @I) dönüşümünün LB-sürekli 

olduğunu yani ∀ �I ∈ ��o için @I(�I) ≤ @C(�I←(�I)) olduğunu göstermek yeterlidir. 

Eğer ∀ 5 ∈ �# için 5 ≤ @I(�I) ise CI¯�I ⟶ 0, 5° = �I ⟶ 0                               (4.12)   

C nin tanımından,  C¯�I←(�I) ⟶ 0, 5° ≤ �I← ûCI¯�I→(�I←(�I) ⟶ 0) , 5°ü  

                                                              = �I← ûCI¯�I→¯�I←(�I ⟶ 0°) , 5°ü  

                                                              ≤ �I← ûCI¯�I ⟶ 0 , 5°ü                 ((4.12) den)                                             

                                                              = �I←¯�I ⟶ 0 ° = �I←(�I ) ⟶ 0 . 

Tanım 4.2.1 (C2) den,  C¯�I←(�I) ⟶ 0, 5° = �I←(�I) ⟶ 0 dır. O halde,          

Teorem 4.2.6 dan, @C¯�I←(�I)° ≥ 5 bulunur. Bu ise ispatı bitirir. 
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5. (L, M)-BULANIK TOPOLOJ ĐK UZAYLARDA YAKINSAKLIK  

 

Bu bölümde, L bir tam dağılımlı latis ve M bir kesin iki-yanlı, değişmeli q-latis 

olmak üzere (L,M)-bulanık topolojik uzaylarda bir bulanık noktanın Q-komşuluk 

sistemi tanıtılacaktır. (L,M)-bulanık filtre tanımı verildikten sonra çarpım kümesi 

üzerinde (L,M)-bulanık filtre yapısı oluşturulacaktır. Her (L,M)-bulanık filtrenin bir       

(L,M)-bulanık topoloji ürettiği ispatlanacaktır. Ayrıca, (L,M)-bulanık topolojik 

uzaylarda (L,M)-bulanık filtrelerin yakınsaklığı da bu bölümde incelenecektir.   

5.1. ( L, M )-Bulanık Q – Komşuluk Uzayları 

 

Bu bölümde, � bir tam dağılımlı tam latisi ve � ise bir kesin iki-yanlı, değişmeli      

q-latisi ifade edecektir. 

Tanım 5.1.1: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, DÅã ∶  �� ⟶ � 

dönüşümlerinin D = e DÅãg :< ∈ �(��)� ailesine 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık           

Q-komşuluk sistemi denir : ⟺ ∀ , � ∈ �� için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(KS1) DÅã¯0° = 0±,  DÅã¯1° = 1±, 

(KS2) DÅã() > 0± ise :<=, 

(KS3)  ≤ � ise DÅã() ≤ DÅã(�), 

(KS4) DÅã( ∧ �) ≥ DÅã() ⊙ DÅã(�), 

(KS5) DÅã() = L N Dàä(�)àäåæÅãåæçÇ . 
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(	, D) ikilisine de bir (L,M)-bulanık Q-komşuluk uzayı adı verilir. (Burada, DÅã() 
değeri  ∈ �� bulanık kümesinin :< ∈ �(��) bulanık noktasının hangi dereceden   

Q-komşuluğu olduğunu ifade etmektedir.) (Hussein, 2006) 

Uyarı 5.1.2: (1) � = � ve ⊙=∧ olarak alınırsa Tanım 5.1.1 ile Jinming (2006) 

tarafından verilen tanım çakışır. 

(2) � = � = � ve ⊙=∧ olarak alınırsa Tanım 5.1.1 ile Demirci (1997) tarafından 

verilen tanım çakışır. 

Tanım 5.1.3: (	, DZ) ve  (�, D�) iki (L,M)-bulanık Q-komşuluk uzayı ve �: 	 ⟶ � 

bir fonksiyon olsun. � fonksiyonuna bir bulanık KS-dönüşümü denir  : ⟺ 

∀  � ∈ �¶ , :< ∈ �(��)  için  (DZ)Åã(�←(�)) ≥ (D�)q→(Åã)(�)  sağlanır. 

Objeleri (L,M)-bulanık Q-komşuluk uzayları ve morfizmleri de bulanık                

KS-dönüşümleri olan kategori (L,M)-BKS ile gösterilir. (Hussein, 2006) 

Teorem 5.1.4: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ve :< ∈ �(��) olmak üzere 	 

kümesi üzerinde   

DÅãÑ () = �L% @(�)| :<=� ≤ }, :<= 0± ,                                  :<=É�  
olarak tanımlanan DÅãÑ : �� ⟶ � dönüşümleri için aşağıdaki özellikler sağlanır. 

(a) DÑ = e DÅãÑ  g :< ∈ �(��) � ailesi 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık Q-komşuluk 

sistemidir. 

(b) », � ∈ �(�) için » < � ise DÅãÑ () ≤ DÅäÑ (). (Hussein, 2006) 

Đspat: (a) (KS1) DÅã¯0° = 0±, DÅã¯1° = 1± olduğu tanımdan açıktır. 

(KS2) Tanımdan DÅãÑ () > 0± ise :<= olduğu açıktır. 

(KS3)  :< ∈ �(��), Z, � ∈ �� ve Z ≤ � olsun. 

Eğer :<=ÉZ ise açıktır. 

Eğer :<=Z ise :<=� dır. Buradan,  
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% � ∈ �� | :<=� ≤ Z } ⊆  % Ì ∈ �� | :<=Ì ≤ � } olduğundan, DÅãÑ (Z) ≤ DÅãÑ (�) 

dır. 

(KS4) Z, � ∈ �� ve  :< ∈ �(��) alalım. 

Eğer :<=ÉZ veya :<=É� ise DÅãÑ (Z) = 0± veya DÅãÑ (�) = 0± dır. Bu durumda,  DÅãÑ (Z) ⊙ DÅãÑ (�) = 0± olacağından DÅãÑ (Z ∧ �) ≥ DÅãÑ (Z) ⊙ DÅãÑ (�). 

Eğer :<=Z ve :<=� ise :<=(Z ∧ �) sağlanır. Buradan, 

DÅãÑ (Z) ⊙ DÅãÑ (�) = ¯L @(�Z)ÅãåæÕçÇÕ ° ⊙ ¯L @(��)ÅãåæÖçÇÖ °  

                                = L% @(�Z) ⊙ @(��)| :<=�Z ≤ Z, :<=�� ≤ � }  
                                ≤ L% @(�Z ∧ ��)| :<=(�Z ∧ ��) ≤ Z ∧ � }    
                                ≤ DÅãÑ (Z ∧ �)  

(KS5) ∀ ©̧=�   için  DàäÑ (�) = L% @(�)| ©̧=� ≤ � } ≥ @(�) 
:<=� ≤   koşulunu sağlayan her  ∈ �� için 

@(�) ≤ N DàäÑ (�)àäåæ ≤ DÅãÑ (�) ≤ DÅãÑ ()   
⟹  DÅãÑ () = L @(�)ÅãåæçÇ ≤ L N DàäÑ (�)àäåæÅãåæçÇ ≤ DÅãÑ ()   
⟹  DÅãÑ () = L N DàäÑ (�)àäåæÅãåæçÇ . 

(b) », � ∈ �(�) için » < � ve  ∈ �� olsun. :<=�  ise :©=� olacaktır. O halde,  

% � ∈ �� | :<=� ≤  } ⊆  % � ∈ �� | :©=� ≤   } ⟹  DÅãÑ () ≤ DÅäÑ () elde edilir. 

Örnek 5.1.5: 	 = %:, ¸} bir küme, � = � = [0, 1] ve � üzerinde ⊙ işlemi           R ⊙ 3 ≔ �R��%R + 3 − 1, 0} olsun. Bu durumda, (�, ≤,⊙) bir kesin iki-yanlı, 

değişmeli q-latisdir. �, Ì ∈ �� bulanık kümeleri de aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

�(:) = 0.6, �(¸) = 0.3, Ì(:) = 0.5, Ì(¸) = 0.7 . 

@: �� ⟶ � dönüşümü aşağıdaki şekilde tanımlansın. 
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@() =
éêê
ë
êêì

1,       ∈ %0, 1}0.8,           = �0.3,          = Ì0.7,     = � ∨ Ì0.2,     = � ∧ Ì0,           diğer
� 

Bu takdirde, DÅ�.�Ñ ∶  �� ⟶ � aşağıdaki şekilde belirlidir. 

DÅ�.�Ñ () = ò 1,       = 10.8,    � ≤ 0,      diğer � . 
Teorem 5.1.6: D = e DÅãg :< ∈ �(��)� Tanım 5.1.1 deki (KS1)-(KS4) özelliklerini 

sağlayan DÅã ∶  �� ⟶ � dönüşümlerinin bir ailesi olmak üzere 	 üzerinde  

@D() = ËNeDÅã()g :<= },  ≠ 0 1±,                             = 0 �  
olarak tanımlanan @D ∶  �� ⟶ � dönüşümü aşağıdaki özellikleri sağlar. 

(a) @D dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

(b) Eğer D = e DÅã g :< ∈ �(��)� ailesi 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık Q-komşuluk 

sistemi ise  her :< ∈ �(��)  için  DÅãÑD = DÅã  dır. 

(c) Eğer DZ ve D�, @DÕ = @DÖ olacak şekilde 	 üzerinde iki (L,M)-bulanık               

Q-komşuluk sistemi ise DZ = D� dır. (Hussein, 2006) 

Đspat: (a) (BT1) @D¯0° = @D¯1° = 1± olduğu açıktır. 

(BT2) , � ∈ �� alalım.  ∧ � = 0   ise  @D( ∧ �) = 1± ≥ @D() ⊙ @D(�). 

 ∧ � ≠ 0 ise , � ≠ 0  dır. Buradan, 

@D( ∧ �) = Ne DÅã( ∧ �)g :<=( ∧ �)�  
                 ≥ Ne DÅã() ⊙ DÅã(�)g :<=( ∧ �)�  
                 ≥ ¯Ne DÅã() g :<=( ∧ �)�° ⊙ ¯Ne DÅã(�)g :<=( ∧ �)�°  
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≥ ¯Ne DÅã() g :<= �° ⊙ ¯Ne DÅã(�)g :<=��°  

= @D() ⊙ @D(�). 

(BT3) %I}I∈[ ⊆ �� alalım.  

@D(L II∈[ ) = Ne DÅã(L II∈[ )g :<=(L I) I∈[ �   
                   ≥ Ne N DÅã(I)| I∈[  :<=I �  
                   ≥ N % N DÅã(I) |  :<=I }I∈[  = N @D(I)I∈[ . 

(b) D = e DÅãg :< ∈ �(��)�, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık Q-komşuluk sistemi 

olsun.  ∈ ��  ve  :< ∈ �(��) alalım. 

DÅã ÑD () = L%@D(�)g :<=� ≤ }     
               = L N Dàä(�)àäåæÅãåæçÇ  

               = DÅã(). 

⟹  ∀ :< ∈ �(��)  için  DÅã ÑD = DÅã sağlanır. 

(c) @DÕ = @DÖ olsun.  ∈ ��  ve :< ∈ �(��) alalım. 

(DZ)Åã() = Le N(DZ)àä(�)| ©̧=� } |  :<=� ≤ �  
                 = L%@DÕ(�)g :<=� ≤ }    
                 = L%@DÖ(�)g :<=� ≤ }    
                 = Le N(D�)àä(�)| ©̧=� } |  :<=� ≤ � = (D�)Åã().  

Teorem 5.1.7: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ve DÑ ise Teorem 5.1.4 de @ 

ile üretilen (L,M)-bulanık Q-komşuluk sistemi olsun. Bu takdirde, @DÓ = @ sağlanır. 

(Jinming, 2006) 

Đspat: ∀ :<= için DÅãÑ () = L% @(�) | :<=� ≤  }  ≥ @() 

⟹  @DÓ() = N DÅãÑ () ÅãåÇ ≥ @() ⟹  @DÓ ≥ @. 
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Tersine, @DÓ ≤ @ olduğunu gösterelim. 

N DÅãÑ () ÅãåÇ = N L @(�)ÅãåæçÇ  ÅãåÇ   

                      = L N @(�(:<)) ÅãåÇ�∈∏ d(Åã)  ã!                               ( (CD) özelliğinden) 

                      ≤ L @�∈∏ d(Åã)  ã! ¯L �(:<) ÅãåÇ ° = @() 

Burada, b(:<) = % � ∈ ��| :<=� ≤  } dır. Son eşitlik ise,  her  � ∈ ∏ b(:<) ÅãåÇ  için L �(:<) ÅãåÇ =  olmasından ileri gelmektedir. 

Teorem 5.1.8: (	, DZ)  ve (�, D�) iki (L,M)-bulanık Q-komşuluk uzayı ve              � ∶ 	 ⟶ � bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,  

� ∶ (	, DZ) ⟶ (�, D�) bir bulanık KS-dönüşümüdür ⟺  � ∶ (	, @DÕ) ⟶ (�, @DÖ) 

fonksiyonu LB-süreklidir. (Hussein, 2006) 

Đspat: (⟹)∀ � ∈ �¶ , :< ∈ �(��) için (DZ)Åã(�←(�)) ≥ (D�)q→(Åã)(�) olsun.  

� ∈ �¶ , :< ∈ �(��) için :<=�←(�) ⟺  �→(:<)=� dır. 

% ¸< ∈ �(�¶) | ¸<= } ⊃ %�→(:<)  ∈ �(�¶) | :< ∈ �(��), �→(:<)= }   
@DÖ() = Ne(D�)àã()g  ¸<= }   
            ≤ Ne (D�)q→(Åã)()g �→(:<)= }  
            ≤ Ne (DZ)Åã(�←()) g :<=�←() } = @DÕ¯�←()° 

⟹  ∀  ∈ �¶ için @DÕ¯�←()° ≥ @DÖ() olduğundan � LB-süreklidir. 

(⟸) ∀ � ∈ �¶ için @DÕ¯�←(�)° ≥ @DÖ(�) olsun.   

DÑDÕ = DZ  ve  DÑDÖ = D� olduğundan, 

(D�)q→(Åã)(�) = ¯DÑDÖ °q→(Åã)(�)  

                        = L% @DÖ(�) g �→(:<)=� ≤ � }   
                        ≤ L% @DÖ(�) g :<=�←(�) ≤ �←(�) }   
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≤ Le @DÕ¯�←(�)° g :<=�←(�) ≤ �←(�) }    
≤ ¯DÑDÕ °Åã(�←(�)) = (DZ)Åã(�←(�)). 

⟹  ∀ � ∈ �¶ için (DZ)Åã(�←(�)) ≥ (D�)q→(Åã)(�) olduğundan � bir bulanık          

KS-dönüşümüdür. 

Sonuç 5.1.9: (	, @Z) ve (�, @�) iki (L,M)-bulanık topolojik uzay olsun. Bu takdirde,  � ∶ (	, @Z)  ⟶ (�, @�) LB-süreklidir ⟺  � ∶ (	, DÑÕ) ⟶ (�, DÑÖ) bir bulanık          

KS-dönüşümüdür. (Hussein, 2006) 

Đspat: Teorem 5.1.7 den, @DÓ = @ dır. Buradan, 

� ∶ (	, @Z)  ⟶ (�, @�) LB-süreklidir ⟺ � ∶ ¯	, @DÓÕ ° ⟶ (�, @DÓÖ ) LB-süreklidir.  

 ⟺ � ∶ (	, DÑÕ) ⟶ (�, DÑÖ)  bulanık KS-dönüşümüdür. (Teorem 5.1.8 den) 

Teorem 5.1.10: (L,M)-BTOP ve (L,M)-BKS kategorileri izomorfiktir. (Jinming, 

2006) 

Đspat: 9: (L,M)-BTOP ⟶ (L,M)-BKS, 9(	, @) = (	, DÑ) ve 9(�) = � ve              

�: (L,M)-BKS⟶(L,M)-BTOP, �(	, D) = @D, �(�) = � olarak tanımlansın. Bu 

takdirde, 9 ve � birer kovaryant funktordur. Ayrıca, 

(9 ∘ �)(	, D) = 9(	, @D) = ¯	, DÑD ° = (	, D) = k(�,±)Ydp#  
(� ∘ 9)(	, @) = �(	, DÑ) = ¯	, @DÓ° = (	, @) = k(�,±)Yd�$%  

Böylece, (L,M)-BTOP ve (L,M)-BKS kategorileri izomorfiktir. 

5.2.  ( L, M )-Bulanık Filtreler 

 

Tanım 5.2.1: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, ℱ ∶  �� ⟶ � 

dönüşümüne 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre adı verilir : ⟺ 

(LF1)   ℱ¯0° = 0±, ℱ¯1° = 1±, 

(LF2)   ∀ Z, � ∈ �� için ℱ(Z ⊙ �) ≥ ℱ(Z) ⊙ ℱ(�), 
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(LF3)   ∀ Z, � ∈ �� için Z ≤ � ise ℱ(Z) ≤ ℱ(�). 
(	, ℱ) ikilisine de bir (L,M)-bulanık filtre uzayı adı verilir. (Höhle ve Sostak, 1999) 

Tanım 5.2.2: ℱZ ve ℱ�, 	 üzerinde iki (L,M)-bulanık filtre olsun. Eğer ∀  ∈ �� için ℱ�() ≤ ℱZ()  ise ℱZ, ℱ� den daha incedir (veya, ℱ�, ℱZ den daha kabadır) denir ve ℱ� ≤ ℱZ notasyonu ile gösterilir.  

Uyarı 5.2.3: (1) � bir cqm-latis olarak alınırsa Tanım 5.2.1 ile Luna-Torres ve 

Ochoa’ nın (2003) tanımı çakışır. 

(2) � = 2, � = � ve ⊙=∧ olarak alınırsa Tanım 5.2.1 ile Burton ve arkadaşlarının 

(1999) tanımı çakışır. 

(3) DÅã : �� ⟶ � Q-komşuluk dönüşümü (Tanım 5.1.1) de 	 üzerinde bir         

(L,M)-bulanık filtredir. 

Önerme 5.2.4: %ℱI}I∈[ sabit bir 	 kümesi üzerindeki (L,M)-bulanık filtrelerin bir 

ailesi olmak üzere 

ℱ() = N ℱII∈[ ()  

olarak tanımlanan ℱ = N ℱII∈[ : �� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık 

filtredir. (Hussein, 2006) 

Đspat: (LF1)  ℱ¯0° = N ℱII∈[ ¯0° = 0±, ℱ¯1° = N ℱII∈[ ¯1° = 1±. 

(LF2) Z, � ∈ �� alalım. Buradan, 

ℱ(Z ⊙ �) = N ℱII∈[ (Z ⊙ �) ≥ N ¯ℱI(Z) ⊙ ℱI(�)°I∈[   

                                                       ≥ (N ℱI(Z)I∈[ ) ⊙ (N ℱI(�)I∈[ )  

                                                       = ℱ(Z) ⊙ ℱ(�). 
(LF3) Z, � ∈ �� için Z ≤ � olsun. ∀ k ∈ Γ için ℱI(Z) ≤ ℱI(�) olduğundan (N ℱI(Z)I∈[ ) ≤ (N ℱI(�)I∈[ )  ⟹  ℱ(Z) ≤ ℱ(�) elde edilir. 
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Önerme 5.2.5: ℱ, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre ve � ∶ 	 ⟶ � bir fonksiyon 

olsun. Bu takdirde,  

�(ℱ)(�) = ℱ(�←(�))   ( ∀ � ∈ �¶ için )   

olarak tanımlanan �(ℱ) ∶ �¶ ⟶ � dönüşümü � üzerinde bir (L,M)-bulanık filtredir. 

(Luna-Torres ve Ochoa, 2003) 

Đspat: (LF1)  �(ℱ)¯0° = ℱ û�←¯0°ü = ℱ¯0° = 0± 

�(ℱ)¯1° = ℱ û�←¯1°ü = ℱ¯1° = 1±. 

(LF2) �Z, �� ∈ �¶ alalım. Buradan, 

�(ℱ)(�Z ⊙ ��) = ℱ¯�←(�Z ⊙ ��)° = ℱ¯�←(�Z) ⊙ �←(��)°  

                            ≥  ℱ(�←(�Z)) ⊙ ℱ¯�←(��)° = �(ℱ)(�Z) ⊙ �(ℱ)(��). 

(LF3) �Z, �� ∈ �¶ ve �Z ≤ �� olsun. Bu takdirde, �←(�Z) ≤ �←(��) olduğundan   ℱ¯�←(�Z)° ≤ ℱ¯�←(��)°  ⟹  �(ℱ)(�Z) ≤ �(ℱ)(��) dır. 

Önerme 5.2.6: ℱ, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre olmak üzere,   

 @ℱ() = �ℱ(),  ≠ 0 1± ,  = 0 �          ( ∀  ∈ �� için ) 

olarak tanımlanan @ℱ: �� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

(Hussein, 2006) 

Đspat: (BT1) ve (BT2)  tanımdan açıktır. 

(BT3) %I}I∈[ ⊆ �� alalım. ∀ k ∈ Γ için  I ≤ L II∈[   

⟹ ∀ k ∈ Γ  için ℱ(I)  ≤ ℱ(L II∈[ ) ⟹  N ℱ(I)I∈[ ≤ ℱ(L II∈[ ) 

⟹  N @ℱ(I)I∈[ ≤ @ℱ(L II∈[ ).  

Böylece, @ℱ 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 
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Tanım 5.2.7: ℱZ ve ℱ� sırasıyla 	 ve � klasik kümeleri üzerinde birer (L,M)-bulanık 

filtre olsun.  

(a) � ∶ (	, ℱZ) ⟶ (�, ℱ�) fonksiyonuna bir bulanık filtre dönüşümü denir : ⟺ 

 ∀ � ∈ �¶ için ℱZ¯�←(�)° ≥ ℱ�(�)  sağlanır. 

(b) � ∶ (	, ℱZ) ⟶ (�, ℱ�) fonksiyonuna bir bulanık filtre koruyan dönüşüm denir : ⟺  ∀  ∈ �� için ℱZ() ≤ ℱ�(�→())  sağlanır. 

Objeleri (L,M)-bulanık filtre uzayları ve morfizmleri de bulanık filtre dönüşümleri 

olan kategori (L,M)-FIL ile gösterilir. (Hussein, 2006) 

Notasyon 5.2.8: ℬ ∶ �� ⟶ � bir dönüşüm ve   ∈ �� olsun. Bu takdirde, 

< ℬ >  () = L ℬ(�)æçÇ    biçiminde ifade edilir. (Kim ve Ko, 2006) 

Tanım 5.2.9: 	 boştan farklı klasik bir küme olmak üzere, ℬ ∶ �� ⟶ � dönüşümüne 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre tabanı veya bazı denir : ⟺ 

(FB1) ℬ¯0° = 0± , ℬ¯1° = 1±, 

(FB2) ∀ Z, � ∈ �� için < ℬ >  (Z ⊙ �) ≥ ℬ(Z) ⊙ ℬ(�). 

ℬZ ve ℬ�, 	 üzerinde iki (L,M)-bulanık filtre tabanı olmak üzere < ℬ�  > ≤ < ℬZ  > 

sağlanıyorsa  ℬZ’e  ℬ� den daha incedir denir. (Kim ve Ko, 2006) 

Uyarı 5.2.10: (1) ℱ, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre ise ℱ, 	 üzerinde aynı 

zamanda bir (L,M)-bulanık filtre tabanıdır ve <ℱ> = ℱ dır. 

Teorem 5.2.11: ℬ, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre tabanı olsun. Bu takdirde,  

<ℬ> 	 üzerinde ℬ ≤ < ℬ > koşulunu sağlayan en kaba (L,M)-bulanık filtredir. 

(Kim ve Ko, 2006) 

Đspat: Öncelikle < ℬ > nin 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre olduğunu gösterelim. 

(LF1) ve (LF3) tanımdan kolaylıkla görülür. 

(LF2) , � ∈ �� alalım. Her Z ≤  ve �Z ≤ � için Z ⊙ �Z ≤  ⊙ � olduğundan, 

< ℬ >  ( ⊙ �) ≥ < ℬ >  (Z ⊙ �Z) ≥ ℬ(Z) ⊙ ℬ(�Z)  
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Buradan Z ≤  ve �Z ≤ � üzerinden supremuma geçilirse ve ⊙ işleminin 

supremum üzerine dağılma özelliği kullanılırsa, 

< ℬ >  ( ⊙ �) ≥ < ℬ >  () ⊙< ℬ >  (�) elde edilir.  

Böylece, < ℬ >  	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtredir. 

Şimdi de < ℬ > nin 	 üzerinde ℬ ≤ < ℬ > olan en kaba bulanık filtre olduğunu 

gösterelim. ℱ, 	 üzerinde ℬ ≤ ℱ koşulunu sağlayan başka bir (L,M)-bulanık filtre 

olsun. Buradan,  

< ℬ >  () = L ℬ(�)æçÇ ≤ L ℱ(�)æçÇ ≤ ℱ()  ⟹ < ℬ >  ≤  ℱ  sağlanır. 

Teorem 5.2.12: ℬZ ve ℬ� sırasıyla 	 ve � kümeleri üzerinde (L,M)-bulanık filtre 

tabanları ve �: 	 ⟶ � bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

(a)  � ∶ (	,< ℬZ >) ⟶ (�,< ℬ� >) bir bulanık filtre dönüşümüdür ⟺  

∀ � ∈ �¶ için ℬ�(�) ≤ < ℬZ > ¯�←(�)°  sağlanır. 

(b) � ∶ (	,< ℬZ >) ⟶ (�,< ℬ� >) bir bulanık filtre koruyan dönüşümdür ⟺ 

∀  ∈ �� için ℬZ() ≤ < ℬ� > ¯�→()°  sağlanır. 

(c) Eğer ∀ � ∈ �¶ için ℬ�(�) ≤  ℬZ¯�←(�)° ise, � ∶ (	,< ℬZ >) ⟶ (�,< ℬ� >) 

bir bulanık filtre dönüşümüdür. 

(d) Eğer ∀  ∈ �� için ℬZ() ≤  ℬ�¯�→()° ise � ∶ (	,< ℬZ >) ⟶ (�,< ℬ� >) bir 

bulanık filtre koruyan dönüşümdür. (Kim ve Ko, 2006) 

Đspat: (a) (⟹) � ∈ �¶ alalım. Hipotezden, < ℬZ > ¯�←(�)° ≥< ℬ� > (�) ≥ ℬ�(�). 

(⟸) � ∈ �¶ alalım.  

< ℬ� > (�) = L ℬ�(�)&çæ ≤ L < ℬZ > ¯�←(�)°&çæ ≤ < ℬZ > ¯�←(�)°  

⟹  � ∶ (	,< ℬZ >) ⟶ (�,< ℬ� >) bir bulanık filtre dönüşümüdür. 
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(d)  ∈ �� alalım. 

< ℬZ > () = L ℬZ(Ì)�çÇ ≤ L ℬ�¯�→(Ì)°�çÇ   

                                           ≤ L ℬ�¯�→(Ì)°q→(�)çq→(Ç)  ≤< ℬ� > ¯�→()°   

⟹ ∀  ∈ �� için < ℬZ > () ≤< ℬ� > ¯�→()°  olduğundan � bir bulanık filtre 

koruyan dönüşümdür. 

Benzer şekilde diğer özelliklerinde sağlandığı gösterilebilir. 

Uyarı 5.2.13: Teorem 5.2.12 nin (c)-(d) özelliklerinin terslerinin her zaman 

sağlanması gerekmez. 

Örnek 5.2.14: 	 = %:, ¸}, � = � = � ve ∀ R, 3 ∈ �, R ⊙ 3 = �R��%R + 3 − 1, 0} 
olsun. , � ∈ �� aşağıdaki gibi tanımlanan bulanık kümeler olsun. 

(:) = 0.6, (¸) = 0.5, �(:) = 0.1, �(¸) = 0 . 
ℬZ, ℬ�: �� ⟶ � dönüşümleri de aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

ℬZ(�) =
éë
ì 1, � = 10.6, � = 0.3, � = �0, diğer

� ,                     ℬ�(�) =
éë
ì 1,            � = 10.4,         � = 0.3, � =  ⊙ 0,           diğer

� 
 

Bu takdirde, ℬZ ve ℬ� dönüşümleri 	 üzerinde (L,M)-bulanık filtre değildirler ancak 

bunlar 	 üzerinde (L,M)-bulanık filtre tabanlarıdır.  

Ayrıca, < ℬ� >  ≤ < ℬZ >  olduğundan k�: (	,< ℬZ >) ⟶ (	,< ℬ� >) bir 

bulanık filtre dönüşümü ve k�: (	,< ℬ� >) ⟶ (	,< ℬZ >) bir bulanık filtre 

koruyan dönüşümdür, fakat ℬ� ≰ ℬZ ve ℬZ ≰ ℬ�. (Kim ve Ko, 2006) 

Notasyon 5.2.15:  ℱ, 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre olmak üzere 

ℱ# ≔ %  ∈ �� | ℱ() > 0± }   
olarak ifade edilir. 
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Teorem 5.2.16: � bir tam MV-cebiri ve %ℱI}I∈[, 	 üzerindeki (L,M)-bulanık 

filtrelerin aşağıdaki koşulu sağlayan bir ailesi olsun. 

(C) ∀ k ∈ Γ için I ∈ (ℱI)# ise her 1 ⊂ Γ sonlu için N II∈p ≠ 0. 

Bu takdirde, 	 üzerinde  

L ℱII∈[ () = �L%⊙I∈p ℱI(I)},  = N II∈p , I ∈ (ℱI)#0±,                                                          diğer �  
olarak tanımlanan L ℱII∈[ : �� ⟶ � dönüşümü her k ∈ Γ için ℱI lerden daha ince 

olan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık filtredir. (Hussein, 2006, Çetkin ve diğ., 

2008) 

(Burada supremum her sonlu 1 ⊂ Γ için  = N II∈p  üzerinden alınmaktadır.) 

Đspat: Öncelikle, ℋ = L ℱII∈[ : �� ⟶ � dönüşümünün 	 üzerinde bir             

(L,M)-bulanık filtre olduğunu gösterelim. 

(LF1) ℋ¯0° = 0± ,ℋ¯1° = 1± olduğu tanımdan ((C) koşulundan) açıktır. 

(LF2) , � ∈ �� alalım. Her sonlu 1, i ⊂ Γ ∶   = N ¤¤∈p  ve  � = N �ff∈n  için 

 ⊙ � = (N ¤¤∈p ) ⊙ ¯N �ff∈n °. � bir tam MV-cebiri olduğundan, 

 ⊙ � = N Ì��∈p∪n   

Ì� = ò�,     � ∈ 1 − (1 ∩ i)��,     � ∈ i − (1 ∩ i)� ⊙ ��,     � ∈ 1 ∩ i�   diyelim. 

ℋ( ⊙ �) ≥⊙�∈p∪n ℱ�(Ì�) ≥ ¯⊙¤∈p ℱ¤(¤)° ⊙ û⊙f∈n ℱf¯�f°ü  

 = N ¤¤∈p , � = N �ff∈n  üzerinden supremuma geçilir ve ⊙ işleminin supremum 

üzerine dağılma özelliği kullanılırsa, 

ℋ( ⊙ �) ≥ ℋ() ⊙ ℋ(�)  elde edilir. 

(LF3) , � ∈ �� ve  ≤ � olsun. 

 = 0 ise ℋ() = 0± olacağından açıktır. 
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 ≠ 0 olsun. Her  1 ⊂ Γ ∶   = N ¤¤∈p  için ℋ() ≥⊙¤∈p ℱ¤(¤) dır. 

� =  ∨ � = (N ¤¤∈p ) ∨ � = N (¤¤∈p ∨ �)  

⟹ ℋ(�) ≥⊙¤∈p ℱ¤(¤ ∨ �) ≥ ⊙¤∈p ℱ¤(¤)  

⟹  ℋ(�) ≥ ℋ()  elde edilir. Böylece, ℋ 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtredir. 

Şimdi ∀ k ∈ Γ için ℱI() ≤ ℋ() olduğunu gösterelim. 

ℱI() = 0± ise açıktır. 

ℱI() ≠ 0± ise  =  ∧ 1 olduğundan  

ℋ() ≥ ℱI() ⊙ ℱf¯1° = ℱI() ⊙ 1± = ℱI()  
⟹  ∀ k ∈ Γ için ℱI() ≤ ℋ() dır. 

(,  ∀ k ∈ Γ için ( ≥ ℱI olacak şekilde 	 üzerinde başka bir (L,M)-bulanık filtre 

olsun.  ∈ �� alalım. ℋ nin tanımından ∃ 1 ⊂ Γ sonlu :  = N ¤¤∈p  için                

ℋ() ≥⊙¤∈p ℱ¤(¤) dır. 

∀ k ∈ K için ( ≥ ℱI olduğundan 

(() = ((N ¤¤∈p ) ≥ ((⊙¤∈p ¤) ≥⊙¤∈p ((¤) ≥⊙¤∈p ℱ¤(¤)   

 = N ¤¤∈p  üzerinden supremuma geçilirse, (() ≥  ℋ() elde edilir. 

Teorem 5.2.17: ℱ, � üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre ve �: 	 ⟶ � bir fonksiyon 

olmak üzere,   

�←(ℱ)() = �L% ℱ(�)|  = �←(�)},  ≠ 00±,                                      = 0�   
olarak tanımlanan �←(ℱ) ∶  �� ⟶ � dönüşümü � nin idempotent ve zincir olması 

halinde 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtredir. (Hussein, 2006, Çetkin ve diğ., 2008) 

Đspat: (LF1) �←(ℱ)¯0° = 0± ve �←(ℱ)¯1° = 1± dır. 

(LF2) , � ∈ �� alalım.  = 0 veya � = 0 ise �←(ℱ)() = 0± veya       �←(ℱ)(�) = 0± olacağından �←(ℱ)( ⊙ �) ≥ �←(ℱ)() ⊙ �←(ℱ)(�). 
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, � ≠ 0 olsun. � idempotent ve zincir olduğundan,  ⊙ � ≠ 0 dır. 

�←(ℱ)() ⊙ �←(ℱ)(�) = (L% ℱ(Ì) |  = �←(Ì)})   
                                             ⊙ (L% ℱ(�) | � = �←(�)})  

                                        = L% ℱ(Ì) ⊙ ℱ(�) |  = �←(Ì), � = �←(�)} 
                                        ≤ L% ℱ(Ì ⊙ �) |   ⊙ � = �←(Ì ⊙ �)} 
                                        ≤ �←(ℱ)( ⊙ �) 

⟹  �←(ℱ)( ⊙ �) ≥ �←(ℱ)() ⊙ �←(ℱ)(�) elde edilir. 

(LF3) , � ∈ �� ve  ≤ � olsun. 

 = 0 ise açıktır. O halde,  ≠ 0 olsun. Bir 5 ∈ � için 5 ≤ �←(ℱ)() diyelim. 

Buradan,  = �←(Z) olacak şekilde en az bir Z ∈ �¶ ∶  5 ≤ ℱ(Z) dır.  

 ≤ � ⟹  � =  ∨ � =  �←(Z) ∨ � = �←(Z) ∨ �←(�Z) = �←(Z ∨ �Z)  

Z ≤ Z ∨ �Z  ⟹ 5 ≤ ℱ(Z) ≤ ℱ(Z ∨ �Z) ≤ �←(ℱ)(�)    
⟹  �←(ℱ)() ≤ �←(ℱ)(�)  elde edilir.  

Sonuç olarak, �←(ℱ)  	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtredir. 

Teorem 5.2.18: %ℱI}I∈[ 	I üzerinde (L,M)-bulanık filtrelerin bir ailesi, 	 = ∏ 	II∈[  

kartezyen çarpım kümesi ve her k ∈ Γ için HI ∶ 	 ⟶ 	I  izdüşüm fonksiyonu olsun. 	 üzerinde  

ℱ() = �L%⊙I∈p ℱI(I)},  = N HI←(I)I∈p , I ∈ (ℱI)#0±,                                                                   diğer �  
olarak tanımlanan ℱ ∶  �� ⟶ � dönüşümü � nin idempotent ve zincir olması halinde 

aşağıdaki özellikleri sağlar.  

(Burada supremum her sonlu 1 ⊂ Γ indis kümesi için  = N HI←(I)I∈p  üzerinden 

alınmaktadır.)  

(a) � ∈ �� için ℱ(�) = L HI←(ℱI)(�)I∈[ . 
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(b) ℱ her k ∈ Γ için HI ∶ 	 ⟶ 	I izdüşüm fonksiyonunu bir bulanık filtre dönüşümü 

yapan 	 üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık filtredir. 

(c) � ∶ (�,ℋ) ⟶ (	, ℱ) bir bulanık filtre dönüşümüdür ⟺  
∀ k ∈ Γ için HI ∘ � ∶  (�,ℋ) ⟶ (	I , ℱI) bir bulanık filtre dönüşümüdür. (Hussein, 

2006, Çetkin ve diğ., 2008) 

Đspat: (a) Teorem 5.2.17 den her  k ∈ Γ için HI←(ℱI), 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık 

filtredir. Öncelikle, L HI←(ℱI)I∈[  dönüşümünün mevcut olduğunu yani,            

Teorem 5.2.16 daki (C) koşulunun sağlandığını gösterelim. 

(C) ∀ k ∈ Γ için I ∈ (HI←(ℱI))# ise ∃ �I ∈ ��o ∶  I = HI←(�I) ve  ℱI(�I) > 0± dır. 

Buradan, �I ≠ 0 yani, ∃ :I ∈ 	I  ∶  �I(:I) > 0± dır. O halde, her sonlu 1 ⊂ Γ için  

: = �H¤(:) = :¤ ,       ∀ � ∈ 1 için :¤ ∈ 	¤Hf(:) = :f , ∀ h ∈ Γ − 1 için :f ∈ 	f �    denirse, 

⊙I∈p I(:) =⊙I∈p HI←(�I)(:) =⊙I∈p �I(:I) > 0±   
 ⟹ ⊙I∈p I ≠ 0 dır. Böylece (C) koşulu sağlanır. 

Şimdi ise ℱ = L HI←(ℱI)I∈[  olduğunu gösterelim. Bunun için  ∈ �� alalım. ℱ nin 

tanımından  = N H¤←¤∈p (�¤) olacak şekilde ∃ 1 ⊂ Γ sonlu : ℱ() ≥⊙¤∈p ℱ¤(�¤)  ∀ � ∈ 1 için �¤ = H¤←(�¤) denirse, 

 = N H¤←¤∈p (�¤) = N �¤¤∈p  için  

L HI←(ℱI)I∈[ () ≥⊙¤∈p H¤←(ℱ¤)(�¤) ≥⊙¤∈p ℱ¤(�¤)   
Burada,  = N H¤←¤∈p (�¤) üzerinden supremuma geçilirse, 

L HI←(ℱI)I∈[ () ≥ ℱ(), ∀  ∈ ��  

⟹  L HI←(ℱI)I∈[ ≥ ℱ                elde edilir.                                                             (5.1) 

# = N ff∈n  olacak şekildeki her sonlu i ⊂ Γ için  

 L HI←(ℱI)I∈[ (#) ≥ ⊙f∈n Hf←¯ℱf°¯f°  
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f = Hf←(�f) olacak şekilde ∃ �f ∈ ��ú ∶ ⊙f∈n Hf←¯ℱf°¯f° ≥ ⊙f∈n ℱf(�f) dır. Diğer 

yandan,  

# = N ff∈n = N Hf←(�f)  f∈n için,  ℱ(#) ≥⊙f∈n ℱf(�f)  

⟹ ℱ ≥ L HI←(ℱI)I∈[        elde edilir.                                                                      (5.2) 

⟹  (5.1), (5.2)   den, ℱ = L HI←(ℱI)I∈[  elde edilir. 

(b) (a) şıkkından ve Teorem 5.2.16 ile Teorem 5.2.17 den, ℱ 	 üzerinde bir      

(L,M)-bulanık filtredir. 

∀ k ∈ Γ, �I ∈ ��o için ℱ nin tanımından, ℱ(HI←(�I)) ≥ ℱI(�I) dır. Böylece, ∀ k ∈ Γ 

için HI ∶  (	, ℱ) ⟶ (	I , ℱI) bir bulanık filtre dönüşümüdür.  

F, ∀ k ∈ Γ için HI ∶  (	, F) ⟶ (	I , ℱI) izdüşüm fonksiyonlarını bir bulanık filtre 

dönüşümü yapan 	 üzerinde başka bir (L,M)-bulanık filtre olsun. O halde,          ∀ k ∈ Γ, �I ∈ ��o için F(HI←(�I)) ≥ ℱI(�I) sağlanır. 

� = N H¤←(�¤)¤∈p  olacak şekildeki her sonlu 1 ⊂ Γ için 

 F(�) = F(N H¤←(�¤)¤∈p )  ≥ F¯⊙¤∈p H¤←(�¤)° 

                                           ≥⊙¤∈p F¯H¤←(�¤)° 

                                           ≥⊙¤∈p ℱ¤(�¤).  

Burada � = N H¤←(�¤)¤∈p  üzerinden supremuma geçilirse, 

∀ � ∈ �� için F(�) ≥ ℱ(�) elde edilir. 

(c) (⟹) Bulanık filtre dönüşümlerinin bileşkesi de yine bir bulanık filtre 

dönüşümüdür. 

(⟸) ∀ k ∈ Γ için HI ∘ � ∶  (�,ℋ) ⟶ (	I , ℱI) bir bulanık filtre dönüşümü olsun.  

� ∈ �� alalım. 

� = N H¤←(�¤)¤∈p  olacak şekildeki her sonlu 1 ⊂ Γ için, 
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ℋ û�←¯H¤←(�¤)°ü ≥ ℱ¤(�¤)  sağlanır. 

ℋ¯�←(�)° = ℋ ûN �←¤∈p ¯H¤←(�¤)°ü  

                   ≥ ℋ û⊙¤∈p �←¯H¤←(�¤)°ü  

                   ≥ ⊙¤∈p ℋ û�←¯H¤←(�¤)°ü  

                   ≥ ⊙¤∈p ℱ¤(�¤). 

⟹  ∀ � ∈ �� için ℋ¯�←(�)° ≥  ℱ(�) elde edilir. 

Yukarıdaki teoremde, � latisinin idempotent veya zincir olmaması durumunda 

oluşturulan ℱ ∶  �� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre tabanıdır.   

Tanım 5.2.19: %ℱI}I∈[, 	I üzerinde (L,M)-bulanık filtrelerin bir ailesi, 	 = ∏ 	II∈[  

kartezyen çarpım kümesi ve her k ∈ Γ için HI ∶ 	 ⟶ 	I izdüşüm fonksiyonu olsun. 

Her k ∈ Γ için HI izdüşüm fonksiyonlarını bulanık filtre dönüşümü yapan 	 

üzerindeki en kaba (L,M)-bulanık filtreye %ℱI}I∈[ (L,M)-bulanık filtrelerinin çarpımı 

adı verilir. (Hussein, 2006) 

Sonuç 5.2.20: (L,M)-FIL kategorisi ̈·� kümeler kategorisi üzerine unutkan 

funktora göre topolojiktir. (Çetkin ve diğ., 2008) 

Đspat: Teorem 5.2.18 den açıktır. 

Not 5.2.21: Bu bölümün geriye kalan kısmında � = (�, ≤,∧,∨) bir tam dağılımlı tam 

latisi ifade edecektir. 

Tanım 5.2.22: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay, ℱ 	 üzerinde bir           

(L,M)-bulanık filtre, , � ∈ �� ve :< ∈ �(��) olsun.  

(a) :< bulanık noktasına  ℱ nin bir yığılma noktası denir ve  ℱ ∞:< notasyonu ile 

gösterilir : ⟺  ∀ � ∈ (DÅã)# ve ∀  ∈ ℱ# için  ∧ � ≠ 0  sağlanır. 

(b) :< bulanık noktasına  ℱ nin bir limit noktası denir ve ℱ ⟶ :< notasyonu ile 

gösterilir : ⟺  DÅã ≤ ℱ  sağlanır. 
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(c) ℱ nin tüm yığılma ve limit noktalarının supremumları sırasıyla T¼+Ñ(ℱ) ve ¼k�Ñ(ℱ) ile gösterilir. Yani, 

T¼+Ñ(ℱ) = L% :< ∈ �(��) | ℱ ∞:< }   
¼k�Ñ(ℱ) = L% :< ∈ �(��) | ℱ ⟶ :<  } .  (Hussein, 2006) 

Not 5.2.23: Tanımdaki DÅã dönüşümü Teorem 5.1.4 de @ topolojisi tarafından 

üretilen (L,M)-bulanık Q-komşuluk sistemi dönüşümüdür. 

Teorem 5.2.24: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ve ℱ ile F, 	 üzerinde ℱ ≤ F 

olacak şekilde iki (L,M)-bulanık filtre olsun. Bu takdirde, aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

(i) DÅã  ⟶ :<. 
(ii)  ℱ ⟶ :<  ⟹  ℱ ∞:< . 
(iii) ¼k�Ñ(ℱ) ≤ T¼+Ñ(ℱ). 
(iv) ℱ ∞:< ≥ :©  ⟹  ℱ ∞:©. 

(v) ℱ ⟶ :< ≥ :©  ⟹  ℱ ⟶ :©. 

(vi) ℱ ∞:<  ⟺  :< ≤  T¼+Ñ(ℱ). 
(vii) ℱ ⟶ :<  ⟺  :< ≤  ¼k�Ñ(ℱ). 

(viii) ℱ ⟶ :<  ⟹  F ⟶ :<. 
(ix) ¼k�Ñ(ℱ) ≤  ¼k�Ñ(F). 

(x) F∞:<  ⟹  ℱ ∞:<. 
(xi) T¼+Ñ(F) ≤  T¼+Ñ(ℱ).   (Hussein, 2006) 

Đspat: (i) Tanımdan açıktır.  

(ii) ℱ ⟶ :< olsun. O halde, DÅã ≤ ℱ sağlanır. � ∈ (DÅã)# ve   ∈ ℱ# alalım. DÅã ≤ ℱ olduğundan � ∈ ℱ# dır. Buradan, 

ℱ( ∧ �) ≥ ℱ() ⊙ ℱ(�) > 0± ⟹   ∧ � ∈ ℱ#  ⟹  ∧ � ≠ 0  ⟹  ℱ ∞:<. 
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(iii)  (ii) den, ¼k�Ñ(ℱ) ≤ T¼+Ñ(ℱ) sağlanır. 

(iv) ℱ ∞:< ≥ :© olsun. Teorem 5.1.4 (b) den,  DÅä ≤ DÅã  dır. Bu nedenle  

∀ � ∈ (DÅä)#  için � ∈ (DÅã)# dır. ℱ ∞:< olduğundan ∀  ∈ ℱ# için  ∧ � ≠ 0 dır. 

Sonuç olarak, ℱ ∞:© dır. 

(v) :© ≤ :<  ⟹  DÅä ≤ DÅã ve ℱ ⟶ :<  ⟹  DÅã ≤ ℱ olduğundan DÅä ≤ ℱ  bulunur. 

Buradan,  ℱ ⟶ :© elde edilir. 

(vi) (⟹) ℱ ∞:<  ⟹  :< ≤  T¼+Ñ(ℱ) olduğu açıktır. 

(⟸) :< ≤  T¼+Ñ(ℱ)  olsun. � ∈ (DÅã)# alalım. Buradan, DÅã(�) > 0± dır. DÅã nin 

tanımından, ∃ �Z ∈ �� ∶  :<=�Z ≤  � ve DÅã(�) ≥ @(�Z) > 0± dır. :<=�Z 

olduğundan �Z=T¼+Ñ(ℱ)  dır. T¼+Ñ(ℱ)  tanımından, 

∃ :© ∈ �(��), ℱ ∞:© ∶    :©=�Z ≤  �  ve  DÅä(�) ≥ @(�Z) > 0±  

⟹  � ∈ (DÅä)#   ve   ℱ ∞:©  dır. 

⟹  ∀  ∈ ℱ#   için   ∧ � ≠ 0  ⟹  ℱ ∞:<   elde edilir. 

(vii) (⟹) ℱ ⟶ :<  ⟹  :< ≤  ¼k�Ñ(ℱ) olduğu açıktır. 

(⟸) :< ≤  ¼k�Ñ(ℱ)  olsun. ⟹  ∃ :© ∈ �(��), ℱ ⟶ :© ∶  :© ≥ :< dır. 

ℱ ⟶ :© ≥ :<  ⟹  ℱ ⟶ :<  elde edilir. 

(viii) ℱ ⟶ :<  ⟹  DÅã ≤ ℱ  ve  ℱ ≤ F olduğundan DÅã ≤ F ⟹  F ⟶ :<  dır. 

(ix) (viii) den, ¼k�Ñ(ℱ) ≤  ¼k�Ñ(F)  dır. 

(x) F∞:< olsun. � ∈ (DÅã)#  ve   ∈ ℱ# alalım. ℱ ≤ F  olduğundan   ∈ F#  ve F∞:<  olduğundan  ∧ � ≠ 0  ⟹  ℱ∞:< elde edilir. 

(xi) (x) den, T¼+Ñ(F) ≤  T¼+Ñ(ℱ) olduğu görülür. 

Örnek 5.2.25: 	 = %:, ¸}, � = � = � olsun ve � ∈ �� bulanık kümesi �(:) = 0.3 ve �(¸) = 0.4 olarak tanımlansın.  
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 @() = ò1,  ∈ %0, 1}1 2⁄ ,     = �0,          diğer � 
olarak tanımlanan @ ∶  �� ⟶ � dönüşümü 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık topolojidir. 

Bu bulanık topolojinin komşuluk sistemini oluşturan dönüşümler aşağıdaki gibidir. 

(1) » ≤ 0.7 için DÅã() = �1,  = 10, diğer � 
(2) » > 0.7 için DÅã() = ò 1,       = 11 2⁄ ,  ≥ �0,     diğer � 
(3) � ≤ 0.6 için Dàä() = �1,  = 10, diğer � 
(4) � > 0.6 için Dàä() = ò 1,       = 11 2⁄ ,  ≥ �0,     diğer � 

ℱ ∶  �� ⟶ �,  ℱ() = ò1,                     = 12 3⁄ , :#., ≤  < 10,                    diğer �  
olarak tanımlı dönüşüm 	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtredir. Burada, 

ℱ# = % � ∈ �� | ℱ(�) > 0±} = %  � ∈ �� | 0.5 ≤ �(:) }  şeklindedir. 

Aşağıdaki (i) ve (ii) den, T¼+Ñ(ℱ) = 1 olduğu görülür : 

(i) ∀  ∈ (DÅã)# ve Ì ∈ ℱ# için  ∧ Ì ≠ 0 (» ∈ �#). 

(ii) » ∈ �# için ℱ∞ ©̧.  ∀  ∈ (Dàä)# ve Ì ∈ ℱ# için  ∧ Ì ≠ 0.   

Aşağıdaki (iii)-(vi) den, ¼k�Ñ(ℱ) = 1 − � olduğu görülür: 

(iii) » ≤ 0.7 için ℱ ⟶ :<  dır. Çünkü,  DÅã ≤ ℱ dır. 

(iv) » > 0.7 için ℱ ↛ :<  dır. Çünkü,  DÅã(�) = Z�  fakat  ℱ(�) = 0± dır. 

(v) � ≤ 0.6 için ℱ ⟶ ©̧  dır. Çünkü,  Dàä ≤ ℱ dır. 
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(vi) � > 0.6 için ℱ ↛ ©̧ dır. Çünkü,  Dàä(�) = Z�  fakat  ℱ(�) = 0± dır. 

¯1 − �°(:) = 0.7  ve  ̄ 1 − �°(¸) = 0.6 dır. 

» ≤ 0.7 için ℱ ⟶ :< olduğundan :< ≤  ¼k�Ñ(ℱ). 
� ≤ 0.6 için ℱ ⟶ ©̧ olduğundan ̧ © ≤  ¼k�Ñ(ℱ). 
⟹  ¼k�Ñ(ℱ) = 1 − �  dır. 

Teorem 5.2.26: (	, @) bir (L,M)-bulanık topolojik uzay ve :< ∈ �(��) olsun. Bu 

takdirde, ℱ ∞:<  ⟺ [ ∃ F ≥  ℱ  (L,M) − bulanık filtre ∶  F ⟶ :<  ] sağlanır. 

(Hussein, 2006) 

Đspat: (⟹) ℱ ∞:< olsun. Buradan, ∀ � ∈ (DÅã)# ve ∀  ∈ ℱ# için  ∧ � ≠ 0 dır. 

Böylece Teorem 5.2.16 daki (C) koşulu sağlanır. Buradan,  F = DÅã ∨  ℱ  	 üzerinde 

bir (L,M)-bulanık filtredir. Ayrıca, DÅã ≤ F olduğundan F ⟶ :< dır ve ℱ ≤ F 

olduğu da açıktır. 

(⟸)  F  	 üzerinde bir (L,M)-bulanık filtre öyle ki, ℱ ≤ F ve F ⟶ :< olsun. F ⟶ :<  olduğundan  DÅã ≤ F sağlanır.  

� ∈ (DÅã)# ve  ∈ ℱ# alalım. Hipotezden, , � ∈ F#  ⟹   ∧ � ∈ F# ⟹   ∧ � ≠ 0 

dır. Sonuç olarak,  ℱ ∞:< elde edilir.  

Aşağıdaki teorem bulanık topolojik uzaylarda LB-sürekli fonksiyonlar ile filtre 

yakınsaklığı arasındaki ilişkiyi karakterize etmektedir. 

Teorem 5.2.27: (	, @Z) ve (�, @�) iki (L,M)-bulanık topolojik uzay olsun. 	 

üzerindeki her ℱ (L,M)-bulanık filtre, :< ∈ �(��) ve � ∈ �¶ için aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

(a) � ∶ (	, @Z) ⟶ (�, @�) dönüşümü LB-süreklidir. 

(b)  Dq→(Åã)(�)  ≤ DÅã(�←(�)). 

(c) ℱ ⟶ :<  ⟹  �(ℱ) ⟶ (�(:))<. 
(d) � û¼k�ÑÕ(ℱ)ü ≤ ¼k�ÑÖ¯�(ℱ)°.  (Hussein, 2006) 
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Đspat: (a) ⟺ (b): Sonuç 5.1.9. 

(b) ⟹ (c): ℱ ⟶ :< olsun. Buradan, ∀ � ∈ �¶ için  DÅã¯�←(�)° ≤  ℱ¯�←(�)°. 

Hipotezden,  Dq→(Åã)(�) ≤ DÅã¯�←(�)° ≤  ℱ¯�←(�)° = �(ℱ)(�).  

⟹ ∀ � ∈ �¶  için  Dq→(Åã)(�) ≤ �(ℱ)(�)  ⟹ �(ℱ) ⟶ (�(:))< elde edilir. 

(c) ⟹ (d): �→(:<)  ∈ � û¼k�ÑÕ(ℱ)ü, yani » ≤ � û¼k�ÑÕ(ℱ)ü ¯�(:)° olsun. Böylece, 

∃ : ∈ �YZ(¸) ∶  » ≤ ¼k�ÑÕ(ℱ)(:), yani :< ∈ ¼k�ÑÕ(ℱ) ve ℱ ⟶ :< dır. (c) den, 

�(ℱ) ⟶ (�(:))< ⟹ (�(:))<  ∈  ¼k�ÑÖ¯�(ℱ)°  ⟹  � û¼k�ÑÕ(ℱ)ü ≤ ¼k�ÑÖ¯�(ℱ)°. 

(d) ⟹ (c): ℱ ⟶ :< olsun. (d) den,  (�(:))<  ∈  ¼k�ÑÖ¯�(ℱ)° dır. Buradan,    �(ℱ) ⟶ (�(:))< elde edilir. 

(c) ⟹ (a): Varsayım, � ∶   (	, @Z) ⟶ (�, @�)  LB-sürekli olmasın. 

⟹  ∃ � ∈ �¶ ∶  @Z¯�←(�)° ≱ @�(�) dır. Buradan, �←(�) ≠ 0 olduğu açıktır. 

⟹  :< ∈ �(��) ∶  :<=�←(�)  için Dq→(Åã)(�) ≰ DÅã¯�←(�)° dır.  

DÅã  ⟶ :< olduğundan, �¯DÅã°(�) = DÅã¯�←(�)° ≱ Dq→(Åã)(�) olacaktır. Sonuç 

olarak, �¯DÅã° ↛ (�(:))< dır. Bu ise hipotezle çelişir. O halde, varsayım yanlıştır. 

Yani, � ∶   (	, @Z) ⟶ (�, @�) LB-süreklidir. 

Teorem 5.2.28: (	, @Z) ve (�, @�) iki (L,M)-bulanık topolojik uzay ve                         � ∶   (	, @Z) ⟶ (�, @�)  LB-sürekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her ℱ      

(L,M)-bulanık filtresi ve  :< ∈ �(��) bulanık noktası için aşağıdaki ifadeler 

sağlanır. 

(a) ℱ ∞ :<  ⟹  �(ℱ) ∞ (�(:))<. 
(b) � ûT¼+ÑÕ(ℱ)ü ≤ T¼+ÑÖ¯�(ℱ)°.  (Hussein, 2006) 

Đspat: (a) ℱ ∞ :< olsun. Teorem 5.2.26 dan,  ∃ F ≥  ℱ (L,M)-bulanık filtre : F ⟶ :< 
dır. � LB-sürekli olduğundan Teorem 5.2.27 (c) den, �(F) ⟶ (�(:))< dır.       

Teorem 5.2.24 (ii) den, �(F)∞(�(:))< dır. �(F) ≥ �(ℱ) olduğu kullanılırsa     

Teorem 5.2.24 (x) den, �(ℱ) ∞( �(:))< elde edilir. 
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(b) Teorem 5.2.27 (c) ⟹ (d) koşulunun ispatına benzer şekilde görülür. 

Örnek 5.2.29: 	 = %:, ¸}, � = � = � ve ⊙=∧ olsun. @Z, @� ∶  �� ⟶ �             

(L,M)-bulanık topolojileri aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

@Z() = ò 1,           ∈ %0, 1}1 2⁄ ,  = 0.40,                kğó5 �  ,        @�() = ò 1,  ∈ %0, 1}2 3⁄ ,  = 0.40,                kğó5 � 
Burada, k� ∶   (	, @Z) ⟶ (	, @�) birim fonksiyonu LB-sürekli değildir. Çünkü,                @�(0.4) ≰ @Z(0.4) dır. Her :< ∈ �(��) için (DÅãÑÖ)# = (DÅãÑÕ)# olduğundan ℱ ∞ :< 
ancak ve ancak k�(ℱ) = ℱ∞ :< dır.  Bu ise Teorem 5.2.28 in tersinin genel olarak 

doğru olmasının gerekmediğini gösterir. (Hussein, 2006) 
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6. SONUÇLAR VE ÖNERĐLER 

 

Bu çalışmada, ilk olarak latis teorisindeki temel kavramlar, üçgensel normlar, latisler 

üzerindeki cebirsel yapılar ve kategorik kavramlar önemli özellikleri de verilerek 

özetlenmiştir. Đkinci olarak, çeşitli yazarlar tarafından özel bir latis yapısı olan 

quantale latislerin (q-latislerin) kullanılmasıyla verilen ve daha önce tanımlanmış 

olan bulanık yapıların bir genellemesi olan latis değerli bulanık yapılara ve bu 

yapılar arasındaki ilişkilere değinilmiştir. Bunlara ek olarak, Kim (2003) tarafından 

verilen L-bulanık kapanış operatörü kavramı ve bu kavram kullanılarak elde edilen 

sonuçlar q-latislerin kullanılmasıyla daha genel bir yapı olan (L,M)-bulanık kapanış 

operatörlerine genişletilmiştir. Ayrıca bu kavram ile (L,M)-bulanık iç operatörleri ve 

(L,M)-bulanık topoloji arasındaki ilişkiler kategorik yapılarda kullanılarak 

incelenmiştir. Çalışmamızın son bölümünde ise, Hussein’ in tezindeki filtre kavramı 

ile ilgili bir takım eksiklikler giderilmiştir. Böylece, yukarıda sözü edilen yapıların 

tanıtıldığı ve aralarındaki ilişkilerin incelendiği Türkçe bir kaynağın literatüre 

kazandırılması hedeflenmiştir.  

Bu tezde değinilmemiş olan diğer bir takım topolojik yapılarda yine q-latisler 

kullanılarak daha genel bir yapıya taşınabilir. Örneğin, filtre kavramının duali olan 

ideal kavramı ve Q-komşuluk sistemi kavramının duali olan R-komşuluk (uzak 

(remote) komşuluk) sistemi kavramları sırasıyla genelleştirilerek (L,M)-bulanık 

idealler ve (L,M)-bulanık R-komşuluk sistemi kavramları tanımlanabilir. Ayrıca, bu     

(L,M)-bulanık R-komşuluk sistemi kullanılarak (L,M)-bulanık ideal yakınsaklığı da 

incelenebilir.  

Bunun yanı sıra, bir bulanık kümenin açık olmasının yanında açık olmamasının da 

derecelendirildiği farklı bir yapı olan “sezgisel bulanık topolojik uzaylarda” da yine    

q-latisler yardımıyla benzer genellemeler yapılabilir.     
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