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ONSOZ VE TESEKKUR

Bu c¢alismada, reaksiyon-difiizyon ve 1s1 denklemlerinin ¢0ziimiine varyasyonel
iterasyon yontemi uygulanmistir. Bu tip problemlerin modellenmesi ¢aligmalarda
daha ekonomik sonuglar vermistir.
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Dr. M.Aylin Bayrak’a (KOU., FEN-ED. FAK., MATEMATIK BOLUMU) ve sayin
Yrd.Do¢.Dr. Emine Can’a (KOU., FEN-ED. FAK., FIZIK BOLUMU)
yardimlarindan dolay1 tesekkiir ederim.
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VARYASYONEL iITERASYON YONTEMININ PARABOLIK
DENKLEMLERE UYGULANMASI

Izzet SOZUCOK

Anahtar Kelimeler: Parabolik denklemler, Reaksiyon-Difiizyon Denklemi, Is1
Denklemi, Ters problemler, Varyasyonel iterasyon metodu

Ozet: Parabolik kismi diferansiyel denklemler, uygulamali matematik, fizik ve gesitli
miihendislik bilimlerinde onemli bir yere sahiptir. Bu ¢alismada , bu denklemlerin
¢Ozlimii i¢cin varyasyonel iterasyon yontemi kullanilmistir. Bu method, diferansiyel
denklemlerin ¢éziimiinii bulmak ic¢in analitik bir siirectir ve bir fonksiyoneldeki bir
parametrenin optimal degerini bulmak i¢in Lagrange carpanlarinin kullanimina
dayanir. Ayni1 zamanda, bu yontemde ¢6ziim fonksiyonu bir yakmsak seri formunda
elde edilir. Onerilen methodun etkinligini gdstermek icin cesitli drneklerle test
edilmistir.



APPLICATION OF VARIATIONAL ITERATION METHOD FOR
PARABOLIC EQUATIONS

Izzet SOZUCOK

Keywords: Cauchy reaction-diffusion problem; Variational Iteration Method;
Parabolic Partial Differential Equations; Heat equation; Inverse problems.

Abstract: Parabolic partial differential equations with overspecified data play a
crucial role in applied mathematics and physics, as they appear in various
engineering models. In this work, the variational iteration method is used for solving
the equation. It is an analytical procedure for finding solutions of differential
equations, is based on the use of Lagrange multipliers for identification of an optimal
value of a parameter in a functional. In this method, the solution is calculated in the
form of a convergent series with an easily computable component. To show the
efficiency of the present method, some interesting examples are presented.
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1.GIRIS

Doga olaylarinin pek c¢ogu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerle ifade
edilmektedir. Bu tip problemler hiperbolik, parabolik veya eliptik tipte
denklemlerdir. Bu c¢aligmada kullandigimiz tiim denklemler ise parabolik
bi¢imindeki denklemlerdir.

Dogadaki bazi fiziksel parametreler (onlara X diyelim) dogrudan deneysel olarak elde
edilemez, yalniz onlarm etkisi olan y fonksiyonu 6l¢iilebilen bir deger olabilir. X ve y

arasinda fiziksel kurallara dayanan bir iligki, genel olarak

AX =y (1.2)

denklemi ile ifade edilmektedir. Bu denklemde A operatordiir; X verildigi zaman Yy’
nin hesab1 diiz problem olarak, y verildigi zaman X’in belirlenmesi ise ters problem
olarak isimlendirilir.

Bu problemler deneysel olarak olgiilebilen bir niceligi varsayarak deneysel olarak

Olciilemeyen ve denklemler ile ifade edilen baska bir niceligin bulunmasini igerir.

Ornegin; bir nehir suyunun kirliligi hakkinda bilgi sahibi olunmak isteniyorsa ve
nehri kirleten ka¢ fabrika var, bunlarin her biri hangi atigi, ne kadar ve hangi
zamanlarda bosaltiyorlar gibi bir dizi parametreyi alarak bir fonksiyon yazabilir ve
sonrada bu problemin ¢dzliimiinii arayabiliriz. Boyle bir problem diiz problemdir.
Nehirden bir bardak su alip tahlil ettikten sonra suyu kirletenlerin neler oldugunu
belirleyelim. Buna karsin atik bosaltan kag¢ fabrika var, bunlarin her biri hangi atig1,
ne kadar ve hangi zamanlarda bosaltiyorlar gibi bir dizi parametreyi bilmiyorsak o
zaman problemin yapisi hakkinda pek bir sey sdyleyemeyiz. Geriye dogru problemi
kurgulamamiz gerekiyor. Boyle bir problem ise ters problemdir.

Bagka bir 6rnek vermek gerekirse, Jeofizikte deprem dalgalar1 ya da sirf bu amag i¢in

tiretilmis dalgalar yer altinin yapisini arastirmak i¢in kullanilir. Bu dalgalarin elastik
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bilesenleri, yapisma gore yayilacak ve degisik katmanlarn ara yiizlerinden
yanstyacaklar1 i¢in eger yer altinin yapisini biliyor olsaydik yansiyan dalgalarm bu
karmasik yap1 icerisinde ilerlerken nasil davranacaklarini Sngdrebilirdik (diiz
problem). Oysa yer altinin 6zelliklerini dogrudan dlgemeyecegimiz i¢in, tam tersini
yapiyor ve yansiyan dalgalara bakip katmanlarda nasil yol izledigini ¢ikarmaya

calistyoruz (ters problem).

Hadamard’a gore; asagidaki kosullar1 saglayan probleme i1yi formiile edilmis (well-

posed) problem denir.

a-) Problemin ¢6ziimii vardir.
b-) Problemin yalniz bir ¢éziimii vardir.

C-) Coziim giris verilerine stirekli baghdir; yani ¢6ziim kararhdir.

Bu kosullardan herhangi biri saglanmiyorsa problem iyi formiile edilmemis (ill-
posed) problemdir. Ters problem, ¢ogu zaman ¢6ziimiin kararsizlig ile iliskili olarak
dogru formiile edilmemis (ill-posed) problemdir. Bu problemlerin ¢oziimii igin
Tikhonov regularizasyon yontemi, Freidman iterasyon yontemi ve benzeri gibi 6zel

yontemler gerekmektedir.

En genel halde parabolik denklemler,

u, = F(x,t,u,u,,u,,a) (1.2)

olarak ifade edilir.

Parabolik denklemlerle 1s1 transferi, diflizyon olaylar1 ve popiilasyon dinamigi gibi

problemler ifade edilmektedir.

(1.2) denklemindeki a giris verileri, denklemin katsayilar1 veya bu denklemin
¢Oziimiiniin var ve tek olmasi i¢in verilen smir ve baslangi¢ kosullar1 olabilir. (1.2)
denkleminin diizgiin formiile edilmesi i¢in, yeterli bir teori vardir. a bilinmiyorsa, bu
fonksiyonu elde edilmek i¢in ek kosula ihtiya¢ vardir.

Parabolik denklemlerin uygulamalarina 6rnekler olarak
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Is1 [letimi: u, —%.(D%u) = f(u,v)
Kimyasal Kinetik: u, —D,u,, = f,(u,v)
Vi =Dy = 1, (u,v)

Niifus Dinamigi: (:j_i) =oP Vveya %_ DP, = f(P)

verilebilir.
Burada D difiizyon katsayisi ve f kaynak terimdir. Yukaridaki hallerin hepsinde,

standart baslangic ve sinir kosullar1 verilir.

Eger D tek basma U’ nun bir fonksiyonu ise, bazi hallerde bir tek sinir 6lgmesinin
yeterli oldugu gosterilebilir. Bu problemlerin her birinde kullanilan yOntemler
tamamen farklhidirlar.

Eger D=D(t),D=D(x) veya D=D(u) baghlgmt biliyorsak, modeli bu
baglantiya gore olusturabiliriz.

Bir ilk yaklasim i¢cin D’ ye ait bir agilimda ilk birkag terime karsilik gelmek iizere
D(x,t,u) = D,(x) + D, (u) + D,(t) (1.3)

diisiiniilebilir. Eger terimlerden biri digerlerinden iistiin ise, bir 6n bagint1 elde
edebiliriz ve miimkiin sekilde ana bagliligin bi¢cimini sabit tuttuktan sonra diger
terimleri yeniden elde edebiliriz.

Fiziksel siireci ifade eden matematiksel modeldeki degismeyen terimler ihmal
edilirler. Basitlestirilen modelin dogrulugu ancak deney yapma ile veya veriye uygun
yaparak test edilebilir. Belirli parametre bdlgesinde, basitlestirilen model uygun
olabilir, ama gecerlilik limitleri genisletildiginde, s6z konusu siirece doniilmelidir ve

model yeniden ele alinmalidir [1-15].

Genelde, katsayilar fiziksel 6nemi olan Olglimlemeleri ve parametreleri (6rnegin,
genlikleri, frekanslar1) yansitirlar. Sadece, bir (veya miimkiin olabilen birkag)

parametrenin degistigi deneylerin kurulmasma calisilir ve tekrarlanan gozlem ile



bilinmeyen katsayilarin baglilik bi¢imini yeniden elde etmek gerekir. Maalesef;

fiziksel kanunlar1 ifade eden ¢ogu denklem gergekte lineer olmayan denklemdir.

Ornegin; niifus dinamigi ile ilgili klasik problemi goz dniine alalm:

A sabit bir cogalma hiz1 ise

du

— =AU 1.4
" (1.4)

¢ogalma kanununa gotiiriir. Daha akla uygun bir model [17-20], kisith gogalmaya yol

acan

‘;_Lt’:;t(u_auz) = A(1—au)u = (A —aAu)u

mantiksal denklemdir. Gergekte, niifus

du

—=1"f(

praaliC)

formlu daha karmasik bir ¢ogalma kanununa sahip olabilir.

Eger bir t <t<t, zaman aralig1 lizerinde bu adi diferansiyel denklemin
u ¢oziimiinii  kontrollii izleyebilirsek, f’i elde edebiliriz. Ornegin t, <t<t,

araliginda

u(t) = h(t) ise,

dh
o~ (h®)

elde ederiz ve buradan

£(&) = %(hl ©)



ifade edilebilir. Bu gozlem, zaman bagliligi ek kosulunun verildigi sinir yakininda
uzay baglihigindan ¢ok tistiin oldugu, yani |uxx (X, ,t)| << |ut (%, ,t)| oldugu, parabolik

halde yakmsama sonuglarinin ¢goguna temel teskil eder [17-20].

Noor ve Mohyud-Din [21 —24] besinci ve dordiincii dereceden smir deger
problemlerinin ¢6ziimii ve dordiincii dereceden kesirli kuvvetli integro-diferansiyel
denklemlerin ¢6zliimii i¢in varyasyonel tabanli bir ¢dziim yontemini ¢alismislardir.
Ayni alanda yine Xu [25] lineer veya lineer olmayan dordiincii dereceden sinir deger
problemleri igin Varyasyonel Iterasyon Metodunu c¢alismistir. Ayrica Syam ve
Siyyam [26] dordiincii dereceden Sturm-Liouville tipindeki problemlerin 6z
degerlerinin hesaplanmasinda Varyasyonel Iterasyon Metodunu kullanmustir. Diger
taraftan Lu [27] Varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak iki noktali sinir deger
problemlerinin ¢6ziimiine oOrnekler vermistir. Tatari and Dehghan [28] lineer
olmayan diferansiyel denklemler i¢in kullanilan Varyasyonel iterasyon Metodunun

kismi tiirevli denklemlerin ¢éziimiiniin bulunmasma 6rnekler vermistir[29,30].

Ters katsay1 problemler ise 1955 yilinda Lehner ve Wing, 1957 yilinda Bykhovsky,
1959-1960 yillarinda Lax ve Phillips, 1961 yilinda Sobolevsky, 1962 yilinda B.F.
Jones, Kato ve Fujita tarafindan ele alinmistir. Daha sonra J.R. Cannon ve P.C.
DuChateau da dahil ¢ok sayida bilim adami tarafindan arastirilmis ve bu konuda

yiizlerce yayinlanmis makaleler vardir [6,7].

Bu tezin amaci kismu diferansiyel denklemlerinde klasik ve ters parabolik
problemlerin ¢dziimlerini Varyasyonel iterasyon Metodu ile analitik ¢dziimlerini ve

analitik yaklagimlarla yaklasik degerlerini bulmaktir.

Tezin yapis1 asagidaki sekildedir:

2. bolimde, son zamanlarda problemlerin ¢6ziimiinde sik  kullanilan VIM
(Varyasyonel iterasyon Yontemi) agiklanarak; yontem ile ilgili gerekli teorik bilgiler
verilmistir.

3. boliimde, reaksiyon-difiizyon denklemi ile ters 1s1 problemi tanimlanarak,

problemin ¢Ozliimii i¢in uygulanan varyasyonel iterasyon yontemi (variational



iteration method) ele alinmis bu ¢6ziim metotlarinin uygulanmasi hakkinda gerekli
aciklamalara yer verilmistir.

4. bolimde, ele alinan problemle ilgili sayisal o6rnekler verilerek, ¢oziime iliskin
sonuglar tablolar ve grafikler halinde sunulmustur.

5. boliimde, ele aldigimiz problemin sonuglar1 hakkinda ac¢iklamalara yer verilmistir.



2. VARYASYONEL iTERASYON METODU

2.1 Giris

Varyasyonel iterasyon yontemi, varyasyonel tabanl analitik bir ¢6ziim teknigi olup,
J.H.He tarafindan Onerilmistir[31-34]. Bu yontemle ¢esitli dogrusal ve dogrusal
olmayan diferansiyel denklemler, sinir-deger ve baslangigc-deger problemleri,
diferansiyel denklem sistemleri ¢oziilebilmektedir. Yontemin cesitli matematiksel
uygulamalar1 [41-46] calismalarda yer almaktadir. Miihendislik problemleri de,
cesitli dogrusal ya da dogrusal olmayan, diferansiyel denklem veya denklem
sistemleri ile ifade edilen, baslangi¢c-deger, smir-deger veya 6z deger problemleridir.
Coskun ve Atay varyasyonel iterasyon yontemini dogrusal olmayan 1s1 transferi
problemlerine uygulamislardir[47,48]. Daha sonra Atay ve Coskun varyasyonel

iterasyon yontemini ilk defa elastik stabilite problemlerine uygulamislardir[35-36].

Uc degiskenli bir f fonksiyonu i¢in ve (a,y,)’ dan (b,y;) e giden bir y(x)

fonksiyonunu

b ,
[, flx,y(x),y (x)]dx (2.2)
bir maksimum veya minimum olacak sekilde varsayalim. (2.1) ifadesini maksimum
veya minimum yapan y fonksiyonuna stasyoner fonksiyon bulmaya indirgeyecek bir

kosul olarak

y = u(x), fonksiyonunu alalm. Yani u(x) fonksiyonunu,

[} flx,y,y ldx



ifadesini maksimize veya minimize eder. u fonksiyonunu bulmak i¢in bir kosul elde

etmek isteyelim, boyle bir kosulu gelistirmek icin

y&) =u) +ep(x) (2.2)

seklindeki fonksiyonlar1 ele alacagiz. Burada & sabit ve u(x), [a,b] araliginda

stirekli olan ve

u(@ =p(b) =0 K€ Cq[a, b] (2.3)

kosulunu saglayan p fonksiyonuna kabul edilebilir fonksiyondur denir. Denklem
(2.2) de yer alan y(x) fonksiyonu (a, yo) ve (b, y;) noktalarindan geger.
Denklem (2.2) denklem (2.1) ifadesinde yerine koyulursa

fab flx, u(x) + ep(x), u' (%) + ep (x)]dx (2.4)

elde edilir.
Herhangi bir kabul edilebilir fonksiyon u(x) i¢in, u(x) problemin sabit bir ¢oziimii

oldugundan bu integral € nun bir fonksiyonu olarak diisiiniilebilir.

I(e) = f; Flo,u(x) + ep(x), u' (x) + ep (x)]dx (2.5)

u(x) problemin bir ¢6zimi oldugundan, &€ = 0 iken denklem (2.5), maksimum
veya minimum degere sahiptir. I(g) tek degisken olan &’nun fonksiyonu oldugundan

e=0iken I’ (¢) = 0 olmasini bekleriz.

dl
E |£:0 =0 (26)

Z—: degerini hesaplayalim ve € = 0 degerini yerine koyalim.

Al _ rbrofax | ofay | of dy:
de fa [0x de T dy Oe T 6y’0s]dx (27)



ox __
e

?9_}; - % [u(x) + u(x) 1= u(x)

[0+ e () 1= W09

oldugundan

dl

= Lo + Lueoldx
€ = 0 yerine koyarsak

& oo = L) + Lol

esitligin saginda, ikinci terimin kismi integrali alinir.
b ﬂ ' _ 9 b

L wdx = Lo b = 7 2 uex) dx

u(a) = u(b) = 0 oldugundan

[ L eoldx = — [ 2 Ch ux) dx

denklem (2.14)’iin denklem (2.12) ‘de yerine koyulmasiyla

dl

e temo = [ 100 — £ Ghu()ldx
elde edilir.

Bu integral su sekilde yazilabilir.

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



[ = 2 CluCodx =0 (2.16)

U, [a, b] araliginda tiirevi siirekli bir fonksiyon oldugundan (2.16) da parantezin ici

sifira esit olmalidir.

%_%(%) -0 (2.17)

Bu denkleme Euler denklemi denir ve aranilan kosul ve denklem (2.1) i¢in stasyoner

fonksiyondur.

Denklem (2.1) de goriilmekte olan bagil degiskenler (fonksiyonlar) ve tiirevlerine
bagh integral ifadelerine fonksiyonel denir. Bir fonksiyonel I, y vektér uzayinda R
reel say1 alaninda bir operatdrdiir

I:y—>R (2.18)

Denklem (2.2) de goriilmekte olan gu(x) fonksiyonu u(x) konfigurasyonunda bir

degisimi ifade eder ve su sekilde gosterilebilir.
Su(x) = eu(x) (2.19)

du ifadesine u(x) fonksiyonunun birinci degisimi denir. Bu durumda denklem (2.1)
de goriilmekte olan fonksiyonun degisimi denklem (2.19)’un yardimiyla su sekilde

gosterilebilir.

51 = [} [Lou+ L su| dx (2.20)
a ldy dy' '

Bu denklemde yer alan du ifadesi i¢in

6 = 4 (6u) (2.21)
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bagntisi kullanilabilir. Varyasyon (degisimi) gosteren § operatdrii i¢in bazi1 6zellikler

asagidaki gibidir.

6(F1F2) == F16 FZ + F26F1 (223)
F F286 F1—F16F
3¢ = ettt 224
2 2
§(F,) "=n( F, )" 16F, (2.25)

Fonksiyonelin birinci degisimini gdsteren (2.20) deki ifade, denklem (2.21) ve kismi
integral tekniginden yararlanarak tekrar yazilir ve 98I=0  bagintis1 uygulanirsa ve

du(a) = éu(b) =0 s kosulu ile

b [df of o N gu_ (bo [df _d 0f _
J, [55u+a—y,6u]dx = [ 6u [dy — (ay’)] dx =0 (2.26)

ifadesi elde edilir ve Euler denklemi ayn1 sekilde buradan da elde edilebilir.
2.2. Varyasyonel Iterasyon Yoéntemi

Varyasyonel iterasyon yontemi, J.H.He tarafindan gelistirilmis olup ¢esitli dogrusal
olmayan problemlerin ¢6ziiminde etkin bir sekilde kullanilabilen ve hassas
¢oziimlere hizl bir sekilde yakinsayan iteratif bir yontemdir.

1978 yilinda Inokuti ve dig. [37] dogrusal olmayan problemleri ¢ozmek i¢in (6zel
olarak kuantum mekanigindeki problemler) genel bir Langrange carpani yontemi
Onermislerdir.

Onerilen ydntemin ana 6zelligi séyledir: Ele alinan matematik probleminin ¢ézimi
baslangic kosulu olarak kullanilarak, belirli bir noktada daha yilksek hassasiyetle
yaklasik ¢6ziim elde edilebilir [38].

Asagidaki genel dogrusal olmayan bir sistemi ele alalim.
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Lu + Nu = g(x) (2.27)

Burada L dogrusal ve N dogrusal olmayan operatorlerdir.
Up(x)’ in Lu = 0 sisteminin bir ¢6ziimii oldugu varsayilarak belirli bir nokta i¢in bu

deger asagidaki gibi diizeltilebilir.

1
Ugizettitmi s (1) = uo(1) + f A( Lu + Nu — g)dx (2.28)
Burada A genel langrange ¢arpanidir ve varyasyonel teori yardimiyla elde edilir.
Denklemin sagindaki 2. terim ise diizeltme olarak adlandirilir. He, bu yontemi
asagidaki sekilde bir iteratif yonteme doniistiirmiistiir [39].

Up 41 (x0) = ug(xg) + foxo A( Lu + Nu— g)dx (2.29)

Burada ug (x), muhtemel degiskenlerle bir baslangi¢ kosulu ve u,,, du,,= 0 kosulunu
saglayan sinirli varyasyon olarak dustnulebilir. Herhangi bir x; igin bu denklem

asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

Un1 (%) = 1, () + [§ A Lu(r) + Nu(r) — g(r)dr (2.30)
Denklem (2.30) bir diizeltme fonksiyonelidir. Varyasyonel iterasyon ydnteminin
cesitli dogrusal olmayan problemlerin ¢oziimiinde nasil etkin olarak kullanildig:

[49-53] ¢alismalarda gosterilmistir. Dogrusal problemlerde ise Lagrange ¢arpani tam

olarak tanimlanabildiginden gercek ¢oziim tek bir iterasyonla elde edilebilir.
y'+ x*y = f(t) (2.31)
f(t) = Asinxt + Bsinxt (2.32)

Bunun diizeltme fonksiyoneli asagidaki gibi yazilabilir.

Ys1(6) = 3 (O + [T A Y7, () +x29(s) = f(s))ds (2.33)
12



6y (0) = 0 kosulunu saglayacak sekilde bu diizeltme fonksiyonelini stasyoner hale

getirirsek

8Yns1() = 8y, () + 8 [ A y", () + x2y, () = f(s))ds (2.34)

= 63O+ ADBY, () L= X (O loce + [ 07+ 5203y,
0

=0

asagidaki stasyoner kosullar meydana gelir.

Sy, A7(s)+x%A(s)=0

8y, A(S)s=e =0

6yp + 1= A(S)s= =0 (2.35)
Burada Langrange carpani asagidaki sekilde bulunur.

1 =~sinx(s — t) (2.36)
Sonug olarak

Va1 () = Yo () + 2 [ sinx(s — £).( ¥, () + 22y, (s) — £(s))ds (237)
iterasyon formiilii elde edilir.

Eger denklem (2.31) {in homojen ¢dziimiinii baglangi¢ kosulu olarak kullanirsak

Vo = Cycosxt + Cysinxt (2.38)

denklem (2.37) deki iterasyon formiiliinden

13



B
x2-1

y1(t) = Cicosxt + Cysinxt — ;;x tcosxt + (sint + sinxt) (2.39)

sonucu denklem (2.31) in genel ¢6ziimiidiir.
Bununla birlikte eger diizeltme fonksiyoneline sinirli varyasyon uygulayacak olursak
tam ¢oziim sadece ardisik iterasyonlarla elde edilebilir. Denklem (2.31)un homojen

oldugunu varsayarak diizeltme fonksiyonelini tekrar yazalim.

Vus1(8) = ya (O + [FA(y" (5) + %2y, (5))ds (2.40)

Burada 1y, smirli fonksiyon olarak disiiniilebilir ve 8y,= 0 olacak sekilde
yukaridaki diizeltme fonksiyonelinin stasyoner kosullar1 asagidaki sekilde elde
edilebilir.

A"(s) = 0 (2.41)
AS)|s=c =0 (2.42)
1= 2(s)]s=¢ =0 (2.43)

dolayisiyla Langrange ¢arpani asagidaki gibi olur.

A=s—t (2.44)
Langrange ¢arpaninin yerine konmasiyla iterasyon formiilii su formu alir.

Va1 () = Y, () + [ = O(¥",(5) +x2y,()ds (2.45)

Ornegin y(0)=1 ve y'(0) = 0 baslangi¢ kosullar1 ve y, = y(0) = 1 baslangi¢ kosulu

ile baglarsak sirasiyla asagidaki yaklagik ¢oziimleri elde ederiz.
yi(t) =1 - 2x%t? (2.46)
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yi(t) =1 - x2t? + - x*tt (2.47)

ya(t) = 1——x2t? 4 —xtth 4ot (1) " ﬁx“t“ (2.48)
Buradan
lim,_..y,(t) = cosxt (2.49)

¢Ozlimii elde edilir ki bu ¢6ziim problemin ger¢ek ¢coziimiidiir.

Yukarida da goriildiigii gibi yaklasik c¢oziimleri, Langrange carpimimi yaklagik
tanimlamasindan oOtiirli gorece olarak daha yavas bir sekilde ger¢ek ¢oziime yakinsar.
Gergekte denklem (2.44)’iin, denklem (2.36)’ nin 1. mertebeden yaklasik ¢oziimii

oldugunu asagidaki bagintidan gorebiliriz.

A=21sinx(s—t) = s—t—%xz(s—t)3 (2.50)

X

Dogrusal olmayan problemler i¢in Langrange carpimini basit bir sekilde elde

edebilmek acisindan dogrusal olmayan terimler sinirli varyasyonlar olarak

disiiniilebilir[54].

15



3.VARYASYONEL ITERASYON YONTEMININ PROBLEMLERE
UYGULANMASI

3.1. Problem 1

Denklem olarak reaksiyon-difiizyon denklemini ele alalim. Reaksiyon-difiizyon
denklemi

f)—‘: = Au+ f(u, Vu; x, t) (3.1)
bi¢imindedir.
Burada, Au difiizyon terimi, f(u, Vu; x, t) ise reaksiyon terimidir. Veya f operatorii

Au daki A eliptik operatoriiniin dejenere olmus hali olarak alinabilir.

Bu ¢alismadaki bir boyutlu reaksiyon difiizyon denklemi

2
Z—l: = DZTI;(x, t) + q(x, t)g—z (x,t) +r(x, Hulx, t) , (x,t) € Q c R? (3.2)
bigimindedir.
Burada u konsantrasyon, q adveksiyon katsayisi, r reaksiyon parametresi ve D > 0

ise diflizyon katsayisidir. Baglangi¢ ve sinir degerleri ise Q = RxR* bolgesinde

u(x,0) = g(x), x€E€R (3.3)
u(0,6) = fo(0), SO0=f(), teR (34)
bi¢cimindedir. .

Reaksiyon- diflizyon denkleminin fizik, kimya, ekoloji, biyoloji ve miihendislik
dallarindaki uygulamalar1 genis bir sekilde verilmistir [40,41].
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(3.2)-(3.4) probleminde verilen baslangi¢ smir kosullar1 kullanilarak bilinmeyen u
konsantrasyon fonksiyonu VIM ile bulunacaktir.

Orneklendirmedeki iterasyon islemlerinin kolay olmasi igin gerekli yerlerde q(x,t) i

q(x,t) = q; + q2(x, t) biciminde tekrar yazilacaktir. Burada gq;, q(x,t) nin sabit
kismi q, ise q(x,t) nin kalan kisimlaridir.

(2.28) deki denklemi tekrar yazalim:

U1 (£) = 1, (8) + [ MLu, (5) + N, (5) — g(s)}ds. (3.5)

Burada, A langrange ¢arpanin en uygun degerini varyasyonel teorisi ile
bulundugunu, n alt simgeleri yakinsamanmn n inci adimmi gosterdigini ve i, nin
ise 61i, = 0 olacak sekilde kisitlanmis degisimler oldugunu, 2. Boliimde
gostermistik. Lineer problemlerde langrange carpaninin  gercek  degeri
bulunabildiginden gercek ¢oziimler bir adimda kolayca bulunur. Lineer olmayan
problemlerde ise basit bir tarzda bulmak icin lineer olmayan terimler kisitlanmis
degisimler olarak alinmalidir.

(3.2) denklemine:

(a) t degiskenine bagli ve (3.3) baslangi¢c degerinin alinm

(b) x degiskenine bagli ve (3.4) sinir degerlerinin alinmasi

islemleri uygulansm.

(a) ve (b) durumlar1 (3.2) denkleminde yazilirsa;

un+1(X, t) = Uy (X: t) + Mn (X, t) (36)

elde edilir.

Burada u sirayla

T (19) — 40, 5) 52 (69)} ds, (3.7)

b G, 8) = [y A05) {222 (x, ) = 1%, O, (3, 5) — DS
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X 0%u, ou, oil,, _
w,(x,t) = j;) A(r) {D 577 (r,t) +qq e (r,t) — 3t (r,t) + r(r, )i, (r, t)} dr

(3.8)

bigimindedir.

(3.6) daki denklemi alip dogru fonksiyonel islemler yapilirsa A langrange ¢arpani
ozellesecektir. Iterasyona bir baslangic degeriyle baslanilirsa bir sonraki
yakinsamaya basariyla ulasilir[55].

3.2. Problem 2

u, = aAu + f(x, t; u), (x,t) € Qx(0,T), (3.9
1s1 denklemini ele alalim.

Burada u(x,t) sicaklik fonksiyonu, a diflizyon katsayis1 f ise fiziksel kurallar1

gosteren kaynak terimidir. Bu ¢calismada ise

U = Ay, + p(O)u + f(x,t), (x,t) € Qy = R* x (0,T) (3.10)
u(x,0) = p(x) x € RY (3.11)
u(0,t) = uy (t) t €(0,T]

u(1,t) = py (t) t €(0,T] (3.12)
Ek kosul:

u(x*,t) =E(t) 0<t<T (3.13)

ters katsay1 problemini ele alalim
Bu problemde f(x,t),(x),u; (t),u,(t), fonksiyonlar: bilinmekte ve x* ise R%

uzayinda belirlenmis sabit bir noktadir. Burada amag u(x, t) ve p(t) y1 bulmaktur.
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Varyasyonel Iterasyon Yontemine gore bir diizeltme fonksiyoneli

U1 (8) = 1, (8 + [ AL, (€) + N, (8) — g(9))dE, (3.14)

seklinde yazilabilir
(3.10)-(3.13) probleminde iki farkli bilinmeyen oldugundan VIM uygulayarak

¢Ozlime ulasmamiz ¢ok zordur. Bu nedenle

w(x, t) = u(x, t)exp (— fot p(s)ds) (3.15)

r(t) = expi?ié— fot p(s)ds)) (3.16)

dontigiimleri uygulanirsa (3.10)-(3.13) problemi

W, =Wy, +17()f(x,t), x€(0,1), te(0,T), (3.17)
w(x,0) = g(x), x € R¢ (3.18)
w(0,t) = hy(O)r(t) , te (0,T) (3.19)
w(l,t) = h,(t)r(t) , te(0,T) (3.20)
r@)::%%%Q , te(0,T) (3.21)

probleme doniisiir. Burada tek bilinmeyen w(x, t) fonksiyonudur.

(3.17)-(3.21) problemini (3.14) iterasyonuna uygulanirsa

dwn(x1) o 77 ()
MH@@=m@ﬁ+gal§2—%mmﬂ—%%ﬂm@mr (3.22)
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elde edilir. Burada A langrange carpanin istenilen degeri 2. Boliimde anlatilan

varyasyonel iterasyon teoremi kullanilarak bulunur. w, en uygun baslangic degeri

olarak almmali ve w,,

ise 6w, =0 kosullu kisith degiskendir.

A optimal degerini bulmak icin d ile garpilirsa

10 = 0 10+ 2D

bulunur. (3.23) deki denkleme kismi integrasyon uygulanirsa

Swy11(x, £) = 5w, (x, ) (1 + A1)
elde edilir. Buradan

1+A(t)=0
A= 0, vre(0,t)
degerleri bulunur. Bu ise
Alr) = -1

sonucuna ulastirir.

(3.22) denklemi tekrar yazilirsa

dwy, (x,7)
at

Wt (6, 8) = w, (6, 1) — €

— Jy 8w, (x, DA’ dr

= W (5,7) = 222, 1)) e

iterasyonu ile w(x,t) bulunur. u(x,t) ve p(t) ¢ekilirse

_w(xb)
u(X)t) - r(t) )
__r®
p® = -1
elde edilir.
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3.3. Problem 3

u,(x, t) = al®)du  (x,t) € 2x(0,T), (3.26)
w(x, t) = o(x) x € [0,1] (3.27)
u(0,t) = py (t) t €(0,T]

u(1,t) =y () t €(0,T] (3.28)

baslangi¢ ve sinir kosullar1 ve

u(x*, t) =E(t) , 0<t<T (3.29)

ek kosulu ile 1s1 denklemini ele alalim.

Burada A Laplace operatdrii ve d=1,2,3, X=(x, ..., x4) olmak iizere 2 = [0,1]¢ dir.
Problemde , ¢(x),u;(t),u,(t), E(t) fonksiyonlar: bilinmekte ve x* ise (0,1)
araliginda belirlenmis sabit bir noktadir. Burada amag bilinmeyen u(x, t) sicaklik
fonksiyonunu ve a(t) katsayisini bulmaktir. (3.26)-(3.29) problemi fiziksel

problemlerde bir cok model olusturmaktadir.

(3.29) ek kosulu olmadan (3.26)-(3.29) probleminin 6zel ¢éziimiinii bulmak
miimkiin degildir. Dolayisiyla problem sonsuz ¢6ziime sahip olur. Bununla birlikte
birden fazla ek kosul verildiginde ise hi¢bir ¢6ziim bulunamaz. Yani ¢6ziimii yoktur.
Bu problemin varligi, tekligi ve uygulamalar1 [6,11,12,13,17] calismalarinda
tartisilmistir.

Bu problemde, problem 2 ‘den farkli olarak herhangi bir doniisiim yapmadan ters

katsay1 problemin formiilasyonu kullanilarak ¢oziime ulasilacaktir.
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3.3.1.Ters katsay1 problemin formiilasyonu
(3.29) ek kosulunu kullanarak (3.26) denklemine uygulanirsa
E'(t) = a(®)ulx*,t), t€(0,T] (3.30)

Buradan Au(x*t) # 0 olmak iizere

a(t)=% . te(o0,T] (3.31)

elde edilir. Dolayisiyla (3.26)-(3.28) problemi

E'(t)

u,(x, t) = D) Au , (x,t) € 0x(0,7), (3.32)
u(x, t) = @(x) , x € [0,1] (3.33)
u(0,t) = uy (t) ) t €(0,T]

u(l,t) = u, (t) ) t €(0,T] (3.34)

problemine doniisiir.

2.bdliimde verilen Varyasyonel Iterasyon Yontemine gore bir diizeltme fonksiyoneli

Uns1 () = u, (O) + f; ALy (5) + Nt (5) — g())ds, (3.35)
seklinde yazilabilir. (3.32) denklemi (3.35) iterasyonuna uygulanirsa

E'(s)
Au(x*,s)

Uar (8) = 1, () + f) ACE(x,9) + Ait, (x, 5))ds, (3.36)

elde edilir.
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A optimal degerini bulmak i¢in § ile carpilirsa

du (x,7)

Sty y1 (x,8) = 81y G, 8) + 8 f A=) de

bulunur. (3.37) deki denkleme kismi integrasyon uygulanirsa
Sttps1 (x4, 8) = 81, (6, (1 + AWD) — f Su, (x, DA dr

elde edilir. Buradan

1+AMt) =0

A(@)= 0 , vze(0,t)

degerleri bulunur. Bu ise

Alr) = -1

sonucuna ulastirir.

(3.36) denklemi tekrar yazilirsa

E'(s)
Au(x*,s)

U1 (B) = u, (8) — f;(i—: (x,s) + Atl, (x, s))ds,

elde edilir. Buradan n adimda u(x, t) bulunur. Dolayisiyla (3.31) den
a(t) = =9

Au(x*t)

biciminde elde edilir.
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4.SAYISAL ORNEKLER

4.1. Ornek 1

(3.2) denkleminde D =1, q(x,t) =e™ —1, r(x,t) = 0 degerleri ve asagidaki

u(x,0) =gx)=e*+1 , XER (4.1)
u(0,t) = fo(t) = et +1 , tER (4.2)
2On=hEB=1 , tER (4.3)

baslangi¢ sinir degerlerini alalim. Problemin gergek ¢oziimii ise u(x, t) = e* +

et drr.

Ik 6nce (3.2) denklemini (4.1) baslangi¢ kosulu ile ele alip t degiskenine bagl bu
denklemi ¢ozelim. Bu denkleme VIM 1 uygulamak i¢in (3.6) ve (3.7) denklemlerine

gore
Uny1 (6, 8) = uy (6, 8) + o (%, 8) (4.4)
denklemini alirsak. Burada,

a%a,

d0x?2

w,(x,t) = fot A(s) {au" (x,s) + 9ty (x,s) — (x,s) —esS™ %(x, s)} ds, (4.5)

ds 0x

bi¢ciminde olur.

Dogru stasyoner fonksiyoneli bulmak ve u,, bagimsiz degiskenine gerekli islemler

yapmak i¢in
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Sy 1(x,t) =0

alinmalidir. Dolayisiyla

Bl (%, 8) = 8u, (6 ) +3 [ () {22 (x,5) + 22 (x,5)} s,

21y, s—x 0l
o2 (%5) — e R (x,5)

= Su, (x,t) + A(s)6u, (x,s)l;— + & fot A (s)u,ds
=0
denklemini elde ederiz. Buradan da

Su,: 1+ A(t) =0,
Su,:1'(s) =0,
stasyoner kosullari ile
A(s) = —1.

sonucuna ulasilir. Sonug olarak (4.4)’ deki varyasyonel iterasyon formiilii bulunur.

Yani burada

d G a%a

w, (x,t) = —fot {% (x,s) + ™ (x,s) —

_, 0T
axzn (x,8) —es™ %(x, s)} ds,

sekline doniistir.

ug(x,t) = u(x,0) = e* + 1 baslangi¢ kosulu ile baglanirsa (4.4) iterasyonu

Uq (x, t) = Uy (x, t) + Ho (x, t)
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iterasyonuna dontigiir. Burada p,

ou ou 0%u,

t ou
__ 0 It _ 0t _ ps—x J%0
olx, 1) = ]0 {65 (e, 8) + = (x5) = =7 (x,8) —e"™" = (x,S)} ds,

=e'—1
bi¢imindedir. Dolayisiyla u; ise
uy(x,t)=e*+1+et —1=e* + et
bi¢iminde bulunur ki bu gercek ¢oziimdiir.

Simdi ise aym Ornegi (4.2) ve (4.3) smir degerleriyle x degiskenine bagl olarak

¢cozelim. (3.6) ve (3.8) denklemlerini kullanarak
Uns1 (6, 1) = up (x, 8) + 1, (x, 2), (4.6)

denklemi bulunur. Burada

2 ~ ~
() = [ A {(E2 0,0 - 22 0,0 = Z2(r,0) + e 22 (r, ) dr,  (47)

bi¢imindedir.

Yukaridakine benzer islemler yapilirsa asagidaki stasyoner kosullar elde edilir.
Su, : ')+ (r)=0,
Su, : 1—2()—=Ax) =0,

ouy | _
6? /1(.7(') =0,

kosullar1 ile gerekli islemler yapilirsa

Alr) =1—e*"
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sonucuna ulasilir.
a ve b, x degiskenine bagl sabitler olarak almip uy(x,t) = a + bx baslangi¢ degeri
ile baglanilirsa (4.7) deki denklem

o = jox(l—ex—r){

olmak tizere

0%u ou ot 0
n _ n _ _7'1 t—r
5 (r,t) e (r,t) m (rt)+e

Uy
Em (r, t)} dr

r2

u (x, t) = ug(x, t) + po(x, t),

biciminde tekrar yazilabilir. Buradan da

ex+t+et—x

u(gt) =a+b(-1+e* +e' ——
degerine ulasilir. (4.2) ve (4.3) smir degerlerinden
a=e‘'+1, b=1.

elde edilir Dolayisiyla

u; = 2et +e* — (e*tt +et™)

bulunur.

n=1, ...,5 i¢in u,inci adimini hesaplarsak us degeri

_ 2929¢2 | 423¢! 43e™t  31e5t Aot ot s 9272t N 325¢3t
Us =735 648 1152 900 eTe 16 27
6le4t eSt et et et et+x
11?4 2x3— 4 xt—— — 1471
tgg TXgp T gt gty 32

eZt

2t 3t 2t 4t 3t
2e” 2e” 3e” 2e" 3e’” 4e”
+209x " + 43x o + 47x ” + x " + 7x 5 + 5x "
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t—x 2t+x 83t+x e4t+x eSt+x
- — 62293 — 14989 — 853 - 24xet
32 648 1152 1800 144 ' “**€
eZt—x 2t—2x e3t—x 3t—2x e4t—x
7—— 65— —1 - 11
+3 8 65 2592 09 16 72 18
115 3t—3x e4t—2x N eSt—x N e4-t—3x eSt—Zx 77 e4t—4x
10368 9 16 36 28800
eSt—3x eSt—Sx eZt—x eSt—Zx e4t—x
+ 144 —3600+7x 7 + 21x +x 12 +x G
e4t—2x eZt+x e3t+x 2t+x et+x
—_ —_— 2 _ 2 3
X oa 61x 5 9x 16 + 4x 9 + 351x 16
eZt—x 3t—x eZt+x 3t+x e4t+x
2 2
+x 2 + 3x 3 + 2215x =2 + 157x 37 + 2x 1c
et+x t+x et+x
_ 2 3 _ A4
71x 16 + 11x 4 X 18

biciminde elde edilir. Bu ¢oziim gergek ¢6ziime yakin bir degerdir. Tablo 1 de bu
yakmsamanin niimerik sonuglar1 verilmistir.|us (x, t) — u(x, t)| fonksiyonun mutlak

hata grafigi ise sekil-1 de verilmistir. Bu sonuglar yakinsamanin cok basarili

oldugunu gosterir.

Tablo 4.1: Ornek 1°deki VIM ile bulunan yaklasik degerlerin gergek ¢oziim ile

karsilastirilmasi

(x,1) Gergek ¢ozim VIM ile yaklasik ¢6zimii Mutlak hata

(1,-1) 3.0861612696304 3.086158874210706 2.395419782086350x10~°
(0.75,-075) 2.589366569353690 2.58936729911627 7.297625891355963x10~7
(0.5,-0.5) 2.255251930412761 2.255251988770103 5.835734140369198x108
(0.25,-0.25) 2.062826199759146 2.062826162978968 3.678017879149564x10~8
(0,0) 2 2.000000000000002 1.776356839400251x10~15
(0.25,0.25) 2.568050833375483 2.568050242614706 5.907607771860057x10~7
(0.5,0.5) 3.297442541400256 3.297373660876370 6.888052388642763x107°
(0.75,0.75) 4.234000033225350 4.232486616556538 0.001513416668812

(1,1) 5.4365636569180910 5.418882492102849 0.017681164815242
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Sekil 4.1: Ornek 1 igin mutlak hatamn grafigi

4.2 Ornek 2

t) = 2tver(x,t) =0 degerleri ve

)

, qlx

1

Bu ornekte (3.2) denklemini

(4.8)
(4.9)

glx) =e”* , x €ER

u(x,0)

teER

2
et +t

u(0,8) = fo(t)

(4.10)

teER

t) = f,(t) = et™*t

(o,

ou
0x

oZumu 1S¢€

Problemin gergek ¢

dir. Denklemi (4.8) baslangic degerleri ile baslaylp VIM ile

baslangi¢ sinir degerleri ile ele alalim

u(x,t) = ptiHttx

k icin (3.6) ve (3.7) deki denklemlerini

¢0zme

(4.11)

(x, s)} ds,

a1,
0x

(x,s) —2s

a%a,
dx?

(x,5) —

dun,
ds

) {

s

w, (x, t)
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olmak tizere

Uny1 (6, 0) = Uy (x, 0) + i (%, 0), (4.12)

bi¢giminde alalim.
Onceki drnekte yapilan benzer islemler yapilirsa yukaridaki dogru fonksiyonelin

stasyoner kosullar1 asagidaki gibi olur:

Su,: 1+ A(t) =0,

Su,:1'(s) =0,

Dolayisiyla

As) = -1

bulunur.

uy(x,t) = ulx, 0) = e* baslangi¢ kosulunu alalim. (4.12)" deki {u,, } dizisinin

terimlerini

KD il
20 (xl S) - ZSa—xO(x, S)} dS,

o (x, ) = [ A(S) {% (0,) =3

olmak tuzere

U (x, t) =Up (x: t) + Uo (x, t):

bi¢iminde tekrar olusturalim. Buradan
u(x,t) =e*(t’+ t + 1)
bulunur. Ayni1 sekilde devam edilirse

2 2
NGER))

t 6u1 62111 aﬂl
w(x,t) = j;) A(s) {E (x,s) — W(x' s) — ZSW(X. S)} ds=e >
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olmak tzere

up(x, 8) = ug (x, 8) + wy (x, 1)
bulunur. Bulunan degerler yerine yazilirsa

2 2
wp () = " (S 2 4 £ + 1)

degeri elde edilir.

u,, nin sonraki adimlar1 ayn1 sekilde bulanabilir ve u nun n inci adimi

2+ )k
k!

Uy (%, 1) = Xje—o( )e*

bi¢iminde olusturulabilir. Ve limiti alindiginda

2
: — pte+t+x
lim, ., u, =e

degerine yakmsar ki bu gercek ¢oziimdiir.

Simdi ise ayni 6rnegi (4.9) ve (4.10) smir degerleriyle x degiskenine bagl olarak
¢ozelim. (3.6) ve (3.8) denklemlerini kulanlar

a%u, iy 0ty
w, (x,t) = fox A(7) { 6:2 (r,t) — :t (r,t) + 2t aur (r, t)} dr, (4.13)
olmak tlzere
Up+1(x, t) = u, (x, 1) + p, (%, 0), (4.14)

denklemi bulunur. Bu durumda agagidaki stasyoner kosullar elde eldir.

Su, : A'(r) =0,
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Su, : 1—21() =0,

§%n. Ax) =0,
Ox
ve dolayisiyla A(r) = r — x bulunur.
a ve b bilinmeyen sabitler ( x degiskenine bagli) olmak tizere uy(x,t) = a + bx

baslangi¢ degeri ile baslanip (4.14) deki denkleme uygulanirsa

9 (1 ) + 2t 222 (p, t)} dr,
t ar

wo e, 8) = i (r =) {2 (r,6) - &

ar
= —btx?

olmak tizere

u(x, t) = up(x, t) + polx, t)
denklemi elde edilir. Buradan

u; = —btx?> + bx + a

bulunur. (4.9) ve (4.10) sinir degerlerinden

elde edilir. Dolayisiyla
Uy = (—tx? +x + 1)et’+t

bulunur. Devam edilirse n=2,....,7 igin u,, degerleri bulunur.
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1 5, 1 ¢ 1 7 1
—x° +-—x x
120° T 720% T50a0® T a0s20

uy = (1+05x% + 23 +——x* + x® +

1 xg 1 10 11 Xll 1139 12 2011 13
362880 3628800 3628800 47900600 6227020800

1 14 1 .2.10 1 2.1 1 .3.10 1 ,4.9 293 2..12
—x "t x ——tx"" F+—tx " ——t’x" + —t"x ——t°x° +
89689600 5040 5544 840 756 7983360

59 1 4 1 1367 767
t3x11 __t4x10 +—t5X9——t6X8 + t2x13 _ t3x12 +
124740 720 945 630 518918400 11975040

193 83 11 1 17
t4X11 — t5x10 + t6 9 _ —t7x8 _ t2X14 +
498960 37800 5670 315 279417600

5 3.,.13 29 4,12 43 5,11 2 6,10 2 ,7.9
t°x*° — t xc + t°x* — t°x + t'x” +
1415232 665280 103950 2835 945

1 89 1 1
t3x14 + t4X13 _ t5x12 + t6X11 + t7X10 _
14826240 471744 2494800 8910 1890

1 23 13 2
t4X14 t5X13 _ t6X12 + t7x11 _
27243216 16216200 1496880 31185

19 31 1 1 1
-7 45,14 6,13 __ t7X12 _ t6x14 + t7x13 _
908107200 97297200 249480 227026800 8108100

1 1 71 17 1831
t7x14 + txll _ 12 13

1 tx1h) pt®+t
26810804 00 16632 3991680 1081080 43589145600

biciminde 7. adimin sonucu elde edilir. Bu ¢6zum gercek ¢éziime yakin bir degerdir.
Sekil 2 ‘de  |u;(x,t) — u(x,t)| mutlak hata fonksiyonun grafigini, Tablo 2 ise bu

yakinsama ile bulunan sayisal sonuglarini gosterir.

Tablo 4.2: Ornek 2’ deki gergek ¢oziim ve VIM ile bulunan yaklasik degerlerin

karsilastirilmasi

(x,t) Gergek deger VIM ile yaklasik ¢dzimii Mutlak hata

(1,-1) 2.718281828459046 2.718105731831550 1.760966274955145x10~*
(0.75,-0.75) 1.755054656960299 1.755049916682428 4.740277870229903x 107°
(0.5,-0.5) 1.284025416687741 1.284025408379779 8.307962096054666x10~°
(0.25,-0.25) 1.064494458917860 1.064494458920610 2.750244476601438x10~12
(0,0) 1 1 0

(0.25,0.25) 1.755054656960299 1.75505465696103 7.400746682151294x10713
(0.5,0.5) 3.490342957461841 3.490343033303935 7.584209349431603x1078
(0.75,075) 7.865609273944892 7.865632258392306 2.298444741377637x107°
(1,2) 20.085536923187668 20.086528675066070 9.917518784021695x10~*
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x 10°°

gi

tlak hatanin grafi

icin mu

Ornek 2

Sekil 4.2

3 Ornek 3

4

—1lver(x,t) =0

— e

—X

=1, qlx,t) =e

.2) denklemini

Bu ornekte (3
degerleri ve

(4.15)

,x ER

ulx,t) =e

(4.16)

,tER

ux,t) = fo(t) = et

(4.17)

,tER

(0,t) = fi(t) = e

ou
0x

Ozumii ise

baslangi¢ sinir degerleri ile alalim. Problemin gercek ¢
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u(x,t) = ee 1t
drr.

Denklemi (4.8) baslangi¢ degerleri ile baslayip VIM ile ¢6zmek i¢in (3.6) ve (3.7)‘de

denklemlerini

du %% ow

w, (x,t) = fot/l(s) { as" (x,s) — axZn (x,s)—(e™*—e*—1) ax" (x, s)} ds, (4.18)

olmak tizere
Uns1 (0, 8) = up (x, 8) + pyp (x, 8), (4.19)
bigiminde bulunur.

Onceki 6rnekte yapilan benzer islemler yapilirsa yukaridaki dogru fonksiyonelin

stasyoner kosullar1 asagidaki gibi olur:
Su,: 1+ A(t) =0,

Su,:1'(s) =0,

Dolayisiyla buradan

A(s) =-1

Bulunur.

uo(x,t) = u(x,0) = e®” baslangic degerini alalm. (4.19) deki {u,} dizisinin

terimlerini

t (o a%u _ ou
to(x, t) = — [, {%(x,s —?uzo(x,s)—(e x—ex—l)%(x,s)}ds,
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olmak tlizere

u (x, t) = ug(x, t) + po(x, t),

bi¢ciminde tekrar olugturalim. Buradan

u (x,t) =e® . (t+1)

bulunur. Ayn sekilde devam edilirse

pCet) = = o {20 (e, 5) = 20 () — (e — " = 1) 22 (x,9) } ds,

dx x

olmak tizere

uy (o, t) = uy (x, 1) + py (x, t)

bulunur. Bulunan degerler yerine yazilirsa
x t2
uy(x, t) = e G+t+1)

degeri elde edilir.

u,, nin sonraki adimlar1 ayni sekilde bulanabilir ve u nin n inci adim

tk

ex
=17 ¢

u, (x,t) = 2¢
bi¢ciminde olusturulabilir. Ve limiti alindiginda

; — pe’+t
lim, ., u, =e°
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degerine yakmsar ki bu gercek ¢oziimdiir.
Simdi ise ayn1 6rnegi (4.16) ve (4.17) smir degerleriyle x degiskenine bagl olarak
¢ozelim. (3.6) ve (3.8) denklemlerini kullanarak

Aty x % 0ty
“L(r, )+ —e >a—r<r:t>}dr,

m, (o, 0) =[5 A(r) {a;: = (r,t) — aauT" (r,t) —

(4.20)

olmak tizere

Un+1(x, 0) = up (x,8) + i, (3, 1), (4.21)
denklemi bulunur. Bu durumda asagidaki stasyoner kosullar elde edilir.

Su, : A"(r)+A(r)=0,

Su, : 1—2()—2Ax)

I
=

5‘%: A(x) =0,

buradan
Ar)y=1—e*T"

sonucuna ulasiriz.
ave b, x degiskenine bagl sabitler olarak alinip uy(x,t) = a + bx baslangi¢c degeri
ile baslanilirsa (4.21) deki denklem

azuo
d

auo aﬁo _r r aﬁo
7'2 (T,t)—ﬁ(r,t)—ﬁ(r,t)‘l‘(e _e)W(T,t) dT,

Ho (x, t) =f 1- ex"){
0
olmak tizere

Uq (x, t) = Uy (x, t) + Ho (x, t):
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bi¢iminde tekrar yazilabilir. Buradan da

b 1
u(x,t)=a + b — Ee‘x +§ex + bxe*

degerine ulasilir.

(4.16) ve (4.17) daki sinir degerleri almirsa

a= et+1’ b = ettl

biciminde 6zellesir.

n=1, ...,7 i¢in u,inci adimmi hesaplarsak u-, degeri

u;(x,t) = (2270.7 + 1230.1x + 170.5069x2 + 30.2704x> + 0.0793x* +
0.0840x5 — 0.0076x%)et+! — 2757.9e**+1 4 200.7422¢t~*+1 +
6.8537e72¥*1 + 320.6220e ¥ 1 + 0.2360e!73* 1 — 28.6075e 371 —
0.0127et=%+1 4 2.1581et****1-0.0002178e!>**1 — 0.0992etT>*+1 —
0.000028345¢t76**1 4+ 0.0062et+6*+1 4 3.543110 %t~ 7**1 +

4152510 *et*7*+1 4 56.5775xet "1 — 1.7753xet"2¥*1154.0731xett2* 1 +
0.0298xet~3**1 + 14.1629xet+3* 1 — 0.0027xe! "+ *1 — 1.0963xe T+ +1 —
0.00027778xet~5**1 + 0.0527xet+>**1 — 0.0029xe ! t0**+1 4
0.00019841xet+7**1 — 371.1631x%e"™**1 4+ 50.6234x3e 1 —
0.2060x*et**1 +0.3299x%e!™**1 — 0.0118x%e!™*+1 +
0.00019841x7et**1 + 7.9236x2et*1 — 0.2025x%et 21 4
44.1782x2%ett2¥+t1 — 0.2569x3e'**1 —0.0029x%e! 3 H1 —
3.9090x2et3¥ 1 + 0.0255x3 et "2t — 6.1134x3et+2¥+1 — 0.0104x*et > +
0.2772x2%et**+1 — 0.0023x3et73*¥*1 4+ 0.5123x3e!+3**1 4 0.5642x* et t2¥+1 —
0.0042x°et~**1 — 0.0124x%e*>**1 — 0.0336x3e!****+1 — 0.0394x*et+37+1 —
0.0313x%e!*2**1 + 0.00069444x%e'T6**1 + 0.0014x3et+5¥+1 4
0.0017x*et™**110.0.0014x°et3* 1 + 0.00069444x0et 21 +
1239.01xett* 1
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gercek ¢oziime kiiclik hata payi ile yakinsar. Tablo 3’de bu yakinsamanin niimerik

sonuglar1 verilmistir.|u, (x, t) — u(x, t)| fonksiyonun mutlak hata grafigi ise Sekil-

3’de verilmistir. Bu sonuglar yakinsamanin ¢ok basarili oldugunu gosterir.

Tablo 4.3: Ornek 3 deki problemin VIM ile bulunan yaklasik degerlerin ile gergek ¢dziimiin

karsilastiriimasi

(x, t)

Gergek ¢6ziim

VIM ile yaklasik ¢6zim

Mutlak hata

(-1,1) 0.531463605386616 0.531417102420562 4.650296605357429x10~°
(-0.75-0.75)  0.757574461621786 0.757573451051826 1.010569959936092 x 10~
(-0.5,-0.5) 1.112412032156082 1.112412027602659 4.553423194053607 x10~°
(-0.25-0.25)  1.696896141380650 1.696896141379853 7.975842208907125x10~13
(0,0) 2.718281828459046 2.718281828458618 4.272138198757602x10~13
(0.25,0.25) 4.636804375024635 4.636804375023530 1.104893954106956x 1012
(0.5,0.5) 8.573887702979121 8.573887672905585 3.007353654993494 x1078
(0.75,075) 17.584186724632989 17.584169298617780 1.742601520859921 x10~°
(1,1) 41.193555674716137 41.19141968039548 2135994320653 897x10 3
x 107
25-

Sekil 4.3: Ornek 3 i¢in mutlak hatanm grafigi

39



4.4. Ornek 4
(3.10) denklemi igin iki boyutlu uzayda T =1, (x*,y*) = (0,1) ve
¢(x,y) = cos(x +y) e*" ~* ,x € R (4.21)

f = l[cos(x + y)(—4y? + 3t% — 2t + 3) +sin(x + y) (—4y + 2)]e* > 4+

E(t) = cos(1) e>% (4.22)
degerleri alinsin. Problemin gergek ¢6ziimi w(x,y,t) = cos(x +y)e* ™ i
bi¢imindedir. (3.22) denklemine uygulanirsa

dw, (x,y, .
W1 (X, y,t) = w, (x,y,t) — fot(%yr) — AW, (x,y,7) (4.23)

_wWaxyho
) f(x,y,t))dt

denklemi bulunur. @ (x,y) = cos(x +y) e**~* baslangi¢ degeri ile baslanilirsa
wy(x,y,t) = cos(x + y) e* ¥ ~*+ex=y*+1(—10"11¢y2 cos(x) cos(y)
—10" ¢ty cos(x) sin(y) + 10~ ty? sin(x) sin(y)
—10""¢y? sin(x) cos(y) + 0.006738t3 cos(x) cosifly)
—0.006738t3 sin(x) sin(y) — 0.006738t2 cos(x) cosi{ly)
+0.006738t3sin(x)sin(y)) .

degeri bulunur.
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Bir adimda VIM ile bulunan deger ile gercek ¢o6ziim sekil 4.4 ve sekil 4.5 de

karsilastirildiginda sonuglarin ¢ok iyi oldugu goriilmektedir.

004 T T T T T T
gercek ¢dzim
O VIMile ¢ézim []

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

wix,y,t)

0.01

0.005

-2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5 2

Sekil 4.4: Ornek 4 i¢in x=1 ve t=1 deki w(x,y,t)'nin VIM ile bulunan deger ile gergek
¢Oziimiin karsilastiriimasi

(a) (b)

Sekil 4.5: 6rnek 4 icin (a) t=1 de w(x,y,t) nin VIM ile bulunan sonucun grafigi (b) t=1 de
w(X,Y,t) nin ger¢ek ¢ozlimiin grafigi
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4.5. Ornek 5

(3.10) denklemi i¢in ii¢ boyutlu uzayda T =1, (x*,y*,z*) = (1,2,1) ve

(x,y,2) = zy3e™*" ,x € R3 4.24
p\x,y y

flx,v,z,t) = —yz(4x%y? + 5y%t — 4y? — y2t? + 6)e‘2t—x2 (4.25)
E(t) = 8e~2t-1

degerleri alisim. Problemin gergek ¢oziimii

13 52 2
2322 x242¢
w(x,y,zt) = zy3e3" 20 7F

bi¢imindedir. (3.22) denklemine uygulanirsa

ow, (x,y,2,7)

p” — Aw, (x,y,2,7)

Wn+1(x;y;z;t) = Wn(xl)/lzlt) - fot(

_ M\/T/’l (x *:y *,Z*,T)
TSN f(x,y,z,1))dt

denklemi bulunur. ¢(x,y,z) = Zy3e"‘2 baslangi¢ degeri ile baslanilirsa ilk adim
wi(x,y,2,t) = %Zy3e_x2(6 + 12t — 15t% + 2¢t3)

degeri bulunur. Ayni sekil w,(x,y, z,t) ikinci adimda
1
w,(x,y,7,t) = %Zye_"z(—lélélyzxzt2 + 240y?x%t3 — 36144y%x%t* — 54 + 36t2

+ 126t%y? + 72y%t — 468t3y? + 291t*y? — 216t% + 360t3
— 60t3y% + 4t6y?
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degerine ulasilir.

Ikinci adimda VIM ile bulunan deger ile gercek ¢oziim Sekil 4.6 ve Sekil 4.7 de
karsilastirildiginda ¢ok iyi bir sonug oldugu anlagilmaktadir.

1500 T T T T T T T T
gercek ¢ézlim
C  VIM ile ¢6zim

1000+

500

")
I e e
~oOeCoCooeoo0YY B
e
- A
o

w(xyt)
o

-500

~100Q-7
qQy

_150[: | | | | | | 1 | |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 3 10

Sekil 4.6: Ornek 5 igin z=1, x=0.5 ve t=0.5 deki w(x,y,t) nin VIM ile bulunan deger ile
gergek ¢Oziimiin karsilagtirilmasi

x10 x10*
15 15
L 1
05 | 05
0 3 0
05 -05{ 4
9 ‘ V. 4 ‘
4 ﬁw’ \ 5 ﬁgy sk \
-15. -15l—
10 ~ 10
"I e W
- S Bl
-10 -10 -10 -10
z y z y
(@) (b)

Sekil 4.7: Ornek 5 icin (a) t=0.5 ve x=0.5 de w(x,y,t) nin VIM ile bulunan sonucun grafigi
(b)) t=0.5 ve x=0.5 de w(x,y,t) nin ger¢cek ¢oziimiin grafigi
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4.6. Ornek 6

(3.26)-(3.29) denkleminde bir boyutlu uzayda Q = [0,1] ve T =1

u(x,0) =gx) =cos(x) xeq (4.26)
u(0,t) = fo(t) = et t € (0,1] (4.27)
u(1,t) = f,(t) = cosifl)e™t", t € (0,1] (4.28)

baslangic sinir degerleri ile

E(t) = cosi{0.25)et’

ek kosulunu alalim. Burada x* = 0.25’ dir. Problemin ger¢ek ¢oziimleri ise
ulx,t) = co s(x)e‘t2 ve a(t) = 2t 'dr.
uy(x,t) = g(x) = cos(x) baslangic kosulu ile baglanirsa birinci adimda

t

w1 (x,t) = cos(x) e~t” biciminde bulunur ki bu gergek ¢oziimdiir. Buradan (3.39)

denklemi ile a(t) = 2t gergek degeri bulunur.
4.7. Ornek 7

3.26)-(3.29) denklemini iki boyutlu uzayda Q = [0,1] 2 ve T = 1 olmak iizere
(3.26)-(3.29) y y

g, y) =sin(x,y) (x,y) € Q (4.29)
u(0,y,t) = esiny t € (0,1] (4.30)
u(1,y,t) = et sinifil + y) t € (0,1] (4.31)
u(x,0,t) = et sinx t € (0,1] (4.32)
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u(x,1,t) = et’sin{l + x) t € (0,1] (4.33)
baslangi¢ sinir degerleri ile

E(t) = e" sin(0.6) (4.35)
ek kosulunu ele alalim. Burada (x*,y*) = (0.4,0.2)’dir. Problemin gergek ¢oziimleri
u(x,y,t) = eVsinifx + y) ve a(t) = —3t2 ‘d.

ug(x,y,t) = g(x,y) = sinifix + y) baslangi¢ degeri ile baslanilirsa birinci adimda
ui(x, y,t) = et sinfifix + y) bigiminde bulunur ki bu gercek ¢éziimdiir. Buradan

(3.39) denklemiile a(t) = —3t? gergek degeri bulunur.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Reaksiyon-diflizyon ve 1s1 denklemleri, fizikte, kimyada, miithendislikte, ekolojide ve

daha bir¢ok alanda birer model olusturdugundan ayr1 bir 6neme sahiptir.

Bu calismada, reaksiyon-difiizyon ve 1s1 denklemlerine varyasyonel iterasyon
yontemi uygulanmistir. Bu yontem lineer olmayan problemler i¢in gergcek ¢dziime
etkili, kolay ve hizli bir sekilde yansimay1 saglar. Lineer problemler i¢in ise gercek

¢Ozlim, sadece bir iterasyon adiminda elde edilir Yapilan ¢alismada da goriildiigi
gibi parabolik problemlerde langrange carpani f degiskenine gore bulunup,

iterasyon uygulandiginda tek bir adimda istenilen gercek ¢oziime ulasilir. Fakat ¥
degiskenine bagli langrange carpanit bulundugunda ise parabolik problemlerde
Laplace operatorii bulundugundan istenilen ¢éziime belli adimlarla yakinsamaktadir.
Bunun bu sekilde farkli yakinsamalarinin bir sebebi de langrange carpaninin tam
olarak bulunamamasidir. Iterasyondaki adim sayismi artirdigimizda ise hata oraninin
azaldig1 ve daha genis araliklarda yakinsamanin oldugu goriiliir. Problemi ele alirken
uygun baglangi¢ ve sinir degerlerinin alinmasi da ¢ok 6nemlidir. Reaksiyon-difiizyon
denklemini Dirichlet tipi smir degerleri ile ¢ozmege ¢alistigimizda elde edilen ¢oziim
gercek ¢oztimden ¢ok wuzak oldugu goriiliir. Fakat Neumann tipi sinir degerleri
almdiginda ise Tablo1,2,3 de goriildiigii gibi ¢ok iyi sonuglar elde edilir. Is1 ve
reaksiyon-difiizyon gibi problemlerin ¢oziimiinde katsayilar 6nem tasimaktadir. Ele
alinan Orneklerde katsayilarm farkli degiskenlere bagh olmasi ve bu problemlerin
coziimlerinin varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢ok kolay bir sekilde bulunmasi
yontemin onemini artirmaktadir. Ustelik bu yontem degiskenlerin ayrimma gerek
duyulmaksizin problemleri ¢ozer. Bu yiizden, ele alinan problemlerin {izerinde
yapilan hata hesaplarindan etkilenmez ve bilgisayarin genis hafiza ve CPU

zamanlarina ihtiya¢ duymaz. Bu 6zellik, farkli 6rnekler tizerinde test edilmistir

.Son zamanlarda, giinliik hayatta c¢ozlimiinde zorlandigimiz lineer olmayan
denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi ihtiyac1 ortaya ¢ikmistir. Bundan sonraki

calismalarimda lineer olmayan problemler {izerinde arastirma yapmay1 planliyorum.
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