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ONSOZ VE TESEKKUR

Bulanik baglangi¢ deger problemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan
Homotopi Analiz Yontemi, yakinsaklik bdlgesini ayarlayip daha az hesaplama
gerektirdiginden etkili ve kullanigh bir yontemdir.

Bu konuda bana ¢aligma firsat1 veren degerli hocama tesekkiir ederim. Ayrica hayatim
boyunca beni destekleyen aileme de sonsuz minnet duygularimi sunarim.

Ocak — 2016 Levent OZCELIKMAN
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BULANIK BASLANGIC DEGER PROBLEMININ SAYISAL COZUMU

OZET

Bu c¢alismada ikinci mertebeden bulanik baslangic deger problemi kuvvetli
genellestirilmis tiirev altinda Homotopi Analiz Metodu ile ele alinmistir. Yaklagik
¢Oziim hizla yakinsayan seriler seklinde olusturulan kolayca hesaplanan parcalar
seklinde elde edilir. Homotopi Analiz Metodu yardimci parametre icermesine ragmen
seri ¢oziimiin yakinsaklik bdlgesi basit bir sekilde kontrol edilebilir. Onerilen metodun
kesinligini ve uygulanabilirligini 6rneklendirmek i¢in numerik 6érnek sunulmustur.

Anahtar kelimeler: Bulanik Baslangi¢ Deger Problemi, Genellestirilmis Tiirev,
Homotopi Analiz Metodu.



NUMERICAL SOLUTION OF FUZZY INITIAL VALUE PROBLEM
ABSTRACT

In this study, a second order fuzzy initial value problem under strongly generalized
differentiability by means of the Homotopy Analysis method (HAM) is considered.
Approximate solution in the form of a rapidly convergent series with easily
computable components is provided. Although the homotopy analysis method (HAM)
contains the auxiliary parameter, the convergence region of the series solution can be
controlled in a simple way. To illustrate the accuracy and applicability of the proposed
method numerical example is presented.

Keywords: Fuzzy Initial Value Problem, Generalized Differentiability, Homotopy
Analysis Method.



GIRIS

Adi diferansiyel denklemler ile modellenmis bir siliregte bazi1 veri girigleri varsa o
zaman bu siire¢ dogal olarak bulanik diferansiyel denklemler (BDD) ile modellenir.
Son yillarda birgok arastirmaci tarafindan genis bir alanda 6rnegin, popiilasyon [1],
quantum optigi ve yercekimi [2], tip [3, 4], senkronize hyperchaotic sistemler [5],
parcacik sistemleri [6], karmasik sistemler [7] ve miihendislik problemlerinde [8]

kullanilmakta ve hizli bir sekilde gelismektedir.

Bulanik diferansiyel denklemlerin (BDD) esas dayanagi bulanik kiime ve bulanik
tiirev kavramlaridir. Bulanik kiime kavrami Zadeh tarafindan 6nerilmistir [9]. Bulanik
tiirev kavrami ise Zadeh ve Chang [10] tarafindan gelistirilmistir. Daha sonra bulanik-
degerli fonksiyonlarin diferansiyel analizi Dubois ve Prade [11], Puri ve Ralescu [12]
tarafindan genisletme ilkesi kullanilarak incelenmistir. 1987°de Kandel ve Byatt [13]
ilk olarak bulanik dinamik problemlerin analizine bulanik diferansiyel denklem (BDD)

kavramini uygulamistir.

Pratik problemlerin ¢ogunlugu, baslangic veya smir deger problemini saglayan bir
bulanik diferansiyel denklem (BDD) ¢6zlimiinii gerektirmektedir. Bulanik diferansiyel
denklem (BDD) ve baglangic deger (Cauchy) problemi, Kavela [14,15], Seikkala [16],
He and Yi [17], Kloeden [18] tarafindan incelenmistir. Bir¢ok bulanik baglangi¢ veya
sinir deger problemi tam olarak ¢oziilememektedir. Bazen bunlarin analitik ¢oziimiinii
bulmak bile imkansizdir. Bu durumda yaklasik ¢oziimlere ihtiyag duyulur. Literatiirde
bulanik diferansiyel denklemlerin (BDD) yaklasik ¢oziimii, ¢esitli ¢aligmalar ile ele
alinmaktadir [19-26]. Bulanik diferansiyel denklemlerin c¢aligmalarinda birgok
yaklasim vardir [27-31]. Ilk yaklasim, bulanik degerli fonksiyonlar igin Hukuhara
diferansiyellenebilirliginin kullanimidir. Hukuhara diferansiyellenebilirligi altinda
bulanik diferansiyel denklemin (BDD) ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi [27,31]’de
calistlmistir. Bu yaklagimin, bir bulanik diferansiyel denklemin herhangi bir
¢ozlimiiniin artan destek bolgesi genisligine sahip olmasi gibi dezavantaji vardir. Bu
da, belirsizligi arttirmaktadir [32, 33]. Bu hata, bulanik diferansiyel denklemlerin

diferansiyel kapsamalar ailesi olarak degerlendirilmesi ile ortadan kalkmistir [34].
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Diferansiyel kapsamalarin kullanilmasinda olusan problem ise, bir bulanik degerli

fonksiyonun tiirevinin tanimlanmamig olmasidir.

Kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik ise ilk kez [35]’de c¢alisilmis ve
genellestirilmistir [32, 36-38]. BoOylece soOzii edilen hata, ortadan kalkmis olur.
Kuvvetli genellestirilmis tiirev, Hukuhara tiirevine gore bulanik degerli fonksiyonlarin
daha biiyiik smifi igin tanimlanmistir. Bu durum da tiirev tanimli olur ve bulanik
diferansiyel denklemin ¢6ziimii azalan destek bolgesi genisligine sahip olur. Fakat
¢Ozlimiin tekligi ortadan kalkmistir. Hukuhara diferansiyellenebilirligi altinda teklik
kaybolsa bile, benzer klasik denklemin farkli formlari bulaniklastirildiginda birbirine
benzemeyen bulanik diferansiyel denklemler elde edilir. Kuvvetli genellestirilmis
diferansiyellenebilirlik oldugu durumda ise bir dezavantaj bulunmaktadir ki bu da bir
bulanik baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiiniin niimerik olarak hesaplanmasinda

cesitli ve birgok bulanik parametrelerin zaman harcatan bir sorun haline gelmesidir
[39, 40].

Cozliimii zor olan bir problemi, kolay ¢dziilebilir bir probleme doniistiirmeyi saglayan
Homotopi metodu, son yillarda mithendislik uygulamalarinda 6zellikle lineer ve lineer

olmayan problemlerin ¢oziimlerinde kullanilir.

“Homotopi” kavramui ile Taylor serisini birlestiren Homotopi Analiz Metodu (HAM),
1992° de Shijun Liao [41-53] tarafindan verilmistir. HAM, lineer ve lineer olmayan
problemlerin bazi siniflarina lineerlestirme, pertiirbasyon ve diskretizasyon olmadan
etkili ve kolay bir sekilde uygulanabilmektedir. Son yillarda bir¢ok arastirmact HAM’1
bilim ve miihendislikte ¢esitli tipten lineer ve lineer olmayan problemleri ¢6zmede
kullanmistir [54-62]. HAM, bir analitik seri ¢oziim teknigi ile birlikte yakinsaklik
kontroliinii saglamaktadir. Sifirinct mertebe deformasyon denklemini olusturmak i¢in
h parametresini ortaya koymakta, yakinsaklik bolgesi ve yakinsaklik oraninin ince
ayarin1 h yakinsaklik parametresini degistirerek yapmaktadir [54,63]. Tezin amaci,
genellestirilmis Hukuhara diferansiyellenebilirligi altinda ikinci mertebeden bulanik

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii Homotopi Analiz Metodu ile incelemektir.

Tezin yapisi, asagidaki sekildedir:
1. Boliim’ de diger boliimlerde kullanilmak iizere bazi temel tanimlar ve notasyonlar

verilmistir.



2. Bolim’ de ikinci mertebeden bulanik diferansiyel denklemler ele alinmigtir.

3. Bolim” de Homotopi kavrami ve Homotopi Analiz Metodu tanitilmistir.

4. Bolim’ de ikinci mertebeden bulanik diferansiyel denklemlerin HAM ile ¢oziimii
incelenmistir.

5. Bolim” de HAM’ 1n etkinligini gostermek i¢in niimerik drnekler verilmistir.

6. Boliim’ de sonuglar sunulmustur.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim (1.1) : Klasik kiime kuraminda R kiimesinin u alt kiimesi u={x:P(x) ile ifade
edilir. Burada x, P(x) 6nermesini saglayan elemanlar1 gostermektedir. R kiimesinin

herhangi bir u alt kiimesinin gdsterge fonksiyonu ya da karakteristik fonksiyonu y, ile

gosterilir ve,

{ 1, eger x€u (1.1)

0, eger x¢u

seklinde ifade edilir. R kiimesinin bir u alt kiimesinin gdsterge fonksiyonu y  bir

elemanin U kiimesinde olup olmadigini gostermektedir. Gosterge fonksiyonun
alabilecegi sadece iki deger vardir. Bu degerler 1 ya da 0 degerleridir. Kavram,
elemanlarin  aldiklar1  degerlerin [0,1] kapali araligina genisletilmesi ile

genellestirilebilmektedir. Bu fonksiyona ise tiyelik fonksiyonu denilmektedir.

Tanim (1.2) : Bulanik kiime, iyelik degerleri siirekli olan nesnelerin bir kiimesidir ve
tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilmektedir. Uyelik fonksiyonu yardimiyla

kiimenin her bir elemanina 0 ile 1 arasinda degisen tiyelik degerleri atanmaktadir.

Tanim (1.3) : R kiimesinin u bulanik alt kiimesi bir fonksiyondur ve u:R —[0,1] ile

gosterilmektedir.

Tanim (1.4) : F, R kiimesinin bulanik alt kiimesi olsun. Bu elemanlara bulanik
miktarlar denir. Bulanik miktarlarin 6zel bir sinifi olan bulanik sayilarla ilgili asagidaki

tanim1 verelim.

Tanim (1.5) : Bulanik say1, u:R —[0,1] i¢in,

I) u normaldir yani u(xq) = 1 olacak sekilde xo€R vardir.

i) u digbiikeydir yani x,y€R ve (0,1] i¢in u(Ax+(1-A)y)>min(u(x),u(y)) esitsizligi
saglanmalidir.

i) u istten yari stireklidir.

IV) {X€R | u(x)>0}" 1 kapanist kompaktir. Kosullarini saglayan bulanik miktardir.



Tanim (1.6) : r tane evrensel kiimenin Kartezyen garpimi X=X;XX,x...xX, seklinde
olsun ve r tane bulanik u;, u,,..... u, kiimeleri sirasiyla evrensel kiimelerin elemanlari

oldugu varsayilsin, r adet bulanik kiimenin kartezyen ¢arpimi,
u;X...xu, = fxlxxzx,..xxr min (U (X1),...0 U (X)) /(Xp5e.en X;)

seklinde tanimlanir. X=X;xX,x...xX, kartezyen c¢arpim kiimesinden Y evrensel
kiimesine f fonksiyonu y=f(xi,.... x,) olacak sekilde tanimlandigini farzedelim.
Genellestirme prensibi r tane bulanik u; kiimesinden Y tlizerindeki B bulanik kiimesine

file ulagsmay1 saglamaktadir. Bulanik B kiimesi i¢in iiyelik fonksiyonu,

v(y)= SUD. o x) min(u; (x1),...., u(x.))

seklinde verilmektedir. Zadeh [9] yukaridaki ifadeyi ,

v=f(uy,....,u) = lexsz...xXr min (u; (X1),- .., U (X)) / f(X1q,.... X;)

esitligi ile ifade etmistir.

Tanim (1.7) : Her a€(0,1] igin bir u bulanik kiimesinin [u]* a—seviye kiimesi,

[u]® ={x€eR: u(x)>a} (1.2)

ile XER noktalarinin bir alt kiimesidir. Bir bulanik kiimenin [u]’ dayanagi, tiim seviye
kiimelerinin birlesiminin kapanigi yani [u]OZUGE[O,l][u]“ olarak tanimlanir. u’nun
a—seviye kiimeleri, [ga,ﬁa] seklinde gosterilir ki burada u ve u , u’ nun alt ve lst

kisimlaridir. u’nun uzunlugu,
len(u) = sup, @' -u% (1.3)
olarak tanimlanir.

Tanim (1.8) : Parametrik formdaki bir bulanik sayi, asagidaki 6zellikleri saglayan
(u*, u") 0<o<l fonksiyonlarin sirali bir ¢ifti olarak gosterilir.
1) u*, 0=0 i¢in sagdan siirekli ve (0,1]’de a’nin bir siirl azalmayan soldan siirekli

fonksiyonudur.



i) 0", 0=0 i¢in sagdan siirekli ve (0,1]’de o’nin bir sinirl artmayan soldan siirekli
fonksiyonudur.

iii) u*< 1", 0<o<l.
Tanim (1.9) : R’ nin tiim bulanik kiimeler sinifi tizerindeki metrik,

D(uv)=sup max{u® - v}, [i* - 7} (1.4)

0<a<l
denklemi ile tanimlanir.
Tanim (1.10) Uggen Bulanik Say: : Eger u, [g,ﬁ] dayanagi ile simetrik bir say1 ise

oyleki [u]*” nin o—seviye kiimesi [u]* =[ u + (l_%)a, u +(ﬁ?-2)a ] olmak {izere u’ ya tiggen

bulanik say1 denir.

Tanim (1.11) : u ve v, iki bulanik kiime olsun. u= v+w esitliginde w bulanik kiimesine,

u ve v’ nin H—farki denir ve uew ile gosterilir.

Tanim (1.12) : 1=(0,#) ve f:I—>F bir bulanik fonksiyon olsun. Eger,

h—0* h—0*

i fGt ) —F(t) f(to>—;(to ~h) (L5)

limitleri var ve f(t,) ‘a esit ise £(t,)€F eleman: varsa o zaman f nin €l ‘da
diferansiyellenebilir oldugunu soyleyebiliriz. Burada limitler,(F, D) metrik uzayinda
alinmistir. Hukuhara diferansiyellenebilir fonksiyon, dayanagin artan uzunluguna
sahiptir. Eger fonksiyon, bu ozelliklere sahip degilse o zaman bu fonksiyon
H—diferansiyellenebilir degildir. Bu zorluktan kagmmak igin [35]’deki yazarlar
bulanik say1 degerli fonksiyonlar i¢in asagidaki formda tiirevin daha genel tanimini

vermiglerdir.

Tanim (1.13) : f: I-F ve t,€F olsun.
1) 0’ a yeterince yakin tiim h>0 i¢in ve f(to+h)® f(t,), f(ty)®f(t, —h),

lim f(tO + h)_f(to) = lim f(tO) _:](to — h) (16)

h—0" h h—0*



limitleri var ve t, ‘da f(tO) ‘a esit f(tO)€F elemani varsa o zaman f, t,’ da (1)-
diferansiyellenebilirdir.
2) 0’ a yeterince yakin tiim h<0 igin f(t,+h)Of(t,), f(ty)® f(t,—h) ve,

lim f(tO + h)_f(to) = lim f(to)_;(to — h) (17)

h—0~ h h—0"

limitleri var ve t, ‘da f'(t,) ‘a esit f(to) ‘a esit f(t0)€F elemant varsa o zaman f, t;,” da

(2) diferansiyellenebilirdir. Eger f, t,’da (n)-diferansiyellenebilir ise f* in ilk tiirevlerini
D f(t,) ile gosteriyoruz.

Tanim (1.14) : f:1 - F olsun. Herbir a€[0,1] i¢in [f(t)]*= [fl,f"a] olmak iizere,

1) Eger f, ilk formda (1)-diferansiyellenebilir ise 0 zaman f ve £ diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir ve [D} f(t)](X:[ f u , %a ].

2) Eger f, (2)-diferansiyellenebilir ise o zaman f ve £ diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir ve [Dé f(t)](X:[ Ex f 'a], f bulanik fonksiyonu , (1) veya (2)
diferansiyellenebilir olsun. D} f i¢in D} ilk tiirevi (n) diferansiyellenebilir olabilir
(n=1,2). Bu durumda dért olasilik vardir. D} (D} f(t)), D} (D1 f(t)), D} (D} f(t)) ve
D) (D} f(t)). D' (D, f(t)) ikinci tiirevi, Dlzl,mf(t), (n, m=1,2) ile gosterilir. Teorem 2.13’e

benzer olarak [64]” de yazarlar, ikinci tiirev i¢in asagidaki sonuclari elde ettiler.

Tamm (1.15) : D] f:I—F veya D) f:I>F bulanik fonksiyonlar olsun. Her bir
a€[0,1] icin, [f()]* =[ £*(1), %a(t)] olmak iizere: Eger Dj f, (1)- diferansiyellenebilir
ise 0 zaman f a ve fa diferansiyellenebilir fonksiyonlardir ve [Di1 f(t)]q=[ f a , _fa ].
Eger D} f , (2)-diferansiyellenebilir ise o zaman g’a ve f, diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir ve [Di2 f(t)]u=[ f,, £a] Eger D) f, (1)-diferansiyellenebilir ise o
zaman f Ve f, diferansiyellenebilir fonksiyonlardir ve [D3, f)]'=[ ,, £ 1. Eger

Dif, (2)- diferansiyellenebilir ise o zaman £ ve f, diferansiyellenebilir
—a

fonksiyonlardir ve [D; ) f(t)]a=[ f a : fa ]. Ispat: Bakiniz [64].



2. IKINCi MERTEBEDEN BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER
2.1. Bulanik Baslangi¢c Deger Problemi

Burada f :[a,b]x F — F bulanik siirekli fonksiyonlar ve A,B € F ve a, b sabitler olmak

iizere,
X"(t) = f(t, x(t),x'(t)), a<t<b 2.1)
X(@)=A (2.2)
x'(a)=B (2.3)

ikinci dereceden bulanik baslangi¢ deger problemini ele alalim. Denklem (2.2) ve (2.3)
kosullari ile Denklem (2.1) nin ¢6ziimii i¢in (n, m=1,2) asagida gosterilen 4 ayri sistem
vardir.

Sistem (1,1),

x (to)=F (t x(t,00),

"

x (ta)= (txt(x
x(0,0) = A(a), (0 a)= (a)
X (O,a)zg(a),x (O,a)=§(a)

Sistem (2,2),

"

x (t,a)= (txt(x

)
x (ta)= (txta j
x(0,0)= A(a), ( a)=Aa)
x (0,0)= B(a) X (0,0)= B(o)



Sistem (1,2),

X (txt(x )
"(ta)= (txta j
x(0,0) = A(a), ( o)=Ala)

x (0,0)= B(u)x (0.0)= B(e)

Sistem (2,1),

(txta j
(txta )j

( ) Ala) x(0,0)=Alw)
x (0,0)= B(e)x (0.0)= B(a).



3.  HOMOTOPi ANALIiZ METODU
3.1. Homotopi Kavrami

Homotopi kavrami 1895 yilinda Henri Poincaré tarafindan “Analysis Situs, Journal de
I’Ecole Polyrechnique ser 2, 1, pages 1-123.” adli makalede tanitilmistir. Homotopi,
diferansiyel topolojinin 6nemli konularindan biridir. Bu kavram daha sonra
homolojinin temellerini olusturmustur. Iki déniisiim arasindaki homotopinin genel
tammi ise ilk olarak 1911 yilinda L.E.J.Brouwer tarafindan verilmistir. Iki

matematiksel obje, bir digerine siirekli olarak deforme oluyorsa homotopiktirler denir.

Tanim (3.1.1) : f:X - Y, g:X — Y siirekli doniisiimler I=[0,1] olsun. Her x€X i¢in
H(x,0)=f(x) ve H(x,1)=g(x) esitliklerini saglayan bir H:XxY—Y siirekli doniistimii
varsa f ve g homotopiktir denir. Bu durumda H doniisiimiine f ve g arasinda bir

homotopidir denir.

Tanim (3.1.2) : f:X = Y siirekli doniisiimii sabit bir doniistime homotopik ise "ye null

homotopiktir denir.

Tanim (3.1.3) :.:X - Y, g:X = Y siirekli doniisiimler, ASX olsun. Eger her t€l ve
her X€A i¢in H(a,t)=f(a)=g(a) olacak sekilde bir H:XxI—Y homotopisi varsa f ve g

doniistimleri A alt kiimesine gére homotopiktir denir.

Tanim (3.1.4) : fve g, [=[0,1] araligindan X’e tanimlanan siirekli doniistimler olmak
tizere; f ve g aynmi x, baslangi¢ , x; bitis noktalarina sahipseler ve her s, tel igin
H(s,0)=f(s) ve H(s,1)=g(s), H(0,t)= x,, H(1,t)= x; olacak sekilde siirekli bir H:IxI->X
dontisiimii varsa H’ye f ve g arasinda yol homotopisi denir. f, g, topolojide yol olarak

adlandirildiklarindan olusturulan homotopiye yol homotopisi denir.
3.2. Homotopi Analiz Metodu’na Giris

Kuvvetli nonlineerlige sahip nonlineer problemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek

genelde zordur. Yar analitik yontemlerde, ¢oziim serilerinin yakinsaklik bolgesi ¢ogu
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zaman fiziksel parametrelere baglidir. Bu yar1 analitik yaklasimlar, nonlineerlik
kuvvetli oldugunda, ¢ogu zaman basarisiz sonuglar verir. Bu tip problemlerin
¢Ozlimleri i¢in daha onceki tekniklerden farkli olarak, ¢6ziim serilerinin yakinsaklik
bolgesini ve hizini kontrol etme imkani saglayan “ Homotopi Analiz Metodu (HAM)”
Liao tarafindan verilmistir. Bu metot ayni zamanda, Adomian ayrisim metodu,
Lyapunov kii¢iik yapay parametre metodu, 6- a¢ilim metodu gibi 6nceden verilmis
nonpertiirbatif metotlarin genel halidir [65]. Bu metot cebirsel denklemlerin, adi
diferansiyel denklemlerin, integro-diferansiyel denklemlerin vb. ¢6ziimlerini bulmak
icin kullanilir. Homotopi analiz metodu, homotopi pertiirbasyon metoduna benzer
bicimde, topolojinin temel kavramlarindan biri olan homotopiyi kullanir. Bu metotta
da ele alman denklemin baslangi¢c yaklasimindan tam ¢oziime gotiiren siirekli bir
dontiisiim olusturulur. Bu tip bir siirekli doniisiimii olusturmak i¢in bir yardimet lineer
operatOr segilir. Bulunan ¢6ziim serisinin yakinsakligini1 garantilemek i¢in bir yardimcei
parametre kullanilir. Bu metot, baslangi¢ yaklasimi ve yardimci lineer operatorlerin
seciminde serbestlik saglar. Homotopi analiz metodu yardimiyla zor bir lineer

olmayan problem, daha basit sonsuz sayida lineer alt probleme doniistiiriiliir.

Ornegin lineer olmayan cebirsel denklem goz &niine alinsm: f(x) = 0, X, , X’ in bir
baslangi¢ yaklasimi ve q = [0,1] homotopi parametresi (topolojide gdmme parametresi
olarak adlandirilir) olmak tizere H[X;q] = (1-q)[f(x)-f(x,)]+af(x), homotopisi kurulsun.
g =0ve g=1iken H[x;0] = f(x)-f(x,) ve H[x;1] = f(x), elde edilir. g parametresi 0’
dan 1 ¢ e degistikge, H[x;q] homotopisi siirekli olarak f(x)-f(x,) ‘dan f(x) ¢ e degisir.
Boylece bir siirekli degisim, topolojide deformasyon olarak adlandirilir. H[X;q] = O
aliarak (1-q)[f(x)-f(x()]+af(x) = 0, cebirsel denklemin bir ailesi bulunur. Bu cebirsel
denklemler ailesinin bir ¢oziimii, homotopi parametresi q ¢ ya baghdir. Bu yiizden

denklemler ailesi,

(L-a)[flo(a)—f(xo)]+alf[$(a)]=0 (3.22)

tekrar yazilabilir. =0 iken f[¢ (q)]—f(x¢)]=0 ; g=0, bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii
¢|q:0:¢(0)= Xo © dir. g=1 iken, f [¢(9)]=0 ; g=1, denklemi baslangigta alinan cebirsel
denklem f(x) = 0 ile tam olarak aynidir. Buradan ¢|q:1= ¢(1)=x elde edilir. Yani

homotopi parametresi q, 0’ dan 1’e degistikce, ¢(q) © nin degeri, baslangi¢ yaklagimi
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Xy’ dan f(x) = 0 denklemin ¢6ziimii olan x’ ¢ degisir (veya deforme olur). Denklem
(3.2a) tipindeki denklemlerin ailesine sifirinci-derece deformasyon denklemi denir.
Burada ¢(q), homotopi parametresi q ¢ nun bir fonksiyonu oldugundan Taylor serisi

acilarak ifade edilir. Boylece ¢(0)= x, olmak tizere,
0(@) =xp +) xiq" (3.2b)
m=1

bulunur. Denklem (3.2b) serisinde x ,

_ 1%
k7 k1 agk

O:Dk(¢) (3.2¢)

bi¢cimindedir. Denklem (3.2b) serisine homotopi serisi, Dy (¢) © ye ise k. Mertebeden
homotopi tiirevi denir. Homotopi serisi Denklem (3.2b), g=1 * de yakinsak ise ¢ (1)

=X kullanilarak homotopi serisi ¢oziimii,

X=x0+Y X (3.2¢)

k=1

elde edilir. Taylor serisinde katsayilar tek bigimde verildiginden, Denklem (3.2b)
homotopi serisininin x, katsayilari da tektir. Bu yiizden x; * lardan olusan denklem de
tektir ve sifirinci derece deformasyon denklemi, Denklem (3.2a)’ den dogrudan elde
edilebilir. Homotopi analiz metodunda bu kisitlamay1 ortadan kaldirmak i¢in Liao
[65], sifirinci derece deformasyon denklemi olustururken bir yardimei h#0 parametresi

vermistir,

(1-a)[flo (@)—f(xo)]=qhf [¢ (a)] (3.2d)

h#0 oldugundan Denklem (3.2d), =1’ de x= ¢ (1)’ i saglayan f(x)=0 denklemine kars1

gelir. Buradan,hf[¢(q)]=0; g=1 olur. %?)f' [¢(q)]-hf(xo)=0 l.derece deformasyon

denklemi le(xo)-hf(xO)ZO olur. Bu denklemin ¢dziimii xlzh% ¢ dir. Denklem
X0

(3.2d)’de her iki tarafinin 2.mertebeden homotopi tiirevi alinarak 2. derece

deformasyon denklemi ,
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xaf (x0)-(1H)x, £ (x0) +5 X3 (x0)=0

Lo £ o) h(L)fGxo) WEF (x0)

bulunur. Bu denklemin ¢dziimii x,=(1+h)x;f (x()-2 X} —2 == —— elde
27 f(xo) o) 2[f(x)]
edilir. Buradan birinci derece homotopi serisi yaklagimi,
f(x0)
~XtX ;=X th - 2

e A (3.2¢)
ve 2.derece yaklasimi,

x=xg Hx 1, =xg Hh(h2) 00 _p? £ 6o (3.2f)

(0 o)l

elde edilir. Denklemlerde, h yardimci parametresinin, niimerik hesaplamalarda sik¢a
kullanilan bir iterasyon carpani oldugu diisiiniilenebilir. Uygun segilen bir iterasyon
carpani, iterasyonun yakinsak olmasini saglar. Bunun gibi Denklem (3.2b) homotopi
serisinin yakinsakligi da h yardimci parametresinin degerine baglidir. h yardimci
parametresinin uygun bir degeri secilerek homotopi seri ¢oziimiiniin yakinsakligi

garanti edilebilir. Bu yiizden, h yakinsaklik kontrol parametresi olarak adlandirilir.

h yakinsak parametresi kullanilmadiginda Denklem (3.2b) homotopi serisinin
yakinsak oldugu varsayillmak zorundadir. h yakinsaklik parametresinin kullanimiyla
boyle bir varsayima gerek yoktur. Yakinsak homotopi seri ¢6ziimii elde etmek i¢in her
zaman uygun bir h degeri segilebilir. Homotopi tiirevi ve deformasyon denklemi ile

ilgili bazi teorem ve yardimci teoremler verilmistir [66].

Tanim (3.2.1) : ¢, g homotopi parametresinin bir fonksiyonu olsun. m>0 bir tam say1

olmak iizere,

Dy ()=~ 220 (3.20)

m! oqm q=0
D, (¢)  ye ¢ ‘ nin m.mertebeden homotopi tiirevi denir.

Tanim (3.2.2) : N[u]=0 lineer olmayan denklem olsun,
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400
=%+ ) gt (3:28)
k=0
burada ge€[0,1] homotopi parametresinin bir fonksiyonu olmak tizere ¢ , Maclaurin
serisini gostersin. I1[¢,q]=0, q€[0,1] denklemler ailesine N[u]=0" 1n sifirinci derece

deformasyon denklemi denir. Eger q=1 ise bu denklem,

+00

=l = ) (3.2h)
k=0

olmak {izere baslangigta alinan N[u]=0 denklemine denktir. g=0 ‘ da ise denklemin

¢ozimi agiktir. Denklem (3.2i) serisine homotopi serisi Denklem (3.2)) serisine

N[u]=0" 1n homotopi seri ¢dziimii denir. vy’ larin olusturdugu denklemlere k.derece

deformasyon denklemleri denir.

Teorem (3.2.1) : f ve g homotopi parametresi q’ dan bagimsiz fonksiyonlar olsun,

+00 +o0
¢=Z u; g, "’:Z v ¢
=0 =0

homotopi serileri i¢in, D, (fo+gy)=fD,, (¢)+gD,, (y) 'dir.
Kanit: fve g fonksiyonlari q” dan bagimsiz ve Denklem (3.29g) ile tanimlanan D, lineer

operator oldugundan ,

Dy, (f0+gy) =Dy, ($)+Dyy (gy) =Dy, (¢) +8Dyy () saglanir
Teorem (3.2.2),
+o0 +o0
¢:Z uq, \V:Z v
i=0 =0
homotopi serileri icin m>0, n>0, >0 ve 0<k<m tam sayilar olmak {izere,

(@) Dy (9)=uy,
() Drn(6*¢)=Din (6

(©) D, @)= D Dy @)Dpi ()= ) D; W)Dyyi(9)
i=0 i=0
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(@) D, @)= D D @)Dy (W)= " D; (¢)Dyi (07
0 =0

saglanir.

Kanit:
(@) Taylor teoremine gore ¢’ nin Maclaurin serisinin tek bigiminde tanimlanan u,,

katsayilari,

1 0"0(q)
m! oqm

U= ile verilir. Denklem (3.2g) ile verilen

q=0

m(d))——'aad);q) . tanimindan D, (¢)=u,, bulunur.
=

(b) q“¢=¢ Z uiq ‘—Z Ui q 1+k—z U,k 9™ saglanir. (a) yardimiyla

m=k

D (65¢)=tn=Dpmi(¢) bulunur.

(c) Carpimin tiirevleri i¢in Leibnitz kuralina gore,

Mo N m! @A™y o m! 3y
- Zuil(m-i)! gt oq™i Zuil(m-i)! dqi og™

Denklem (3.29) tanimu ile,

_i 1 ' 1y
- il oq' 40 (m-i)! Gq

saglanir. Benzer bigimde,

1 6"(¢0y
oq™

Dm(d) )_E

) ZD ()P ()

Do(9W)= ) Di(W)Dyys($) saglanir
i=0

(d) ®=¢" ve y=y' yazilsin (c) ‘ye gore,
“+00 +o0

D (@) =D @)= ) D; (@)D, ()= ) D; (¢")Di(w)
=0 =0

saglanir. Benzer bigcimde,
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D, (¢"y")= Z D; (9D, (¢") saglanir.
Py

Teorem (3.2.3) L, g homotopi parametresinden bagimsiz lineer bir operatdr olsun:

+00

d):Z uy, € homotopi serisi icin D, (L) = L[Dy, ()] saglanur.
k=0

Kanit: L, q ¢ dan bagimsiz oldugundan,

0= L )lat
k=0

saglanir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin m. Mertebeden homotopi tiirevi alinip
Teorem (3.2.2)’nin (a) sikki kullanilarak D,,(L$)=L(u,,) elde edilir. Ayrica yine
Teorem (3.2.2)’in (a) sikkina gore L[D_(¢)]=L(uy,) olup D (L$)=L(D,(4))

denklemi elde edilir.

Teorem (3.2.4) : Asagidaki homotopi serisi igin m>1 tam say1 olmak iizere,

+00
o= Z u.q* asagidaki formiiller saglanr,
k=0

m-1
k
Dy(et)=es,  Dp(et)= ) (1-—) (D)
k=0

Kanit: Denklem (3.29g) tanimina gore asagidaki formiil saglanir,

¢
o _eh 2

Dy (e¢)=eu0 , P P

Carpimin tiirevi i¢in Leibnitz kuralina gore,

m-1
1 oMt 1 o™ ( ¢a¢) 1 Z 1 e 3™ ¢
m! 6q™ m!oq™! © oq _mk_o k!(m-1-k)! ogk ogqmk

B il:(m-k) 1okl 1 o™k
_mk:O m  |k! gk | [(m-k)! dgmk
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Yukaridaki esitlikte Denklem (3.29) tanimi kullanilarak ,

m-1
Dp,(e?)= kzo (1- g) Dy (?)Dy (9) elde edilir.

400

Teorem (3.2.5) ¢= Z u.q* homotopi serisi igin m>1 tam say1 olmak iizere

k=0
D, (sind)=sin(uy), Dy (cosd)=cos(uy)
m-1
Dsind)= Y (1) Dy cos)Dyy (9
k=0
m-1 K
Dp(c0s0)=- ) (1) Di(sind)Dps(9)
k=0

bagintilar1 saglanir.

Kanit: Denklem (3.29) tanimina gore ,

Dy (sind)=sin(u,), Dy(cosd)=cos(uy) saglanir. i=vV—1 yazilirsa Euler formiilii ve

Teorem (3.2.1) kullanilarak m>1 tam sayis1 igin,

D,,(sin)=D,, (e‘be ¢> li [Dm(ei¢)—Dm(e'i¢)] (3.21)

D,,(sing)=D,, (e¢+e ):% [Dm(ei¢)+Dm(e'i¢)] (3.21)

saglanir. Teorem (3.2.1) ve (3.2.5) kullanilarak,

Dy ()= S <1- %) Dy (€) Dy (i) =i§l: (1- %) Dy (e)Dpic (0)
k=0 k=0

bulunur. Benzer bi¢imde,

1

D)= Y. (1-2) D)D)

m-
k=0
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elde edilir. Yukaridaki iki esitlik Denklem (3.21) ve (3.2i)’lerinde denklemlerinde

yerine konarak Teorem (3.2.1) ve Euler formiilii kullanilarak,

m-1
1 k , .
Dy (sind)=3 > (1+—) Dy (@) [P(e) Dy ()]
k=0
m-1 Kk eid’ +e_i¢
- (1-5)Dm-k(¢>Dk< . )
k=0
m-1 k
=" (1) D @)Dy (cosh)
k=0

bulunur. Benzer bi¢imde,

m-1
P o
Dy (cos)=3 ) (1-=) D@ [Dy()-Di(¢)]
k=0

-1

=3 (1-5) pyiom, (ei“’;j'”’)

-1

=~ (1) Dy @)D (sing)

m

8

T
=

8

T
=)

bulunur.

Teorem (3.2.6) : Eger homotopi serileri ,
+o0

+00
o ud, v
i=0 ]

q€[0,a) bolgesinde ¢ =y esitligini saglarsa her m>0 tamsayisi ve bir a>0 reel sayisi
icin u,=v,, ve D, (¢)=D,,(v) dir.
Kanit: ¢ = ¢ oldugundan,

+o0
> vi0d=0
k=0
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saglanir. Yukaridaki esitlik her q€[0,a) noktasi i¢in saglanir <u,=v,,, m>0 olmak
tizere Teorem (3.1.2)’nin (a) sikkina gore D,,(¢)=D,,(y) © dir.

3.3. Deformasyon Denklemleri

Yardimer teorem (3.3.1) : q€[0,1] bir homotopi parametresi, u,,, X uzay, t zaman

degiskenin bir fonksiyonu olmak iizere,
+o0
0= G)a"
i=0
bir homotopi serisini, L, X ve t’ ye gore bir yardimei lineer operatoriinii, u, , bir

baslangi¢ ¢oziimiinii gostersin,

_{0 , m<I
1, m>1

(3.33)

olmak iizere Denklem (3.2g) ile tanimlanan D, operatorii i¢in, asagidaki ifade

saglanir,
D {(1-)L[$-uo 3=L upn (X0, 1 K1)

Kanit : L, q° dan bagimsiz bir lineer operatorii oldugundan,
(1-9)L[¢p-ug]=L[¢p—q¢p+upq—uy] saglanir. Teorem (3.2.1), (3.2.2) ve (3.2.3)’leri

kullamilarak,

Din{(1-Q)L[¢-uo]}=Din{L[$-q¢+upq-uol}
=L{D,,[¢-q¢+ueq-uo]}
=L[D,,(¢)-Din(q¢)+uoDpn(q)]

:L[um “Up-1 +uODm (q)]

elde edilir. Bu ifade m=1 iken L[u,] ye , m>1 iken L[uy-u,]’e esittir. x_ * in

Denklem (3.3.a)’i kullanarak D,,,{(1-q)L[¢-ug]}=L[uy-x, Um.1] bulunur.

Teorem (3.3.2) : q€[0,1] bir homotopi parametresi olmak tizere,
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+00
0= G)G"
i=0

homotopi serisi i¢in L bir yardimei lineer operatdrii, N bir lineer olmayan operatori,
uy(X,t) bir baslangi¢ ¢oziimiinii, h, q” dan bagimsiz yakinsaklik kontrol parametresini

ve H(X,t), q” dan bagimsiz bir yardime1 fonksiyonu gostersin,

(1-a)L[¢-up]=h H(X,)aN[¢] (3.3b)

ile tanimlanan sifirinci derece deformasyon denklemine karsi gelen m.derece

deformasyon denklemi (m>1), D, operatori, Denklem (3.2g), 1y, fonksiyonu

Denklem (3.1j) ile tanimlanmak {izere,

Lm0, um1 K0]=h HE,ODy (N[$]) (3.3¢)

ile verilir.
Kanit: Teorem (3.2.6)’1 kullanilarak,

D {(1-q)L[¢-uo]}=Dyn(qhH(X,ON[¢]) (3.3¢)
elde edilir. Denklem (3.2g) ¢ ye gore,

D {(1-)L[¢-up]}=L[up-x,  Um-1] (3.3d)
bulunur. Teorem (3.2.1) ve (3.2.2)’e gore,

Dy (qAH(X,ON[¢])= hH(X,0 Dy(N[$]) (3.3¢)

bulunur. Denklem (3.3d) ve (3.3e)’ yi Denklem (3.3¢)’ de yerine koyarak m.derece

deformasyon denklemine ulasilir,
L[ugm R0ttt K0 [FAHE O Dy (N[9]) -

Teorem (3.3.3) : g€[0,1] bir homotopi parametresi, oy bir sabit olmak {izere,

+00 “+00
0=y GO, v= oyt
i=0 k=1
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homotopi serilerini, L bir yardimer lineer operatorii, N bir lineer olmayan operatorii,
up (X,t) bir baslangi¢ ¢dziimiinii, H(X,t), @’ dan bagimsiz bir yardimc1 fonksiyonu

gostersin,
(1-LI$-ul= HED(Y, o ) N[9)] (3.3

ile tanimlanan sifirinci derece deformasyon denklemine karsi gelen m.derece

deformasyon denklemi (m>1), Dy operatérii Denklem (3.2g), x, . fonksiyonu Denklem

(3.3a) ile tanimlanmak tizere,

L{upn 07, Um1 ED]=HE, D) ; oD (N[0]) (3.39)

olur.

Kanit: Teorem (3.2.6) kullanilarak,

D {(1-@)L[p-up}=Dy(HE, D wN[$]) (3.38)

bulunur. Denklem (3.2a)’e gore,

Dy {(1-9)L[¢-upl}= L{up, U1 ] (3.3h)

saglanir. Teorem (3.2.1) ve (3.2.2)’leri kullanilarak,

D(HEOWNIOD=HED ) D (1Dps=HED )t Do (N[0D
k=0 k=0

ay =0 oldugundan,

Dy (HE,DWN[$])= H(X,1) kz_; o Din i (N[9]) (3.31)

bulunur. Denklem (3.3h) ve (3.31), Denklem (3.3g) © de yerine konulur. Sifirinci
derece deformasyon denklemi olan Denklem (3.3b), a,=h ve k>1 igin 05 =0 oldugu

durumda Denklem (3.3f) sifirinci derece deformasyon denkleminin bir 6zel halidir.
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Teorem (3.3.4) :. q€[0,1] bir homotopi parametresi, B, (X,t) , sifira esit veya en az bir

K igin B, (X,t)=0 olan sifirdan farkli bir fonksiyon olmak iizere,

+o0 ~+o0
0= un GOA" , v= ) B GO
m=0 k=1

homotopi serileri, L bir yardimci lineer operator, N lineer olmayan operator,

uy=(X,t) bir baslangi¢ ¢dziimii olsunlar,

10

(1-q)L[¢-uo]= Z B X.DG*N[¢] (3.3i)

ile tanimlanan sifirinct derece deformasyon denklemine karsi gelen m.derece

deformasyon denklemi (m=>1), Dy operatdrii Denklem (3.29), x,, fonksiyonu Denklem

(3.2)) ile tanimlanmak iizere,

L{um R0, U1 (it)]% B, K,ODy,.1 (N[0]) (3.3))

ile verilir. Kanit: Teorem 3.2.6 kullanilarak,

Dy, {(1-q)L[¢-uo}=Dn(wN[¢]) (3.3k)

bulunur. Denklem (3.2a)’e gore,

Dy {(1-9)L[¢-upl}= L{up, U1 ] (3.31)

saglanir. Teorem 3.2.1 ve 3.2.2 kullanilarak,

D (WNIOD= ) Dy (1)Dpsc NIOD= > B, G0 Dy (IO
k=0 k=0

bulunur. B, (X,t)=0 oldugundan,
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10

D (UN[OD= ). B, (R)Dp (N0]) (3.3m)

k=1

elde edilir. Denklem (3.3I) ve (3.3m)’leri, Denklem (3.3k)’inde yerine konularak
istenen elde edilir. Sifirmci derece deformasyon denklemi olan Denklem (3.3f), k>1
icin B, (X,)= 0y (X,t) oldugu durumda Denklem (3.3i) sifirinc1 derece deformasyon

denkleminin bir 6zel halidir.

Teorem (3.3.5) : q€[0,1] bir homotopi parametresi, B, (X,t) sifira esit veya en az bir k

igin B, (X,t)=0 olan sifirdan farkli bir fonksiyon olmak iizere,

+o0 +00
0= U GOQ™ L =Y B RO
m=0 k=1
homotopi serileri, L bir yardimci lineer operatér, N bir linecer olmayan operator,

up=(X,t) bir baslangic ¢oziimii olsunlar. A[d,X,t] ve qnun, g=0 ve g=1 iken

A[$,X,t,q]=0 ¢ saglayan bir fonksiyonu olsun. Sifirinci derece deformasyon denklemi,
(1-9L[$-up]=(). B, X.0Dq") N[o]+A[¢.X,t,q] (3.3n)
k=1

ile tanimlanir. Buna kars1 gelen m.derece deformasyon denklemi (m>1), Dy operatérii

Denklem (3.29), x,, fonksiyonu Denklem (3.2)) ile tanimlanmak iizere,

L=), B0 D (NIOD +Din( A9 1) (3.30)
ile verilir.

Kanit: Teorem 3.2.6 ve 3.2.1’leri kullanilarak,

D {(1-Q)L[¢-u}=Dy(WN[$]) +Dy(A[$.X,1,q]) (3.36)

Denklem (3.2a)’ne gore,

D {(1-QL[¢-upl}=L[upnx, tm-1] (3.3p)
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Teorem 3.2.1 ve 3.2.2’1eri kullanilarak,

Do (WNIOD= )" Dy )Dyic (NBD= > B, G, D (NIGD)
k=0 k=0
bulunur. B,(X,H)=0 oldugundan,

Do (WN[OD=Y" B, (F:ODy (N[0]) (3.3)

olur. Denklem (3.3p) ve (3.3r)’leri, Denklem (3.36)” de yerine konularak kanit biter.
A sifirinci derece deformasyon denklemi olan Denklem (3.3i), A[¢,X,t,q]=0 oldugu

durumda Denklem (3.3n) sifirinci derece deformasyon denkleminin bir 6zel halidir.

Teorem (3.3.6) : q€[0,1] bir homotopi parametresi olmak iizere,
+o0

0=t GOG"
m=0

L bir yardimci lineer operator, bir lineer olmayan operatér, uy=(X,t) bir baslangig
¢oziimii olsunlar. y(X,t)#0 bir fonksiyon olmak iizere; B[¢,X,t,q], ¢, X, t ve q ‘nun g=0
iken  B[$.X,t,q]=0, g=1iken B[¢.X,t,q]=y(X,)N[¢] denklemini saglayan bir

fonksiyonu olsun,

(1 'Q)L [¢‘uo]: B [q)’)_()’t’q] (335)

ile tanimlanan sifirinc1 deformasyon denklemine karsi gelen m.derece deformasyon

denklemi (m>1), Dy operatdrii Denklem (3.2g), .. fonksiyonu Denklem (3.2.13) ile

tanimlanmak tizere,
L[t Z,0 %yt 1 KD ]= D (B[0.X,1,q]) (3.35)
ile verilir.

Kanit: Teorm (3.2.6) kullanilarak,
Dm{(l'q)L[d)'uO]}:Dm(B [d)e)_()eteq]) (33t)
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elde edilir. Denklem (3.2a)’e gore,
Dm{(l'q)L[(I)'uO]}:L[um'Xmum-l] (33U)
saglanir. Denklem (3.3t) ve (3.3u) ‘ dan kanit biter.

A Sifirinci derece deformasyon denklemi olan Denklem (3.3b), (3.3f), (3.3i) ve
(3.3n)’leri, sifirinct derece deformasyon denklemi olan Denklem (3.3s) ‘nin 6zel
halidir. Cogu zaman homotopi seri ¢ozlimiinii elde etmek i¢in Denklem (3.3s) sifirinci
derece deformasyon denklemi kullanilir. Eger yardimci lineer operatorii L, yardimci
fonksiyon H=(X,t) ve yakinsak parametresi h uygun olarak secilirse istenen ¢oziime
ulasilir. Bir lineer olmayan N[u]=0 denkleminin yiiksek derece deformasyon
denklemlerlini elde etmek igin D (N[¢]) terimleri hesaplanmalidir. Sifirinci

deformasyon denklemi olan Denklem (3.3b) ,

oL
~hH=(X.0)

olmak tlizere,

(1-q)L[¢-uo]= aN[9] (3.30)
denklemiyle tekrar yazilirsa L bir yardimet lineer operatérii gibi diisiiniilebilir.

Bu durumda yardimci lineer operatoriin se¢imi i¢in ilk dnce bir temel lineer operator
secilir, sonra yardimci fonksiyon belirlenir ve son olarak yakinsaklik kontrol

parametresi h homotopi seri ¢dziimii yakinsak olacak bi¢cimde belirlenir. Sifirmct

derece deformasyon denklemleri Denklem (3.3f), (3.3i), (3.3n) ve (3.3s)’leri, h

yakinsaklik kontrol parametresi kavramini genellestirerek elde edilir. ?F{al J0p, Oy }
vektorii tanimlansin. Denklem (3.3f) denklemindeki @ vektorii, Denklem (3.3.2)

denklemindeki A hyakinsaklik kontrol parametresinin bir genellestirilmesidir. Benzer
sekilde Denklem (3.3i) ve (3.3n)’lerindeki E:{El(i,t),ﬁz(i’,t),ﬁ3(i,t),....} vektorii
Denklem (3.3f) denklemindeki yakinsaklik kontrol vektorii & nin  bir

genellestirilmesidir. o ve E vektorlerinin uygun se¢imiyle homotopi seri ¢ézliimiiniin

yakinsakligi garanti edilebilir. Liao, sifirinct derece deformasyon denklemi olan
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Denklem (3.3b) i¢in h egrilerini ¢izerek homotopi serisinin yakinsaklik bolgesine
uygun bir h degeri ile belirlemeyi 6nermistir. Denklem (3.3b), (3.3f), (3.3i), (3.3n) ve
(3.3s)’leri gibi farkl: tipte sifirinci derece deformasyon denklemleri, homotopi analiz
metodunun uygulanmasinda esneklik saglarlar. Bunun yaninda her tipte sifirinci
derece deformasyon denklemi i¢in yardimci lineer operator L “ yi segme serbestligi
vardir. Hatta L nin mertebesi, orijinal lineer denkleminkinden farkl1 olabilir [58].
Ikinci mertebeden sonsuz sayida lineer kismi diferansiyel denklem, sonsuz sayida
lineer adi diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Degisken katsayili bir lineer
olmayan diferansiyel denklem, sabit sayili sonsuz sayida lineer diferansiyel denkleme
dontistiiriilebilir. Bu tip serbestlik ve esneklik, verilen bir lineer olmayan problemin,

istenen ¢ozlimiinii daha kolay yoldan bulma imkanini saglar.

Eger bir lineer olmayan denklemin en az bir ¢oziimii varsa yakinsak homotopi seri
¢oziimii elde etmek i¢in sifirinct derece deformasyon denklemi her zaman
olusturulabilir. Bu calismada homotopi pertiirbasyon metodu ile karsilagtirmay1
yapabilmek i¢in homotopi analiz metodu ile ¢6ziim bulurken olusturulan Denklem
(3.3b) tipindeki sifirinci derece deformasyon denklemine gore homotopi analiz

metodunun genel lineer olmayan problemler i¢in bir sistematik tanimi verilmistir.
3.4. Sifirinci Derece Deformasyon Denklemi

Genel bigimde N bir lineer olmayan operator, X uzay t zaman degiskenleri, u(X,t) bu

degiskenlere bagh bir fonksiyon olmak tizere,
N[u(X,t)]=0 (3.4a)

lineer olmayan (lineer) bir denklem g6z 6niine alinsin. , uy=(X,t), u=(X,t) tam ¢6éziimiin
bir baglangi¢ yaklasimi, A # 0 bir yakinsaklik kontrol parametresi, H(X,t)#0 bir

yardimci fonksiyon ve L asagidaki 6zelligi saglayan bir yardimer lineer operator,
f(X,t)=0 iken L[f(X,t)]=0 (3.4b)

olsunlar. g€[0,1] homotopi (gomme) parametresi kullanilarak,
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H[¢ X, t;q);u0(X,0), HEX,),h,q] =
=(1-{L[¢(X,t;q)-uo(X,D]}-qAHE,HN[0(X,t;q) ] (3.4c)

homotopisi kurulabilir. Yakisaklik kontrol parametresi h ve yardimci fonksiyon
H(X,t), homotopi analiz metodunda onemli rol oynarlar. Metot u,(X,t) baslangic
yaklasimini, L yardimci lineer operatoriinii, yakinsaklik kontrol parametresi h’ yi ve
H(X,t) yardimc1 fonksiyonunu segme serbestligi tanir. Denklem (3.4c) homotopisi 0°a

esitlenerek, H[¢(X,t;q);uo (X,t),H(X,t),h,q]=0, sifirinc1 derece deformasyon denklemi,

(1-{L[¢X,t:q)-uo X,D J=qhHE,ON[$(X, ;)] (3.4¢)

elde edilir. Denklemin ¢oziimii ¢(X,t;q), sadece uy(X,t), L, H(X,t) ve h‘ya bagh degil
ayni zamanda q€[0,1] * ya da baghdir. g=0 iken Denklem (3.4¢) sifirinct derece

deformasyon denklemi,

L[6(X,t;0)-uy(X,0)]=0 (3.4d)
denklemine doniisiir. Denklem (3.4b) 6zelligi kullanilarak,

$(X,t,0)=uy(X,t) (3.4e)

bulunur. g=1 iken A0 ve H(X,t)#0 oldugundan sifirinci derece deformasyon denklemi
olan Denklem (3.4e),

N[o(X,t;1)]=0 (3.4f)

denklemine kars1 gelir. Bu denklemin ilk basta alinan Denklem (3.4a)’in aynisidir.
Buradan,

dE D=uX,D (3.49)

denklemi saglanir. Denklem (3.4e) ve (3.4Q)’lerine gore, homotopi parametresi (,
0’dan 1’ e artarken ¢(X,t;q), uy(X,t) baslangi¢ yaklasimindan Denklem (3.4a) nin tam
¢oziimii olan u(X,t)’ ye siirekli olarak degisir. (veya deforme olur). Bu tip siirekli

degisime homotopide deformasyon denir. Denklem (3.4¢) denklemine sifirinci derece
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deformasyon denklemi denmesinin nedeni budur. m. derece deformasyon denkleminin

tiirevleri,
1 ﬁmg(x, t,q)
m!  oq 0o
up ](X,t):(X,t):é—m (3.4g)
q _
q=0
ile tanimlanir. Taylor teoremi ile ¢(X,t;q) , q’nun kuvvet serisine agilabilir,
PR L= OE L0+ Y L g (3.4h)
m=1 '
Buradan,
[m] r— m o
L MR 1 MR
U (X,t)— m! - E aqm _Dm (¢) (3 41)

q=0
bulunur. Denklem (3.4e)’i kullanilarak Denklem (3.4h) ¢(X,t;q)’ nin kuvvet serisi,

+o0

dX,,q)=uy ()_i,t)+z u, X,Hg™ (3.41)
m=1

elde edilir. L lineer yardimci operatérii uy (X,t) baslangi¢ ¢6ziimii, h # 0 yakinsaklik

kontrol parametresi ve H(X,t), yardimci fonksiyonu, asagidaki dzellikleri saglayacak

sekilde segilir:

1. Her q € [0,1] i¢in ¢(X,t;q), Denklem (3.4e)’i sifirmmci derece deformasyon

denkleminin ¢éziimiidiir.

2. m=1.2.3,....i¢in deformasyon tiirevi u([)m] (X,t) mevcuttur.

3. 0(X,t;q) ¢ nun kuvvet serisi Denklem (3.4i) ¢ = 1 ¢ de yakinsaktir.

Denklem (3.49) ve (3.4i)’lerinden ¢6ziim serisi,

+o0

uE.0)=u, Z0+ Z . R0 (3.4)

m=1
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bulunur. Bu ifade tam ¢oziim u(X,t) ve u, (X,t) arasinda yiiksek derece deformasyon

denklemleri ile belirlenen u,, (X,t) terimleri yardimiyla bir iliski kurar.
3.5. Yiiksek Derece Deformasyon Denklemi

u,={uy X,t),u; X)), uy X,0),...u, (X,;t)} vektorii tammlansin. Denklem (3.41)
tanimina gore u,, (X,t) ¢ nin denklemi, sifirinc1 derece deformasyon denklemi olan
Denklem (3.4¢)’ den tiiretilebilir. y,_ fonksiyonu Denklem (3.3a) ile tanimlanmak

uzere,

L [um X,D-x, U1 KD ] =AHX,DR (U1 ,Xit) (3.58)

1 0™IN[E
Ry (U1 X0)= —M (3.5b)
m! oqm-1
q=0
m. derece deformasyon denklemi elde edilir.Denklem (3.2b) tanimindan,
Rm(ﬁm-l ,X_);t):Dm-l(N[d)D (35C)
denklemi bulunur. Denklem (3.5c)’i, Denklem (3.5b)’inde yerine konularak,
L [um (i,t) 'Xmum-l ()_Z:t)]:hH ()_Z:t) Dm-l (N [¢] (3 59)
denklemi bulunur. Denklem (3.4i)’i, Denklem (3.4l)’inde yerine konularak,
m-1 +o0
R @ )-—m—12 N Zu @DOq (3.5d)
m\Ym-1 »&» (m_1)| aqm_l s n ,t)q .
bulunur. Bu da Denklem (3.2g) tanimina gore,
+00
Rm(ﬁm-l ;X_Et):Dm-l <N z Uy (iO]) = Dm-l(N[u]) (356)
n=0

denklemini verir. Denklem (3.5¢) lineer deformasyon denklemi birbiri ardinca

coziilerek u; (Xt), uy (X,t), elde edilir. u (X,t) ¢ nin m.yaklagimu,
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+00

u (i,t)zz u &) (3.50)

k=0

ile verilir. Bir serinin yakinsakligi 6nemlidir. Homotopi analiz metodu ile verilen
Denklem (3.2)) ¢6ziim serisinin, yakinsaklik oldugu siirece ele alinan lineer olmayan

¢Ozlimii oldugu kanitlanabilir.

Teorem (3.5.1) :

+00

u(X,H)=uy X,0)+ Z u,, X,

m=1

serisi yakinsak ise Denklem (3.2]) denkleminin bir ¢oziimiidiir [66].

Kanit: Eger seri yakinsak ise,
+00
S

m=0

Yazilabilir. Ayrica seri yakinsak oldugundan lim u, =0 saglanir. Denklem (3.5a)’i

kullanilarak,

DHG.O ) Rl (RO1=1im > Lfun (R, %, 0 Go0)
m=1 m=1

+o0

L { lim Z L[t R, Uy G)]

m=1
L | lim u,, (z,t)|
n—oo

=0
h#0, H(X,t)#0 oldugundan,

+o0
Z Rm [ﬁm—l (Zt)] =0
m=1

bulunur. u(X,t), Denklem (3.4a) denkleminin ¢oziimiidiir. [75]
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4. IKINCi MERTEBEDEN BULANIK DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
HAM ile COZUMU

HAM’1n g¢esitli diferansiyel denklemlere uygulanmasi [67-72] ¢ de verilmektedir.

q€[0,1] gbmme parametresi olsun. Homotopi Analiz Metodu x(t, a)—>(_p(t, a;q) ve

x(ta) > (t,0;q) siirekli doniisiimii ile dyle kiq, 0 dan 1°eve o(ta;q), ot e;q)

baslangi¢ yaklasimindan gercek ¢oziime degisir. Buna gore lineer olmayan operatorler

asagidaki gibi tanimlansin:

N, [o(t,0:q)]= %[Q(LOL;Q)]— F[t’(_P(t'OGQ)v 9'(t,a;Q)]

2

N, ot a:q)]= 3? ot as)]- F(t,g(t, wa)o (t a;Q)j

h; #0 ve Hi(t) #0,1=1,2, sirasiyla yardimc1 parametre ve yardimei fonksiyonlari

gostersinler.  gomme parametresini kullanarak asagidaki sifirinct mertebe

deformasyon denklemlerinin bir sinifin1 olusturabiliriz.

(1_ Q)thp(t, a, q)_ ﬁ(t a; Q)J: qh1H1(t)N1l9(t’ a, q)J (4.1)

(1_ Q)Lz [(_P(t’ a, q)_x_o(t’ a; Q)] = qthz(t)Nz [(P(t’ a; q)] (4.2)

burada baslangig sartlan soyledir: p(t,03q) = X, (t,) ve o(t,0;q)=X,(t ), dyle ki;
Xo(t o) ve Xt o) sirastyla x(t,) ve X(t, o)’ nin baslangie yaklasimlaridir, g =0
oldugu zaman, ¢iinkii X,(t, ) ve X,(t, o), Bolim 2°deki Sistem (1,1)’deki baslangi
sartlarmi sagladigindan dolayr @(t,:0)=X,(ta) ve o(t0:0)=X,(t ) olur. Aym

zamanda =1 iken h; #0 ve Hi(t);tO,izl,Z, oldugu i¢in sifirmeci mertebe

deformasyon denklemleri olan Denklem (4.1) ve (4.2)’leri, Q(t, a;l): g(t, a) ve
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o(t.os1)=x(t,«) ifadelerini verir. Taylor teoreminden o(t,0;q) ve ot 0;q)

asagidaki sekilde q gomme parametresinin kuvvet serisine agilirsa

(taq = ta ZX (t,a)g™ (4.3)
olt, 059) = Xo(t, )+ D%, (t,a)g" (4.4)
m=1
elde edilir. Burada X,(t, a):iw ve X, (t o) 1 " o(t,q)
— ml g™ — m!  oq" .
q=0 q=0
Buna gore q =1 iken seriler,
x(t,0) = X (to)+ > X, (t,a) (4.5)
m=1
(t o +§:Xm t (x (4.6)
seklinde olur. HAM’ in m.mertebe deformasyon denklemleri,
L, (60, s LoD |hE OR, (5, (600 Tt () @)
Lo R (60, R (L) [ (ORT (£, (60) s (0 (4.8)
ve buradan
m-1 - !
_ - d2 1 a F(t,([)(t,a,q),9 (t’aaq))‘
Rgm(gml(t,a),xm_l(t,a)J ~ < Xalta)- D o
g—0

Rxm( L(ta), xmfl(t,a)) X (t, 0} e 1)|am e ‘P(ta:m‘i) olt.a:0))

‘q—)O

d? . . d?

Basitlik igin Hi(t), h;=h ve L:W,I =1,2. segilir. O zaman ? nin sag tersi
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tt
[ [ Otreedtolur. Boylece m =1 igin Denklem (4.7) ve (4.8)leri

th o

§m(t,a)=xm§m_l (t,0)+h j. Jt- RX,, (gml (r, (1), ;m—l (t, a))dr dt (4.9)

to to

Xm(t, &) = 1, Xma(t, a)+h” Rim(gm_l(r, o), xm1(t, (x))dr dt (4.10)

thto

seklinde olur. Xo(t,a)=x(t;,a)=x"(a) ve X,(t )= x(t;,a)=x""(ct) ifadelerini
)_((t, (1) ve i(t, a) baslangi¢ yaklasimlari olarak segersek o zaman iterasyon formiilleri

olan Denklem (4.9) ve (4.10)’leri kullanarak X; (t a) ve x.(t a) =1,2,...,n ifadeleri
k-1 k-1

hesaplanabilir. Sonug olarak, k. terim serileri, y, =>" x.(ta)ve y_ = Xu(t,a)
m=0 m=0

ile Boliim 2°deki Sistem (1,1)’nin )_((t,a) ve i(t, (x) ¢ozlimlerine yaklasilabilir.

4.1. Teorem

AcCR, ||||OO normu ile donatilmis bir Banach uzay1 ve Denklem (4.5) ve (4.6) ‘ nin

xk(r, (x) dizisinin h’m 6nceden belirli bir degeri i¢in tanimli oldugunu farz edelim.
Ayrica Xo(r,a)baslanglg yaklagiminin X(r,(x)gézﬁm kiiresi i¢inde kaldigini farz
edelim. y € R sabit alindiginda,

(i) Tim k’ lar igin ||Xk+1(r,0t)|| < Y”Xk(r,a)ﬂ, olacak sekilde baz1 y € [O,l]varsa 0 zaman

X, (r,a)p* mutlak olarak

M

seri ¢0ziimil, r tanim kiimesi tizerinde p =1iken X(r, P, oc) =

=~
i

0
X(r, p, a) = i Xy (r, a)’ ya yakinsar.
k=0
(if) Tim k’lar i¢in ||xk+1(r,a)|| < y”Xk(r, a}|, olacak sekilde baz1 y >1varsa o zaman seri

¢oziimil, r tanim kiimesi iizerindep =1iken x(r,p,a =Zxk r,o)p* mutlak olarak
k=0

X, (r) a wraksar [74].

s

X(r.p.a)=

=~
I

0
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5. NUMERIK ORNEKLER

Bu boliim de 6nerilen metodun etkinligini gostermek i¢in,

X"(t,0) = —4x(t,a)
x(0,0)=(a—1,1-a)

x'(o,a):@(a_l),i(l_a)j

2

bulanik baslangi¢ deger problemi genellestirilmis Hukuhara tiirevi kullanilarak [67-
72] hesaplanmaktadir.
Sistem (1,1),

X_:"(t, a)=—4x(t,0)

x (t,a)=—4x(t,a)
x(0,0)=a-1,x(0,a)=1-a

X(0,0)=~(a-1)x (0.0)= ~(1-a)
Bu sistemin gercek ¢6ziimii [68],
x(t,a) = %(a —1)(3e‘2t + 5e2t)

;(t, a) = %(1_ Ot)(3e_2t " 5e2t)

seklindedir. Homotopi Analiz Metodu ile Sistem (1,1)’i ¢6zmek igin Oncelikle

asagidaki gibi baslangi¢ yaklagimi segilir [76],

t .., t

(a—1) 1+—=+2t* +—
2 3

3

(1-o 1ot b
2 3

O zaman iterasyon formiilleri olan Denklem (4.9) ve (4.10)’lere gore bulanik baslangi¢

Xo(t’a)

Xo(t.t)

deger probleminin Homotopi Analiz Metodu ile seri ¢6ziimi,

34



Wy (6 0) = Xo(t @)+, (6 @) iy, (8 ) = Xo (t @)+ X, (6 o) + X, (t )

seklindedir.

W, () = Xo(t.0)= X{to, )

Wio (t’ (X) -
olsun. Denklem (4.9) ve (4.10)’leri kullanilarak ,

3

v, (o) x(t o) =

v, (ta)=x(t )|

v, (Lo)-x(ta) <y,
elde edilir. t €[0,1] ve a=0 igin,
h(2t4+1t5+4t6+2t7j
3 15 45 315
(_1_t_2t2_1t3+1(3e—2t+5e2t)j
2 3 8

+

<y, <1

v, (o) - x(t o)<,

t oo t 2t
(a-11-a)l+-+2t°+——"e
2 3 8

_§e2tj
8

v, (t o) x(t aj‘ veyine te[0,1] ve a=0 icin

<vy,<1

7Y [ U CERE R U
315 45 15 3
_ 1 h2t4(2t7+44t6+55t5+990t4—990t3—13860t2—10395t—103950)
1, \ 155925
- t 1, 1
—1———2t2—ft3+7(3e’2‘+5e2‘)
2 3 8
olur.
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Tablo 5.1. h = —1 iken 2-terimli HAM yaklasik ¢6ziimii ve t=1 iken
gergek ¢oziim

a (Xerarts Xt (Xyga Xt ) (1=-1)
0 (-4,6689 46689 ) | (-4,6689 4,6689 )
0,2 (-3,7351 3,7351) (-3,7351 3,7351)
0.4 (-2,8013 2,8013) (-2,8013 2,8013)
0,6 (-1,8676 1,8676) (-1,8676 1,8676)
0.8 (-0,0338 0,9338) (-0,9338 0,9338)
1 (0,0000 0,0000) (0,0000 0,0000)

Tablo 5.2. y, ve v, degerleri

h=-1,02 h=-1 h=-0,99 h=-0,91
Y, 0,0569 0,0110 0,0394 0,2910
v, 0,0010 | 0,000012 0,000492 0,026784

Tablo 5.1° de gergek degerler ile O ’nin farkli degerleri i¢in h = —1 iken 2-terimli
HAM yaklasik ¢oziimii gosterilmektedir. Tablo 5.2.’de 0.=0 ve h’in farkl1 degerleri
icin vy, ve vy, farkli degerleri hesaplanmaktadir. HAM “ m Sistem (1,1)’1 i¢in kesin

¢ozlime yakin ¢ozlim verdigi goriilmektedir. Ayn1 zamanda h’ nin optimal degeri igin
kesin ¢oziime ¢ok yakin degerlerin elde edilecegi goriilebilir.
Sistem (2,2),

X"(t,a) = —4x(t,a)

x (t,a)=—4x(t,a)
x(0,a)=a-1,x(0,a)=1-0

X(0.6)=2(1-a)x (0.0)=Z(a-1)
2 2
Bu sistemin gergek ¢oziimii [68],

x(t,a)= %(a —~1)5e % +3¢%)

;(t, a) = %(1_ 0L)(5e—2t " 3e2t)
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seklindedir. Homotopi Analiz Metodu ile Sistem (2,2)’yi ¢6zmek igin Oncelikle
asagidaki gibi baglangic yaklagimi segilir [76],

X,(t,a)=(a—-1 1—£+2t2—£
220 2 3
xa(ta)=-af1-Ltear-L
0 2 3

O zaman iterasyon formiilleri olan Denklem (4.9) ve (4.10)’lere gore bulanik baslangi¢

deger probleminin Homotopi Analiz Metodu ile seri ¢6ziimii ,

v (00)=x,(t 0) %, (0 )

Wy, (t’ 0‘) = Zo(tv a)"' ﬁ(t’ ‘1)"' Zz(t’ 0‘)

elde edilir.
Yy, (t’ 0L) =X (t’ OL) = X(to’ a)
V5, (t, (1) = Xo (t, a) = Q(to, (x)

olsun. Denklem (4.9) ve (4.10)’leri kullanilarak ,

Wy, (t, a)— X(t, oq‘ = 3 3

3
(a—l,l—a 1—£+2t2 —t——§e’2t _§e2‘
2 3

W, (t @) = x(t o < vy, (t @) = x(t o

elde edilir. t €[0,1] ve 0= 0 igin ,

Wl tesde_2¢
3 15 45 315

INPRLSIPYIE S +1(5e‘2t +3e2t)
2 3 8

+

<y, <1

Uy, (t,a)-x(t, a)” <YWy, (t,a)—x(t, (xj‘ veyine te [0,1] ve a=0 i¢in,
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o LAt 2y
315 45 15 3

Kt
+
1.\ 155925

(2t — 44t° +55t° —990t* — 990t + 13860t —10395t + 103950)

=7,
ISP S +1(5e‘2t +3e2‘)
2 3 8

olur.

Tablo 5.3. h=-1 iken 2-terimli HAM yaklagik ¢6ziimii ve t=1iken
gercek ¢Ooziim

o (X Xt (X + Xt ) (1=-1)

0 (-2,.8555 2,8555) (-2,.8555 2,8555)
0.2 (-2,2844 2,2844) (-2,2844 2,2844)
0.4 (17133 1,7133) (17133 1,7133)
0,6 (11422 11422) (11422 11422)
0.8 (05711 0,5711) (05711 0,5711)
1 (0,0000 0,0000) (0,0000 0,0000)

Tablo 5.4. y; ve y, degerleri

h=-1,02 h=-1 h=-0,99 h=-091
i 0,0565 0,0119 0,0400 0,2915
¥, 0,001037 | 0,000014 0,000508 0,026876

Tablo 5.3 de gergek degerler ile o ’nin farkli degerleri igin h=-1 iken 2-terimli HAM
yaklagik ¢oziimii gosterilmektedir. Tablo 5.4.’de & =0 ve h’in farkli degerleri igin 7,
ve v, farkli degerleri hesaplanmaktadir. HAM ° 1n Sistem (2,2)’1 i¢in kesin ¢oziime

yakin ¢6ziim verdigi goriilmektedir. Ayn1 zamanda h’ nin optimal degeri i¢in kesin

¢oziime ¢ok yakin degerlerin elde edilecegi goriilebilir.
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Sistem (1,2),

X'(t ) = —4x(t,a)

X (t,a)= —4§(t,a)
x(0,a)=a-1,x(0,0)=1-a

X(0,0)=2 (-1 X (0,)= 2 (1-0)

Bu sistemin gercek ¢6ziimii [68],

x(t.a)

(a —1)(cos(Zt) + %sin (2t)j
X(t,a)= (1 a)(cos(2t)+%sin(2t)}

seklindedir. Homotopi Analiz Metodu ile Sistem (1,2)’i ¢6zmek igin Oncelikle
asagidaki gibi baslangic yaklagimi segilir [76],

(a—l)(1+%j
(- (1)(1+%j

O zaman iterasyon formiilleri olan Denklem (4.9) ve (4.10)’lerine gore bulanik

Xo (t,a)

Xo(t,(l)

baslangi¢ deger probleminin Homotopi Analiz Metodu ile seri ¢6ziimii ,
¥y, (b )= Xo(t o)+ x,(t )

Wi (t0) = Xo (1) + X, (£ @) + X, (t, @)

elde edilir.
Wy, (L0) = Xo(t ) = X(to, @)
Vs, (t, (x) = Xo (t a) = g(t0 (x)

olsun. Denklem (4.9) ve (4.10)’leri kullanilarak
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Wy, (t,(x)— X(t,aX‘ =

(a-1,1- a)(1+ % - cos(2t)—%sin(2t)]”

Vi (ta)—x(t, aX‘ elde edilir. t € [0,1] ve 0.=0 icin

v (ta)-x(t o) <y,

— 2ht? —Eﬁ
3

+ <y, <1

-1- ; +cos(2t) + Lllsin(Zt)

veyine te[0,1] ve o =0 i¢in

2 245
—2ht? —ﬁﬁ — 2ht? —Et3—2h2t2 —h—t3—ih2t4 e
3 3 3 12 15

+ <v,

-1- ; +cos(2t)+ Lllsin(Zt)

olur.

Tablo 5.5. h=-0,91 iken 2-terimli HAM yaklasik ¢6ziimii ve t=1iken
gergek coziim

(1 (Xeyacts Xerac) (X Xt ) (1=-0,91)
0 | (w0,1888 0,1888) (02072 0,2072)
02 | (-0,1511 0,1511) (-0.1657 0,1657)
04 | (-0,1133 0,1133) (01243 0,1243)
06 | (-0,0756 0,0756) (-0,0829 0,0829)
08 | (0,078 0,0378) (00414 0,0414)
1 | (0,0000 0,0000) (0,0000  0,0000)

Tablo 5.6. y,vey, degerleri

h=-1,02 h=-1 h=-0,99 h=-0,91
Y, 0,6474 0,5868 0,5576 0,3717
v, 0,0934 0,0666 0,0544 0,0275

Tablo 5.5 de gergek degerler ile O ’nin farkli degerleri i¢in h=-0,91liken 2-terimli
HAM yaklasik ¢oziimii gosterilmektedir. Tablo 5.6°de a =0 ve h’m farkli degerleri
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icin vy, ve y, farkli degerleri hesaplanmaktadir. HAM ¢ 1 Sistem (1,2)’1 i¢in kesin

¢Ozlime yakin ¢6ziim verdigi goriilmektedir. Ayni1 zamanda h’ nin optimal degeri i¢in
kesin ¢oziime ¢ok yakin degerlerin elde edilecegi goriilebilir.
Sistem (2,1),

X'(t, ) = —4x(t,a)

X (t,a)= —4§(t,a)
x(0,a)=a-1,x(0,0)=1-a

X(0,0)= 2 (-0} X (0,)= 2 (a-1)

Bu sistemin gergek ¢6ziimii [68],

X(t,0) = (o —1)(005(2t)— %sin(zt)j
X(ta)=(1- a)(cos(Zt)—%sin(m))

seklindedir. Homotopi Analiz Metodu ile Sistem (2,1)’i ¢6zmek igin Oncelikle
asagidaki gibi baslangic yaklagimi segilir [76],

(a—l)(l+%j
(- (x)(l+%j

O zaman iterasyon formiilleri olan Denklem (4.9) ve (4.10)’lerine gére bulanik

Xo (t,(l)

Xo(t)

baslangi¢ deger probleminin Homotopi Analiz Metodu ile seri ¢6ziimii ,

Wy, (t ) = Xo(t )+ x,(t )
Wy, (8 0) = Xo(t o)+ %, (t 0) + %, (t )
elde edilir.

Wy, (o) = Xo(t ) = X(to, ),

V5, (t, a) = Xo (t, (x) = X(t0 , (x)

olsun. Denklem (4.9) ve (4.10)’leri kullanilarak
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v, (to)—x(t )| =

(a—l,l—a)(1+%—cos(2t)—%sin(2t))”

W (t )= x(t )| < v, (t o) - x(t )]

elde edilir. t €[0,1] ve a=0 igin,

— 2ht? _hit3
3

—1—; + Lllsin(Zt)+ cos(2t)

—+

<y, <1

v, (ta)=x(t o) < voly,, (o) - x(t )

ve yine te[O,l] veo =0 i¢in,

2 245
— 2ht? +Zt3 — 2Hht? +Zt3 — 2h°t? +Zt3 —182h2t4 +hl;
—1+_ +cos(2t)- " sin(2t)
2 4
olur.

Tablo 5.7. h=-0,91 iken 2-terimli HAM yaklasik ¢ozliimii ve t=1iken
gergek coziim

a (Xexact’ Xexact) (XHAM y XHAM ) (h=-0,91)
0 | (-0,6435 0,6435) (-0,6563 0,6563)
0.2 | (-0,5148 0,5148) (-0,5250 0,5250)
04 | (-0,3861 0,3861) (-0,3938 0,3938)
0,6 | (-0,2574 0,2574) (:0,2625 0,2625)
0,8 | (-0,1287 0,1287) (-0,1313 0,1313)
1 | (0,00000 0,0000) (0,00000 0,0000)

Tablo 5.8. y, ve v, degerleri

h=-1,02 h=-1 h=-0,99 h=-0,91
Y, 0,7453 0,6839 0,6541 0,4555
v, 0,1149 0,0836 0,0691 0,0305

Tablo 5.7° de gergek degerler ile o nin farkli degerleri i¢in h=-0,91iken 2-terimli HAM

yaklasik ¢oziimii gosterilmektedir. Tablo 5.8°de =0 ve h’in farkl1 degerleri igin
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Y, ve v, farkli degerleri hesaplanmaktadir. HAM ° 1n Sistem (2,1)’1i¢in kesin ¢dziime

yakin ¢0zim verdigi goriilmektedir. Ayn1 zamanda h’ nin optimal degeri i¢in kesin

cozlime ¢ok yakin degerlerin elde edilecegi goriilebilir.
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6. SONUC

Homotopi Analiz Metodu (HAM), lineer ve lineer olmayan bulanik baslangi¢ deger
problemlerin yaklasik ¢6ziimlerini bulmada kullanilan gii¢lii ve etkili bir tekniktir.
Onerilen algoritma, yardimci parametre h ‘nin ‘in uygun degerlerini secerek hizla
yakinsayan bir seri iiretmektedir. Burada ifade edilmesi gereken iki nokta vardir.
Birincisi HAM, yardimci parametre h ‘ni tanitarak seri ¢oziimiiniin yakinsaklik
bolgesini ayarlayip kontrol etmekte bize yol gdstermektedir. Ikincisi HAM” la bulunan
sonuglar lineer ve lineer olmayan durumlarda daha az hesaplama gerektirerek ¢ok
etkili ve kullanighidir. Bu durumda lineer ve lineer olmayan bulanik problemlerin genel

siiflarina genisletilebilir.
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