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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

grad c : ¢’in egimi

Re r : A’ nin reel kismasi

tr (A) : A’nin transi

[u] : u’nun mutlak degeri

x! : X’in matris transpozesi

Ac : ¢’in Laplacian

- : Tleri tepkime

o : Tersinebilir tepkime

= : Yaklasma

Kisaltmalar

EH : Endotel Hucreleri

Fhapto : Haptotaktik Aki

Fremo : Kemotaktik Aki

Frast : Hiicrelerinin Rastgele Hareketinin Akisi
TAF : Tmor Anjiyogenz Faktoru



DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE MATEMATIKSEL BiYOLOJIi

OZET

Son yillarda, biyolojik olaylarin modellenmesinde adi yada kismi diferansiyel
denklemlerinin kullanilmasi daha yaygin hale gelmistir.

Bu ¢alismada, bazi biyolojik olaylar i¢in diferansiyel denklemlerin uygulamalari
incelenmistir. Niifus artisina, av-aver etkilesimine, kalp atisina ve reaksiyon
kinetiginine odaklanilmistir. Ayrica, timor anjiyogenezinde kilcal damar olusumuda
bir matematiksel modelin analizini yaparak , bu modellerin kararliligi ele alinmis ve
bazi sekiller ile sayisal sonuglar sunulmustur. MATLAB kodlarn da
verilmistir. Matematiksel analiz sonuglar1 biyolojik gercekler ile yaklasik sonuglar
vermektedir.

Anahtar Kelimeler: Av-Avci Modelleri, Kalp Atisi, Matematiksel Analiz, Nifus
Artig1, Timor Olusumu.

Vi



DIFFERENTIAL EQUATIONS AND MATHEMATICAL BIOLOGY
ABSTRACT

The use of ordinary or partial differential equations in the modeling of biological
phenomena has become more prevalent in recent years.

In this thesis, differential equations applications for some biological phenomena are
studied, focusing on population growth, predator-prey interaction, heartbeat and
reaction kinetics. It’s important to say that chemical reaction is not biological but an
entrance to study a mathematical model for capillary formation in tumor angiogenesis.
Also, the stability of these models is discussed and some figures numerical results are
presented. MATLAB codes are written. Mathematical analysis results are
approximately similar to the biological facts.

Keywords: Predator-Prey Models, Heartbeat, Mathematical Analysis, Population
Growth, Tumor Formation.
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GIRIS
Son yillarda, matematik ve biyoloji bilimleri arasindaki etkilesim oldukca artmistir

(Allman ve Rhodes, 2004). Biyoloji, matematikgiler igin faydali ve ilgi ¢eki¢i caligma
alanlar1 agmigtir (Murray, 2002).

Matematiksel modelleme, matematiksel yaplar1 kullanarak karmasik biyolojik olaylar1
dogru ifade etmek icin aractir (Allman ve Rhodes, 2004). Pek ¢cok alanda matematiksel
modelleme kullanilmaktadir. Ornegin, biyoloji, kimya, meteoroloji, elektrik, insaat,

ekonomi, sosyoloji ve buna benzer.

Matematiksel modeller ¢ok sayida farklilik gsterir. Ornegin, diferansiyel denklemler,
istatistiksel modeller, dinamik sistemler. Matematiksel modeller, olaylarin etkilerini

aciklamada ve davraniglari hakkinda yorum yapmakta yardimei olabilir.

Malthus, Verhulst, Lotka ve Volterra tarafindan ortaya konan cesitli diferansiyel
denklemler, biyolojik olaylar1 modellemek i¢in uzun zamandir kullanilmaktadir
(Forde, 2005). Bu diferansiyal denklemler, nufus biylmesi (Murray, 2002), ila¢
yonetimi(Jones ve Sleeman, 2003), kemostat modelleri (Zhao, 1995) ve tumor
blyumesi (Villasana ve Radunskaya, 2003) gibi alanlarda biyolojik olaylarin birkag

dalinin aciklamasinda meydana gelmistir.

Bu ¢aligsma matematiksel biyolojide bazi diferansiyel denklemleri sunacaktir; 6rnegin,
nifus buylmesi, av - avci etkilesimi ve kalp atis1t modelleri. Caligma matematiksel
modelin kararliligina ve modelin nasil olustuguna odaklanir. Bu ¢alisma, kimyasal
reaksiyon ve molekiiler diflizyon arasindaki iliskiyi anlamak i¢in reaksiyon kinetigi,

difiizyon denklemi ve onlar ile iligki olan kavramlarda bazilarini ele alir.



1. TEK VE iKi TUR ICIiN BIYOLOJIiK MODELLERI
1.1. Tek Tiir icin Nufus Biyiime Modelleri

Yillardir ntifus blyime orani ve niifus yogunlugu arasindaki iligki tartisiimaktadir ve
caligmaktadir. Bu iliskiyi tanimlamak i¢in gesitli matematiksel modeller Onerilmistir.
Bu konu genis olarak Allee, Emerson, Park, Schmidt (1949), Andrewartha ve Birch
(1954) tarafindan ele alinmistir. TUr biiylime oraninin yogunluk arttik¢a azaldigi ve bu
yiizden zamanla sinirli sistemde niifus egrisinin seklinin sigmoid sekline sahip oldugu

kabul edilmektedir.

Lojistik model, 1838 yilinda Verhulst tarafindan ortaya atilmistir (Smith, 1963).
Ayrica, 1789 yilinda Malthus’un ¢alismas1 nifus ilkesinde birinci ¢alisma modeli

olarak g6z oniine alinir (Berck ve dig., 2012).

X(t), t zamaninda tek tiirlii niifusun biiyiikligiinii gostersin. O halde, niifusun degisim

orani asagidaki gibi verilir;

‘i_f = B(t) - D(t) + I(t) - E(t) (11)

Burada, t zamaninda, B(t) dogumlarin sayisini, D(t) 6lumlerin sayisini, I(t) i
gocmenlerin sayisini, E(t) dis gogmenlerin sayisini gostermektedir (Jones ve Sleeman,
2003), (Thieme, 2003).

Model (1.1) esdeger olarak asagidaki gibi yazilabilir;
t t t t

X(t) - x(d) = j B(s)ds — j D(s)ds +j I(s)ds —j E(s)ds,t >d
d d d d

1988 de Isve¢ orneginde, t, 1 ocak 1989, d, 1 ocak 1988, x(t) = 8461554 ve

X(d) =8416599 olarak verilmistir. Dogumlarin ve liimlerin sayist;



t t
j B(s)ds = 112080, j D(s)ds = 96756
d d

iken , i¢ gogmenlerin ve dis gogmenlerin sayist;

t t
j I(s)ds = 51092, j E(s)ds = 21461
d d

dir. Bireyler kugik ise, nifus biiylikligiiniin agiklamasi daha iyi olabilir (Thieme,
2003).

1.1.1. Ustel bitytiime modeli

En basit buylime modelinde, I(t) ve E(t) terimleri yoktur. Hatta, B(t) ve D(t) terimleri
X ile orantilidir. Yani, Model (1.1);

‘;—f = (b—d)x (1.2)

halini alir. Burada, b ve d pozitif sabitlerdir. Model (1.2)’nin ¢6ziimii asagidaki gibi

verilir;

(b—d)t

x(t) = Xoe (1.3)

Burada, X,, t=0’da baslangi¢ niifus biiyiikliigiidiir. Boylece, b >d ise nifus smirsiz

olarak buyr, fakat, b < d ise niifus azalir. Model (1.3)’e Ustel blylime modeli denir
(Murray, 2002). Model Malthus’un iistel bliyiimesinin varsayimini gosterilistir (Seidl
ve Tisdell, 1999).

1.1.2. Lojistik blytime modeli

Verhulst (1838, 1845), niifus ¢ok arttig1 zaman kendini - sinirlayan siirecin galisilmasi

gerektigini Onermistir. O, asagidaki lineer olmayan adi diferansiyel denklemi

tanimlamistir;

dx X

—=rx(1-— 1.4
" ( k) (1.4)



Burada, r ve k pozitif sabitlerdir. O, Model (1.4)’tni lojistik blylme olarak
adlandirmis (Kapur ve Khan, 1979), (Keshet, 1988), (Murray, 2002). Ayrica, r(1-E)

niifusun igsel biliylime oran1 (Keshet, 1988) ve k, genellikle mevcut besleyici

kaynaklari ile belirlenen ¢evrenin tasima kapasitesidir (Murray, 2002).

Denklem (1.4), x = 0 ve x = k’de iki denge durumuna sahiptir. Bu modeli, x= 0

civarinda boyutsuzlastirarak ((jj—);z rx elde edilir, bu ylzden, x= 0 kararsizdir ve X,

herhangi kicik baslangi¢ bir degerinden sinirsiz olarak biiyiir. Diger denge durumu,
L . d(x—k)

X =k kararhidir ¢linkii X =K civarinda boyutsuzlastirma 5 —r(x—k) dur.

Ayrica, modelin ¢oziimii;

X, K
X, +(k—X%,)e™"

t > o iken -k

dir. Burada, X,, t=0’da baslangi¢ niifus biiytikligidir (Murray, 2002).

Lojistik egri, X, = g k > X, iken bir déniim noktasina sahiptir (Jones ve Sleeman,

2003). Denklem (1.4)’dan 0< X, <K ise (;II_)t( >0 oldugunu ve x niifusunu, k’ya kadar

monoton olarak arttigini goriiriiz, fakat, K <X, ise ntfusunu, k’ya kadar monoton

olarak azaltiginm goriiriiz (Kapur ve Khan, 1979), (Murray, 2002).

Sekil 1.1. x, <g ve k> x, >g iki durum icin nitel fark ile lojistik

nifus blydmesi (Murray, 2002), (Keshet, 1988)



1.1.3. Gecikme modelleri

Gecikme modellerinin biyolojik modellenmesi birgok dalda sunulmustur. Gecikme
modelleri, kemostat modelleri (Zhao, 1995), tumér blylimesi, (Villasana ve
Radunskaya, 2003) sinir aglarinin (Campbell ve dig., 2004) ve bunun gibi
calismalarda kullanilmistir (Forde, 2005).

Gecikme modeli asagidaki gibi gosterilir;

dx
m =f(x(t),x(t-T)) (1.5)

Burada, T >0 gecikme parametresidir. Model (1.4) asagidaki gibi genisletilebiliriz;

pra rx(t)(L-

Burada r, k ve T pozitif sabitlerdir (Arino ve dig., 2006), (Murray, 2002). Bu model,
genellikle Hutchinson'un modeli veya gecikmis lojistik modeli olarak belirtilir (Arino
ve dig., 2000).

Model (1.6), x = 0 ve x = k’de iki denge durumuna sahiptir. Agikca, X = 0 sinirsiz
biylime ile kararsizdir. x =k pozitif dengesinin kararligini belirlenmek igin X = x -k

varsayalim. Bu durumda Model (1.6);

dX C(X(t=T)+K)
=X+ )

- —rX(t—T)—ﬁX(t)X(t—T)

halini alir. Yani, bu denklemin lineerizasyonu agagidaki gibidir (Arino ve dig., 2006);

dX
mrX(t-T 1.7
o (t-T) (1.7)

X(t)=Ae" (A bir sabit) formunda c¢ozimleri bulmak istiyoruz, burada, A

Ozdegerleri asagidaki karakteristik denkleminin ¢oziimleridir;



L—(-re™)=0 (1.8)

Denklem (1.8)’inn herhangi bir ¢cézimdainin reel kisiminin negatif oldugunu gostererek
baslariz. A =p+1c olmak iizere (Arino ve dig., 2006), (Forde, 2005) ve karakteristik

Denklem (1.8)’inin reel ve sanal kisimlarini ayirarak;

n+re™ coseT =0

c—re* sineT=0 (1.9)
elde edilir.

T = 0 oldugunda karakteristik Denklem (1.8)’in 6zdegerlerinin A =—r negatif reel
say1 oldugu goriiliir. Amacimiz, T’nin kosullarin1 aramak, 6yleki, ReA, negatiften

pozitife degisir. Streklilikten, T artarken eger 1, -r den ReX=p>0saglayan bir
degere kadar degisirse, ReA(T,)=p(T,)>0 olan bir T, degeri var olmaildir.

karakteristik Denklem (1.8)’in sanal koklerinin *ic,, o, =0c(T,;) olmasi gerekir. O

halde,
cosc,T =0=0,T, =g+2nn, n=01,..

dir ve Sistem (1.9)’dan G, =TI oldugu goriiliir. Ayrica, T, =21+2in, n=12,..
ror

elde edilir. Bu nedenle, T =T, :21 iken Denklem (1.8) +ir sanal koklerine sahiptir
r

ve diger tiim kokleri negatif reel kisimlara sahiptir. Ayrica, 0< T < 21 iken Denklem
r

(1.8)’inin tim kokleri kesinlikle negatif reel kisimlara sahiptir (Arino ve dig., 2006).

Teorem 1.1.

a) 0<rT< g ise Model (1.6)’inin X = K pozitif denge noktas: kararlidir.

b) rT >g ise X = k karasizdir.



C) IT= g ise X = k’de Hopf ¢atallanmasi olusur, yani, periyodik ¢oziimler x = k’den

catallanir. rT > g icin periyodik ¢oziimler olusur ve kararhdir.

c den, gecikmeli lojistik Modeli (1.6) r dogum orani ve T gecikme olmak lzere rT nin
cok biiytik degerleri i¢in periyodik ¢ozlimlere sahip olabilr.

* ~—— Kararzizhk
-~ _ Es=rarhhk
1 &
n 'I‘L\ .
o - -
I T. gecikme
2r

Sekil 1.2. Model (1.6) igin ¢atallanma diyagrami (Arino ve
dig.,2006)

x(t)

o i 1 1 1
b, t+T 62T 6+3T

t, Zaman

Sekil 1.3. Model (1.6)’min periyodik ¢oziimii (Murray, 2002)

x(t)
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t, Zaman

Sekil 1.4. Model (1.6) igin sayisal simiilasyonlar. Burada r =
0,15ve k=1,00 dir. T =8 iken, x = 1’de kararlidir ve T =11
iken, periyodik ¢oziim x = 1’de dallanir (Arino ve dig., 2006)



1.1.4. Coklu gecikmeler

Goklu gecikmeler norolojik, tibbi, fizyolojik, epidemiyolojik ve bunun gibi
modellerde meydana gelir (Arino ve dig., 2006).

T, ve T, pozitif sabitler olmak Uzere asagidaki denklemin iki gecikmeli oldugu

varsayilsin;

fj_’::f(x(t—Tl),x(t—Tz)) (1.10)

Denklem (1.10)’unun asikar sabit ¢oziime sahip oldugunu, yani f(0,0)=0 ve

f: R x R — R surekli tirevlenebilir oldugunu varsayalim (Piotrowska, 2007).

Braddock ve Van Den Driessche 1983 de, r,b,,b,, T, ve T, pozitif sabitler olmak

Uzere iki gecikmeli lojistik denkleminin asagidaki gibi oldugunu varsaymislardir;

dx

- rx(t) [1—blx(t—Tl)—b2x(t—T2)] (1.11)
=(t) (b)
1.6
1.4} :
12
i (a)
0.8
0.6 /
0 50 100 150 200
1, Zaman

Sekil 1.5. r=0,15,b, =0,25 ve b, =0, 75 alarak Denklem (1.11)
i¢in gecikmis lojistik modeli. (a) T, =15 ve T, =5 iken kararli.

(b) T,=15ve T, =10 iken kararsiz ve Hopf ¢atallanma olusur
(Arino ve dig., 2006)



*

Denklem (1.11), X :b 1b pozitif denge noktasina sahiptir. Simdi,
1+ 2

X(t) =X (1+X(t)) olsun. Buradan Denklem (1.11)’i asagidaki gibi yeniden

yazilabilir;
dX
i X)) [BX(t-T,) +B,X(t-T,)] (1.12)

Burada, B, =rb,x" ve B, =rb,X". Asikar ¢oziimiin civarmda Denklem (1.12) igin
boyutsuzlastirilmis denklemi asagidaki gibi verilir (Piotrowska, 2007), (Arino ve dig.,
2006);

%:—[81X(t—T1)+82X(t—T2)] (1.13)

Denklem (1.13) icin karakteristik denklem;
L=-Be " -Be" (1.14)
dir.

B
B,,B,>0,z= BA’ B= Ez, r,=B,T, ve I,=B/T, olsun. Bu varsayim altinda
1

1

Denklem (1.14) (Piotrowska, 2007), (Li ve dig., 1999);

z=-e""-Be™ (1.15)
halini alir. Ayrica, B = 0 iken, Denklem (2.15);

z=-¢" (1.16)
halini alir ve =i sanal koklerine sahip olmak icin gerek ve yeter kosul

n

[ ==+2nmn=012,.. olmasidr (Li ve dig., 1999).
2



Yardimc1 Teorem 1.1. 0£r1<g ise, Denklem (1.16)’min tim kokleri kesinlikle

pozitif olmayan reel kisimlara sahiptir. g+2nn <r <g+ 2(n+1)r ise, Denklem

(1.16)’1 negatif olmayan reel kissmli tam olarak 2n tane kdke sahiptir.
Yardimer Teorem 1.2. r1¢g+ 2nm sartin1 saglayan herhangi bir r, >g ve sabit

r, 20 icin bire >0 icin B=—%<¢ ise Denklem (1.15)’i reel kism1 negatif olmayan
Bl

en az bir koke sahiptir.

Yardimei Teorem 1.3. 0<B<1 ve r, < ﬁ varsayilirsa, Denklem (1.15)’ inin tlm
+

koklerinin reel kisimlart kesinlikle pozitif degildir.
Ispat

I, =0iken, Denklem (1.15)’ inin tlim kd&kleri pozitif olmayan reel kisimlara sahiptir.
Farzedelim bu sonu¢ dogru degilse, o halde baz1 O<r, sﬁ var olmali, dyleki
+

Denklem (1.15)’i Sartlar (1.17)’ini saglayan *iv,v >0 sanal koklerine sahiptir;
cosvr, =—Bcosvr,
v—sinvr, =Bsinvr, (1.17)

Simdi, her iki denklemin karesini alarak ve toplayarak;

. vi+1-B?
sinvl, = ——
2v
elde edilir.
2,1 _R2
Q(V)=$=sin vr,v € (0,+ ) (1.18)

olsun. Giinkii v €[1-B,1+B] oldugunda [sinvr,|<1 dir. Aksi takdirde;

10



g(v) = %v[1+1_ BZ}

2v
1 [, 1-B
2 (1+B)?
1
=v
1+B

>vI >sinvr,

celiskisi elde edilir. Bu nedenle, Denklem (1.15)’ inin tim koklerinin reel kisimlari
pozitif degildir (Li ve dig., 1999).

Teorem 1.2. B;,B, >0 varsayimi altinda Denklem (1.10)’u igin asagidakiler elde

edilir:

(;+2nnj
a) TT#——=, n=12,.. sartim saglayan herhangi bir Tl>% ve sabit

1 1

T, >0 icin oyle bir >0 vardirki % < € oldugunda Denklem (1.10)’unun sifir
1

¢Oziimii kararsizdir.

b) B,<B, ve T, <

oldugunda Denklem (1.10)’unun sifir ¢dziimii kararhdir.
1 2

r,b. ve T, pozitif sabitler olmak iizere birkag degisken gecikmesiyle lojistik denklem

asagidaki gibi olur (Kuang, 1993);

?j—’t‘= rx(t){l—ibjx(t—ﬂ)} (1.19)

1.1.5. Gida-simirh modelleri

Denklem (1.4)’i asagidaki gibi yeniden yazilabilir;

1 dx X

——=T 1——] (1.20)
X dt Kk

11



1 ((jj_)t( niifusun ortalama biiylime oran1 X yogunlugu ile lineer bir fonksiyonudur (Arino

X

ve dig., 2006). Halbuki, Smith 1963 de E((jj_)t( ’in X yogunlugunun lineer bir fonksiyonu
X

olmadigini ve niifusun kisi bas1 oraninin niifus tarafindan kullanilmayan gida kaynagi
oran ile orantili oldugu bulmustur. Yani,

1-—
H

I

1 dx F
L az

dir. F, x biyokdtle nifusunun tiikettigi yiyecek, H doygunluk durumunda toplam

kullanma oram1 ve F, X ve ((jj—): ’ye bagli oldugu varsayilmaktadir. Hatta, F igin

asagidaki form ahmabilir:

dx
F:alX+a2E,a1>0,a2 >0

Doygunluk gergeklestigi zaman, ((jj_)t( =0, x=kveH=F dir. Bu nedenle, H=a,k ve
Denklem (1.21);

axX+a dx
1 2 4
1 dx dt (1.22)

X dt a,k

halini alir.

a -
2 >0olsun, o halde Denklem (1.22) ni gida-smirh niifus modeli olarak belirtilen;

a=—2
a‘l

EO'—X:r( k=X j (1.23)
X dt K+ rax

halini alir. Ayrica, gecikmis gida-sinirli modelini asagidaki sunulmustur (Gopalsamy

ve dig., 1988);

12



ld_xzr[ k=x(t-T) j (1.24)
x dt K+rax(t—T)

|"r' "l
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8
|
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M
,

50 100 150¢ zaman 200

Sekil 1.6 Gecikmis gida-sinirli Model (1.24) igin kararlilik
durumukiicik T = 8 gecikmesi i¢in kararhidir ve T =12,8

gecikmesi igin kararsizdir. Burada, r=0,15ve k=a=1,00
dir (Arino ve dig., 2006)

1.2. iki Tiir igin Av-Ave Etkilesim Modelleri

Avci ve avlar arasindaki iliski matematiksel ekoloji biliminde ana temalardan biri
olarak diisiiniiliir. Biyoloji i¢in matematiksel uygulamalarin 6nemli bir 6rnegi farklh
tirler arasinda etkilesimi agiklayan diferansiyel denklemler modelidir (Berryman,
1992), (Canale, 1970), (Holling, 1965), (Gatto, 2009).

Etkilesimin {i¢ ana tipi vardir:

a) Rekabet: Bu turlerin her biri digerinin biiyiimesi ilizerinde Onleyici bir etkiye
sahiptir, yani, her bir tlriin bitylime oran1 azalir.

b) Karsilik¢ilik: Bu tiirlerin her biri digerinin biiyiimesi iizerinde arttiric bir etkiye
sahiptir, yani, her bir tiiriin biiyiime oran1 artar.

c) Avcilik: Avei, diger tlrlin biytmesi Gzerinde dnleyici etkiye sahiptir ve av, avcinin
blyumesi Uzerinde arttirci etkiye sahiptir, yani, bir tiriin bitylime oran1 azalir ve diger

turdn biiylime orani artar.
1.2.1. Lotka-Volterra modelleri

Lotka-Volterra modelleri 1925 yilinda Alfred J. Lotka ve 1926 yilinda Vito Volterra
tarafindan bulunmustur. Volterra, Adriyatik denizinde avcr ve balik av tdrlerinin

biiylimesini agiklamak i¢in bir model sunustur (Murray, 2002).

13



t > 0zamanda, x(t) av turlerinin boyutunu ve y(t) avei tiirlerinin boyutunu gostersin.

Sinirsiz biiyiime ile iki boyutlu av-avcir modeli i¢in Lotka-Volterra’nin modeli

asagidaki lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi ile tanimalnir;

dx
% _x(a-by) (1.25)
dy B

Burada, a avin dogum orani, b, av tiikketiminden avcinin orani, ¢, av Uzerinde beslenme

sonucu olarak avcinin biiyiime orani Ve d, aveinin 6liim oranidir.

Bu model, asagidaki varsayim ile basitlestirilir (Murray, 2002):

a) Avcilarin yoklugunda(y:O), av sinirsiz olarak artar. Yani, Denklem (1.25)°de
(ax) terimidir,

b) Av yoklugunda (X = O) , avcl sinirsiz olarak azalir. Yani, Denklem (1.26)’inda
(—dy) terimidir.

€) Av tiirleri, avlanmanin sonucu olarak avcilar ve avlarin karsilagsma sikligi ile gorecli

olarak azalir. Yani, Denklem (1.25)de (—bxy) terimidir.

d) (ny) terimi, avcilarin biiylime oranina avin katkisidir. Yani, mevcut av yani sira

avecinin niifusunun biiyiikliigi ile orantilidir.
Modeller (1.25) ve (1.26), modellerine asagidaki gibi degiskenlere ayirma yontemi ile

yaklasilabilir;

d_yox-d _ 2@y @ gax-o
dx x(a—by) y X

H(x,y)=alny—-by+dInx—cx (1.27)

Burada, H baslangi¢c kosullaina bagli olan ve t’ye bagli olmayan keyfi bir sabittir

(Jones ve Sleeman, 2003), (Lotka, 1925), (Murray, 2002). Model [ggj ’de bir
c
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minimuma sahiptir. Denklem (2.27)’inin bu noktanin komsulugunda kapali egriler
olusturmasi gerekir. Bu durum Sekil 2.7’de gosterilmektedir.

v |/ — q
[ —— (<.
(r = G
I [ ]
' | I: I'&: - Fof \;' Fr. \“:}\ H‘“""\-\.M
Hl'xf"‘_* A _\\_}.r.r.‘“\).r.r*
ol— 1 -
bd

Sekil 1.7. Modeller (1.25) ve (1.26) icin H nin farkli
degerleri ile Model (1.27)’den elde edilen kapali (X, )

faz du H;=3,0 ve H, =4 zlem yorlngeleri. Burada,
H,=2,1,H, =2,4,tlr (Murray, 2002)

1.2.2. Dengenin kararhlik analizi

Modeller (1.25) ve (1.26), (O, O) ve (%,%) noktalarinda iki denge durumuna sahiptir.

flk denge durumunda (0,0), Lotka-Volterra modelleri icin topluluk matrisi;

" o

dir. Ayrica, A, =a ve A, =-0 6zdegerlerdir, ciinkii a ve d her zaman sifirdan

blyuktir ve o6zdegerlerin bu tip isaretleri her zaman farkli olacaktir, bu nedenle,

(0,0) denge durumu kararsizdir (bir eyer noktasi). Diger denge dueumu [Q,EJ "de

topluluk matrisi;

o —bd

Ao c
@ oo
b

15



dir ve A, A, =%+adi 6zdegerleridir, ¢lUnki Ozdegerlerin reel kisimlart sifirdir,

(%,%j bir nétr kararli noktadir (Keshet, 1988), (Murray, 2002).

1.2.3. Kararhlik iizerinde karmasiklik etKisi

n tane av tlrd ve n tane avci tlirlinin var oldugu genellestirilmis Lotka-Volterra
modellerini varsayalim. Oyleyse, Modeller (1.25) ve (1.26) yerinde asagidaki gibi;

dx. - Il |
—L=x a.—z b.y.
dt i i i = I]yj_

Yy 1S ex,—d, | i=12,..n (1.28)
dt 5

elde edilir. Burada a;, b, c,; ve d; lerin her biri pozitif sabitleridir (Murray, 2002) (

ij? i

Shakil ve dig., 2014).

Asikar denge durumu tim i ler igin (xi ; yj) =(0,0) dir ve buradaki topluluk matrisi;

I/ R \l
SR N

2n tane ozdeger A, =a,>0 ve A, =—d. <0, i=12,..,n dir, ¢lnki i=12,...,n

dir.

icin tim A, >0 dir, bu yiizden (0,0) denge durumu kararsizdir (eyer noktasidir).

Halbuki, asikar olmayan denge durumu (x*, y*) sttun vektdr ¢ozumudur. Burada,

Zbuy? =a;, Zcijxj*' =d;, 1=12,..,n
1 =)

16



veya X,Y,a vedile
By =a, Cx =d (1.29)

siitun vektorleridir. Burada, B ve C sirasiyla [by | ve [c¢;]  nxn matrisleridir.

Simdi, Denklem (1.28) asagidaki gibi yazilabilir;

dx

—=x"(a-B

m (a—By)
dy 1

2 _y"(Cx—d
™ y ( )

Bu yiizden, |u| ve |V, ‘x*‘ ve ‘y*‘ ile kiyaslandiginda ¢ok kiiciik sayilar iizere

x=X"+U ve Y=Y +V alarak Denklem (1.29)’u (X*,y*) noktasi civarinda

boyutsuzlastirilabilir. Buradan ise;

du *T

—~-X (Bv

™ (Bv)

dV *T

— - Cu 1.30
™ y (Cu) (1.30)

elde edilir. Ayrica, Model (1.30) i¢gin topluluk matrisi ;

0 |—x*TB
A= (1.31)

dir. Burada, Matris (1.31) sifir diyogonal bloklar1 ile 2nx2n blok matrisidir.

A, 1=1,2,...,2n 6zdegerlerinin toplam;

ixi =tr(A) =0 (1.32)
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sagladigr i¢in ve Matris (1.31)’in elemanlart reel oldugu igin 6zdegerler birbirinin
kompleks eslenikleri olur. Bu nedenle, Toplam (1.32)’den iki durum elde edilir
(Murray, 2002):

a) Rel, =0 ise, (x*, y*) denge durumu nétr kararhidir (bir merkez).
b) Rek, #0 ise, 6zdegerler kompleks eslenik oldugundan Denklem (1.8) en az bir

Re\, > 0igin ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla, (X*, y*) kararsizdir.

1.2.4. Rekabet modelleri

Tiirler arasindaki rekabetin ana nedenlerinden biri gida kaynaklaridir. Matematiksel
acidan, Lotka-Volterra rekabet modeli, bir tirin lojistik biiyiimesinin yani1 sira tasima
kapasitesinin diger tiirlerin azalmasima neden oldugunu belirtmektedir. Diger bir
deyisle, sinirli kaynak durumunda rekabetin ortaya ¢ikmasi genellikle tiirlerden birinin

yok olmasi ile sonuglanir (Shakil ve dig., 2014).

Rekabet modelleri asagidaki gibi varsayilabilir;

dx, X X

—Lt=rx|1--2t-b,-2 1.33

dt 1 l|: kl 12 kl :| ( )

dﬁ:rzxz 1—&—b21ﬁ (1.34)
dt K, K,

Burada, 1,,1,,K;,K,,b,, ve b, pozitif sabitlerdirr, ve r, lineer biiyiime oranlaridir ve
k, ve K, tasima kapasiteleridir ve b, ve b, sirasiyla X;’in X, (zerinde ve X, ’nin

X, Uzerinde rekabet etkilerini Glcekler. Hatta, Modeller (1.33) ve (1.34) Lotka-

Volterra (av-avci) modelleri gibi 6l¢iili bir model degildir. Modeller (1.33) ve (1.34);

Xl XZ
—’V :—”[:rt' = 'a :b
kl 2 k2 1 p 12

k2

12,
k1

kl

217,
kz

=

Vv, = ,8, =Db (1.35)

=

alinarak boyutsuzlastirilabilir. Bundan dolayi, Modeller (1.33) ve (1.34);

dv
d_,[l = Vl(l_vl _alzvz) = fl(Vl’Vz)
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dv
d_t2 =pv,1-v, —a,Vv,) =T,(v,V,) (1.36)

halini alir. Model (1.36) icin denege durumlan (0,0),(1,0),(0,1) ve

Q =( 1=y, : 172, j dir ve topluluk matrisi asagidaki gibidir;
1- a8y 1- a8y

A= [1_ 2V1 —a;,V, —a;,V; j (l 37)
—pa,Vv, p(l_ 2V2 - 321V2)

Simdi, (0,0) ilk denge durumunda topluluk matrisi;

i

dir ve A, =1 ve A, =p porzitif 6zdegerlerdir. Bu nedenle, (0,0) kararsiz bir

noktadir. Ayrica ikinci denge durumu (1, 0) *daki topluluk matrisi;

A (—1 —ay, j
0 p(-a,)
dir ve A, ==1ve &, =p(1-a,) Szdegerlerdir. (1,0) noktas, a, >1 de kararh ve

a,, <1 de kararsizdir (bir eyer noktasi). Aym sekilde, (0,1) denge durumunda

A =—p ve A,=1-a,, 6zdegerlerdir. (0,1) noktasi, a,, <1 de kararli ve @, <1 de

kararsizdir (bir eyer noktasi). Son olarak, son denge durumu Q daki topluluk matrisi;
7\'1’ 7\'2 = [2(1_ a1zazl)]7l I:(a12 _1) + p(a21 _1)

2 %
i{[(alz ~1)+p(a,-1) | —4p(1-a,a,)(a, 1) (ay _1)} (1.38)

Ozdegerlerine sahip olan;

) a,, —1 a,,(a, 1)
A= 1_ 1 12 12 12
( 312321) (paﬂ (aZl _1) p (aZl _1) )
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dir. Ayrica, denge durumunun kararliligi p, a,, ve a,, boyutuna baglidir.

Aslinda, dort farkli durum vardir ve her birinde faz i¢in taslaklar olusturulur (Keshet,

1988) (Murray, 2002):

a) a,<1l vea, <l

Q denge durumu kararli ve tiim yoriingeleri, Q’a ¢eker.
b) a,>1 ve a, >1

Q denge durumu kararsizdir. Seperatriks, faz dizlemi iki bdlgeye boler;

yukar1 seperatriks yoringeleri kararl olduklar1 (0,1) denge noktasina gider ve asagi
yorlngeleri kararli olduklar1 (1,0) denge noktasina gider. Ayrica, bu durumda sadece
(,0) ve (0,1) noktalar1 kararlidir.

c) a,<1l vea, >1

Bu durumda sadece (1,0) denge noktasi kararli ve tiim yoriingeleri ona ceker.

d a,>1 ve a, <1

Bu durumda sadece (0,1) denge noktasi kararli ve tiim yoriingeleri ona

ceker.

Onceki dort durum igin ekolojik hususlar asagidaki gibidir (Shakil ve dig., 2014):

a) a, <1l ve a, <1;

Tirler arasindaki rekabet ¢ok giiclii degilse av ve avcer bir arada yasayabilirler.

b) a,>1 ve a, >1;

Tirler arasindaki rekabet ¢ekismeli olur ve sonunda avcr yada av kazanir, halbuki
kaybeden yok olmaya dogru gider.

c) a,<1 vea,>1 vyadaa,>1 ve a, <I;

Tiirler arasindaki rekabet onlardan birinin digerini kontrol altinda tutmasidir. Ayrica,

daha gii¢lii rekabete sahip olan tiir diger tiiriin neslini yok olmaya dogru gotiiriir.
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Sekil 1.8. Faz yoriingeleri, farkli durumlarda Model (1.36)’1n1 saglayan
rekabetci niifuslarin  dinamik davranislart i¢in denge noktalarina

aklagir. Kalin diiz ¢izgiler 1-u, —a,,u, =0 ve 1-u,—a,,u, =0 denge
egrileridir (Murray, 2002)
1.2.5. Karsihkhihik modelleri

Karsiliklilik modellerinde, bir tiir diger tiiriin tasima kapasitesi tizerinde olumlu etkiye

sahiptir, 6rnegin bitki ve tohum dagilimi gibi (Shakil ve dig., 2014).

Karsiliklilik modelleri asagidaki gibi verilebilir;

dx, X X

—L=rx, |1-“2L+Db, -2 1.39

dt 1 l|: kl 12 k1:| ( )

o, |1-Xe i, X (1.40)
dt k, >k,
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Burada, 1,1,,K;,K,,b,, ve b,, pozitif sabitlerdir. Rekabet modellerinde oldugu gibi

boyutsuzlastirma kullanirsa;

dv

d_'[l = Vl(l_vl +a12V2) = 1:1(V1’ Vz)

dv,

E =pv, (1_ vV, + aZlVl) = fz (Vl’ Vz) (1-41)

elde edilir. Burada

X X K
Vl:k_i’ k_z’T:rlt'p:r_j'alz:blz_l’aﬂ:bﬂk_l (1.42)

dir. Model (1.41) icin (0,0), (0,1), (1,0) ve G=(gl,gz)=[ l+a, 1+a, ]

1- a8, 1- a8,

denge durumlaridir.

Model (1.41) icin topluluk matrisi hesaplandiktan ve bu denge durumlarinin her biri

i¢in 6zdegerler bulunduktan sonra (0,0) in kararsiz nokta, (1,0) in eyer noktasi ve
a, <1 iken (0,2) in eyer nokta ve a,, >1 iken (0,1) in kararli noktasi olduklari

agiktir. 1-a,,8, <0 ise sadece (0,0), (0,1) ve (1,0) denge durumlandir ve tirler

sinirsiz olarak biiyiir.

Model (1.41) icin faz duzleminde denge egrileri Gizerek gore biliriz, v,, V, -
oldugu zaman yoriingelerin Sekil 1.9a oldugu gibi sonsuza gittigini gozlenlenebilir.
Ayrica, 1-a,8, >0 oldugu zaman dordiincii denge durumu pozitif kadranda yer alir
ve tiim yoriingeler G denge noktasina gider. g;, 9, >1 olduguna dikkat ediniz, bu

yiizden Sekil 2.9b de goriildiigii gibi tiirler tasima kapasitelerinin istiine yaklasir
(Murray, 2002).
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. 1-wytayv=>0

fz{‘}

fz}‘} 1—\']_311‘.'1=|:|

fi=0 =<0

(a)

Sekil 1.9. Boyutsuzlastirilmig Model (1.41) tarafindan verilen sinirli tagima

kapasitesi ile iki tiir i¢in karsiliklilik modelinde faz yoriingeleri (Murray,
2002)
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2. KALP ATISI

Insan kalbi, sag atrium, sag ventrikiil, sol atrium ve sol ventrikiil olmak {izere dort
odaciktan olusur, insan kalbinde pulmoner kapakgik, aort kapakgik, trikiispit kapakgik

ve mitral kapake¢ik olmak tizere dort kapakeik bulunur.

Insan kalbinde iki kan dolasimi vardir. Birincisi, kalbin sag tarafindadir , kirli kam
viicut dokularindan alir , daha sonra oksijeni almak ve karbondioksiti vermek i¢in bu
kan1 akcigere pompalar (Marieb ve Hoehn, 2012), bu dolasima pulmoner (kiigiik) kan
dongiisii denir (Silbernagl, 2008). Ikincisi, kalbin sol tarafindadir , temiz kam
akcigerden alir , daha sonra bu kani vuciit dokullarina oksijen ve besin aligverisi igin
pompalar (Marieb ve Hoehn, 2012), bu dolasima sistemik (biiyiik) kan dongiisii denir
(Silbernagl, 2008).

Sag ve sol atrium, sistemik ve pulmoner dolagimindan geri gelen kani alir . Ayrica, sag
ve sol ventrikiil iki dolasim etrafinda kan pompalamaktadir (Guyton ve Hall, 2006),
(Marieb ve Hoehn 2012), (Silbernagl, 2008), (Silbernagl ve Lang, 2000).

Kalp dakikada ortalama 72 kez atmaktadir. Kan basinci, viicut igerisinde kan damarlar
arasindan ge¢mesiyle olusan basincin etkisiyle meydana gelmektedir. Ventrikiller
kasilinca, kan pulmoner ve aortaya pompalanmaktadir. Ventrikiiler kontraksiyon
stiresince meydana gelen yliksek basing sistolik basing olarak adlandirilir ve bu faza
sistol faz denir. Ventrikiiller rahatlayinca, pulmoner arterlerde ve aortada basing
diismektedir. Ventrikiil kontraksiyonundan onceki diisiik basing diastolik basing
olarak adlandirilmaktadir ve bu faza diastol faz denir (Guyton ve Hall, 2006). Sistol

ve diastol denge durumu olarak adlandirilir (Jones ve Sleeman, 2003).

Kalp atis1 atrium iginde lokalize olan pacemaker hiicreleri vasitasiyla meydana
gelmektedir. Pacemaker mekanizma kalbin sistolde kasilmasini saglamaktadir.
Pacemaker hiicreleri atrium boyunca yavasca yayilan elektrokimyasal dalgalari
tetikleyerek kas fiberlerinin kontrakte olmasini saglar ve kani ventrikiillere yoneltir.
Daha sonra ventrikiiler boyunca yayilirarak ventrikiiliin sistolde kontrakte olmasini

saglar ve kani biiyiik arterlere pompalar. Son olarak, kas fiberleri hizlica gevser ve
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kalbi diastole geri getirir. Bu silire¢ devamli olarak tekrar etmektedir (Jones ve
Sleeman, 2003).

Superior
vena kava

arter

ven

kapak

Sl

Inferior vena kava

Sekil 2.1. Insan kalbi dort odalar1 ve dort
subap vardir. Kalbin iginde ve disinda kanin
hareketinin yonuye oklar gosterir

2.1. E. C. Zeeman’in Kalp Atis1 Modeli

Kalp atisinin davranigini gosteren bir matematiksel model Zeeman tarafindan
gelistirilmistir (Zeeman, 1972). Boyle, bir model asagidaki 6zellikleri igermekdir
(Jones ve Sleeman, 2003), (Thanom ve Loh, 2011):

a) Model diyastole karsilik gelen bir denge durumu sunar.

b) Sistol i¢ine kalp daralmasini yaptiran elektrokimyasal dalgay: tetiklemek igin bir
esik olmasi gerekir.

c) Model denge durumuna hizli bir sekilde geri gelmelidir.

Onceki 6zellikleri igeren model, asagidaki lineer olmayan birinci mertebeden model

ile verilir;

8%=—(Xf—TXl+X2), T>0

dx,

—2=X,—X 2.1
X (2.1)
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Burada, X, ve X, sirastyla kas lifinin uzunlugu ve elektrokimyasal aktivitesi degiskeni

gostermektedir. Ayrica, X, ve X, t zamanma baghdir. X, diyastolik durumda kas

lifinin tipik uzunlugu gostermektedir. &, modelin hizli 6zdegerleri Gzerinde 6nemli bir
rol oynayan kucuk bir pozitif sabittir ve T kas lifindeki gerilimdir (Jones ve Sleeman,
2003), (Sargolzaei ve dig., 2014), (Thanom ve Loh, 2011). Model (2.1) E. C. Zeeman

tarafindan ortaya atilmistir (Jones ve Sleeman, 2003).

Model (2.1), (xC ,TX, — xf) noktasinda denge durumuna sahiptir ve topluluk matrisi;

dir. Ozdegerlerin reel kismimin negatif olmas i¢in 3Xc2 —T >0 olmalidir. Bu nedenle,
T T . 48 :
3 >X, 2 B ise, Model (2.1) kararli olabilir. T =1, €=0,2 ve X, =1024 ise,

X, noktasindaki denge durumu kararlidir (Sargolzaei ve dig., 2014), (Thanom ve
Loh, 2011), c¢linki  diyastol denge durumunu nitelendiren A, =-0,489 ve

A, =-10,240 dir, yani, ilk 6zelligi saglarlar.

2.2. Kalp Atisimin Yerel Modeli

E. C. Zeeman’in kalp atisinin modelinde daha 6nce bahsedilen 6zelliklere bagl olarak

denir (Jones ve Sleeman, 2003);

dx

d_tl = f(xl’ Xz)

dx

_d'[z =9(x,X,) (2.2)

oldugunu varsayalim. Burada, X, ve X, siwrasiyla kas lifinin uzunlugu ve

elektrokimyasal aktivitesi degiskenini gostermektedir ve ayrica, onlar t zamanina
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baghdirlar. Hatta, bu modeli, (X101X20) noktasinda bir denge durumuna sahip

oldugunu varsayalim ve bu nokta civarinda boyutsuzlastirilirsa;

%: all(xl_xlo)+a12 (Xz _Xzo)
% = a21(X1 _X10)+a22 (Xz _Xzo) (2.3)

elde edilir. Burada,

_ of (X, X,,) . - of (X, X,,)

11 v 12

0X, 0X,

09(X,, X5,) 09Xy, %5,)
= a Spe "~ A

2 ! 22
! X, X,

dir.

(X10 , Xzo)noktasmm komsulugunda Model (2.3)’tiniin kararlihigi asagidaki kuadratik

denklemin A, ve A, kokleri ile verilir;
A? _(an +ay )K +ay;8,, —apdy, = 0 (2.4)

Ayrica, A, ve L, nin reel kismlari negatif oldugu zaman Model (2.3) (X, ,X; )

noktasmin civarinda kararlidir. Yani, A, ve A, nin reel ve negative oldugunu

varsayalim ve bu varsayim, modelde herhangi bir istenmeyen titresim davranisini

kaldirir. Yani, bu durum;
a;; tay < 0, a8, —ap,a, > 0 (2-5)

olmasini gerektirir. Bu nedenle, a., 1, =12 sabitlerini segmek i¢in sonsuz farkli yol

ij?
vardir. Bu yilizden, asagidaki varsayim olasi bir modelde daha fazla ilerleme kaydeder:
a) Kas lifinin daralmasimnin degisim orami lifin gerilimine ve elektrokimyasal

aktiviteye bagldir.

27



b) Elektrokimyasal aktivite degisiklikleri kas lifinin uzamasi ile dogru orantilidir.

Simdi, (b) varsayimi basitce;

dx,
—2=X,—X

- ., (2.6)

denklem ile ifade edilmektedir. Model (2.6)’inda, @, =1 ve a,, =0 dir. Bunedenle,
Esitsizlikler (2.5);

a,; <0, a,<0 (2.7

dx
halini alir. Bu esitsizlikler, d_t2 (b) varsayimindan dolayr X; —X, ile orantili oldugu

icin a,; biiyiik ve negatif oldugunu varsaymaktadir. Hatta, a;, buyuk ve negatiftir.

Bu bilgilerle,
a

ay=——, 8p ="~ (2.8)
€ €

oldugunu varsayalim. Burada, ¢ kiguk bir pozitif sabit ve a pozitif bir sabittir. Bu

aciklamalar ve kosullarla, Model (2.3) asagdaki gibi yazilabilir;
s%:— (X, =%y )+(X, =X,
dt

(2.9)

Model (2.9)’una bir yerel kalp atis1t modeli denir (Jones ve Sleeman, 2003).

Al i
- 4

(=1 - x1,) _i{!ﬂz - Xz,) =0
‘--‘-"-‘_

I:K]c * xja} W ——
T —

—
——

&

X, E2

Sekil 2.2. Model (2.9) icin faz diizlemi (Jones ve Sleeman, 2003)
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2.3. Esik Etkisi Ve Faz Diizlem Analizi

X, kas lifi, kalp atisinin devrinin ilk kisminda yavas yavas daralir ve bundan sonra
sistolik denge durumuna ulasilana kadar belli bir noktada hizla daralir. Hizlhi

daralma’da olusan noktaya bir esik denir. Daralma devam ederken, X,

elektrokimyasal aktivite degiskeni sistole karsilik gelen X, ’e dogru yiikselecektir,

L ]
1
diyastol
(=g = X1gde
i egik
Xap  Tte-l_ an =3
==~ sistol
(Xoq.X11)

Sekil 2.3. Kalp atisinin devri (Jones ve Sleeman,
2003)

Burada, genel o&zellikleri birlestirmek i¢in Model (2.9)’unu glncelleyelim.
Dolayisiyla, Model (2.9)’unu asagidaki lineer olmayan formda giincellendigi

varsayilsin (Jones ve Sleeman, 2003);

8%2—[a(xl_x%)+(x2_X20)+(X1_X10 )3+3x10 (xl—xlo)z}
%:X“X% (2.10)

Model (2.10), asagidaki sekilde yazmak istiyoruz;

8%=—(Xf—TXl+X2), T>0

2 2.11
— =X, -X .
Ty (2.11)

Model (2.11)’inin ilk denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir;
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s% :—[xfo —TX, +X,, +(3x120 —T)(xl—xlo)+3x10 (xl—xlo )2

+(x1—x10 )3 +(x2 =Xy, )} (2.12)
Model (2.12) ile Model (2.10) karsilastirilirsa;

X; =Tx, +X, =0 ve 3xj;-T=a

elde edilir. Bu nedenle,

T=3x; —ave X, =2X, —aX,

dir.

Simdi, Xf —TX,+X,=0 egrisinin Sekil 2.4’de ABCD egrisi ile gosterildigini
varsayalim (Jones ve Sleeman, 2003) ve Model (2.11)’ inin ilk denkleminin kararl

durumu temsil ettigini varsayalim (Thanom ve Loh, 2011).

Xz

T

Sekil 2.4. Model (2.11)’ inin faz gosterimi ( Jones ve
Sleeman, 2003)
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Yoriingeler, kiibik cizginin Ustiinde baglar, yani, X’ —Tx,+X,>0 kibik cizgi

boyunca orjine dogru asagiya yonlenir (Jones ve Sleeman, 2003), (Thanom ve Loh,

2011) ve % blylk ve negatiftir (Jones ve Sleeman, 2003). Benzer bir sekilde,

yoriingeler, kiibik ¢izginin altinda baslar, yani, X. —TX, +X, <0 kiibik ¢izgi boyunca

orjine dogru yukartya yonlenir(Jones ve Sleeman, 2003), (Thanom ve Loh, 2011).

AB ve CD pargalarinda kiibik ¢izgi boyunca herhangi bir denge noktas1 kararlidir,

fakat , BC parcgas1 boyunca denge noktalari kararsizdir. Ayrica, B noktasinda diyastolik

o /T
ve sistolik durumlar arasindaki esik degerin X, = 3 olduguna ve C noktasinda
/T y : -
X, =— 3 olduguna dikkat ediniz (Thanom ve Loh, 2011).

Baslangi¢ kosullarina bakilmaksizin, yoriingelerin tiimii diyastolik denge noktasinda
sonlandi. Model, modeli yeni bir denge noktasina zorlayan harici bir uyarici
olmadik¢a denge noktasinda sonsuza kadar kalacaktir (Thanom ve Loh, 2011). (Jones
ve Sleeman, 2003)’de bir v(t) kontrol degiskeni eklenerek giincellenmis modeli
asagidaki gibi Onerilmistir;

dx
8d—t1:—(xf—Txl+x2), T>0

dx, _

E_(xl—xlo)ﬂxm—xs)v (2.13)

Burada, X, kalp sistolik durumunda iken tipik bir lif uzunlugunu ve v(t) kalbi sistolik

ve diyastolik durumlara yonelten kalp pili kontrol mekanizmasini belirtmektedir
(Thanom ve Loh, 2011).

Vv(t) asagidaki gibi tanimlamak Uzere (Jones ve Sleeman, 2003);

3
| Xp, X, <X, Ve X —TX; +X,>0
v(t) = X, > Xy, Her X, igin

0; diger durumlarda
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Ayrica,

((xS —xlo)v+xlo,T((xs —xlo)v+x10)—((xs —xlo)v+x10 )3)

noktast Model (2.13)’tintin bir denge durumudur (Jones ve Sleeman, 2003). v(t)
(agma-kapama kontrolii) tanimlayarak, modelin denge noktas1 sistolik ve diyastolik

durumlar arasinda degistirilebilir (Thanom ve Loh, 2011).

diyastol —

gevgeme daralma

i X3

s1stol

Sekil 2.5. Model (2.13)’{iniin faz gésterimi (Jones ve
Sleeman, 2003)
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3. REAKSIYON KINETIGI
3.1. Temel Enzim Reaksiyonu

En temel enzim reaksiyonlarindan biri ilk kez 1913 yilinda Leonor Michaelis ve Maud
Menten tarafindan Onerilmistir (Murray, 2002). Y enzimi ile X substratinin
reaksiyona girmesi sonucu XY nin enzim substrat kompleksini olusturur ve bu da bir

P iiriiniine ve enzime doniistiiriiliir (Segel ve Slemrod, 1989).

En basit Michaelis-Menten tipi modeli asagidaki gibi ele alinmistir (Hammes, 1982)
(Turner ve dig., 2004);

kl
X+Y > XY X2 5p4Y (3.1)
k—l

burada k;, k_; ve k, reaksiyon oranlaridir.

Biyokimyada kiitle etkisi kanunu, reaksiyon orani reaktanlarin konsantrasyonlarinin

irlinii ile orantil1 oldugunu belirtmektedir (Turner ve dig, 2004).

x =X substratin konsantrasyonu, y =Y enzimin konsantrasyonu, z=XY enzim

substrat kompleksinin konsantrasyonu, p = P Uriniin konsantrasyonu olarak alinsin.

Denklem (3.1) icin kutle etkisi kanunu uygulanirsa asagidaki lineer olmayan adi
diferansiyel denklem sistemi elde edilir (Murray, 2002), (Palsson, 1987), (Segel ve
Slemrod, 1989);

(;—): =—Kk,xy+K ,z

%:—klxy+(kl+k2)z
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dp =k,z (3.2)

Burada baslangi¢ kosullari,
X(O) = Xan(O) =Yo Z(O) =0ve p(O) =0 (3.3)

ile verilir.

Sistem (3.2)’deki birinci, tigiincii ve dordiincii denklem toplanip baslangic Kosullar
(3.3) kullanilirsa (Palsson, 1986);

X(t)+z(t)+p(t) =X, (3.4)

ve Sistem (3.2)’deki ikinci ve Uglnci denklem toplanip baslangi¢ Kosullar (3.3)

kullanilirsa;
y(®)+z(t) =y, (3.5)

elde edilir. Sistem (3.2)’inden birinci ve Uclinct denklem ve Denklem (3.5)

kullanilirsa, Sistem (3.2) asagidaki sisteme indirgenmis olur;

dx

i —k, (Yo —2)x+k_z

dz

E:kl(yo—z)x—(k_ﬁkz)z (3.6)

ve buradaki baslangi¢ kosullar;
x(0)=x, ve z(0)=0 (3.7)

dir.
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3.1.1. Yan-kararh-durum varsayim ve analizi

Yari-kararli-durum varsayimi,  hizli bir gecis asamasindan sonra, substrat
konsantrasyonunun zaman ile kayda deger bir degisiklik géstermedigini belirtmektedir
(Briggs ve Haldane, 1925).

Sistem (3.6)’indaki ikinci denkleme bu varsayim uygulanirsa asagidaki substrat

kompleksinin konsantrasyonu elde edilir;

2(t) = % (3.8)

k_,+k
burada, K, =% Michaelis sabiti olarak adlandirilir (Murray, 2002), (Palsson,

1

1986).

Sistem (3.6)’indaki birinci denklemde Denklem (3.8) yerine yazilirsa (Murray, 2002),
(Palsson, 1986), (Segel ve Slemrod, 1989)

dx K,y X
b P A\ 3.9
dt K, +X (3.9

elde edilir ve baslangi¢ kosulu
x(0) =X,
dir.

Sistem (3.6)’1nda yari-kararli-durum analizini yapmak icin dnce bu sistemi boyutsuz

hale getirmek gerekir. Bunun icin;

h=k,y,t, u(h) = @, v(h) = 20 (3.10)

0 0

denirse ve bu degiskenler Sistem (3.6)’1nda yerine yazilirsa asagidaki denklem sistemi
elde edilir (Murray, 2002);
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—=—-U+(U+p-»A1)v
ed—vzu—(u+p)v (3.11)
dt
burada;
pfe sk Y (3.12)
XO leO XO
dir.

Lineer olmayan Sistem (3.11)’inin (u, V) = (0, 0) denge noktasina sahip oldugu agiktir.

Substrat ve substrat enzimin kompleksinin konsantrasyonlari sirasiyla X ve z sifirdir
(Murray, 2002).

3.2. Diflizyon Denklemi
3.2.1. Rastgele yiiriiyiis ve difiizyon streci

Kimyasal reaksiyonlar ve molekiiler difiizyon arasindaki etkilesimler teorisi bir
sistemdeki atom ve molekillerden biyolojik yasamin ortaya ¢ikigindaki temel olarak

diistiniilebilir (Salas ve Martinez, 2010).

Difuzyon, hiicreler, bakteriler, kimyasal maddeler, hayvanlar, insanlar ve buna benzer
partikiilleri ve bunlarin rastgele molekiler hareketlerini iceren bir stregtir (Crank,
1975).

Diflizyon igin klasik yaklasim 1955 yilinda Fickian tarafindan ortaya atilmistir. O,
malzemenin akisi, 6rnegin, hiicreleri, miktar kimyasallari, hayvan sayisi ve buna
benzer maddelerin konsantrasyonunun gradyanina yaklasik olarak orantili oldugunu

belirtmistir (Murray, 2002). Yani, bir boyutta;

F:—Dgradc:—D@ (3.13)
OX
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Burada, F difiizyon, c(X,t) maddenin konsantrasyonunu gosterir. D diflizyon

(yaymmim) katsayis1 ve (uzunluk)2 /(zaman) boyutuna sahiptir. Negatif isareti,

difizyonun maddeleri ylksek konsantrasyondan diisiik konsantrasyona tasidigini
gosterir (Crank, 1975), (Murray, 2002).

Genel korunum denklemi, X,<X<X,+AX rahgnda maddelerin miktarinn
degisiminin oraninin maddelerin sinirdaki akis oranina esit oldugunu belirtmektedir.

O halde,

Xg+AX

% [ e, tydx = Fxo 1)~ F(x, + Ax, 1) (3.14)

elde edilir. Ax — 0 igin limit alinip Denklem (3.13) kullanilirsa asagidaki bir boyutlu
klasik difuizyon denklemi elde edilir;

oc oF of(_cc

_:__:_(D_j (3.15)
ot oX OX\ OX

D, x veye t’ye bagli degilse Denklem (3.15) (Keshet, 1988), (Murray, 2002);

o_ 6_2(: (3.16)
ot ox? '
halini alir.

Herhangi boyutta, bu sonug asagidaki yazilabilir (Keshet, 1988);

% =DV?c=DAc (3.17)

Denklem (3.16) rastgele yiiriiylis yaklasimi genisleterek elde edilebilir. o saga ve B

sola hareketin olasiliginin o= = Elesit oldugunu varsayalim. Ayrica, ¢(X,t)’ nin

t— At zamanda [X —AX, X+ AX] araligindaki molekiillerin sayis1 oldugu varsayilirsa,

c(x,t):%(c(x—Ax,t—At)+c(x+Ax,t—At)) (3.18)
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olur. Taylor serisi yardimiyla;

0 0 1 2 02
c(x+Ax,t—At):c(x,t)+Axa—xc(x,t)—Atac(x,t)+§[(Ax) 7c(x,t)
—2AxAtic(x,t)+[(At)2a—zc(x,t)}t... (3.19)

oxt o’

0 0 1 2 0°
c(x—Ax,t—At):c(x,t)—Axa—xc(x,t)—Atac(x,t)+5[(Ax) yc(x,t)
+2AxAtic(x,t)+[(At)2a—zc(x,t)}r... (3.20)

oxt o’

elde edilir.

Denklem (3.18)’inde Denklemler (3.19) ve (3.20) yerine yazilirsa;

a_(uja_(g)a_ (3.21)

ot 2At Jox® \ 2 )at?
elde edilir. Simdi, AX,At—>0  olmak tzere, limit  alinirsa
(Ax)?

= D = sabit denirse

m
Ax, At — 0 2At

2
& _pe
ot OX

elde edilir, ve bu da Denklem (3.16) ile aymdir.

Eger Denklem (3.15)’ine ¢, x ve t’nin bir fonksiyonu olabilen (Murray, 2002) G
biiylime etkilesmesi veya kinetik orani terimi eklenirse (Cohen ve Murray, 1981);

%=V(DVC)+G (3.22)

elde edilir, bu ise reaksiyon diftizyon denklemi olarak adlandirilir (Cohen ve Murray,
1981), (Murray, 2002).
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3.2.2. Analitik ¢6zUmu

Difuzyon denkleminin asikar olmayan ¢6ziimiinii bulmaya calisalim. Bir boyutlu

denklemini g6z 6niine alinirsa;

oc o

—=D— 3.23
ot ox? (3.23)
ve asagidaki baslangi¢ ve sinir kosullari ile;

c(0,t)=c(L,t)=0 (3.24)
c(x,0)=f(x), vxe[O,L] (3.25)

c(x, t) = X(X)T(t) alarak degiskenlere ayirma yontemini kullanalim. O halde, asagidaki
diferansiyel denklemler elde edilir;

T'(t)+ DAT(t) =0 (3.26)
X"(x) +AX(x) =0 (3.27)
Kosullar (3.24);

X(0)=0, (x=0,L) (3.28)
olur.

Denklem (3.26)’m ¢ozimi T(t)=e™ seklindedir. Ayrica, Denklem (3.27)’in

¢Oozumu;
X(X) = ¢, cosvA X +¢, sin+/A x

olarak elde edilir ve sinir kosullarini kullandiktan sonra 6zdegerler ve buna karsilik

gelen 6zfonksiyonlar asagidaki gibidir;
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X, (xX)=c, sin(n—ij (3.29)

O halde, Denklem (3.23)’iiniin ¢6zUmi seri formunda asagidaki gibi yazilabilir;
> nm nm )’

c(x,t)=> A, sin(—xjexp(—D(—j tJ (3.30)
n=1 L L

Simdi, Kosul (3.25) kullanirsa;

- . (Nm

ZAnsm(—xj:f(x) (3.31)

= L

elde edilir. Fourier serisine gore;

A —Eff(x)sin(@x)dx (3.32)

"Ly L '

elde edilir.

Sonug olarak, Denklem (3.23)’n genel ¢6zim;

c(x,t) = g(%l.f(x)sin (n{xjdx}.in (”T“xjeXp(_D(n_fT t] (3.33)

halini alir.

Simdi, Denklem (3.23)’{iniin kararliligin1 arastiralim;

2
ac_o

rr_ 33.4
ox? (334)
almirsa;

c(x)=ax+b (3.35)

Kosullar (3.28)’deki kullanirsa a=b=0 elde edilir. Yani, Denklem (3.23)’in

kararlilig1 asikar bir ¢ozimudr.
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3.2.3. Rastgele, kemotaktik ve haptotaktik mikroorganizmalarinin hareketi

Bircok mikroorganizmalar kendi aralarinda bilgi iletmeleri hiicrelerinin duyarliliginin
Olgiistine baglidir (Keshet, 1988), (Murray, 2002). Bazi bakterilerin, oksijen,
mineraller, ve organik besinlerin degisim gardyanmna dogru hareket edebilen tirleri
vardir. Bu olay kemotaktik (organizimanin kimyasal uyaranlara kars1 verdigi cevap)
olarak adlandirilir. Fygp,, nin asagidaki gibi tanimlandigini varsayiyoruz (Keller ve

Segel, 1971);
Femo = x(@)NVa (3.36)

Burada, n=n(x,t), a=a(x,t) ve x(a) swrasiyla hiicrelerin yogunlugu, kimyasal

konsantrasyonu ve kemotaktik fonksiyonudur.

Gogmen hucrelerin sabit veya simir kimyasallarin gradyanina dogru yonlendirilmis
hareketine haptotaktik denir (Anderson ve dig., 1998). Ayrica, nin asagidaki gibi

tanimlandigini varsayiyoruz (Anderson ve Chaplain, 1998);

Fhapto = p(f ) an (337)

Burada, f=f(x,t) ve p(f) sirasiyla kimyasal konsantrasyonu ve haptotaktik

fonksiyonudur.

Daha 6nce de belirtildigi gibi F,, asagidaki gibi tanimlanmustir;

F

rast —

—-DVn (3.38)

Simdi, hiicreler blyume terimi G(n) =0 iken, n(x,t) icin konsantrasyon denklemi

asagidaki gibi verilmistir (Anderson ve Chaplain, 1998);

%nz DV’n-V(y(a)nva)-V (p(f)nvf) (3.39)

Ornek 3.1. Iki boyutta hiicreler ¢ogalma teriminin yoklugunda EH hareketini
tanimlayan kismi diferansiyel denklem asagidaki gibi verilmistir (Anderson ve
Chaplain, 1998), (Sleeman ve dig., 1999);
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on 0 oa of 0 oa of
e DVn —&(x(a)n 8_x+ p(fn &j—a(x(a)n 5+ p(f)n 5) (3.40)

ve akinin bulunmadig: sinir kosullar1 (Sleeman ve dig., 1999);

DS—Z—n(X(a)g—i+p(f)gf—xJ =0, x=0,1 (3.41)
D%—n(x(a)%;+p(f)%j:0, y=0,1 (3.42)

seklindedir. Burada, n(x,y,t) EH yogunlugunu, D, EH difiizyon katsayisini, (a)
kemotaktik fonksiyonu ve EH inin duyarliiginin 6lgiisii, p(f) haptotaktik fonksiyonu,
a(x,y) TAF nin konsantrasyonunu, ve f(X,y) fibronektin konsantrasyonunu

goOstermektir.

Simdi, y(@)=X,, p(f)=p, pozitif sabitler, a(x,y)=1+mx+myy—(m, +m,),
m+m,<1 ve f(X,y)=1-myX, m,<1ifadesini géz 6niine alalim, o halde

Denklemler (3.40), (3.41) ve (3.42);

Z—?z DVn—-wn, —x,msn , w=Xx,m, —p,m, (3.43)
bigiminde olur ve sinir kosullari;

nx—%nzo, x=0,1 (3.44)

y

n _Xon?,nZQ y=01 (3.45)

halini alir (Sleeman ve dig., 1999). Denklem (3.43)’linii ¢cbzmek igin,

_ ﬂ XoMg _i 2 2
n(x,y,t)_v(x,y,t)exp(2Dx+—2D y 4D(W +(X,m,) )tj (3.46)

42



ile v(X,y,t)gibi yeni bir degisken tanimlansin. Buradan, n(X,y,t) Denklemler (3.43),
(3.44) ve (3.45)’inde yerine yazilirsa asagidaki balangi¢ sinir deger problemi elde

edilir;
Vv, = D[vXX +vyy] (3.47)
vx—ﬂv:o, x=0,1 (3.48)
2D
X0m3
v, ———2v=0, y=0,1 3.49

Denklem (3.47)’ini v(X,y,t) =X(X)Y(y)T(t) alarak degiskenlere ayirma yontemi ile

cozelim. A =p+0olmak tizere asagidaki diferansiyel denklemler elde edilir;

T'(t) +AT(t) =0 (3.50)
DX"(x) +puX(x) =0,  X'(X) —%X(x) =0, x=0,1 (3.51)
DY"(y)+8Y(y)=0, Y'(y)- X;—E}Y(Y) =0, y=01 (3.52)

Denklem (3.50)’min ¢oziimi T(t) =exp(-At) bicimindedir. Denklem (3.51) icin

Ozdegerleri ve buna karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 asagidaki gibi elde edilir;

o —W ..
. :E+m2n2D, B, :tan—l(2 D)’ m=1,2,... olmak Uzere
mm

X, (x) = cos(mmx) + sin (mmnx)

2mnD

= 1+(2r:;cDJ cos(mmx +f,,) (3.53)

ve ayrica Denklem (3.52) igin,

43



22
6=X03

=222 .1n’7’D, B, =tan lmsj n=12,... olmak iizere
4D 2nnD

nmw

Y. (y)= cos(nny)+%sin (nmx)

2
X, m
= |1+| === | cos(nmx+ 3.54

(ZnnDj (nmx+B,) (3:54)

elde edilir. Oyleyse, 1, =(m’+n*)n’D dir. Bu durumda, seri ¢oziimii asagidaki

gibi elde edilir;

N wo) XoM, ?
V(X’y't):mzn‘ﬁ[Am"\/(“(ZmnDj j(H(ZnnDj }cos(mnxﬂ}m)

cos(nmy +B, )e(m2+n2)n2Dtj (3.55)

Ayrica,

1 oa of w
X, (X) =ex —| v(@)— f)— [dX |=exp| —X |, =0
o(X) p(!D(X()aerp()axj j p[D ] o

Yo(y)=exp(j%[x(a)%p(f)%]dy}exp(%yj, 5, =0

0

dir. Bu nedenle, Denklemler (3.43), (3.44) ve (3.45) genel ¢ozimi;

n(x,y,t)_mz::l[Amn\/(H(zn\:\;Dj J(u(%j ]cos(mnx+[3m)cos(nny+[3n)

w XM, w2 +x2m3 N
exp| — X+ - +(m°+n D |t 3.56
p{ZD 20 7 ( (M) (3:59)
seklindedir.
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Denklem (3.43)’iiniin kararliligin1 bulmak igin (2_? =0 alinip x ve y’ye gore integrali

alirsa;

[@—ﬂn)+ 6_n__xom3n =A
ox D oy D

elde edilir, ve Kosullar (3.43), (3.44) ve (3.45) kullanirsa bu son denklem;

(a_”_ﬂn}{a_“_ﬂnj:o (3.57)
ox D oy D

halini alir. Denklem (3.57) ¢6ziildiigiinde kararli coziimii;

W X.m
n(x,y)=A, exp| —x+-2-23 3.58
(X,¥)=A, P(D 5 YJ (3.58)

olarak elde edilir ve bu ¢6zim t — oo icin Denklem (3.56)’nin da bir ¢6zimudur.

iyt
o N 1y O'l

-l

Sekil 3.1. n(x,y,t), D =0,0000003,x, =0,02,p, =0,05, m, =0,0009,
m, =0,00012, m, =0,00044 ve t = 4,53

N = 0 =

n(xys)

- b

\
: \ W
e S\ /4 -
05 T—_ 57 e o6 o8
\O—k-l;-’f' oz o

>

Sekil 3.2. n(x,y,t), D=0,0000003, x, =0,02,p, =0,05,m, =0,0
0011, m, =0,00022, m, = 0,00044 ve t = 4,53
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Sekil 3.3. D =0,0000003,%, =0,02,p, =0,05m, =0,00011,m, =
0,00022, m, = 0,00044 ve t= 4,53 ile Model (3.56) kararlilig1

3.2.4. EH cogalma terimi yokken timor Anjiyogenez modeli icin  matematiksel

analiz

Anjiyogenez, mevcut damar diizeninin uyarildigi ve yeni kan damarlarinin olustugu
morfojenik bir siiregtir (Pamuk, 2003). Bu yaralarin iyilesmesi ve kanser ilerlemesi
gibi ¢esitli patolojik siireclerde 6nemli rol oynar. Anjiyogenezin, birbirini izleyen ii¢
asamada meydana geldigi bilinmektedir (Paweletz ve Knierim, 1989). Birinci olarak,
vaskiiler hiicre duvarini kaplayan EH, bu membran1 zayiflatir. Ikinci olarak, EH doku
matrisi i¢ine tasinir ve boliinerek ¢ogalir (mitoz). Son olarak, damar yumagi (loop)
olusur. Yapilan ¢alismalar (Carter, 1965), (Schleef ve Birdwell, 1982), (Schor ve
Schor, 1983), tumoriin, TAF olarak bilinen bazi kimyasallar1 ortaya ¢ikardigini
gostermektedir. Kimyasallar, yakin kilcal damarlardaki EH uyararak tiimore dogru

tasinmasina y01 acar.

Tiimor anjiyogenez mekanizmalarini bir veya daha yiiksek boyutta agiklayan ve analiz
eden pek cok matematiksel model (Ambrosi ve Preziosi, 2001), (Sleeman ve dig.,
1999), (Angelis ve Preziosi, 2000), (Chaplin ve dig., 1995), (Orme ve Chaplin, 1997)

vardir. Calismamizda, bir kilcal (kapiler) ¢eperin y ekseninde [O,E ?_] araliginda

bulundugunu ve TAF kaynaginin ise X=/; dogrusunun alt arahiginda yer aldigini
varsaylyoruz. Timor - damar olusumu problemini Sekil 3.4’de oldugu gibi ele

aliyoruz. x’i X/¢, ve y’yi y//, olarak dikdértgen bir bélgeyi birim kare olacak
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sekilde yeniden ol¢eklendiriyoruz (Pamuk, 2003), (Pamuk, 2004), (Pamuk, 2000). O

nedenle, 0< X,y <1 elde etmis oluyoruz.

5" F 3
£,
kapiler Doku matrisi Tomor
0 . x
£

Sekil 3.4. Doku matrisi

Esasen, problem iki kisimdan olusuyor; y ekseni tlizerindeki dinamikler (kapiler
Uzerindeki 1D problemi) ve birim karedeki dinamikler (doku matrisi icindeki 2D
problemi). Bu iki dinamigi, bazi sinir kosullar ile birlestiriyoruz (Pamuk, 2004),
(Pamuk, 2000). Bu ¢alismada doku matrisi igindeki EH yogunluk denklemi igin
matematiksel bir analiz sunuyoruz. 1D ile ilgili analiz (Pamuk, 2003) de yapilmustir.
(Pamuk, 2003) de g¢ogalma terimi yokken EH denklemi (kapiler tzerinde), (Levine,
2000);

n_pof, 2 n
ot oyl oy \(cf)

icin bir 1D-matematiksel analiz sunulmaktadir. Burada, D kapiler tzerindeki EH

difiizyon Kkatsayisi, n=n(y,t) EH yogunlugu, c=c(y,t) enzim yogunlugu,
f =f(y,t) fibronektin yogunlugu, ozellikle plazma bag dokusu matrisleri ve bazal
membranlarda bol miktarda bulunan cok yiiksek derecede yapiskan glikoprotein
(Orme ve Chaplin, 1997), ve t(c,f) ise ihtimal yogunluk fonksiyonudur. (Pamuk,
2003) de, yazarlar, enzim ve fibronektin yogunluklarinin yari kararli durumunda, yani

¢ = c(y, t) ve f = f(y, t)’nin zamandan bagimsiz oldugunu varsayarak tlim nly, t) =yt

(c, f) oldugunu gostermislerdir. Burada, y pozitif bir sabittir.
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Biyolojik olarak, t— o i¢in, EH’in enzim ve fibronektinin ihtimal yogunluk

fonksiyonuna yaklagsma egilimli oldugu anlamina gelir.

Ornek 3.2. Iki boyutta, EH ¢ogalma terimi yokken timor anjiyogenez modeli (Pamuk
ve Bajjah, 2016);

@=Dv.(|wm[ N B (3.59)
ot 1(C,F)

ve asagidaki baslangi¢ ve sinir kosullari ise;

N=0 , t=0, 0<xy<1

N=n(y,t) , x=0

N,-NP=0, x=1 (3.60)
N=0 , y=0

N,-NQ=0, y=1

Burada, D, EH diflizyon katsayisi, N=N(X,y,t) EH yogunlugu, C=C(X,Yy,1)
enzim yogunlugu, F=F(X,y,t) fibronektin yogunlugu, n(y,t) kapiler tizerinde EH
yogunlugu, t(C,F) ise ihtimal yogunluk fonksiyonu ve,

d 0
p :a_Xm(T(C, F)), Q= @In(r(C, F))

Kosullar (3.60)’inda bulunan ikinci denklem (sinir kosulu X = 0) bize EH’nin,
kapilerden doku matrisine dogru hareket etmeye basladigini soyler. Boylece

anjiyogenez baslamis olur.

Burada amacimiz Denklem (3.59) ile gosterilen EH’in uzun zaman davraniglarini
matematiksel olarak belirlemek ve analitik olarak elde edilen EH denkleminin kararli
denge durumundaki analitik ve sayisal ¢Oziimlerinin birbirine yakin oldugunu

gOstermektedir.

Denklem (3.59) asagidaki gibi yazilabilir;

oN

EzD(NXX—PNX+NW—QNy) (3.61)
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CX+CY

C,ve C, negatif sabitleri icin, ©(C,F)=1(x,y)=e ifadesini goz oniine alalim.O
halde agikga gorulirki P=c, ve Q=c, dir. Bu durumda Denklem (3.61) asagidaki
sekle donlistir;

oN

=y D(N,,—¢,N, +N,, —c,N, ) (3.62)

Ayrica, hiicrelerin  uzun zaman dinamikleri ile ilgilendigimiz  i¢in

n(y,t) =y1(0,y) = ye” almabilir. Bu yiizden, Kosullar (3.60);

N=0 , t=0, 0<x,y<1
N = ye® , x=0
N,-c,N=0, x=1 (3.63)
N=0 , y=0
N,-c,N=0, y=1
halini alir. Simdi,
N(X,V,t) = V(X,Y,t)exp &x+c—2y—9(cz+c )t (3.64)
H 1 i) ) 2 2 4 l 2 .

ile V(X,Y,t)yeni degiskeni tamimlansin. Buradan, Denklem (3.62) icin ve Kosullar

(3.63) igin baslangi¢-sinir deger problemi;

V,=D[V, +V,, | (3.65)

V(x,y,t)=0,t=0, 0<x,y<1

c—2y+9(c 2ic Z)t
V(x,y,t)=ye2 4" 77 x=0
VYD -2V =0, x=1 (3.66)

V(x,y,t)=0, y=0

Vy(Xay,t)_C_ZZV(X1y,t):O1 y:]‘

halini alir. Coziim “kararli - durum” ve “degisken” kisma ayrilsin (Berg ve McGregor,
1966);
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V(X,y,t) =s(x,y,t) +u(x,y,t) (3.67)

kararli—durum degisken

Denklem (3.67), baslangig-sinir deger Problem (3.65) ve (3.66)’1nda yerine yazilirsa;
S, +U, =D[s,, +U, +s, +U, |

s(x,y,0)+u(x,y,0)=0

erB(cl2 +c22)t

(0,9, 0+U(0,y, ) = ye "4
S,(LY ) +U, (LY, 1) =2 (s(LY, ) + ULy, ) =0 (3.68)
s(x,0,t) +u(x,0,t) =0

s, (%L1 +u, (L y,t)—%(s(x,l, t)+u(x,1,t)) =0

elde edilir. Ayrica, iki ayr1 baglangi¢-sinir deger problemi;

S S, =0

C—2y+9(c12+c22)t
s(0,y,t)=ye? *
s, (Ly, 1) —0—215(1, y,t)=0 (3.69)

s(x,0,t)=0

C
sy(x,l,t)—zzs(x,l,t) =0
ve

U, =D[ Uy +Uy, |-s,(X,Y,1)

u(,y,t)=0

0 @y -2 Uy, =0 (3.70)
u(x,0,t)=0

c
u,(x,11) —?zu(x,l, t)=0
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elde edilir.

Ilk olarak, Sistem (3.69)’unu s(X,y) = X(X) Y(y) alarak degiskenlere ayirma yontemi

ile cozelim. Buradan asagdaki iki sinir deger problemi elde edilir;

X"(x)=AX(x) =0, X'(1) —%X(l) =0 (3.71)

Y'(y)+AY(y) =0, Y(0)=Y'() —%Y(l) ~0 (3.72)

A >0 durumundaki ¢ozimler (Cc,<0ise A =0 ve A<O durumlan geliski ile

sonuclanaktadir);
X(x) =Ccosh («/Xx) + Esinh («/Xx)
Y(y) = Fcos(\/Xy)Jr Gsin («/Xy)

dir. Smur kosullart kullanildiktan sonra 6zdegerler ve buna karsilik gelen

Ozfonksiyonlar asagidaki gibidir;

tano, = 20, oy =A,, Nn=12,..
CZ

C, .
a, cosho, —-+sinha,
B, = 2

n

c .
Elcosh o, —a,sinha,

olmak Uzere E ve G sabitleri icin,
X, (x) =E(B, cosh(a,X) +sinh(a, X)), Y, (y)=Gsin(a.,y)

dir. Bu nedenle,

s(x,y) = A, (B, cosh(ct,x) +sinh(c,X))sin(c,y) (3.73)

n=1
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elde edilir.

Simdi Denklem (3.69)’unda verilen x = 0’daki sinir kosulu kullanirsa;

(B h inh i BC12+C22
S(X,y,t)zzwz( » cosh(a, X) +sin (anx))sm(;xny) e4( )t
" Bn(oan—sinocncosocn)(pr C, j

2
4o,

(3.74)

bulunur

Ikinci olarak, Sistem (3.70) homojen olmayan sinir deger problemine karsilik gelen;
U, =D[ U, +u, | (3.75)

homojen denklemi g0z onune alarak cozelim. Denklem
u(x,y,t) =T(t) X(x) Y(y) alarak degiskenlere ayirma yontemi ile ¢6zelim. p=p+9

olmak iizere agagdaki sinir deger problemleri elde edilir;

X'(x)—pX(x)=0, X(0)=X'() —%X(l) =0 (3.76)
Y'(y)-dY(y)=0, Y@O0)=Y'()- C?ZY(l) =0 (3.77)
Ayrica,

T'(t)—uDT(t)=0 (3.78)

dir.  p,8<0 durumundaki ¢ozimler (c,,c, <0ise p,8=0 ve p,6>0 durumlari

celiski ile sonuglanaktadir), A, ve A, sabitleri i¢in 6zdegerleri ve buna karslik gelen

ozfonksiyonlar1 agagidaki gibidir;

tancnzzcn, G, =[P, taanzzﬁm, n =40, N,M=12..
C C

Xn (X) :Alsin(GnX)’ Ym (y) :AZ Sin(Bmy)

Oyleyse Denklem (3.70)’mnin ¢dziimii seri formunda asagidaki gibi yazilabilir;
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Wy = 3 T B)sin(o,y) sin(B,y) (3.79)

m,n=1

Simdi Denklem (3.70)’min homojen olmayan kismini ¢ozelim;

=S, (X,y,1) =
Blete)t & (B, cosh sinh sin
_ZWD(Clz +C22)e4( )tZ( n (O(.nX)-l- | ((XnX)) | (Ozny) (380)
"* 2B, (o, —sina, COSOLn)(1+ G ZJ
4o,

ve
u(x,y,0)=-s(x,y,0) =

=, (B, cosh sinh sin

" 2B, (a, —sina, c05an)(1+ G 2]

4o,

Uciincii olarak, Denklem (3.79) kismu diferansiyel denklemde yerine yazilirsa;
Y (Tra(®+D(0, +By) T (1))sin(s,Y) sin(B,y) = =s,(x,y, 1) (3.82)
m,n=1
elde edilir.
s, (X,Y,1) fonksiyonu asagidaki seri formuna sahip olsun;
5,06 Y,0 = Y by, (Dsin(o,y)sin(B,y) (383)

m,n=1
Denklemler (3.83) ve (3.82) terim terime karsilagtirilirsa;
Tn’m (t) + D(Gn + Bm )Tmn (t) = bmn (t)
adi diferansiyel denklemi elde edilir, ve C. keyfi sabitleri icin T_ (t) standart

¢0zUmU asagidaki gibi,
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1
T, (1) =72 Pn) [cmn + [l (£) €™ P gt J (3.84)
0

bulunur.

Simdi t = 0 igin Denkelmer (3.79) ve (3.84)’linden;
U(X,¥,0)= Y Cpy Sin(o,y)sin(B,y) (3.85)

m,n=1

elde edilir. Burada,

C

Jl.Jl-S(X, y,0)sin(c,x)sin(B,,y) dx dy

'l[sinz(cnx) dx jsinz(Bmy) dy

_ _8\|"GnZBm
(o, —sino, cosc, )(B,, —sinB,, cosp,, )

< B,,cosP,, sina, —a, cosa, Sinf,

k=1 (GZn _akZ)(ak2 —Bmz)(ak —-sina, COSOLk)[1+ 4(2;]

X

Bu nedenle,

s, (X, y,t)sin(c,x)sin(B,,y) dx dy

O ey
O ey

mn

j'sinz(cnx) dx _l[sinz(Bmy) dy

E(clz +czz)t

- %(Cf +c22)Cmn e
ve

C _ C2+C 2 EC12“322
T = —— [umne“mn%—l PO gt (3.86)
+ 1 2

Homn 4
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dir. Oyleyse Denklem (3.70)’1nn ¢6zimi;

0

C : :
u(x,y,t)= Y, —— 37 sin(e,X)sin(B,.y)
" gy T 4

2 2 b ¢ +c,°
X(an @ HmDt _,_%84( )tJ (3.87)

olur.

Sonug olarak, Denklemler (3.62) ve (3.63)’tinden olusan baslangig sinir deger

probleminin seri ¢c6zim;

B, cosh(a, x) +sinh(a,x))sin(a.,y)

L(ex+cyy) = (
N(x,y t)=ez" | 2y>]
n=1

2
2B, (o, —sina, COSOLH)(1+ G 2]

4o,

+ 3 S sin(o,X)sin(B,)

2 2 B(:12+<:22
X(an e‘P—mnDt +%e4( )tj:| (388)

seklindedir. Burada B, ve C_ ., yukaridaki tanimlandig1 gibidir.

Denklem (3.62)’inde aa_’:IZO iken N nin, ihtimal yogunluk fonksiyonu

(X, y) =67 ye esit oldugu goriiliir. Ek olarak, baz1 uzun hesaplamalardan sonra,
Denklem (3.88)’inden bir v, pozitif sabiti igin, tlifio N(X,y,t) =y, 1(X,y) elde
edilir ve boylece ¢oziimiin kararl oldugu goriiliir. (Pamuk, 2004) da bir boyutta elde
edildigi gibi, burada, (iki boyutta) zaman ilerledikce EH’in ihtimal yogunluk
fonksiyonuna egilimi oldugunu goririiz. Sekil 3.5°de C,=C,=-5 ile ihtimal

yogunluk fonksiyonu 7t(X,Yy) gosterilmektedir. Halbuki, Sekil 3.6’de Denklem
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(3.86)’inda seri ¢oziimunden elde edilen EH yogunlugunu sadece iki terim igin
gosterilmektedir. N(x,y,t) icin iki terimli seriye yeni terimler ekleyerek ¢ok daha iyi

yaklasim elde edilebilir (Pamuk ve Bajjah, 2016).

N(x.v.t)

Sekil 3.5. ¢, =C, =-bile t(X,y) ihtimal yogunluk fonksiyonu
(Pamuk ve Bajjah, 2016)

X, v)

Sekil 3.6. N(x,y,t), ¢, =¢, =-5,y =0,7x10~*, B, =100,B, =20
B, =30,8, =50,0, =0, =0,000002, 5, = a, =0,0000012,C,, =10
,C,1 =20,C,, =C,, =30,y =y, =My, =Ky =1 Ve D=3,6x107
ve t=10° (Pamuk ve Bajjah, 2016)
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, bazi biyolojik olaylar i¢in niifus artisi, av-avci etkilesimi, kalp atis1 ve
EH c¢ogalma terimi yokken tUmor anjiyogenez icin diferansiyel denklemlerin

uygulamalari incelenmistir ve matematiksel analizi ¢alisilmistir.

Bu olaylar, tek turli (niifus artist modeli) ve iki ya da daha cok tirli (av-avei
etkilesimi ve kalp atis1 modelleri) olarak sunulmustur. Tek turli ntfus buytime modeli
incelemek icin listel bliylime modeli, lojistik biiyiime modeli, gecikme modeli ve gida-
siirli modeli 6rnek olarak ele alinmistir. Ayrica, iKi tlr igin av-aver modeli incelemek
icin Lotka-Volterra modeli 6rnek olarak ele alinmustir, ve kalp atist modeli incelemek
icin E.C. Zeeman’im kalp atisinin modeli ve kalp atisinin yerel modeli 6rnek olarak

ele alinmistir. Onceki modellerinin denge ¢oztimlerinin kararlilik analizi yapilmustir.

Iki boyutta ¢ogalma terimi yokken EH hareketini tamimlayan parabolik kismi

diferansiyel denklemi igin matematiksel analizi ve ¢oziimiin kararliligi incelenmistir.

Son olarak, iki boyutta, EH ¢ogalma teimi yokken timor anjiyogenez modeli igin bir
parabolik kismi diferansiyel denklem incelenmistir. Modelin kararli durum ¢6ziimi,
“kararli - durum” ve “degisken” kisma ayrilarak elde edilmistir. Daha sonra, homojen
olmayan sinir verileri ile model i¢in 6zdeger ve 6zfonksiyon elde edilmis olup, ¢6ziim
bunlar yardimiyla elde edilmistir. Ayrica, zamandan bagimsiz ¢éziimii incelenmistir.
Yaptigimiz analizin kararliligt homojen olmayan siir verileri bulunan kismi

diferansiyel denklemleri ¢6zmede katki saglayacagina inaniyoruz.

Biyolojik olarak, bir ya da iki boyutta yapilan matematiksel analizden zaman
ilerledikce EH’in ihtimal yogunluk fonksiyonuna yaklasma egilimi oldugu

gosterilmistir.
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EKLER
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EK-A

(3.56) EH yonlugunun n(x, y, t) modeli icin matlab kodu ve Sekil (3.1)-(3.2) elde
edildi

[X,y]=meshgrid(0:.02:1);

D=3*107(-6); x0=0.02; p0=0.05;

m1=0.0009; m2=0.00012; m3=0.00022;t=4.53

N=0;

for n=1:10

for m=1:10

w=(x0*m1-p0*m2)/D;

Xmn=(exp(w*x/2*D)).*(sin(m*pi.*x)+ (w/(2*pi*m*D)).*cos(m*pi.*X));
Ymn=(exp(x0*m3*y/2*D)).*(sin(n*pi.*y)+ (x0*m3/(2*pi*n*D)).*cos(n*pi.*y));
Tmn=exp(-((W"2+(x0)2*(m3)"2)/4*D +(m"2+n"2)*D*pi*2)*t);
N=N+Xmn.*Ymn.*Tmn

end

end

mesh(x,y,N),grid on

xlabel("Y")

ylabel("X")
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EK-B

[X,y]=meshgrid(0:.02:1);

D=3*10"(-6); x0=0.02; p0=0.05;

m1=0.00011; m2=0.00022; m3=0.00044; t=4.53

N=0;

for n=1:10

for m=1:10

w=(x0*m1-p0*m2)/D;

Xmn=(exp(w*x/2*D)).*(sin(m*pi.*x)+ (w/(2*pi*m*D)).*cos(m*pi.*x));
Ymn=(exp(x0*m3*y/2*D)).*(sin(n*pi.*y)+ (X0*m3/(2*pi*n*D)).*cos(n*pi.*y));
Tmn=exp(-((W"2+(x0)"2*(m3)"2)/4*D +(m"2+n"2)*D*pi*2)*t);
N=N+Xmn.*Ymn.*Tmn

end

end

mesh(x,y,N),grid on

xlabel("Y")

ylabel("X")
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EK-C

(3.56) kararliligin modeli i¢in matlab kodu ve Sekil (3.3) elde edildi
function N=STAEDY(X,y )

n=length(x);

m=length(y)

D=3*10"(-6);

x0=0.02; p0=0.05;

m1=0.0009; m2=0.00012; m3=0.00022;

fori=1:n

for j=1:m
N(i,j)=exp(((x0*m1-p0*m2)\D)*x(i)+(x0*m3\D)*y(j));
end

end
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EK-D

1(x,y) = e“1* " Y jhtimal yogunlluk fonksiyonu i¢in matlab kodu ve Sekil (3.4) elde
edildi

function z=tpf(x,y)

n=length(x); m=Ilength(y);

fori=1:n

for j=1:m

2(i,J)=exp(-5*x(1)-5*y(}));

end

end
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EK-E

(3.86) EH yonlugunun N(x, y, t) modeli i¢in matlab kodu ve Sekil (3.5) elde edildi
function N = TPFQ(X,y )

n=length(x);

m=length(y);

cl=-5;c2=-5;

psi=0.7*10"(-18);

b1=100;b2=200;

B1=30;B2=50;

al1=.000002; a2=.0000012;

€11=10;c12=30;c21=20;c22=30;

mu=1; D_N=3.6*107(-3); t=100000000000;

fori=1:n

for j=1:m
N(i,j)=2*psi*exp(cl/2*x(i)+c2/2*y(j))*((((b1*cosh(al*x(i))+sinh(al*x(i)))*...
sin(al*y(j)))/(b1*(0.2-sin(al)*cos(al))*(1+c2"2/(4*al"2))))+...
((b2*cosh(a2*x(i))+sinh(a2*x(i)) *sin(a2*y(j)))/...
(b2*(a2-sin(a2)*cos(a2))*(1+c2"2/4*a22))))+exp(cl/2*x(i)+c2/2*y(j))*...
((c11/(mu+(c1r2+c272)/4))* (mu*exp(-
(mu+(c172+c272)/4)*D_N*t)+(c172+c272)/4)*sin(al*x(i))*sin(B1*y(j))+...
(c21/(mu+(c1"2+c2"2)/4))* (mu*exp(-
(mu+(c172+c272)/4)*D_N*t)+(c1"2+c272)/4)*sin(a2*x(i))*sin(B1*y(j))+...
(c12/(mu+(c1"2+c2/72)/4))*(mu*exp(-
(mu+(c172+c272)/4)*D_N*t)+(c172+c272)/4)*sin(al*x(i))*sin(B2*y(j))+...
(c22/(mu+(c1"2+c2"2)/4))* (mu*exp(-
(mu+(c172+c272)/4)*D_N*t)+(c1"2+c272)/4)*sin(a2*x(i))*sin(B2*y(j))));
end

end
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