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LINEER OLMAYAN BiHAl“{M“ON.i.K DENKLEMIN FARKLI SINIR
KOSULLARINDA SAYISAL COZUMU

OZET

Bu ¢alismada, dis kuvvetlerin etkisi ile deforme olan elastoplastik levhanin egilmesi
problemi incelenmektedir. Bu tiir problemlerin matematiksel modeli lineer olmayan
biharmonik denklemler ile ifade edilir. Levha teorisinde kullanilan biharmonik
denklemin ¢oziimii, kaynak yapilarak sabitlenmis veya basit dayanaklanmis veya
serbest kenarlara sahip bir levhaya uygulanan bir yiikiin, levha ylizeyinde
olusturdugu egilmeyi ifade etmektedir. Bu ¢alismada elastoplastik sikistirilamayan
bir levhanin egilmesi problemini temsil eden lineer olmayan biharmonik denklemin,
farklt sinir kosullarinda sayisal ¢6ziimii sonlu farklar yonteminin yardimi ile elde
edilmistir. Gergek uygulama problemleri ele alinarak ¢oziilmiistiir. Hatali ve hatasiz
girig verileri i¢in elde edilen sonuglar problemin ¢éziimiiniin dogru bir sekilde elde
edildigini gostermistir. Daha sonra belli bir yiik altinda olusan egilme miktar
biliniyorken levhanin yapildigi malzemenin elastisite modiilii bulunmustur ve benzer
sekilde elastisite modiilii ve egilme miktar1 belli iken uygulanan kuvvetin bulunmasi
yani optimal kontrol problemi ¢oziilmiistiir.

Anahtar kelimeler: Biharmonik Denklem, Elastoplastik Levha, Plastiklik, Sayisal
Coziim, Sonlu Fark Y ontemi.



NUMERICAL SOLUTION OF NONLINEAR BIHARMONIC EQUATION
FOR DIFFERENT BOUNDARY CONDITIONS

ABSTRACT

In this study, the problem of an elastoplastic plate which is bending by the effect of
external forces is examined. The mathematical model of this kind of problems is
expressed by nonlinear biharmonic equations. The solution of the biharmonic
equation which is used in plate theory represents the deflection which is occured by
the load applied to the plate satisfying clamped, simply supported or free boundary
conditions. In this study, the numerical solution of the nonlinear biharmonic equation
which represents the bending problem of an incompressible plate is obtained by
finite difference method for different boundary conditions. Real implementation
problems are discussed. The results obtained for exact and inaccurate input data.
Then elasticity modulus of the plate is found when the deflection occured by a
definite load is known and similarly when elasticity modulus and deflection is
known, applied force is found i.e. optimal control problem is solved.

Key words: Biharmonic Equation, Elastoplastic Plate, Plasticity, Numerical
Solution, Finite Difference Method.



GIRIS

Bilim ve teknigin énemli problemlerinin matematiksel modelleri, diferansiyel veya
kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemi ile tanimlanmaktadir.

Ornegin biharmonik denklem, yiiklenmis levhalarin egilmesini ifade eder.

Bu calismada elastoplastik levhanin egilmesini temsil eden lineer olmayan

biharmonik denklemin farkli sinir kosullarinda sayisal ¢oziimii ele alinmistir.

Bolim 1'de levhanin egilmesi probleminin tarihsel gelisimi ve bu konuyla ilgili

gecmiste yapilmis olan ¢alismalar ele alinmistir.

Boliim 2'de elastiklik, plastiklik, gerilme ve sekil degistirme kavramlar tanitilmastir.
Daha sonra Hooke Kanunu ile sekil degistirme ve gerilme arasindaki baglant1 ifade

edilmis ve son olarak da diizlem deformasyon durumu verilmistir.

Boliim 3'te diferansiyel denge denklemlerinden yola ¢ikilip, plastiklik teorisine bagli
olarak gerilme ve sekil degistirme sapmalar1 arasindaki iliskiden faydalanarak
elastoplastik levhanin egilmesinin matematiksel modeli elde edilmistir. Daha sonra
genel durumda biharmonik operator ele alinarak levha probleminde kullanilacak sinir

kosullar ¢ikarilmigtir. Siir kosullarinin fiziksel yorumu verilmistir.

Boliim 4'te ele alinan problem monoton operatorler teorisi kapsaminda incelenmistir.

Ele alinan problemin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi bu baglamda gdsterilmistir.

Bolim 5'te ele aliman lineer olmayan biharmonik denklemin, sonlu farklar
yonteminden yararlanarak ayrik denklemi elde edilmistir. Bu boliimde ayrica, siir

kosullarinin sonlu fark yaklagimi verilmistir.

Boliim 6'da lineer olmayan biharmonik denklemin sayisal ¢oziimii i¢in gelistirilmis
olan algoritmadan yararlanarak hazirlanmis olan bilgisayar programi test
fonksiyonlar1 ile incelenmistir. Boliim 6'da lineer olmayan biharmonik denklemin
sayisal ¢oziimi i¢in gelistirilmis olan algoritmadan yararlanarak hazirlanmis olan

bilgisayar programi test fonksiyonlari ile incelenmistir.

1



Once sinirlarda siki kenetlenme kosulunu saglayan daha sonra da mentese kosulunu
saglayan levha i¢in denklemin sayisal ¢Oziimii ele alinan test fonksiyonlar
kullanilarak kontrol edilmistir. Plastiklik fonksiyonunun farkli durumlar igin
problemin yaklasik ¢oziimiiniin bagil ve mutlak hatalar1 hesaplanmis ve hata analizi

yapilmuistir.

Bolim 7'de farkli kuvvetlerin etkisi ile elastoplastik levhanin egilmesi problemi
incelenmis ve elde edilen sonuglarin analizi yapilmistir. Daha sonra malzemenin (E)
Young's modiiliiniin elde edilmesi igin program yazilarak farkli kuvvet ve
egilmelere bagl olarak elde edilen E'ler i¢in hata analizi yapilmistir. Buna ek olarak
yumusak ve sert malzemelerden yapilmis levhalarin maksimal egilmesi géz Oniine
alinarak etkileyebilecek ylikiin siddetinin bulunmasi yani optimal kontrol problemi

degerlendirilmistir.



1. LEVHANIN EGILMESi PROBLEMININ TARIHCESi VE LITERATUR
INCELENMESI

Elastik yiizeylerin egilmesi problemi iizerine yapilan ilk girisimler Euler’in

caligmalaridir (Timoshenko, 1953). 1767 yilinda tamamen esnek bir filmin titregimi

konusu L. Euler tarafindan ele alinmis ve bu esnek filmin birbirine dik iki gergin

teller sisteminden olustugu varsayilmistir. Bununla ilgili olarak,

ow oFw Ow
=A +B

ol 0x2 Oy> (1.1)

diferansiyel denklemi ortaya konulmustur. Denklemde w, egilmeyi temsil etmekte
olup, A ve B sabittir. Ayn1 yaklasim levhalarin analizi konusuna 1789 yilinda Jacques

Bernoulli tarafindan uygulanmis ve bu yolla,

D 84w+ o'w . 1o
ox* oyt q (1.2)
diferansiyel denklemi elde edilmistir. Burada D levhanin sertlik (rijitlik) katsayis1 ve
q yanal yiikiin siddetidir. Bernoulli, kendi denkleminin sadece bir yaklasim oldugu
ve eger birbirine dik olmayan iki miller sistemi alinirsa farkli bir sonuca varilacagi

konusuna ag¢iklik getirmistir. Calismasini levhanin egilmesi problemini ¢ézmede

sadece bir girisim olarak yayimlamistir.

Levhanin egilmesi problemi deneysel olarak ilk kez Chladni tarafindan 1802 yilinda
incelenmistir ve Die Akustik adli kitabinda yer alan akustikte yaptigi ¢alisma ve
titresen levhalar ile ilgili deneyleri levhalar teorisinde biiyiik ilgi uyandirmstir.
Kenarlar1 yaylar ile sabitlenmis cam bir levhanin iizeri ince kumla kaplanmis ve
yayin titresimi saglanmigtir. Levhanin hareketinin ¢esitli durumlan i¢in diigiimsel
dogrularin olustugu gosterilmis ve ilgili frekanslar belirlenmistir. Kum tanelerinin
¢izmis oldugu resimlerin levhanin sekline, yaylarin yerine ve titresimin frekansina

bagli olarak degistigi gozlemlenmistir.



1811'de Sophie Germain, egilmenin gerilme enerjisinden yola ¢ikarak egilmenin
diferansiyel denklemini elde etmek i¢in varyasyonel analiz kullanmistir. 1813 yilinda
Germain'in yaptigi calismadaki bazi hatalar J. Lagrange tarafindan diizeltilmis ve

istenen denklemin kabul edilebilir formu bulunmustur;
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Boylece, J. Lagrange tam anlamiyla genel bir levha denklemini ileri siiren ilk bilim

adami1 olmustur.

Levha teorisini gelistirmek i¢in daha ileri bir girisim 1814 yilinda Poisson tarafindan
yapilmistir. Denklem (1.3)%in fiziksel anlamimi vermek igin Poisson, levhanin
aralarinda molekiiler kuvvetlerin etki ettigi parcaciklardan olustugunu varsaymustir.
Poisson, bu pargaciklar sisteminin denge kosullarindan Denklem (1.3)'i elde etmeyi

basarmuistir.

Levhanin egilmesinin ilk tatmin edici teorisini 1823 yilinda veren Navier, Poisson’un
yaptig1 gibi, levhanin molekiillerden olustugunu varsaymis, fakat o bu molekiilleri
kalinlik igerisine dagitmis ve molekillerin egilme esnasindaki hareketlerinin
levhanin orta diizlemine paralel oldugunu ve bu diizlemle aralarindaki mesafeyle
dogru orantili oldugunu varsaymistir. Bdylece, herhangi bir yanal yiikleme icin,

dogru diferansiyel denklemi bulmustur;
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Navier buldugu Denklem (1.4)1i mentese kosulunu (simply supported boundary
condition) saglayan dikdortgensel levhaya uygulamis ve Fourier serisi formunda
dogru sonuca ulagmistir. Bu ¢oziimii, yiikiin diizgiin dagildigin1 ve levhanin orta
yiizeyinde yogunlagtigin1 kabul ederek bulmustur.Bu ¢oziimler, levhanin egilmesi
problemleri i¢in verilen ilk tatmin edici ¢ozlimlerdir. Navier, ayrica sinirlarda diizgiin
dagilmis T sikistirma kuvvetlerinin etkisi altindaki levhalarin yanal biikiilmesini de

diistinmtis ve biikiilen ylizey i¢in dogru diferansiyel denklemi elde etmistir;
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Denklem (1.5)'i dort kosesinden desteklenen dikdortgen bir levha ile ilgili karigik bir

probleme uygulamis fakat bunun i¢in kabul edilebilir bir sonuca ulagilamamastir.

1829 yilinda Poisson statik yiik altindaki bir levhanin egilme problemi i¢cin Germain-
Lagrange denklemini basartyla gelistirmistir. Bu problem her ne kadar levhanin D
silindirik sertlik katsayisi sabit oldugu durum i¢in kurulsa da, Poisson bir sinir
tizerindeki herhangi bir nokta icin {i¢ sinir kosulu tanimlamay1 6nermistir. Poisson
tarafindan ileri siiriilen sinir kosullart ve bu kosullarin dogasi hakkinda birgok soru

tartigma ve arastirma konusu olmustur.

1850 yilinda Kirchhoff ince levha teorisi lizerine 6nemli bir tez yayimlamistir. Bu
tezde Kirchhoff, bugiin levhanin egilme teorisinde yaygin olarak kabul edilen ve
Kirchhoff hipotezleri olarak bilinen iki bagimsiz temel ilke belirtmistir. Bunlardan
birincisi levhanin kenarlarinda yalniz iki sinir kosulunun verilmesi gerektigini
vurgulamasi ve fiziksel anlamlarina bagli olarak farkli sinir kosullarini elde etmesi,
ikincisi ise levhanin frekans denklemini kesfetmesi ve levha problemlerinin
coziimlerindeki gergek yer degistirmeleri tanimlamasidir. Kirchhoff teorisi, levhanin
egilme teorisinin fiziksel belirginligine katkida bulunmus ve uygulama
problemlerinde dogru kullaniminin temelini olusturmustur. Kirchhoff teorisine

Saint-Venant tarafindan ¢ok sayida degerli yorumlar eklenmistir.

Timoshenko deformasyon teorisine ve levha biikiilme analizinin uygulamalarina
onemli bir katkida bulunmustur. Timoshenko'nun ¢ok Snemli katkilari arasinda
biiyiik egilmeleri ve elastik denge problemlerini dikkate alan dairesel levhalarin
¢oziimleri yer almaktadir. 1959 yilinda Timoshenko ve Woinowsky-Krieger
(Timoshenko ve Woinowsky, 1959) c¢esitli levha biikiilme problemlerinin derin

analizleri ile belirtilen elemanter bir monografi yayimlamislardir.

1877 yilinda karsilikli iki kenarindan mentese kosulunu saglayan ve diger kenarlar
boyunca herhangi sinir kosullarina sahip olan dikdortgensel levha M. Levy
tarafindan incelenmistir. Pratikte biiyiik bir 6neme sahip olan bu konuda, tablolari

maksimum ¢ékmeler ve maksimum egilme momentleri i¢in siralayan miihendisler



tarafindan ¢esitli yiikkleme durumlart c¢alistlmistir. Eliptik, {icgensel ve dilim
seklindeki diger levha big¢imleri calisilmis ve esas olarak levhanin egilmesini konu

alan kitaplar yayimlanmaya baslanmistir.

Birbirinden esit uzakliktaki kolonlar tarafindan desteklenmis bir levhanin analizi
bliyiikk bir pratik oneme sahiptir. Bu problem ayrica Nadai ve Galerkin’in

kitaplarinda da incelenmistir.

Lewis (1899) iki paralel kenarinda mentese kosulu, diger kenarlarinda ise, herhangi

bir kosul verilen levhalar i¢in seri ¢oziimii elde etmistir.

Modern yapilarda nispeten ince levhalarin, tabakalarin ve kabuklarin yaygin
kullanimi, levha ve kabuk teorilerinde gelisimleri beraberinde getirmistir. Ilgili
denklemlerin Kirchhoff tarafindan ¢ikarilmasina ve akustikteki bazi uygulamalarin
gosterilmis olmasina ragmen, levha teorisinin miihendislikteki genis kullanimi

yirminci ylizyilda baslamistir.

Dairesel levhalar i¢in bazi elementer kesin c¢oziimler A. Korobov tarafindan
bulunmustur ve dairesel levhalarin kesin teorisi hakkinda genel bir irdeleme J.

Michell tarafindan verilmis ve daha ileri diizeyde H. Love tarafindan ele alinmistir.

Cok ince bir levhanin biiyiik sapmalarini temsil eden genel denklemler, levhanin orta
yiizeyine etki eden gerilmeler icin elde edilen gerilme fonksiyonu kullanilarak Foppl

(1907) tarafindan basitlestirilmistir.

Krylov ve O6grencisi Boobnov biikiilgenlik ve genisleme sertligi ile ince levha
teorisine katkida bulunmustur. Boobnov (1914) levhanin biikiilme teorisinin temelini
olusturmustur ve modern levha siniflandirmasini tanimlayan ilk kisi olmustur. Uzun
diizgiin sekilde yiiklenmis dikdortgensel levhanin egilmesi ele alindiginda Boobnov
problemi bir filmin egilmesi problemine indirgemis ve ¢esitli sinir kosullarinda
¢Ozmiistiir. Ayrica, gerilme analizini oldukga basitlestiren ve simdi gemi insa
endiistrisinde yaygin olarak kullanilan tablolar hazirlamistir. Boobnov elastikligin
diferansiyel denkleminin entegrasyonunun yeni bir metodunu Onermis ve g¢esitli

ozelliklerdeki levhalar i¢in maksimum egilme ve maksimum biikiilme momentlerinin



tablolarin1 belirlemistir. Yazarin ¢éziimiine dayali daha ayrintili tablolar T. Evans

tarafindan gelistirilmistir.

Bir problemin kesin bir ¢dziimiinii bulmanin miimkiin olmadigi durumlarda, ya da
serilerle verilen ¢oziimler pratik uygulama i¢in uygun olmadigindan miihendisler
yaklasik analize basvurmuslardir. Ritz’in yontemi levhalar teorisinde yaygin olarak

kullanilmis ve bir¢ok faydali sonuca yol agmustir.

Bir levhanin {izerine etki eden ¢ok gii¢lii bir kuvvetin, uygulandigi noktada lokal
gerilmeleri olusturmasi problemi Nadai (1925) tarafindan ele alinmistir. Yirminci
yiizyilin ortalarinda yogun bir kuvvetin mentese ve siki kenetlenmis kenarlara sahip
dikdortgensel levhalar tizerine etkisi bazi yazarlar tarafindan yayimlanmistir. Levha
teorisi gelistirilirken miithendislerin oldukga ilgisini ¢ekmistir ve bazi problemler tam

olarak ¢Oziilmiistiir.

Levhalarin egilmesinin lineer olmayan problemlerinin ¢6ziimii Panov (1941) ve

Volmir (1956) tarafindan incelenmistir.

Levhanin ¢ok ince olmasi gereksinimi ile kullanilan ve Nadai (1925) tarafindan
kendi kitabinda ve Levy tarafindan yapilan dikdortgensel levhalarin biiylik sapmalar
hakkindaki c¢alismasinda kullanilan denklemler, Von Karman tarafindan

gelistirilmistir.

Varyasyonel problemin sonsuz cebirsel denklemler sistemi elde edilerek, yaklagik
¢oziim yontemi Ritz (1904) tarafindan verilmistir, daha sonra ise G. Genki ve I.
Boobnov tarafindan gelistirilmistir. Sert kenetlenme durumunda daha genel yaklasim
ile ¢oziim yontemleri Timoshenko (1938) tarafindan verilmistir. Cesitli kuvvetlerin
etkisiyle farkli sekillerdeki ince levhalar i¢in lineer ve lineer olmayan burulma
problemlerinin kapsamli analizleri, ek olarak kritik kuvvetler ve burulma hali i¢in
miihendislik dizayninda kullanilabilen olduk¢a kapsamli mevcut sonug¢larin sunumu
Gerard ve Becker (Gerard ve Becker, 1957), Timoshenko ve Gere (Timoshenko ve
Gere, 1961), Cox (1963) tarafindan sunulmustur. ince levhalarin hareketinin
diferansiyel denklemi D'Alambert ilkesi uygulanarak ya da enerji korunumuna dayali

formil kullanilarak elde edilebilir.



1970 wyilindan baslayarak levhanin deformasyon teorisinin problemlerinin
bilgisayarlarin yardimiyla yaklasik olarak ¢oziilmesi yoniinde genis arastirmalar
yapilmistir. Elastoplastik tiirdes ve tiirdes olmayan levhalarin egilmesi ile ilgili diiz
veya ters problemlerin farkli yaklasimlarla elde edilen sayisal ¢oziimleri bilim

adamlar1 tarafindan incelenmis ve literatiirde yayimlanmaistir.

Tahta levhalarin ve desteklenmis beton tabakalarin birgok uygulamasi anizotropik
(yone bagli) levhalarin egilme teorisinin gelismesine sebebiyet vermistir. Bu tiirlin

ilk ¢alismas1 Gehring tarafindan yapilmustir.

Levhalarin egilmesi ile ilgili problemlerin sayisal ¢oziimiinii elde ederken kullanilan
yontemlerden biri Sonlu Elemanlar Yontemidir. Sonlu Elemanlar Yontemi

kullanilarak son zamanlarda yapilan ¢alismalarin bazilarindan asagida bahsedilmistir.

Sonlu Elemanlar Yontemi; yaklagimlarin lokal karakteri, karisik geometrik bolgelerle
bas etme yeterliligi, birlestirilmis genel bir formiil ile birgok ¢esit probleme adapte
edilebilen genis bir yaklasim semas: kiimesinin varlifi gibi avantajlara sahiptir.
Nayroles, Villon ve Touzot (Nayroles ve dig., 1992) Sonlu Elemanlar Yontemi ile
yakin baglantili ve yontemin avantajli 6zelliklerini barindiran fakat daha diizgiin
yaklagimlar saglayan ve kesin elemanlara degil de sadece diigiim noktalar1 kiimesine
ihtiyac1 olan bir yontem gelistirmislerdir ve bu yonteme Diffuse Approximation
Method adin1 vermislerdir. Bu yontem, Sonlu Elemanlar Yonteminin bazi siirl
Ozelliklerini kaldiran ve bilinen noktalar kiimesinde tanimli fonksiyonlarin diizgiin
yaklagimlarini elde etmek ve bu fonksiyonlarin tiirevlerini daha yiiksek bir kesinlikle

tahmin etmek gibi avantajlara sahiptir.

Hasanov ve Mamedov (Hasanov ve Mamedov, 1994) bir levha iizerine uygulanan
kuvvet ve levha yilizeyinde meydana gelen egilme iliskisinden yola ¢ikarak levhanin
elastoplastik 6zelliklerini belirlemek amaciyla yaptiklar1 ¢calismada ele aldiklar ters
problemi oOncelikle bilinen bir fonksiyonel i¢in minimizasyon problemine
dontistiirmiis ve daha sonra s6z konusu ters ve diiz problemlerin sayisal ¢6ziimiinii
elde etmek amaciyla algoritma gelistirerek Sonlu Elemanlar Yoénteminden

faydalanmiglardir.



Hudramovich, Hart ve Ryabokon (Hudramovich ve dig., 2010) homojen olmayan
levha ve kabuk sistemlerinin lineer olmayan deformasyonlarmin sayisal
simulasyonlarinda Sonlu Elemanlar Yonteminin kullanilmasi agisindan ilgi g¢ekici
olan calismalarinda, diizlem gerilme durumundaki farkli sekillerde delikler iceren
dikdortgensel levhalar ele alarak yavaggca artan bir yiikke bagli olarak olusan
elastoplastik deformasyonun malzemenin gerilme-gerinme (stress-strain) alani
tizerindeki etkisini arastirmislardir. Yaptiklari bu ¢alismada, levha ve kabuk sistem
elemanlariin gerilme-gerinme alanlarin1 hesaplamak amaciyla Sonlu Elemanlar
Yonteminin sayisal uygulamasi igin etkili izdiistimsel-tekrarli (projective-iterative)
semalar gelistirmislerdir. Plastik deformasyonlar1 hesaplamaya yarayan ardigik
yaklasim semalar1 ile Sonlu Elemanlar Yonteminin sayisal uygulamasinin

izdiistimsel-tekrarli semalar1 kombinasyon halinde kurulmustur.

Bina ve alt yap1 insaatlarinin iskeletlerinin temel parcalarinda kullanildig varsayilan
yap1 malzemelerinin analizinde levha egilme problemlerinin ¢6ziimiinde daha kesin
sonuclara ulasmak amaciyla Ladopoulos (2012) Tekil integral Operatdrler Metodu
(Singular Integral Operators Method) ile Sonlu Elemanlar Yontemi ¢iftinin bir
kombinasyonunu kullanmistir. Egilme momentlerinin belirlenmesinin ¢ok 6nemli
oldugu bu tiir yap1 analizlerinde dikdortgensel bir delige sahip dikdortgensel bir
levhanin egilme momentlerinin belirlenmesi ve ilgili levha probleminin uygulamasi

verilmistir.

Vavourakis, Loukidis, Charmpis ve Papanastasiou (Vavourakis ve dig., 2013)
ayristirllmis ~ Arbitrary  Lagrangian-Eulerian  yaklagimini  biiyiik  diizlemsel
deformasyonlarin elastoplastik analizleri i¢in sunmuslardir. Kullanilan bu ayristirma
yonteminde, Eulerian basamagi deforme olmus ortamda yeniden bir sebeke
olusturulmasim1 ve durum degiskenlerinin yeniden eslestirilmesini icermektedir.
Ancak yeni sebeke olusturulmadan Once analitik bir yaklagim kullanilarak diigiim
noktalarmin diizgiin dagiliminin korunmasi amaciyla serbest smirlardaki diiglim
noktalar1 Radial Basis Point Interpolation Functions semas: yardimiyla yeniden
yerlestirilmistir. Arbitrary Lagrangian-Eulerian yaklasimi kullanilarak yiikleme
yapilan bolgenin sinirlarinda ¢ok biiyiik yer degistirmelerin (deformasyonlarin)
oldugu analizlerde bile, vyiikleme-yer degistirme tepkisi yeterli kesinlikte

ongoriilebilmistir.



Gegen birkag on yildir, Displacement-Based Finite Element Method (Yer
Degistirme Temelli Sonlu Elemanlar Y6&ntemi)'un miithendisligin bir¢ok alaninda ¢ok
cesitli fiziksel problemin analizi i¢in oldukga etkili bir ara¢ oldugu ispatlanmistir. Bu
alanlarda ¢ok karisik lineer olmayan yap1 mekanigi ve kati mekanik problemlerinin
analizinde Displacement-Based Finite Element Method ve Force-Based Finite
Element Method olarak adlandirilan iki ayr1 Solu Elemanlar metodu gelistirilmistir.
Yakin zamanda Displacement-Based Finite Element Method yontemi uygulama
kolaylig1 ve basit bilgisayar otomasyonu nedeniyle biraz daha baskin hale gelmistir.
Ancak bu yontemin, basamak basamak ¢oziim prosediiriinden kaynaklanan hata
birikimi, devasa hesaplama siiresi tiiketimi ve yontem igerisinde gerilmelerin yer
degistirmeler kullanilarak tlirev yontemiyle hesaplanmasindan kaynaklanan sayisal
hatalarin olusmasi gibi dezavantajlarinin olmasi Force-Based Finite Element Method
yonteminin tekrar diigiiniilmesine sebep olmustur. Fakat bu yontem de bilgisayar
yazilimi uygulamast agisindan kullanigh degildir. Jia ve Liu (Jia ve Liu, 2014)
yaptiklar1 bir ¢aligmada yeni bir iterativ yer degistirme temelli Sonlu Elemanlar
Yontemi gelistirmislerdir. Large Time Increment Method (Biiyiilk Zaman Artisi
Metodu) olarak adlandirilan bu yontemde yol goésteren ana denklemler iki gruba
ayrilmaktadir; global denge ve uyumluluk denklemleri ve lokal temel denklemler.
Gegtigimiz yillarda bir¢ok elastoplastik malzeme i¢in genisletilen bu ydntem

hesaplama sonuglarini elde tutarak basamak basamak ¢oziime ulasilmasina dayanir.

Pajand ve Karkon (Pajand ve Karkon, 2014) ince levhalarin analizi ile ilgili
yaptiklar1 ¢alismada Sonlu Elemenlar Yontemi kullanirken biri iiggensel digeri
dortgensel eleman olmak iizere iki unsur Onermislerdir. Bu elemanlarin
formiilasyonlar1 hibrit (karma) gerilme varyasyonel prensip ve ince levha
denkleminin homojen ¢oziimiine dayanmaktadir. Hibrit fonksiyoneldeki bagimsiz
alanlar, i¢ gerilme ve smir yer degistirme alanidir. I¢ gerilme alani analitik homojen
¢ozlim ve sinir alant kullanilarak hesaplanmistir. Bu i¢ gerilme alani interpolasyon
fonksiyonlarimin  smirlarindaki  serbest diigiimsel derecelerle alakalidir. Bu
yaklasimda, yapinin kayma deformasyonu ihmal edilmistir. Bu fonksiyonlar
hesaplamak i¢in elemanin kenarlarinin Euler-Bernoulli mili gibi davrandig
varsayilacaktir. Caligmada, dnerilen elemanlarin kesinligi ve etkililigi ¢esitli testlerle

gosterilmistir.
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Miihendislik yapilarinin analizinde yaygin bir sekilde kullanilan ince levha
yapilarinin analizinde Sonlu Elemanlar Yonteminden sonra siklikla kullanilan
yontemlerden biri de Sinir Elemanlart Yontemi'dir. Siir integral denkleminin
levhanin egilme problemine uygulanmasi, Kirchhoff levha egilme problemlerinin
sinir integral denkleminin dolayli ¢6ziimii ve dogrudan sinir integral formiilleri

literatiirde ¢esitli yazarlar tarafindan yapilan ¢aligmalarda bulunabilir.

Sinir integral denklemlerinin levha egilme problemlerine uygulanmasi ile ilgili en
eski caligmalardan biri Jaswon ve digerlerinin (Jaswon ve dig., 1967) yaptigi
caligmadir. Bu ¢aligmada biharmonik sinir deger problemlerinin integral denklemler
cinsinden ifade edilebilecegi ve bu tiir denklemlerin sayisal ¢Oziimiiniin elde
edilmesi, sinirlarin koselerindeki keskinligi diizgiinlestirmek ve sonuglari kontrol
etmek i¢in gerekli yontemler verilmistir. Daha sonra bu teknikler, ¢ozlimii i¢in bagka
hi¢cbir uygun teknik bulunamayan baz1 iki boyutlu gerilme problemlerine

uygulanmaistir.

Kirchhoff  levha teorisi i¢in dogrudan smir elemanlart formiilasyonunun
gelistirilmesi Forbes ve Robinson'a (Forbes ve Robinson, 1969) atfedilmistir ve bu

calismayi Stern (1979)'in g¢alismasi takip etmistir.

Keyfi sekilli ince elastik levha problemlerinin ¢ézliimii i¢in bir integral denklem
metodu Altiero ve Sikarskie (Altiero ve Sikarskie, 1978) tarafindan gelistirilmistir.
Gelistirilen metod, hayali bir levhanin igine ger¢ek levhanin gomiildiigii varsayimina
dayanmaktadir. Gergek levhanin sinirinda bilinmeyen bir yiik vektori tanitilmistir.
Siiperpozisyon prensibi ile bilinen ¢apraz yiikler ve bilinmeyen sinir yiiklerine bagl
olarak her yerde yer degistirme alanimin bulunabilecegi gosterilmistir. Onerilen
metodun i¢ egilme momentleri ve yer degistirmeler acisindan oldukca yiiksek

kesinlikte ve kullanigh oldugu ifade edilmistir.

Reissner levhalari i¢in sinir integral denklemi Vander Weeén (1982) tarafindan ele
alimmustir ve ardindan Karam ve Telles (Karam ve Telles, 1988) yaptiklari ¢alismada
Reissner levha modelinin hem ince hem de kalin levhalar i¢in uygun oldugunu
gostermisler ve Vader Weeén'in formiilasyonunu sonsuz bdlgelerde hesaplama

yapmak i¢in genisletmislerdir.
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Wen, Aliabadi ve Young (Wen ve dig., 2000) yaptiklart ¢alismada dinamik
yiikklemeye maruz kalmig levhalarin egilmesinde catlaklar problemini ele almislardir
ve problemi Laplace doniisiimii bolgesinde (Laplace Transform Domain) Sinir
Elemanlar1 Yontemi ile ¢ézmiislerdir. Calismada sonsuz bir Kirchhoff levhasi ele
almmistir ve levhanin merkez noktasinda gii¢lii bir yiiklemeye maruz kaldig
varsayllmistir. Polar koordinat sisteminde levhanin egilmesini temsil eden denklem
ele alinarak denklemin Laplace doniisiimii elde edilmistir. Laplace doniistimii ve seri
acilimi kullanilarak esas ¢oziim ifade edilmis ve ters Laplace doniisiimii yardim ile

esas ¢Oziime ulasiimistir.

Wen, Aliabadi ve Young (Wen ve dig., 2005) daha sonra yaptiklari bagka bir
calismada Siur Elemanlart Yontemini kullanarak geometrik olarak lineer olmayan
Reissner levhalarinin analizini yapmislardir. Lineer olmayan sartlari cisim kuvveti
olarak varsaymiglar ve egilme i¢in baglasik (coupled) bir sinir integral formiilasyonu
ve iki boyutlu diizlem gerilme elastisitesi elde etmislerdir. Daha sonra dual
reciprocity (gifte eslenik) yontemi kullanilarak lineer olmayan kosullardan kaynakli
bolge integralleri sinir integrallerine doniistiiriilmiistiir. Uygulanan yiikler i¢in artim

teknigi genisletilerek lineer olmayan sinir integral denklemleri ¢oziilmiistiir.

Homojen ince levhalarin egilmesinin analizi i¢in problemin tanimlandig1 bolgede ve
sinirlarda kafes kullanimi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin
kullanilan geleneksel yaklagimlarin temel bir karakteristigidir. Sonlu Farklar, Sonlu
Elemanlar ve Sonlu Hacim gibi bolge (domain) metodlar1 ve Sinir Elemanlar
Metodu gibi sinir metodlart kafes kullanilan metodlardir. Bolge metodlarinda
varsayimlar lokal yaklasimlar i¢in yapilir ve bunlar1 desteklemek icin bir kafese
ihtiya¢ duyulur. Bir integral denklem vasitasiyla elde edilen sinir metodlarinda ise,
sinir integrallerinin sayisal yaklasimini elde etmek i¢in bir sinir kafesine ihtiyag
duyulur. Sonlu Elemanlar Yoéntemi gibi baskin yaklagimlarda, bir kafesin kullanimu,

kafesi tantmlamak i¢in 6zel yontemlerin planlanmasini gerektirir.

Leitao (2001), radial basis function'larm kullanimina dayanarak Kirchhoff levha
egilme probleminin yaklasik genel ¢Oziimiiniin elde edilmesi i¢cin Meshless Method
kullanmistir. Yapilan bu calismada, genel ¢oziimii elde etmek icin gerekli olan

simetrik ve tekil olmayan bir lineer denklem sistemi elde etmek amaciyla Hermite
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Collocation (siralama) yontemi kullanilmistir ve formiilasyonu degerlendirmek igin
farkli sinir kosullarina sahip bir dizi levha analiz edilmistir. Kafessiz (meshless)
karakteri ve kavramsal olarak basitligiyle kullanilan bu yontem formiilasyonun
uygulanmasini kolaylastirmasinin yani1 sira daha hizli ve etkin bir hesaplama

yapilmasini saglamistir.

Levha problemleri ile ilgili yapilan caligmalara bakildiginda daha ¢ok sonlu
elemanlar, sinir elemanlari, Meshless Method yontemleri kullamilmustir. Sonlu

farklar yontemi kullanilarak bu konuda yapilan ¢aligma yok denecek kadar azdir.

Hasanov (2007) elastik olmayan, homojen sikistirilamayan bir levhanin egilmesini
temsil eden lineer olmayan sinir deger problemini ],-deformasyon teorisi
kapsaminda ele almis ve problemin zayif ¢éziimiiniin varligini monoton potansiyel

operator teorisini kullanarak aragtirmigtir.
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2. GENEL KAVRAMLAR

Malzeme davranisini agiklarken iki ideal kavramdan bahsedilir. Bunlar; tam elastik

cisim ve tam plastik cisim (Omurtag, 2012).

Tam Elastik Cisim: Bir kuvvetin etkisi altinda deformasyona ugrayan ve kuvvet
kaldirildiktan sonra eski durumuna donen cisme tam elastik cisim denir. Tam elastik
cisim i¢in uygulanan kuvvet F ve uzama u degerleri siirekli ol¢lilmiis ise, kuvvet ile

yer degistirme arasindaki iliskiyi gosteren (F, u) grafigi Sekil 2.1-a'daki gibidir.

Tam Plastik Cisim: Dis kuvvetlerin etkisiyle meydana gelen sekil degisimi
kuvvetlerin kaldirilmasi ile hi¢ yok olmuyor, aynen kaliyor ise bu cisimlere tam
plastik cisim denir. Tam plastik cisim i¢in kuvvet ile yer degistirme arasindaki iliski
Sekil 2.1-b' deki gibidir. Sekil 2.1-d'de ise elastik davranis gdsteren bir cisim igin

gerilme-sekil degistirme grafigi verilmistir.

Gergekte ise, malzeme davramisi bu iki ideal duruma yakin olabilecegi gibi,
elastoplastik durum da s6z konusu olabilir. Yani yiikk kaldirilinca, sekil
degistirmelerin bir kismi1 geri donerken, bir kismi kalici olabilir (Sekil 2.1-c) ve buna
elastoplastik cisim denir. Biitiin yapisal malzemeler belli bir dereceye kadar elastiklik
Ozelligine sahiptirler. Geri donmeyen sekil degistirme davranisi, malzemenin fiziksel

Ozelliklerine, yiiklemenin siddetine, bicimine ve kosullarina bagl olarak degisir.

kuvvet

F=

u=uzama u u u
(a) el &) =
(a) (b (c) )

Tam elastik cisim Tam plastik cisim  Elasto-plastik cisim  Dogrusal elastik c¢isim

Sekil 2.1. Kuvvet ile yer degistirme arasindaki iliski (Omurtag, 2012)
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Genel olarak kat1 cisimler i¢in gerilme-sekil degistirme egrisi Sekil 2.2'deki gibidir.

oF
A ..........
Elasto plastik -~ Plastik
bolge < bolge
GT ..........................
Elastik
bolge
>
€4 €,

Sekil 2.2. Bigimlendirilebilir metaller i¢in gerilme-sekil
degistirme egrisi (Omurtag, 2012)

D1s kuvvetin etkisiyle malzeme plastik deformasyona gectikten sonra son olarak
plastik deformasyon ile artan kuvvet belli bir noktaya yigilir ve cisimde olusan
catlaklar sonucunda kirilma gergeklesir. Eger yeterli kuvvet uygulanirsa, sonugta tiim

malzemeler karilir.

Her hangi bir cisim, dis kuvvetin kiiciik degerleri icin elastik, biiyiik degerleri i¢in
plastik davranis gosterebilir. O nedenle, sekil degistirebilen cisimler mekaniginde
malzeme yasalar1 6nemlidir. Robert Hooke 1660'da kuvvet ile yer degistirme
arasinda "kuvvet ne kadarsa uzama da o kadardir" ifadesiyle kendi ismiyle anilan
Hooke yasasini dnermistir. Hooke yasasina gore, kuvvetle yer degistirme arasindaki
iligki dogrusal olup bu tiir cisimler Hooke cismi olarak isimlendirilir. Uygulanan dis
yiikiin siddetine ve cismin yapisina bagli olarak Sekil 2.1-a'daki davranisin

sergilendigi araliga oranti sinir1 iginde denir.

Elastik malzemelerde deformasyon, kuvvetlerin kaldirilmasiyla yok olur
(Timoshenko ve Goodier, 1951). Burada, elastik cismin yapildigi malzemenin
homojen oldugu yani cismin tiim noktalarinda malzemenin 6zelliginin degismedigi

ve bu maddenin, cisimden kesilen en kii¢iik par¢anin cisimle ayni belirli fiziksel
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ozelliklere sahip olacak sekilde, tiim hacme dagilmis oldugu varsayilir. Ayrica,
durumu basitlestirmek icin cismin izotropik oldugu yani elastik ozelliklerin her

dogrultuda ayn1 oldugu varsayilir.

Yapisal malzemeler genellikle bu 6zellikleri saglamazlar. Ornegin, celik gibi 6nemli
bir malzemenin, bir mikroskopla calisildigi zaman, degisik g¢esitlerde ve degisik
yonlerde kristallerden olustugu goriiliir. Bu malzeme homojen olmaktan ¢ok uzaktir
fakat deneyler gosterir ki, homojenlik ve izotropluk varsayimi iizerine kurulu
elastiklik teorisi, ¢elik yapisina ¢ok biiyiik bir kesinlikle uygulanabilir. Bunun izahi,
kristallerin ¢ok kiigiik olmasidir; genellikle bir in¢ kiip celigin iginde milyonlarca
kristal vardir. Tek bir kristalin elastiklik O6zellikleri farkli yonlerde ¢ok farkli
olabilirken, kristaller normal olarak rastgele dagilmistir ve daha biiyiikk metal

parcalarinin elastik 6zellikleri kristallerin ortalama 6zelliklerini temsil etmektedir.
2.1. Bir Noktadaki Gerilme

Ic kuvvetleri dlgmek igin gerilme kavrami gelistirilmistir. Bunlarin belirlenmesi
ozellikle kat1 cisimler mekaniginde biiyiik bir éneme sahiptir. Yapinin gerilme ve
sekil degistirmelere kars1 direnci uygulanan dis kuvvetlerin siddetine baglidir. Dis
kuvvetler altinda dengede olan bir cisim ele alindiginda (Sekil 2.3) cismi olusturan
parcalarin birbirleri ile olan baglantilarindan dolay1 cismin kisimlari arasinda ig
kuvvetler ad1 verilen zorlamalar olugur. Cismin herhangi bir noktasina etki eden
kuvvetlerin bliylikliiglinii gozlemlemek amaciyla cismin bu noktadan gecen bir tt en

kesitiyle iki parcaya boliindiigi varsayilsin.

Sekil 2.3. Dengedeki bir cisim (Timoshenko, 1951)
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Bu pargalardan I parcasi (Sekil 2.3) ele alinirsa, bu par¢ga P; (i=1,2,3,4) dis
kuvvetlerinin ve tt en kesiti ilizerine dagilmis ve Il parcasinin I pargasi lizerindeki
etkisinden olusan i¢ kuvvetlerin etkisi altinda dengededir. Bu kuvvetlerin, tipki
hidrostatik basing ve riizgar basincinin etki ettigi yilizeye araliksiz dagilmasi gibi tt
en kesitinin alanina araliksiz dagildigi varsayilir. Bu tiir kuvvetlerin biiytikliikleri
genellikle onlarin siddetleriyle, baska bir deyisle, etki ettikleri yiizeyin birim alanina
etki eden kuvvet miktar ile tanimlanir (Ekmekyapar ve Ozakga, 2014). I¢ kuvvetler

ele alindiginda bu siddet gerilme olarak adlandirilir.

En basit durumda ug¢ taraflarima diizglin sekilde dagilmis kuvvetler tarafindan
olusturulan gerilmeye maruz kalan prizmatik ¢ubukta (Sekil 2.4) i¢ kuvvetler ayrica
tt en Kesiti {izerine diizgiin sekilde dagilir. I¢ kuvvetlerin belirlenmesi 6zellikle kati
cisimler mekaniginde biiylik bir 6neme sahiptir soyle ki, yapida veya cisimde olusan
gerilme ve sekil degisimleri dis kuvvetlerin iirlinlidiir. bu yiizden cisimlerin gerilme

ve sekil degistirmelere kars1 direnci dis kuvvetlerin siddetine baghdir.

(111

<«

e

Sekil 2.4.tt en
kesitli prizmatik
¢ubuk

(Timoshenko, 1951)

Sekil 2.3n genel durumunda gerilme tt en kesiti iizerine diizglin sekilde
dagilmamistir. AA gibi kiiciik bir alan iizerine etki eden gerilmenin biiyiikliigiinii
elde etmek icin, bu 6gesel alan lizerine etki eden kuvvetlerin, II pargasinin I parcasi
tizerindeki etkiye bagli olarak AP gibi bir bileske kuvvete indirgendigi varsayilir.

Eger AA 6gesel alan siirekli olarak kiigiiltiiliirse AP/AA  oraninin limit degeri, tt

17



en kesiti lizerine etki eden gerilmenin biiyiikliigiinii verir. AP bileske kuvvetinin limit

yoni gerilme yoniinii verir. Matematiksel olarak,

=1l ap 2.1
o= Mimy XA D

seklinde ifade edilen limit degerine gerilme adi verilir (Timoshenko ve Goodier,
1951). Cismi farkli bir kesitten kesip ayni islemler tekrarlanirsa, daha Once
gerilmenin hesaplandigi noktada yine ayni gerilme degeri elde edilir. Bu yaklagim
kesit alanindan bagimsizdir. Buradaki gerilme artik bir vektor olarak gosterilebilir.
Bu vektoriin hem bir yonii, hem de biytikliigii vardir. Gerilme vektorii, buradaki
kuvvetleri dengelemek i¢in bu kuvvetlerin yoniine bagl olarak bir yon kazanir.
Gerilme sadece bir nokta {iizerinde tamimlandigi zaman bir vektdr olarak

degerlendirilebilir.

Bir noktadaki gerilme, ¢ekme, basma ya da kayma etkilerine sahip olabilir. Genel
durumda, gerilmenin yonii, etki ettigi AA alanina egimlidir ve genellikle iki bilesene
ayrilir. Cekmeye ve basmaya calisan birincisi, alana dik olan normal gerilme,
kesmeye calisan i¢ kuvvetler ise kayma gerilmesi olustururlar. Bu iki gerilme

durumu genellikle birlikte ortaya ¢ikarlar.
2.2. Gerilme Tensorii

Birim alana etki eden ylizey kuvveti genellikle koordinat eksenlerine paralel ii¢
bilesene ayrilir. Ayrica, birim hacme etki eden cisim kuvvetleri de ii¢ bilesene ayrilir

ve bu bilesenler i¢in X, Yy, Z notasyonlar1 kullanilacaktir.

Gerilme bilesenlerini ifade ederken yaygin olarak ti¢ farkli indis gdsterimi kullanilir.
Bunlardan birincisi; normal ve kayma gerilmeleri i¢in ayni1 harf kullanilir ve ikisini

birbirinden ayirmak i¢in segilen indis gosterimi,
normal gerilme : 6;; , (i=x,y,2)
kayma gerilmesi : ¢ , (i#j=X,y,z) (2.2)

seklindedir.
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Ikincisi normal ve kayma gerilmelerini farkli harflerle ifade etmek ve normal

gerilmeleri tek alt indisle, kayma gerilmelerini iki alt indisle yazmaktir. Bu durumda,
normal gerilme : o; , (i=x,y,2)
kayma gerilmesi : t; , (i#j=x,y,2) (2.3)

Uciinciisii ise, normal ve kayma gerilmelerinin ayni harf ile ifade edilmesi ve alt

indis olarak 1, 2, 3 rakamlarinin kullanilmasidir. Bu durumda,

normal gerilme : o;; , (i=1,2,3)

kayma gerilmesi : 65 , (i#j=1,2,3) (2.4)
olur.

Ifade (2.2)-(2.4)'deki indis gosteriminde iki temel 6zellik vardir. Birinci alt indis
yiizeyin normalinin dogrultusunu, ikinci alt indis ise gerilme bilesenine paralel eksen

dogrultusunu temsil etmektedir. Bu calismada ¢ogunlukla Ifade (2.3) kullanilacaktir.

Sekil 2.5'te dis kuvvetler altinda dengede duran kati bir cismin tt en kesit diizlemi

igerisinde bir O noktasnda olusan ii¢ boytlu gerilme durumu gosterilmistir.

Sekil 2.5. Ug eksenli normal ve kayma gerilmeleri
(Timoshenko, 1951)
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Ele alinan O noktasi, ii¢ boyutlu diferansiyel kiibik bir eleman olarak diisiiniiliirse,
kiibik elemanin yanal ylizeylerinde olusan normal ve kayma gerilmeleri
gosterilmistir. Kiibik diferansiyel elemanin yanal yiizeyine etki eden gerilme
bilesenleri icin notasyonlar ve pozitif yon olarak alinan yonler gosterilmistir.
Ornegin; y eksenine dik olan kenarlar i¢in, bu kenarlara etki eden gerilmenin normal

bilegenleri o, ile gosterilir. y alt indisi, y eksenine dik olan diizlem iizerine etki eden

normal gerilmeyi gosterir. Dis kuvvetler yapiya etkidiginde eger ¢ekme etkisi

yaparsa normal gerilme pozitif yani o =AP/AA, eger basma etkisi yaparsa normal

gerilme negatif yani o = - AP/AA deger alur.

Kayma gerilmesi, koordinat eksenlerine paralel iki bilesene ayrilir. Bu durumda, alt
indis olarak iki harf kullanilir, birinci harf s6z konusu diizlemin normalinin yoniindi,
ikinci harf ise gerilme bileseninin yoniinii belirtir. Ornegin, eger y eksenine dik olan

kenarlar diistiniiliirse, X yoniindeki bilesen 1y, ve z yoniindeki bilesen 1y, ile ifade

yz

edilir.

Bir kiibik elemanin alti kenar1 {izerine etki eden gerilmeyi ifade ederken, normal

gerilmeyi gostermek i¢in oy, 6,, 6, sembolleri ve kayma gerilmesini gostermek icin

y»

Txy> Tyxs Txzs Toxs Tyzs Tzy Olmak tizere 6 sembol kullanilir. Elemanin denge durumuna

Xy> Yyxo Yz>

karsilik kayma gerilmesi i¢in kullanilan sembollerin sayis1 3’e diisiiriilebilir;
Txy™ Tyx v Tex™ Txz > Tzy~ Tyz (25)

Kibik bir elemanin iki dik kenarnn i¢in kayma gerilmesinin bu kenarlarm
kesisimindeki dogruya dik olan bilesenleri birbirine esittir (Sekil 2.6). Bir noktadaki
koordinat  diizlemleri  iizerine etki eden gerilmeleri gostermek ig¢in

Ox» Oy, Oy, Txy> TxzoTy, Dilesenleri yeterlidir. Bu nicelikler o noktadaki gerilme

bilesenleri olarak adlandirilir.
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Z ot
Cay
Tyz dz - yz
dy
o) - y

Sekil 2.6. Kayma gerilmesi (Timoshenko, 1951)

Malzeme biliminde tensorler, genellikle fiziksel sistemlerin 6zelliklerini temsil eden
sayilar1 gruplamak i¢in kullanilirlar. Bir fiziksel sistemi tarif edebilmek i¢in kag
saytya ihtiya¢ duyuldugu, sistemden sisteme degisiklik gosterir. Tek bir sayi
kullanarak tarif edilebilen fiziksel sistemler ele alinirsa (6rnegin bir cismin kiitlesi
veya sicaklig gibi), tek bir sayidan olusan bu tensorlere skalar adi verilir. Bir say1
dizisi ile ifade edilen fiziksel sistemleri tarif etmek i¢in ise vektor adi verilen
tensorler kullanilir. Skalar ad1 verilen boyutsuz tensorler sadece biiyiikliikleri; vektor

ad1 verilen tek boyutlu tensdrler ise biiytikliikleri ve yonleri tizerinden tanimlanir.

Baz1 fiziksel sistemleri tarif edebilmek icin ise, bir vektor dizisinden olusan
tensorlere ihtiya¢ duyulur. Matris goériiniimiine sahip olan bu tensér, skalar ya da
vektor gibi ayri bir isim kullanmadan sadece tensor olarak adlandirilir. Bir cisim
tizerine etki eden biitiin gerilme degerlerini tek bir tensér icinde toplayip, bu
degerlerin eksen doniisiimiinden nasil etkilendigini bulmak igin tek tek islem yapmak
yerine, tensOr islemleriyle istenilen sonuca rahat bir sekilde ulasilabilir. Gerilme

tensorii Ifade (2.2)-(2.4)'e bagl olarak 3 farkl: sekilde ifade edilebilir;

Oxx Oxy Oxz Ox Txy Txz 611 O12 013
o0=||%yx Oyy Oyzf[=|[Tyx Oy Tyz|| =oc=]|021 O22 023 (26)
Ozx  Ozy Oy Txx Tzy O 031 032 033

Gerilme tensoriinlin bilesenleri cismin farkli noktalarinda keyfi olarak verilemez.

Gerilme hesabinda asil amag, bir noktada belli bir kesitteki gerilmeleri kullanarak
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ayn1 noktada baska bir kesitteki gerilmeleri belirlemektir. Bunun i¢in, o noktadaki
sonsuz kiiciik bir cisim parcasinin dengesini aragtirmak yeterlidir. Bu cisim; bir ve iki
boyutlu gerilme hesabinda bir dortyiizlii olup ii¢ boyutlu gerilme hesabinda bir
dortgenler prizmasidir. Eger gerilme durumu bir noktadan digerine degismiyorsa bu

durum bir homojen gerilme durumudur.
2.3. Sekil Degistirme ve Sekil Degistirme Bilesenleri

Cisim kuvvete maruz kaldiginda ve cisimde deformasyon olustugunda cismi
olusturan pargaciklarin her birinin konumlarinda bir miktar degisim olur. Noktalarin
her birinin konumlarindaki degisimin 6nceki konumlarina gore orani sekil degistirme
olarak adlandirilir. Bir malzeme gerilmeye maruz kaldiktan sonra malzemede bir

miktar sekil degistirme olusmasi beklenir (Timoshenko ve Goodier, 1951).

Elastik bir cismin deformasyonunu tartigirken, cismin hareketini engellemek igin
yeterince kisitlama oldugu varsayilacaktir, boylece cisimde deformasyon olmadan
cismin parcaciklarinin herhangi bir sekilde hareket etmesi miimkiin olmayacaktir.
Deforme olmus bir cismin parcaciklarinin kiigiik hareketleri tanimlanabilir. Deforme
olan bir cismin bir noktasinin X, Y, Z eksenleri dogrultusundaki yer degistirmelerine
u, v, w isimleri verilerek tanimlanabilir. Bu u, v, w degerlerinin cismin hacmi

tizerinde siirekli olarak degisen ¢ok kiigiik nicelikler oldugu varsayilacaktir.

Boyutlar1 dx,dy,dz olan elastik bir cismin kii¢iik bir parcasi ele alinsin (Sekil 2.7).
Cismin bir deformasyona ugradig: varsayilirsa U, v, w O noktasinin yer degistirme
bilesenleri olmak tizere , X yoniinde O noktasina ¢ok yakin bir A noktasinin X ekseni
lizerindeki yer degistirmesi u+ (du/0x) dx seklindedir. Bu, u fonksiyonunun x

koordinatindaki (du/dx)dx artisina baglh olarak olusur.
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Sekil 2.7. Birim elastik cisim (Timoshenko,
1951)

Deformasyona bagli olarak OA elemaninin uzunlugunda meydana gelen artis
(0u/0x)dx olur. Bu nedenle O noktasinda, X yoniindeki birim uzama du/dx tir.

Aym sekilde, y ve z yonlerindeki birim uzamalar dv/dy ve 0dw/dz tirevleriyle

gosterilebilir.
0O - dx - X
1 V \
a9 y Vit ‘V dy
3 | y
dy A
A
u+ % dx
X

Sekil 2.8. OA ve OB elemanlar1 arasindaki agilarin
sapmasi

u ve v, O noktasinin X ve y yonlerindeki yer degistirmeleri olmak tiizere A noktasinin
y yoniindeki yer degistirmesi v+(0v/0x)dx ve B noktasinin X yoniindeki yer
degistirmesi u+(du/dy)dy dir. Bu yer degistirmelere bagli olarak OA elemaninin

yeni yonii O A 6v/0x kadar bir miktar egilmistir. Ayni sekilde OB elemani du/dy
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kadar kiigiik bir agiyla egilerek OB ye kadar egilmistir. Buradan goriilebilir ki, OA
ve OB elemanlar arasinda kalan, baslangigta bir dik a¢1 olan AOB  dv/0x +0du/dy

kadar kii¢tilmiistiir.

Bu, xz ve yz diizlemleri arasindaki kayma gerilmesidir. Xy ve Xz, ve yX ve yz
diizlemleri arasindaki kayma gerilmeleri ayni1 sekilde elde edilebilir. € notasyonu
birim uzama ve y notasyonu birim kayma sekil degistirmesini ifade etmek igin
kullanilir. Sekil degistirme yonlerini belirtmek igin, tipki gerilme bilesenlerinde

oldugu gibi alt indisler kullanilir. O halde,

o))
Q| 2

> &7

i
Q)lQ)
x| =
%m

I
Q)lQ)
<<

3 ou ov ou oOow ov Oow

—t — = —+ — = —+ — 2.
Txy oy ox Y 3 ox v &z oy 2.7)

Cismin her hangi bir noktasinda deformasyon durumu deformasyon tensorii ile

verilmektedir. Deformasyon tensorii (matrisi) farkli indis gosterimlerine bagli olarak

1 1
& ST 57
2'xy 2
| IXZ €xx €xy €xz €1 €2 €3
€= ngx & yll=ze=||S% Gy Gz|| =e=|€21 €2 €3 (2.8)
€x &y € €31 €2 €3

1 1
E’YZX E’YZy €Z
ifadelerinden biriyle gosterilir.

Burada €;(x) fonksiyonlar1 deformasyon tensorii bilesenleridir ve bu bilesenler

baslangicta x,y,z koordinat eksenlerine paralel sonsuz kiiciik lineer elemanlar igin
deformasyonlar1 gostermektedir. Bunlar, ele alinan noktaya gore yer degistirme

vektoriiniin bilesenleri ile,

_— %+% ij=1,2,3 (2.9)
1 2 aXJ aXi 5 . <y

ifadeleri ile tamimlanir. Burada €, €, €, normal deformasyon bilesenleridir ve
sonsuz kii¢iik lineer elemanlarin boyutlarinin x,y,z koordinatlarina gore degisimini

karakterize etmektedir. Normal deformasyonun isareti cekme ve sikistirma durumuna
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bagli olarak belirlenmektedir. Genel olarak, ¢ekme durumunda deformasyonun

pozitif oldugu varsayilmaktadir;

Vg = Vyxr Vo™ Vox o Yy = Yoy (2.10)
bilesenleri yer degistirme deformasyonudur.

2.4. Hooke Kanunu

Gerilme-sekil degistirme bilesenleri arasindaki iliski deneysel olarak belirlenerek
Hooke Kanunu ile ifade edilmektedir. Tek eksenli gerilme durumu i¢in, kenarlari
koordinat eksenlerine paralel olan bir 6gesel dikdortgen paralel yiizliiniin iki zit
kenar1 lizerine diizgiin sekilde yayillmis olan o, normal gerilmesine maruz kaldig

varsayilsin. Elemanin gerilmeye paralel kenarinin birim uzamasinin biiyiikligi,
€& = — (2.11)

denklemiyle verilir burada sabit bir deger olan E , elastisite modiilii veya Young
modiilii olarak adlandirilir ve deneysel yontemle belirlenir. Elastisite modiilii,
gerilme esnekligi veya bir eksen boyunca zit kuvvetlerin uygulanmasi sonucu o
eksen boyunca deforme olmus nesnenin gerilmesi olarak tanimlanir. Yani, bir
nesnenin elastisite modiilii, elastik deformasyon bolgesindeki gerilme-sekil
degistirme egrisinin egimidir ve elastisite modiilii arttik¢a, cismin uzamaya karsi

direnci de artar.

Kuvvetin etkisi altinda kalan par¢a X yoniinde uzarken, kuvvete dik dogrultudaki

kisalma ile kuvvet yoniindeki uzama arasinda kurulan iliski;
€,=€,=- Ve, (2.12)

seklindedir. Boyutsuz bir sabit olan v , Poisson oranidir ve malzemedeki enine sekil
degistirmenin boyuna sekil degistirmeye oranini temsil etmektedir. Poisson orani

gerilme ile iliskilendirilirse Denklem (2.11) ve (2.12)'den,

Ox

=g =-v— 2.13
€= €=V T (2.13)

y
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elde edilir. Burada eger gerilme tensoriiniin her bir bileseni sekil degistirme
tensorliniin bilesenlerinin lineer bilesimi olarak tanimlanabilir ise, bu durumda cisme
lineer esnek cisim denir. Klasik esneklik teorisi genellesmis Hooke yasasina

dayanmaktadir.

Hooke Yasalari: Tek eksenli gerilmeler (asal gerilmeler) oy, 6y, 0, in  x ekseni

dogrultusunda sebep olacagi uzama oranlari sirastyla;

v

Oy Oy VG,
(Ex)x = E > (Ex)y =- F > (Ex)z =- F (214)

olup, toplam uzama orani, iist iiste bindirme ilkesi geregi,
&= (&x * (edy * (&), (2.15)

bi¢iminde hesaplanir. Bu diisiince, y ile z eksenleri dogrultusunda da genisletilirse
Genel Hooke Yasasi ile gerilme ve sekil degistirme arasindaki doniisiim asagidaki

denklemler ile tanimlanir.

1 \Y% \Y% 1
&=EOx - EOyEO02T E[GX—V (oy+ GZ)]
v 1 v 1
eyz-E 0X+Ecy-EGZ=E [cy-v(GXJcm)] (2.16)
1 1
€,=- % Ox - % oyt E 6,= E [GZ-V (GX+Gy)]

i=Tii alt1

Uc boyutlu lineer esnek cismin her bir noktasinda gerilme tensdriiniin T =Tj;

bileseni ile sekil degistirme tensoriiniin Vi~ Vi alt1 bileseni arasinda lineer bir baginti

vardir. Kayma gerilmesi t ile kayma acis1 y arasindaki iliski, deneyler sonucu,

1
y=gT (2.17)

bi¢iminde dogrusal bir bagint1 ile ifade edilmistir. Denklem (2.17)'deki G sabitine
kayma modiilii denir. Homojen ve izotrop malzemelerin sabitleri arasindaki baginti

asagidaki denklem ile tanimlanir;
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G E
C2(1+)

(2.18)

Kayma gerilmelerinin sebep oldugu kayma acilar1 (kayma sekil degistirmesi

bilesenleri),

_ TXy _ sz _ TyZ
YT G WG YWg (2.19)
bigimindedir.

Denklem (2.16) ve (2.19)'daki bagimntilar matris gosterimiyle {e}=[C] {c} bi¢iminde

yazilirsa,
(& 1/E -v/E -v/E 0 0 0 (%)
| & | -v/JE 1/E -v/E 0 0 0 | oy |
{ € }_ -v/E -v/E 1/E 0 0 0 4 o, }
Y] 0 0 0 1/G 0 0 Tyy (2.20)
LYXZJ 0 0 0 0 1/G 0 |||
Y | 0 0 0 0 0 1/6] \t2)
olur.
o 2V -G 221
T (a2 R (2.21)
Lam¢ sabitleri olmak {izere
Esitlik (2.20)'den {c}=[E] {¢} yapisina gegilirse;
Ox (A2 A A 00 0 (%)
(Gy] I8 (A2 I8 0 00 | & |
S, A o (2w 00 0 { € }
= 2.22
ir’*y; 0 0 0 w00 |)Yw (@2
erz) 0 0 0 0 u 0 LYXZJ
Tyz 0 0 0 0 0 p IV

seklini alir.
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2.5. Denge Denklemi

Kat1 cismin denge durumunda olmasi i¢in gerilme tensoriiniin bilesenlerinin belli
kosullar1 saglamas1 gerekmektedir. Gerilme tensoriiniin bilesenleri momentlerin
denge kosulundan t;; =155 (1#]) = X,y,z) esitligini, kuvvetlerin denge kosulundan ise

asagidaki esitlikleri saglamalidir;

00x | Tty Ot

+ =224 =

ox oy 0z =0

oty 0o, Oty

A (2.23)

0T, @TZy+8GZ
ox Oy 0z

+F3 =0

Burada F; (i=1,2,3) dis kuvvetlerdir ve Ifade (2.23)'e denge denklemi denir.
2.6. Diizlem Deformasyon

Eger yer degistirme vektorii u=u(u;,u,,u3)' nUN uj bileseni sifira esitse, yani u; ve
u, bilesenleri x5 koordinatina bagli degil ise, o halde cisim diizlem deformasyon
durumundadir denir (Sokolnikoff, 1956). Bu durumda sekil degistirme tensoriiniin

€ s Vs Vox V& Yy, ™Yoy bilesenleri sifira esit olur ve diger bilesenler x5 koordinatina

bagli olmaz. Bu durumda sifirdan farkli bilesenler;

(2.24)

€

6u1 aU2 1 8u1 alb
el
Ox Y 0y xy Iyx 2\ 0x Oy

ifadeleri ile belirlenir. (2.24) ifadelerinde sekil degistirme tensoriiniin 3. bileseni u;
Ve u, bilesenleri ile tanmimlanir. (2.24)"in yardimi ile kolaylikla,
Pe, e, 207

= 2.2
ox2  Oy*  Ox0y (2.25)

uyum kosulu elde edilebilir. Kosul (2.25) x ve y degiskenlerine bagli olan
u=u(u;,u,) yer degistirme vektoriiniin tek degerli olarak belirlenebilmesi i¢in gerek

ve yeter kosuldur. Bu kosul cismin i¢ kisminda bosluklarin ortaya ¢ikmasi olasiligini
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ortadan kaldirir. Bellidir ki, eger u; ve u, , x ve y degiskenlerine gore diferansiyeli

alabilir fonksiyon ise, Kosul (2.25) kendiliginden saglanir.

Diizlem deformasyon durumunda gerilme bilesenleri sekil degistirme bilesenleri

cinsinden soyle ifade edilir;

0y =20 et (et )]
v

Gy = 2].L [Ey + E (€X+€y)],

v
c,= 2“@ (EX + Ey),

TXy = 2nyy > TXZ = TyZ = O (2'26)

Ayrica,

3

Z O (12 + (2 2 e 0, =123 2.27
= ox\ Oy ﬁxuéy OX . 2.27)

denklemler sisteminde  F;=0, u3=0 ve F,F,,u;,u, , z degiskenine bagh

olmadigindan diizlem problemi i¢in Lamé denklemler sistemi (Timoshenko,
Goodier, 1951);

2 82 2
Qu+ 7») +“a2 +(u+ ?») +F; =0,

2

8282+“6

2
(utd) 2 4 Qu+ X) 2 F,=0 (2.28)

seklinde tanimlanir.
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3. ELASTOPLASTIK LEVHANIN EGILMESININ MATEMATIKSEL
MODELI

3.1. Elastoplastik Levhanin Egilmesinin Matematiksel Modeli

Kalinligi h olan elastoplastik bir levhanin orta diizleminin Ox;x, diizleminde
Q={(x1,%):0<x;<1; , i=1,2} dikdortgensel bdlgesini doldurdugu ve bu levhanin
dikey yonde (x5 ekseni boyunca) yonelmis q = q(x;,X,) siddetindeki bir yiikiin etkisi
altinda oldugu ve levhanin simirlarint higbir kuvvetin etkilemedigi diisiiniilsiin.
Hacim kuvvetlerinin olmadigi, yani F;=F,=F;=0 durumunda, levhanin alt ylizeyi
serbest kaldig1 ve yiizeysel kuvvet levhanin {ist kismina dikey yonde uygulandigi

i¢in;

Oy, (X1, X2, h/2) =0, (X1, X5, -h/2) = 0,,(xy, X, h/2) =6, (X1, %3,-h/2)
=0,,(X1,X,-0/2)=0 , 0,,(x1,%3,h/2)=q (3.1
oldugu tespit edilir.

Denge denklemler sistemi Denklem (2.23)Mn ilk iki ifadesi x3 ile carpilip
[- h/2,h/ 2] araliginda x;'e gore integrali alindifinda, gerilme tensdriiniin
simetrikligi ve kuvvet fonksiyonunun levhanin diizlemine ortogonallik kosulu da g6z

Ontine alinarak,

h/2 h/2 h/2
0o 0o 0o
j axxlx X3 dX3 + f axxzy X3 dX3 + j 6)();2 X3 dX3 =0
-h/2 -h/2 -h/2
h/2 h/2 h/2
oG oG oG
8_Xylx X3 dX3+ J 8_Xyzy X3 dX3 + j g};z X3 dX3: 0 (32)
-h/2 -h/2 -h/2
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elde edilir. Denklem (3.2)'deki son integrallerde, Esitlik (3.1) goz Oniine alinarak,

kismi integralleme formiilii uygulanirsa (Samarskii, Andreev, 1976),

h/2

aCSXZ
[ 225 ax=- [ oudn o, tnd

Ox
-h/2 3

h/2

0oy, _
X3 dX3 =- Gyz dX} + Gyz (XlaXZa&.a) E.} |

Ox
-h/2 3

h/2

-h/2

h/2

-h/2

- j Gyz dX3

(3.3)

seklinde olur. Denklem (3.2)'deki diger integraller ise, asagidaki sekilde yazilabilir;

h/2 h/2
0o 0
j 5 = X3 dx3 = — OxxX3dx3
X] 6X1
-h/2 -h/2
h/2 h/2
OOy 0
dx; = — dx; ,
J %, X3 X3 %, OxyX30X3
-h/2 -h/2
h/2 h/2
oG 0o 0
yX Xy
le X3 03 f 8x1 *360%3 8X1
-h/2 -h/2
h/2 h/2
0o 0
— xydxy = — J d
8X2 X3 X3 6)(2 nyX3 X3
-h/2 -h/2

Esitlik (3.3) ve (3.4) (3.2) sisteminde g6z Oniine alinirsa,

h/2 h/2 h/2
0 0
e Oy X3dx3 + . OxyX3dx3 - Oy, X3 dx3 =0
! -h/2 2 -h/2 -h/2
h/2 h/2 h/2
0 0
e Oy X3 dx3 + R Oyy X3 dx3 - Oy, X3dx3 =0
L 25/ -h/2
elde edilir.

h/2

-h/2
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Denge denklemler sisteminin iigiincii denklemi [- h/2,h/ 2] araliginda x3
degiskenine gore integrali alindiginda, gerilme tensoriiniin simetrikligi ve kuvvetin

levhanin iist diizlemine etkisi de géz oniine alinarak,

h/2 h/2 h/2

j 00,4 ot j 0G,y et j aGZZd ~0 1.6
aXl x3 8X2 *3 6X3 X7 ( ' )

-h/2 -h/2 -h/2

olur. Buradan,

h/2 h/2
0 0 h h
a_Xl Ozx dX3 + a_Xz Ozy dX3 + 0y, (Xla X2, E) = Oz (Xla X2, 'E) =0 (37)
-h/2 -h/2
ve son olarak,
h/2 h/2
0 0
@_Xl oy, dx; + a—xz Oy, dx;+q(x)=0 (3.8)
-h/2 -h/2
elde edilir.

Denklem (3.5) ve (3.8)'de kullanilan integraller fiziksel anlamina gére momentleri

gostermektedir;
h/2 h/2
M, = Oxx X3 dX3, M, = Oyy X3 dx3,
-h/2 -h/2
h/2
M12 - - _]- nyX3dX3 ) q:GZZ(Xl’XZa h/z)’ (39)
-h/2
h/2 h/2
Q1 = .f OxzdX3, Q; = .f Uyzdx3
-h/2 -h/2

Mekanikte MI(X19X2) ve Mz(Xl,Xz) egilme momentleri, MIZ(XDXZ) burulma

momenti, Q,(x;,x;) ve Q,(x;,x;) ise kesme kuvvetleri olarak tanimlanir. Son
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tanimlamalarla birlikte Denklem (3.5) ve (3.8) de kullanilarak denge denklemleri
asagidaki sekilde yazilabilir;

oM, oM,

8X1 8x2 Ql -0

_8M12+%_Q -0 (310)
0xX;  0xy 2

oQ, Q,

aXl 8X2 q(X) 0

Buradan Q, ve Q, yok edilirse,

0 (GMI aMlz) . 0 <8M2 8M12

= S+ 40 =0 (3.11)

Ox 1 6X2 6X2 8X2 Ox 1

olur. Son olarak Denklem (3.11)'deki tiirevler hesaplandiginda ii¢ bilinmeyenli,

#MlzéMu+§M2
aX% E 6X1 aXz aX%

+q(x)=0 (3.12)

kismi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Fakat M;, M,, ve M;, momentleri
gergekte bilinmeyen degildir. Momentlerin w(X;,X,) = u3(X;,X,,0) egilme fonksiyonu
ile ifadeleri g6z Oniline alinirsa, levhanin w(x;,X,) egilme fonksiyonu ile ifade edilmis

denge denklemi elde edilir.

Bu calismada, levhanin orta diizlemine normal yoniinde ¢izilmis dogrunun
deformasyondan sonra da bu diizleme dik yonde kaldiginin varsayildigi Klasik
Levha Teorisi kullanilacaktir. Bu teoride, levha noktalarmin yer degistirme

vektoriiniin bilesenleri asagidaki formiillerle tanimlanir;

oW
u; (%),%2,X3) = - X3Q1 (X1.X2) = - X3 6_Xl )
oW
Uy (X,%0,X3) = - X3Q2(X1,X2) =-X3 8_xz (3.13)

Burada w(x;,X,) = u3(X;, X5, 0) levhanin orta yiizeyinin egilmesidir.
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Levhanin egilme probleminde deformasyon tensoriiniin bilesenleri x5 ile orantilidir

ve Denklem (3.13)'ten faydalanarak bu bilesenler,

ou; O*w ou, O*w v

= —_— = [R— ———— _— —_— e — +
T P Y ks ek v (6o 6y)
1 /0u; Ouy\ 1 *w o*w o*w
cxyz—(—Jr—):— - X3 - X3 = X3,
2 8X2 Oxl 2 aXZaXI 8X18X2 8X18X2
1/ow o0Ou)\ 170w ow
AR D)
2 8X1 aX3 2 8X1 6X1
= 1(aw +8u2>—0 3.14
€yZ 2 aXZ 8X3 a ( ' )

ifadeleri ile belirlenir. Bu durumda Klasik Levha Teorisinde levhanin orta
diizleminde gerilmenin o,, bilesenlerinin o,, Vveoy, bilesenlerinden ¢ok kiigiik
oldugu ve goz ardi edilebilecegi kabul edilir. Boylece egilme problemine diizlem
deformasyon problemi gibi yaklasilabilir. Elde edilen esitlikler genellesmis Hooke

yasasi ve A,u Lame sabitleri yardimiyla (Samarskii, Andreev, 1976) ,

_duen)  2uh
O T T T e W

2ulL +4p(u+7»)

Oyy= MY €4x Y €yy (3.15)
Oxy = 2H€xy
olur. Denklem 3.15'te,

vE E (3.16)

e —— -
(+2v) > ' 20+
seklindedir.

Plastiklik teorisinden biliniyor ki (Kachanov, 1974), (Washizu, 1981) izotropik ve

homojen deforme edilebilir malzemeler i¢in elastoplastik deformasyon teorisine
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bagli olarak sekil degistirme sapmasi e={eij} ve gerilme sapmasi

c= {Gij} , 1, =1,2,3 arasindaki iliski Hencky bagintis1 ile tanimlanir;
o;i(w) =2(I) ¢(w) (3.17)

Sonu¢ olarak, kayma sekil degistirmesi yogunlugu F=(2€ij€ij)l/2 ve kayma

~ 1/2
gerilmesi yogunlugu T = (O.SGij cij) / arasindaki iliski,

2 2 2
r? =3 [(EXX - €yy) + (€gy - €,,)° + (EZZ - eyy) + 6€§y] (3.18)
olmak tiizere asagidaki sekildedir;
T=g()r (3.19)

Ayrica Hencky bagmtisi, oj; gerilme tensoriiniin bilesenleri ve (3.14) sekil degistirme

tensori bilesenleri olmak tizere,
_ 2
Oxx™ E g(r )(EXX + VEyy)
2
Oyy= I g(F ) (cyy+vexx) (3.20)

Gyy = 28(1)eyy

esitliklerini gerektirmektedir. €; bilegenlerinin ifadeleri (3.18) ve (3.20) de yerlerine

yazildiginda,
2 \2 2 \2 2 \% 2.2

o |(22) o (2Y) (L) L Tvow (3.21)

F\ ox 0x3 0x10xy)  0x} 0%5 '
ve

2 ow w2 ow  Ow

- 5 [-xy—=-vxs— | = -—5(?) [— +v—

o= T, & )<X3 o ax§> & )<ax% Vax§>x3’
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elde edilir.

Formdil (3.22) Denklem (3.9)'daki moment ifadelerinde g6z 6niine alinirsa,

h/2 h/2
M, = R B YA e
1= OxxX30X3 = - l-vg( ) Y vaX x3dx;
/2 /2 2
2 2 h/2
2 6W+8w J’~(F2) 24
=-—|—=+v— x5dx
v\ o) ) BV M
-h/2
h/2 h/2 2 2
w
M, = f OyyX3dx3= - f g( 2) <§ +V8X )x dxs
/2 /2 : 173
) ) h/2
2 8W+ ow f ~(F2) 24
= —\|—=+v—= x3dx
v\ o) ) 8V UBER
-h/2
h/2 h/2 5
(D ow
Mlzz- GXyX3dX3: - 2g(r) - aX aX X3 X3dX3
12 w2 1772
5 h/2
_y ow j ~(F2) 2d
8X18X2 g X3 X3
-h/2
elde edilir.

&= E&(w) levhanin egrilik derecesini ifade eder ve

2 2 2
2 ()= Iw\ | (Tw\ (W )\ Pw Pw
S w 8X% OX% 0X10X, Ox% Ox%
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seklinde tanimlanir.

g='§g(l“2) ve I’= 4x§§2 oldugu hesaba katilirsa sadece éz degiskenine bagimli yeni
bir,

h/2

12
s(Em) =5 [ ed)dan (3.27)
-h/2

fonksiyonu tanimlanabilir (Langenbach, 1961).

Esitlik (3.27)'nin sag tarafina ortalama deger teoremi uygulanirsa;

h/2 h/2
12 5 12 _, . i
h—3 g(4x§§2)x§dx3 = F g(4x§§2) f x%dx3 = g(4x§<§2) (3.28)
-h/2 -h/2

elde edilir. Boylece, x3€(-h/2,h/2) olmak iizere g(éz(w))Zg@X%&z) esitligi

saglanmis olur.

Esitlik (3.27) g6z oniinde bulundurulursa, Denklem(3.23)-(3.25)'deki moment

ifadeleri asagidaki sekle dondisiir;

M,= h’ (E8(w)) a2—W+ v (3.29)
T TED e A i '
My (& )82W+62—W (3.30
5w B W52 TVae 0)

h ow
_n 31
276 0x,0x%, (3:31)

Momentler i¢in elde edilen son formiiller Denklem (3.12)'de yerine yazildiginda,

o[ n @ )82W+82w ) & h3(2 )azw
ox o0 S W5V aa ) | 2axa (6 8 M) 550
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2 3 2 2
@) (Z2 v 2E) ) +ae =0 (3.32)
0x3 (1w B Y 0x3 V@X% A '
elde edilir.

Denklem (3.32) - b’ / 6( 1 -v) ortak parantezine alinirsa,

h3 & 8 w O'w

P e
+2(1—v)8 < (i( )) 8x18x2>+

2

0 0
el (w))( ~ vé—g) 1=-q() (333)

2
La (6 W, 0 w> _ 6(1-v)q(x) (3.34)

Vo h’

sekline doniisiir.

F(x1, x2)=6(1-v)q(x;, X3)/ h® olmak iizere ve sikistirtlamayan malzemeler icin

Denklem (3.34)'te v=1/2 alinirsa, literatiirde 6zel durumda ele alinan,

P o N (Fw 18w\, & o
a_x% lg (& (W)) <8x% " 2 0x3 )l " axlale (‘2 (w )) 6X16X2l

2 ow  10*w
2 _
g(é ( )) <6X§ - 2 5X%>l =FGO,

+ —
ox3
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x = (x, X)) € Q c R?, F(x) = 3q(x)/h’ (3.35)

denklemi elde edilir. Denklem (3.34)'lin 6zel bir durumu olan;

o w Ow o 0
-D +v -2 D(1-v)

ox3 ox?  0x3 0X,0%, 0X,0x,

A N LA IR (3.36)
ox2\ 0x3 Y ox? a '
denklemi D=Eh’/ (12(1- VZ)) elastik levhanin silindirik sertlik katsayisi olmak

tizere, homojen elastik levhanin denge denklemidir. Denklem (3.36)'da parantezdeki

ifadelerin tirevleri alinirsa,

b 84W+ otw +2(1) otw +84W+ otw B (337)
) ox} V@x%@x% _V oxiox3  ox3 V&x%ax% < ’

olur. Buradan da,

A2 _84w N o*w . o*w . q (338
v oxj “ox3oxs ox3 D -38)
denklemi elde edilir. Denklem (3.38)
N N N
A= — +2——+ —; 3.39
ox{ Toxioxs  ox3 (3:39)
biharmonik operatoriiniin yardimiyla,
q
APw=— 4
w=5 (3.40)

seklinde de yazilabilir. Sikistirllamayan homojen ve izotropik elastoplastik levhanin
egilmesi ile ilgili problemin matematiksel modeli lineer olmayan biharmonik
Denklem (3.34) igin simr deger problemleri ile ifade edilmektedir. Problemin
¢oziimii olan w=w(x;, X,) fonksiyonu, levhanin x = (x;, x,)EQ noktasinda olusan

egilmesini temsil etmektedir. Kismi tiirevli diferansiyel Denklem (3.34)%in temel
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Ozelligi lineer olmamasidir, ¢ilinkii g(ﬁz) fonksiyonu w fonksiyonunun tiirevlerine
baghdir. g= g(&z(w)) katsayr fonksiyonu deforme edilebilir bir levhanin

elastoplastik davranisini temsil eder ve plastiklik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Bu fonksiyon, &, elastiklik limiti ve « € (0,1) olmak iizere,

G ,0=g<g)

g(&)= G (%2) g

(3.41)

seklinde tammlanmaktadir. ifade (3.41)deki x€(0,1) zorlama sertlik
parametresidir. Sertlik parametresinin k=045 , «=0.35, «=0.15 degerleri igin

g(&?) plastiklik fonksiyonu Sekil 3.1'deki gibidir:

(3

Sekil 3.1. Plastiklik fonksiyonu g(éz) nin « parametresine bagimlilig

Gergek malzemeler i¢in  dT/d§ >sabit>0 ve T=g(§2)§ fonksiyonu digbiikeydir
(Hasanov,1995). Esnek deformasyonlar durumunda T=G&, G=sabit>0 dir ve
plastiklik ~ fonksiyonu  g(¢)=G>0 sabitine esittir  g(¢%)=G. Elastik
deformasyonlarda yani (<€) iken g(éz) fonksiyonu sabit bir fonksiyondur. Esnek

olmayan deformasyonlar durumunda ise (3.41) fonksiyonu dogrusalligin1 kaybeder

(Sekil 3.2).
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Sekil 3.2. T = g(&) fonksiyonu

T=T() fonksiyonunun yukarida siralanan 6zellikleri sonucu, g(z’;z) fonksiyonu da

asagidaki ozellikleri saglar (Kachanov,1974);

(i) co<g(&’)<c ;
(i) g(&)+2¢ (&) &2c, ;
(i) g (&%) <0,V £ €[0, &,];
(3.42)

(V) 3& €0, &, ), 2(&)=G, vV £ €[0, &
burada c;,i = 0,1,2 sayilari birer pozitif sabittirler.

3.2. Simir Kosullarimin Elde Edilmesi

Genel durumda,
ot ot ot
(3.43)

4
:%—F@X 8x88x Ox +8x 0X10X,0X F
1 10X,0X10X) 20X10X0X|  OX,

AZ
biharmonik operatdrii alinsin. Kendileri ve dordiincii mertebeye kadar olan tiirevleri

bir Q bolgesinde siirekli olan w(x;,X,) fonksiyonlarindan olusan lineer bir M kiimesi
ele alinsin. Herhangi u(x)éeM ve v(x)EM fonksiyonlar1 ele alinsin. M kiimesi

lizerinde i¢ ¢arpim,
(3.44)

(w,v) = J u(x)v(x)dx
Q
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seklinde tanimlansin. O halde herhangi bir v(x)EM fonksiyonu igin,

,  o'w 'w o'w o'w
A'w= + + +
0x]  0X|0X20X10Xy 0X0X10X,0X|  0x3
oldugundan,
(AZW,V)

i¢ carpimi asagidaki sekildedir;
(A2 ) B o'w N o'w N
e ox}’ v 0X10%,0X 0%, v

o*w o'w
H—m——v ]+ —v
0X,0X10X,0X 0X,

Denklem (3.47)'deki i¢ ¢arpimlardan birinci toplanan ele alinip,

o*w N otw d
ox{ )7 ox} v
Q

ifadesindeki integrali hesaplamak i¢in Green teorem kullanilirsa,

otw dx— ow d ow ov d
J OX‘I‘V X ox3 Vi as- ox} 0x *
Q r 19)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

elde edilir. Burada I, Q bdlgesinin smiridir. Denklem (3.49)'un sag tarafindaki ikinci

integral ele alinip Green teoremi tekrar uygulanirsa,

ow ov o*w oV Pw v

| —= —dx=- | — — nds+ | 5 — dx
ox3 0x ox2 ox; ox? ox3
! r o)

bulunur.

Denklem (3.49) ve (3.50)'den,
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otw ow o*w ov ow v

—vdx=| —vn;ds- | — — n;ds — — dx .

7 vd 3 d f d +f d (3.51)
J 0x] J 0x X 2

o)

elde edilir.

Benzer sekilde Denklem (3.47)'deki ikinci ve {igiincii toplananlara ardigik olarak iKi

defa Green teoremi uygulanirsa,

o'w _j o'w d _J ow d
0X0X,0X | 0X v ) 0%,0%,0%,0%, VR 6X26x1(3‘x2vn1 .
Q r

ow  ov ds+ o*w o’ q 35
_]‘ 8X18X2 8x1 mas 5 axlaxz 8X16X2 X ( ’ )

ve

o'w B ] o'w e J O’w ;
0X,0X10X,0X V)T 0X,0X|0X,0X VeSS leﬁxzéxlvnz .

Q r
J o*w  ov d+f o*w v d 1.53
") ox,0x, ax2n1 5 2 0X10Xy 0X,0X, X (3.53)
r

esitlikleri elde edilir.

Burada w € M fonksiyonu, kendisi ve dordiincli mertebeye kadar olan tiirevleri

stirekli olan bir fonksiyon oldugu i¢in Euler'in karisik tiirevlerin esitligi teoremi

hatirlanarak, 6°w / 0X10Xy = O*w / 0X,0x; oldugu varsayilmistir.

Daha sonra (3.47)'deki dordiincii toplanan ise Denklem (3.51)'e benzer sekilde,

otw dxm oOw f@zw ov ds+ oFw v d 3.54
ox3 Ve ox3 ke 0x3 0x, 2 €8 ox3 0x3 * (3:34)
r r Q
olacaktir.

Denklem (3.51), (3.52), (3.53) ve (3.54)"lin sag taraflari toplanirsa,
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3

(A2WV): a—an ds f@z_wﬁ_vnds+ 82—W@dx +
’ ) ox3 ! J ox? 0x, : 2 ox? 0x}

N ow d J o*w ov d j o*w v d
J 8x28x1(3x2vn1 S_F 0x10X, 0X4 nads ¥ 0x10X, 0X0X, X

j‘ q ow ov d ow OV ax |4
8X18X28X1VH2 S'r 6X26X1 ox 2n1 ST 4 8X18X2 8X16X2 X

N ow d f@zw ov dst o*w 82Vd (3.55)
J ) Vi G 0x3 0%, H2 €8 2 ox3 0x3 * '

olur. Denklem (3.55)'te, her toplanan igin I' ilizerinde alinan birinci integraller

diizenlenip doniistiiriiliirse;
J‘ Ow N Ow N o*w N Ow q

n n n n, | vds=
J 6X? ! 8X2 8X1 aXZ y 8X1 6X28x1 2 ax% 2

:f [ (Aw) n1+ (Aw)nz] ds= Jn aﬁ Aw ds (3.56)
r r

elde edilir.

Bu sekilde, Esitlik (3.51)'den (3.54)'e kadar sag taraflarindaki ilk integrallerin
toplami biraz daha sade bir halde yazilmis olur. Simdi de esitliklerin sag
taraflarindaki ikinci integraller benzer sekilde yazilacaktir. Oncelikle asagida,
integralleri diizenleyip daha sade bir hale getirmek icin kullanilacak olan, bilinen
baz1 esitlikler hatirlatilacaktir; (6v/dn) normal yoniinde, (0v/ds) teget yoniinde

tirev olmak tizere ,

8V ov - ov 3.57
on ox, . 0X, 2 (3-57)
av ov Al ov (3.58)
5s ox; 2 oxy ! '
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Esitlik (3.57)'nin her iki tarafi n, ile, Esitlik (3.58)"in her iki tarafi n; ile garpilarak

taraf tarafa toplanirsa;

ov ov ov
N tma= (n12+n22)a—xz (3.59)

olur. Burada n,?+ n,?=1 oldugu goz éniinde bulundurulursa,

ov Ov +8V 3.60
axz_ﬁn os ! (3.60)

olur ve daha sonra Esitlik (3.57)'nin her iki tarafi n, ile, Esitlik (3.58)'in her iki tarafi

-n, ile carpilarak taraf tarafa toplanirsa;

0 8 0
Ny — -y = (0, >+ n,?) s (3.61)
8 8 Xl

ve n, %+ n,?=1 yazlarak,

ov 8V ov 1.62
ox; on 1 5 2 (3-62)
elde edilir.

Esitlik (3.60) ve (3.62) uygulanarak (3.55)'den I" sinirt tizerindeki ikinci integraller
asagidaki sekilde ifade edilir;

.

J ow ov N oFw v ’w  ov +82w ov ds=
) ox? 0x h 0Xx10X, 0X H2 0X10X, 6X2n1 0x3 0x, 5

_J 62w<6v ov ) o*w <6V ov ) N
_'F [ o \en ™73 ™) M axioxg \on MTEs "2 ™

N o*w <8V ov ) +82W<8V +8V > q
0X10X, ) 0x3 \on = ny ) mp} ds

0s
B f&v o*w 249 o*w +82w 2\ 4
__r on \ ox? i é’xlaxznlnz 0x3 )@

&nz 0s




(n?-n)+— n, ny| ds (3.63)

ov[ o*w N o*w o*w
0 % fin 6X16X2 aX%

ve ayrica I' nin belirli diizgiinliikte oldugu varsayilirsa, Denklem (3.63)'deki son

integral,

82w o*w o*w

R(s)=- X1 —5 N+ W(nl n2)+a 2 n; n, (3.64)

olmak tizere,

ov

=R .
)% ds, (3.65)

seklinde yazildiktan sonra I lizerinde kismi integrasyon uygulanarak,

OR
f— R ds=-[vR]+ fva ds (3.66)

r

seklinde elde edilir.

Eger Q bolgesi basit baglantil1 bir bdlge ise,

integrali,

[0

seklinde yazilabilir. Buradan da,

@ |

—

1 1

Jade— [R]1+j R —J R 3.67
-Oas s=-[v 00V65 S_OVGSS (3.67)
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Ciinkii v ve R fonksiyonlarinin her ikisi de s=0 ve s=1 de ayni degeri alirlar. Bu
nedenle parantez icerisindeki terim 0 a esittir. Burada I sinirinin diizgiinligii
kullanilmistir. I" sinir1 boyunca alinan integral, ister tek basina kapali bir egri ister
sonlu sayida egrilerin birlesmesinden olusan kapali bir egri {izerinde alinsin, vR

fonksiyonu siireklidir.

Sonug olarak,

ds—fv— ds (3.68)

elde edilir. Ayrica,

*w . - w N o*w
n nn
Ox% ! 8X18X2 B

) o*w
— n I e—
6x§ 2 on?

(3.69)

esitliginden ve
Denklem (3.55), (3.56), (3.63) ve (3.68)'den faydalanarak her w € M ve v € M ifti

i¢in,

) J o*w 8V 62w v Jr82w v et
Atwy o2 ol omong, oaon | o o)

o*w o*w
f { (Aw)+ —I n1n2+ﬁ(n% %)Jra—X% n, nzl}ds—

r

ov O*w
on oOn?
r

(3.70)

elde edilir. Ozdeslik (3.70)'in belirli bir genellemesi elastisite teorisinde
kullanilmaktadir (Samarskii, Andreev,1976). Bu genellemede Poisson sabiti v

bulunmaktadir. Biharmonik operator asagidaki sekilde yazilirsa,

e & (Pw  Ow +s o’ (1) o*w
YUad\ad Vo) Taex | axiox,
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+az 62w+ o*w 471
ox3 \ 0x3 Vaxf '

burada Poisson sabiti v bir reel sayidir. Yukaridaki hesaplamalara biitiiniiyle benzer

hesaplamalar yapilarak,

(AZW,V):
J V+2(1 ) o*w o’ +82w 8V G‘V et
ox3 8X1 x2 Y Ox10Xy OX|0Xy 0x3 6x2 axl *
0 o [*w o*w *w
rfv &(Aw)Jr(l-v)a _6x% nn,- ox,0%, (nl n2) 2 5 0 nzl ds
fav Aw+(1 )62W_d 3.72
—8nvw—vanzs (3.72)
J ]
ifadesine ulasilir.
Burada,
o*w ow o*w
(Aw)+(l v)— F nn, - m (n%-n%) - 8X% n; n,
=Nw (3.73)
o*w
vAw + (1-v) W: Mw (3.74)
olarak alinirsa,
ov
wa%derwavds:O (3.75)

elde edilir. Esitlik (3.75) Mw sinirda uygulanmis momenti, Nw ise kayma kuvvetini
gostermektedir. Boylece, levhanin serbest simir1 igin  Esitlik (3.75)'den v

fonksiyonunun M kiimesinde keyfi fonksiyon oldugu goz 6niine alinirsa,
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Mw=0, Nw=0 (3.76)

elde edilir. Biharmonik denklem i¢in sinir deger probleminin sinir kosullart genel
durumda Esitlik (3.76) seklinde verilir. Fiziksel duruma gore uygulama agisindan

daha 6nemli olan 6zel kosullar bir sonraki boliimde tanimlanacaktir.
3.3. Simir Kosullarinin Fiziksel Yorumu

Ox;x, diizleminde Q={(x;,%,):0<x;<l; , i=1,2} dikdortgensel bolgesini
dolduran bir levha ele alinsin ve bu levhanin x;=0 da sert baglandig1 varsayilsin.

Milin sinirdaki baglanma yontemi ve sertligi goz dniine alinmadan levhanin enerjisi,

h/2

1
- E j (Gxxsxx + nygyy + ZGXySXy)dX3 dX] dXz (377)
Q \-h/2

formiili ile tammmlanir. Esitlik (3.14) ve (3.22) gerilme tensorii ifadeleri Denklem
(3.77)'de yazildiginda;

D:Eh3/(12(1-v2)) (3.78)

sabiti elastik levhanin silindirik sertlik katsayis1 olmak tizere,

L 1

22 2 2
WzlffD Aw)2 201 |28 (20 ) gy ax (3.79)
2J ) ox2 0x3 \0x,0x, e '

seklinde yazilir.

Levhanin x;=0 kenar1 herhangi bir yontem ile sert baglanirsa enerjisi,
2 2 2 2

owo'w o'w dx.d

ox2 0x3 \0x,0x, *16%2

. Of {(x (S—Z)z +BW2}X1_O ax, (3.80)

b 1

W= %J!{D(Aw)z-z(l-v)D
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seklinde ifade edilir. Burada o, x;=0 sinirindaki mentesenin,  ise bu sinirdaki

dayanagin sertlik katsayisidir.

Levhanin potansiyel enerjisini tanimlayan,

L 1

I(w)=W - qx)w(x)dx;dx, (3.81)
/]

fonksiyonelinin birinci Gateaux tiirevi hesaplanip sifira esitlenirse,

d
sl(w) = @ [I(w + tv)]¢=0o

I 1y

9% (w + tv) 9%(w + tV))

dtsz kmw+wn-—ﬂ1—)< o2

i, <—02(W + tV)) l dx,dx
10X;

0X4 0X5

1,

% (“w+wv L Rw+ 2| dx,
0 X1=0
1, 1
—f f qx)(w + tv)dx, dx, (3.82)
00 t=0

f .f 9%(w + tv) az(w +tv)\ /0% N 0%v
ox? 0x3 0x2 = 0x3

2., A2 2 2
_(1_V)<6 voi(w+tv) 0*(w+tv)d%v

2 2 2
x¢  0x3 axl 0x5

262(W+ tv) 0%v . d f 8(W+tv) GV (wity) q
aXl aXZ aXl aXZ X1 XZ Xl B WV X1=0 X2
I 1y
—ij(x)vdxldxz (3.83)
00 t=0
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L 1
8w O*w av v votw wortv . Pw v
f f -(1-v) + -2
6x1 8X2 6X1 6X2 axl ox3  ox3 ﬁxz 0X 10X, 0X10X,
I It

+Bwv dxz-ffq(x)vdxldxzzo (3.84)
=0 00

OW OV

dxldx2+f [aaX1 o

Buradan ise, Fonksiyonel (3.81)'in Gateaux tiirevi igin,
dl(w)=
L1

JJ‘ 8W 82W +52V 82W+ o*w + (1 w0 dx.d
axl o ok ) e\ ok (V) o oxy om0, | T19%2

L I

OW OV
+f [a——+Bwv] dx, —f f q(x)vdx,dx,=0 (3.85)
5 aXl 8X1 X =

elde edilir.

Denklem (3.85)'e kismi integralleme formiilii uygulandiginda,

1
81_f b 02W+ 0°w\ dv
B 0x? Vaxg 0%4
0
N 6D62W+ 0*w +26D1 0*w N ow ov
0x, \0x% "axg 0%, d=v) 0x4 0%, v (an1 0%,

+ BWV} dx,

Iz 1y

TG 53):

0%v _ [(0*w  0*w 0 2*°w \ v
+ =D > +tV—— _26_)(1D(1_V) dx; dx,

0x5 0x5 0x7 0%X4 0%, axz

Iz 1y

—jjq(x)vdxldxz =0 (3.86)
0 0
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olur. Buradan da yalniz x;=0 kenarina karsilik gelen,

1,

f 62 62w ov
axg 0%,

0

0 ’w  9*w 0 2*w ow 0v
+ D 2+va +2—(1—V)D vitoaz——

6X1 aXl aXl aXZ aXl aXl

+ BWV} dx, (3.87)

X1=0

integralinde, ardisik olarak 0v/0x; ve v i¢in katsayilar sifira esitlenerek, aranan sinir

kosullar1 genel durumda asagidaki gibi elde edilir;

ow N 62W 82w (3.88
a@xl 8x1 ax% 88)
0 (Fw, 0w 22 (LD ow 3.8
aXl aX% v aX% 6X2 Y 8X1 6X2 ) BW ( ’ )

Esitlik (3.88) ve (3.89)'daki o ve B sabitlerinin farkli degerleri, farkli fiziksel
durumlara karsilik gelir. x;=0 noktasinda tanimlanan bazi sinir kosullart asagidaki

sekilde 6zetlenebilir;

1. a=p =oo. Sert Kenetlenme Sinir Kosulu (Clamped Boundary Condition),
ow
w(x)= n x)=0 , x=(x1,xp)€l (3.90)

2.0=0, B=o0. Mentese Sinir Kosulu (Simply Supported Boundary Condition),

82W *w
w(x)= v—|=0 , x=(x1,X)€T (3.91)
0X;
o*w
wx)=— o =0 x=(x1,Xp)€l (3.92)

3. 0=P=0 Serbest Uglar Sinir Kosulu (Free Boundary Condition),
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ow Ow
—t =0 393
(8}(1 v axz) ( )

0 (Tw, Ow (1 ) Ow 0 .x= er 3.94
oxy \ 0x3 V&X% Y 0X10X, X = (X1:%) (3.94)

buradan, 0Q =T siirinda birim dis normali temsil etmektedir.
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4. PROBLEMIN MONOTON OPERATORLER TEORISI KAPSAMINDA
INCELENMESI

Lineer olmayan,

2 2

PR Fw . W\ 0 ) o'w
W—a—x% g(i (W)) o Vc’)_x§ ( -V)axlaxz g(& (W)) x5
o ow  Pw _
+a_x§ g(&w)) (a—xg+va—x%>] =F(x), xeQCcR? 4.1)

denklemi (3.90) siki kenetlenme, (3.91) ya da (3.92) mentese ve (3.93)-(3.94)
serbest uglar sinir kosullarindan biriyle birlikte ele alindiginda elastoplastik levhanin
egilmesini temsil eden bir sinir deger problemini olusturur. Bu kisimda (4.1), (3.90)
sinir deger problemi ele alinacaktir. Burada g(c’;z(w)) katsayis1 w fonksiyonunun

tiirevlerine bagli oldugu i¢in (4.1) operatdrii lineer olmayan bir operatordiir.

Pratik problemlerin ¢6ziimiinde klasik ¢6ziim kavrami yetersiz kaldigindan,
problemin verildigi Q bélgesinde Denklem (4.1)' saglayan, aym zamanda da I’
sinirinda (3.90) kosulunu saglayan zayif (genellesmis) ¢6ziimii monoton potansiyel

operatdrler yardimi ile incelenmistir (Hasanov, 2010).

J,-deformasyon teorisinden bilinen, g(&*(w)) fonksiyonunun sagladigi (3.42)

02 _
kosullar lineer olmayan Denklem (4.1)'in zayif ¢6ziimii olan w € H (Q)'nin varhigini

02 _
ve tekligini gdstermenin yaninda H (Q) uzayinda lineerlestirilmis problemin

¢Ozlimiiniin yakinsakligini géstermek icin de yeterlidir.

H (D) |, pargali diizgiin T’ sinirma sahip Q iizerinde tamimli fonksiyonlarin

(Adams,1975) Sobolev uzay1 olsun
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2
ﬁl(£_2)={wEHZ(Q):w(X)ZaV;—EIX)ZO,XeF} 4.2)

Denklem (4.1)'in her iki tarafi v € H%(Q) ile ¢arpilip, Denklem (3.47)-(3.70)'deki
benzer islemler yapilarak Q iizerinde integrallenirse ve smirlarda Kosul (3.90)

kullanilirsa,

f (2( )) 82W82V+62W62V+ Fw v +1 82W82V+62w82v q
J e W) g s ad o Taan oo 2\ad ol ad o )| &

2
ZJ-F(X)V(X)dX, VVEI(‘)I Q) (4.3)

Q
0zdesligi elde edilir.

Burada,

Pwoty oPwotv w ov 1 <82W v OPworv

o oo A 4.4
Ox3 0x}  Ox3 0x3 0x|0%x,0x,0x; 2\ 0x? 0x3 03 8x%> (w,v) (4.4)

bilineer formu tanimlanirsa Ozdeslik (4.3),

2

0- _
j g (éz (W)) H(w,v)dx = f Fx)v(x)dx, VveH (Q) 4.5)
Q Q
seklinde yazilabilir.
02 02

Her veH (Q) i¢in Ozdeslik (4.3)'ii saglayan weH (Q) fonksiyonu, Problem (4.1)'in
bir zayif ¢oziimiidiir. Yani zayif ¢oziim asagidaki sekilde tanimlanabilir,

02 _
(Aw,v) = f g(& W) H(w)dx, vveH (@) (4.6)

Q

Yukaridaki sekilde tanimlanan lineer olmayan A operatdriiniin potansiyeli,
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gw)
1
J(W)=§ J f g(t)dt p dx 4.7)

Q 0

seklinde tanimlanir. Eger,

02
I(W)ZJF(X)W(X)dX, weH (Q) (4.8)

o
integrali de ele alinirsa Problem (4.1), (3.90)'nin potansiyeli,
P(w)=J(w)-I(w) 4.9)
fonksiyoneli ile tanimlanmis olacaktir.

Yukarida tanimlanan J(w) ve P(w) fonksiyonellerinin sirasiyla lineer olmayan A

operatdriiniin ve lineer olmayan Problem (4.1)-(3.90)'in potansiyelleridir.

Tanmim 4.1. J(u) fonksiyoneli H Hilbert uzay tizerinden tanimlanmis bir fonksiyonel

olsun: JJH—R. u,v € H, t € R olsun.
dJ +t =i 1J( +tv) -J 4.10
Pt = lime ) -Jw] (4.10)

limiti varsa, bu limite J(u) fonksiyonelinin u da v dogrultusunda Gateaux tiirevi (veya

zayif tiirevi) denir.

Lemma 4.1. (4.7) ile tamimlanan J(w) fonksiyoneli, (4.1) ile tanimlanan A

operatdriiniin potansiyelidir.

. 02 _ 02 _
Ispat: J(w) fonksiyonelinin weH (Q) da ve veH (Q) {izerinde birinci Gateaux tiirevi,

02

J'(w),v) = %J (w+tv)] w,vEH (Q)

t=0°

hesaplanirsa,
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, pfafgo
JwW),v)i== | 1= d dx=
yONS| { dt[ | e rLO}

Q

N —

t=0

f {g(éz (W+1:v)%<%2 (w+tv)} dx
Q

elde edilir. Ote yandan,

2 2 2
2(w)= o*w N o*w N o*w +82W o*w
W 8X% GX% 0X10X, Gx% GX%

esitligine dayanarak,

d
m [&2 (W+tv)] o

—+ + +—
Ox3 0x2  OX3 Ox3 OX|0Xy 0X10%, 2

yazilir. Buradan, Esitlik (4.4) hesaba katilirsa,
d o

I [& (w+ tV)] o = 2H(wW,v)

olur. Boylece,

T - [ ¢ (E00) Hovax
Q

bulunur. Tanim (4.6) g6z 6niinde bulundurulursa ispat tamamlanmuis olur.

Fwoty Pwotv  Pw oy 1 /Pwd*y *worv
— N + [—
8X% 6x% 6X% GX%

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Dolayisiyla A operatorii, (4.7) ile tammlanan J(w) potansiyeli ile bir potansiyel

operatordiir. Bundan sonraki kisimda lineer olmayan A operatoriiniin monotonlugu

analiz edilecektir (Hasanov, 2007). Bu amagla H? (Q) uzayimnda enerji normu olarak

adlandirilan,

1/2

IVlle= f H(v.v)dx

Q
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normu ve

, 2 1/2
vl f 6V 6V +<8V> q “.16)
v||,= X )
2 aXZ 0X 10X,

seminormu karsilagtirilacaktir.

0% _
Lemma 4.2. Eger veH (Q) ise,

IVIE<IIVIIE<2lIvllZ (4.17)
yani, enerji normu ||.||¢ ve ||.]l, seminormu denktir.

. . 02 _
Ispat. Oncelikle belirtilmelidir ki, her v€H (Q) igin,

f avavd 0 4.18
6X16X2 axl 6)(2 y (4.18)

esitligi gegerlidir (Mikhlin, 1964). Daha sonra, Esitlik (4.4) hesaba katilirsa,
2 2 2
j H(v.v)d j v N v N o*v +5‘2V v d
v,v)dx= — — — —|dx=
o e ) T\a) T\exaxy) T ald| ™
- 2 2
LE) @) )
= — — X
e | ﬁx% 8)(% 6X16X2
- 2 2 2
() () (e oo “
> — — x=||v .
a|\ox? x5 0%, 0x) 2

elde edilir. Ote yandan,

jH( )d <2f 2 +< o )2 dx =2]|v|[2 (4.20)
V,V)ax -_— X = A% .
8)(2 0X10X, 2

Bu iki degerlendirme ispat1 tamamlar.
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02 _
H (Q) uzayinda ||. ||z Ve ||.||, normlarinin denkligi kullanilarak asagidaki sonug elde
edilir (Ciarlet, 1978).

02 _
Sonug 4.1. Eger veH (Q) ise, 0 halde 3 a;,0,>0,

oy [[vIL=lvilgsorlIvl (4.21)

yani H -normu ve enerji normu denk normlardir. Bu sonug ayrica enerji normu i¢in

asagidaki iist degerlendirmenin yapilmasina izin verir.

02 _
Sonug 4.2. Eger u,v€H (Q) ise o halde,

Js IHw,wldx <o3llwll,-lIvll, (4.22)
Ispat. Schwartz esitsizligi asagidaki formda kullanilirsa;

(H(W,V))ZS H(w,w).H(v,v) (4.23)

Esitsizlik (4.21) ve (4.23)"i animsayarak,

1/2 1/2
J IH(w.v)|dx< f (H(w,w))l/z(H(V,V))l/2§< j |H(w,w)|> ( f |H(V,V)|>
Q Q Q Q

< a3 llwlly. IVl (4.24)
olarak degerlendirilebilir.

Yukaridaki yardimer sonuglar kullanilarak lineer olmayan egme operatorii A'nin

giiclii monoton oldugu ispatlanabilir.

Lemma 4.3. Eger g=g(§2) plastiklik fonksiyonu ifade (3.42)'deki (i)-(iv) kosullarin

: 02 _
saglarsa, o halde Ifade (4.1) ile tanimlanan lineer olmayan A operatorii H (QQ), 'da

giiclii monotondur, yani,
2

0
v w,v EH (Q), (Aw-Av, w-v) >Y, ||W-V||§ . 7,>0 (4.25)
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Ispat. Esitlik (4.7) ile tammlanan J(w) fonksiyonelinin ikinci Gateaux tiirevinin

hesaplanmasi gerekmektedir;
ALl d A}
(I W vu)=2 4 (wrtu) vl

Esitlik (4.14) g6z 6niinde bulundurulursa,

% (J (w+tu),v)|_o= % { J g (&2 (w+tu)) H(w+tu,v) dx}
=0

Q

= { f [2 g (éz (w+tu)) % [F,z (w+tV)]H(w+tu,V) +g (&2 (W+tu)) H(u,v)] dx}
Q

Denklem (4.26)' da ifade(4.13) goz 6niinde bulundurulursa,

d .
e (wttu),v)|_, =

(4.26)

= { f [Zg' (§2 (w+tu)) H(w,u)H(w+tu,v)+g (&2 (w+tu)) H(u,v)] dx} li=o (4.27)
Q

olur. Esitlik (4.27)'de t=0 yazilirsa sonug olarak,
d .
SO,

- [ ¢ (B o) HevwHOnv e (£600) HE)] dx

Q

elde edilir.
u=v ic¢in (H(v,v)=E&W)),

e = [ [o(£00) 20942 (£00) ] ax
Q

olur.
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Esitsizlik (4.23) ve Ifade (3.42) deki iigiincii kosul kullamlirsa,

= [ [6(£00) 20 +26 (E ) E0EW)] ax

- f l2(82W)+2¢ (W) €W W) dx (4.30)
Q
elde edilir. Sag tarafta Ifade (3.42)'deki ikinci kosul ve normlarin denkligi
kullanilarak,
(J"(W),V,V)zczf_éz(v)dx=cz f_H(V,V)dXZOLlczIIVII% (4.31)
Q o

esitsizligi gosterilebilir. J(w) fonksiyonelinin ikinci Gateaux tiirevinin pozitifligi A
potansiyel operatoriiniin gii¢lii monoton oldugu anlamina gelir.

02 _
Sonu¢ 4.3. O€H (Q) yutan eleman olmak tizere, A®=0 oldugundan, lineer
olmayan A operatorii igin (4.25) gii¢lii monotonluk kosulu ayn1 zamanda operatoriin

koersivitesi anlamina da gelir, yani, (Av,v) >y, ”V”% , ¥, > 0.

Teorem 4.1. (Browder-Minty) X reel, ayrilabilir ve refleksiv Banach uzay, X  uzayi
da X uzaymin dual uzay1 olmak iizere, Au=b, u€X operatdr denklemi verilsin. Eger
A:X—X operatdrii monoton, koersiv ve h-siirekli ise bu takdirde asagidaki ifadeler

dogrudur:

(i) VbeX icin Au=b, ueX operatdr denkleminin ¢dziimii vardir. Ayrica, bu operatdr

denkleminin ¢6zliim kiimesi sinirli, konveks ve kapali bir kiimedir.

(i) A:X—>X" operatdrii kesin monoton ise, Au=b, u€X operatér denkleminin X de

tek bir ¢6ziimii vardir.

(i) A:X—X" operatdrii kesin monoton ise bu takdirde A™:X —X ters operatorii

mevcuttur. Ayrica bu ters operator kesin monoton, d-stirekli ve siirlidir.
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(iv) A:X—>X" operatorii diizgiin monoton ise Al ters operatorii siireklidir; eger

giiclii monoton ise A’ operatorii Lipschitz siireklidir.

Boylelikle, A potansiyel operatorii, radially continuous, giiclii monoton ve koersivdir.

O halde, Browder-Minty teorem yardimiyla asagidaki teoreme ulasilir:

02 _
Teorem 4.2. (3.42) kosullar1 saglanirsa, lineer olmayan Problem (4.1), H (Q)

uzayinda Ozdeslik (4.3) ile tanimlanan tek bir ¢éziime sahiptir.
Varyasyonel problem (4.3)'Qi lineerlestirmek amaciyla,
A(wD v)=1(v), VveEH, n=1,2,3,.... (4.32)

soyut iterasyon semasi uygulanir ve

2
J_ g (& (WD) ) H(w™.v)dx= j_F(x)v(x)dx, el (@), n=1,23.. (4.33)
Q Q

elde edilir (Hasanov,2007).

02 _
Burada, w9€H (Q) baslangi¢ yaklasimidir. Lineerlestirilmis probleminin (4.33)in

02 _
¢oziimi w™WeH (Q) , (4.3) varyasyonel probleminin yaklasik bir ¢oziimii olarak

tanimlanir.
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5. PROBLEMIN SONLU FARK DENKLEMININ ELDE EDILMESI
5.1. Sonlu Fark Operatorleri

Diferansiyel veya kismi tirevli diferansiyel denklemler i¢in smir deger
problemlerinin yaklagik yontemlerle ¢oziimii, verilen probleme karsilik gelen lineer
cebirsel denklem sisteminin ¢éziimii problemine doniisiir. Bu lineer cebirsel denklem
sistemi genel olarak diferansiyel denklemdeki tiirevlerin yaklasik ifadelerinin
yerlerine yazilmasi sonucunda elde edilir. Diferansiyel operatorlerin yerine sonlu
fark ifadeleri yazilarak elde edilen sisteme sonlu fark ifadesi denir (Samarskii and
Andreev, 1976).

Tanim 5.1. ®, = {Xi [Xi+1 =X;th; , x;=a, x,=b,1= l,n-l} ,

n-1
E h;=b-a (5.1)
i=1

seklinde tanimlanan @y, kafesine esit adimli olmayan kafes denir.

Tanim 5.2. Eger h;=h=sabit ise, o halde

— . b-
h = {Xi |Xi+1 :Xi+h’ X;=4a, Xp= ba lzlan-la h= ﬁ} (52)

seklinde tanimlanan kafeslere esit adimli kafes denir.

[a,b] araliginda tammli y(x) fonksiyonunun x;€®, , i=1,n noktalarinda
y=y(x),i=I,n degerlerinden yararlanarak, Ay=y. -y, ileri sonlu farklar ve

Vy.=y.-y., geri sonlu farklari tanimlanabilir.

Tanim 5.3. leri ve geri sonlu farklarin aritmetik ortalamasi olan,

Syi:% (Ayi+vyi) :% (yi+1_ yi-l) (53)
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ifadesine merkezi sonlu fark denir. Bellidir ki x, noktasi civarinda (n+1). mertebeye
dek stirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlarin bu nokta civarindaki istenilen

noktada Taylor serisi yazilabilir;

=G0+ (g ;’!‘O) (x-x0)"+ 3( ) )
uv u" n+1
(x0) (x- Xo) I r(:;o) (x-%o)" + 3) (x- )n+1 (5.4)

4! (n+1)!

Esitlik (5.4)'te xo=X; yazilirsa u(x) fonksiyonunun x; noktasinda Taylor serisinin

acilimi elde edilir. Elde edilen ifadede x=x;, ve x=X;;; yazilirsa fonksiyonun
U =u(x;;) Ve uj=u(x;) degerleri elde edilir. Tammlanan kafesin esit adiml
oldugu varsayilirsa yani |xi+1-xi|=|xi-xi_1 |=h yazilirsa Esitlik (5.4)'ten asagidakiler

elde edilir. x =x;,; yazilirsa,

U( 1) +u (Xl)hz u ( 1)h3 u ( 1)h4 uv(i)

1! 21 31 41 51 (5-5)

u(Xp)=ulx)+

(Bu ifadedeki son terim  (u"(&)/ 5Dh’=o(h’) sonsuz kiiciilen fonksiyondur ve h'nin

5. derecesi hizinda 0'a giden fonksiyondur ve

u( 1) u (Xi)hZ u (Xi)h + ( )h - (hs) (56)

u(Xll) U(X) 21 - 31 4!

Esitlik (5.5) ve (5.6)'nin her ikisinde u(x;) degeri sol tarafa gegirilip esitligin her iki
tarafi h ile boliiniirse sonugta u;;;=u(xj;;) Ve u;;=u(x; ;) oldugundan , her hangi

stirekli diferansiyellenebilir u(x) fonksiyonunun x; noktasi civarinda Taylor serisine

acilimindan yararlanilarak birinci mertebeden yaklasik tiirevler i¢in sonlu fark

ifadeleri,

(du) dir1 O(h)— S om) 5.7
dx “ ~ Uy i= h ( . )

(du) Ui L )= +O(h) 5.8
dX xi ~ ui,l h - ( * )
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du u'1+1 “Ui-1 2 2
<d_x)XiNu*’i ——to(h )— S0(n?) (5.9)

seklinde yazilabilir. Elde edilen Ifade (5.7) ileri tiirevin, Ifade (5.8) geri tiirevin, Ifade
(5.9) ise merkezi tiirevin ifadesidir. Benzer sekilde 2. mertebeden tiirev i¢in sonlu

fark ifadesi,

d’u Uit -2uitu 2y A(Vuy) 2 V(Ay) 2
@XA Nuix,i:T—i_O(h ): 2 +O(h ):Tl+0(h ) (5.10)
seklinde elde edilir. Fakat yliksek mertebeden tiirev ifadelerinin Taylor serisinin
yardimi ile elde edilmesinin belli zorluklari vardir. Aym1 zamanda sonlu fark
operatorlerinin yardimi ile bu ifadeler elde edilebilse bile, bu formiillerin hatasinin
belirlenmesi zor olur. Bu nedenle istenilen mertebeden tiirevin, istenilen hata ile

yaklagik ifadeleri Lagrange enterpolasyon polinomunun yardimai ile elde edilebilir.

Biharmonik denklemin sonlu fark yaklagimi yazildigi zaman bolgenin i¢ noktalarinda

hatanin O(h%Jrh%) oldugu bellidir. Sinir kosullarinin da hatasinin ay1 mertebeden
olmasini saglamak amaci ile araligin u¢ noktalarinda (sinirlarda) gereken sayisal

ifadelerin elde edilmesi gerekmektedir.

5.2. Lagrange Enterpolasyon Polinomunun Yardimiyla Tiirev Formiillerinin

Elde Edilmesi

[a,b] araliginda tanimli f(x) fonksiyonunun  a=x,<x;<x,<...<x,=b seklinde
belirlenen x; noktalarinda fi=f(x;) , i=0,n degerleri verildiginde bu fonksiyona
karsilik gelen ve f(x;)=L,(x;) kosullarim1 saglayan n. dereceden L,(x) polinomu

yazilabilir;

n+1)
f(x)=L, ()+R, (x)= ZH:::( J;f( )+ (H()?]_[(x X) (5.11)

Burada £€[x(,x,]. O halde f(x) fonksiyonunun m. mertebeden tiirevi igin,

£ (x) =L (x)+R™ (x) (5.12)
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esitligi saglanir. Ornegin, 4 nokta i¢in 3. dereceden Lagrange polinomu (5.11) (n=3),

)3 2

1 1
f(x)=L; (X)+R3(X)—( e (x-%1) (x-x2) (x-x3) f + (2 )3 (x-X0) (x-%,) (x-x3)f}

Ell? (x-x0) (x-x1) (x- Xs)f2+3 7 (x-X0) (x-x ) (x-x2) f3+R;5 (%) (5.13)

sekline doniistir. Buradaki,

£ (é)

R3(x)= (x-x) (x-x1) (x-%2) (x-x3) (5.14)

3. dereceden (5.13) Lagrange polinomunun hatasidir. Elde edilen fonksiyon (5.13)'in

birinci mertebeden tiirevi,

f(X)— [(X X)) (X-x3)+(x-x1) (X-X3)+(x-x1) (x-X) ]
f)
+ e [(xx2) (x-%3)+(x-x0) (x-x3) +(x-%) (x-x2) ] -

é [Gx-x1) (xx3) 4 (x-%0) (xx3) +(x-%0) (x-x )

f .
+ % [(x-x1) (x-%p)+(x-x) (x-%) +(x-X ) (x-x ) [HR3 (x) (5.15)

seklinde elde edilir. Burada 6€[0,1] olmak iizere,

t“”(&)

R3 ()= [(x-x1) (x-%2) (x-%3)+(x-X0) (x-X2) (x-X3)

+(x-x0) (x-x1) (x-x3)+(x-X0) (x-x1 ) (x-X7)]

t“)@

(x-x) (x-%1) (x-X5) (X-X3) (5.16)
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seklindedir.Yukarida elde edilen Esitlik (5.15), (5.16)'da x yerine sirasiyla
X0.X1,X2,X3 Yazarak f(x) fonksiyonunun bu noktalardaki birinci mertebeden
tiirevlerinin hesaplanmasi igin asagidaki formiiller elde edilir;

fo

1 b’
= - [11fy +18f; - 9f2+2f3]-zt(4)(§)

c 1 b’
fy= o [-205+9f 1861 1f3]+zt4(§) (5.17)

ifadelerinden goriindiigii gibi 3. dereceden polinomlardan yararlanarak elde edilen
birinci mertebeden tiirev formiillerinin hatasi O(h3)'t1'jr. Eger polinomun 2.
mertebeden tiirevleri de hesaplanarak elde edilen ifadelerinde x yerine sirasiyla

X;,i=0,3 yazildiginda f(x) fonksiyonunun bu noktalardaki ikinci mertebeden

tiirevlerinin hesaplanmasi i¢in O(hz) hatasi ile sayisal tlirev formiilleri elde edilir;

.1 11
fi= = [2£,-5F,+4f, 3]+ % h2 (&)

.1 11
f= [-fo+4fi-5t265]+ — h2 9 (&) (5.18)

5.3. Levhanin Denge Denkleminin Sonlu Fark Yaklasim

Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimii bulunurken , siirekli
denklemin ayrik, cebirsel bir denklemle yer degistirdigi bir ayriklastirma yontemi
uygulanir. Ayriklastirma yontemi; modeli ifade eden kismi tiirevli diferansiyel
denklemdeki tiirevlerin yaklasik ifadelerini igerir. Bu yaklasik tiirev ifadeleri,
fonksiyonun, kafesin ayrik noktalarindaki degerlerinin farklari seklinde hesaplanir.
Verilen siirekli problemin ayriklagtirilmasi, kagmilmaz surette tiirevlerin
hesaplanmasinda ve bunun sonucu olarak da yaklasik ¢oziimde bir hata olusmasina

neden olur.

Genel olarak, verilen kismi tiirevli diferansiyel denklemle baslanir ve bir sonlu fark
denklemi elde etmek i¢in bir ayriklagtirma yontemi kullanilir. Elde edilen sonlu fark

denklemi, bilinmeyen fonksiyonun kafesin noktalarinda aldigi degerler arasindaki
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lineer bagintidir. Daha sonra, tlirevin hesaplandig1 diiglim noktasi civarindaki Taylor

seri agiliminin yardimiyla, s6z konusu kismi tiirevli denklem
KTTD = Sonlu Fark Denklemi + Kalan Terim

seklinde yeniden yazilabilir. Burada kalan terim, kesme hatasini ifade etmektedir.
Kesme hatasi, orijinal kismi tiirevli diferansiyel denklem ve onun sonlu fark
yaklagimi arasindaki farktir. Kesme hatasi, Taylor seri agilimi cinsinden ifade edilir
ve onun en kiiciik dereceli terimi orijinal kismi tiirevli diferansiyel denkleme
uygulanan ayriklastirma yonteminin dogruluk derecesini verir (Arad ve dig., 1997).
Uygulanan metodun dogrulugunu goéstermek igin, sayisal sonuglar kesin ¢éziimlerle

karsilastirilir.

Elastoplastik levhanin tanimlandig1 Q bolgesinde ,

= {XQZXS“)| XS“)Ziaha , 1,=0, Na} ,0=1,2 olmak iizere ®=m;x®, kafesi

tanimlansin.

Elastoplastik levhanin egilmesini temsil eden lineer olmayan biharmonik Denklem
(4.1)'in farkli sinir kosullarinda sayisal ¢6ziimiinii bulmak icin, Denklem (4.1)

lineerlestirilerek asagidaki sekle doniistiiriiliir (Hasanoglu, 2007);

o Fwm  FPw® o Pwm®
oSl

+
ox? ox? ox3 0X,0%, 0x,0X,
o oPwm  FPw®
+—g(-D + =F eQ 5.19
aX% g (X) ( aX% v aX% )l (X) ) X ( )

Burada g(n'l)(x)Zg (&2 (w(n'l)(x))) ve kismi tiirevlerin,

(! x)-2y (xi )ty (3 X
i]Xl - h%

(5.20)

_y (e od)2y(xi )y (i)
X%y h%

(5.21)
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_y () y (0 ) +y (o D +y (e

. - (5.22)
jtl jtl i ] i1 XJ

Y)_qxzz Y(Xl, )Y(Xl ’th )h+y(xl’x2)+y(xl ’ 2) (523)

2
G 1 i1

Yo Y(X1 X5 )Y(Xp h)JY(X )+Y(X1’X2) (5.24)
2

Y(X‘“ X))y (xi.) )Hy (xd )y (xd ) (5.25)

X1X2 hlh2

ifadelerinden yararlanarak (Samarskii and Andreev, 1976), Lineerlestirilmis

Denklem (5.19)'un sonlu fark yaklasimi;

(8@ OR8] (e (gmvat)),

X2X2

@), (@) |

4{( o D(éh) YSB(Z) (gﬁn-l)( h) Y(n) ) 1XZ}=F(Xij)

i=3.N;2 ,j=3,N,2 (5.26)

seklinde elde edilir. gh )(éh) ve § (y) sirasiyla g (& (w(x))) ve £(w) 'min sonlu

fark  yaklasimlaridir. F(Xij):3q(xij)/ hoo, g}(ln-l) (&ﬁ)=g(éﬁ(y(“'“(><))) ve

20N = 2 2 2 . .
& ()= Yo, T, 105 (yﬂxﬁyxlxz) Yerx, Yagx, ScKlindedir.

5.4. Simir Kosullarinin Sonlu Fark Yaklasim

Problemin tanimlandig Q= {(x;,x,):0<x;<l; , i=1, 2} dikddrtgen bolgesi,
I'={(0,x)[0 <x, <1,} (5.27)
D={(11,x)0 <%, <1} (5.28)
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I'3={(x1,0)[0 <x;<1;} (5.29)
F={(x1,. )0 <x;<1;} (5.30)

sinirlarina sahiptir. Q da tanimli kafesin siir noktalarinda yukarida elde edilen smir

kosullarinin sonlu fark yaklasimlar1 agagidaki sekilde elde edilebilir.
1) I smirinda sinir kosullarinin sonlu fark yaklasimlart;

a) Sik1 kenetlenme kosulu,
0

W)= (x)=0
8X1

birinci mertebeden tiirev igerdigi i¢in (i,j) noktasinda tiirevin O(h?) hatal

ifadelerden yararlanilabilir;

Y170, J=LN; (5.31)

) o—o o

G+L7) G+2,7)(+3,))
Sekil 5.1. TI'y siirinda sert kenetlenme
kosulu i¢in 4 noktal1 kafes

11 3
+—VYiaj—

Toh T

Yijto—Yia; =0 1=1j=2,N, -1 (5.32)

3 1
2hy 3n,

b) (3.91) mentese kosulunun I'; siirinin (1, j) noktasindaki tiirevin sayisal ifadesi

O(hY +h3) hatas: ile asagidaki sekilde yazilabilir:
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(. +2)

@ j+1)
G 7) ® *— 00—
L) e ) 6+3,0) (a0
Gi-1)
(- 2)

Sekil 5.2. I'; smirinda mentese kosulu
icin 9 noktali kafes

Y, =0, j=1N, (5.33)
\% 4y 5 7 6v 4v Y 26

12h§ 2 Yijo" 302 w2 Va1t 12 h1 hz Yij 3h§ 2 YijHo 1212 yi,j+2_3_h%yi+1,j
57 14 11

+ 6_11% yi+2,j_ 3_h% Yi+3,j+ Fh% Yi+4,j207 i:19 j:25N2_1 (534)

2) I'; sinirinda siir kosullarinin sonlu fark yaklasimlaria) T', sinirinda ise, siki

kenetlenme kosulundaki tiirevlerin (Nl, j) noktalarinda yaklasik ifadeleri O(hf)

hatasi ile yazilabilir;

——© G, 7)
G- 3,7) G-27) G-1.7)

Sekil 5.3. I', smirinda sert
kenetlenme kosulu igin 4
noktal1 kafes

Y; =0, J=1LN, (5.35)
1 3 3 11 . . T

oy ; =0, I=N;,j=2N,-1 5.36

3hl yl 3] 2hl yl 2] hl yl—l,] 6h1 1 J 2 ( )

b) Mentese kosulunun I, sinirinin (Nl, j) noktasindaki sayisal ifadesi ise, (5.18)

formiillerinin yararlanilarak yazilabilir:

Y j =0, 1=1LN, (5.37)
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11 14 57 26 5 (7 6V) v

—YVy. , - —V.,t—V.  -—Yy. . +t—|—=-—F5]|Y..-—=V..
120274 32 i g2 Y2 32 Y 12\ 12 ) T 10nd Y

4v 4v v . o
+ 3_h§ Yijat 3—h%yi,j+1- Fh% Yij2=0, 1Ny, j=2,Np-1

l (i,j+2)

Q@G +1)

—@ @ @ @ QO G, /)
G-49) @-3,7) G-2/) G-1,))
Q@Ci-1)

T('l/'-?)

Sekil 5.4. T, sinirinda mentese
kosulu i¢in 9 noktali kafes

3) I'; sinirinda sinir kosullarinin sonlu fark yaklasimlari

a) Siki kenetlenme kosulunun (i,1) noktasinda ifadeleri 4 noktali kafeste

Y, =0, 1=LN,
11 3 3 1

——— Y +—Yu——VYi o t—VY .=0 j=li=2,N, -1
6h2 y|,J h2 y|,]+l 3h2 yl,j+2 3h2 yI,J+3 J 1
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* (i.7+3)

®Gei+2)
.(i, j+1)

O )
j_—
G.7)
Sekil 5.5. I'; smirinda sert kenetlenme
kosulu i¢in 4 noktal1 kafes

seklinde olur.

b) Mentese kosulunun I'; simirmin (1,i) noktasindaki yaklasik ifadeleri asagidaki

sekilde yazilabilir:
Yy, =0, i=1LN, (5.41)
v N 4y N 5(7 6v N 4y v
- 1212 Yia, Eyi-l,j 12 h_%_g Yij Eyﬁl,j'myﬁzg
26 14 11 P —
- 3_1’l%y1,_|+2- 3_ll%yl,_]+3+?ll%yl,]+4_0, J_Nz, 1_2,N1'1 (5.42)
(.j+4)
Gj+3)
Gj+2)
G j+1)

® ® O ® ®
(i-2,7) (=17) Gj) G+1,7)(@+2.))
Sekil 5.6. I'; sinirinda mentese
kosulu i¢in 9 noktal1 kafes
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4) 'y sinirinda sinir kosullarinin sonlu fark yaklagimlari

a) Sik1 kenetlenme kosulu

Yin, =0, i=LN,

1 3 3 11 . .
——Y o t+—VY . ,——V . +—Vy . =0, j=N,,i=2,N, -1
3h2 yl,j—3 2h2 y|,1—2 h2 yl.j—l 6h2 yI,J J 2 1
seklindedir.

G 7)

Gi-1)
Gi-2)
(,7-3)

Sekil 5.7.
I’y sinirinda
sert
kenetlenme
kosulu i¢in 4
noktal1 kafes

b) Mentese kosulu

(i-2.)) G-17) Gj) G+1)) (i+2.))
—o—9o—0—0—0—

G j-1)
Gi-2)
@ 7-3)
@i,j+3)

Sekil 5.8. T’y simirinda mentese
kosulu i¢in 9 noktal1 kafes

Yin, =0, i=LN,
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v 4v 5 <7 6\/) 4v v

- 1212 Yia T 3_h%yi-l,j+ 12 h_é - h_% Yijt Eyﬁ-l,j_ 12 Yis

26 57 11 -

-—5Yy.. +t—=Vy.. . t—=vy.. =0, =N,, i=2,N;-1 5.46
32 Yij1 6h§yu_3 2n Y40, J7N2 1 (5.46)
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6. LINEER OLMAYAN BiHARMONIK DENKLEMIN SAYISAL
COZUMUNUN TEST FONKSIYONLARI iLE INCELENMESI

Bu boliimde, elastoplastik levhanin egilmesini modelleyen lineer olmayan,

[ (e (T BN oy 2 )W
ox} g(i (W)) (8_)4% va—xg ( _V)6x16X2 g(é (W)) 0X 10Xy

0x3 S 0x3 Y ox? pr % '

biharmonik denklemi i¢in sinir deger probleminin farkli sinir kosullar1 kullanilarak
sayisal ¢oziimiinlin bulunmasi i¢in hazirlanmis olan bilgisayar programinin hatasmni
incelemek amaci ile 6zel test fonksiyonlar1 ele alinarak sayisal ¢éziimiin hata analizi
yapilmigtir.  Yapilan islemler ve hesaplamalar sikistirillamayan levha igin

yapildigindan (6.1) denkleminde v = 1/2 olarak alinmustir.

6.1. Siki Kenetlenme Kosulunu Saglayan Levha icin Lineer Olmayan

Biharmonik Denklemin Sayisal Céziimiiniin Test Fonksiyonu ile incelenmesi

Problemin ¢dziimiiniin arandigi Q= {(x,,x,)|0<x;<1;, i=1,2} bolgesi, smir
0Q=T Ul Ul'3Ul, olan (T, ={(0x)[0=x,5D,}, Tr={(1;,x2)|0<x,<1, 1,
F3:{(X1 ,O)lOSXISII}, F4:{(X1 ,12)|0§X1§1]}) dlkdortgen bOlge olsun.

w(Xx;, Xy)= (l—cos 2nx1)(1-cos 2nx2) (6.2)

fonksiyonunun Q bélgesinin smirlarinda (3.90) sik1 kenetlenme kosulunu sagladig
kolaylikla gosterilebilir. Basitlik i¢in dnce g (éz(w)) =1 ele alinmistir. Bu durumda
Denklem (6.1),

otw o'w  o'w

+ +
oxj ~oxiox5 0x3

= F(Xl,Xz) (63)
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sekline dontsiir. (6.2) fonksiyonu (6.3) denkleminde yerine yazildiginda sag

taraffonksiyonu;
F(x,,X,)=-161* cos(2nx,) (1- cos(2nx,))
+321* cos(2mx,) cos(2mx,) -167* cos(27x,) (1- cos(2mx,)) (6.4)

olur. (6.4) fonksiyonu bilgisayar programinda yerine yazilarak wy(x;,x,) yaklasik
¢oziimii elde edilir. Kenarlari I;=l,=1 birim olan kare bdlgede tanimlanan x; ekseni
yoniindeki nokta sayis1 N;, X, ekseni yoniindeki nokta sayis1t N, olmak {izere
N xN,=25%25 boyutlu kafes alinarak ¢oziilen drnekte, bulunan wy(x;,x,) yaklasik
¢Oziimiiniin mutlak ve bagil hatalart maksimum degerleri sirasiyla 0,0355 ve %0,89
olarak hesaplanmistir. wy,(X;,X,) yaklasik ¢oziimiiniin ve ger¢ek ¢oziim w(x;,X,) yani
test fonksiyonunun grafikleri Sekil 6.1'de verilmistir. Sekil 6.2'de ise yaklasik ¢oziim

ve kesin ¢ozlim arasindaki mutlak hata ve bagil hata grafikleri gosterilmistir.

AL
XA
A5 SN
7 :‘0:0:“8\\&\\

ro kN W N

@ (b)
Sekil 6.1. a) Test fonksiyonu (6.2) b) g (£”(w)) =1 durumunda elde edilen yaklasik

¢Ozlim
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Bagil Hata Mutlak Hata

AN
0.01 s I'"“ “‘*\\
THRIRN

(a) (b)
Sekil 6.2. g (iz(w)) =1 durumunda test fonksiyonu (6.2) i¢in elde edilen yaklasik
¢Ozlimiin a) bagil hatas1 b) mutlak hatasi

Bilgisayar programinin hatasini incelemek amaci ile kafes boyutunun sonucu nasil
etkiledigini gormek i¢in problem yedi farkl esit aralikli sebekede ¢oziilmiis;
N;=N,=21, 31,41,51,61,71,81 ve w(x;) test fonksiyonunun digim

noktalarindaki  degeri ve ygl) problemin yaklagitk ¢Oziimii olmak {izere
&y= ||W(Xij)-y§l) ” olarak tanimlanan mutlak hatalar ve 6= ”(W(xij)-ygl)) / w(xij) ”

olarak tanimlanan bagil hatalar her bir durum i¢in Tablo 6.1'de verilmistir. Sonlu fark
semasinin yaklasim hatasi, N ve N@ ardisik kafes boyutlarini, ay(N(l)) ve sy(N(z))

degerleri de ilgili kafesler i¢in elde edilen mutlak hatalari temsil etmek tizere,

~In(g,(NV)/g,(N))
e T (NP /ND)

(6.5)

formiilii ile ifade edilmektedir. Sonlu fark semasinin yaklagim hatasi,

”W(xij)-yij(“) _~sup |w(xij)-yg’)|=O(h2) oldugu i¢in n,  sayisinin da 2 sayisi

civarinda olmasi beklenmektedir.

Tablo 6.1'de g(éz(w)> =1 i¢in farkli boyutlardaki sebekeler igin, (6.2) test

fonksiyonu kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziimiin mutlak hata ve bagil hata
degerlerinin yani sira sonlu fark semasinin yaklagim degeri (approximation number)

ifade edilmistir.
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Tablo 6.1. Test fonsiyonu (6.2) icin g(gz(w)):1 iken degisen
kafes boyutlarinin mutlak ve bagil hatalar iizerindeki etkisi

Kafes Boyutu Mutlak Hata Bagil Hata ng,
21x21 0,0481 0,0120

31x31 0,0240 0,0060 1,7851
41 x41 0,0142 0,0036 1,8771
51 x51 0,0094 0,0023 1,8902
61 x 61 0,0067 0,0017 1,8911
71x71 0,0050 0,0012 1,9279
81 x 81 0,0038 9,5884x10* | 2,0827

Tablo 6.1 incelendiginde, maksimum bagil hata % 1,20 olup 21 x 21 boyutlu bir
kafes kullanildiginda elde edilmistir. Sebekedeki nokta sayisi arttikca bagil hata
degerlerinin giderek azaldigi ve sonlu fark semasinin yaklasim degeri de beklenen 2

sayisina yaklastig1 gézlemlenmistir.

Daha sonra Denklem (6.1)'deki g katsayis1 x; Ve x,'ye bagh olarak g(x;, x,)=e*1™

seklinde ele alinip ayni islemler tekrarlanmistir.
w(xX; , X5)= (1-cos2mx; ) (1-cos2mx,) test fonksiyonu Denklem (6.1)de yerine

yazildiginda sag taraf fonksiyonu,

F(x; , Xp)= [(-2n3- 2n) (1+v) (1-v)] e¥17%2 sin(mx;+nxX,)

+[(-22m?+2n") (1+v)+2n* (1-v)] e¥172 sinmx,

sin mx,+27m% (1-v) eX1™2cos X, cOS X, (6.6)

seklinde elde edilmistir. Kenarlarn 1,=l,=1 birim olan bdlgede tanimlanan kafesin
boyutu N;xN,=25x25 alinarak ¢oziilen Ornek i¢in maksimum mutlak hata ve
maksimum bagil hata sirasiyla 0,0332 ve %0,83 olarak hesaplanmistir. Test
fonksiyonu, yaklasik ¢oziim, bagil ve mutlak hata grafikleri asagida verilmistir (Sekil
6.3 ve Sekil 6.4).
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Kesin Cézim Yaklasik Cozim

AN /TN
A75000 N A0SR

R o =ooN w ~ 3
=} N w ~ o

(a) (b)
Sekil 63. @)  w(x;,%x)=(1-cos2mx,)(1-cos2nx,) test fonksiyonu
b) g(x;, x,)=eX1™2 iken yaklasik ¢Oziimii

Bagil Hata Mutlak Hata

A7
77 KN,
"%"3“33“*

(a) (b)
Sekil 6.4. g(x;, xp)=e¥™ durumunda w(x, , x)= (1-cos2nx1)(l-cos2nxz)
test fonksiyonu icin elde edilen yaklasik ¢6zlimiin a) bagil hatast b) mutlak
hatasi

Asagida Tablo 6.2'de farkli boyutlarda kafesler alinarak g(x;, x,)=e* "2 i¢in bagil ve
mutlak hatalar ve sonlu fark semasinin yaklagim degeri (approximation number)

elde edilmis ve karsilastiriimistir.
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Tablo 6. 2. w(x; , x2)=(1-cos 2mx; ) (1- cos 2nx, )
test fonksiyonu icin g(x;, x,)=e*1"*2 iken degisen
kafes boyutlarina gore elde edilen mutlak ve bagil

hatalar

Kafes Boyuty Mutlak Hata | Bagil Hata n,
21x21 0,0447 0,0112

31x31 0,0226 0,0056 1,7512
41 x 41 0,0135 0,0034 1,8429
51x51 0,0089 0,0022 1,9090
61 x 61 0,0063 0,0016 1,9297
71x71 0,0047 0,0012 1,9300
81 x 81 0,0036 9,1235x107 2,0235

Tablo 6.2 incelendiginde sinirda siki kenetlenme kosulunu saglayan (6.2) test
fonksiyonu kullanilarak ve g(x;, x,)=e¢X™2 oldugu durumda elde edilen sayisal
¢Oziimiin bagil hatas1 21 x 21 boyutlu kafeste % 1,12 bulunmustur. Kafes boyutu

arttikca bagil hata azalmis ve sonlu fark semasinin yaklasgim hatasi ng, 2'ye

yaklagmuistir.

Son olarak da g=¢g (iz(w)) (lineer olmayan denklem) icin baslangi¢ fonksiyonu

W(O)(XI,XZ):CX%ﬂ(z olmak {izere &,=0,027 ve «=0,05 alinarak ve

w(Xx;, Xy) = (l- coS 27X, ) ( 1-cos 27IX2) test fonksiyonu kullanilarak

€ =max |wi(jk)-wi(jk_1)| olmak {izere €=0,001 kesinligi ile 5 iterasyonda N; XN, = 25%25
boyutlu kafes kullanilarak yaklasik ¢6ziim, mutlak ve bagil hata elde edilmistir.
Yaklasik ¢6ziimiin maksimum mutlak ve maksimum bagil hata degerlerisirasiyla
0,0137 ve %0,34 olarak hesaplanmistir. Yaklasik ¢6zlim, test fonksiyonu, bagil hata
ve mutlak hata grafikleri Sekil 6.5 ve Sekil 6.6'da ve mutlak ve bagil hatalar ise

degisen kafes boyutlar1 i¢in Tablo 6.3'te verilmistir.

81



Y N
ARSI

Yaklagik Cozim

(@)

(b)

Sekil 6.5. @) w(x; , xo) = (1- cos 2mx; ) (1- cos 2mx, ) test fonksiyonu b) &,=0,027
ve k= 0,05 i¢in g=g (&2 (W)) durumunda elde edilen yaklagik ¢6zim

Bagil Hata

Mutlak Hata

(a)

(b)

Sekil 6.6. g=g¢g (éz(w)) durumunda w(x; , x,)= (1-cos 2mx; ) (1- cos 27x,) test
fonksiyonu i¢in elde edilen yaklasik ¢6ziimiin a) bagil hatas1 b) mutlak hatasi
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Tablo 6.3. w(x; , xy)=(1-cos 2mx; )(1- cos 2mx, ) test
fonksiyonu igin &,=0,027 ve k=0,05 iken g=g (az(w))

durumu

Kafes Boyutu | Mutlak Hata | Bagil Hata n,
21x21 0,0172 0,0043

31x31 0,0100 0,0025 1,3925
41 x 41 0,0064 0,0016 1,5962
51 x 51 0,0044 9,0780x107* | 1,7168
61 x 61 0,0032 | 8,0122x10™* | 1,7786
71x71 0,0025 6,1517x10™ | 1,6262
81x81 0,0019 4,8121><10'4 2,0827

Tablo 6.3'c bakildiginda, farkli boyuttaki kafesler igin test fonksiyonu (6.2)
kullanilarak elde edilen mutlak ve bagil hatalar incelendigi zaman, maksimum bagil
hatanin 21 x 21 boyutlu kafes i¢in ve %0,43 olarak elde edildigi gézlemlenmis ve
lineer olmayan (6.1) denkleminin yaklasik ¢dziimiiniin bulunmasi i¢in hazirlanan
bilgisayar programimin uygulanabilirligi kanaatine varilmistir. Simirlarda  siki
kenetlenme kosulunu saglayan levha i¢cin g=g (&2 (w)) iken & (w)nmn grafigi ise

Sekil 6.7'de gosterilmistir.

10 T T T T T T T T T

-
5 o Y}} @ -
16 f/
4 -8 |
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Sekil 6.7. éz(w)'nln kesiti (plastikligin ortaya ¢ikmasi ve yayilmasi)
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6.2. Mentese Kosulunu Saglayan Levha i¢in Lineer Olmayan Biharmonik

Denklemin Sayisal Coziimiiniin Test Fonksiyonu Ile incelenmesi

Bu béliimde elastoplastik levhanin doldurdugu Q= {(x,,x,)|0<x;<1;, i=1,2}

bolgesinin sinirlarinda (3.91) mentese kosulunu saglayan test fonksiyonu,
w(X; , Xy)= sin7x; sinmx, (6.7)

ele alinmigtir. Boliim 6.1'de yapilan hesaplamalara benzer sekilde (6.7) fonksiyonu
(6.1) denkleminde yazildiginda, denklemin sag tarafindaki F(x;,x,) fonksiyonu,
g(x;,X,)=1 iken ele alindiginda,

F(x,x,)=4n* sin mx, sin mx, (6.8)

olarak hesaplanmustir. Elde edilen bu F(x;,x,) fonksiyonu bilgisayar programinda
yerine yazilarak yaklasik ¢oziim, y ) elde edilmistir. Kenarlar1 1,=1,=1 birim olan
bolgede tanimlanan N;xN,=25%25 boyutlu kafes alinarak ¢oziilen 6rnekte, bulunan
yfjn) yaklagik ¢oziimii ile gercek ¢oziim w(xij) yani test fonksiyonu karsilagtirilmis ve
aralarindaki bagil hatanin maksimum degeri %0,15 olarak hesaplanmistir. Elde

edilen kesin ¢dziim (test fonksiyonu), yaklasik ¢oziim, bagil hata ve mutlak hata
grafikleri Sekil 6.8 ve Sekil 6.9'da verilmistir.

Kesin Cozim Yaklasik GCoziim

i el \\\\\ “\\\\\\
' 0“ RN \\ ‘ o §\\

0“ TN o TR
lll/m’o:“ts\\\\\\\ s 8\\\\\\\

(a) (b)
Sekil 6.8. a) w(x; , X,)= sinmx; sinnx, foksiyonu b) g(x;,x,)=1 durumunda
yaklagik ¢Oziim

84



Bagil Hata Mutlak Hata

Z |
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Z % SRR At SN |

"':":‘ ““““““ 0.5 "““‘““‘§\ }
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S %‘9:“‘\‘\\\\\\\ |

|

(a) (b)
Sekil 6.9. g(x;,x,)=1 durumunda a) bagil hata b) mutlak hata

g(x;, x,)=e¥1™2 iken ise ,
F(xq,Xp) =4m3eX1tX2 sin(mx, +mx,) +(-3m2 +4nt)eX1 ™2 sin x, sinmx,
+m2e*1t*2 cos(mx,) cos(mx,) (6.9)

olarak hesaplanmistir. Kenarlar1 1;=1,=1 birim olan bélgede tanimlanan kafesin
boyutu N;xN,=25%25 alinarak ¢oziilen drnekte, bulunan ygl) yaklasik ¢oziimiiniin
maksimum mutlak hata ve maksimum bagil hata degerleri kafesin orta noktasinda

elde edilmis olup 7,44 X 10™* olarak hesaplanmustir. Test fonksiyonu, yaklasik
¢Oziim, bagil hata ve mutlak hata grafikleri Sekil 6.10 ve Sekil 6.11'da verilmistir.

Kesin Gézim Yaklasik Cozim

i iL AN it
d i Wi\
l"l‘o‘ () i 01'000‘0“\‘\\\\\\\‘ |

(a) (b)

Sekil 6.10. a) w(x;,x,)= sinnx; sinnx, foksiyonunun grafigi b)
g(x;, X)=e¥1"™2 durumunda yaklasik ¢oziimiin grafigi

85



Bagil Hata Mutlak Hata
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(@) (b)
Sekil 6.11. g(x;, x,)=e*™2 durumunda a) bagil hata b) mutlak hata

Denklem (6.1)'de g(x;,x;)=1 ve g(x;,x,)=€*1"™2 alinarak ve sinirlarda mentese
kosulunu saglayan (6.7) test fonksiyonu kullanilarak farkli boyutlardaki kafesler i¢in
yaklagik ¢oziimler elde edilmis, elde edilen yaklasik ¢dziimlerin bagil ve mutlak
hatalar1 ile sonlu fark semasinin yaklasim degeri (approximation number) Tablo 6.4

ve Tablo 6.5'te verilmistir.

Tablo 6.4. g(x1,X5)=1 durumunda
w(X; , X,)= sinzx; test fonksiyonu i¢in elde edilen
mutlak ve bagil hatalar

Kafes Boyutu | Mutlak Hata | Bagil Hata | n,
21x21 0,0018 0,0018

31x31 0,0012 0,0012 1.0411
41 x 41 7,47x107* | 7,47x10* | 1.6925
51 x 51 5,14x10* | 5,14x10* | 1.7094
61 x 61 3,74x107* | 3,74x107* | 1.7816
71x71 2,84x107* | 2,84x10™* | 1.8169
81 x 81 2,22x107% | 2,22x10™* | 1.8589
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Tablo 6.5. g(x, xp)=e¥1™™ durumunda
w(X; , Xp)= sinnx; sinzx, test fonksiyonu igin elde
edilen mutlak ve bagil hatalar

Kafes Boyutu | Mutlak Hata | Bagil Hata ng
21x21 6,39x10* | 6,39x10™

31x31 5,64x10™ 5,64x10™ | 0,3202
41x 41 4,77x10% | 4,77x10* | 0,5999
51 x 51 3,44x107 3,44x107* | 1,4918
61 x 61 2,57x10" | 2,57x10" | 1,6305
71x71 1,98x10™ 1,98x10* | 1,7109
81x81 1,57x107* 1,57x107* | 1,7645

Tablo 6.4 ve Tablo 6.5 incelendiginde 21 x 21 boyutlu kafes ele alindiginda bagil

hata degerleri g(x;,x,)=1 iken %0,18 , g(x;,x,)=e¥1"™2 jken ise

6,39% 10 olarak elde edilmistir ve kafes boyutu arttik¢a hata degerleri azalmistir.

Son olarak da g=g(§2(w)) durumunda  &,=0,027 and x=0,05 iken

w(X; , Xp)= sinmx, sinnx, test fonksiyonu kullanilarak &= max|wi(jk) -wi(jk'l)| olmak
tizere € = 0,001 kesinligi ile 5 iterasyonda elde edilen yaklasik ¢6ziim, kesin ¢6ziim
(test fonksiyonu), mutlak ve bagil hata grafikleri Sekil 6.12 ve Sekil 6.13'te

verilmistir.
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Kesin C6zlim Yaklasik Cozim

0.8 0.8
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(a) (b)
Sekil 6.12. 8) w(x, . x,)= sinmx, sinmx, foksiyonu b) g=g (£’(w)) durumunda
yaklasik ¢6ziim

Bagil Hata Mutlak Hata

SIS 15

SIS

‘\‘\‘\‘ X
NSNS

S

ity N\

£SO
””’ll'/o,:o:‘\\‘s\\\\\\\‘\

(a) (b)
Sekil 6.13. g=¢g (&2 (w)) durumunda a) bagil Hata b) mutlak Hata

g=g (éz(w)) durumunda, baslangi¢ fonksiyonu olarak w©® (x;,x,) = Xt alinip,
£,=0,027 ve x=0,05 iken w(x;,X,) = sinmx; sinmx, test fonksiyonu igin 5
iterasyonda elde edilen yaklasik ¢6ziim i¢in mutlak ve bagil hatalar 25 x 25 boyutlu
kafes i¢cin %0,16 elde edilmistir ve kafes boyutu arttikca hata degerinin azaldig

gozlemlenmistir.

Bolim 6.1 ve 6.2'de test fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziimiin
mutlak ve bagil hatalar incelendigi zaman, lineer olmayan Denklem (6.1)'in yaklasik

¢Ozlimiiniin bulunmast i¢in hazirlanan bilgisayar programimin uygulanabilirligi

kontrol edilmistir.

Hazirlanmis bilgisayar programimin dogru calistifi kanaatine vardiktan sonra

elastoplastik levhanin egilmesi ile ilgili lineer olmayan biharmonik denklemin farkli
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sinir kosullarinda sayisal ¢oziimiiniin analizi i¢in ¢esitli bilgisayar deneyleri yapilmis

ve incelenmistir.
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7. ELASTOPLASTIK LEVHANIN EGILMESININ SAYISAL COZUMU
7.1. Elastoplastik Levhanin Egilmesi Probleminin Sayisal Coziimii

Calismanin bu boliimiinde, yapilan c¢aligmalar kapsaminda bdlgenin sinirlarinda
cesitli sinir kosullarim1 saglayan ger¢ek uygulama problemleri ele alinmis ve
incelenmistir. Asagidaki tabloda, verilen 6rneklerde kullanilacak olan veriler yer

almaktadir.

Tablo 7.1. Sayisal 6rneklerde kullanilacak veriler

Levhanin kenar uzunluklari 1;=1,=10 [cm]

Levhanin kalinligt h=0,3 [cm]

Kafes boyutu N xN,=25x%25

Elastik parametreler E=21000 [kN cm?], v=0,5
K =0,45, & =2,1

Sayisal oOrneklerde baslangig yaklasimi olarak w(())(><1,)<2)=e"%JrX2 fonksiyonu

W

kullanilmis  ve  yaklasimlar max|wij wi(jk_l)| <g¢ kosulu saglandiginda

durdurulmustur.

Ornek 1. Geometrik ve fiziksel dzellikleri Tablo 7.1'de verilen elastoplastik levhanin
merkez noktasina ve bu nokta komsulugundaki dort simetrik noktaya F(x) yiikiiniin
uygulandig varsayilmistir. Uygulanan yiikiin siddetinin q =320 [kN] oldugu kabul
edilmistir. w® (x;,x,) — X’ baslangi¢ yaklasimi i¢in ve €=0,001 kesinligi ile
lineer olmayan problemin sayisal ¢oziimii elde edilmistir. Bélgenin tiim sinirlarinda
sik1 kenetlenme kosulunun verildigi durumda levhanin egilen ylizey grafigi Sekil
7.1'de, bolgenin tiim siirlarinda mentese sinir kosulunu saglayan egilme problemi

icin egilen yiizeyin grafigi ise Sekil 7.2'de verilmistir.
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Sekil 7.2. Mentese kosulu i¢in sayisal ¢oziimiin grafigi
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Sik1 kenetlenme kosulu verildigi zaman ¢6ziim n =25 yaklasimda, mentese kosulu
verildiginde ise n=28 yaklasimda bulunmustur. Levhanin tam orta noktasinda
meydana gelen maksimal egilmeler siki kenetlenme ve mentese kosullari igin
sirasiyla; Wy =2,4059 [cm] Ve Wy = 5,2986 [cm]'dir. Mentese kosulunu
saglayan levhanin egilmesinin siki kenetlenme kosulunu saglayan levhanin

egilmesinden daha fazla olmasi beklenen bir sonugtur.

Ornek 2. Farkli siir kosullarinda degisik kuvvet degerlerinin egilmeye etkisini
arastirmak amaciyla Tablo 7.1'deki geometrik ve fiziksel Ozellikleri tasiyan
elastoplastik levhanin merkez noktasina farkli siddetlerde yiiklemeler yapilmistir ve
sirasiyla mentese ve siki kenetlenme kosullar1 i¢in levha iizerine uygulanan yiikiin

q, siddetinin artan degerleri i¢in meydana gelen maksimal egilmeler ve bu

egilmelere karsilik gelen 2;2 (Wmax) degerleri gézlemlenmistir (Tablo 7.2, Tablo 7.3).

Tablo 7.2. Mentese kosulunu saglayan elastoplastik levha
iizerine uygulana yiikiin siddeti artttkca maksimal egilme

Wiax V€ éz degerlerindeki degisim

k | q[kN] Winax [€M] max £ (Wyay)
1 200 3,1729 1,2319
2 230 3,6488 1,6292
3 260 4,1247 2,0952
4 290 4,6495 3,9374
5 320 5,2986 7,0831
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Tablo 7.3. Siki kenetlenme kosulunu saglayan elastoplastik
levha {izerine uygulanan yiikiin siddeti arttikga maksimal

egilme w,,, Ve & degerlerindeki degisim

k q, [kN] Winax [cm] max &2 (Wnax)
1 200 1,5019 0,8274
2 230 1,7271 1,0942
3 260 1,9524 1,4183
4 290 2,1777 1,7396
5 318 2,3887 2,1262
6 320 2,4059 2,2085
7 350 2,6663 3,7081

Tablo 7.2 ve Tablo 7.3'deki verilere karsilik gelen grafik Sekil 7.3'te gosterilmistir.

Farkl Siddetteki Kuwvetierin Olusturdugu Egilmeler
500 T T T T

400 - Siki Kenetienme Kosulu 4

350 — Mentese Kosulu

0 r r r r r
0 1 2 3 4 5 6

Egilme[cm]

Sekil 7.3. Mentese ve siki kenetlenme sinir kosullarini saglayan levhaya uygulanan
farkli siddetteki kuvvetlerin olusturdugu egilmeler

Tablo 7.2 incelendiginde mentese kosulu saglandigi zaman, q,=260 [kN] luk yik
igin &2 (Wynae) = éoz =2,1 oldugundan bu yiik son esnek duruma denk gelmektedir.

q(x) >q;  siddetindeki yiiklere karsihk  gelen  deformasyonlar  plastik

deformasyonlardir, yani 260 [kN] 'dan fazla yiik etkiledigi zaman levhada kalici
deformasyon ortaya ¢ikmaktadir. Ancak, 260 [kN] 'dan az bir yiik etkiledigi zaman,
ornegin q, = 230 [kN] siddetinde bir yiik uygulandiginda levhanin egrilik derecesi

olan iz(wmax)=1,6292<§02=2,1 oldugundan olusan deformasyon elastik
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deformasyondur. Tablo 7.3'ten goriildiigii gibi sinirlarda siki kenetlenme kosulu

verildigi durumda, son esnek duruma karsilik gelen yiik q,=318 [kN] olur ve
E2 (W) =2,1262 (z§02=2,1) dir. Eger uygulanan yiikk 318 [kN] 'dan az ise, yiikiin
etkisi ortadan kaldirildigi zaman levha baslangic durumuna geri doner. Eger

q(x)>318 [kN] ise, o halde yiik kaldirildiginda levhada deformasyonun izi kalir.

Ornek 3. Tablo 7.1'deki ozelliklere sahip elastoplastik bir levhanin bdlgenin
sinirlarinda mentese ve siki kenetlenme sinir kosullarini sagladigr durumda, levha
i¢in tanimlanan kafesin merkez noktasina ve bu nokta komsulugundaki dort simetrik
noktaya bir yiik uygulandigi zaman farkli baslangi¢ yaklasimlart ve farkli ¢ kesinligi
icin iterasyon sayist incelenmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 7.4 ve Tablo 7.5'te

verilmistir.

Tablo 7.4 . Simnirda mentese kosulu saglandigi durumda farkl w0 (x,.,x,) baslangic
yaklasimlart verildigi zaman , farkli € degerleri igin iterasyon (yaklasim) sayist (
q=290[kN])

wO(x.x,)
£=0,01 £=0,001 £=0,0001
Baslangic
Yaklasimu n max w g n max w & n max w &
ehitx 17 | 4,6610 4,1813 20 4,6499 3,9564 26 | 4,6483 3,8804
R 23 | 4,6571 4,1132 26 4,6495 3,9374 31 | 4,6483 3,8815
sinfmx | sinmx, 9 | 46614 4,3317 13 4,6497 3,9476 18 | 4,6484 3,8826
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Tablo 7.5. Smirda siki kenetlenme kosulu saglandigi durumda farkli w(®(x,.x,)
baslangi¢ yaklasimlari verildigi zaman , farkli € degerleri icin iterasyon (yaklagim)
sayist ( g=350[kN])

w©® (X1 ,Xz)
£=0,01 €=0,001 €=0,0001
Baglangic
Yaklagim n max w g max w g n max w g
ekt 15 | 2,6741 4,1325 | 19 2,6664 | 3,7169 26 | 2,6651 | 3,6477
ex%+x2 20 | 2,6777 4,3454 | 25 2,6663 | 3,7081 31 | 2,6651 | 3,6468
sinttx; sintx, | 7 | 2,6804 45085 | 12 2,6665 | 3,7221 18 | 2,6651 | 3,6482

Ornek 4. Levha kalinlig ile egilme arasindaki iligkiyi arastirmak icin Tablo 7.1'deki

ozelliklere sahip ve smirlarda siki kenetlenme kosulunu saglayan, elastoplastik levha

i¢in tanimlanan kafesin merkez noktasina ve bu nokta komsulugundaki dort simetrik

noktaya farkli siddetteki kuvvetlerin uygulanmasi durumunda, levhanin kalinlig

degistirildiginde deformasyonda olusan degisim gozlemlenmistir.

Tablo 7.6. Siki kenetlenme siir kosulunu

saglayan levhaya farkli kuvvetler
uygulandiginda farkli kalinliklar i¢in olusan
egilmeler
k | h | q=290[kN] | q=318[kN] |q=350[kN]
[cm]
Wmax [Cm] Wax [Cm] Wax [Cm]
1022 7,3186 10,9784 13,5811
2 1024 4,5776 6,5409 7,8542
3 | 0,26 3,1939 4,2971 5,0568
4 10,28 2,4046 3,0972 3,5630
510,30 1,9524 2,3890 2,6666
6 | 0,32 1,6087 1,9676 2,1656
7 1034 1,3412 1,6404 1,8055
8 | 0,36 1,1299 1,3819 1,5210
9 | 0,38 0,9607 1,1750 1,2932
10 | 0,40 0,8237 1,0074 1,1088
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Levhanin kalinlig1 degistikce egilme miktarindaki degisimin grafigi Sekil 7.4'te

verilmistir.

Farklh Kalinliklara Kargilik Gelen Egilmeler

14 T T T T T T T T
390 kN
12 1
318 kN
10 1

Egilme [cm]

4~ i
2+ i

O r r r r r
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045
Levha Kaliniigifcm]

Sekil 7.4. Kuvvet degistikce siki kenetlenme kosulunu
saglayan levhanin kalimligr ile deformasyonu
arasindaki iligki

Ornek 5. Bir cismin E elastisite modiilii (Young Modiilii) o malzemenin sertligini
karakterize eden bir sayidir. Bu drnekteki bilgisayar deneyi E;=21000[kN/cm?] (sert)
ve E,=11000[kN/cm?] (yumusak) olmak iizere iki farkli malzemeden yapilmis Tablo
7.1'deki oOzellikleri tasiyan elastoplastik levhanin ele alindigi varsayilmistir. Sertlik
parametresi «k 'min degisen degerleri i¢in levha yiizeyinde olusan egilme

incelenmistir.
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Tablo 7.7. Sert ve yumusak malzemeden yapilan, siki kenetlenme ve mentese
kosullarin1 saglayan elastoplastik levhanin farkli  «  degerleri i¢in egilmesi

E=21000[kNem?]  £°=2,1 E=11000[kNem?] &=Ll
K1 q=[320 kN] q=[130 kN]
Sik1 Kenetlenme Mentese Siki Kenetlenme Mentese
0,45 2,4059 5,2986 1,8855 4,2069
0,35 2,4046 5,1913 1,8752 4,0777
0,15 2,4035 5,1053 1,8667 3,9721

Zorlama sertlik parametresi « kiigiildiikkce malzemenin sertligi artar ve daha az

egilme meydana gelir.
7.2. Levhamin Yapildig1 Malzemenin E Elastisite Modiiliiniin Bulunmasi

Bu boliimde deney sonucunda verilen kuvvet-egilme bagintisindan yararlanarak
levhay1 olusturan malzemenin E elastisite modiiliiniin bulunmasi amag¢lanmaktadir
(w;'ler F; kuvvetlerine karsilik gelen maksimal egilmelerdir). Teoriden bellidir ki
(Kachanov, 1974), ayn1 kuvvet etkisi altinda olan farkli iki malzemeden elastisite

modiilii biiyiik olanin egilmesi daha kiigtiktiir ( E;>E, ise w(E;,F)<w(E,, F)).
Algoritma:

Belli bir F kuvveti uygulanmasi1 sonucunda egilmekte olan elastoplastik levhanin
maksimal egilmesinin w, oldugu varsayilsin. F ve w, verilerinden yararlanarak E

'nin bulunmasi i¢in agagidaki algoritma gelistirilmistir:

Onsel E=E, verilir. Bu E, ve F kuvvetinin etkisiyle levhanin yiizeyinde meydana
gelen maksimal egilme wy,(Ey; F) elde edilir. Diiz problemin ¢6ziimii olan wy ile

wi, (Eg; F) karsilastirilir.
(i1) a) Eger, w,(Eq; F)> w, ise E\=Eq+ 8E,

b) Eger, w,(Eg; F)<w, ise E;=E(- 8E, ele alinarak diiz problem ¢oziilir  ve

wi, (E;F) ile wy degerleri karsilastirilir.
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(i2) Birinci adimdaki islemler w, degeri iki ardisik E, ve E,.;' e karsilik gelen
maksimal egilmeler yani wy,(Ey,F) ve wy(E.:;,F) arasinda kalincaya kadar devam

ettirilir. Sonugta wy,(Ey,F)<wo<wy,(E1,F) veya wy,(Ei F)>wo>wy, (Ey1,F) olacaktir.

(i3) Ikinci adimdaki kosulu saglayan uygun E, ve E,,, elde edildikten sonra ikiye
bolme yontemiyle E=(E,+E,.;)/2 bulunur. E almarak diiz problem ¢oziiliir ve
wh( E,F) maksimal egilmesi bulunur. max| wy,( E,F)-wy|<egz kosulunun saglanip
saglanmadig1 kontrol edilir. Bu kosul saglaniyorsa E=E olarak ele alinir. Buradaki
er>0 degeri elastisite modiiliiniin bulunmasi igin istenilen kesinlik degerini temsil

eder.

(i4) Eger max| wy( E,F)-wg|<eg kosulu saglanmiyor ise o halde wy( E,F)>w,
oldugunda E,=E,, E,,=E ; wy( E,F)<w, oldugunda ise E,=E, E,.,;=E,.; ele almir

ve (13), (i4) adimlar1 max| Wh( E,F)-WO|§SE kosulu saglanincaya kadar tekrarlanir.

Bu algoritma ile, farkli siddetteki iki kuvvet (F=200 [kN] ve F = 250 [kN]) altinda,
sinirlarda sirastyla mentese ve siki kenetlenme kosullarini saglayan levhanin egilmesi
probleminin ¢6ziimii kullanilarak  elde edilen E degerleri Tablo 7.8-7.11'de

verilmistir.

Pratikte, levha yiizeyinde meydana gelen egilmenin (w) 6l¢iilmiis degerlerinin sadece
bir 6l¢tim hatasiyla verilebilecegi géz 6niinde bulundurularak yaptigimiz hesaplamali
deneyde "girdi verisi" olarak kullanilan w Once hatasiz (noise free data) daha sonra
da w,=wt+aw olacak sekilde farkli o€R noise seviyeleriyle ele alinmigtir. Burada

a==%0,03, 0=%0,05, 0==0,10 noise seviyeleri kullanilmistir. Biitiin durumlar i¢in bagil

hata oJE,= B seklinde tanimlanmistir. Burada E,; yaklasik olarak bulunan
E leoh

elastisite modiiliiniin degeridir. Farkli eg>0 degerlerinde problem ¢oziilmiis E'nin

hatasi incelenmistir. Tiim hesaplamalarda v=0,5 olarak alinmstir.

Tablo 7.8'deki c¢ikt1 verilerini inceledigimizde, 200 [kN] siddetindeki bir kuvvet
altinda smirlarda mentese kosulunu saglayan elastoplastik levhada meydana gelen
maksimal egilme w=3,1729 [cm] olup, bu deger noise verilmeden kullanildiginda, E

sabiti eg=0,1 , eg=0,01 : eg=0,001 kesinlikleriyle sirasiyla
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E=21100[kNcm™], E=20975[kNcm2] ve E=21006[kNcm™] olarak elde edilmistir.

Bu deger gergek Young modiilii degeri olan E=21000[kNcm™] 'e oldukca yakin bir
deger olup bagil hata ez=0,1 alindiginda 6E;=0,0048, &g=0,01 durumu igin

O0E;=0,0012 ve &;=0,001 durumu i¢in de oE,= 2,9762x10™ olarak hesaplanmustir.
Yani, &g kiigiildiikge bagil hata da kii¢tilmiistiir.

Ayni kuvvet altinda elde edilen w , a=-0,03 noise ile verildiginde, E sabiti €z=0,01
kesinligi ile E=21663[kNecm?] ; w , 0=-0,05 noise ile verildiginde,
E=22100[kNcm™] ; w , 0=-0,10 noise ile verildiginde ise E=23350[kNcm™] olarak
elde edilmistir. w 'nin hata seviyesi arttik¢a E'nin de gercek degerinden uzaklastig
yani bagil hatasinin arttigi goézlemlenmistir. Fakat, tablodan goriildiigii gibi giris
verisi hatal1 verildigi zaman elde edilen sonucun hatasi verilen hata degerini agmiyor.
Ayni sinir kosullarina sahip levhaya farkli siddette bir kuvvet uygulandiginda hemen

hemen ayni sonuglarin elde edildigi goriilmektedir.

Baslangi¢ verisi olarak aliman E; degeri degistirildiginde, bagil hatalarda zaman
zaman ¢ok kii¢iik farkliliklar olsa da yaklasik olarak ayni sonuglara ulagilmistir. Bu
verilerden yola ¢ikarak, uygulanan kuvvetin siddeti ve E, degeri ne olursa olsun
olusturulan algoritmanin yeterince yiiksek bir kesinlikle E 'nin belirlenmesine imkan
verdigini sOylemek miimkiindiir. Bunun yaninda, ayni kosullar altinda, yani
uygulanan yiikiin siddeti ve maksimal egilme ayni iken, sinir kosulu siki kenetlenme
olarak degistirildiginde mentese sinir kosulu icin elde edilen degerlere benzer

sonuglar elde edilmistir.
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Tablo 7.8. Simirlarda mentese kosulunun saglandigi durumda levhanin ¢oziimii
kullanilarak E'nin bulunmasi (F=200 [kN])

F=200 [kN]
w=3,1729 [cm]
E, Noise £p=0,1 SE, £6=0,01 SE, ££=0,001 SE,
%0 21100 0,0048 | 20975 0,0012 | 21006 2.9762x10"
-%3 | 22100 0,0524 | 21663 0,0315 | 21647 0,0308
%5 22100 0,0524 | 22100 0,0524 | 22100 0,0524
17600 9510 | 23100 0,1000 | 23350 0,1119 | 23334 0,1112
% 3 20100 0,0429 | 20350 0,0310 | 20389 0,0291
%5 20100 0,0429 | 19975 0,0488 | 19998 0,0477
%10 | 19100 0,0905 | 19100 0,0905 | 19092 0,0908
%0 20850 0,0071 | 20975 0,0012 | 21006 2.9762x107
%3 | 21850 0,0405 | 21600 0,0286 | 21647 0,0308
%5 21850 0,0405 | 22100 0,0524 | 22100 0,0524
25350 [0510 | 22850 0,0881 | 23288 0,1089 | 23334 0,1112
% 3 20850 0,0071 | 20850 0,0071 | 20389 0,0291
%5 19850 0,0548 | 19975 0,0488 | 19998 0,0477
%10 | 18850 0,1024 | 19100 0,0905 | 19092 0,0908

Tablo 7.9. Sinirlarda mentese kosulunun saglandigi durumda levhanin ¢6ziimii
kullanilarak E'nin bulunmasi (F=250 [kN])

F=250[kN]
w=3,9661 [cm]
E, Noise £p=0,1 SE, £=0,01 SE, ££=0,001 SE,
%0 21100 0,0048 | 20975 0,0012 | 20998 7.4405%10]
-%3 | 22100 0,0524 | 21663 0,0315 | 21647 0,0308
%5 22100 0,0524 | 22100 0,0524 | 22100 0,0524
17600 9610 | 23100 0,1000 | 23350 0,1119 | 23334 0,1112
% 3 20100 0,0429 | 20350 0,0310 | 20389 0,0291
%5 20100 0,0429 | 19975 0,0488 | 20014 0,0469
%10 | 19100 0,0905 | 19225 0,0845 | 19186 0,0864
%0 20850 0,0071 | 20975 0,0012 | 20998 7.4405%10]
-%3 | 21850 0,0405 | 21600 0,0286 | 21647 0,0308
%5 21850 0,0405 | 22100 0,0524 | 22100 0,0524
25350 9510 | 22850 0,0881 | 23288 0,1089 23334 0,1112
% 3 20850 0,0071 | 20850 0,0071 | 20389 0,0291
%5 19850 0,0548 | 19975 0,0488 | 20014 0,0469
%10 | 18850 01024 | 19225 0,0845 | 19186 0,0864
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Tablo 7.10. Sinirlarda siki kenetlenme kosulunun saglandigi durumda levhanin
¢oztimi kullanilarak E'nin bulunmasi (F=200 [kN])

F=200 [kN]
w=1,5019 [cm]
E, Noise £p=0,1 SE, £6=0,01 SE, ££=0,001 SE,
%0 21100 | 0,0048 21100 | 0,0048 21006 2.9762x10™
-%3 22100 | 0,0524 21725 | 0,0345 21663 0,0315
%5 22100 | 0,0524 22100 | 0,0524 22100 00524
17600 ™95 10 23100 | 0,1000 | 23350 | 0,1119 23319 0,1104
% 3 20100 | 0,0429 20350 | 0,0310 20381 0,0295
%5 20100 | 0,0429 20100 | 0,0429 20006 0,0473
% 10 19100 | 0,0905 19100 | 0,0905 19100 0,0905
%0 20850 | 0,0071 21100 | 0,0048 21006 2.9762x10™
-%3 21850 | 0,0405 21600 | 0,0286 21663 0,0315
%5 21850 | 0,0405 22100 | 0,0524 22100 0,0524
25350 [ 9510 22850 0,0881 23225 0,1060 23319 0,1104
% 3 20850 | 0,0071 20850 | 0,0071 20381 0,0295
%5 19850 | 0,0548 20100 | 0,0429 20006 0,0473
% 10 18850 | 0,1024 19100 | 0,0905 19100 0,0905

Tablo 7.11. Smurlarda siki kenetlenme kosulunun saglandigi durumda levhanin
¢Oziimi kullanilarak E'nin bulunmasi (F=250 [kN])

F=250 [kN]
w=1,8773 [cm]
E, Noise £5=0, 1 SE, £:=0,01 8E, | £5=0,001 SE,
%0 21100 0,0048 21100 0,0048 | 21006 2.9762x10™
%3 | 22100 0,0524 21725 0,0345 | 21647 0,0308
%5 | 22100 0,0524 22100 0,0524 | 22100 0,0524
17600 o610 | 23100 0,1000 23350 0,1119 | 23334 0,1112
% 3 20100 0,0429 20350 0,0310 | 20381 0,0295
%5 20100 0,0429 20100 0,0429 | 20006 0,0473
%10 | 19100 0,0905 19100 0,0905 | 19100 0,0905
%0 20850 0,0071 21100 0,0048 | 21006 2.9762x10™
%3 | 21850 0,0405 21600 0,0286 | 21647 0,0308
%5 | 21850 0,0405 22100 0,0524 | 22100 0,0524
25350 [0510 | 22850 0,0881 23225 0,1060 | 23334 0,1112
% 3 20850 0,0071 20850 0,0071 | 20381 0,0295
%5 19850 0,0548 20100 0.0429 | 20006 0,0473
%10 | 18850 0,1024 19100 0,0905 | 19100 0,0905
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7.3. Optimal Kontrol Problemi ( F'nin Bulunmasi)

Bu bolimde yumusak (E=11000 [kNem™?]) ve sert malzemelerden

(E=21000 [kNcm™]) yapilmis levhalarin maksimal egilmesi gdz oniine alinarak ,
levhaya etkileyebilecek yiikiin siddetinin bulunmasi yani optimal kontrol problemi
calisilmistir. Uygulanan kuvvet bulunurken, E Young modiilii bulunmasi i¢in yazilan
algoritmaya benzer bir algoritma kullamilmistir. Bu algoritma hazirlandigi zaman
elastisite modiiliinden farkli olarak F,>F, i¢in w(E,F,)>w(E,F,) esitsizliginin

saglanmasi kosulu goz oniline alinmustir.

Sinirlarda mentese  kosulunu  saglayan, sert malzemeden  yapilmisg

(E=21000 [kNcm™]) levhanin ele alindig1 varsayilsmn. Belli bir kuvvet uygulanmasi
sonucu levha yiizeyinde meydana gelen egilme, diiz problemin ¢oziimiidiir. Amag,
egilme miktar1 biliniyor iken bu egilmenin olusabilmesi i¢in levha ylizeyine
uygulanan yiikiin siddetini bulmaktir. Bu problemin ¢6ziimiinii elde etmek amaciyla
"girdi verisi" olarak kullanilan w Once hatasiz (noise free data) daha sonra da
w,=w+taw olacak sekilde farkli oa€R noise seviyeleriyle ele alinmistir. Burada

a = 10,03, a=+0,05, a=+0,10 noise seviyeleri kullanilmistir. Biitiin durumlar igin
bagil hata oF,= ”%” , seklinde tanimlanmistir. >0 parametresi, elde edilen E'

nin kesinligini belirlemek amaciyla tanimlanmistir (Tablo 7.12).

Tablo 7.12'deki ¢ikt1 verilerini inceledigimizde, 200 [kN] siddetindeki bir kuvvet
altinda smirlarda mentese kosulunu saglayan elastoplastik levhanin ylizeyinde
meydana gelen maksimal egilme w = 3,1729 [cm] olup, bu deger noise verilmeden
kullanildiginda, F kuvveti ez=0,1 kesinligiyle F=203,75 [kN], €x=0,01 kesinligiyle
F=200,4688 [kN], eg=0,001 kesinligi ile F=200,0586 [kN] olarak elde edilmistir. Bu
deger gercek yiikiin siddeti olan F=200'e oldukg¢a yakin bir deger olup bagil hata
er=0,1 alindiginda oF,=0,0187, &r=0,01 durumu i¢in 0F,=0,0023 ve &=0,001
durumu i¢in de oF,= 2,9297x10™* olarak hesaplanmistir. Yani, & kiigiildiikce bagil

hata da kii¢tilmiistiir.

Ayni kuvvet altinda elde edilen w , 0=0,03 noise ile verildiginde, F kuvveti gz=0,01
kesinligi ile F=205,6250[kN] ; w , a=0,05 noise ile verildiginde, F=209,3750[kN]; w
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, 0=0,10 noise ile verildiginde ise F=220,6250[kN] olarak elde edilmistir. w'nin hata
seviyesi arttikca F'nin de gercek degerinden uzaklastigi yani bagil hatasinin arttigi

gozlemlenmistir.

Ayni sinir kosullarina sahip ancak maksimal egilme miktar1 farkli olan bir levhaya
(yani uygulanan yiikiin siddeti farkli iken), ayn1 islemler uygulandiginda elde edilen

hata miktarinin neredeyse ayni oldugu goézlemlenmistir.

Baglangi¢ verisi olarak alimman F, degeri degistirildiginde, bagil hatalarda kiiclik

farkliliklar olsa da birbirine ¢ok yakin sonuglara ulasilmistir.

Hesaplamalar ayn1 sinir kosuluna sahip ancak yumusak malzemeden yapilmis bir
levha icin yapildiginda noise seviyeleri ve F 'in hesaplanma kesinligi agisindan
benzer sonuglar elde edilmistir. Bu verilerden yola c¢ikarak, levhanin yapildig
malzeme ne olursa olsun, olusturulan algoritmanin yeterince yiiksek bir kesinlikle

F'nin belirlenmesine imkan verdigi sdylenebilir.

Bunun yaninda, ayni1 kosullar altinda, yani uygulanan Young modiilii ve maksimal
egilme ayni iken, siir kosulu siki kenetlenme olarak degistirildiginde mentese sinir

kosulu i¢in elde edilen degerlere  benzer sonuglara  ulasilmistir.
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Tablo 7.12. Sinirlarda mentese kosulunun saglandigi durumda, sert malzemeden
yapilmis levhanin ¢6ziimii kullanilarak F'nin bulunmasi

E=21000[kN cm] , w=3,1729 [em] (F=200[kN])
F, | Noise | &=0,1 5F,, ¢=0,01 5F, e = 0,001 5F,,
%0 | 203,75 0,0187 200,46 0,0023 | 200,0586 2,9297x10
-%3 | 192,50 0,0375 194,37 0,0281 | 194,02 0,0299
%5 | 192,50 0,0375 190,62 0,0469 | 190,03 0,0498
1k7 0 7910 [ 177,50 0,1125 179,37 0,1031 | 179,96 0,1002
KNI 963 207,50 0,0375 205,62 0,0281 | 205,97 0,0299
%5 | 207,50 0,0375 209,37 0,0469 | 209,96 0,0498
% 10 | 222,50 0,1125 220,62 0,1031 | 220,03 0,1002
%0 | 202,50 0,0125 200,62 0,0031 | 200,03 1,9531x10
-%3 | 191,25 0,0437 194,06 0,0297 | 194,06 0,0297
300 .05 |187,50 0,0625 189,37 0,0531 | 189,96 0,0502
[kN] [0 10 | 187,50 0,0625 187,50 0,0625 | 187,50 0,0625
%3 | 202,50 0,0125 206,25 0,0313 | 206,01 0,0301
%5 | 217,50 0,0875 217,50 0,0875 | 217,50 0,0875
% 10 | 217,50 0,0875 219,37 0,0969 | 219,96 0,0998
Tablo 7.13. Smurlarda mentese kosulunun saglandigi durumda, yumusak
malzemeden yapilmis levhanin ¢6ziimii kullanilarak F'nin bulunmasi
E=11000[kN cm?] , w=6,7861 [cm] (F=200[kN])
F, | Noise | g=0,1 SF,, £¢=0,01 SFy, £¢=0,001 SF,,
%0 | 200,9375 | 0,0047 | 200,1172 | 58594x10* | 200,0146 | 7.3242x10°
-%3 | 19625 | 0,0187 196,25 0,0187 196,1621 0,0192
170 | -%5 [ 19250 | 0,0375 193,43 0,0328 193,3496 0,0333
[kN] | -%10 | 186,87 | 0,0656 186,40 0,0680 186,2598 0,0687
%3 | 203,75 | 0,0187 203,75 0,0187 203,6914 0,0185
%5 | 207,50 | 0,0375 206,09 0,0305 206,0938 0,0305
%10 | 211,25 | 0,0563 212,18 0,0609 212,1289 0,0606
%0 198,75 0,0063 200,15 7,8125x10™ 200,0098 4,8828x107
-%3 | 20250 | 0,0125 196,17 0,0191 196,1719 0,0191
%5 | 19312 | 0,0344 193,35 0,0332 193,3594 0,0332
300 [_o610 | 187,50 | 0,0625 186,09 0,0695 186,2695 0,0687
kNI 063 | 20250 | 0,0125 203,67 0,0184 203,6719 0,0184
%5 | 206,25 | 0,0313 206,25 0,0313 206,1035 0,0305
%10 | 213,75 | 0,0688 212,10 0,0605 212,1387 0,0607
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, deformasyon teorisinin énemli problemlerinden biri olan elastoplastik
levhanin egilmesi probleminin matematiksel modeli incelenmistir. Bu tiir
problemlerin matematiksel modeli literatiirde Von-Karman denklemi olarak
adlandirilan dordiincli mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in sinir deger
problemi ile ifade edilmektedir. Bu tez c¢alismasinda, Klasik Levha Teorisi -
Kirchhoff Teorisinden yararlanarak probleme karsilik gelen diferansiyel denklem ve
sinir kosullan elde edilmistir. Az miktardaki egilmeler esneklik durumuna karsilik
gelir ve bu nedenle model lineer bir diferansiyel denklem ile ifade edilir. Fakat
egilmelerin miktart arttigi durumda kalict deformasyonun ortaya ¢ikmas ile elde
edilen biharmonik denklem lineer olmayan diferansiyel denkleme doniisiir. Tezde,
elastoplastik levhanin egilmesine karsilik gelen lineer olmayan denklemin zayif
¢Oziimii monoton potansiyel operatdrler yardimi ile incelenmistir. Ele alinan sinir
deger probleminin sayisal ¢oOziimiinii bulmak i¢in ayrik problem Sonlu Fark
Yonteminden yararlanilarak elde edilmis, hatay1 azaltmak amaci ile sinir kosullarinin
daha az hatali yaklagimlari verilmistir. Olusturulan algoritmanin yardimi ile
bilgisayar programi yazilmis, problemin ¢oziimiine benzer olan fonksiyonlar
yardimi ile hazirlanmis program test edilmis ve elde edilen sayisal ¢oziimiin genis
hata analizi yapilmistir. Programin dogrulugu kanaatine varildiktan sonra uygulama
problemleri ¢oziilmiis ve sonuglarin sayisal analizi yapilmistir. Levhalar1 olusturan
malzemenin &zelliklerinin ve kalinligin egilmelere etkisi incelenmistir. Bilgisayar
deneylerinden elde edilen sonuglar hem matematik, hem de miihendislik agisindan
ilgi ¢ekici ve faydali bakis acis1 olusturmaktadir. Farkli kuvvet ve egilmelere bagl
olarak levhanin yapildigi malzemenin E-Young modiiliiniin ve levhanin miimkiin
olabilir egilme sinir1 belli oldugu durumda yiiklenecek maksimal yiik miktarinin
bulunmasi (optimal kontrol) problemi ¢o6ziilmiis, baslangi¢ verilerinin igermis
oldugu hatalarin elde edilen sonuca etkisi incelenmistir. Tezde elde edilen sonuglar
matematik, fizik ve sayisal mekanik alanlarindaki ¢esitli problemlere uygulanabilir.
Olusturulmus olan algoritma ters katsayr problemlerinin sayisal ¢&ziimiiniin

bulunmasi i¢in dnemli katki saglamaktadir.
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