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ONSOZ VE TESEKKUR

Uygulama alanlarina bagli olarak fiziksel ve mekanik ozellikleri digerleri ile
kiyaslandiginda daha kaliteli, dayanikli, hafif ve uzun Omiirlii yeni malzemelerin
tiretilmesi miihendisligin ve fizigin gilincel problemlerinden biridir. Hizli sekilde
gelisen sayisal mekanik yontemleri makine, ingaat, malzeme, uzay bilimleri, tip,
jeoloji ve jeofizik problemlerinin bilgisayar ¢ozlimlerini elde etme imkani
vermektedir. Bilgisayar deneylerinin, karayollari, savunma sanayi, otomotiv ve
ingaat sektorii, tibbi malzemeler gibi hayatin farkli alanlarinda gereksinim duyulan
farkli mekanik Ozellikleri olan yeni malzeme iiretimi problemine biiylik katkisi
bulunmaktadir. Bdyle problemlerin ¢6ziimii icin yeni matematiksel modeller
gelistirilmektedir. Bu calismada, dordiincii mertebeden siireksiz katsayili kismi
tiirevli diferansiyel denklemler (biharmonik denklem) i¢in sinir deger problemleri ile
ifade edilen, tiirdes olmayan farkli 6zellikli esnek levhalarin olusturdugu sistemin
egilmesi probleminin sayisal analizi yapilmistir.

Yapilan bu g¢alisma elasto-plastik levhalarin egilmesi probleminin matematiksel
modeline karsilik gelen lineer olmayan biharmonik denklemler icin ters katsayi
problemlerinin sayisal ¢éziimiiniin bulunmasina katki saglayacaktir.

Beni bu konuya yonlendiren ve bana her konuda yardimini esirgemeyen danisman
hocam Saym Prof. Dr. Zahir MURADOGLU’ na tesekkiirii bir borg bilirim.

Tez galismast siiresince Onerileri ile ¢aligmama katkida bulunan Sayin Prof.Dr.
Serdal PAMUK, Prof.Dr. Emine CAN ve Yrd.Do¢.Dr. Ali Fuat
YENICERIOGLU’na, aym zamanda doktora tez galismalarim siiresince destegini
esirgemeyen hayat arkadasim Ciineyt YAZICI’ya, varligi ile verdigi huzurdan dolay:
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TURDES OLMAYAN LEVHALAR SISTEMI ICIiN SUREKSIZ KATSAYILI
BiIHARMONIK PROBLEMLERIN SONLU FARK YONTEMI iLE COZUMU

OZET

Tiirdes olmayan farkli 6zellikli esnek levhalarin yan yana birlestirilmesi ile olusmus
levhalar sisteminin egilmesi ile ilgili problemlerin matematiksel modeli, dordiincii
mertebeden siireksiz katsayili kismi tiirevli diferansiyel denklemler (biharmonik
denklem) icin sinir deger problemleri ile ifade edilmektedir. Bu ¢alismada, farklh
sinir kosullart ile verilen levhalar sisteminin dig kuvvetlerin etkisiyle egilmesi
probleminin sonlu fark denklemleri fonksiyonelin yaklagimi yontemiyle elde
edilmigstir. Sistemi olusturan levhalarin ortak smirinda siirekliligin saglanmasi
acisindan uyum kosullar1 ve onlarin sonlu fark yaklasimlari esit adimli olmayan
kafeste elde edilmistir. Daha sonra baslangi¢ verileri olarak ele alinan kuvvet ve
maksimal egilme arasindaki iliskiden yararlanarak, sistemi olusturan levhalarin E-
Young modiili farkl iki yontemle bulunmustur. Baslangi¢ verilerinin bir deney
sonucu Verildigi ve her zaman hata icerdigi bilinmektedir. Bu nedenle baslangi¢
verileri belli ylizdelik hatalarla verilerek, bu hatalarin sonuca etkisi analiz edilmistir.
Benzer algoritma ile bu verilerinden yararlanarak sistemi olusturan levhalarin
boyutlarini bulmak i¢in bir yontem verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Biharmonik Denklem, Elastik Levha, Fonksiyonelin Yaklagimi
Yontemi, Sonlu Fark Denklemi, Uyum Kosulu.
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THE SOLUTION OF BIHARMONIC PROBLEMS WITH DISCONTINUQOUS
COEFFICIENT USING THE FINITE DIFFERENCE METHOD FOR NON-
HOMOGENEOQOUS PLATES SYSTEM

ABSTRACT

The mathematical model of bending problem for the plates system which is formed
by placing side by side nonhomogeneous elastic plates with differing elastic
properties is expressed by boundary value problems for the fourth order partial
differential equations (biharmonic equation) with discontinuous coefficients. In this
study, the finite difference equations of the bending problem for the plates system,
under the effect of external forces, with different boundary conditions are obtained
by using functional approximation method. To ensure continuity at the common
borders of the plates the transmission conditions and their finite difference
approximations are obtained on non-uniform mesh. By using the relation between the
force affecting on the system and the maximum bending as initial data, the E-Young
modules of the plates forming the system are found with two different methods. It is
clear that the initial data are experimental results and always contains errors. For this
reason, the effect of these errors is analyzed by giving the initial data with certain
percentage errors. A method is given to find out the dimensions of the plates forming
the system using these data with similar algorithm.

Keywords: Biharmonic Equation, Elastic Plate, Functional Approximation Method,
Finite Difference Equation, Transmission Condition.
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GIRIS

Levhalar sisteminin dig kuvvetlerin etkisi ile egilmesi probleminin sayisal
¢Ozlimiiniin bulunmasi, farkli 6zellikli levhalar i¢in literatiirde yaygin bir sekilde
incelenmektedir. Bu inceleme temel olarak mihendislik, malzeme ve matematik
bilimlerini ilgilendirmektedir. Ele alinan problem, fiziksel ve mekanik o6zellikleri
bakimindan daha kaliteli, dayanikli, uzun Omiirli, hafif ve yenilenebilir yeni

malzeme iiretimi i¢in son yillarda miihendisligin ve fizigin gilincel problemlerinden

biridir.

Bu ¢aligmada farkli mekanik 6zelliklere sahip levhalarin yan yana birlestirilmesiyle
levhalar sistemi olusturuldugu durum ele alindi. Sistemi olusturan levhalarin ortak
siirinda stirekliligin saglanmasi i¢in gerekli olan uyum kosullart ve bu kosullara
karsilik sonlu fark denklemleri elde edildi. Elde edilen uyum kosullar1 da g6z 6niine
almarak farkli smir kosullarinda dis kuvvetin etkisiyle sistemin egilmesi sayisal
olarak incelendi. Bunun i¢in hazirlanan algoritma ile Matlab’de yazilan programdan

yararlanarak sayisal sonuglar elde edildi.

Boliim 1°de deformasyon teorisinin ve matematiksel modeli biharmonik denklem
i¢cin sinir deger problemi ile verilen esnek levhanin deformasyon probleminin tarihi

gelisimi literatiir incelemesi yapilarak verildi.

Boliim 2’de malzeme, tensor, gerilme, deformasyon, Hooke kanunu vb. gibi sert
cisim mekanigi icin temel olusturan genel kavramlar tanimlandi. Daha sonra bu

kavramlar yardimiyla diizlem deformasyon, mil ve ¢ubuk denklemleri verildi.

Boliim 3’°te dis kuvvetlerin etkisiyle egilmekte olan esnek levhanin denge denklemi,
Klasik levha (Kirchhoff) teorisi kullanilarak diizlem deformasyon denkleminden elde
edildi. Levhalar sisteminin egilmesinin matematiksel modeli i¢in bu problemde

verilen siir kosullart ve bu kosullarin fiziksel olarak ne anlama geldigi verildi.

Boliim 4’te, once daha basit durum olan 1-boyutlu miller sistemi ele alindi. Farkli

mekanik Ozelliklerdeki millerin olusturdugu sistemdeki millerin ortak sinirinda

1



stireklilik agisindan uyum kosullart elde edildi. Sonra, farkli mekanik o6zelliklere
sahip levhalarin yan yana birlestirilmesiyle olusturulan levhalar sisteminde levhalarin
birlikte hareket edebilmesi i¢in sistemi olusturan levhalarin ortak sinirinda uyum

kosullar elde edildi.

Boliim 5°te sonlu farklar igin temel kavramlarin tanimlari verildi. Bu tanimlar
yardimiyla mil ve levha i¢in verilen denge denklemlerinin ve Boliim 4’te elde edilen

uyum kosullarinin ayrik denklemleri (sonlu fark denklemleri) elde edildi.

Bolim 6’da ele alinan levhalar sisteminin egilmesi probleminin analizi igin
hazirlanan bilgisayar programini test etmek amaciyla sistemin sinirlarinda sert
kenetlenme (clamped) ve basit dayanak (simply supported) sinir kosullar verildigi

durumlarda 6zel test fonksiyonlar secildi.

Boliim 7°de dis kuvvetlerin etkisiyle hem bir boyutlu durum olan miller sistemi i¢in
hem de levhalar sistemi icin sinirlarda farkli sinir kosullart verildiginde sistemlerin
egilmesi probleminin ¢oziimii, hazirlanan bilgisayar programi yardimiyla yapilan

sayisal deneylerle analiz edildi.

Bolim 8’de levhalar sisteminin egilmesi probleminde, sistemin sinirlarinda farkli
sinir  kosulu verildiginde baslangic verilerinden yararlanarak malzemelerin
karakteristik 6zelligi olan E Elastisite modiiliiniin bulunmasi i¢in farkli iki algoritma
verilmis ve sayisal sonuglar Kkarsilastirilmistir. Daha sonra sinirlarinda sert
kenetlenme kosulu verilen (li¢ levhadan olusan) sistemin egilmesi ile ilgili sayisal
¢ozlimiinlin analizi icin bilgisayar deneyleri yapildi ve incelendi. Baslangi¢
verilerinden vyararlanarak, sistemde istenilen egilmeye karsilik ortadaki levhanin
boyutlariin belirlenmesi i¢in, ikiye bdlme yontemi ve hizlandirma parametresi

kullanilmis ve yaklagma hizlar1 incelenmistir.



1. TARIHCE
1.1. Deformasyon Teorisinin Tarihi

Modern Elastisite teorisinin dogusu Fransiz miihendis H. Navier’in 1821 yilinda
elastik sert cisimlerin dengesi ve hareketi i¢in sundugu diferansiyel denklemle
basladig1 kabul edilir. Bu teori daha sonra A. L. Cauchy ve S. D. Poisson tarafindan
gelistirilmistir. Aslinda bu teorinin gelisimi 17. yy ve 18. yy’da yapilan ¢aligsmalarla
baslar. Bu bilimsel ¢alismalardan ilki 1638 yilinda Galileo Galilei tarafindan Discorsi
(Soylesiler) kitabinda verilmistir [1]. Bu kitapta gelecek yiizyillardaki matematikei
ve fizik¢ilerin bu alandaki ¢alismalarina 1sik tutacak ©nemli notlar verilmistir.
Kiriglerin gerilmesi ve kirilmasi, i¢i bos silindirlerin kirilmasi ile ilgili on yedi
oneride bulunulmustur. Bu kitapta Galilei’nin anilarinin arasinda tartisilan énemli iki
nokta vardir. Bunlardan biri giiniimiizde Galilei problemi olarak bilinen, yatay olarak
duvara yerlestirilen bir kirisin kendi ekseni ile dikey bir kesit {lizerindeki kirilma
kuvvetini bulmak i¢in uygulanan kuvvetin veya kendi agirliginin olusturdugu
gerilmenin belirlenmesidir. lkinci problem ise, sert cisimlerin esit direng
gostermesini kesfetmesidir. Bu kesif bilim diinyasinda unutulmaz bir tartismanin
baslamasina yol agmistir (P. Wurtz ve F. Blondel (Galilaeus Promotus, 1649; Surla
Resistance des Solides, 1692), A. Marchetti (De Restentia Solidorum, 1669), V.
Viviani (Opere Galilei, 1655) ve G. Grandi (La Controversia Conto del Sig...,1712)).
Ayni konuda yapilan arastirmalarin ilging bir agiklamasi Grandi’in “Extrait du
rapport fait a la classe des sciences physiques et mathematiques de I’.institut national
des sciences” isimli ¢alismasinda bulunmaktadir [2]. Esit direngli sert cisimlerin
problemi, matematiksel Elastisite teorisinin gelismesiyle iligkili oldugu i¢in biitiin

teoriyi Uirettigi soylenebilecek yatay bir kirigin biikiilmesi problemidir.

Robert Hooke, yaptig1 “De potentia restitutive, (1678)” ¢aligmasinin yayinlanma
tarihinden 18 yi1l 6nce ilk kez yay teorisini bulmustu. Ancak, uygulama iizerine
yapacagl c¢alisma icin patent alma konusunda endiseleri oldugundan o doénemde
yayinlamayr ihmal etmisti. Gerilme ve genleme arasindaki lineer iliski Hooke

kanunuyla verildi [3]. Galilei probleminde kirisin tellerden olustugu varsayimi ile
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Hooke kanununu uygulayan en eski arastirmacilardan biri Mariotte’dir. Yaptig
deneylerin sonuglarin1 “Traite’ du mouvement des eaux, (1686)” isimli ¢aligmasinda
yayinladi ve Galilei teorisinin yapilan deney sonugclari ile uyusmadigini gosterdi.
Kiriglerin igindeki tellerin bir kisminin kopmadan 6nce uzadigini, bir kisminin ise
sikistigini belirtti. Bununla birlikte, tellerin yarist sikistirildiginda uzamalarinin da

yarisi oranda oldugunu varsaydi.

Mariotte’nin deneylerinin yarattigr heyecan ile Alman matematik¢i G. Leibniz bu
alana girmis oldu. G. Leibniz, Galilei ve Mariotte’nin hipotezlerini incedi ve tellerin
kopmadan 6nce her zaman uzadigini kesfetti. Bunula birlikte, tellerin direngleri ile
uzama miktarlarmin orantili oldugunu belirtti. ilk defa 1690 yilinda G. Leibniz lineer
olmayan Flastisite kuralin1 matematiksel olarak formiile etti. J. Bernoulli, biikiilmiis
elastik bir levhay1 ele aldigi “Curvatura laminae elasticae, (1694)” isimli yayiminda
elastiklik teorisinin ilk orijinal matematiksel ¢alismasin1 yapti. Once, cismin
parcalariin sikistirllmasini ilk olarak kendisinin sundugunu iddia ederken, onceki

yazarlarin ise sadece cisimde olusan uzama ile ilgilendiklerine dikkat cekti.

Musschenbroek yaptigi deneyler sonucunda, uzunluklarina paralel olan kuvvetlerle
sikistirilan kiriglerin direncinin, uzunluklarimin kareleri ile ters orantili oldugunu
kesfetti. Daha sonra bu calismanin teorisi Euler tarafindan gelistirildi. Daniel
Bernoulli ve Euler su anda dahi kullanilan matematiksel denklemleri elde etti.
Galilei, Mariotte, Leibniz, Bernoulli, Bulfinger ve Musschenbroek birbirinden
bagimsiz olarak yaptiklar1 deneylerle elde ettikleri sonuglarin bir sekilde koprii ve
cati yapimminda kullanilmasi gerektigini Onerdi. Mekanik sistemlerin hareket
denklemlerinin elde edilme yontemleri D’Alambert ve Lagrange zamaninda genel

sekilde incelendi.

1800’1 yillardan Onceki matematik¢i ve fizikgilerin ¢aligsmalarinin genel sonucu
olarak su soylenebilir: elastik sert bir cismin hareket ya da dengesi icin genel
denklemler olusturmak heniiz denenmemisti. Bu problemlerden en 6nemlileri, James
Bernoulli tarafindan elastik tabakanin, Daniel Bernoulli ve Euler tarafindan titresen
cubugun, Lagrange ve Euler tarafindan da yaylarin ve kolonlarin dengesinin ele

alinmasidir. Esnekligin dogasiyla iligkili yari-metafizik bir hipotez Descartes



tarafindan baslatildi ve John Bernoulli ve Euler tarafindan gelistirildi. Elastik sert

cisimlerin titresim hareketi Blanchet, Stokes ve Haughton tarafindan degerlendirildi.

G. Lame Rusya’daki demir kopriilerin insasinda kullanilan demirin giliciinii
arastirmak ve test etmek icin bir tiir hidrolik test makinesi icat etti. Navier teorisini
gelistiren G. Lame ve P. E. Clapeyron bu teorinin insaat c¢alismalarinda
uygulamalarini verdi. G. Lame esneklik teorisi ile ilgili arastirmalarini 1852 yilinda
ilk kez “Legons sur la Théorie Mathématique de L'¢lasticit¢ des Corps Solides”

isimli kitapta kaleme aldi.

1840-1850 yillar1 arasindaki bilimsel ¢aligmalar yalnizca fiziki ve teknik agidan
degil, ayn1 zamanda teori acisindan da dikkat g¢ekiciydi. Teknik agidan teorinin
gelisiminde artik sadece asma kopriiler degil demir yoluna olan ihtiyagtan Otiirii
demir ilizerine sayisiz deneyler yapildi. Stokes, Willis ve Cox tarafindan esneklik
problemlerinin arastirilmasi, teknik ihtiyaglardan dolayr dogrudan iiretilen teorinin

dikkat cekici bir 6rnegiydi.

Sanayinin gelismesiyle sert cisimlerin Ozelliklerinin incelenmesi icin bilimsel
laboratuvarlar1  kuruldu. Bu doénemde Brewster, Neumann ve Maxwell’in
arastirmalarini takiben esneklik teorisi i¢in ugsuz bucaksiz yeni bir alan agtilar. Bu
ise, deforme olan sert cisimlerin uygulama alani yelpazesinin daha da genislemesini
sagladi. Bu alandaki gelismeler iki yonde devam etti. Bir taraftan Lame tarafindan
temeli atilan ve H. Navier tarafindan kurulan esneklik teorisinin matematiksel
modelleri, diger taraftan da Bernoulli ve Euler tarafindan gelistirilen yontemlerden
yola ¢ikilarak malzeme tiretimi ve 6zellikleri ile ilgili basitlestirilmis Sert Cisimlerin

Mukavemeti teorisi gelistirildi.

XX yiizyilin baglarinda yeni uygulama alanlarinin ortaya ¢ikmasi ile yeni yontemler
gelistirilmeye baslandi. 1950 yillarindan baslayarak sayisal ¢6ziim yontemleri ¢cok
hizli olarak gelismektedir. Sert cismin uzay kinematiginin matris yaklasimi ile ilgili
sayisal mekanigin temelleri ilk kez 1955 yilinda Denavit J. ve Hartenberg R.S.
tarafindan atild1 [4]. Bu yaklasimu ise, ilk kez Uicker J.J. kendi arastirmalarinda
dinamige uygulad: [5]. Hizh sekilde gelisen sayisal mekanik yontemlerinin uzay

araci liretim alanlarina 1965 [6], biyomekanige uygulamalar1 1970 yilinda verildi [7].



Son yillarda gercek olaylara karsilik gelen matematiksel modellerin ¢éziimii igin,
bilgisayar deneylerinin yapilabilmesi gereksinimi iyi matematiksel modellerin ve

sayisal ¢6ziim yontemlerinin gelistirilmesi ile sonuglandi.

Is1 transferi, sivilarin akiskanligi, elektrostatik ve sert cisimler mekanigi gibi bilim ve
teknigin O6nemli problemlerinin matematiksel modelleri, diferansiyel veya kismi
tirevli diferansiyel denklemler icin sinir deger problemi ile verilir. Sert cisimler
mekaniginde her hangi bir cismin deformasyon problemi i¢in ele alinan diferansiyel
denklem cismin denge denklemidir. Sinir kosullart ise kuvvet, yer degisme, moment

veya bunlarin lineer bilesimleri seklinde verilir.

Biharmonik denklem i¢in sinir deger probleminin ¢oziimii, literatiirde genel olarak
Sonlu FElemanlar yontemi uygulanarak incelenmistir. Bu tezde ise, bu tiir
matematiksel modellerden biri olan tiirdes olmayan farkli 6zellikli elastik levhalarin
olusturdugu sistemin dis kuvvetlerin etkisiyle egilmesi ile ilgili problem ve onun

sayisal ¢oziimii incelendi.
1.2. Levhanin Deformasyon Probleminin Tarihi

Elastik levhanin egilmesi probleminin incelenmesine teorik olarak ilk adim, levhay:
karsilikli dik miller sistemi olarak ele aldig1 arastirmalariyla 1767 yilinda L. Euler
tarafindan atilmigtir. Daha sonra 1789 yilinda J. Bernoulli, levhay1 dik acilarla birbiri
ile kesisen ¢ubuklar sistemi gibi ele almis, cubugun egilmesi ile ilgili o zamana kadar
belli olan caligmalarin sonuglarina dayanarak incelemis ve salimim (titresim)
denklemini (hatali olarak) elde etmistir [8]. E. Chladni, 1802 yilinda, levhanin
egilmesi problemini deneysel olarak ilk kez inceleyen bilim adami olmustur. Fransiz
matematik¢i S. Germain, islemler belli hatalar icerse de, ilk defa levhanin egilmesi
icin bir diferansiyel denklem elde etmistir. Bu alanda elestirmen olan J. Lagrange
1813 yilinda, hatali olan terimleri diizelterek tam anlamiyla genel bir levha
denklemini ileri siiren ilk bilim adami olmustur. Dikdortgen levhanin sinirlarinda
mentese kosulu verildigi zaman egilme problemi ilk kez 1820 yilinda C. L. Navier
tarafindan ¢6ziilmiistiir. Daha sonraki 20 yil icinde A. Cauchy ve S. Poisson esneklik
teorisinin genel denklemlerinden yararlanarak, levhanin kalinligini kiiciik parametre
olarak ele almis ve levhanin egilme problemini matematiksel olarak formiile

etmiglerdir. 1829 yilinda Poisson, statik yiik altindaki bir levhanin egilme problemi
6



icin Germain-Lagrange denklemini basariyla gelistirmistir. D sertlik fonksiyonu
olmak tizere genel levhanin denge denklemi levhanin kalinligin1 da ele alan Navier

tarafindan verilmistir.

Bugiin bile levhanin egilme teorisinde yaygin olarak kabul edilen Kirchhoff ince
levha teorisi, 1850 yilinda Kirchhoff tarafindan tez olarak yayinlandi. Kirchhoff” un
diger onemli katkist ise, levhanin frekans denklemini kesfetmesi ve levha
problemlerinin ¢oziimlerindeki gercek yer degismeleri tanimlamasidir. Daha sonra

Kirchhoff teorisi Saint-Venant tarafindan gelistirilmistir.

1899 yilinda M. Lewis iki paralel kenarinda mentese kosulu, diger kenarlarinda ise,

her hangi kosul verilen levhalar i¢in seri ¢oziimii elde etmistir [9].

19. ylizyilin sonlarinda ve 20. ylizyilin baglarinda gemi yapiminda ahsap yerine
yapisal celik kullanilmaya baglanmasi cesitli levha teorilerinin gelistirilmesinde
biiyiik katki sagladi. Rus bilim adamlar1t kendi calismalari ile deniz araglar
mimarisine énemli bir katki yaptilar. Ozellikle, Krylov ve onun 8grencisi Bubnov,
biikiilgenlik ve genisleme sertligi konusu ile ince levha teorisine genis l¢iide katkida
bulunmustur [10,11]. Bubnov levhanin biikiilme teorisinin temelini olusturdu ve
modern levha siniflandirmasini tanimlayan ilk kisi oldu. Bubnov, elastikligin
diferansiyel denkleminin entegrasyonunun yeni bir metodunu onerdi ve c¢esitli
ozelliklerdeki levhalar i¢in maksimum egilme ve maksimum biikiilme momentlerinin
tablolarin1 belirledi. Daha sonra Galerkin bu yontemi gelistirdi ve levha biikiilme

analizine uyguladi [12].

Timoshenko teoriye ve levha biikiilme analizinin uygulamalarina biiyiik egilmeleri
ve elastik denge problemlerini dikkate alan dairesel levhalarin ¢oziimlerinin yer
aldig1 calismalariyla 6nemli katkilarda bulundu [13,14]. Timoshenko ve Woinowsky-
Krieger, ¢esitli levha biikiilme problemlerinin derin analizleri ile belirtilen elemanter
bir monografi [15] yayinladi. Levhanin biikiilme teorisi alanindaki kapsamli
caligmalar ve ¢esitli uygulamalar Hencky, Huber, Von Karman, Nadai gibi seckin
bilim adamlar1 tarafindan tamamland: [16-20]. Anizotropik levhalarin genel
teorisinin temelleri Gehring ve Boussinesq tarafindan gelistirildi [21,22]. Lekhnitskii

anizotropik lineer ve lineer olmayan levha analizlerinin uygulamalarina énemli bir



katkida bulundu [23]. Levhalarin egilmesinin lineer olmayan problemlerinin ¢ézimii

Volmir ve Panov tarafindan incelenmistir [24,25].

Varyasyonel problemin sonsuz cebirsel denklemler sistemi elde edilerek, yaklasik
¢Ozlim yontemi 1904 yilinda B. Ritz tarafindan verilmistir, daha sonra ise G. Genki
ve I. G. Bubnov tarafindan gelistirilmistir. Sert kenetlenme durumunda daha genel
yaklagim ile ¢6ziim yontemleri S. P. Timoshenko tarafindan 1938 yilinda verilmistir.
Cesitli kuvvetlerin etkisiyle farkli sekillerdeki ince levhalar i¢in lineer ve lineer
olmayan burulma problemlerinin kapsamli analizleri S.P. Timoshenko ve Gere,

Gerard ve Becker , Volmir, Cox vb tarafindan sunulmustur [26-29].

Ikinci Diinya Savasi’ndan sonraki yillarda esneklik teorisinin arastirmalari,
miithendisligin ilgilendigi ©6zel problemler icin analitik ¢oziimlerin bulunmasi
problemi haline geldi. 1970 yilindan bagslayarak levhanin deformasyon teorisinin
problemlerinin bilgisayarlarin yardimiyla yaklasik olarak ¢oziilmesi yoniinde genis
aragtirmalar yapildi. Sonlu farklar yonteminin yani sira sonlu elemanlar ve sinir
eleman1 teorisini kullanan niimerik yontemler ilizerinde 6nemli c¢alismalar yapildi
[30,31]. Elasto-plastik tiirdes ve tiirdes olmayan levhalarin egilmesi ile ilgili diiz
veya ters problemlerin farkli yaklasimlarla elde edilen sayisal ¢coziimleri literatiirde
bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir [32—41]. Samarskii ve Andreev levhalarin
egilmesi probleminin uyum kosullarinin sonlu farklar yaklagimlarini elde etme
teknigini vermiglerdir [42,43]. Ayrica levhalarin egilme problemleri Sonlu Farklar ve
Sonlu Elemanlar Yontemleri kullanilarak birgok bilim adami tarafindan incelendi
[44-46].

Genel olarak literatiir incelendiginde farkli 6zellikli levhalarin olusturdugu kompozit
malzemelerin dis kuvvetlerin etkisi ile egilmesi probleminin incelendigi goriiliir.
Reddy birinci dereceden Kayma Deformasyon Teorisini kullanarak anizotropik
kompozit levhalarin egilmesi i¢in sonlu elemanlar ¢oziimiini gelistirmistir [47].
Dirichlet ve Neumann baslangi¢ siir kosullariyla verilen termo-elastik levhalarin
egilmesi problemini zamana bagl sinir integral denklemleriyle ¢ozmiistiir [48]. Cho
ve arkadaslar1 ince elastik levhalarin sayisal analizi i¢in Reissner- Mindlin levha
teorisinin dogal eleman yaklagimi sunmustur [49]. Kvasov ve Steinberg, Reissner

levha teorisine dayanan mikropolar levha egilme teorisini sonlu elemanlar
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kullanilarak gelistirmistir [50]. Nimbolkar ve Jain ise bu teoriyi elastik ve kompozit
levhalarin silindirik egilmesinde kullanmistir [51]. Shaat, dogal sinir kosullarina
sahip Kirchhoff levhalarin egilmesi problemi i¢in tekrarlamali bir model kullanmistir
[52]. Badriev ve arkadaslari kompozit malzemelerin egilme problemini yaklasik
yontemler iceren ve lineer olmayan kabuk teorisi ile c¢alismistir [53]. Anssi ve
arkadaglar1 Sonlu Elemanlar yontemini kullanarak elastik dairesel levhanin egilmesi
problemini incelemislerdir [54]. Pavan ve Rao, kullandiklar1 yontemle Reissner-
Mindlin levha teorisine gore kompozit levhalarin egilme analizi yapmustir [55].
Lisbao ve Marczak, anizotropik ince levhalarin lineer egilme problemlerini ¢6zmek
icin yeni bir metodoloji gelistirmislerdir [56]. Atashipour ve arkadaglari, Reissner-
Mindlin ve Reddy kayma deformasyon levha teorilerinden yararlanarak Levy tipi
sinir kosullarina sahip simetrik katmanli ortotropik levhalarin statik egilmesini
incelemisglerdir [57]. Ayrica literatiirde, Sinir Elemanlart Yo6ntemi, Optimal Dizayn,
Galerkin Yéntemi, Varyasyonel iterasyon Yontemi ve En Kiiciik Kareler Yontemi

kullanilarak levhalarin egilme problemi incelenmistir [58-62].

Bu tezde, literatiirde yer almayan farkli mekanik o6zelliklere sahip levhalarin yan

yana birlestirilmesiyle levhalar sistemi olusturuldugu durum ele alind.



2. GENEL KAVRAMLAR
2.1. Sert Cisim Mekaniginin Genel Kavramlari

Malzeme kavram igin farkli tanimlar bulunmaktadir. Insanoglunun kullandig1 veya
isledigi, imal edip tiiketiciye sundugu her maddeye malzeme denir. Bu
tanimlamalardan yola ¢ikarak tasin tek basina bir malzeme olmadigini, ancak beton
yapimi i¢in ¢imento ile birlikte kullanildiginda malzeme oldugunu sodyleyebiliriz. Bir
diger ornek olarak, deri bir malzeme degildir, fakat islenip ayakkabi yapiminda

kullanildiginda bir malzemedir.

Malzemelerin basarili bir sekilde kullanilabilmesi i¢in malzemenin yapisiyla ilgili
olan ve termal, optik, mekanik, fiziksel, kimyasal ve niikleer olarak siniflandirilan
malzemelerin dzelliklerinin bilinmesi gerekir. Ornegin, metaller ve alagimlar genel
olarak fiziksel, mekanik, kimyasal ve teknolojik Ozellikleri ile karakterize
edilmektedir. Malzemenin fiziksel 6zellikleri yogunluk, parlaklik, erime sicaklig, 1s1
ve elektrik gegirgenligi, manyetik 6zellikler vb. ile verilir. Kimyasal 6zellikler olarak
kimyasal icerik, dig ortama karsi koruma ozellikleri vb. verilebilir. Teknolojik
ozellikler ise, tiretim kosullar1 ve yontemleri vb. ile karakterize edilmektedir. Son
zamanlarda tretilen biometaller de, farkli 6zelliklerle birlikte yukaridaki 6zellikleri

de saglamaktadir.

Dis kuvvetlerin etkisiyle malzemede meydana gelen sekil degisimleri ve malzemenin
uygulanan kuvvete karst koydugu i¢ direng, malzemelerin mekanik ozellikleri ile
ilgilidir. Mekanik 06zelliklere cismin sertlik, esneklik, plastiklik, kirilganlik,
devamlilik, yorgunluk mukavemeti gibi 6zellikleri aittir [63,64]. Uygulama
alanlaria bagh olarak fiziksel ve mekanik 6zellikleri digerleri ile kiyaslandiginda
daha kaliteli, dayanikli, hafif, uzun Omirli ve geri donistirtilebilir yeni
malzemelerin iiretilmesi ¢ok dnemli miithendislik problemi gibi ortaya ¢ikmaktadir.
Bu nedenle iiretilmek istenilen herhangi bir seyin iiretiminin daha saglikli bir sekilde
yapilabilmesi i¢in kullanilan malzemenin tiim 06zelliklerinin bilinmesi ve bu

dogrultuda deneyler yaparak elde edilen verilerin incelenmesi zorunlulugu dogar.
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Fakat bu islemler ve deneyler ekonomik olarak ¢ok pahali oldugundan daha az
masrafla bilgisayar deneyleri yaparak yeni malzeme iiretimini saglamak miimkiindiir.

Boyle problemlerin ¢éziimii igin yeni matematiksel modeller gelistirilmektedir.

Malzemelerin mekanik davranislari i¢in ilk olarak gerilme (stress) ve gerinim (strain)

kavramlarini verelim.

Gerilme (Stress): Dig kuvvetin etkisiyle malzemenin herhangi bir kesitinde tepki
olarak i¢ kuvvetler olusur. Malzemenin kesitinde dogan ve birim alana isabet eden bu
kars1 koymaya gerilme denir. Bir cisim iizerine etki eden kuvvetler ¢ekme, basma ve

kesme olmak tiizere {i¢ farkl: tiirde gerilme ortaya ¢ikarir. Bunlar,

1. Cekme gerilme (Tensile stress): Malzemeye yiizey alanina dik yonde olacak
sekilde uygulanan kuvvetin yOniinde, malzemenin uzamasiyla olusan gerilmedir.

Isareti pozitiftir (+).

2. Baski gerilmesi (Compressive stress): Malzemeyi sikistiracak sekilde malzemenin
yiizey alanina dik ydnde uygulanan kuvvet sonucu ortaya ¢ikan gerilmedir. Isareti

negatiftir (-).

Cekme ve basma gerilmeleri malzemenin ylizeyine dik etki ettiklerinden bu

gerilmelere normal gerilmeler (o) denir.

3. Kesme gerilmesi (Shear stress): Malzemenin yiizeyine paralel, normaline dik
aciyla etki eden kuvvetin meydana getirdigi gerilme kesme (kayma) gerilmesidir.

Kayma gerilme t ile gosterilir. Gerilme tiirleri Sekil 2.1°deki gibi gosterilebilir.

Kayma gerilmelerinin etkisinde olusan deformasyon normal gerilmelerin etkisinde
olusan deformasyondan farklidir. Normal gerilmeler malzemenin bi¢iminde

degisiklige neden olmazken, kayma deformasyon degisiklige neden olur.
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Sekil 2.1. Gerilme tiirleri

Gerinim (Strain): Cisme uygulanan bir kuvvetten dolayr cismin seklinde olusan
degisime gerinim (deformasyon) denir. Ornegin, deformasyon, noktalardan olusan
bir cisimde kuvvet uygulandiktan sonra olusan sekil degisimi sonrasinda bu
noktalarin baslangigtaki yerlerini ne kadar degistirdiklerinin matematiksel

gosterimidir.

Gerilmeye benzer sekilde, gerinim, uygulanan kuvvet ile aym1 yonde olusuyorsa
normal gerinim olarak adlandirilir. Eger malzeme iizerine Sekil 2.2°de oldugu gibi
malzemede agisal bir sekil de§isimine neden olacak sekilde bir kesme (kayma)

kuvveti etkiyorsa, olusan bu sekil degisimine kesme gerinimi (shear strain) denir.

()15

Sekil 2.2. Kesme gerinimi

Diizlemler arasindaki ag1 0, yer degisimi a ve diizlemler arasi mesafe h olarak

alinirsa, bu durumda kesme gerinimi,
a
yzﬁztan(e) (2.1)

(2.1) ifadesi ile verilir.
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Dis kuvvetlerin etkisi ile malzemeler kendilerini elastik veya plastik cisim gibi
gostermektedir. Uygulanan kuvvet kaldirildiginda cisimde orijinal uzunluguna
esnemis gibi geri donebilir sekilde gegici, ya da biikiilme veya kirilma gibi geri

doniilemez sekilde kalic1 deformasyon olabilir.

Elastiklik: Cisimlerin dis etki sonucunda degismis oldugu hacim ve boyutlarinin etki

kaldirildiktan sonra baslangi¢c durumuna geri donme 6zelligine elastiklik denir.

Elastik sekil degisiminin matematiksel kokeni, Ingiliz bilim adam1 Robert Hooke un
yaylarla yaptig1 deneylere dayanir. Hooke yaptigi gozlemlerde, uzunluklar1 farkl
olan ve bir ucu tavana sabitlenmis yaylarin diger uglarina esit miktarda agirlik asip,
yaylarda olugan uzama miktarin1 Olger. Yaptigi deneyler sonucunda yaylarin
uzunluklarmnin esit yiikler asildiginda ayni oranda uzadigini goriir. Ornegin, bir
ucundan tavana asilan 1; ve 1, uzunlugundaki yaylarin diger u¢larina m agirligindaki
yiik asildiginda her iki yayin da ilk uzunluklariyla kiyasla uzunluklarinin %50 arttig1
gbzlemleniyor. Yaylarin ucuna asilan kuvveti F, yaylarda kuvvet sonucu olusan
uzama miktarin1 x ve aralarindaki orantiyr da k sabiti ile gosterirsek, Hooke’un

yapmis oldugu bu gozlemin matematiksel olarak ifadesi,
F=kx (2.2)

seklindedir. Buradaki k sabiti yayin yapildigi malzemeye ve yayin kalinlifina goére
degisiklik gosterir. Yaylar lizerinde yapilan bu deneyi uzun ve silindirik geometriye
sahip c¢ubuklar i¢in yapildiginda, ¢ubugun altina asilan agirlik ¢ubugun yiizey
alanina etki edecegi icin, cubukta olusan gerilme {izerinden degerlendirilebilir.
Cubukta olusan esneme miktar1 cubugun ilk uzunluguna oranlanarak (gerinim olarak

ifade edildiginde) yukarida verilen yay denkleminin gerilme-gerinim ile iligkisi,
c=Ee (2.3)

seklinde yazilabilir. Burada ¢ normal gerilme, E malzemenin Young modiilii ve &

ise deformasyonu karakterize eder.

Elastik malzemelerde, gerilme-gerinim arasindaki dogrusal iliskiye Hooke
kanunu ad1 verilir. Bu malzemeler i¢in normal gerilme ile deformasyon arasindaki

oran E ile gosterilirse,
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_Oo_ normal gerilme 2.4)
¢  deformasyon

seklinde olur (Sekil 2.3). Bu matematiksel ifadenin temellerini ilk olarak 1727'de
Isvicreli matematikci ve fizik¢i Leonhard Euler olusturmustur. Daha sonra, bu ifade
Ingiliz bilim adami Thomas Young tarafindan bulunmustur. Bu nedenle de E
katsayis1 Thomas Young’a ithafen Young modiilii (Stiffness) veya elastiklik modiilii
olarak literatiire ge¢mistir. Bu katsayr ilk kez Italyan bilim adami Giordano

Riccati tarafindan 1782°de yaptigi deneylerde kullanilmistir.

T A

Sekil 2.3. Elastik bir malzemedeki
gerilme-gerinim iligkisi

Malzemenin karakteristik bir 06zelligi olan Elastisite modiilli, elastik bodlgede
malzemenin sertliginin bir Olgiisiidiir ve malzemeden malzemeye degisir.
Malzemenin deformasyonlara karsi gosterdigi i¢ direncin Ol¢iisii de Elastik modiilii
ile karakterize edilebilir. Elastisite modiilii malzemenin atomlar1 arasindaki baglar
ile ilgili oldugundan, bu bag enerjisi arttik¢a Elastik modiilii de artar. Elastik modiile
yiiksek olan bir malzemenin elastik olarak esnemesi zordur ve yiikleme altinda
boyutunu ve seklini korur. Aksine Elastik modiile diisiik olan bir malzemenin elastik
olarak esnemesi daha kolaydir. Yani Elastik modiili ile elastik uzama orani arasinda

ters bir oranti vardir.

Kayma Modiilii (Shear module) : Bir kuvvet uygulanmasi sonucu malzemede olugan

gerilme ve deformasyon arasinda bir oranti var ise, buradaki orantililik sabiti
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katsayisina kayma modilii denir ve G ile gosterilir. Yani, gerilme-kayma egrisinin

7 _ kayma gerilme
y  kayma gerinimi

dogrusal pargasinin egimidir: G =tan(a) =

Kayma modiilii degerleri, genellikle Elastisite modiili degerlerinin %401
civarindadir. Normal gerilme ve deformasyon arasindaki iliskiye benzer sekilde
Kayma gerilme-kayma gerinimi arasinda da dogrusal bir iliski bulunur. Kayma

gerilmesi altinda elastik deformasyon,
T=0y (2.5)
Hooke Kanunu ile gelistirilmistir. Hooke kanunu Kisim 2.4°te verilecektir.

Kuvvet uygulandiginda cismin i¢indeki noktaciklarin arasindaki baglarin bir yay
gibi, birbirinden ayrilmadan sadece uzaklastigi ve uygulanan kuvvet kaldirildiginda

tekrar eski konumuna geldigi durum elastik sekil degisimi durumudur (Sekil 2.4).

Sekil 2.4. Elastik cisimde atomlar
arasindaki yer degistirmeler i¢in
model

Elastik sekil degistirmede malzemenin atomlar1 arasindaki iligkiler, sirasiyla
herhangi bir kuvvet uygulanmadan 6nceki ilk durum, ¢gekme kuvveti uygulandiginda
olusan gerilme durumu, basma kuvveti uygulandigindaki gerilme durumu ve
uygulanan kuvvet kaldirildiktan sonra elde edilen gerilmesiz durum olmak tizere
Sekil 2.5 (a)-(d)’de verildi.
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Sekil 2.5. Elastik sekil degistirmede atomlarin,
(a) herhangi bir kuvvet uygulanmadan onceki ilk
durum, (b) ¢ekme kuvveti uygulandiginda olusan
gerilme  durumu, (c) basma  kuvveti
uygulandigindaki gerilme durumu ve (d)
uygulanan kuvvet kaldirildiktan sonra elde edilen
gerilmesiz durum

Her malzemenin deformasyonlara karsi koymasi Elastisite modiilii ile belirlenir.

Yani, yiikleme ve bosaltma-sekil degisimi iligkisi arasinda farklilik gézlenebilir.

»

> AL > AL AL
@) (b) (c)

Sekil 2.6. Yiikleme ve bosaltma-sekil degisimi iliskisi (a) Elastik, (b) Lineer elastik
ve (c) tam elastik sekil degistirme

Elastik sekil degistirme grafigi malzemeye kuvvet uygulandiginda (ylikleme) ve
uygulanan kuvvet kaldirildigindaki (bosaltma) durumlar i¢in c¢izilen egrilerin
cakistigr durumdur (Sekil 2.6 (a)). Eger cakisan bu egriler dogrusal ise olusan grafik
lineer elastik sekil degistirme durumudur (Sekil 2.6 (b)). Kuvvet uygulandiginda
olusan egrinin baslangic noktasi ile, kuvvet kaldirildiginda olusan egrinin bitis
noktas1 ¢akistiginda olusan grafik Sekil 2.6 (c)’deki gibidir ve bu egriler zamana
bagli degildir (Burada P kuvveti, AL ise boy degisimini gostermektedir.).

Plastiklik: Eger dis kuvvetlerin etkisi sonlandirildiginda deformasyon tiimiiyle

aradan kalkmiyor ise, bu deformasyon tiiriine plastik deformasyon denir.
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Yiikleme
egrisi
Bosaltma
egrisi

Kuvvet: P

>
Boy degisimi: AL
Sekil 2.7. Elasto-plastik deformasyon
durumunda yiikleme ve bosaltma egrisi

Elasto-plastik sekil degistirme igin Sekil 2.7°de yiikleme ve bosaltma egrilerinde

yiikleme egrisinin baglangici ile bosaltma egrisinin sonunun ¢akismadig1 goriiliir.

Kalic1 deformasyon alanindaki bir cisim, ilk olarak elastik deformasyon
gecireceginden kismen ilk haline geri donecektir, fakat tamamen geri doniisiimlii

degildir.

Malzemeleri kendi aralarinda karsilastirmak i¢in kullanilan en 6nemli 6zellik plastik
sekil degistirme 6zelligidir. Bu nedenle malzemenin plastik sekil degistirme 6zelligi

ne kadar iyi bilinirse malzemenin sekillendirme islemi o 6l¢tide saglikli yapilir.

Ozetle, Plastik sekil degistirmeyi, malzemeyi olusturan atomlarin kuvvet
uygulandiginda kalici olarak baslangigtaki yerlerinden uzaklasip, yeni yerlerine
yerlesmesi olarak tanimlarsak, malzemede olusan deformasyonu elastik ve plastik

deformasyonlarin toplami seklinde oldugunu soyleyebiliriz.
Malzemelerin elastik 6zelliklerini belirleyen diger bir parametre de Poisson sabitidir.

Poisson Orani (Poisson ratio): Tek eksenli gerilme halinde yanal gerilmenin eksenel

gerilmeye negatif oran1 Poisson sabiti olarak adlandirilir.

Plastik deformasyonda malzemenin hacmi degismezken elastik durumda hacimde
degisim gozlemlenir. Ornegin, basma kuvveti uygulanan bir malzemede enine
genisleme goriilirken boyunda kisalma olur. Benzer sekilde c¢ekme kuvveti
uygulandiginda da boyuna uzama goriiliirken eninde de daralma oldugu gézlemlenir.

Aradaki bu oran, Poisson orami ile belirlenir. Diger bir deyisle, enlemesine birim
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uzamanin boylamasina birim uzamaya oramidir (Sekil 2.8) ve v ile gosterilir:

B yanal gerilme
cekme / basma gerilmesi |

Her malzemenin Poisson orani sabittir ve degismez. Bu nedenle Poisson oranina

Poisson sabiti de denir.

Oryjiinal (ilk) sekil

N p

. Deformasyon sonras:
sekil

Sekil 2.8. Cekme deneyinde
olusan uzama ve daralma

Elastik modiilii ile kayma modiilii arasindaki iliski de Poisson sabiti ile verilir:

E
2(1+v)

G= (2.6)

Herhangi bir malzemedeki bir nokta i¢in deformasyon belli bir degere ulastiginda o

noktada esneklik sonlanir ve artik plastik deformasyon baslar.

Esneklik Limiti: Elastik bolgenin son durumuna karsilik gelen e; degerine esneklik
limiti denir. o, ise, e, esneklik limiti degerine karsilik gelen gerilmenin degerini

gostermektedir.

Bazi 6zel malzemeler igin gerilme-deformasyon grafikleri kismi lineer fonksiyonlar
ile gosterilmektedir. Farkli malzemeler icin gerilme-deformasyon egrileri Sekil 2.9

(a)-(e)’de gosterilmistir.
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Lo c
(O (o Oiq |seomsmsinsns / .B
e Er € € €
(a) (b) (©)
c c
o B
T: G . B
By € P
(d) (e)

Sekil 2.9. (a) Ideal plastik , (b) Ideal elasto-plastik , (c)-(d) Lineer sert, (€) Sert
plastik malzemeler i¢in gerilme deformasyon egrileri

Sert cisimler i¢in gerilme ve sekil degistirme arasindaki iliski Sekil 2.10°daki gibi

gerilme-deformasyon egrisi ile verilir.

Elasto plastik -~

bolge bolge

© Elastik
bolge

€ €,

1

Sekil 2.10. Gerilme-deformasyon
egrisi [65]

Sertlik: Deneyler yardimi ile belirlenebilen elasto-plastik deformasyon veya kirilma
etkisi zamani malzemenin kalic1 sekil degistirmeye karst gosterdigi dirence sertlik

denir.
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Dayaniklilik: Metallerin fiziksel, sicaklik, manyetik, kimyasal vs. etkilere karsi

dagilmadan (kirilmadan) uzun siire mukavemet gostermesine dayaniklilik denir.

Kirilma: Dis kuvvetin etkisiyle malzeme plastik deformasyona gectikten sonra son
olarak plastik deformasyon ile artan kuvvet belli bir noktaya yigilir ve cisimde
olusan ¢atlaklar sonucunda kirilma olur. Eger yeterli kuvvet uygulanirsa, sonugta

tim malzemeler kirilir.
2.2. Tensorler

Vektorler, hiz, kuvvet, yer degistirme vb. gibi bir¢ok fiziksel niceliklerin
tanimlanmasi i¢in yaygin olarak kullanilir. Bununla birlikte, vektorler tiim fiziksel
nicelikleri gdstermek icin tek basima yeterli degildir. Ornegin, gerilme, deformasyon
ve gerilme-gerinim kurallar1 vektorlerle gosterilemez. Tensorler, 6zellikle vektorlerin
yararli bir genellestirmesidir. Tsai kompozit malzeme analizi i¢in yararli olan tensor

teorisinin tam igleyisini vermistir [67].

Kartezyen koordinatlarda bir noktanin yerini tanimlamak icin ii¢ adet bagimsiz
nicelik gerekir. Ug boyutlu uzayda ii¢ tane koordinat diizlemi oldugundan
Xi=(X,»X2,X;), i=1,2,3 olmak lizere x; nicelikler kiimesini gosterir. n-boyutlu bir
uzayda k-yinci dereceden tensor igin gerekli bilesen sayist N=n* seklindedir. Alt

indislerdeki sembollerin sayis1 tensoriin derecesini gosterir. Ornegin, a skalerinin alt

indisi olmadigi i¢in sifirinct dereceden tensordiir (30 =1 bileseni vardir). a; bir tane
alt indisi oldugundan a; vektorii birinci dereceden tensordiir (3" =3 bileseni vardir).
aj; de i ve j gibi 2 adet alt indisi oldugundan ikinci dereceden tensordir (32 =9

bileseni vardir) ve dort alt indisli @;, dordiincti dereceden tensordir (3*=81

bileseni vardir), vb. [68].
2.2.1. Deformasyon tensorii

Cismin herhangi bir noktasinda deformasyon durumu deformasyon tensorii ile

verilmektedir. Ele alman noktaya gore u; =(u,;,u,,u,) Yyer degisme vektoriniin

bilesenleri ile verilen,
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. ou;
e = MM o123 7
2| ox, " ox,

ifadeleri ile tanimlanan &;(x) fonksiyonlari deformasyon tensorii bilesenleridir ve

deformasyon tensorii matrisi,

E=8n &y & (2.8)

€31 &3 &gy

seklindedir. Bu bilesenler baslangicta Xx; koordinat eksenlerine paralel sonsuz kiigiik
lineer elemanlar i¢in deformasyonlar1 gostermektedir. Burada ¢,,, €,,,€,, (indislerin

ayni oldugu kosegen bilesenleri) normal deformasyon bilesenleridir ve sonsuz kiigiik
lineer elemanlarin boyutlarmin X; koordinatlarina gore degisimini karakterize
etmektedir. Normal deformasyonun isareti ¢ekme durumunda pozitif, basma
durumunda ise negatif oldugu varsayilmaktadir. Indislerin farkli oldugu

€, =€y, €3 = &4, €,3 =&,, Dbilesenleri ise yer degistirme deformasyonudur.

2.2.2. Gerilme tensorii

Sert cismin i¢inde herhangi bir dikdortgen prizma seklinde ele alinan hacim elemanin
ylizeyine, koordinat eksenlerine paralel veya dik olarak etkileyen kuvvetler gerilme
tensorliniin  bilesenleri olarak tanimlanir (Sekil 2.11). Alt indislerdeki ilk indis
gerilmenin yoniinii, ikinci indis ise gerilmenin etki ettigi diizlemi gosterir. Ornegin
G, X, eksenine dik ve X, eksenine paralel olarak etkileyen kuvvet bilesenidir.
Gerilme tensoriiniin bilesenlerinin alt indislerine bakarak gerilmenin normal veya
kayma gerilmesi oldugunu soyleyebiliriz. Eger alt indislerin isareti ayni ise gerilme
normal, farkli ise kayma gerilmesidir. Normal gerilmeler cekme ve basma seklinde

olur ve gerilmenin isareti cekme durumunda pozitif, basma durumunda negatiftir.

21



)

Sekil 2.11. Hacim elemaninin yiizeylerinde
gerilme tensoriiniin bilesenleri [3]

Kartezyen koordinat sisteminde gerilmenin {i¢i normal, altis1 kayma gerilmesi olmak

lizere G,;, O;y, O3, Oyyy Oppy Oy, Ogypy Oy, Ogy gibl 9 bileseni vardir. Bu bilesenler,

G=|02 Oz Oy (2.9)

Cauchy gerilme tensoriinii olusturur. Gerilme tensoriiniin bilesenleri cismin farkhi
noktalarinda keyfi olarak verilemez ve gerilme tensoriiniin simetrikligi momentlerin

denge kosulundan elde edilir:

o,=0, (i,j=12.3). (2.10)

] I

Gerilme tensoriinlin sadece 6 bileseninin bagimsiz oldugu, 1822 yilinda O. Cauchy

tarafindan ispatlanmustir.

X; yoniinde, cismin her bir yiizeyine etki eden gerilme degeri ile ilgili ylizeyin alam
carpilip tiim yiizeyler i¢in elde edilen degerler toplaminin sifira esit olmas1 o yondeki
kuvvetlerin dengesini gosterir. Yani gerilme elemaninin dengede olmasi igin ilgili

yonde elemana etki eden kuvvetlerin bileskesi sifira esit olmalidir.
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2.3. Denge Denklemi

Sert cismin denge durumunda olmasi igin gerilme tensoriiniin  bilesenleri,
momentlerin denge kosulundan (2.10) gerilme tensoriiniin simetrikligini ve

kuvvetlerin denge kosulundan ise,

0o, N 0o, N 0G,,
OX, OX, 0OX,

+F =0

0G,, N 0G,, N 00,,
OX, OX, OX,

+F,=0 (2.11)

oo 15/e] 0o
31 + 32 + 33

+F =0
OX, OX, OX,g

esitliklerini saglamalidir. Burada F,i=1,2,3 hacim kuvvetleridir. (2.11) ifadelerine

denge denklemi denir.

Denge denklemi gerilme tensoriiniin 6 bagimsiz bilesenini kullanarak sadece 3

denklemle verilmektedir.
2.4. Hooke Kanunu

Linecer Esnek Cisim: Eger gerilme tensoriiniin her bir bileseni deformasyon
tensoriliniin bilesenlerinin lineer bilesimi olarak tanimlanabilir ise, bu durumda cisme

lineer esnek cisim denir.

Gerilme ile deformasyon tensorlerinin bilesenleri arasindaki iliski genellesmis Hooke

kanunu ile verilmektedir:

3
Gij == Z Cijk|8k| ) i) j :1’2’3' (212)

k,I=1

Hooke kanunu, cismin boyutundaki kiiclik degisimler i¢in basit mekanik esnemenin
fiziksel ozelliklerini tiimiiyle modellemektedir. (2.12) ifadesi ile verilen genellesmis

Hooke kanunun matris gosterimi asagidaki sekildedir:
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On W Cinn Cuz Cuss Gz Cusr Cupp Cuse G Cuan || 8
Gy Coatr Cazz Cozzzs Cozos Cozar Cooiz Cozaz Coziz Cozar || €22
O3 Casir Caszz Cazaz Caszs Cazar Casiz Cassz Casis Cagon || ©as
O Cosir Cose Cozss Cosps Cossr Cosip Cozay Comiz Cogor || €23
O3 |=|Ca1z Caizz Caazzs Carzz Caaar Caio Caise Cannz Canon || €an |- (2.13)
Oy2 Cio11 Cipzp Crogs Crpps Crogn Ciopp Crogp Cijig Cpgpg | &2
O3, Capir Caozp Capasz Cappz Copar Capip Capap Capgz Cappp || 832
O13 Cisin Cizx Cizzs Cips Cisr Cize Ciasz Cisas Cisyn || €13
| O J 1Ca11 Ca1zz Cass Corzs Comr Comrz Coize Conis Coran || € |

Dort indisli Cy, tensorii esneklik modilii tensorii olarak adlandirlir ve sertlik

(Stiffness) matrisi 9x9 =81 bagimsiz katsay icerir. Benzer sekilde sertlik (Stiffness)

matrisinin tersi olarak bilinen gevseklik (Compliance) matrisinin bilesenleri,

3
&ij = Zsijlekl , 1,j=123 (2.14)

k,I=1

gibidir. Burada dort indisli s;,, tensorii gevseklik tensorii olarak adlandirlir ve (2.14)

ifadesinin matris gosterimi agagidaki sekilde olur:

€11 Su1n St Suss Sz Sua Sue Suz: Sus 51121— GlJ
€2 Soo11 S;zo S;zaz Sas Sam Swiz Sz S213 Sy || O
€33 Szzir Sszz Saszzs Sazms Szzar Szmiz Sazzz Szmis Saam || Om
€23 Syai1 Szs2 Sazzz Soms Szam Sz Sazm Szaiz Sasm || O
€31 |=|Ss1 Sszz Saizz Sawzs Saim Saiz Smiz Saus Sa || Oa |- (2.15)
€12 S1o11 S1222 Sizas Si223 Sm S22 Sz Siz S || Oz
€3 Ss11 Sz Sazz Sszs Szar Sz Saze Ssauz Sam || O
€13 Siar S1322 Sizazs Sz Sizm Siz1z Siz; Sizz Siz; || Ous
€31 | [Sain Saizz Sz Sos Sasmt Saz Saze Sauz Souor || O |

Klasik esneklik teorisi genellesmis Hooke yasasia dayanmaktadir. Ug boyutlu lineer

esnek cismin her bir noktasinda gerilme tensoriiniin oy =c; alti bileseni ile

ji

deformasyon tensoriiniin g; =¢; alti bileseni arasinda lineer bir baginti vardir.

ji
Gerilme, deformasyon, sertlik ve gevseklik tensorleri i¢cin mekanikte agsagidaki gibi

yaygin olarak kullanilan kisaltilmis notasyonlar kullanilir: o, =0, 6, =0,,
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G33 =035 Opp = Typs O3 = T3y Ogp = Tags €17 = &1y €59 = &), €33 = &3, €15 = V1ps €53 = Yoz

€31 = Va1

Bu durumda sertlik ve gevseklik matrislerindeki bagimsiz eclastik malzeme sayisi
6x6=36’ya indirgenir. Boylece kisaltilmis notasyonlarla gerilme-deformasyon ve

deformasyon-gerilme bagintilarinin matris gosterimleri agagidaki sekilde yazilabilir:

G, Ch Cp Gy Cy Cp Cp |l &
G, Cy Cp Cy Cy Cx Cx|lE,
(e} C C C (o C Cc €
3 |_| % Y2 Cas Ca Cas Uas || &5 (2.16)
T3 Ca Cp Cp3 Cy Cus Cup || Vs
Ta1 Cs; Csp Cgz GCgy Cos Cop || Vo
| T2 1Csi Ceo Css Cou Cos  Cgp || V12 |
€ Siu S Sz S S5 S || 01
€ Sy Sp» Sy Su Sp Sy || O
s S S S S S S (o}
3 |_|% P2 Sm Su Sk 3% 3 2.17)
Vo3 Suu Siy Suz Su Sss Sus || Tos
Va1 Ss1 Ss; Sz Ssa Szs Ssp || T
[ Y12 [Ser Se2 Ses Ses Ses Ses || 12
Sonugta genel olarak simetriklik ozelligi saglanmaktadir: Cyy = Cjyy = Cyjy = Cyyy

Siiki = Sjik = Sijik = Skij-

Simetriklik durumu da g6z Oniine alinirsa, 81 parametreden sadece 21 tanesi

birbirinden farkli olur. Bu durumda yukaridaki matris gosterimleri,

O Cy Cp Cg Cy C5 Cp |8
SP) Cp Cp Gy Cy Cx Cyxll&,
O3 | _ Ciz Cp3 Ca3 Gy Gy Cye | & (2.18)
Tos Ciu Co C3y Cuy Cus Cup || Vas
Ta1 Cs Cx Cy Cu Css Coe || Van
[ T2 ] [C6 Cx Cas Cus Css Cos [ V12
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seklini alir.

Genellesmis Hooke kanunu daha genel durumlarda farkli sekillerde ifade edilir. Eger
cisimler molekiiler yapisina gore herhangi bir simetriye sahip ise, o halde farkli
yonlerde ayni olmayan esneklik ozelligi gosterir. Yani, mekanik yiiklemelere karsi

Ciju V€ Sy katsayilari cismin bir noktasindan digerine degisebilir. Bu sekilde

yiikkleme altinda ozellikleri dogrultuya gore degisen ve yone gore farkli mekanik
davranig gosteren malzemelere anizotropik malzeme denir. Enine izotropik
(Transversal anizotropik) ve monoklinik malzemeler anizotropik malzemelerin 6zel

halidir. izotropik malzemeler ise anizotropik malzemelerin en 6zel halidir.

Yukarida yapilan islemler Ozetlenecek olursa, baglangicta 9x9=81 adet bagimsiz
malzeme sabiti vardir. Sekil degistirme tensoriiniin simetri 6zelligi géz Oniine
alindiginda, yani g, =g, ise ¢, = C;, oldugunda, bagimsiz katsayilarin sayis1 54’e
diser. Gerilme tensoriinin o; =o;; simetriklik ozelligi kullanildiginda ¢y, =Cyy
olur ve bagimsiz katsayilarin toplami1 36’ya diiser. Elastik sabitlerin dort alt indisi
ikiserli olarak diisiiniiliirse ve bunlar da kendi aralarinda yer degistirebiliyorsa,

Clijjky = C(iy yazilabilir. Boylece bagimsiz katsayilarin sayist 36’dan 21’e diiser.

Yani, bu 21 sabit bilinirse 81 sabit bulunabilir. Boylece, genel olarak, anizotropik bir
malzemede birbirinden bagimsiz 21 adet bagimsiz malzeme sabiti vardir denir.
Anizotropik bir malzemede belirli bir nokta i¢in bu 21 sabit belirlenirse o nokta igin
gerilme-genleme bagintilar1 yazilabilir. Eger malzeme homojen degil ise, bu sabitler

noktadan noktaya degisir.

Eger malzemenin bir simetri diizlemi o6zelligi varsa, yani tek diizleme gore
simetriklik gosteriyorsa bu tiir malzemeler monoklinik olarak adlandirilir. Bu

durumda monoklinik malzemeler i¢in elastik sabiti sayist 13’e diiser.
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Malzemenin birbirine dik iki eksene gore simetrik olmasi durumunda bu tiir

malzemelere ortotrop malzemeler denir.

Bu durum igin elastik sabitlerinin sayis1 9’a diiser. Iki eksene gére simetrinin
bulundugu malzemeler bu eksenlere dik ii¢lincii bir eksene gore de simetriktirler. Bu

durumda sertlik ve gevseklik matrisleri asagidaki sekildedir:

o Ch C, C3 0 0 0 |g
o, Cb C»p Cy 0 0 0 |g
O3 | _[Ci Cxu Cy 0 0 0 |e& (2.20)
Tys 0 0 0 ¢4 0O 0O |lvyu
Ty 0 0 0 0 ¢ O | vy
7] |0 0 0 0 0 cCglve]
& | [su S 8% 0 0 0 o]
€, S S» S5 0 0 0 o
€ |_|53 S; Ss 0 0 0 |o (2.21)
Y23 0 0 0 s, 0 0 |y
T2 00 0 0 0 85 0 |1y
Y] [0 0 0 0 0 s,

Dikkat edilmelidir ki normal gerilmeler o,, c,, 5, ve kesme genlemeleri v,,, v3;, V1,

arasinda anizotropik malzemelerde oldugu gibi bir etkilesim yoktur. Benzer sekilde
hem kesme gerilmeleri ve normal genlemeler arasinda hem de kesme gerilmeleri ve
kesme genlemeleri arasinda higbirinin bir etkilesimi yoktur. Bu durumda sertlik ve

gevseklik matrislerinde yalnizca 9 bagimsiz sabit vardir.

Transversal izotropik: Her noktasinda birbirine paralel izotropi diizlemleri olan

ortotropik malzemeye transversal izotropik malzeme denir.

Transversal izotropik malzemeler her dogrultuda ayni, diizleme dik dogrultuda farkli
ozelliklere sahiptir. Ornegin, 1-2 diizlemi 6zel bir izotrop diizlemi ise 1 ve 2 alt
indisleri aralarinda yer degistirebilir. Boylece gerilme genleme ve genleme gerilme

bagintilarindaki bagimsiz sabit sayis1 9’dan 5’e indirgenmis olur.
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Izotropik malzeme: Malzemenin igerisindeki tim diizlem ve dogrultularda aym
Ozelliklere sahip malzemelere izotropik malzemeler denir. Bu nedenle yonden

bagimsiz olan elastik malzeme sabitlerinin sayis1 5’den 2’ye indirgenmis olur.

. VE __E _g (2.22)

(1+v)(1-2v)’ H 2(1+v)

Lame sabitleri olmak {izere, izotropik malzemeler igin sertlik ve gevseklik
matrislerinin elemanlarinin Elastik modiilii, Kayma modiili ve Poisson sabiti

tiiriinden ifadeleri sirasiyla,

c, €, ¢35 0O 0 O (A+2p) A A 0 00O
C, Cp Cy 0O 0 O Py (A+2p) A 0 00O
[C]z Ciz Cyy Cg 0 0 0 y A A (7\,+2|Vl) 0 0O (223)
0 O O ¢, 0 O 0 0 0 p 0 0
0 O 0 O c, O 0 0 0 0O nu O
0 0 0 0 0 ¢4 |O 0 0 0 0 uj
Ve,
ER S
E, E, E,
_ _ _V12 i V32 0 0 0
Sy S, S3 0 0 0 E, E E,
S, Sy Sy 0 0 0 VsV i 0 0 0
[S]= Sz S S 0 0 0 _ E, E, E; (2.24)
000 0 s 0 0[], 4 o L 4 4
0 0 0 0 s; O G,
000 0 0 0 sef g o o o Lo
Gy,
0 0 0 0 0 1
L Gy

seklindedir. Burada E,,G,,v,,1,]=12,3 sabitleri, sirasiyla, X;, i=12,3

ijr Vijr
diizlemindeki i dogrultularindaki Elastik modiilii, ij diizlemlerindeki Kayma
modiilii ve i dogrultusunda gerilme uygulandiginda j dogrultusunda olusan Poisson

sabitidir (v; =—¢;/¢;).
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Sonug olarak izotropik malzemeler igin gerilme-deformasyon ve deformasyon-

gerilme bagintilar1 agagidaki sekilde yazilabilir:

E(1-v) vE vE 0 0

(1—2v)(1+v) (l—2v)(1+v) (1—2v)(1+v)

vE E(1-v) vE 0 0 0
(o, ] | (1-2v)(1+v) (1-2v)(1+v) (1-2v)(1+v) (e, |
G, vE vE E(1-v) 0 0 0 e, | (2.25)
Os | _ (1—2v)(l+v) (l—2v)(1+v) (1—2v)(1+v) €3
Ta3 0 0 0 E 0 0 Vo3
Ty 2(1+v) Ta1
Sl 0 0 0 E_ o iz

2(1+v)
E
_0 0 0 0 0 2(1+V)_

ve,

1 2 V4 0 0

E E E
I N A S 0 0 0 r
& E E E 01
2|y vy 1 0 0 2

E E E
s " % (2.26)
| o o o 20V 0 Tz
Va1 E Tap
el l[o 0o o0 o0 2(1+v) [Tz

E
2(1+v)
0 0 0 0 0 =

Literatiirde genellesmis Hooke yasasi asagidaki sekilde tamimlanir [3]: 1,j=1,2,3

olmak iizere,

3

G = XZ(SU + 2uaij), i=]
=1
(2.27)
oy =2ug;, 1#].
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Lame sabitlerinin yardimi ile Young modiili ve Poisson sabiti sirasiyla

£ kG +2y) -
A+2u 2(h+p)

(2.27) ifadeleri agik sekilde (2.28)-(2.31) gibi tanimlanir [3]:

olarak tanimlanir. v ve p sabitlerinden yararlanilarak

2

o, = l—;v [(1—\/)811 +V(ey +833):| , (2.28)
2

G,y = 1_2\/ [(1—\/)822 +v(e, + 833)] , (2.29)
2

G :1_;\/ I:(l—v)833+v(811+822)] , (2.30)

O, =2Uep,, Oy =2UEj;, oy = 2Ueyy. (2.31)

2.5. Diizlem Deformasyon

Cismin x, eksenine paralel herhangi bir diizlemle kesitinde bu diizlem boyunca tiim
yer degismeler birbirine esit oldugundan ¢cogu zaman model olarak iigiincii boyut
aradan kaldirilir ve problem iki degiskenli olarak formiile edilir. Bu durumda
deformasyon tensoriiniin €45, €5, = €;, V€ €,, = &,, bilesenleri sifira esit olur ve diger
bilesenler X, koordinatina bagli olmaz. Bu durumda sifirdan farkli bilesenler (2.32)

ifadeleri ile belirlenir:

811:%, 822:%, 812282121 ou, oy, | (2.32)
0X, 0X, 2\ 0X, 0X,

Burada, deformasyon tensoriiniin 3. bileseni U, ve u, bilesenleri ile tanimlanir.

(2.32) ifadesinin yardimiyla,

0%, N 0’e,, _ 20%,,
ox:  ox: Ox,0X,

(2.33)

uyum kosulu elde edilebilir. (2.33) uyum kosulu , X, ve X, degiskenlerine bagl olan

u= (ul, u2) yer degisme vektoriiniin tek degerli olarak belirlenebilmesi i¢in gerek ve
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yeter kosuldur [66]. Bu kosul cismin i¢ kisminda bosluklarin ortaya c¢ikmasi

olasiligim1 ortadan kaldirir. Eger u, ve u,, X, ve X, degiskenlerine gore

diferansiyellenebilir fonksiyon ise, (2.33) uyum kosulu kendiliginden saglanacagi
bellidir.

Diizlem deformasyon durumunda (2.28)-(2.31) ifadeleri,

A%
O = 2H|:811+E(811+822 )}, (234)
A%
O = 2“[822 + E(gn Ty )] (2.39)
A%
Os3 :zum(gn"'ezz)’ (2.36)
Oy =2U€;,, O;3=0,=0 (2.37)

seklini alir. Bu ifadelerin indislerle yazilima,
_9 v S 2.38
G =<l Sij+mgkk i (2.38)

seklindedir.

Diizlem deformasyon durumunda,

2 ou; _ou,
SI M| Oy M M o, =123 (2.39)
1| oX | 0X; ) OX; OX;  OX;

denklemler sisteminde F,=0,u;=0 ve F,F, u,u,, X, degiskenine bagh
olmadigindan diizlem problemi i¢in Lame denklemler sistemi,

2 2
oy, oy

o’u
+ +(pu+2A 2
ox? " ox; (n2)

OX,0X,

(2u+2) +F =0, (2.40)
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o’u o’u o’u
+A L+ 2 +(2u+A)—=%+F,=0 2.41
(k )c’)xlax2 Hox? (2n+2) ox: P (241)

seklinde tanimlanir [3].
2.6. Mil ve Cubuk Denklemi

Kirigler, oOzellikle insaat miihendisliginde en yaygin yapisal bilesen tiiriidiir.
Uzunlugu nispeten enine kesit alanindan fazladir. Bir kiris ¢ubuk benzeri yapisal
eleman olup, asil islevi capraz yiiklemeyi desteklemek ve desteklere tasimaktir.

Bir yapida yapisal elemanlar olarak kullanilirlar. Yiikii tistyapidan siitunlara ve alt
toprak temeline aktarirlar (Sekil 2.12). Hafif araglarin yani sira hafif nakliye
kopriilerinde de kullanilmaktadirlar. Euler-Bernoulli kiris teorisi (miihendisin kiris
teorisi veya klasik kiris teorisi olarak da bilinir), kirislerin yiik tasima ve egilme
Ozelliklerini hesaplamak i¢cin bir yoOntem saglayan elastikiyet teorisinin

basitlestirilmesidir.

Kiris teorisi kullanim alanlar1 olarak binalardan kdopriilere, hatta insan viicudundaki
tiim yiikii tasiyan kemiklere kadar bir ¢ok yapinin dizayn ve analizinde karsimiza
cikmaktadir. Miithendislik mekanigi agisindan ise kiris kavrami dnemli bir anlam
tasir. Leonard Euler ve Jacob Bernoulli gibi onciilerin milin egilmesi teorisindeki
erken gelismelerin ¢ogu deneye dayanan yontemler ve gerceklikten yararlanarak
sonu¢ ¢ikarmaya calisan diizenli bilgilerdi. Bu gelismeleri mekanik agidan daha
teorik olan Lagrange, Navier, Cauchy, Green ve Timoshenko'nun yaptiklari
yaklasimlar izledi [8]. Kirisin egilme analizinin teorisini gelistirmek i¢in diizlem
kesiti hipotezi ve Euler- Bernoulli hipotezi (basit kiris teorisi) olmak iizere iki

hipotezden biri alinabilir.
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Sekil 2.12. Bir yiizeyinden
duvara sabitlenerek yiiklenmis
kiris [1]

Diizlem kesit hipotezine goére, c¢ubugun Oxz eksenine dik diizlemle kesiti,
deformasyondan sonra da Ox3 eksenine dik diizlem olarak kalir. Yani, kiris terimi,

yatay eksende yliklenen yiiklerin, bu eksene dik olan yiikleri desteklemesi igin

tasarlanmigtir.  Euler-Bernoulli  hipotezine gére, (x;)=u;(0,0,x,) egilme

fonksiyonu; I, cubugun enine kesitinin eylemsizlik momenti, E ise Elastisite modiilii

olmak iizere d’w/dx: biikiilmesi ve M egilme momenti arasindaki baginti,

2
3705 =— % (2.42)
seklindedir. Burada EI carpimi egilme sertligini (flexural rigidity) ifade eder. Bu
teoride yapilan kabuller asagidaki gibi siralanabilir:
- Kiris diiz ve liniform kesit alanlidir (Sekil 2.13),
- Kuvvet(lerin) dogrultusu ile kesite ait simetri ekseni ¢akisir,

- Kiriglerin sekli degistirmeden once kiris eksenine dik kesitleri, sekil

degistirdikten sonra da diizlem kalirlar.
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/

X

Sekil 2.13. Bir kesiti verilen kiris

X3

Xz

Enine kesit alan1 kii¢iik oldugundan dis kuvvetlerin etkisi, kesitlerin tlizerindeki

kuvvetlerin q(X3) toplami olarak yazilabilir. 0x;x5 diizlemi simetri diizlemi olarak

aliirsa ve A kesitinde hacim kuvvetinin de sifir oldugu géz 6niine alinirsa, bu kesit
tizerinde sifirdan farkli Q kesme kuvveti ile M egilme momenti olacaktir. Bunlarin

matematiksel ifadeleri sirastyla asagidaki gibidir:
Q:J-J’Glgdxldxz, M=IIG33xldxldx2. (2.43)
A A

Herhangi (a,b) araliinda milin bu kismi etkileyen bileske kuvvet ve bileske

momentin sifir olmast kosulundan yararlanilarak milin egilmesinin denge denklemi

elde edilsin. Q(x;) tiirevlenebilirse ve bileske kuvvetlerin de,

b

fa(x,)dx,+Q(b)-Q(a)=0 (2.44)

a

oldugu g6z Oniine alinirsa,

b

I {q(xs)+§Q}dx3=0 (2.45)

a XS
elde edilir. (a,b) aralig1 keyfi oldugu i¢in,

a(x)+ 2 =0 (2.46)

yazilabilir. Benzer sekilde momentin,
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-iq (X3)(x;-a)dx;-Q(b)(b-a)+M(b)-M(a)=0 (2.47)

a

denge kosulundan,

T['q(xs)(xs-a)-d[Q(XS)(XQ"a)}+dM(X3) dx,=0 (2.48)

dx, dx,

a

ifadesi elde edilir. (2.46) ifadesinden herhangi (a,b) araliginda,

dx,

a

5 dM(x

j {M -Q(x3)}dx3:0 (2.49)
bulunur. Burada da (2.42) bagntisi géz 6niine alinirsa,

El— +Q(x;)=0 (2.50)

elde edilir. Bu ifadenin sol tarafini, X, degiskenine gore tiirevi alinir ve (2.46) ifadesi

kullanilirsa, D=El (egilme sertligi) olmak tizere, bir boyutlu elastik milin

egilmesinin denge denklemi elde edilir:
D-——=q(X,), X; €(ab). (2.51)

Eger mil tirdes degilse, 1=1(X,), bu denklem,

d [D(xs)dz—m]:q(x3), X, < (ab) (2.52)

dx? dx?
seklini alir [69].
Cubugun uglarinda verilebilecek sinir kosullar1 asagidaki gibi olabilir:

1. Basit dayanak (simply supported) simir kosulu, ¢ubuk sabit 0x, ekseni etrafinda
serbestce donebilecegi i¢in ¢ubugun uclarinda egilme ve egilme momenti sifira
esittir:
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2
®=0, M=-E1d—°f=0. (2.53)
dx;
2. Sert kenetlenme (clamped) sinir kosulu, ¢ubugun bir ucu dyle kenetlenmis ki bu

noktada egilme ve donme sifira esit:

®=0, —=0. (2.54)
3

3. Serbest uglar (free boundary) kosulu, M egilme momenti ve Q kuvveti sifira esit
olur. (2.42) bagntisi, Euler- Bernoulli kosulu ve (2.50) ifadesinden asagidaki gibi
olmalidir:

d’o __ d’o

Fo_ydo_g 2.55
dx? T dx3 (2.59)
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3. ELASTIiK LEVHANIN EGILMESI iLE iLGIiLi PROBLEM

3.1. Diizlem Deformasyon Denkleminden Levhanin Denge Denkleminin Elde

Edilmesi

Koordinat sistemi, X, ve X, eksenleri levhanin orta yiizeyinde, X, ise yukariya

dogru yonelmis olacak sekilde yerlestirilen h kalinliginda tiirdes elastik levha ele

alinsin (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. Kalinlig1 h olan tiirdes elastik levha

Levhanin agirlig1 goz ardi edilerek, 0x X, diizlemine dikey X, yoniinde levhanin iist

yiizeyine uygulanan q kuvveti ile levhanin egilmekte oldugu varsayilsin.

F =F, =F, =0 durumunda (yani, hacim kuvvetleri olmadiginda) levhanin alt yiizeyi

serbest kaldigindan ve uygulanan yiizeysel kuvvet levhanin iist kismina dikey yonde

oldugundan,

015 (X1, X,,0/2) = 615 (X, X,,~h/2) = 6,5 (X,,X,,h/2)
(3.1)
=0, (X, X,,—N/2) =04 (X,,X,,—N/2)=0, o5(X,,X,,h/2)=q

dir.
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(2.11) denge denklemler sisteminin ilk iki ifadesi x, ile ¢arpilip [-h/2,h/2]
araliginda X,’e gore integrallendiginde, gerilim tensoriiniin simetrikligi ve kuvvet

fonksiyonunun levhanin diizlemine dik oldugu da g6z oniine alinarak,

h/2 h/2 h/2
oo oo 0o
J' L x,0x, + j 12 x,dx, + j B x,dx, =0,
—h/2 aXl —h/2 aXZ -h/2 3
(3.2)
h/2 h/2 h/2
oo o0c 0o
j 2L x,0X, + I —2Z x,dx, + 2 x,dx, =0
e 0% 2 0%z —hj2 X3

elde edilir. (3.1) ifadesindeki esitlikler géz Oniine alinarak, (3.2)’deki denklemlerin

son integrallerine kismi integralleme formiilii uygulanirsa,

h/2 oo h/2 2 h/2
I a—lSX3dX3 == I 00X, +613(X11X21§)§|_h/2 =3 j 00X,
2 OX3 ~h/2 -h/2
(3.3)
h/2 h/2 h/2
0G h/2
J- P 2 Xq0Xy =— I G 50X, +523(X1’X2'§)§|,h/2 == J. G 30X,
~h/2 X3 —h/2 -h/2
olur [42]. (3.2)’deki diger integraller ise,
h/2 h/2 h/2
oo 0 0
j p 1 x,dx, = _[ a—(ana)dXs =— j 6,,X50X5,
b2 0%y 2 0%y 1 -h/2
h/2 h/2
oo
j 5 12 X, dX, =— J. 0,,X;0X5,
2 X, 2 _hy2
(3.4)
h/2 h/2 h/2
0o oo
f 2L X ,dX, J 12 x,dX, = f 0,,X;0X5,
“hy2 OX, —hy2 OX, 1-h/2
h/2 h/2
oo
j 5 2 x,dx, = j 0, X,0X5
b2 OX2 2 _h/2

seklinde yazilabilir. Bu esitlikler (3.2)’de yerlerine yazildiginda,
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P h/2 P h/2 h/2
— _[ 0, X,0X, + — _[ G, X,0X; — j 0,5X,0X, =0,
1 -h/2 2 —h/2 —h/2
h/2 h/2 h/2
0 0
— J' G, X0X, + — J' G, X,0X; — j G 5X,0X; =0
1 -h/2 XZ —h/2 -h/2
elde edilir.

(3.5)

Denge denklemler sisteminin ilk iki ifadesinde oldugu gibi aymi kosullar altinda

sistemin 3. denklemi de [-h/2,h/2] araliginda X,’e gore integrallendiginde,

h/2 h/2 h/2
0o 0o 0c

I 3L dx, 2 dx, + j Bdx, =0
OX

-hj2 Y1 -hj2 Y72 —hj2 Y73

esitligi elde edilir. Buradan,

0 h/2 o h/2 h h
P .[ G3ldx3+a_ I G32dX3+633(Xl’XZ’Ej_G%(Xl’XZ’_E]=O

Xy iy 2 -2
Ve,
P h/2 h/2
v j o, 0%, + I G,,0X;+0=0
1 -h/2 2 -h/2
elde edilir.

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Denge denklemler sistemi igin elde edilen gerilmelerin son ifadelerindeki integraller

fiziksel anlamina gore momentleri gostermektedir:

h/2 h/2 h/2
M, = I opXsdx;, M, = J. CpXadXs, My, =-— J. Oy, X30X,,
—h/2 —h/2 —h/2
b2 h/2
q=(533(Xl,X2,h/2), Q, = I O dX;, Q,= J. Gy UX, .
b2 2
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Burada, M,(x,,x,) ve M,(X;X,) egilme momentleri, M,y (X, X,) burulma

momenti, Q,(x,,X,) ve Q,(X;,X,) ise kayma kuvvetleridir. Denge denklemlerinin
momentler ve kuvvetlere bagli ifadesi yazilirsa,

oM, oM,
OX, 0OX,

-Q,=0

_%Jr%_Qz:o (3.10)
oX,  OX,

0, Q,

=0.
X, OX, a

seklinde olur. (3.10) denklemler sisteminde Q, ve Q, yok edilirse,

0 (oM, M, A o0 (oM, oM, 1q=0 (3.12)
ox,\ ox, 0X, OX, | OX,  0X

elde edilir. Son ifade de tiirevler hesaplandiginda momentlere bagli ii¢ bilinmeyenli,

amm_zﬁMn+yM2
ox:  oX0Xx, OX’

+q=0 (3.12)

kismi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Ancak, bu momentlerin

o(X,,X,)=Uy(X;,X,,0) egilme fonksiyonu ile ifadeleri géz éniine alinirsa, aslinda
bilinmeyen olmadiklar1 ve buradan da levhanin oo(Xl,Xz) egilme fonksiyonu ile

ifade edilmis denge denklemi elde edilir.

3.2. Klasik Levha Teorisi (Kirchhoff Teorisi) ve Kayma Deformasyon Teorisi

(Reissner-Mindlin Teorisi)

Di1s kuvvetlerin etkisi ile egilmekte olan levhalarin analizi igin genel olarak klasik
levha teorisi (Kirchhoff Teorisi) ve kayma deformasyon levha teorisi (Reissner-
Mindlin Teorisi) olmak {izere iki teori kullanilir. Kirchhoff Teorisi ince levhalar (thin
plates) i¢in kullanilirken Reissner-Mindlin Teorisi kalin levhalar (thick plates) igin

uygundur. Klasik levha teorisinde levhanin orta yiizeyine normal yoniinde ¢izilmis
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dogrunun deformasyondan sonra orta diizleme dik yonde kalmasi varsayilmaktadir

(Sekil 3.2 (a)-(b)).

3.
2

=y

RN
L TN

(@) (b)
Sekil 3.2. (a)-(b) Klasik Levha Teorisinin geometrisi

Reissner-Mindlin teorisinde ise, normal yoniinde ¢izilmis dogrunun deformasyondan
sonra normal yoniinden kayabilecegi kabul edilir. Bu kii¢iik ayrint1 levhanin egilmesi
probleminde iki farkli denklemin ortaya ¢ikmasina neden olur. Reissner ve Mindlin
teorileri aralarinda farkliliklar bulunmasina ragmen g¢ogu yonden benzer
olduklarindan tek bir teori gibi anilirlar. Reissner teorisinde levhanin kalinligi
yoniinde gerilme dogrusal iken kayma gerilmeleri parabolik kabul edilir ve Mindlin

teorisinde de yer degistirmeler dogrusal olarak alinir.

Bu c¢alismada detayli ayrintilara girmeden klasik levha teorisi incelenecektir.
Levhanin egilme probleminde, klasik levha teorisinden, o(x,,X,)=u;(x,,X,,0)
levhanin orta yiizeyinin egilmesi olmak {lizere, levha noktalarinin yer degisme

vektoriiniin ve deformasyon tensoriiniin bilesenleri sirasiyla asagidaki sekilde

tanimlanir:

om
ul(xl’ X2'X3) = _XSQl(Xl’ Xz) =—X5 87’
1
(3.13)
om
Uy (Xg0 X0 X ) = =%,Q, (X410 X, ) = =X, e
2
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ou, RO ou, O’w _ 0o

€ ==X 1 €p = =—X5 v €33
OX, OX? OX, OX> OX,

1 O’w RO RO
=51 %3 —X3 =3 '
2 OX,0X, OX,0X, OX,0X,

ou, ou,
_+_
O0X, OX;

(3.14)

1{ 6o ou,
€p=—| —+—=|=0

2\ 0x, OX,
Bu durumda, Kirchhoff teorisinde levhanin orta yiizeyinde gerilimin o,
bilesenlerinin o;, ve o,, bilesenlerine gore ¢ok kiiciik oldugu igin goz ardi

edilebilecegi kabuliinden egilme problemine diizlem deformasyon problemi gibi

yaklagilabilir. Genellesmis Hooke yasasinin A,p Lame sabitleri ile verilen (2.32)

ifadelerinde [42], elde edilen esitlikler g6z 6niine alindiginda,

_4u(p+7u) 2
n=, &yt €92,
n+A 2u+A

dp(pu+r
Gy = 2nh €nt M(H )822 ;
2u+A 2u+A

(3.15)

Cy, = 2uey,

olur. Lame sabitlerinin (2.22) ifadelerinden yararlanilarak, (3.15) ifadelerindeki

gerilim tensoriiniin bilesenleri asagidaki sekilde yazilabilir:

E
Gy = m(gn +V822)’ Gy = m(gzz +V811)’ Oy, = 2U8), = mgﬂ' (3.16)

g; deformasyon tensoriiniin bilesenlerinin (3.14) ifadeleri, (3.16)’da yerlerine

yazildiginda,
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c,, = E -X az—m—vx o ___E 82m+V82m X (3.17)
Zo1-vi Coaxd TPax? 1-v2 ox2  ox? ) '
o —_ E do

P 14y oxox,

elde edilir. Elde edilen son formiiller, momentlerin (3.9) ifadelerinde yerlerine

yazilirsa,

h/2 h/2 2 2

E (0o O

M, = f csllx3dx3:—'|‘ I 2[6 7TV 2]xgdx3
“hy2 et VLOX X2

2 2 h/2 3 2 2
- Ez(a‘fwa‘fjj Xldx, = —— [a"jwa"jJ (3.18)
1-vi o ox3 )5, 12(1-v?){ ox;  ox;
2 2
—-o[ 294 28)
OX; OX;
h/2 2 2
a0 a0
M, = | o, X.0X,=-D| —+v— 3.19
2= | omx (ax; afo (3.19)
Ve,
h/2 3 2 2
Eh o“® o0“®
My, == | op,%0x, = ] =D(1-v) (3.20)
e 12(1-v?) a%,0%, oX,0X,
elde edilir. Burada,
D=E hs/(12(1—v2)) (3.21)

levhanin silindirik sertlik katsayisidir.
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Momentler i¢in elde edilen (3.18)-(3.20) ifadeleri, denge denkleminin momentlere

bagli ifadesi olan (3.12)’de yerlerine yazildiginda,

2 2 2 2 2
Ol p[22y22 2 @ [p(-v)?
OX; OX; OX, 0X,0X, OX,0X,

(3.22)
2 2 2
+ 0 5 L—D(a ?+va c;B+q =0
OX5 oX;,  OX]
yani,
2 2 2 2 2 2
66x2 {D@xo; b ZX(Z)HJr aiz {Digx(? py Zxojﬂ
1 1 2 2 2 1
(3.23)

2 2
420 D(1-v) vo i
OX,0X, OX,0X,

elde edilir. Tiirdes izotrop levha icin D silindirik sertlik katsayisi yonden bagimsiz

oldugundan sabit olarak parantezin disina ¢ikar ve (3.22) denklemi asagidaki sekilde

olur:
4 4 4 4 4
—D[a?+v 82w2+2(1—v) 82w2+a(f+v asz]:—q (3.24)
OX, OX;{0X, OX{0X; OX,  OX{0X,
ve buradan da,
4 4 4
Azmza?Jr 62602+563:& (3.25)
OX;  OX;ox;, ox, D
denklemi elde edilir [42],
4 4 4
A® = 0 0 0 (3.26)

+2 +
ox;  oxiox;  ox;

biharmonik operatoriiniin yardimi ile (3.25) denklemi,
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ANo= (3.27)

aq
D
seklinde de yazilabilir.

(3.27) denklemi, homojen eclastik levhanin denge denklemidir. Eger levhanin D
silindirik sertlik katsayisi sabit degil ise (levhanin kalinliginin h(x) oldugu durumda

D =D(x,), yani silindirik sertlik katsayisi noktadan noktaya degisiyorsa), denge
denklemi agagidaki sekli alir [42]:

2 2 2 2 2 2 2 2
0 D(6m+ 6m]+8 D(am+ 8mj+2 0 (D(l—v) 0’ }:q. (3.28)

A% A%
oxZ \ox2 x5 ) oxi axs oxE ) ox0x, OX,0X,

Eger levhanin malzemesi ortotrop ise, bu durumda ortotrop malzemeler i¢in Hooke

kanunu (3.16) ifadelerine benzer sekilde,

(822 +V1811)’ oy, =Cep, (3.29)

Op1 = (811 +V2822)’ Op =

1-vv, 1-vv,

dir. Burada E; ve E, Young modiilii, v, ve v, Poisson sabiti (E,v, =E,v,), ve G
kayma modiiltidiir. Tiirdes ortotrop esnek levhanin denge denklemi ise,
'o 'o 'o

D,—+2D +D, —
! 2 xS

> = 3.30
ox; ® Ox2ox? q (3:30)

seklindedir [42]. Burada D, ve D, sirastyla X, ve X, yonlerindeki silindirik sertlik
katsayilan ve D,, burulma sertlik katsayisi olmak iizere, bu katsayilar asagidaki

sekilde tanimlanir:

3 3
Do p BN 5 _py oD

, D, =Gh*12. (3.31
12(1-vyv,) 7 12(1-v,v,) @ fz. @3

kp?

Eger ortotrop levha homojen degil ise, yani D; ve D, katsayilar1 sabit degil ise, o

halde levhanin denge denklemi asagidaki sekilde olur [42]:

45



2 2 2 2 2 2 2 2
82 D, a?+v28? +62 D, 802)+\/16(;) +4 0 Dy, 0w =q.(3.32)
OXy OXy OX5 0X5 OX5 OXy 0X,0X, 0X,0%,

3.3. Levhanin Egilmesi Problemi I¢in Simir Kosullari

Q bolgesini dolduran homojen esnek levhanin dis kuvvetlerin etkisi ile egilmesine

karsilik gelen elastik deformasyonlarinin enerjisi,

1.2
W = > ( I (01181, + O € + 20,8, )dXstdeX2 (3.33)
Q

-h/2

seklinde tamimlanir. g; ve o gerilim ve deformasyon tensorlerinin ifadeleri, (3.33)

enerji fonksiyonelinde yerlerine yazildiginda,

1" E (o &o)de ) E (0 0°0)\de ,
W=l isalae aa Jad S il s P o Jad ¢
a\ -h/2 1 2 1 2 1 2
2 2
PPN (A x2 |dx, |dx,dx,
1+v{ 0X,0X,
1 E " ([P 0w )de (o o)de
Z—ﬁf f ~2 Va7 |z T ez TV aoz | Auz
21-v | . 0X; OX; JOX; \OX5;  OX] )OX;

a\ -h/2

2 2
+ 2(1—\/)(65 aﬁ))( J J x§dx3]dxldx2
1 2

elde edilir. (3.34) ifadesinden (3.35) ifadesi bulunur:

(3.34)
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1 E (az BRS Jaz [azw 8%]82@
W= +vV—sr H —=tV— |
21-v2 | (loxZ  oxi Jox? \oxi  ox? ) oxs
2 27\ n/2
+2(1-v) 0w I x2dx, |dx,dx,
0X,0X, 2
1 ER o) (o) . dPode o )
|| =5 | +| == | +2v +2(1-v) dx,dx,
212(1-v?*) | L o ox ox2 ox2 X0,

2 A2 2 2
=—f Zo +2V8_02)8_c;)+2(1_v) oo dx,dx,
ax OX; OXj 0X,0X,

Levhanin sinirlarinda higbir kuvvet uygulanmadiginda, levhanin tam potansiyel

(3.35)

enerjisi,

(©)=W(w)-[qodx,dx, (3.36)

Q

seklinde tanimlanir. Yiiklenmis elastik cismin dengede olmasi i¢in levhanin tam

potansiyel enerjisinin Gateaux tiirevinin sifira esit olmasi gerekir:
d
8I(co):a[l(co+t8):|tzo =0 (3.37)

Burada, 9(x,,X,), H*(Q) Sobolev uzaymndan keyfi fonksiyon, t ise parametredir.

ol ((o) Gateaux diferansiyeli hesaplandiginda,
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%[I(QHS)]“O:%%{[!{@ (oa+t8)] J{@ ((o+t9)] oy 0 (0+19) & (0+19)

ox: oxX; ox? ox;

2 2
+2(1—ﬂ[%} }dxldxz} —%{jq(w+t8)dx1dx2}
v t=0 “ =0 (3.38)

Dd (%0 .%9Y (o0 .6%9) . (&0 .0°9)(&e 8%
=—— J. —2+t—2 + —2+t—2 +2v —2+t—2 —2+t—2
2.dt [\ ox;  0xg 0X; 0%, oX;  OX; J\OX;  OX,

2 2 2
+2(1-v) oo 99 dx,dx, —iqudxldx2
OX,0X,  OX,0X, dty)
t=0

elde edilir ve buradan da,

A2 2 2 2 2 2
DJ- 0 {2}8 c;)+6 \?8 ?+2(1—v) 0’3 OJo I
ol OX; OX{  OX; 0X; OX,0X, OX,0X,
(3.39)

2 2 2 2
+v g ‘?a?Jra ‘?8? dxldxz—qudxldXZ:O
OX; OX, OX; OX; o

olur.

(3.39) denklemindeki birinci integrale her bir terim i¢in Green formiilii

uygulandiginda birinci terim,

0’9 O’w 09 o°n 09 0’w
J.yydxl ZZ_I_%d 1 2+J.——2n1d3
Q 1 1 Q 1 1 oQ 1 1

(3.40)
3 2
j a—?Snlds+ _[ a—?@ n,ds
OX :
Q 1 oQ 1 oQ 1 1

seklinde olur. Burada, 0Q2, Q bélgesinin siniri, n(nl, n,) ise dig normalidir. Benzer

sekilde ikinci, dordiincii ve besinci terimler igin,

2 OX% OX;

4
dxdx, = | ZT?deldxz j ZX(’;Sn ds+ [ 22 G0 dd, 4 (3.41)

Q 1 2 oQ 2 2
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2 2
a—‘?a—?dxldxzz— 29 O dx,dx +ja®88 n,ds
5 OX; OX, 2 OX, OX,0X; OX2 0%,
(3.42)
4 3 2
= J‘%deldx2 - I —®28nlds+ I a—C;)@nlds,
Q aXlaXZ oQ 1772 oQ 2 1

0%9 0*w ‘o ‘o o*m 09
222 % d4x,dx, :.[ngxldxz - f ———9n,ds+ J' ya—nzds (3.43)

Qa 2 a 12 Q 1 2 oQ 2 1 oQ 1 2
elde edilir. (3.39) denklemindeki,

_[2(1—\/) 0’8 o
OX,0X, OX,0X,

Q

dx,dx, (3.44)

teriminin integrali, iki integralin toplam: seklinde diisiintilerek, Green formiilii farkli

arglimanlar tizerine uygulanildiginda,

2 2 2
[(2-v) =222 gy, =—(1-v) [ a“’zd dx, + (1- )ja“’ B,
o OX,0X, OX,0X, 5 OX; OX,0X " OX,0X, OX,
(3.45)
‘o oo o’ 09
=(1-v) [ == 9dx,dx, - (1-v) [ = 9n,ds +(1-v —n,ds,
( )iaxfaxg i~ )ialaxg s +( )£axlax2 x,
VE,
2 2 4 3
[(2-v)=Z2- T2 gy dx, = (1-v) [ =52 9dx,dx, — (1-v) [ = 9n,ds
o OX,0X, OX,0X, L S0 OX0X,
(3.46)

+(1_V) RO 68
5 OX,0X, ax

esitlikleri saglanir. (3.40)-(3.46) ifadeleri, (3.39) denkleminde g6z oniine alinirsa,
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Sdx,dx, — jq Sdx,dx,

Q

J-{ﬁ“(o o' A0 ‘o }

+—+2(1-v +2v
2l ox;  ox; ( )6xf6x§ OX20X5

o’o o’w N0 o’o
-D||—=n+—n,+(1-V) =N, +——~,
ol OX] 0X, OX,0X; OX;0X,
(3.47)

o o o°® 09 o°w 09 o’ 09
+v >N +——Nn, 8ds+DJ —— M+——N,+v| ——n+
OX,0X; OX;0X, ol OXT 0X; OX; OX, OX; OX,

0’ 09 O’w 09 O’o 09
+——n, |[+(1-v) —nN,+————n, ||ds=0
OX; OX, 0X,0X, OX, 0X,0X, OX,

olur. Elde edilen (3.47) denkleminde, (3.25) biharmonik denklemi g6z oniine

alindiginda,

4 4 4
[|D| 22+2-92_+ 72 |_q |9dxdx, =0 (3.48)
o OX;  OX;OX, OX,

ifadesi saglandigi igin, sadece 0Q simirindaki integraller kalacaktir. Normal ve teget

yoniinde tiirevlerin sirasiyla,

08 09 09
—=—n+—0"n,,
on  0x, 0X,

(3.49)

09 09 09
—=——n,+—n,
ot on oX,

seklinde belirlendigi gz oniine alinsin.

n? +n2 =1 oldugu bilinerek sirasiyla, ilk olarak (3.49) ifadesindeki ilk esitligin her
iki tarafi n, ve diger esitligin her iki tarafi da n, ile carpilip taraf tarafa toplansin.
Daha sonra yine, (3.49) ifadesindeki ilk esitligin her iki tarafi n, ve ikinci esitlik ise,
bu kez —n, ile carpilip taraf tarafa toplansin. Bu durumda, sirasiyla, asagidaki

esitlikler elde edilir:
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G O O S T .

- 1" = 2t
OoX, on ot OX, oOn ot
Elde edilen esitlikleri ve,
2 2 2 2
oo O0w , 5 o o°® , (3.51)

—=—N;+ n.n,+ n
an? o oaxt o oxox, T oaxE

formiili kullanilarak (3.47) denklemindeki sinir iizerinde verilen integraller sade
sekle getirilebilir. Kolaylik acisindan integraller ayri ayri incelenebilir. (3.47)

denklemindeki 0Q smirindaki birinci integral basit islemler sonucunda,

’o N0 o) o’o
j — N +—n,+(1-v) =N, +———n,
OX; OX OX,0X; OX;0X,

0Q 2

oNO) o’o
+v >N +——n, | |9ds =
0X,0X; OX;0X,

n,+

— —N, + n,+
31 3 2 2 2 2
OX; 0X; OX;0X, OX,0X;

I{a% o’o o’o 0w nl}SdS (3.52)

oQ

0

6lo} 00
= || —(Aw)n,+—(Ao)n }8ds= 9—(Ao)ds
6.[2|:6X1( y aX2 ) i a'[z n

sekline doniistiiriliir. Benzer sekilde 2. sinir integralinde (3.50) ve (3.51) ifadeleri

g0z Oniine alinirsa, belli islemler yapildiginda,

[ @(@n B, j a_w(@ L8y j 8_@(@ B, j
x*\lant o )t adE lan oY) il oo 2)

oQ

O’ ( 09 09 oo (69 09
+v—| —n,+—n, |n,+(1-v) —n,——n, |n,
oX; \L on ot OX,0X, \ on ot

0’0 (09 o9 9| 0’0 , 0w , O , O,
+(1-v) —n,+—n, |n, ds=j— — N +— N, +v—N +v—n;
OX,0X, \ N ot on | OX; 0X, 0X; 0X;

O’o 29| 0’w RO R0 O’o
+2(1-v)———nyn, |ds— j —| —nn,-—nn,+v—nn,-v—npn,
OX,0X, s Ot | OX] 0X; 0X; 0X4
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RO o9 RO P o e 09
= B-L|:(1_V)W+VA(Dj| ads—(l—v) j |:6X15X2 (nz —n; )+(8—X12—%]n1n2} gds (353)

oQ

elde edilir. (3.53) ifadesindeki son integral, bir kapali egri lizerinde integral
oldugundan, Green formiilii uygulanirsa, egrinin baglangic ve son noktalari aym

oldugundan,

0*® o o 09
—(1- 2_n? e =4
( V)aji (n2 nl)+(axf axijnlnz} s

OX,0X,
(3.54)

0| o’ ’o o
= (1_V)6-!.28§|:6X16X2 (ng - nlz)+[a—)(lz—a—)(§]nln2:|ds

esitligi saglanir. Boylece elde edilen (3.52)-(3.54) ifadeleri (3.47) denkleminde
yazildiginda,

0 RO 09
—Da'!;Sa—n(AO))dS'F DL|:(1_V)W+VA(D:| adS"‘

(3.55)

0| o 0 o
D(l—V)J‘S‘a|:aX8X (ng—nf)+[an—a—X§Jnln2}dS=0

52



D| [(1—@2%"}%4 %dw D| {—Q(Am)+(1—v)2 o (n3—n?)

o ol on Ot | OX,0X,
(3.56)
2 2
+ 8_(;)_8_029 nn, [(9ds=0
OX; OX,
esitligi saglanmis olur. (3.56) ifadesinin her iki tarafi D (;t O) ile boliintirse ve,
o’w
Mo =vAo+(1-v)— (3.57)
on
Nm——i(Am)+(l—v)g o (n2—n)+ do O n,n (3.58)
an ol oxox, 2t ax? oox: )t '
olarak alinirsa,
J‘Mm@ds+‘[ Nw3ds =0 (3.59)
oQ an oQ

elde edilir. Burada, M® smirda uygulanmis momenti, No ise kayma kuvvetini

gostermektedir. Boylece, levhanin serbest sinir1 igin, (3.59) denkleminde, 3

fonksiyonunun H?(Q) uzayinda keyfi fonksiyon oldugu goz dniine alinirsa,

Mo=0, No=0 (3.60)

elde edilir. Biharmonik denklem i¢in bu kosullar disinda 6zel durumlara bagl olarak

uygulama ac¢isindan fiziksel anlamina gore farkli sinir kosulari verilir.
3.4. Levhanin Denge Denklemi I¢cin Simir Kosullarinin Fiziksel Yorumu

Biharmonik denklem i¢in sinir deger probleminin sinir kosullari, genel durumda
(3.39) seklinde verilir. Fiziksel duruma gore uygulama agisindan daha 6nemli olan

0zel kosullar asagidaki sekilde tanimlanabilir.

0x,x, diizleminde Q={x=(x,%,)| 0<x,<(,, ¢=12| bolgesini dolduran
dikdortgen levha ele alinsin. X; =0’da levhanin egilme sertlik katsayis1 B, burulma

53



sertlik katsayis1 C olan mil ile sert baglandig1 varsayilsin. Milin sertligi ve sinirda

baglanma yontemi goz Oniine alinmadan levhanin enerjisi,

[yl

1 2 ROYeRO) 0 )
W=- D<(A —-2(1- - dx,dx, , 3.61
2” {( o) =2 V)[axf o2 (axlﬁxzj H X%, (3.6

iy

milin egilme ve burulma enerjisi ise, sirasiyla,

1% (o ’
> ! B(a—xgj dx, , (3.62)
Ve,

ly 2 2
1 Jc 00| 4y, (3.63)
23 7 axox,

formiilleriyle hesaplanir. Levhanin, X, =0 kenarmin herhangi bir yontem ile sert

baglandiginda enerjisi,

1 2 0’m 0’ o )
W== D(A -2(1-v)D — dx.d
2 '([_([{ ( (»0) ( V) [axlg 6x§ (8X18X2j :l} Xl X2+

2 2 2 2 2 ly 2
+1J‘ B 5—02) +c| 2@ dx2+l of 22 +Bw’ p  dx,
29 OX; OX,0X, 29 OX,

x;=0

(3.64)

seklinde belirlenir. Burada, o ve P sirasiyla, levhalarin ortak siirin olan X, =0

kenarindaki mentesenin ve ortak sinirdaki dayanagin sertlik katsayisidir.
I((o):W—J‘J‘q(x)m(x)dxldx2 (3.65)

Levhanin potansiyel enerjisini tanimlayan I((o) fonksiyonelinin Gateaux tiirevi

hesaplanip sifira esitlenirse,
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81(0) =< 1(0+19)]

Oy 0 2 2
~ 9L p|(a(w+t8)) —2(1-v)| & (0+19) (0 +19)
dat (299 OX; OX5
2 2 ‘ 2 2 2 2
[0 (0+18) dxldx2+1 B 0 ((o-lz-tS) LC O* (0+19) ix,
OX,0X, 29 0X; OX,0X,
X, =0

%Ila(a(mt{%)] +B(m+t9)z} dx, _l llq(x)(oa+t8)dxldx2}

O ey

t=0

0

0y 0y 2 2 2 2 2 2
_ ”D 0 (a)42-t8)+6 ((o-lz-tS) 0 ‘?+a‘? _(1-v) a?a ((ngtS)
0 0X; 0X; OX;  OX, oX;  OX;

0° t9) 52 0° t3) o2 2l p? t9) 52
L9 )2 (009) 9 Vg, a2 (019) %
OX; X5 OX,0X, OX,0X, 5 OX,  OX,

2 2 la
o or18) % e, + awﬁw(mtg)g dx,
aXlaXZ axlaxz 0 aXl axl X,=0

—j Iq(x)deldxz}
00 t=0
T (0 o 0’9 %9 0’9 0’0 %0 6°9
= IID 2 v 02 7 T (1—V) 2 702 T Az Aul
% ox;  ox; )\ oxZ ox; OX; OX; OX] OX,

2 2 2 2 2
) oo 0°9 dx,dx, + J~ 8(089 C&co 0°9 dx,
OX,0X, OX,0X, | 0X; ox: OX,0X, OX,0X, |

T oo 09 i
J{ ——+Bo 8} dxz—jjq(x)deldxzzo
0 % =0 00

olur. Buradan ise,
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' 69 aZ 0 0°9( %0 o
- HD TV |t 2tV
5% O0X; ) OX3\ OX;  OX{

2 2 2 2
2(1-v) 2O 0w 68 dx,dx, + I am69+c Oo 09 dx, (3.66)
0X,0X, oX,0X, 10X, OX2 0% OX,0X, OX,0X, |

0

ly by

][“a—mﬁ Bw 9} dXZ—”q(x)deldxzzo
0 X, = 00

elde edilir. (3.66) ifadesindeki integralleri hesaplamak icin kismi integralleme

formiilii uygulandiginda (3.37) ifadesi elde edilir:
la 2 2 2 2 2
81=[1-|D a—°j+va—°j D0 %p a—(’jwa—"j +2iD(1—v) oo g
0 0X; oX; JoX, (ox, (0x; oX, OX, OX,0X,

2 2 2
& glo 1( aw]@ma_u@w 3} x,
X, =0

+7Bax2 COX, | XX, )X, OX, OX
6 2 2 2 1 2 1
laly 2 2 2 2 2 2
Jf 6_([)(6_6_}]9(6 2020020 @67
50l OX1 OX; OX, oX; \ OX; OX;
2 2 2
29 pa-v)-22 | gy dx, +| 2D(1-v)- L2~ 2 [gl2|lg
0X, OX,0X, 6x OX,0X, OX, |\ ©OX;

ol

2 2
000 o 0o @—ij(x){}dxldxzzo.
0

+B— —

ox3 ox, 0X,0X, OX,

0

Buradan da x, =0 kenarma karsilik gelen,
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lo  do)ds [ (o o
J. —|D| —+v —+| —D| —+v— |+
0 OX; ax ox, (ox, (0x; OX,

2 2 2
+2i(1—v)D 00 lg149 . Bl ®9- (3.68)
OX, OX,0X, OX, OX,
2
_icam @Jr Jo 0% +Bod dx,
OX,\ OX,0X, )OX, 8x ax o

1

. . 09 . .
integralinde, ardisik olarak — ve 9 i¢in katsayilar sifira esitlenerek, aranan sinir
Xl

kosullar1 genel durumda asagidaki gibi elde edilir:

om 0’® 0’ 0 RO
a—=D > tVv— |+ C ,
0X, 0X4 OX; ) OX,\  OX,0X,

2 2 2 2 2
O p[29,,02),5 9 1-y)p-22 - po-2L BLY
OX, OX,0X, ax 0X,

(3.69)

o ve P sayilart herhangi sabitlerdir. Bu sabitlerin farkli degerleri, farkli fiziksel
durumlara karsilik geldiginden bazi degerleri i¢in X, =0 noktasinda tanimlanan sinir

kosullar1 agagidaki sekilde 6zetlenebilir. X = (X,,X,) olmak {izere,
1. a =B =o. Sert kenetlenme sinir kosulu (Clamped boundary condition )

w(x):g—(r’:(x):o, X = (X, X,), (3.70)

2. a=C=0, P=o. Basit dayanak (mentese) sinir kosulu (Simply supported

boundary condition)

o o
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m(x)zzzT?:O, X = (X, X,), (3.72)

3. a =B =B=C=0. Serbest uglar sinir kosulu (Free boundary condition)

o’ 0o
D| —+v—|=0, x=(X;,X,), 3.73
(axlz Vaxgj ( 1 2) ( )
2 2 2
O p| o va? 429 (1-v)D OO o, x=(x,x,) (3.74)
ox, |\ ox? OX; oX, OX,0X,

Levhanin iki komsu sinirinda serbest uglar kosulu verildigi durumda levhanin kdse

noktasinda uyum kosulunun elde edilmesi gerekir. Bunun i¢in X, =0 ve X, =0

kenarlarindan sert gubuk yardimiyla baglanan dikdoértgen levhanin enerji ifadesinden

yararlanilabilir. X, =0 kenarimna ait parametreleri B,,C,,0,, B, ve X, =0 kenarina

ait parametreleri B,, C,, a,, B, ile gosterilerek, bu durumda levhanin enerjisi,

2 2 2 2
W=Wit> I o — +C1 O ad +a, i) +B, 0% dx,+
' ox? OX,0X, 0X,

x;=0
A 2 \? 2 2 2
lj B, 8_(;_) +C, oo +a, o0 +B,0° ¢ dx,,
2% 0X; OX,0X, oX,

X,=0

(3.75)

seklinde yazilabilir. Burada W :

. ; 2 A2 2 2
wzljjo (Ao) —2(1-v)| L20@ [ T0 | g 4, (3.76)
29% Ox? x5 axlax2

ifadesi ile belirlenmektedir. Yine I(®) fonksiyoneli tammlanip bu fonksiyonelin

(3.66) ifadesine benzer sekilde Gateaux tlirevinde X, =X, =0 noktasima karsilik

gelen bilesenler sifira esitlenirse,
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2 2 2 2
2(1—V)D o™ 8_86m88 88603 o0‘® 88_

1 Ay2 + 172 Y ™ ~
0X,0X, OX; OX, OX, = OX; OX,0X, OX,
(3.77)
P03 0 , 0o o 09
Toxfox, ax, Tk koK, ox,

elde edilir. Elde edilen son ifadede x,=x,=0 igin,S,@ ve o8 ifadelerinin

X, 0X,
katsayilari sifira esitlenirse,
2 2 2
21-v)p-22 2 glo, 0pglo_g
OX,0X, OX, ~0OX, OX, = OX;
(3.78)
2 2 2 2
B,9%c, 2° _o ¢, 92 ;B %% 9
0X, OX,0X, 0X,0X, 0X;
uyum  kosullar1 elde edilir. Bu kosullar 3, ﬁ, 0=1239, ﬁ, 0=12
oX,, OX,,
9, 68_3 ¢ =1,2 fonksiyonlarmin kendilerinin sifira esit olmadig1 durumda gegerlidir.
X
¢

98 =0,¢=12 sert kenetlenme durumuna karsilik gelen kosullardir. Eger
OX

¢

Cilinkii 9=

9=0 ise, (3.78) ifadesindeki birinci kosul ortadan kalkar. Eger
B(p = C(P =0, ¢=1,2 ise, tek bir uyum kosulu elde edilir:
2
2(1-v)D o _ (3.79)
0X,0X,

Sinir kosullar1 veya uyum kosullar elde edildigi zaman dis kuvvetlerin etkisi hi¢bir

yerde goz Oniline alinmadigindan yazilmis olan tiim kosullar tiirdes kosullar olur.

Eger dis kuvvetler goz oniine alinirsa, bu durumda kosullar tiirdes olmaz.
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4. DORDUNCU MERTEBEDEN DENKLEMLER ICIN UYUM KOSULLARI

4.1. Bir Boyutlu Halde Dérdiincii Mertebeden Diferansiyel Denklemler I¢in
Uyum Kosullar

Levhanin denge denkleminin bir boyutlu durumu ince milin denge denklemini ifade
eder [42]:

Bo" (x)=q(x),xe(0,0). (4.1)

Burada B =EJ sert egilme katsayisi, J milin kesitinin eylemsizlik momenti, q dis
kuvvetin yogunlugu, o egilme, ©' donme agisi, —Bw” egilme momenti olarak
adlandirilir. ¢ uzunluklu (sol ucu x =0, sag ucu ise x =( noktasinda) bir mil ele

alinsin. Milin elastik deformasyon enerjisi,

W:—_[(co")2 dx (4.2)

I(m):W—Im(x)q(x)dx (4.3)

fonksiyonelinin birinci mertebeden Gateaux tiirevine sifir de@erini veren (X)
fonksiyonunun bulunmasi problemine denktir [42]. 1lk olarak x-ekseni boyunca
[—3,0] ve [O,ﬁ] bolgelerini dolduran ve soldaki milin sertlik katsayis1 B™, sagdaki
milin sertlik katsayisi ise B olan iki milin olusturdugu sistem ele alinsin. Sistemin
q(x) kuvvetinin etkisi altinda oldugu varsayilarak, sistem bir biitin olarak

incelensin. (4.2) enerji fonksiyoneline gore sol ve sag millerin enerjileri, sirasiyla,
(4.4) seklindedir:
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w =5 T (o) dx, W= B—+j(w")2 dx. (4.4)
2 24

—¢
Bu durumda potansiyel enerjiyi gosteren I(w) fonksiyoneli,

I(co):W+W*—j[co(x)q(x)dx (4.5)

—¢
seklinde tanimlanir [42].

Milin egilmesi problemi i¢in X =0 noktasinda uyum kosullarini elde etmek amaciyla
(4.5) fonksiyoneline [%[m’]z +%c02] terimi  eklenerek miller sisteminin
x=0

potansiyel enerjisi, genel durumda,

I(oo) = % j). (co")2 dx +%j(w”)2 dx +(%[w']2 + %wzj . - j godx (4.6)

seklinde olur. Burada o>0 ve B>0 herhangi sabitlerdir. Bu fonksiyonelde

B

Emz (0) teriminin olmasi1 X =0 noktasinda oo(x) fonksiyonunun siirekliliginin

varsayimini zorunlu kilar.

ST =5lo(0)-w () 4

terimi ise, x =0 noktasinda ®'(x) fonksiyonunun siireksizligi durumunda anlamli

olur. (4.6) fonksiyonelinin Gateaux tiirevi hesaplanirsa,

-0 2

8l(w)= %[I (w+t8)]t:0 = %{87 I [((DHS)HT dx+B7+j:[(co+t8)”J dx

—£
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0 ¢ (
:{B- [ (" +19")9"dx +B* (o +19") 9"dx + (ot (o +19') 9’ +B(0+19)8) - | quX}
-0

- 0 t=0

X= X=

0 ( (
=B [ o' 9"dx+B* [0’ 9"dx +(0w' ') +(BwY) - [a9dx (4.8)
¢ 0 —(

elde edilir. Elde edilen son esitlikteki integrallere ardisik olarak iki kez kismi

él

integralleme yapilirsa,

0 L
51=8 (— [o"gdx+o"9 :} B’ (— [orgdx+o"y
—£ 0

rafo][¥]

x=0

¢
+Bod| - [a9dx
—t
(4.9)

=B j oV 9dx + B*j(DIVSdX = j. q 9dx+ B~ ((,)”S'_ 0)’"3)‘:
) 0 J

+B* (m"g'—mws})\g +a[o][9]]  +Bws],,
olur.

Birinci tiirev sifira esitlenirse ve 9 nin keyfiligi gz Oniline alinirsa, X =0

noktasinda,

{[Ba)”’] + [3(0} 9| + {—a[co’] + Bw"} 9’

o+ {oc [0']- Bco"} 9

=0 (4.10)

x=0 x=0 x=0

esitligi elde edilir.
9 fonksiyonunun keyfi olmasi kosulundan yararlanilirsa ve ardisik olarak 8’(0’)

ve 8'(0*), 8(0) ve 8'(0*), 8(0) ve 8’(0’) degerleri sifira esitlenirse,

fonksiyonu i¢in asagidaki uyum kosullari elde edilir:

[Bo"]|= —Bco|X:O , a[o']=Bw’

afo]=Be"| .. (4.11)

x=0" "'
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Son iki esitlik toplanarak ve c¢ikartilarak ve o fonksiyonunun x =0 noktasinda

stirekli oldugu goz oniine alinarak, genel halde, uyum kosullari,
[0]=0, a[w]=Be", [Bu"]=0, [Bo"]=—po (4.12)
seklinde elde edilir. Elde edilen ifadelerdeki negatif olmayan o ve [ sabitlerinin

aldig1 degerlere gore farkli mekanik anlamlart vardir.

Simdi ise o mentesenin sertlik katsayist ve B dayanagin sertlik katsayist olmak

tizere, (4.12) uyum kosullarinin miimkiin olabilen tiim 6zel durumlari gosterilsin.

1. a =f=0. Budurumda, o’ =w”(0_), ,

ol e =@ (0+) olmak iizere,

sag

[(o]:O, o =’ =0, [Bm”]zO. (4.13)

sol — ““sag

olur. =0 kosulu mentesenin ideal olmasi, B=0 kosulu ise Xx=0 birlesme

noktasinin altinda herhangi bir dayanagin olmadig1 anlamina gelir.

2. a.=sabit, p=0.Budurumda,
[0]=0, a[w]=Bo", [Bw"|=[Bw"]=0 (4.14)

olur. Bu kosullar X =0 noktasinda mentesenin sonlu sertlige sahip olmasi anlamina

gelir.

3. a=0o, B=0.Budurumda, aa=c kosulu ®' in X =0 noktasinda siirekliligini
gostermektedir. Bunun sonucu olarak (4.6) fonksiyonelinde o' e karsilik gelen terim

ortadan kalkar ve iki integral yerine [—€ ,f] araliginda tek bir integral yazilir. Uyum

kosullar ise, asagidaki sekle doniisiir:
[o]=[0']=[Bo"]=[Bw"]=0. (4.15)
Bu kosullar ise, millerin X =0 noktasinda mutlak sert olarak birlestigini, yani tek bir

mil olusturdugunu gosterir.
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4. oo.=0, PB=sabit.Budurumda, (4.12) uyum kosullar1 asagidaki sekle doniistir:

[0]=0, o}, =, =0, [Bo"]=—po. (4.16)

sol — “sag

[k ii¢ kosul birlesme noktasinda ideal mentese olmasini, dordiincii kosul ise X =0

noktasinda sert dayanagin varligini ifade etmektedir.

5. a.=sabit, B =sabit. Bu durumda,
[0]=0, a[0]=Bo", [Bn"|=0, [Ba"|=-po (4.17)

olur. Burada ilk ii¢ kosul sonlu sertligi olan mentesenin, dordiincii kosul ise, esnek

dayanagin varligin1 gostermektedir.

6. a =0, P=sabit.
[m]:[m’]:[Bm"]zo, [Bm"']:—Bw. (4.18)

Burada ise, ilk li¢ kosul millerin sert birlesimini, yani tek mil olusturdugunu,

dordiincii kosul ise, esnek dayanagin varligini gostermektedir.
7.a=0, B=w.

Oy = O, =0 =, =0 (4.19)

sol sol = Msag

Burada, birinci ve iiglincii kosullar X =0 noktasinda sol mil, ikinci ve dordiincii
kosullar ise, sag mil i¢in mentesenin olmasi demektir. Bu durum sol ve sag milin

arasinda higbir baglantinin olmamasini, yani farkli iki mil olmasim gostermektedir.

8. a=sabit, B=o0.Budurumda,
=, =0, oc[(o’] =Bow’, [Bco"] =0. (4.20)

olur. Bu ise, birlesme noktasinda sonlu sertlik katsayisina sahip mentesenin varligini

ve bu noktanin mutlak sert dayanak {izerinde olmasini ifade etmektedir.
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=0, =0, [0]=[Bw"]=0 (4.21)

kosullar1 millerin X =0 noktasinda mutlak sert dayanak iizerinde oldugunu

gostermektedir.
4.2. Biharmonik Diferansiyel Denklem I¢in Uyum Kosullari

Esnek tiirdes levhanin denge denklemi (3.25) seklinde verilir [42].

Sekil 4.1. Levhalar sistemi

Q, ={X=(x1,x2)| -(,£x,<0, 0<x, Sﬁz},ﬁz ={X=(X1,X2)|0SX1 </(, 0<x, Sﬁz}
olmak iizere, Q=0 UQ, = {x = (xl,xz)‘ —(,<x, <0, 0<x,< 62} dikdortgen
bolgesini dolduran farkli 6zellikli iki levhanin x, = 0°da egilme sertlik katsayis1 B*,

burulma sertlik katsayis1 C* olan mil ile sert baglandig1 varsayilsin. Olusan sistemin

egilmesi problemi incelendigi durumda E_Zl ve f_lz bolgelerindeki levhalar i¢in sertlik

+

katsayis1 ve Poisson sabiti sirasiyla, D™, v- ve D", v' alisin. Sistemi olusturan
levhalarin bu sinirda birlikte hareket etmesini saglamak amaci ile X, =0 ortak
smirinda uyum kosullarinin verilmesi gerekmektedir. Milin sertligi ve smirda

baglanma yontemi goz oniine alinmadan levhanin enerjisi,

65



Ll

1 2 0’w 0°w 0’®
W=- D" {(A -2(1-v* — dx.d
2{!! {( o) ~2(1-v ){8@2 ox2 8x16xj} R

(4.22)
(3 0 2 2 2
+J JD‘ {(Am)z—Z(l—v_){Z 0; Z 02)— oo }}dxldx2
0., X, OX; OX,0X,
milin egilme ve burulma enerjisi ise, sirasiyla,
l, 2 2 Ly 2 2
ljBf[a—"jJ dx,, ljci[ oo j dx, (4.23)
29 0X, 29 OX,0X,

seklinde tanimlanir [42]. Farkli 6zellikli iki levhan1 X; =0 simirindaki noktalarinda

herhangi bir yontem ile sert baglandiginda olusan levhalar sisteminin enerjisi,

7

1 2 0’0 0°w BR0)
W==1||D"{(A —2(1-v* — dx.d
2!! {( @) ~2(1-v )[axf ox2 axlaxj} He

1% 0’® y 0°® ?
+E-[ B+[8x2j +C+(6x oX j ax;
0 2 1 2

X,=0

(4.24)

l,

e 0’w 0°w R0
D {(Ao) —2(1-v" - dx,d
+-([-[ {( o) ~2(1-v ){6xf X2 OX,0X, }} e

1% () o ) RGN
+—.[ B|—|+C dx2+—j o ~ | +po’ dx,
29 0X; 0X,0X, 29 0X;
X;=0

seklinde belirlenir. Burada, @ levhanin egilme fonksiyonu, D ise sistemi olusturan

X;=0

levhalarin silindirik sertlik katsayisi, q ise levhalar sistemini etkileyen dis kuvvettir.
Ayrica, o levhalar1 birbirine baglayan mentesenin, [ ise mentesenin altinda

olabilecek dayanagin sertlik katsayisidir.

(3.25) esnek tiirdes levhanin denge denkleminin m(X) ¢Oziimiinliin bulunmast

problemi, levhanin potansiyel enerjisini tanimlayan,
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1(0)=W- [ [q(x)odxdx, (4.25)

0-6;

fonksiyonelinin Gateaux tiirevine sifir degerini veren ®(x) fonksiyonunun

bulunmasi problemine denktir [42]. Bunun i¢in Once (4.22) ifadesindeki |((D)

fonksiyonelinin Gateaux tiirevi hesaplanip sifira esitlensin.

51(0) = %[I(mﬂ&))]

t=0

{HD{ (0+19)) —z(l_w){az(m”g)82(‘”“8)—az(m”g)ﬂdxldm

ox? ox? OX,0X,
‘ 2 2 2 2
: 0 td 0 t3
Ll (MJ Lo (M] ix,
2 0X; OX,0X, .

2 2 2
£ (A(mts))z—z(l—v)[a (w+2t9)a (mttS)_@ (m&})} dxdx,
) 0X; 0X, OX,0X,

I 2 2 2 2
+EI 5[ ¢ ((0+2t8) ol (0+19) ix,
2 0X; OX,0X,
X;=0

L 1=

+%T a[LGZ(;O#}_‘[S)J +B(C‘)+t8 :I} ]ZTq o)dxldx2

00
X =0 t=0

1% | (*(0+t3) 0 (0+t9))( 8?9 829
E”D {ZL (8x2 )+ (8x2 )](axz +6x2J
00 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
iy ){a ?a (mtt8)+8 (034;‘[8)6 i}_za (0+19) %9 }}dx o
0X; 0X, 0X; 0X, 0X,0X, OX,0X,
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2 2
e (0+1t3) 0 9.,

L (0+t8) %9 |

2 2
OX;  OX,

+

0? (0) + tS) 0? (co + tS)

OX,0X,

OX,0X,

0’9 0°9
+

oX?

ox5

5?9 0° (0 +19) s 0% (0+1t9) 5°9

I

ox?

ox5

o’ (0+t9) 0%9

_2(1_V_){axf oX5

ox?

oX5

OX,0X,

OX,0X

l, 2 2 2 2
+3J{ZB‘ 0 (oo-lz-tS)a 8 ac o’ (0+1t9) 0°9 } o,
29 o0X;,  0X, OX,0X, OX,0X, P
1%, 9(0+t3) 89 24
+E.(|)‘|:2(Xa—)(la—xl+2B(0)+t8 j|x . —.([[1q(X)8dX dX2
1‘ t=0

trty

0’9 0°9

P

(222

68820) o°m 0°9

>+
OX; OX

)

o0 0°9

OX; OX2 ax OX> - OX,0X, OX,0X
2 2 2 2 2 (0 2 2 2
+J-Bacoal9+c+ OCw 09 dx, + J oo 6023 8.29+69
5 OX5 0x5 OX10X, OX1OX, || 0., oxZ  ox: )l ox?  ox
L2900 0d’s | o %9 |
~(1-v St — dx,dx,
OX; OX; OX; OX;  OX;0X, OX0X, |
t 2 2 2 2 G
+j{3-a°ja‘? 0o 09 } dx, + | aa—‘”@wmg} dx,
0 OX; OX, OX,0X, OX,0X, yooo o OX, OX rico
02 Cl
—I J.q(x)deldx2
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[P0 d*9 %028 00’ e’ %9 0w
= IID 2 202 T 202 202 T a0 Az T Az AuZ  AvZ AuZ
% OX; OX; OX; OX; OX; OX; OX, OX; OX; OX,

O’0 0°9 oo 0°9 L0800, 0w d’S
-5 *t2 TV StV
OX; OX;  OX,0X, OX,0X, OX; OX; OX; OX,

2 2 t, 2 2 2 2
gy T 09 }dxldx2+j[B+am69+c+ oo 68} dx,
0

OX,0X, OX,0X, OX2 x5 OX,0X, OX,0X,

+T T o [F0ds F0d’s Fods oy %9
X2 Ox2  OxZ oxZ  OXZ OX;  OX5 OXi  OX; 0%

O’w 0°9 O’w  0°9 _ 0’800 0w d’s
T2 vz T TV 2 22 TV 2 Ay2
OX; OX;  OX,0X, OX,0X, OX; OX, OX; OX;

Ly

2 2 2 2 2 2
-2V~ oo dxldx2+I B’aoz)a'?+C’ A
OX,0X, OX,0X, 5 OX; OXj OX,0X, OX,0X,

dx,

b 4

—j Jq(x)deldxz

byl 2 2 2 2 2 2 2 2
= [Jor a? 5023+V+5023 +a? a(fw*a"j +2(1-v") 0o 9 |4 dx,
0 OX; \ OX] OX; ) OX; |\ OX5 OXy OX,0X, OX,0X,

ly 2 2 2 2
5 OX; OX, OX,0X, OX,0X, || _
(0 2 2 2 2 2 2
+_|._|.D{a ?[a?+va?j+a§(aoj+va?j (4.26)
0% OX; \ OX] OX; ) 0OX5 | OX; OX;
2 2 ly 2 2 2 2
+2(1—v‘) 0o 09 dxldx2+j B‘a?a?+C‘ 0o 0% dx,
OX,0X, OX,0X, 0 OX; OX5 OX,0X, OX,0X, ||

ly 4y

.
ﬂ %%ﬂi 3} 10dx — [ [a(x)98dx,dx, =0
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Kolaylik i¢in elde edilen ifadedeki integraller ayri-ayr1 hesaplansin. Bu durumda ilk
integral asagidaki sekilde olacaktir:

bty

- ffe

00

) 2 2 h g 2 2
:j D*(a?+v*a(’;]89 _Iﬁi D*[a—oj+v 0w 2} dx, pdx,
0 0X; OX; ) OX, ‘0 5 OX, OX, OX; 0X,

azg(azm . %

+v dx,d
ox? | ox? 8XJ e

dx,
0 0
(4.27)
Ll A2 2
82{ *(a"j v+l ﬂdedxz
50 OX5 OX; X
I, integraline benzer olan diger bir integral benzer islemler sonucunda
£ 0 2 2
[ fo ”[a v e Zjdxdxz
0-1, X OX;
" Gol (. )]
=] > dx, + [ | D7| S3+v 2 | [8] dx, (4.28)
X5 1‘ 5 OX, 0X; 0X;
0 0

seklinde elde edilir. ikinci integral asagidaki sekilde belirlenir:

|2

ox5 | ox2 ox?

00

(0, 2
—I o as[aw+ am]dxdx
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4 2 2 L, 2 2
:J‘ D* a(’;+v*a(’; 68| —.[88 2 D* 602)+v oo dx, rdx;
OX5 0X4 axz‘ 5 OX, OX, 0X; ox?
0

‘(0 L o) osl %09 o[ (0 .0
oL | e L [ Saea| P
0

oX5 OX?

£

0 2 2 2 0y 2 2
_ ;D+(60;+V+av;]68| dxl_Jﬁ{D(a_cgm_cgﬂg )
0 0X; OX; ) OX, ‘0 5 OX, OX; 0X4 .
(4.29)
40, 2 2 2
+[[s o {D*[a 9 Ojﬂdxzdxl.
0o OX5 0X; 0X4
I, integraline benzer olan diger bir integral de,
- o o) o9l 0 o2 S RE
IZ:JD( StV ZJ dx, — | — ( v ZJS dx,
_[1 0X; X4 ) ‘O N2 OX 0X; .
(4.30)
+J.J.8 5 (am \2 60)} dx,dx,
S0 0% ox: ox?
seklinde bulunur. Ugiincii integral asagidaki sekilde elde edilir:
lyly 2
0°9
,=2 D+ + dx,d
” 8x ax oxox, 7
ly 2 40
=2{[D*(1-v") oo @ —”—[U v') Go }ﬁdxzdxl
0 OX,0X, OX, |, OX,0X, |0X,
l 2 f2 ¢, 2 b
l,=2{[ D" (1-v") oo 0% dxl—ji D" (1-v") To gl g,
0 OX,0X, 0%, |, 5 OX, OX,0X,
(4.31)




I, integraline benzer olan diger bir integral de,

. 0 .\ e 09"
|32“1D (1-v )6X16X28—)(10 dx

(4.32)

0 ¢l 2 2
+j.[ 0 [D (l—v)éflgj(jE}dxzdxl}

0 OX,0X,

seklinde olur. Dordiincii integral asagidaki sekilde bulunur:

2 2
I_IB+8a)88 0o 09|

ly 2
Y i, = 03 0 B* a0 dx,
OX5 OX 6x ax

< OX, OX, | OX;

(4.33)

2 b 2
_g 7O —8[5+a°§j3
0X, axz‘o 0X, 0X,

|, integraline benzer olan diger bir integral de,

2
0 B 0 c;) 9
oX, 0X,
seklindedir. Besinci integral asagidaki sekilde elde edilir:

ly 2
O |cr 0@ 18 g  (435)
OX,0X, ) OX,

2 1, oo 2
n a—(B*a ]dez.

ox> oX>

0

ly

4 2
OX; OX, |,

2 ta
~ B,@(D 09

2 2
[ (B 22 |gax, (4.34)
6x OX>

0

ly 2 2
o= for 2290 gy, - -|
OX,0X, OX,0X, OX,0X, 6x1‘0 5 OX,

0

|, integraline benzer olan diger bir integral de,

l,=C

[ (c- oo )5‘% (4.36)

OX,0X, axl‘o 5 OX, OX,0X, ) OX

seklinde belirlenir. Altinci integral asagidaki sekilde olur:

f{ua—m@ B(DS:| dx,. (4.37)

X, =0

OX, OX
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Son olarak yedinci integral de,
1=~ [a(x)9dxdx, (4.38)

seklinde olur. Ayri ayr1 hesaplanan |, — I, integralleri | integralinde yerine yazilirsa,
asagidaki ifade bulunur:

I_ID+[6X *aTJ— _Iﬁx{ ( Z—mﬂg

(ol A2 2 2 a 2 2
+”82 D* 8023+V+802) deldx2+_[D* a?+v*8(§ i dx,
0X; OX; OX, 5 OX; OX; ) OX, ‘O

00

4 2 2
—J' 0 {D*(a 02)+v+8 OZJHS
5 OX, 0X, OX;

4 o0 09"
+2{J.D+(1V+) ® 9
0

f2 60

2 2 2
dx1+”8 0 { [8 02)+v*aojﬂdxldx2
OX> 0X; 0X;

0

él
0 X2

0 | A
L U Vo

OX,0X, OX, |,

10y 82 . . 820)
+[] X, {D (1-v )6x16x2 }dezdxl}

00

ty

2 (e 0 09|
+|—| B"—5 [9dx,+C" —
< OX5 oX2 OX,0X, OX, |,

l, 2
+B L SECH Y- RTS
0X; 8x2‘0 0X, 0X,

0

2 2 0
—j o dx +ID 8cg+v,8c;) 88| dx,
oX, 6x 10X, 6x 0X; 0X; ) OX,

0 loly ~2 2 2
dxz—'”a—2 D~ 8_0;4_\/,8_(;) 9dx,dx,
50 OX5 OX; OX5

_jax[ (ax V?T?HS(
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0 2 2 t2 0 2 2 f
+J-D_[802)+v_802)j 09 dxl—I 0 {D"(a?Jrv‘a?HS dx,
= 0X; OX; ) OX, ‘0 =, 0%, 0X; 0X; .
0% 2 o 0o
+ I IS_Z D_ —2+ v ~ 2 dXZXm
%0 OX, 0X, OX;
0 P 09| %0 2o ][
+2 I D’(l—v’) — 1—[—{D(l—v) }9 dx,
4 OX,0X, OX, |, 5 OX, OX,0X, .

0 0y 2 2
+_J'J' 0 {D‘ (1—\/")82—80;2}8dx2dx1}

(y la

2 t2 2
e 08|° 8 {B-a"jjg
0X; axz‘o oX, ()&

Ly A2 2 2
+Ia—2 B‘a—(’; 9dx, +C~ 0w @
5 OX5 OX5 0X,0X, OX,

0 0

054

dx, — [ [q(x)9dx,dx, =0.
X;=0 0-6,

ly 2 l,
—_[ 0 C 0w ﬁdx2+.[ aa—m@+ﬁm8
5 OX, OX,0X, ) OX, 0X, 0X,

0

Yani ifadeler diizenlendiginde | integrali asagidaki sekilde olur:

£y 2 2 2 2
= HG_LJ@} MG_LJ@} &,
5 0X; OX; ) OX, it 0X; OX; ) OX, 0"
"2 2 2 2 2
g i(D(a_a_Dg iua_a_jjg i,
o || 0%, 0X; OX5 et 0X, 0X4 OX5 o

ly A2 2 2
jaz D* a‘;’w*a“j 9dx,dx,
5 OX5 oX4 0X,
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B 2 ty 2
o Do 8] f o (o P o8|
| OX0X, OX, o 0 OX, OX,0X, ) OX, o

ly 2 2 2 2
[l [ 22 ZolB ) p[Te, 20lB ] g,
0 OX; OX; )OX, | OX; OX5 6x -
X, = X;=0
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ol 2 2 2 2
+J 0 D~ 8(;)+V_802) N) - —6 D™ _é’c;)+v__8(o 9 dx,
o || 0%, 0X; 0X; 0X, OX5 ox? i
Xo=(, X,=0

i \ o 09 . \ Yo 09
_2{ j {D (1-v >8x16x2 5_X1L_e2 {D (1-v )axlaxz a—)(llzo}dxl

i 2 2 G A2 2
el o e l2ls| 4[| L2s| ax,
| OX, 0X; - oX, 0X; o O 0X; 0X; o

i 2 2 0 2
c o 0% o oo 0% _.[ 0 c oo |09 dx,
| OX0X, OX, - OX,0X, OX, s OX, OX 0%, JOXy |

+
0
S 88 b
j dx, - [ [q(x)9dx,dx, =0 (4.39)
0 X, =0 0-(,

Levhalarin X, =0 ortak sinirinda uyum kosullarini elde etmek i¢in dnce bu kenara

karsilik gelen terimler yazilsin:
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l 2 2 2 2
[ o [Zo, oo, oy (o, o)
0 0X; OX; )OX, 0OX, 0X; 0X;

2 2 2 2
22 pr(1-v) 22 g+ L[ pr 22 - L 22 |9
oX, OX,0X, 0X, 0X; oX, OX,0X, ) OX,

2 2 2 2
Jo(To, g0l o[y (do, o)
oX; OX; ) OX, 0X, 0X; 0X,
2 2 2 2
20 o (1-v )22 g4 T [ g L2 g O 22 |2
OX, OX,0X, 0X; 0X; 0X, OX,0X, ) OX; o
+{aa—®@+ﬁw8} }dx2
OX, 0X,
X, =0
Elde edilen ifadeyi basit sekilde yazmak icin,
2 2
M; (x)=-D*| 224y 00
OX; 0X; o
2 2
M; (x)=-D | 22422
OX; Xz ), o

x,=0"

i 2 2 i 2
Q; () =2 0| 224y 2212 L D (1-v )22
OX; | 0X; OX5 0X, OX,0X,

fonksiyonlar1 tanimlanirsa,
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X;=0

(4.40)

(4.42)

(4.42)

(4.43)

(4.44)



2 2 2
(9 + B2y - e 0|
=0 0OX, Xy ) | o 0% OX0Xy ) OXy| .
(4.45)
2 2 2
L gy o[ o 29|
0X; Xy ) |, o 0% OX0X, ) OXy|
o 2| ) o8| o +B0Y)  bdx, +...
0X, - 0X, oo 0X, . 0X, . =
elde edilir. Yukaridaki integralde sirasiyla 9, @ ,@ ifadelerinin
Xy, o OXi|, o
katsayilari sifira esitlenirse,
o° o) 0 o’
-Q; +Q, + B* + B +Po=0 4.46
Ql Ql 8)(5 ( axg j axg ( 8X§ B ( )
olur. Yani,
. i AN c
-Q; +Q; (—Bm——{(B +B )_ZD (4.47)
XZ XZ
X;=0
2
(VR [ SCIC  PH [CH (4.48)
oX, OX,0X, 0X, yio0
ifadesinden,
2
P R VAN R (4.49)
0X, 3io0 oX, OX,0X, o

elde edilir. Son olarak,
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2
M, -2 [c- 0o J—o{a—"’} ~0 (4.50)
OX, OX,0X, oX, 3io0

ifadesinden de,

2
0{8_03} {—Ml— o [c oo D (4.51)
Xy |, OX, O0X,0X, o

bulunur. Elde edilen bu ifadelerden,

+ - 82 + - 62
Q; +Q; :(_Bw_y{(B +B )a_x(g:D )

2

X;=0

(4.52)

x,=0"

X=0"

yazilabilir. Son iki ifade yerine onlarin yarim toplam ve farklar1 yazilirsa, uyum

kosullar1 daha fazla simetrik olarak goziikecektir. (4.49) ve (4.51) ifadelerinden,

2
N o2 o
0X, 4o 2 1= x=0"/  0X, 0X,0X,

Nt
X, =0

(4.53)

2
L0 (c- 0% ]
0" oX, OX,0X,

X;=0"
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2 2
(M:-m;) =2 (c* oo } + 2 [c oo j (4.54)
x=0  OX, OX,0X, - 0X, OX,0X, s
elde edilir. w’nin x; = 0’daki siireksizligi de eklenirse, [w] = 0 olur. O halde,
x; = 0’daki uyum kosullar1 asagidaki sekilde elde edilir:
2 2 2 2
a L) :l D" 6_02)+V+6_c0 +D” 8_0;+V,6_02)
oX, | 2 OX; X5 ) o OX; X5 ) o
(4.55)
0 . O’ 0 _ d’w
+ - C
OX, OX,0X, (0" oX, 0X,0Xy ) o
2 2 2 2
D" a—(;)+v+6—02) -D 8_02)+V_6_02)
0X; 0X; o 0X; ()& s
(4.56)
R P . o (. oo
oX, OX0X, ) o OX, 0X,0%, ).
2 2 2
9 D" 6_02) +8_c;) +2i D*(l— +) 0o
0X, OX; 0X; oX, OX,0%, | )
2 2 2
Ao 22 222D D (1-v )22 (4.57)
0X, 0X4 0X; oX, 0X,0%, | )

(4.55)-(4.57) uyum kosullarindan yararlanilarak sabitlerin bazi degerlerine karsilik
gelen, fiziksel olarak yorumlanabilen ve literatiirde en ¢ok incelenen 6zel durumlar

asagidaki gibi yazilabilir:

1) a=00, B=B*=C" =0. Bu durumda,
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[0] =0, {587@} =(M; -M;)=Q; +Q; =0 (4.58)
2 2

(Q+Q) = (Bm%(B* +B)ZTC§_’) (4.59)
2 2 /x,=0

olur. ao=o kosulu mentesenin hareketsiz olmasi, =0 kosulu ise x,=0

noktalarinda dayanagin olmamasi anlamina gelir. Bu kosullara goére levhalar bir-
birine kaynak edilmis durumda mutlak sert olarak birlestirilmistir, yani tek bir levha

olusturulmustur.

2) a=p=0, B'=B =B, C'=C =C. Bu durumda, levhalar arasindaki uyum

kosullari,

0 0’
=(M/-M; )+—| C =0 4.60
[] ( ! l) 6x2( axlaleo (4.60)

seklinde olur. a =0 kosulu mentesenin ideal olmasi, =0 kosulu ise levhalarin

ortak sinirinda dayanagin olmamasi anlamina gelir.

3) a=0w, =0, B"=B =B, C"=C =C. Budurumda,

om 0 o’w o° o’w
o|l=|—1=0, (M; -M; )=2—| C , Q7 -Q,)=2—|B—-| (461
L] {6xj (M; -M,) axz[ axlaxzj (&-@) 6x§( é‘xgj( )
olur. ao=o kosulu mentesenin hareketsiz olmasi, f=0 kosulu ise X, =0

noktalarinda dayanagin olmamasi anlamina gelir. Bu kosullara gore levhalar tek bir

levha gibi davranmaktadir.

4) o=p=C"=C =0, B'=B =B. Bu durumda, levhalar arasindaki uyum

kosullari,

[0]=0, (M; =M; )=0, (M} +M,)=0, (QI—Q;):2%[BZTOZJ (4.62)
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seklinde olur. Burada a =0 kosulu mentesenin ideal olmasi, B=0 kosulu ise

levhalarin ortak sinirinda dayanagin olmamasi anlamina gelir.
5 a=ow, p=C"=C =0, B" =B =B. Bu durumda, uyum kosullari,

[0]=0, {j—‘”}:o, (M; =M, ) =0, (Q; —Q;)=26—2£B82—®j (4.63)

2 2
X, oX; \ 0OX;

seklindedir. a=o kosulu mentesenin hareketsiz olmasi, B=0 kosulu ise X, =0

noktalarinda dayanagin olmamasi anlamina gelir.
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5. SONLU FARKLAR
5.1. Genel Kavramlar

Diferansiyel veya kismi tirevli diferansiyel denklemler ig¢in siir deger
problemlerinin yaklasik yontemlerle ¢oziimii, verilen probleme karsilik gelen lineer
cebirsel denklem sisteminin ¢éziimii problemine doniisiir. Bu lineer cebirsel denklem
sistemi genel olarak diferansiyel denklemdeki tiirevlerin yaklasik ifadelerinin
yerlerine yazilmasi sonucunda elde edilir. Diferansiyel operatorlerin yerine sonlu

fark ifadeleri yazilarak elde edilen sisteme sonlu fark denklemi denir. Basitlik igin

[a,b] araliginda tanimli y(x) fonksiyonunun tiirevlerinin yaklasik ifadelerini (fark

operatorlerini) elde etmek i¢in bu aralikta sonlu sayida noktalardan olusan kafes

(sebeke) tanimlanir [70].

Tanim 5.1.1.

Wh:{xi|xi+l:xi+hi, X, =a, X,=b, i:1,n—1}, h,=b-a (5.1)

n

seklinde tanimlanan W kafesine esit adimli olmayan kafes denir.

Tanim 5.1.2. Eger h, = h =sabit durumunda,

Wh:{xi|xm:xi+h, X,=a, X,=b, i=1n-1, h:;} (5.2)

) n-1
seklinde tanimlanan kafeslere esit adimli kafes denir.

[a,b] arahginda tammli y(x) fonksiyonunun x;ew,, i=1n noktalarida

Yi=Yy(X), i= 1n, degerlerinden yararlanarak,
AY; =YY (5.3)
VYi=Yi—Yia (5.4)
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1 1
dY; :E(Ayi +vyi):§(yi+l_yi—l) (5.5)

farklar1 tanimlanabilir.

Tanim 5.1.3. (5.3) ve (5.4) seklinde tanimlanan Ay, ve VY, degerlerine sirastyla ileri

ve geri sonlu farklar, (5.5) seklinde tanimlanan, ileri ve geri sonlu farklarin aritmetik

otalamasi olan Y, ifadesine ise merkezi sonlu fark denir.

(5.3)-(5.5) ifadeleri 1. dereceden sonlu fark ifadeleridir.

Benzer sekilde ikinci dereceden sonlu farklar da asagidaki gibi tanimlanir:

APY = A(AY) = A(Yia = Yi) = Vi~ Yia—Yia +Yi = Yo~ 2Yia H Vi (5.6)
AVY) =AY —Yia) =Yia =Y =Y +Yia = Vi —2Yi + Vi, (5.7)
V(AY) =V (Yia=Yi) =Yia=Yi =Y +Yi1 =Yia —2Yi +Yis, (5.8)
VA =V(VY) =V —Yia) =Y Y Yia t Yo =Y~ 2V Y (5.9)

ikinci dereceden sonlu farklar son ifadelerinden,
Vi, = V(Vy)=A(Vy)= A%y, (5.10)
esitliginin saglandigi goriiliir.

Her hangi her mertebeden siirekli diferansiyellenebilir y(X) fonksiyonunun X,

noktast civarinda Taylor serisine agilimindan yararlanilarak, birinci mertebeden

yaklasik tlirevler i¢in esit adiml1 kafeste sonlu fark ifadeleri,

dy Yia —Yi Ay,
2| ~y =21 Ji, o(h)==2L+0(h), 5.11
[deXi yX'I h ’ ( ) h i ( ) ( )
dy y'_y‘—l Vy'
2| ~y =2 L, 0(h)=—2+0¢(h), 5.12
[dxjxi Y h (h) h (h) 612
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du) Y-V dy,
[d_x) y, =2 0(h?) =2+ 0(h?) (5.13)

ve esit adimli olmayan kafeste sonlu fark ifadeleri,

dy Yia7Yi | Ay;

d) Ly YuYi om)=Yiiom), 5.14
[dj v, =22 0(n)= i vo(n) (514
dy y'_y'—1 vY'

2|~y =2i_ Jia,0(h Y=-2i+0(h ), 5.15
(&), v 520t < (s ofny 619
dy 1[1 11 1

| e 11, (1 L), Ly L afrh 5.16
(dexi yx'i Z{hi Vi (hi hi—JyI hi-1y|_1+ (I+ I_l) (519

seklinde yazilabilir. Elde edilen (5.11) ve (5.14) ifadeleri X; noktasinda ileri tiirevin,

(5.12) ve (5.15) ifadeleri geri tiirevin, (5.8) ve (5.11) ifadeleri ise merkezi tiirevin

ifadeleridir.

Benzer sekilde, 2. mertebeden tiirev i¢in sonlu fark ifadesi esit adiml kafeste,

d? i1~ 2Yi Yiy 2\ _ AV 2)_ V(A 2
( dTyj Yy = Y1 T2 s o (7)Ao 1) VD o) 547)

ve esit adimli olmayan kafeste,

d2y] 1 [ 1 1 J 1 s

— | “Yi=5Yiu | =5+ y+ Y +O(h°+h,_ (5.18)
(dxz X; hi2 ' hi2 hihi hihi; ' ( 1)

seklinde elde edilir.

Benzer sekilde, Y(X,,X,) iki degiskenli fonksiyonu i¢in (X,,X,’) noktasinda esit

adimli olmayan kafeste kismi tiirevlerin sonlu fark ifadeleri yazilabilir.

Yi = y(x1‘ ) ij) olmak tizere, birinci mertebeden kismi tiirevlerin sonlu fark ifadeleri,
Yij —VYiqj Yisj —Yij Yij —VYij1 Yij ~Yij

yX1=T’ Yy, = yxzzh—z, yx2=h—2 (5.19)
i



ikinci mertebeden kismi tiirevlerin sonlu fark ifadeleri,

1 1,1 1
yilx1 - h__zyi+1j - h2 h h yl] h.h ] yl—l]
i itz

y _iy — i+# y : P
X% hiz_1 Y hiz_l hiflhifz I_lj hl lh|2 -

(5.20)
L EESNET VRV
)/xlxl - hth y|+21 hth h|2 y|+1j h|2 yl]
Yijar —2Yij +VYija Yii —2Yija +VYij-2 Yiirz = 2Yiji1 +VYij
yizxz - 2 ! yiziz - 2 ! XoXp — 2
h2 h h2
ikinci mertebeden karisik tiirevlerin sonlu fark ifadeleri,
~ Yij — Yiaja 7 Yij T Yiaj ~Yiaj=Yij Yiajp Vi
yilx2 - ’ X Xy T '
hih, hih,
(5.21)
~Yii 7 Yia —Yija T Yiaga ~VYiaja 7 Yija = Yiaj TYij
yxlyz = ! X X, T
hih, hih,
ve son olarak dordiincii mertebeden kismi tiirevlerin sonlu fark ifadeleri,
Ve 1 y 1 1 1 l y
W h|2+1h2 s h?hl -1 h|2+1hz h|+1h3 h:l i
2 1 1 1 1
+[ 3. T v2p2 T s 3 _4] Yij (5.22)
hihiy hihiy  hihiy h|+1h hi
[ 1,1 1 1 Jy S
- i T 2 Yi-2j
hizhiz—l hih?—l hihiz—lhi—Z h?hi—l - hihiz—lhi—Z -
Viioo =AY +6Y. —4y.  + Y
yizxzizxz _Jijr2 ij+l h4l] ij-1 ij-2 (5'23)
2
seklinde elde edilir.
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5.2. Bir Boyutlu Miller Sisteminin Denge Denkleminin Sonlu Fark Yaklasim

Ox- ekseni tizerinde [—¢,0] ve [0, £] araliklarin1 dolduran miller sistemi ele alinsin.
Birinci milin sertlik katsayis1 B™, ikinci milin sertlik katsayisi ise B* olsun. Bu
millerin olusturdugu sistemin q(X) kuvvetinin etkisi altinda oldugu varsayilsin.
Milin denge denkleminin (4.1) oldugu gbz Oniine alinirsa [42], birinci mil igin
B=B", ikinci mil i¢in ise B=B" alinmasi gerekir. X =0 noktasinda (millerin
birlestigi noktada) milin w(x) egilme fonksiyonunun (4.12) uyum Kkosullarini
sagladig1 varsayilsin. Amag, bu kosullarin kafeste sonlu fark yaklasimlarini elde

etmektir. Bunun igin [—#,¢] araliginda esit adimhi W ={x; =ih:i=0,£1,%2,...,+N}

kafesi tanimlansin ve,

B ° 2 B ¢ 2 oy 2 P p
I(w)=—_[(co") dX+—I(co") dX+(—[w’] +—w2j —~ I qodx (5.24)
2 _[ 2 5 2 2 x=0
enerji fonksiyonelinin yaklagimi elde edilsin. w = {Xi (1=0,%1, i2,...,i(N —1)} ile
W kafesinin i¢ noktalari, W, = {Xi i=-1, —2,...,—(N —1)} ile [—8,0] araligindaki

i¢ noktalari, w “={Xi :i=1,2,...,(N—1)} ile [O,E] araligindaki i¢ noktalari

sag

gosterilsin. Bu durumda millerin kesisme noktasinda uyum kosullarinin sonlu fark

ifadelerinin elde edilmesi gerekmektedir. Basitlik i¢in X =+ noktalarinda,
0o=0"=0, x==%( (5.25)

mentese kosulunun saglandigi varsayilsin. (5.24) fonksiyoneline ait olan integraller

yamuk yonteminin yardimiyla hesaplanirsa,

‘
[aodx=Yq(x)o(x)h, (5.26)
_r w

: 2 2 2h

I(w“) dx ~ > (0") h+(0"y) > (5.27)
- W
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Jx~ Y (0" b (' )2% (5.28)

Wsag

O'—,e\

elde edilir. Burada, o', =0"(07), ©"g =o"(0") dir. Yukandaki ifadeler (5.24)

fonksiyonelinde yerine yazilirsa,

|<m>~%{z<co">2h+<wso.>22}%+[z< Phe(o sagf%]

Wsag

2 w
(5.29)
_{B > (o h+B+Z(m")zh—22q(x)m(x)h}
Wsol Wsag w
1/Bh, , .2 B'"h, 2 12 B
+E{T((D sol) +T((D sag) +(1[(D] X_0}+Em2(0)
buradan ise,
I(m)~l{ (") *h+B* > (") *h- 2Zq }+IO+E(»2(O) (5.30)
2 Wsol Wsag 2
elde edilir. Son ifadede I,
11, B, , 2 B/ 2 72
|o:§{h7(@ wol) +h7(c0 sag) +a[o] x=0} (5.31)

olarak ele alinmistir.

"

XEWs V&  XEWg, oldugunda " tirevinin sonlu fark yaklagimi
0" ~ gy, XE Wy, Wy gibi ele alinsin [43,71]. X =0 noktasinda sonlu fark

yaklasimini elde etmek icin ise, ek islemler yapilarak, 6nce o sayisinin sonlu ve
sifirdan farkli durumu incelenmistir. oo <oo, a # 0 ve (4.12) uyum kosullarindan,
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a[0]=Bo", [Bo'|=0= B'o'y =B o',

oldugu icin,

- v

- Bi( B o'y ) + é(B‘w"SO, )= [i + i) (B o'y) (532)

s COMEESEI B

yazilabilir. Yukaridaki ifade (5.31)’de yerine yazilirsa,

1ih( 1 1
IO :E{E(B__ngaz [0)‘]2

o

elde edilir. Tiirevlerin sigramalariin sonlu fark yaklasimi yazilsin ve onlarin

(5.33)

x=0

hatalarini incelensin:

(0, — oy )‘x=o = [0)']2 +2(0)"SO| + 0" ) + O(hz) : (5.34)

x=0
(4.12) ifadelerinin 2. ve 3. kosullarindan ve,
a[o']=Be", [Bo"|=0= B'e', =B 0", (5.35)

sag

ifadesinden yararlanilarak,
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(0], = {1+%h(é+§j}_l(®x - o)), +0(n*)

elde edilir. Bu ifadeler (5.33)’de yerine yazilirsa,

3l e
Hi e e ) K

1
a ah( 1 1 2
= E{1+—2 [—B_ +_B+ j} (0, —0g)

elde edilir. 0(h?) hatasi atilirsa, (5.33)iin sonlu fark yaklagimu,

1
o oh( 1 1 2
'07{“7(? B_j} (2 =x)

seklinde elde edilir.

x=0

+O(h2)

x=0
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Simdi ise, a=0 ve o=oo0 limit durumlart ele alinsin. Eger o =0 ise, (4.12)

ifadesine gore Bw"=0 yani, o'y, ="y, =0 ve buradan da |, =0 oldugunu elde

edilir. (5.38)’de @ = 0 yazilirsa, |, ~0 yaklasimi elde edilir. Eger a=co ise, bu

durumda (4.12) uyum kosullarina gére, a[(o']:Bw":[m‘]:E(o" :>[m']‘x=0 =0

(08
olur [42] ve (5.31) ifadesi,
h - + "
|O=Z{B (' )" +B" (0 Sag)z} (5.39)

sekline  dontigiir.  (5.38) ifadesinde o —>o0  igin  limite  gegcilirse,

(0, — oy )2 oldugundan,

o o
liml, = lim 2 o, —o,) = lim 2 O, — Oy
w= " a>e ah(B 4B (@x-ox)=lm 2, (B +B (o4 =2)
2\ B'B” 2| a B'B”
1 2 B'B”
= lim 0, —0g) = 0, —O
w2 (B +B” (x=0) h(B++B‘)( «mox)
a BB~
olur. Boylece,
B'B~ 2
lp~—F——— (0, —og (5.40)
’ h(B++B‘)( <o)
elde edilir [42]. Taylor formiiliine gore, acilim1 yazilirsa,
0, —0g =n"h +O(h3) (5.41)

oldugu g6z Oniine alinarak,
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X

(0, —oy )2 = (co")z h?+ O(h3> = [%(m"sol + 0" )T h? + O<h3) (5.42)

ifadesi, (5.40)’1n sag tarafinda yerine yazilarak gerekli islemler yapildiginda,

+n— +p— 2
(5.43)
) 4(:?2&3 B (0% + o) +O(0?)
ve buradan da,
%(wx —ay) = %(m"w +a'y) +0(h?) (5.44)

ifadesini sagladig1 goriiliir. (4.12) ifadesinin ti¢iincii kosuluna gore [Bw"|=0 yani,

B'w"y =B 0", ve buradan da,

2 2 2
+p— " " _RtR™ " " " n
B'B (oaso|+co ) =B'B ((w o) 20" Sag+(co Sag) )

sag

(5.45)

o5 ol 5]

oldugu goriiliir. Bu ifade, (5.44) esitliginde géz oniine alinirsa,
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(5.46)

_ —{B_ (0", )2 +B* (‘D"sag )2 } + O(h3)

olur. Elde edilen ifade, (5.39) ile karsilastirilirsa, oo =c0 oldugunda (5.38) ifadesinin

sonlu fark yaklagiminin O(h3) hatasina sahip oldugu goriiliir. Simdi ise elde edilen

tim sonlu fark yaklasimlari (5.30) ifadesinde yazilsin. Sonugta (5.24)

fonksiyonelinin asagidaki sonlu fark yaklagimi elde edilir:

1, (y) = %{BZ (Vo) N +B"Y (v ) —Zquh}

Wsol Wsag
(5.47)
-1
a ah( 1 1 2 B,
+ =91+ —| —+— -Vy) +=y (0).
2{ 2(3- BJ} (Y2 =¥) zy()
x =0 noktasina karsilik gelen terimler gruplastirildiginda,
a ah( 1 )™ oh? ah( 1 1y 2
2
R G AR S LS Foy NS
ab? ah,
2 2 (5.48)

2 2
1+ah(1+1j<y“) :ah(z L ln(yxx)
R | |

2\B" B 2\oh (B B*

B B* 1 2
:h l— -
B +B* ah( 1 1 j (yxx)
1+ —| —+—
2\B" B

elde edilir. Elde edilen ifadenin basitlestirilmesi amaciyla,
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B, X €Wy,
B, X € Wy
B= (5.49)
2 '?B —l-—r 11 S0 x=0
B +B 1+a(+)
2B B

seklinde yazilsin [42]. Bu ifade, (5.47)’de goz Oniine alinirsa,

-1
a ah( 1 1 2 B B* 1 2
el il I ~v.Y =h 1— - 5.50
2{+ 2(B+B*j} (V2 =¥) B +B* ah(l 1) (y“) (5-50)
I8 | i
2B~ B

ve buradan da (5.24) fonksiyonelinin I, (y) sonlu fark yaklagimu,

W

1 (y)= %{BWZ(yXX)Z h+B" Y (Ve ) —Z%th

sol sag

(5.51)
B B* 1 20 B,
+2h———| 1- (yyx) +=y*(0)
2\ B~ B

seklinde elde edilmis olur. Buradan ise,

|h(Y)=%{

BB’ 1 2
e | +ah( 11 j (Vo) (+3Y°(0)

w

3B (Yax) h+ TB (Vex ) h—25ayh

sol sag
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=% YB (V) h+ 2B (Vs ) h-2Xayh+

Wsol w

sag w

#5°(0)= 5 3B(yc) 1+ y? (0)- Zaeaytan

w

()= 5 2B(y) 1+ 5y (0)- Za()y(x)n

w w

(5.53)

sekline dontisiir. Bellidir ki 1, (y), y(x), X ew degiskeninin fonksiyonudur. Onun

y(x) e gore diferansiyeli hesaplamirsa ve birinci tiirevi sifira esitlenirse

Xi, 1=0,£1,+2,...,+(N-2) igin,

( )2_ Yi—=2¥0+Ya ) Yi—2Yo+Y4
yxx - hz h2

h h? h? h h?

h2

2\ _1(Yo=2yi+Yo |[Yi=2Yo+Ya | 1(Yi—2Yo+Yy | Y2—2Y1+Yo
(ax)') = +
X

_2(Yi=2Yo+Y | Y2—2Yi+Yo
h h? h?

2
= E(WYZ —2Y,¥0+Y 1Yo — ZY12 +4YoY: —2Y_1Y1 + 1Yo — ZyS + yfl)’o)

2 Y, —2Y1+ Y, Y, —2Y1+ Yo Yo —2Y1+Yo ) 2

e e N
2

((yxx) )x :F(yxx)XX

1(2 =

=| £By, h—gh+By=0

Z[h yj gh+By
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(BYs ), ~B3(x)y=0(x) (5.56)

XX

denklemi elde edilir. Burada &(x), Delta fonksiyonunun kafesteki karsiligidir.
x =+2h,£3h,...,£(¢—-2h) i¢in (5.56) denkleminden, denge denkleminin basit sonlu

fark ifadesi elde edilir:

Ysxxx = . (5.57)

5.2.1. Miller sistemi icin uyum kosullarinin sonlu fark yaklasimi

X =0,£h noktalarinda (4.12) uyum kosullarinin sonlu fark yaklagimlarinin elde
edilmesi gerekir. Belli doniisiimler sonucu (5.56) denkleminden x =0,th i¢in

asagidaki denklemler elde edilir:

X =-h igin,

(BYx),, =h_Bz{yl_2:,/3 o <& _Zﬁ;ﬁy‘z + y_1—2;/2_2 +y‘3}

— 12 2 ?_B+ 1— 1 y1_2yo+y-1_28— yo_zy-1+y-2+B— y-1_2y-z+y-3
h B +B"| ah[l 1) h? h? h?
+— —+
2B B
:%{B_ N=BotVo o YomWatVe g Ya=Do¥Ys g N=WotY,
h h
h g (1+°‘h+j
+ 2 2B y1_2y0+y71

ah( 1 1 j h?
1+ — +—
2B B*

_1 . y1—2yo+y_1_28_ Yo—2Y 1+Y, B Y1-2Y ,+Y 3
h? h? h?

h2
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oh _( ahj
—-B7| 1+
1] 2 28" ) o (y1—2y0+y1_yo—2y1+yz+yo—2y1+yzj

h? ah(l 1} h? h? h?
2\B" B

_B_{yl—4yo+6y1—4y2+y3}

 h? h*

“h—B-(u“hj
+i 2 2B" {y1_3YO+3y—1_y—2+y-3+y0_2y—1+y—2}
h? h?

ah __ ah oh __ oh
) 12 ° (+2B+) 1 o P ( 2B+j
=B yiiix(o) Hl Oth(l 1) yxxx(0)+Fl Oth(l lj yﬁ(o)
2\ B B* 2\ B B*

1
(F Yxxx (O) + h2 Yxx (0)j (5.58)

X =0 i¢in,

(By). - {Y2_2y1+3’0_2)’1—23’0“‘3/_1+yo—2y_1+y_2}

X _F h2 h2 h2

_iz B yQ_23£1+y0_2 2 ?B 1— 1 y1—2yg+y,l
h h B™+B" oh( 1 1 h
1+ —| —+—
2 B B’

O B Sl 2?:21 Y }
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i{BJr y2_2y1+yo_28+ y1_2y3+y_1+B+ YO_Z::;H‘y_z_FZBJr Yi—2Yo+Y,

n h? h’
_B Yo—2Y1+Y, 20h Yi—2Yo+Y, +B Yo—2y1+Y,
h? oh( 1 1 h? h?
1+(_+j
2B B

Y12yt “Yo—2Y +Y. Y12yt Yo =2y +Yy
-2B 1 g l+B 0 21 2+ZB 1 hg 1_B 2 h21 O}

+ - 2 (lh . B
:(B +B )yixix(o)_i_F - oh( 1 1 +(B +B ) yix(o)
ISR |
Z(B‘ B*j
B* B~
_F X?( )_Fyxx(o)
2 ah B”
:(B +B )yixxx( )_F ah( 1 1 yXX(O)—l'F(Zyxx(O)_yﬂ(o))
Z(B B*j
(5.59)
B
+17(25(0) -y (0) )
x =h igin,
: B [Ys=2Y,+Y1 ,¥:=2V1+Yo Y1-2p+Y.
(Byxx)xx:h_z{ 3 h22 1_oY2 hz1 0 N1 hg 1}

_1 {B+ Ya=2Y2 + Y1 _pps Y2 =21 1Y,

h? h? h?
+2 BB 1— 1 Y1_2y0+y71
B +B" ah( 1 1 h?
It | 4
2\B" B
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h, h? h?

42 BB’ 1- 1 Yi—2Yo+Y,
— 2
B +B 14 och( 1,1 j h
2B B

_B_+ y3_2y2+y1_2y2_ZY1+y0 +y1_2yo+y_1
~ h? h? h? h?

+i2 ) I?B 1- 1 _B* y1—2yg+y,1
h B +B" ch( 1 1 h
1+ — —+—
2B B’

@_ BJr (l+(ﬂ’lj

=B+y3_4Y2+GY1_4YO+y—1_i 2 2B" )| Yi=2Y,+Yy,
h* h? ah( 11 ) h?
144 —+—
2\ B B

+y2_2y1+yo _y2_2y1+y0}

h? h?
°‘h—5+(1+“h_j
_B+ 0 _1 2 ZB y2_3y1+3y0_y—1
- yixxx( ) 2
h oh( 1 1 h
1+ —| —+ -
2B B
°‘h—|3+£1+°‘h]
12 2B y2_2y1+YO

1+ —
2

+_
h? ah( 11 j h?
B~ B*

1

(% Vs (0) =17 Vi (0)j

@_BJr 1+ﬂ
2 2B~

=B Yo O) -
1+(_+ j
2B B
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(5.56), (5.58), (5.59) ve (5.60) ifadelerinden, sirasiyla, asagidaki (5.61)-(5.63)
ifadeler elde edilir:

(B"+8B) Yxxx(o)_F ah( 1 1 yXX(O)+]r31_;(2y”(O)_y”(O))
“2(8— Eﬁ)
(5.62)
2 (29 (0)-v,.(0))+ Ey(0)=a(0)
@—B+ 1+a—h_
SHTIE i S B
1+z(5 B*)

(5.61)-(5.63) ifadelerinin (4.12) uyum kosullarinin sonlu fark yaklagimlart oldugu
goriilebilir. Bunun igin 6nce (5.61)-(5.63) ifadeleri asagidaki sekilde yazilsin:

oh_pgfgy o
B Ysxx ~ Yxxx 2 2B"

+ 1 +i =q(-h)
h . Oth(l 1) hny h?2 Yz |[=4 (5.64)
2\ B B’
¥ - yxxi_yxii_i ah B_+ _
(B +B)= ~ ah(l ljyxx+h2(2yxx Yax )
1+—| —+
2\ B B
(5.65)
B p
+F(2yxx_yxx)+ﬁy:q(o)
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M‘—B*[u ch j

Yixx = ¥xx 2 2B~ 1 1
B - Yoo~ 77 Y |=0(N :
: a1 1j[hym Y] =a(n) (5:56)
I+—| —+—
2\B" B

Elde edilen ifadeler taraf tarafa toplanip h ile ¢arpilsin. Sonug basitlestirilirse, (4.12)

uyum kosullarindan sonuncunun sonlu fark yaklagimi elde edilir:

ah£B++Bj+(B*+B)

12\B B
B"+B" —Vooo |+ — o
( + )(yXXX yXXX)+ h ah 1 1 yXX
1+ —| —+—
2B B
(5.67)
1 + = 3
_E(B yXX+B yxx)+By:h qix+3hq'
(5.64)-(5.66) ifadelerinden 1. ve 3. denklemler asagidaki sekilde yazilsin:
1. denklem igin,
Yz —Y azh_B_(l 2th+) 1 1
B XXX XXX v v _h
n : ah(l lj(hyxmhzyxxJ q(=h)
2B B’
y azh_B_(l 20;) y azh_B_(l 2a§+jy
_B— XXX + B—+ XXX + XX _q( h)
ah( 1 1 ah(1 1) h°
1+ —| —+— 1+—| —+
2B B’ 2B B’

B Ysxx +B 3/xx_2 XX " 2 2B XX _Zyii
h ah( 1 1 h
1+ —| —+—
2\ B B
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=q(-h
CTEN L 1)
2\ B B*
_ Yzzx (0 _ Yix
-B = =q(-h
" ( ah(l 1Dy“ h? a(-h)
hll+—| —+—
2\.B B
o 1 1
B | —=v..+—v.__|=a(-h
ah(l lj Y (hz yxx+hyxxxj q(-h) (5.68)
h| 1+ —| —+—
2B B*

elde edilir. Benzer sekilde (5.66) denklemi de,

Yixx — Yxxx 2 2B 1 1
B - =Y ——Yue |=0(n
h (. Y Yo =a(0)
1+—| —+—
2\B B"
B B azh_B(“ 2(:1) 1 1
1+ —| —+—
2B B
ah ah
=B 1+
B B* 2 ( ZB_j Yix = Yxx ~ Yxx _
h Yxx F(yxx yxi)_ ah(l 1)( h2 ]—Q(h)
1+ —| —+—
2B B"
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. . oh_pgef1, o0
B B 2 2B ) | Yux

Tyxxx_Fyxx—l_ B" + (Xh( 1 1 j h2 :q(h)

4| —

2\ B B*

1 1 o
B = Voxx =5 Vo |+ x =a(h
(hyxxx 2 yxx) ah(l 1) Yax =0(h)
hl1+ 2
2\ B B*

seklinde elde edilir. Buradan,

o 1 1
B =y _+-y __|=qg(=h
h(1+(ﬂ1(1+ljjyxx (hz yxx hyxxxj q( )
2B B’

(0

1 1
BY| = e, . =q(h).
(hyxxx hz yxxj—i_h[ (Xh(l 1 )]yxx q( )

1+—| —+—
2\B" B’

olur. (5.71) denkleminden, (5.70) denklemi ¢ikarilip h? ile garpilirsa,

o

BJr (ly _iy j+ y
XXX 2 Y xx XX
h h h (1+0Lh (Bl‘ +—1 D h (1+0Lh (

B* 2

(1 1 (1 1
B (nyxx_Fyxxj_'_B (_yxx—i_ﬁyxxxj:q(h)_q(_h)

h2

~(B"Ysu =B Vix ) N (B Yy + B Vine ) =0 (a(n) - (-h))
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h’ (L(Byxx - B*yxx)+%(B*yxxx + Byxxx)j =h*(g(h)-q(-h))

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)



(B"Ys =B ¥Yax ) =N (B"Yx *B Vixx )—h? (a(h)—q(=)) (5.75)

elde edilir. Elde edilen (5.75) ifadesi, (4.12) uyum kosullarindan {iglinciiniin sonlu
fark yaklasimidir. Son olarak, (5.70) ve (5.71) ifadeleri,

o (1 1

) ah( 1 1 (yx_y?)_B (Fyxx+ﬁyxxxj:q(_h) (5.76)

h £1+( D
2\B B

(1 1

B (ﬁyxxx_Fyxxj+ , (Xhal 1 (yx_yi):q(h) (577)
hol 1+ —| —+—
( 2(5 B*D

: : h* .
seklinde yazilsin. Bu ifadeler taraf tarafa toplanip Py ile ¢arpilirsa, (4.12) uyum

kosullarinin ikincisinin sonlu fark yaklasimi asagidaki sekilde elde edilir:

o (1 1
2( ah( 1 1 jj(yx_yx)_B (Fyxx—'_ﬁyxxxj
he| 1+ —| —+—
2\ B B*
(5.78)
+(1 1 o
+B (_yxxx__zyxxj+ (yx_yi):q(h)+q(_h)
2\ B B*
B* B* B~ B~ 20
Py By Py Py _y.)=q(h)+q(=h
Yoo =17 Yo T Y T yxxx+h2 1+(xh(l+lJ (¥, —¥x)=d(h)+a(-h)
2\B" B
h®(g B B B +h_2 20 (¥, —Y5)
2 h yXXX h2 yXX hz yf? h yYYY 2 h2 1+(ﬂ1(1+ 1 j yX yY
2B B
h?_
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B, B
2 XX XX

" B+yxxx -

h, .. _ 1, . _ o
E(B yxxx_B yiii)_E(B yxx+B yxx)+1 ah(l-'_lJ(yx_yx)
2\B B

h? h?

=~ pz(a(h)+a(-h)+2q(0)-24(0))
1. _ h, .. _ h? !

1+ah((’i+lj(yx_yx)z(8 yxx+B yYY)_E(B yxxx_B yYYY)+?2q+?qix

2 \B B

o | . _ h,_. _

oh( 1 ] (yx_yi):E(B Y +B yii)_E(B Yyxx —B yiii)

“2(H+WJ

(5.79)

4
+h2q+h?qxx.

Elde edilen (5.67), (5.75) ve (5.79) ifadeleri (4.12) uyum kosullarmin sonlu fark

yaklasimlaridir.

5.3. Levhalar Sisteminin Denge Denkleminin Sonlu Fark Yaklasim
Q={x=(x.%,)| £, <X, <L, 0<x, </} (5.80)

bolgesini dolduran levhalar sistemi ele alinsin. Birinci levha igin silindirik sertlik

katsayis1 D™, ikinci levha i¢in silindirik sertlik katsay1 ise D" olsun. Tiirdes, esnek

levhanin denge denkleminin (3.25) oldugu g6z Oniine alinirsa, birinci levha igin
D=D" ve ikinci levha i¢in D=D" alinmas1 gerekir. X, =0 kenarinda (levhalarin

ortak sinirinda) (4.55)-(4.57) uyum kosullarinin saglandig1 varsayilsin. (4.55)-(4.57)

kosullarinin sonlu fark yaklasimlarini elde etmek i¢in dnce bu denklemlerin elde

edildigi,
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(5.81) fonksiyoneli ele alinsin. Burada,

X1

0, 2
W:W*+W’+1J'a6—w +Bo +Ba—0) dx,
2317 @ G|
X1 =

dir. Q dikdértgen bélgesinde esit adimli,

W, XW, :{x :(xl,xz)‘x(p ew,, (pzl,z}

kafesi tamimlansin. Burada w; ve W, swrasiyla [—#,¢;] ve

tanimli kafeslerdir ve,

(5.81)

(5.82)

2 2
oo j }dxzolxl (5.83)

145 2 2 2 2 2
=—H Fol [0 2 +2v+a—?a—‘f+2(1—v+)
6x1 6x2 OX{ OX5 0X,0

W, g = {X,|%, =ijh,, i, =0,-1-2,...,-N}=[-£,,0],

W, ={%,[% =i, i, =012..,N}=[0,0],
W, =W, UW, . =[-(,,0]U[0,0,]=[-(,, (]

1,s0l

dir. Burada, w,, W, kafesinin ve leso,(wlvsag)

noktalar kiimesidir.
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RO ? RO 4 0’0 00
5 + 5 +2V7—2—2+2(1—V7)
OXy 0X5 OX;{ OX5 0X,0

2 2
oo J }dxzdxl (5.84)

(5.85)

[0, #,] araliklarinda

(\TvLSag ) kafesinin ic



W=wW,xW, =(-(,,(,)x(0,£,)
=[x = (%%, )| %, € (=0, 1), %, €(0,0,)]
:{x:(xl,xz)‘—€l<x1<€1, 0<x2<K2}
:{X:(xl,xz)‘xlewl, xzewz}

W, =(—01,0), W, =(0,¢,), w,=(0,(,)

1,588

Wt =Wy X W, = {X = (le X, )‘ X, €W X, € Wz}

:{X=(xl,x2)‘—€1<xl<0, 0<X, <£2}

:{x :(xl,xz)‘xl e(—ﬁl,O), X, e(O,fz)} :(—ﬁl,O)X(O,EZ)

W, =W xwzz{x:(xl,xz)‘xlew

sag — "'l,sag

xzewz}

1,sag?

= {x:(xl,xz)‘0<x1<£l, 0<Xx, <f2}

={X =(X1’X2)‘X1 €(0.0,), %, 6(0’62)} =(0.4)x(0.0,)

YO =W\ {Wsol o Wsag}

Bunlarin disinda,

+

Wy =W AW, o = (=0,0)\(0,£,) =(=,,0] = {x,|- £, <x, <0, }

Lsol 1sag
Wy gy = WAW, , =[=0,, 0\ [-£,,0]=(0,¢,]={x,|0<x, <, }
Wy =W \W, g, = [0, 0 N0, 4, ]=[£,,0) = {x,|- £, <x, <0,}
W =W AW, =(=0, )\ (=0,,0)=[0,0,)={x,| 0<x, < (,}]
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olsun. Q bdlgesinin smirinda o(x) fonksiyonunun,

R0
=——=0 5.86
8xf ( )

®
kosulunu sagladigi varsayilsin. (5.81)-(5.84) fonksiyonellerindeki integrallerin
yaklasik ifadelerini elde etmek i¢in (5.81) fonksiyonelinin son ve (5.83), (5.84)
fonksiyonellerinin ilk ti¢ terimi yamuk yonteminin yardimiyla hesaplansin. (5.83) ve
(5.84) fonksiyonellerinin son terimlerinin yaklasimlarinin elde edilmesi igin ise

dikdortgenler formiiliiniin lineer kombinasyonundan yararlanilsm. o (x) fonksiyonu

icin sinir kosullar1 g6z dniine alinarak asagidaki ifadeler yazilabilir.

{ b

[ Jaodx,dx, ~ Y qoh;h, (5.87)

0, 0 w

+ +
Wi solX W3

2 \? 2 \2 2 2
+> D" hihy || Q0 [0 soy 000
o 2 || ox? X5 X2 ox5

_ _ O’ ’ _ _ o’ i
+ Z D (1-v )(m] o+ > D (1-v )Kax ~ J hlhz}
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Wl ,sag xw3 2

N 4 RO : 4 + oo ’
+ Y D'(l-v )[axlaxj hih, + Z+ D (1-v )(8x18x2j h1h2]

+ +
Wl,sagx W,

h.h 0’ ? 0’ ? 0’0 0°w®
+ZD+ L = |+ = [+ =
o 2 |\ oxg 0X5 OX7 OXj

Bunlarin disinda,

—I{ (asz O{SZT }dx2~—§0:{ (axJ [S—Z}mez}hz (5.90)

olsun. wg, ve w, kiimelerine ait toplamlarda ikinci mertebeden tiirevlerin fark

2
yaklasimi —02) ~o_- , =12, kangik tiirevler ise her bir toplamda tanimlanma
X e

¢

sekline bagli olarak 6zel sekilde tanimlansin. O halde,

_ 1 _ 2 2 _
Wi (v)=52.P {(y) (Vi ) +2v yxlxlywz}hlhz
W1 oI XW3 Wy ol XW3

+%{ > D‘(l—v‘)(yxx) hih,+ > D‘(l—v‘)(yxlxz)zhlh2 (5.91)

+ > D‘(l—v‘)(yxlxz)zhlh2+ > D( )(yxx)zhhz}

+ + + +
Wl,solx Wy Wl,solx W,
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+ 1 + 2 2 +
Wh ()= 2.P {(y) #(Vi, | +2v yxlxlywz}hlhz

sag

+ + + +
W1 sagXW3 W sagXW3

%{ 3 01y )y ) s X 07 ) v, ) i, (5:92)

+ + + +
W1 sagX W3 Wi sagX Wa

3 D+(1—v+)(yxlxz)2hlh2+ > D+(1v+)(yxlxz)2h1h2}

elde edilir. (5.88)-(5.90) ifadelerinde sadece y° smirindaki ifadeler A(o) ile

tanimlanirsa,

2 \2 2.\ 2 2
4 OX1 )y \OX3 OX1 )y L OX3
2 \? 2 \2 2 2
+D'hy || 22| 4| E2] | C2) |22 (5.93)
OXi )e L OX3 O0X; ).\ OX5
3 sag

1] [eo] (%)
+>dal 22 4B —(;) +Bw?

2 0X4 0X5

olur ve buradan,

WO = ZO:A(Q))hZ (5.94)

toplamindaki tiirevlerin fark yaklagimlarinin elde edilmesi gerekir. o= 0 sonlu say1

olsun. O halde (4.55)-(4.57)’deki esitliklerin her iki tarafinin karesi alinirsa,
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2 2
3 0 c- 0w 0 cr 0°w
OX, OX10X; ) | OX; 0X,0X, o

bulunur. Yukaridaki ifadede C* =B* =0 alinsin. O halde,

5| Om ? 1 2| [ 2w ’ RO i [ d%» o’
T -slor](Ze] 2o (2] (22
X, 4 X1 )y, OX5 OX1 )i L OX3
2|( 0%w ? o’ i O’ o’
+(D") [—2] +[v+—2 +2v* —ZJ —ZJ (5.96)
OX1 sai OX5 OXy s OX5

2 2 2 2
+2|D'D* 8(;3+V,8(;) a(;o+v+802)
OX1 OX5 OX1 OX5 ).
sol sag

olur. A((D) ifadesinin i¢inde yukaridaki formiil elde edilsin.
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- (% + %} o? B—QT + (‘227?]2 {th— {1— (v_ )Z} +h,D* {1— (v+ )2}} (5.97)

Buradan A((o) ifadesi asagidaki sekilde elde edilebilir.
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%{O‘[S_ZT ¥ B[Z%)Jz +Bm2} - %(1+%(§+§J]B_ZT (5.98)
aloeslo (oo (o ) 52

Simdi ise, {g_w} sigrayisinin sonlu fark yaklasimi elde edilsin [42].
Xl x;=0

(5.99)
Y ex, o 2 |lox? ox5 ).\ ox] x5 )
hy/ .+ _\00 2
—?(V +V )ax—z +O(h1)
2 {x,=0
Burada,
2 2 2 2
a{a_w}y(a_?wﬁ_?} 3%{5_"’}:[5_?+v+8—‘§j (5.100)
Xy OX1 OX5 a2 D" | 0x; OXy OX5 sai
Ve,
2 2 2 2
o| 22 |op| 20, 00| L\l [00, dal (5.101)
0X4 OX3 0X5 D™ | ox, 0X] 0X5
sol sol

113



Buradan ise,

2 2 2 2
a(i+i+j do|_[To, T [0o, o (5.102)
D™ D" )| ox OXy OX5 sa OXy X3 ),

olur. Bu durumda sigrayisin sonlu fark yaklagima,

o) hy (1 1) 6w hy( . _\0
— = — t—o —+— || — ——(v +v )—2
X1=0 aXl X1=0 2 D D axl X1=0 2 aXZ =

2
2 \D~ D"))|ox, Y40 2 X5

seklinde olur ve si¢rayisin sonlu fark yaklagima,

oo +%(v+ +v_)—

}+O(hf) (5.104)

X,=0

{6_03} _ ! (e, =)
- O
8Xl X, =0 1+ahl(l+ 1 j
2 \D”

D"

seklinde belirlenir. Son ifade, (5.41) ifadesinde gz Oniine alinirsa,

_ofy oh 1 1 1 o
A(w)_2[1+ 2 (D‘+D+B 1+ochl(1+ 1 j{(‘”xl COXl)xlzo
2 (D" D'
2
2
+—1(v++v_)a—(§ +0(h?) (5.105)
0X5 %<0

114



+0(hZ + hg)T +%{B+%[D (l—(v)2)+D+ (1_(v+ )Zﬂ}(‘”xzxz )2 (5.106)

elde edilir. A(w) ifadesi a=0 ve a=co i¢in incelensin. (5.93)’de a =0 yazilirsa

ve (4.55)-(4.57) uyum kosullar1 goz 6niine alinirsa,

2 2 2 2
a:O:D+(8_m+V+6mJ % 410

—_— =D | —+v — | =0 5.107
ot e [axf axj (5.107)

ve buradan da,

A(o) =%{B+%{D(l—(v )2)+D+ (1—(v+ )Z)}}[Z%)T + B;"z (5.108)

bulunur. a=ooi¢in incelendiginde ve (4.55)-(4.57) ifadeleri de gz Oniine

alindiginda,
2 2
a=wm| 0| DfT0, o], (5.109)
oX, | alox; 0X,
i¢in,

(5.110)

D™ +D")h, |( 52, )
o1 B+( ) L& +PBo?
2 2 X5

ve buradan da,
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(5.111)
+1{B+m{D_(l—(v_) j+D+(1—(v+) ﬂ( Exz) +Bco2}+0(h§)
——— A(o)= B:E):[r)]i { o +—(v+ +v*)(oagx2 )2 +O(hl+h§ /hl)}2
(5.112)
+%{B+%{D‘ (1—(v‘)2j+D+ (1_(V+)2):|(0))(2X2 )2 +Bm2}+0(h§)
elde edilir. O halde, A(®), W (y) ifadesinde goz oniine alindiginda,
2
W)= T =T i 1J[(vxlyx)+—l(v*+v)ym}
2 \D~ D'
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(5.113)

ah (v++v7)
" ah (11 e e Vi, Y
+2(D+D*j

yani,

(5.114)

2

seklinde olur. Bu durumda, (5.83) ifadesindeki I(®) fonksiyonelinin sonlu fark

yaklagimi (5.115) seklindedir:
1y (¥) =W, (y)-Dayhh,. (5.115)
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Burada,
W, (y)=W, (y)+W, (y)+W, (y) (5.116)

dir ve W, (y), W, (y), W, (y) ifadeleri, sirasiyla, (5.88), (5.89) ve (5.114)

seklinde tanimlanmaktadir.

(Y =¥s) =02 (v, )

(5.117)
ah, _9 D D* B 1
1+m—hl i_+ L D"+D 1+m—h1 1_+ A
2 \D" D 2 \D" D

oldugu goz 6niine alinirsa, W, (y) asagidaki sekilde yazilabilir:

1 ah? 2
Wa (y) ZEZ‘hZ ah, 11 (yxl Yx )
! Z(D‘ D*j

h(. DD | 1 R
+2 (V +Vv ) D7+D+ 1+0th(1 1 j (yxzxz)
2 \D~ D
o Vi, =Y
+2h1(v++v_) [?D - ! ( k Xl)yxx =y
S eS| BUEE
2 \D~ D*
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2
(v++v_) DD 1 )
' - T (yx7x )
2 D +D 1 ochl(l 1) %o
2 \D D"
+2(V++v) DD" |, 1 a 4
EEL ERTC Y B
2 \D- D'
D) ' X:(_h’XZ)
DD 1
SR CAEwEY x=(0x)
2 \D D'
> x=(hx,)
D

D D" 1 )
“1N"hoU2 B
2 ; 2 D7 + D+ 1 ahl(l 1) (yxlxl)
y 5 = =

D+
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p
hl

(5.118)
(5.119)
. x=(-h,x,)
x=0x) (5.120)
x=(h,x,)



D, - D~ (1—\/)ZD+ (1—\/*) (5.121)

ifadeleri tanimlansin. Yeni isaretlemelerle W, (y) asagidaki sekle doniisecektir:

W (y)= %Zﬂ:hz {Dl (yx—m )2 +D, (yx—zx2 )2 +D, (v+ Jrv’)yxflxlyEXZ +By2}. (5.122)

+ + + +
Wl,soIXWZ Wl,sol XW;

I R O i3 e A LR

. D(l—v)(yxlxz)zhlh2+ 3 D(l—v)(yxlxz)zhth}

+ + + +
Wl,:;olX Wy W1,so|X Wy

Ve,

Wi (¥) :% 2D {(y ) (e )+ 2 Vi } h;h,

%{ Z D+(1_V+)(yXlX2)2h1h2+ Z DJr(:I_—\ﬁ)(yXlXZ)Zhlh2 (5.124)

+ + + +
W1 sagXW3 Wi sag XW2

+ > D+(l—v+)(yxlxz)2hlh2+ > D*(lv*)(yxlxz)zhlhz}

+ + + +
W1 sagX W3 Wi sag X W2

ifadeleri ve,
W, (y)=W, (y)+W; (y)+W; (y) (5.125)

oldugu gbz oniine alinarak (5.126) ifadesi asagidaki sekilde bulunur:
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W, (y) = %%‘,hlhz {Dl(yxlxl )2 +D, (ygx2 )2 + Dl(v+ +v‘)yxlxlyxzx2}

*%{WZ(VW)ZWW S () e 3 (v ) e 6220)

T xw3 *w, xwy wix*w,

1
+ ) (yx1x2)2h1h2}+zzhlh286(xl)y2

+ +
wy X w,

Burada 6(x;), 6- fonksiyonunun sebekedeki karsiligidir.

1/h,, X, =0
6(x1)={0 ! X11¢0 (5.127)

(5.115) ifadesindeki I;,(y), x € w oldugunda y(x) degiskeninin fonksiyonudur.

X, #£((,—h,), x,=h,, ({,—h,) noktalarinda,
l, (Y) =W, (y)->ayh,h, (5.128)

fonksiyonelinin y(x)’e gore tiirevi hesaplanip sifira esitlenirse 13 noktali sebekede

(Sekil 5.1),

G@li+2)

(-1, DG +1) |G+17+1)

= 2 ),
G-2.)G-17) Gl @41.7) (+2.7)
G-17-1) G[j-1) @+Li-)

)
Gi-2)
Sekil 5.1. 13 noktal1 sebeke
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(Dlyxjxl )xix1 + ( AT )EXZ + [Dl @ Y ] + {Dl (V+—J2rv) Yiox, ]

(5.129)
+4Dy Yo, o, +B3(x,)y =q(x)

elde edilir.

5.3.1. Levhalar sistemi icin uyum kosullarimin esit adimh kafeste sonlu fark

yaklasim

(5.129) denkleminde x,=0, £h, yazilirsa, (4.55)-(4.57) uyum kosullarmnin fark

yaklagimlar1 bulunur. Islemler sonucunda bu ifadeler asagidaki sekle doniisiir.

[k olarak X, =-h, igin incelensin. Bunun i¢in (5.129) denkleminin terimleri ayri-

ayr1 hesaplansin. Bu durumda tiim terimler asagidaki sekilde belirlenir:

(5.129) denkleminin ilk terimi,

N D1 yl,o - 2yo,o + y—l,o yo,o - 2y—1,o + y-z,o y-1,o - 2y_2,0 + Y-s,o
R

1 | Yo~ 2y0,0 +Y.0 Yoo~ 2y—1,0 tYo0 Yo~ 2y72,0 +Y 30
2 D 2 -2 2 + 2
hy hy hy hy

Lo |:7)_D+ 1- 1 D yl,o_ZYO2,0+Y-1,o
D +D* ahl 1 1 h
1+ — —+ !
2 \D D*
ISV | P11 PR S I W
X1X1 X1%q hl D -i-D+ 1 U,hl 1 1 1
e
2 \D D*

seklinde olur. Yani,
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1{, DD | 1

D,y— =Dy — +=|2 -D”
( i )xixl Vi h?| D +D* ah, (1 1 Y
! 1+—14 E+ o

(5.130)

2

dur. (5.129) denkleminin ikinci terimi,

— T K2 2 2 2
XXz hz h2 h2 hz

-2 -2 -2
(Dzygxz ) _ & { Yai2=¢Y 11t Y a0 _9 Y=Y a0t i Yao=4Ya 1ty }

_ %{D_ Yoo~ Zﬁ—zl,l Y 10 _2D" Yo~ 2yl‘;;,o Y D Y10~ zyﬁlz,—l Yo }
2 2 2

2

_ D~ Y2~ 2y71,1 +Y.10 Y1~ 2yfl,o Y1, Yo~ 2y—1,—1 Y.
L2 2 -2 2 + 2
h 2 h 2 h 2 h 2

seklinde elde edilir. Yani,

(Dzygxz )7 =Dy - (5.131)

X2X3

(5.129) denkleminin ti¢iincii terimi,

D vV +v' v _ D, (V_ + V+) Yo1—2Y_ 11t Y a1 _9 Yoo —2Y 10+ Y 20
o2 )T 2h} h? h

2h2 :

; hy hy

— (V_ v ) |:D_ Yo1— 2y_1,1 Yo _2D" Yoo~ 2y_1,0 +Y 20 D Yo1— 2y—1,—1 tYon }

D (v_ + v*)

seklinde belirlenir. Yani,
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dir. (5.129) denkleminin dordiincii terimi,

(5.132)

2

[D (V +v© ] ] _ Dl (V_ +v' ) |:y0,1 - 2y0,0 +¥Yo _9 Y1~ 2y_1,0 tY¥Yi,
1 Xp%, N

2h? h?

+

y-z,l B 2y-z,o + y—2,—l
h

B (V_ i V+) ) D D" 1- 1 Yoi =2Yo0 T Yo1
2hf D_+D+ 1_+_0Lh1(1+1j h%
2 \D~ D'
D" Y11=2Y 10+Y11 LD Y 21=2Y 50+Y 21

n? n?

p-Joi~ 23/02,0 Yo - Yoa~ 2yoéo tYo-1
h; h;

h;

o’ h? h?

AP ?_D++ 1_ . 11 - D yo,1_2y02,0+YO,71
2 \D~ D'
v vt -D*
=u D’yff+21?D - ! -D”
2 X1X1 XX, D _|_DJr (lhl( 1 1 j
1+— —+
2 \D D'

seklinde elde edilir. Yani,
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_ -4yt
[Dl(v ;V ]yXZXZJ :(V—Z\/){D_yxlxlxzxz

XqXq
(5.133)
Nt
+| 2 [3 D —|1- - 11 : -D Lh—yxlxzxz+—2yxzxz]
D +D 1. o ( +j ) h?
2 \D~ D'
tiir. (5.129) denkleminin son terimi igin (5.121) ifadesi g6z 6niine alinarak,
D (1-v )+D"(1-v"

4kayflxlgxz =4 ( ) 4 ( ) y;lxl;ZXZ = |:D7 (l— A ) +D" (1 -V’ ):| yflxlgxz

seklinde bulunur. Yani,

4kayxi1x1gxz B |:D7 (:I-_\F)-i_D+ (1 _V+ ):| y;lxlgxz ’ (5134)

(5.130)-(5.134) ifadelerinden (5.129) denkleminin X, =—h, icin ifadesi asagidaki

sekle doniisiir:

) 1 (v +v7) 1 1
D y;x XX __yX1X1 +y7x XoX + [Zyxx XoX __yx XoX __yx7x J
{ 1X1 X1 Xy hf 2X2 XoX3 2 1X1 X2X3 hl 1X2X2 h12 2X2

-D* VAESYA
PRI 1 ( ) 2 (Y V) (5.135)
D +D* ah, (1 1 2 h2 \ 7 Txex,
1+ —L —+ 1
2 \D D

1 1
ER R R W

Simdi ise, X, =0 i¢in incelensin. Bunun i¢in yukaridaki ifadelere benzer sekilde

(5.129) denkleminin terimleri ayr1 ayr1 hesaplansin.

(5.129) denkleminin ilk terimi,
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i D1 Y2,o - 2y1,o + yo,o yl,o - 2y0,0 + y—l,O yo,o - 2y71,o + yfz,o
T h? 2 -2 2 + 2
h; hy hy

= 1) Yoo~ 2Y10+ Yoo B DD” B 1 Yio—=2Y00+Y 10
h? % D +D" 1+ oh, (1 1 h?
2 \D D

D Yoo~ 2y_;,o +Y.o0 }
h;

= iz D* Yoo~ Zy;,o + Yoo ) I:_)fDJr+ 14 1 (_2 Y10~ 2y02’0 +Y.10
h1 h1 D +D 1+(Xhl(1_+ 1 j h1
2 (D D

n y2,0 - 2yl,o + yo,o A yo,o 3 2y_1,0 + y_z,o _ yz,o - 2yL0 + yo,o _ yo,o ™ 2y—l,o + y-z,o
hy hy hy hy

D yo,o - 2yé,o + yfz,o _ iz D yz,o - 2y;,o + yo,o D yo,o - 2y7;,o + yfz,o
h1 h1 hl hl

2 D D" 1- 1 y2,0_2y1,o+yo,o
D +D* oh, (1 1 h?
1+ =+ — 1
2 \D D

-2

y1,o - 2yo,o + y—1,o 4 yo,o - 2y_1,0 + Y-z,o
hy hy

) D D" 1- 1 Y20 = 2Y10+ Yoo N Yoo —2Y10+Y 20
D +D" 1+(xhl(1+l] h: h
2 \D~ D
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D' D" 1

DD | ahl( 1 1) Y
1+ —| —+
2 \D" D
_h_12 2| h 11 Ty |70 [P
21l D +D 1+a1(_+ j
2 \D" D
42 PP | ! D |y
D +D* ahl( 1 1 j
1+ ——| —+—
2 \D" D"
seklinde bulunur. Yani,
D' D" 1
(Dly;X )7 £ - + 1- y;x;x
%1 /3x D +D U“hl 1 1 1X1 %1%
1+—| —+
2 \D D’
B D'y,
h7|| "D DT e (1T
2 \D D"
+2[?D 1- L -D |y— ;.
D +D" ah, (1 1 X
1+ =1 —
2 \D" D"

(5.129) denkleminin ikinci terimi,
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D, | Yoo =2Yos Y Yoi =%Yoo+ Yo1 Yoo =2Yo-1 1Yo
(Dzyg )7 =_2{ 02 hg,l 00 _oYo1 hoz,o 01 Y00 ;2 17 Yo-2
2 2 2

N 2
(V +Vv ) D D B 1
2 D—+D+ ahl 1 1 yX2X2X2X2
1+— —+
2 \D" D

seklinde olur. Yani,

(o), | 2ot oo )

(5.137)
N \2
(v'+v)) b 1
+ — 1- y— N
2 D +D" U.hl( 1 1) XoX5 XX
14— =+
2 \D" D'

(5.129) denkleminin ti¢iincii terimi,

D vV +V' 3 _ D, (Vi + V+) Yii— 23/0,1 Y. _9 Yio—~ 2yo,o +Y.10
o2 W | 2h? h? h?

X2X3

n y1,—1 - 2y0,—1 + y_1,—1
hy

_ (Vﬁ + V+) 2 DD |, 1 Yia =2Yo1+You
2h? D +D"| ,,oh(1 1) h
2 \D D’
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4 D D* 1 1 Y10 = 2Y00 + Y10

D +D°" 1+th i 1 h12
2 \D D
2 DD 3 1 Vi1 —2Yo1+Y 14
D +D" 14 th i 1 h12
2 \D~ D*
_ (V_ + V+) D D" B 1 |:y1,1 - 2y0,1 +¥Y.
2h§ D +D 1+th é+ 1 h12
2 \D D*

) yl,o - 2yo,o + y—1,o " y1,—1 - 23’0,—1 + y—1,—1 }

hi hi

_ ,\ DD* 1
=(v +v ) - 1- Yo, —
D' +D"| ., ahl( 1.1 j
2 \D~ D'

seklinde belirlenir. Yani,

vV +V' DD 1
D _ =(v +v" 1- — . (5.138
( 1( 2 Jyxmjxx (V ' )D_+D+ +ahl( 1 1) o | |
272 D7 D+

(5.129) denkleminin dordiincii terimi,

D Vv _ D, (V_ + V+> Yii =210+ Y11 2 Yoi~2Yoo + You
o2 )i 2h?

X1Xy

" y_1,1 - 2y_1,0 + y—l,—1:| _ (Vi +V' ) |:D+ y1,1 - 23/1,0 + yl,—l

h? 2h?
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D D" 1 Yo1—2Y00 + Yo 1 D" Ya1=2Y 10+Y.1,

D +D'| ah1(1+1j hZ hZ

R
2 \D D

- (V_ + V+) {D+ Yii =210+ Y1
h

2 D D" 1- 1 Y1~ 23/1,0 +Yia _9 Yoi1— 23/0,0 Yo,
D' +D"|" , eh(1 1 h3 h;
2 \D~ D*

" y_1,1 R 2y_1,o + y_1,—1 _ y1,1 - 2yLo + yl,—l _ y_1,1 F 2y_1,o + y_1,—1
h] h h]

‘D Yo 2yfé,o Y
hy
= (Vi - V+) 2 DD |, 1 Yis =210+ Y10 2 Yo1=2Yo0+Yo1
2h? D +D" 1+0thl(1 1 j h3 h?
2 \D~ D
N Yuu=2Y0+Yaa| |, DD" | 1 _D* Yii = 2Y10+ Y1
h3 D +D* ahl( 1 1 j h2
+7 -
2 \D" D’
_ Yoa— 2y0,o Y01 " Yoi— 2y0,0 Y01
h3 h;
|9 D D* 1- 1 D Yi1=2Y 10+tYa
E— 2
D + D 1+ th iﬁ_‘_ 1 h2
2 \D D"
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Yo1r~=2Yo0 Yo + Yo1~2Yo0 + Yo
h] h]

(v+v')|. pD 1 1
2 2 D + D+ L ahl ( 1 1 j |:yx1>(1xzxz _h_(yxlgxz - y;lgxz )j|
1+—| —+— 1
2 \D D’

*i(wyxlxzxz DY)t D y}

h, hy

seklinde elde edilir. Yani,

vV +v' y (Vf +v*) DD 1
(Dl( 2 jyxzlex - 2 2D’+D+ 4 ah1[1+ 1} [yXTXEXZ

1+—
2 \D D’

(5.139)
_hil(y Y )} +hil(D+y“2X2 ~D¥is )+%y“xz }

(5.129) denkleminin besinci terimi ise, (5.121) ifadesinden yararlanilarak, (5.134)

ifadesine benzer sekilde,
4D\Ysi, =| D (1-v )+ D" (1=v") |y o (5.140)

bulunur. (5.129) denkleminin son terimi ise,
B3(x,)y(0)=-"—y(0) (5.141)

seklindedir. (5.136)-(5.141) ifadelerinden (5.129) denkleminin X, =0 i¢in uyum

kosulu olan asagidaki ifade elde edilir.
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2

, DD’ 1 (v'+v)

Ty
D +D" Othl( 1 N 1 J yX1X1X1X1 4 yxzxzxzxz

1+—=
2

D~ D

v +v'
‘h_lz(yxm * yzz)* (V4 Ve, ‘%(y ~ Yiix, )}

+{h%+%[o (1—(v )2)+D+ (1_(V+ )Z)J} g (5.142)

Son olarak, x;=h, icin incelensin. Bunun i¢in yine yukaridaki ifadelere benzer

sekilde (5.129) denkleminin terimleri ayr1 ayr1 hesaplansin. Bu durumda tiim terimler

asagidaki sekilde olur:

(5.129) denkleminin ilk terimi,

(D 3 ) _Dy| Yao~ 2Y50 T Y10 5 Y20 =2Y10 + Yoo 4 Y10 =2Yo00 + Y10
1%, X h2 h2 h2 h2
1 1 1 1

— iz D* ys,o - Zyzz,o + yl,O _2D* yz,o B 2y;,o + yo,o
h? h? h;
2 D D' 1- 1 Y10~ 23/0,0 +Y.0
D +D"| ,, oh i_ L1 hy
2 \D D"
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1 {D+ {y&o — 23/2,0 Y10 ) Yoo~ 2yl,0 Yoo n Y10~ 2yo,o Y0 _ Y10~ 2yo,0 Y0

“h? h? h? h? h?

AP DD 1- 1 _D Y10 —=2Y00 + Y 10
D +D* ahl( 1 1 j h?
1+— —+
2 \D D*
=Dy _ +i2 2 I?D 1- L -D" |ly——
X1X1 X1X1 hl D + D+ ahl 1 1 X1 Xl
1I+— —+
2 \D" D"

seklinde belirlenir. Yani,

1|, DD* 1
Dy ) =Dy +—|2 1- ~D' |y (5.143
( 1y)* Youin T hE| “D 4D’ 4 (xhl( L, 1) Vig, (3143)

2 D D'

(5.129) denkleminin ikinci terimi,

(Dzy— )7 _ & y1,2 - 2y1,1 + yl,o _92 Vi1~ 2yl,o + y1,71 " yl,o - 2y1,71 +Yio
XoXe XXz hg h; hg hg

_ h_lz _D+ Yio ~ 2:21,1 Y10 _2D" Yia — 2{]120 Y D" Y10~ 23:]1,2—1 Y1 }
2 2 2 2

- 2
oL oh h3 h3

— D* | Yi2 — 2y1,1 Y10 _ Yii— 2y1,o Y1 n Yi0— 23/1,—1 Y1 :|

seklinde bulunur. Yani,
(Dzyrzxz )Tx - D+yrzngle (5144)

(5.129) denkleminin iigiincii terimi,
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D v +v' _ D, (V_ +Vv' ) Y21 =211+ You
1 }/xilx1 - 2 2
2 _ 2h? h?

Y2,o - 2y1,0 + yo,o i y2,—l - 23/1,71 + yO,—l }

-2
hy h;

D" yz,o - 2yl,o + yo,o +

hi hy hi

— (vi + V+) D" y2,1 - 2y1,1 + y0,1 _
2h?

D* (v_ +v' )

seklinde olur. Yani,

-4yt D (v +v*
V4V
LDl[ 5 jyme :—( 5 )yX1X1X2X2 (5.145)

(5.129) denkleminin dordiincii terimi,

D v vt y_ _ Dl (V_ + V+) Yor1— 2y1,1 +Yo1
1 2 XX = 2h12 hf

Yii—2Y10+ Y1 N Yo1—2Y00 + Yo 1
h; h

-2

_ (Vi +v' ) {DJr [yz,l - 2yz,o + y2,—1 ) y1,1 - 2yL0 + y1,71 i yo,1 - 2yo,o + yO,—l
h; h; h;

— Yoi— 2yo,o Yo J +2 D D" . 1 Yoa— 2yo,o Yo
h D +D"| " 4 oh(1 1 h;
2 \D" D'
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— (Vi + V+) + y2,1 B 2yz,o + y2,71 ) y1,1 - 2y1,0 + y1,71 n yO,l B 2yo,o + yo,—l
2h? h? h? h?

Lo DD 1— 1 _D" YO,1_2y0,0+yo,71
D +D" ah, (1 1 h2
1+ — —+— 2
2 \D~ D'
_ Yia— 2yl,o tYia 4 Yia — 2y1,0 Y1
h h
B CARA ) PO P21 PR o lft, 1
2 yxlxlxzxz D‘+D+ 1+ahl(1+ 1 j hl yX1EXz hl2 ygxz
2 \D" D*
seklinde bulunur. Yani,
vV (V_+V+)
D _ = 7ID'v_ _
[ 1[ 2 ]yxzx2 ]XX 2 { yx1x1xzxz
(5.146)
-2 [—) 0 + 1- L -D* [iyxxx _iZyxx]
D +D 1+th i_ﬁ.i hl vt hl 2
2 \D" D"

(5.129) denkleminin son terimi yine (5.134) ifadesine benzer sekilde (5.121)’den

yararlanilarak asagidaki sekilde elde edilir:
4kay;1X1EX2 - |:D_ (1_ v ) + D+ (1 N V+ )] y;lxlgxz ’ (5147)

(5.143)-(5.147) ifadelerinden (5.129) denklemi, X, = h, igin,
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(v’ +v*)

S
X1 X1 XpX h1 X1 Xp X5 h12 XyXo

D+ AERA
2. DD | 1 SR U0 = SRS WP Y CE T
D +D" 0th [1+ 1 ) h XX 2 hl X1 XpXp h1 X2Xp

1+ —| —
D~ D'

1
.
b {V "1 Vi Y ¥
1

2

#[D7(1-v )+ D (v [y, =)

seklinde elde edilir. Boylece, uyum kosullarinin sonlu fark yaklagimlari X, =0,%h,

igin (5.135), (5.142) ve (5.148) seklinde elde edilmistir. Genel halde yani, esit adiml

olmayan kafeste levhalarin ortak sinirinda uyum kosullari:

X1 Xg

1 1 ) ( 1 1 v J . }
—|| —5—5—+—=— |Dj; + + + Diti |Yiis
Kh?h?_l h?hi_J PolhhE mhiEh, gy )T T

VJr 1 V+ 1 1 1
44— Di Vg ——| —+ D:.v..
hihi_lhg I—lJyI—lj+l h% [hlg hihij_] IJyIj—l

1 1 V+ 1
(Dl(Y;lxl y@(z)) ) mDi—ljyi—Zj+mDi—1jyi—1j—l

(5.149)

+{ 2 1, 1 +2V+(1+ ! ﬂDl ! ooyt Yi
T4 T 2.2 T, 2|2 ij i-1j 1j
hthi, i hihd, h3 (i hihig | " hid T hgh? i Y

vif1 1 vt ot
A B I A LV
hg (hlz hihi_ J I]y|J+l h: hg I+1jyl+lj—1 h2h2 I+ljyl+lj+l

1 1 vt ) [ 1 1} 1} 1 o
D'+1' + +— | Djj Yiajt '+l'y'+2'
Hhﬁlhz hy,h? h?hij e T e e P

Ve,
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B Vv 2 v~ 2
D,(y. +vy. ) =Y D2y D2y,
( 2 (yxez yxlxl) XoXo hihi—lhg 'J—ly'—ll—l hihi—lhg 'Jyl—lj

v 1 2 2v~ D2
h|h| 1h2 Ij+1y|—lj+l+ h2 Ij—lylj 2t 55 h hz Ij—lyi+1j—1_W ijyi+1j

2 2 2 Y 1 1 1 2
- F(D +DI]—1) F(F+ h.h. 1JDIJ_1:|yIJ_1+ h h2 ij+1yi+lj+1
L ''2 it

2 i

1 2 2 2 2V_ 1 1 1
+ 5 (D,J+1+4D +D”_1) 2 (h_i2+hihi—1jDijj|yij

2

2, v 1, 1 )y 1,
- Dij + Dij +_( JD” 1]yij1+_Dij 1Yij+2
_hz ( +-. ) hg h2 h h +-. AR hg iiE +
seklindedir. Karisik tiirevlerden birincisi,

1 kp 1 kp | Dkp
( kY%, )X XZ mDij Yi1ja _W(D D|]+1)yi—1j

1 k| 1 K 1
+ Dy D
hihi_lhg Ij+ly|—lj+1 [h h2 I+1j h|h| 1h2 jylj—l

1 k k 1 k k
+ hi h2 (lelj lelj+1) hihi_lhz (D ; + Dlﬁl—l):| yij

1, 1 1,
Difijn + 1Jy 1+ DifYiaja
h h2 1+1)+ hlhl 1h2 |J+ |]+ hlzhg I+1)71+1)

1« 1 K 1
_[W Di); + hh h2 Dif1j+1] Yiaj+ nZnz DifijaYija

ikincisi,
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— 1 kp 1 kp kp
(kayxflx2 )X1X2 - m Dij—lyi—lj—l - hihi71h2 (DIJ— D )yl -1j

1 k 1 K 1
hihi—lhg 1] yl—lj+1 [h h2 |+lJ—1 h|h|—1h2 Ij—ljyu_]_

1 k k 1 K K
i Dy + Dy i1 +Di7 ) |y 5.152
|:h hg ( i+1j-1 I+1J) hihi—lhz ( ij-1 i ):|ylj ( )

1 1 1
(h h2 lelj h|h| 1h2 Ij ]ylj+1 hlzhg Diflj—lyi+1j—1

1 kp 1 kp 1
_[ h|2h§ Di+1j—1 +m Di+1j Yiujt 5.7 h|2h2 I+1Jyl+1j+1
uctlinciist,

1 kp 1

K k
( koY x,x; )X hiz_lhg Di%¥i-1j1— hiz—lhé (Di—plj + Di—plj+1)yi—1j

1 X2

1 k 1 k 1
+—— D® v.. . . —|— _D¥
hi271h§ i-1j+1Yi-1j+1 [ hiz,lhg i1j T hh, 1h2 ] Yija

1

1
i-1 2

i i—1h2

1 k 1 1
h|21h2 D-81J+1 h|h|—1h2 IJ+l]yI]+l h|h|_1h2 ij|+1j—]_

1
- (ka +D:(Jp+1)Yi+1j +

K
hih;_sh3 h,h,_4h? DifaYinjn

Ve sonuncusu ise,
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1 1

k K
(kayxlxz )—— = h2—1h§ DifijaYija — —Z(Di—plj—l + Di—plj ) Yij
|7

X1Xe hi2—1h2

1 1 1 k
+———5 DY gin—| 55 D%+ ———— DI |y
hiz_lhg i 1jyl 1j+1 (hlz_lhg i-1j-1 hihi_lhg ij 1]ylj 1

1

hihi—lhg

1
+ — 2(D!‘_'Olj_1+D!‘_'Olj)+
hiih3

(D!‘jp_l +D;P )} Vi

1 K 1 K 1 K
~| 5D +———-DP |y g+ ——5 DY
[hiz—lhg . hihighs " jy” ' hihighs " iaja

i,
hihi—lhg

1
(D:(jp—l + D:(jp ) Yiajt hh 2 D!(iji+1j+1
iNi_N3

olmak iizere, bu ifadelerin toplami seklinde yazilabilir.
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6. LEVHALAR SISTEMININ EGILMESIi PROBLEMININ SAYISAL
COZUMUNUN TEST EDILMESI

Bu boliimde elastik levhalarin yan yana birlestirilmesiyle olusturulan sistemin
egilmesi probleminin analizi i¢in hazirlanan bilgisayar programini test etmek
amaciyla, sistemin sinirlarinda sert kenetlenme (clamped) ve basit dayanak (simply

supported) sinir kosullar1 verildigi durumlarda 6zel test fonksiyonlart segildi.

6.1. Levhalar Sistemi i¢in Simrlarinda Basit Dayanak Kosulu Verildiginde

Sayisal Coziimiiniin Test Fonksiyonu ile Incelenmesi

Q= {x = (xl, X, )‘ 0<x, </, (p=1,2} dikdortgen bolgesini dolduran farkli 6zellikli

iki levha birer kenarindan birbirine baglansin. Q bélgesinin sinur1,

T ={(0,%,)] 0<x, <£,}, T, ={(£,%,)0<x, <, }
FS:{(xl,O)‘ 0£xl£€1}, F4:{(xl,ﬁz)‘03xl£€l}

olmak iizere 6Q =T (I'=T,UT,UT,UT,) seklindedir (Sekil 6.1).

kel

0 T, [ X,

Sekil 6.1. Q dikdortgen bolgesi

o(Xy, X, ) =—sinnx, sinmx, (6.1)
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fonksiyonunun, Q bdolgesinin simrlarinda (3.71) basit dayanak (mentese) sinir

kosulunu sagladigi kolaylikla gosterilebilir. (6.1) fonksiyonu,

2 2 2 2 2 2 2 2
62 D 6023+V6023 +62 D 60;+v602) PO D(l—v)—am
OX; 0X; oX; 0X; 0X, 0X; OX,0X, OX,0X,
(6.2)
=f(x,,x,)
denge denkleminde yazildiginda (6.3) fonksiyonu elde edilir:
f(X,, X, ) =—4n'sinnx, sinnx,. (6.3)

Hazirlanan bilgisayar programinin dogrulugunu incelemek amact ile (6.1)
fonksiyonu ele alinarak problem ¢6ziilmiis ve hata analizi yapilmistir. Bunun igin

once, (, =L, =1 birim olan kare bolgede, N, X N, (sirastyla X, ve X, yonlerindeki
nokta sayilarmi gosteriyor) boyutlu kafeste elde edilen ,(x,,x,) yaklasik

¢ozlimlerinin, analitik fonksiyonun ve hata fonksiyonlarinin grafikleri incelendi:

1. a=o00 ve B=0 durumunda, N, x N, =41x41 boyutlu kafes icin elde edilen

grafikler ise Sekil 6.2 ve Sekil 6.3’te verildi.

O(x,.x,) =—sinmx, sinmx, O, (x1.%,)

S ow

A
~-.i\‘{‘\\\\\\‘ “‘0’00,""4,3[/”’{{11111

'I
\\\‘ (D
‘

\..\\\\\\\\\3\:\“ 'l:/lll'r/lllm
\ ‘

\\\\ RN lll
\\\\ R e, I 0 g
A \\\\\ R HIH
R R “”’ 'I’l‘"%;’ﬁ’/

BRR
\\“\\‘“ ’0’,""”’{114

NSRS .ual‘lllll
N
\\‘\\\ .z.,h,;nuﬂl’

(b)
Sekil 6.2. (a) o(X,,X,)=-sinmx, sinnx, fonksiyonunun grafigi, (b) o,(X,,X,)
yaklagik ¢6ziimiin grafigi
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Mutlak hata Bagil hata

L \ X
“\\\\
“ “‘\\\\ \\\

0)

Sekil 6.3. Test probleminin ¢oziimiiniin, (a) mutlak hatasi, (b) bagil
hatas1

Burada, a=o kosulu sistemi olusturan levhalarin X, =0 ortak smirindan birbirine
kaynak edildigini gosterir. Bu da levhalarin birlikte hareket ettigi, yani tek bir levha
gibi davrandig1 ve B =0 kosulu da birlesme sinirinin altinda herhangi bir dayanagin

olmadig1 anlamina gelir.

Sayisal ¢oziim bulundugu zaman tanimlanmis kafesin boyutunun sonuca etkisini
incelemek amaci ile problem farkli kafeslerde ¢oziilmiis ve sonuglar Tablo 6.1°de

verilmistir.

Tablo 6.1. Sinirlarinda basit dayanak sinir kosulu verildiginde
farkli kafeslerde test probleminin ¢6ziimiinde olusan maksimum
mutlak ve bagil hatalar

N, XN, max o, (X,, X, ) Mutlak Hata Bagil Hata
41x41 1,0007 7,4766x10™ 7,4766x10™
61x61 1,0004 3,7423x10™ 3,7423x10™

2. a=0 ve P=o durumunda, levhalar sistemi birbirine ideal bir mentese ile
birlesmis (a=0), birlesme sinirmin altinda sonsuz sertlige sahip bir dayanagin
oldugu (B =o0) duruma denk olur. Bu da = kosulundan dolayr X, =0 sinirinda

egilmenin olmamasi sonucunu dogurur.

Hazirlanan bilgisayar programinin dogrulugunu incelemek amact ile (6.1)
fonksiyonu ele alinarak problem ¢6ziildii ve hata analizi yapildi. Bunun igin once,

(,=2, {, =1birim olan dikddrtgen bélgede, N, x N, =41x41 boyutlu kafeste elde
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edilen ®,(X,,X,) yaklastk c¢oziimlerinin, analitik fonksiyonun ve hata

fonksiyonlarmin grafikleri Sekil 6.4-Sekil 6.6’da verilmistir.

O(x),x, ) =-sinmx, sinmx, O, (%.%,)

“‘"0 'I’,i’?fflllllllll " ,/[II[{{{III/IE"

\\\“\\\

i""" i'l 'I [l?lllllll/!

l’lln

\\%‘
f\\\\“

ﬁ’o"n

\\“\‘*0
\ o,’l’ i

(b)
Sekil 6.4. (8) (X,,X,)=-sinnx, sinnx, fonksiyonunun grafigi, (b) o, (X, X,)
yaklasik ¢oziimiin grafigi

Mutlak»lvlara

/’””ll//'

’l s
/ /w//,,/;:, .o;:\\

Sekil  6.5. Test probleminin
¢Oziimiiniin mutlak hatasi

Tablo 6.2. Smirlarinda basit dayanak smir kosulu
verilen levhalar sisteminde farkli kafesler igin test
probleminin ¢dziimiinde olusan maksimum egilme,
maksimum mutlak ve bagil hatalar

N, XN, maxao,(x,x,) Mutlak Hata | Bagil Hata
21x21 0,9992 0,0023 0,0076
31x31 0,9960 0,0014 0,0014
41x41 1,0013 0,0013 0,0013
51x51 0,9990  D,8886x10™ 9,9082x10™
61x61 1,0008  [7,6638x10™ 7,6638x10™
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Kafesin boyutunun sayisal ¢6ziimiin bulunmasinda sonucu nasil etkiledigini

incelemek i¢in farkli boyuttaki kafeslerde problem ¢oziildii ve elde edilen

max o, (X;, X, ) yaklasik ¢6ziimleri, maksimum mutlak ve bagil hata degerleri Tablo

6.2°de verildi.

Kafeslerden sayisal ¢oziimlerin daha uygun olanini belirlemek i¢in hatalarin sayisal
degerlerine ek olarak gorsellik amaci ile farkli boyutlu kafeslerde elde edilen

sonucun bagil hatalarmin grafikleri Sekil 6.6’da verildi.

x 10

%%mm
o
e

Lot

/ffl)lllllllll

””%;H

(b)

o /i’m
i il

L
Wit

I
"'4{%,7///![

g,
"I’I

I/IIIIIIIIIIIII;IIJ,
il
i

A
i, ,
I

Ifj/,,lll

i

Sekil 6.6. Test probleminin ¢oziimiiniin sirasiyla, (a) 21x21 (b) 31x31, (c) 41x41,
(d) 51x51 boyutlu kafeslerdeki bagil hata grafikleri

Sekil 6.6 incelendiginde (a) 21x21 boyutlu kafeste elde edilen maksimum bagil
hatanin sinirlarda oldugu goriiliiyor. Bagil hatanin maksimum oldugu noktada (6.1)
fonksiyonunun degeri ®=0,0483, yaklasik degeri o, =0,0480, mutlak hata
3,6529x10™* ve bagil hata degeri %0,76 elde ediliyor. 31x31 boyutlu kafeste

maksimum bagil hata levhalarin ortalarinda elde ediliyor. Yine bagil hatanin
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maksimum oldugu noktada (6.1) fonksiyonunun degeri  =0,9945, yaklasik degeri
o, =0,9960, mutlak hata 0,0014 ve bagil hata da %0,14 seklinde elde ediliyor.

Sekil 6.6’dan anlasildig1 gibi kafesin boyutu arttikca egilme sonucu olusan

maksimum bagil hatalar levhalarin ortasinda oluyor.

Elde edilen maksimum egilmeler dogrultusunda hazirlanan program test edildiginde

yaklasik ¢oziimiin hatasinin 10~ civarinda oldugu goriiliir.

6.2. Biharmonik Denklem 1Icin Smirlarinda Sert Kenetlenme Kosulu

Verildiginde Sayisal Céziimiiniin Test Fonksiyonu ile Incelenmesi

o(X,,X, ) =—(1-cos2nx, )(1-cos2nx, ) (6.4)

fonksiyonunun Q bélgesinin smurlarinda (3.70) sert kenetlenme smir kosulunu
sagladig1 kolaylikla gosterilebilir. (6.4) fonksiyonu, (6.2) denkleminde yazildiginda
(6.5) fonksiyonu elde edilir:

f (X,,X, ) =16Dn* (cos2mx, +cos2mx, —4c0s2mX,COS27X,, ). (6.5)

Mentese kosulunda oldugu gibi hazirlanan bilgisayar programini incelemek amaci ile

ayni veriler kullanilarak, a=00,3 =0 ve a=00, B =0 durumunda egilmeler ve hata

grafikleri incelendi:

1. o= ve B=0 durumunda, farkli kafeslerde elde edilen maksimum egilme,

maksimum mutlak hata ve bagil hata analizleri Tablo 6.3’te verildi.

Tablo 6.3. Sinirlarinda sert kenetlenme kosulu verildiginde farkli
kafeslerde test probleminin ¢oziimiinde olusan maksimum mutlak ve

bagil hatalar
N, XN, | max o, (x,X,) Mutlak Hata Bagil Hata
41 x 41 4,0142 0,0142 0,0203
61 x 61 4,0067 0,0067 0,0094

N, x N, =41x41 boyutlu kafeste elde edilen o, (x,,X,) yaklasik goziimlerinin,

analitik fonksiyonun ve hata fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 6.7 ve Sekil 6.8’de
verildi.
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O, (x5.x,)
®(x;,%,) =—(1-cos2mx, )(1-cos2mx, ) i
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(b)
Sekil 6.7. (a) w(x,,X,)=—(1-cos2nx, )(1-cos2nx,) fonksiyonunun grafigi, (b)
oy, (X4, X, ) yaklasik ¢oziimiin grafigi

Yukarida yapilanlara benzer olarak Sekil 6.7 yorumlanacak olursa, a=o0 kosulu

levhalarin birbirine kaynak edildigini, B=0 kosulunun da birlesme sinirinda

herhangi bir dayanagin olmadigini gosterir.

Mutlak hata B agﬂ hata

0015~

001 o

00054

gy "\\\i\\
/ f/’f,"‘f”‘:‘m\*{

OO N
TS

02
0 o 0 o

(a) (b)

Sekil 6.8. Test probleminin ¢6ziimiiniin, (a) mutlak hatasi, (b) bagil hatas1

Sekil 6.7 ve Tablo 6.3’de goriildiigii gibi yukaridaki duruma benzer sekilde
maksimum egilmeler levhalarin birlesme sinirinda oluyor. Hazirlanan program test
edildiginde analitik fonksiyondan ve test fonksiyonundan elde edilen maksimum
degerler incelendigi zaman kafesin boyutu arttikca 10~ civarinda hatayla gercek
¢Ozlime yaklastig1 goriiliir. Sekil 6.7 ve Sekil 6.8 (a)’ya gére maksimum egilme ve
maksimum mutlak hata levhalarin birlesme sinirinda, Sekil 6.8 (b)’ye gore ise

maksimum bagil hatanin sinirlarda oldugu goriiliyor. a=o0 ve =0 durumu igin
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farkli kafeslerde elde edilen maksimum egilme, maksimum mutlak hata ve bagil hata

analizleri Tablo 6.3’te verildi.

2. =00 Ve P=o durumunda, levhalar sistemi birbirine kaynak edilmis (o =o0),
birlesme siirmin altina sonsuz sertlige sahip bir dayanagin olmasi (p=o)

durumuna denk olur.

Hazirlanan Dbilgisayar programimin dogrulugunu incelemek amaci ile (6.4)
fonksiyonu ele alinarak problem ¢oziilmiis ve hata analizi yapilmistir. Bunu igin
once, (,=2,(,=1 birim olan dikdortgen bolgede, N, x N, =41x41 boyutlu
kafeste elde edilen , (x,,x,) yaklasik ¢oziimlerinin, analitik fonksiyonun ve hata
fonksiyonlarmin grafikleri Sekil 6.9 ve Sekil 6.10°da verilmistir. Bu durumda, o=
kosulu levhalarin x, =0 ortak smirinda mutlak sert olarak birlestigini, yani iki
levhanin birbirine kaynak edilerek birlestigini, f = kosulu ise, birlesme sinirinda
sonsuz sertlikte bir dayanagin varligini, yani, X, =0 smir boyunca egilmelerin

olmadigini gosterir.

©(x,.X,)=—(1-cos2mx,)(1—cos2mx, )

o, (X%, )

ol
Wl
i ( W
s N"I’I”llllltf ‘\\\\%
\ s \\\ W”’ ’
™

I//Illﬂm -

(@) (b)
Sekil 6.9. (8) ®(X,,X,)=—(1-cos2nx,)(1-cos2nx,) fonksiyonunun grafigi, (b)

0, (Xl, X2) yaklasik ¢6ziimiiniin grafigi
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Mutlak hata

Bagil hata

Qs
oos kT
0034

0.02

(b)

Sekil 6.10. Test probleminin ¢6ziimiiniin, (a) mutlak hatasi, (b) bagil hatasi

Sekil 6.9’a gore levhalardaki maksimum egilmeler levhalarin ortalarinda ve Sekil
6.10 (a)’daki mutlak hata grafigi incelendiginde maksimum mutlak hatalarin da
levhalarin ortalarinda oldugu goriiliir. Sekil 6.10 (b) incelendiginde ise, farkli
kafeslerde elde edilen maksimum bagil hatanin sinirlarda oldugu goriiliir. Buna gore,
levhalar sisteminde farkli kafesler i¢in elde edilen maksimum egilme, mutlak ve

bagil hata analizleri a.=00 ve =00 durumu igin Tablo 6.4’te verildi.

Tablo 6.4. Sinirlarinda sert kenetlenme kosulu verilen levhalar
sisteminde farkli kafesler icin Test probleminin ¢6ziimiinde
olugsan maksimum egilme, maksimum mutlak ve bagil hatalar

N, XN, max o, (X,,X,) | Mutlak Hata | Bagil Hata
21x21 4,0827 0,0827 0,0207
31x31 4,0049 0,0486 0,0123
41x41 4,0312 0,0312 0,0078
51x51 4,0054 0,0211 0,0053
61x61 4,0153 0,0153 0,0038

Sayisal sonuglarda maksimal hatalar, sinira yakin diiglim noktalarinda egilmenin ¢ok
cok kiiciik oldugu degerlere karsilik geldiginden goz ardi edilebilir. Smurlarinda sert
kenetlenme kosulu verilen levhalar sisteminde maksimal hatalara karsilik gelen

egilme degerleri Tablo 6.5°te verildi.

148



Tablo 6.5. Farkli kafesler igin Test probleminin ¢6ziimiinde bagil hatalarin
maksimum oldugu noktadaki « fonksiyonunun degeri, o, yaklasik degeri,

mutlak ve bagil hata degerleri

N, XN, () max o, (X,,X,) | Mutlak Hata Bagil Hata
21x21 0,0093 0,0079 0,0014 0,1518
31x31 0,0019 0,0017 1,4593x10™ 0,0772
41x41 6,0258x10" | 5,7433x10" | 2,8246x10~ 0,0469
51x51 2,4773x10% | 2,3995x10” | 7,7856x10° 0,0314
61x61 1,1971x10" | 1,1702x10* | 2,6926x10° 0,0225

Tablo 6.5 incelendiginde, 21x21 boyutlu kafeste bagil hatanin maksimum oldugu
noktada, (6.4) fonksiyonunun degeri ®=0,0093, yaklagik degeri ®, =0,0079,
mutlak hata degeri 0,0014 ve bagil hata degeri de %15,18 oldugu goriiliir. 31x31
boyutlu kafeste yine bagil hatanin maksimum oldugu noktada (6.4) fonksiyonunun
degeri ®=0,0019, yaklasik degeri o, =0,0017, mutlak hata degeri 1,4593 x107
ve bagil hata degeri de %7,72 seklindedir. Benzer sekilde 41x41, 51x51 ve 61x61
boyutlu kafeslerde bagil hatalarin maksimum oldugu noktadaki (6.4) fonksiyonunun

degeri, o, yaklasik degeri, mutlak hata ve bagil hata degerleri elde edildi.

149



7. DORDUNCU MERTEBEDEN DENKLEMLER iCiN SINIR DEGER
PROBLEMININ SAYISAL COZUMU

7.1. Bir Boyutlu Durumda Farklh Ozellikli Millerin Olusturdugu Sistemin

Egilmesi Probleminin Sayisal Coziimii

Genel halde miller sistemi i¢in uyum kosullar1 (4.12) seklinde verilir. Elde edilen

ifadelerdeki negatif olmayan o ve [} sabitlerinin aldigi degerlere gore farkli
mekanik anlamlari vardir. Bu bolimde o mentesenin, B dayanagin sertlik katsayisi

olmak iizere (4.12) uyum kosullarinin miimkiin olabilen tim o6zel durumlar

incelenmistir.

7.1.1. Siirlarinda sert kenetlenme kosulu verildiginde farklh uyum kosullarinda

miller sisteminin egilmesi problemi

Siirlarda sert kenetlenme kosulu verildigi durumda, egilme sertlik katsayilari
sirastyla B =21000[kN /cm?], B* =11000[kN /cm?] olan iki milin olusturdugu
sistemin ortasindaki 3 noktadan g; =100,200,400 [KN] kuvvetleri uygulanarak elde
edilen grafikler Sekil 7.1-7.9°da verilmistir.

1. o =B = 0 durumunda uyum kosullar1 (4.13) seklindedir.

x10° 0=0, p=0
05 :

04 +4—i*_*. # g
iii+**** ﬁs**iiﬂ:
e P, it
05} + F4 ¥ S o
+++ R £ e
L 5
1 i ++
e ++
+,

25 % =100
+  g=200
. =400 ) .
4] 05 ] 05 1

Sekil 7.1. a=B=0 durumu igin
egilmeleri gosteren grafik
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o =0 kosulu mentesenin ideal olmasi, f =0 kosulu ise X =0 birlesme noktasinin

altinda herhangi bir dayanagin olmadigi anlamina gelir.

2.0 =sabit, f=0 durumunda uyum kosullar1 (4.14) gibidir. Bu kosullar millerin

x =0 ortak noktalarindan sonlu sertlige sahip bir mentese ile birbirine bagli olmasi (

o =sabit) ve birlesme noktasmnin altinda herhangi bir dayanagin olmadigi (f=0)

anlamina gelir.

«10° =100, p=0 2x1n“ 2=10000, B=0
05 . .
O ook E4
# 4‘.*
biiia '**ii*** .pk*i# e 2 %ii‘t***** *****14_1
+++:***+ ******L# ) ++++ Fhey, o -
" * 5
) g ! Ty 4t i 4 iz T gt ¥ _
b ++ § N
T o Bf . £F J
1 + + + +
=k ++ ++ it gk
¥ +, 4t |
¥ 8 ot
2 aof i
2 J 12 J
4k i
-25 * =100 + g=100
+ =200 -16 +  g=200 i
% o=400 ) " : d =400 ) .
g 05 [i 05 1 Bl 05 0 05
(a) (b)
x10* ©=10000000, p=0
2 T
Db At
R +¥
*. +* +
R ¥ F
e ™ o+
+ * * g
2r + Fhy +¥ + .
+: AF
H o b i
iy -
+ e ¥
-4+ + 4
*+
Tt
-6 |
8 i
+  g=100
+ =200
10 izl 1 1
-1 0.5 0 05 1
(©)

Sekil 7.2. (a)-(c) o =sabit, =0 oldugunda o’nin aldigi farkli degerlerde
egilmelerdeki degisimleri gosteren grafikler

3. =, =0 durumunda uyum kosullar1 (4.15)’deki gibidir. Bu kosullar ise,

millerin birlesme noktasinda birbirine kaynak edildigi anlamina gelir, yani tek bir mil

gibi davranirlar.
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+ =100
+ =200
- G400 | : .

-1 05 0 05 1

Sekil 7.3. a =00, =0 durumu igin
egilmeleri gosteren grafik
4. a=0, B=sabit durumunda uyum Kkosullar1 (4.16) seklindedir. a.=0 kosulu

sistemi olusturan millerin birlesme noktasindan yaglanmis bir mentese ile birbirlerine

bagli oldugu, B =sabit kosulu ise birlesme noktasinin altinda sonlu sertlige sahip bir

dayanagin oldugu anlamina gelir.

160 o=0, p=100 <10° ©=0, B=10000
05 : : : 05 . i
Dttty ; ii** — 1#***”- 4 il £l
++t**+.* 2 L ity b, % 2 s
+ . A + e e ) T
05} e ***H* R o 1 o e B i
a5k + * #¥ + i
o o 05 + Fp ot oy
5 + iF
1 e GF | 4, 5
+ 5
Gy *y iF
it 1 e 4+ il
15} 1 Tk
15} 1
D 4
) 4
250+ g=100 g +  g=100
+ =200 +  g=200
3 40|, L L 25 LI - :
-1 05 [ 05 1 -1 05 0 05 1

(@) (b)
Sekil 7.4. (a)-(c) o =0, B=sabit oldugunda f’nin aldigi farkli degerlerde
egilmelerdeki degisimlerini gosteren grafikler
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10° =0, p=10000000
0 [k 4
*iii* _*** e R _*frk
25 i i r **++
5 < N+ *** +
-4 2 +++—H++ freg 5 *4. H*** i
B +
++ B
8 e
g
10+
2k
14+
+ =100
Bl +  g=200
=400
18 L L L
-1 05 ] 05 1
(c)
Sekil 7.4  (Devam). (a)-(c)
a=0, B=sabit oldugunda f ’nin

aldig1 farkli degerlerde egilmelerdeki

degisimlerini gosteren grafikler
5. o =sabit, B = sabit durumunda uyum kosullar1 (4.17) gibidir. Bu kosullar millerin
x =0 ortak noktalarindan sonlu sertlige sahip bir mentese ile birbirine bagli oldugu (

o = sabit ) ve birlesme noktasinin altinda sonlu sertlige sahip bir dayanagin oldugu (

B =sabit ) anlamina gelir.

«10° ©~=10000000, R=10000000 % 10t ©=10000000, R=10000
2 - : : T
Ot A4 . :
04 "
e, oFF e T e
* A, - e *
1, Ty, Ak *, + * R
. FF #. * + 4, ey #* Y
4 R o g #* % * + *4, ¥
il + 4 GO H TRy P
. et o et 4 2 T Fh, P
et i & 2 *, Fk gt i+
+ i 4
4 * + A ¥
Tyt Fy it
et 4 i e
+ +
B o
BF
8t
;!
A0f #  g=100 + =100
+ =200 + =200
12 Lt L . -10 =R, L :
- -0.5 0 05 1 - 05 0 05 1
(a) (b)

Sekil 7.5. (a)-(f) a =sabit, p=sabit oldugunda o ve B’nin aldigi farkh
degerlerde egilmelerdeki degisimleri gosteren grafikler
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,x10 4 =10000000, £=100 ,x10 4 =10000, B=10000
i .
= i:t*hs ***i o
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ii**** ***i S +++ ***** ***** + _
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R RS bt ***** A4t F *
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’ =400 | ; . I =400 | ; ;
10 18
-1 -0.5 0 05 1 -1 05 u] 0s 1
(c) (d)
E: 10t =100, f=1000000 53 10t o=10000, B=10000000
0 ﬂ**i 4 0| **ﬁm
i**** o **i &P’u A ¥
2k ++ Fp SHFE 4 *** 5 _**++ . ol + Ty % » *** it +++-** ***++
+ * *
+ + * * + #* *
4k 4 S T g 4 +y + + Ty o+
gt " ok + yis st et 4 g
6 + ++ e + i+
+ + B + ++ E
+ +
8+ i + . £ +
+-H-++ 8k T 4
10k 4
10k 4
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@l I g
+ g=100 14 + =100 ]
Bl 4+ g=o00 1 +  g=200
] =400 ) : ] =400 | . :
18 16
-1 05 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1

(€)

()

Sekil 7.5 (Devam). (a)-(f) o =sabit, p =sabit oldugunda o ve B ’nin aldigi farkli
degerlerde egilmelerdeki degisimleri gosteren grafikler

6. o=, p=sabit durumunda uyum kosullar1 (4.18) seklindedir. Bu ise, millerin

kaynakla birbirine birlestigini (a=00), yani tek bir mil gibi davrandiklarini ve

birlesme noktasinin altinda sonlu sertlikte sahip ( = sabit ), yani esnek bir dayanagin

varligin1 gostermektedir.
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x10? o=oo0, p=100 L X1 o=, B=10000
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Sekil 7.6. (a)-(c) o =oo, p=sabit oldugunda [ ’nin aldig1 farkli degerlerde
egilmelerdeki degisimleri gosteren grafikler

7. o =0, B = durumunda uyum kosullar1 (4.19) gibidir.

x10° a=0, f=eo

2 : : :

0+ * 4
. **ft ' **fk
ob N e Y e S
o+ + %y * +
+ + * _** 4
4F tp + TR ]
+
+
Bt + o4 i
+, i
8k gt 4
10k 4
12k ol
4k 4
+ =100

1Bl +  g=200 1

i g=400 | . .
-1 -0.5 0 0.5 1

Sekil 7.7. o

0, =00 durumu ig¢in

egilmeleri gosteren grafik
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Bu durumda, sistemi olusturan millerin birlesme noktasindan yaglanmis bir mentese
ile birbirlerine baghdir (o =0) ve birlesme noktasinin altinda sonsuz sertlikte bir

dayak vardir ( =»).

8. o =sabit, p=c0 durumunda uyum kosullar1 (4.20) gibidir. Bu kosullar birlesme

noktasinda millerin sonlu sertlikte bir mentese ile birlestigini (o = sabit ) ve birlesme

noktasinin altinda sonsuz sertlikte bir dayanagin varligini (p = o) gosterir.

,X10 s =100, p=o o 10° =10000, B=m
Oty * 4+ 0+ + el
iii***—-* ***+f j’* **ii %i**** +***ft T‘* *+ft
2 Fppppt T+ + i S R * *+
5 s s saadl < + ok, R 2r e it e P
+ + + + o
4 Pt ++ gt T i Tttt . Fhppprtt ++
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8 gt et
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12F
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14+
+  g=100 *  g=100
18]+ =200 1 M geom
- G400 | ; . T ] I . s
] 05 0 05 1 g 05 0 05 1
(a) (b)
x10° =10000000, B=e
1 . .
0 ]
ey P +F
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*4 i +* P
Ak AP o P
+ + +
+ ¥ +
2t et A
-
+ -+
3+ g g
-4+ Tt
g
B
Tk
+  g=100
B+ g=om
3 g=400 ] . .
g 05 0 05 1
(©)

Sekil 7.8. (a)-(c) o =sabit, B=o oldugunda o’nin aldigi farkli degerlerde
egilmelerdeki degisimleri gosteren grafikler

9. oo =, B =00 durumunda uyum kosullar1 (4.20) seklindedir. Bu kosullar birlesme

noktasinda millerin kaynak ile birlestigini (a0 =o) ve birlesme noktasinin altinda

sonsuz sertlikte bir dayanagin varligini (3 = o0 ) gosterir.
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X 10° 0=, =00
0 +. R
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Sekil 7.9. a=ow,B=0 durumu i¢in

egilmeleri gosteren grafik

7.2. Levhalar Sistemi I¢in Farklh Smr Kosullarinda Sayisal Céziimiiniin

Incelenmesi

7.2.1. Ortak simnirinda uyum kosullarinin fark denklemlerinin katsayilari

Sekil 4.1°deki gibi Q dikdortgen bolgesini dolduran farkli 6zellikli iki levhanmn

X, =0 ortak siirlarinda uyum kosullart elde edildigi zaman olusturulan lineer
cebirsel denklemler sisteminde X, =0,th,’e karsilik gelen katsayilar matrisinin

bilesenlerinin belirlenmesinde kolaylik saglamasi agisindan uyum kosullarinin

ifadelerinde gecen terimler,

c=[D-(1—v—)+D+(1—v+)] t=

D' D" r2l1 1
D +D"’ ahl(l 1} ’
1+—| —+

1
2 D +D° ahl( 1
+7
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seklinde almsm. Bu durumda, k,=(i-2)m+2, k,=(i-1)m-1 olmak iizere

(—hl,xzi), i=k,:Kk, digim noktalarma karsilik gelen denklemlerin katsayilari

asagidaki sekilde elde edilir:

Ai,izm:%

1

1 -
A”ml—hlzhg[D (v +v')+c]

- 2
A ——45 —hfhg[D‘(v‘+v+)+C]

1 - - +
S — hfhg[D (v +v )+C]
Ai,iz_ll:,])_g

-
A,,l——%—hfhg[D (v +v)+c]

5D +2tr 6D 4 (- .
A= h_1: + h‘z‘ +hfh§[D (v +v )+c]

A —

il = _h_g hlzhg

4D 2 [D*<v*+v+)+c}

D
ii+2 = h_g

1 D™ .
Ai'”mFWK?Hrj(V +v )+c}

2D +4tr 2 D _ .
A =— S K?Hrj(v +v )+c}
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1 D™ - .
Ai,i+m+1 = hfhé K?+trj(v +v )+Cj|

A _ 2tr

i,i+2m 4
hl

k,=(i-1)m+2, k,=im-1 olmak iizere, (O,Xzi),i:kl:k2 digiim noktalarina

karsilik katsayilar1 asagidaki sekilde elde edilir:

A =
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hl
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Amm_l:% D—+tr (v’+v*)+c
' hihy | 2

Aii+m:_2D j4tr— 222 D (v’+v*)+c
' h' henZ|| 2

1 D* _ +
Ammﬂzmﬁ : +tr}(v Ty )+c}

A _b

i,i+2m 4
hl

Yukaridaki ifadelere benzer sekilde k,=im+2, k,=(i+1)m-1 olmak iizere
(hl,x?_i), =k, :k, diigim noktalarina karsilik katsayilar1 asagidaki sekilde elde
edilir:

A _ 2tr

i,i-2m 4
hl

A :_2D*+4tr 2 {[D—++trj(v+v*)+c}

e h!  hzZ|( 2
A na= Flhg[(%+ tr)(v +v*)+c}
-
A= _4h_[?21+_ hlzzhé [D+ (v* +v*)+c]
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5D" +2tr 6D 4 el
A= h}r + h‘z‘ +hfh§[D (v +v )+c}

Ao =‘%_F2h§[D+ (v rv)e]
Ava=r

Psions = hflhg [0 (v v )ee]

A ==~ () <]

Aiiimia = hZh2 |:D+ (V_ +V+)+C]
Aijiam z%
1

7.2.2. Sert kenetlenme ve basit dayanak simir kosulu verildigi durumda farkh

uyum kosullarinda levhalar sisteminin egilmesi problemi

Smurlarda sert kenetlenme kosulu verildigi durumda, Elastisite modiilleri E- , E*

ve Poisson sabitleri de v, v olan iki levhanin olusturdugu sisteme soldaki ve

sagdaki levhalarin ortasindaki dokuzar noktadan ve levhalarin ortak sinir1 olan
X; =0 smir tizerinde de ii¢ noktadan olmak iizere toplam 21 noktadan ¢ = 200[kN]
kuvveti uygulandi. v- =v* =0,3 oldugu durumda Elastisite modiiliiniin egilmelere
olan etkisini incelemek amaciyla (a) E~ =11000[kN /cm?], E* =21000[kN /cm?],
(b) E- = E* =21000[kN/cm?] ve () E~ =21000[kN/cm?],
E* =11000[kN/cm?] durumlar i¢in saysal ¢oziim elde edildi ve grafikler Sekil
7.10- Sekil 7.18°de verildi. o ve P ’nin farkli degerleri i¢in problem ¢oziildi ve

egilmelerin x, =(, /2 deki kesitlerinin grafikleri agsagida verildi:
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1. a=B=0durumunda, o =0 kosulu mentesenin ideal olmasi, B =0 kosulu ise
X, =0 smirinda dayanagin olmamasi anlamma gelir. Bu durumda Elastisite

modiiliindeki degisimin sistemde olusan egilmelere etkisi Sekil 7.10 (d)’deki gibidir.

=0, B=0, E=11000(kN/cm?], E*=21000[kN/cn?] =0, B=0, E'=21000[kN/cm?], E*=21000[kN/cr?]

AR
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= /
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L Yol
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ST e et
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KA FATF
RRIR A

=0, p=0

05+ o o o

(d)
Sekil 7.10. a=Bf=0 durumu igin, (a)-(C) egilmeleri gosteren grafikler, (d)
egilmelerin x, = (, /2 ’deki kesiti

2. a =0, p=sabitdurumunda, levhalarin ortak simirindaki mentesenin yaglanmis
gibi rahat hareket ettigini (ideal mentese), B =sabit ise bu mentesenin altinda sonlu

sertlikte bir dayanagin oldugunu ifade eder (Sekil 7.11).
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=0, B=100, E"=11000[kN/em?], E*=21000[kN/crre] =0, p=100, E"=21000[kN/cm?], E*=21000[kN/cr?]

KIS o5 %,

ey : s e
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' / ) S L A KX N

12 =

+  E=21000[kN/crr?], E2=11000[kN/cm?]
0 1 2 3 4 5 3 7 8 9 10

(d)
Sekil 7.11. a=0, B=100 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler, (d)
egilmelerin x, = (, /2’deki kesiti

3. a=0, =00 durumunda,a =0 kosulu mentesenin ideal olmasi, = kosulu
ise, ortak sinirinda sonsuz sertlikte bir dayanagin olmasi yani, levhalarin ortak siniri

X; = 0°da egilmenin olmamas1 anlamina gelir. Farkli 6zellikli levhalarin olusturdugu
sistemler i¢in egilmeler Sekil 7.12 (a)-(c)’de ve bu egilmelerin X, =(, /2 deki

kesitleri Sekil 7.12 (d)’de verildi.
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o0, f=oo , E=11000[kN/erm?], E*=21000[kN/er?] 00, pao , E=21000[kN/er?), E*=21000[kN/er]

S

Sekil 7.12. a=0,B=o oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler, (d)
egilmelerin x, = (, /2 deki kesiti

4, o =sabit, B=0 durumunda, o =sabit kosulu x, =0 simirinda mentesenin sonlu

sertlige sahip olmast ve =0 kosulu da dayanagin olmamasi anlamima gelir. Bu

durumda sistemde olusan egilmelerin bir kesiti Sekil 7.13 (d)’de verildi.
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=100, =0 , E=1D00[KN/em2], E*=21000[kN/cen] 0100, =0 , E=21000[KN/cr?), E*=21000[Nerr?]

RO KL
RS XXXAIN
\ \\\\\““\“‘"’”‘&,g, 7z

LT AL L7 ; R
Q“Q‘o*o,',":ﬁl" 7 4 : 2o
705

J
I

=100, p=0

Ty T T T L
* E=11000(kN/em?], E*=21000(kN/cm?]

O E=21000{kN/em?], E*=21000[kN/cm?]

v 4+ E=21000{kN/cm?], E2=11000{kN/cm?] Q2+
¥ B
05 o ‘ 4
.
o +
.
& C o 1
NSRS o
: = = ”
e eSS . T g0 *
* o
St . Sp 8
" .
.
s .
+
. . {
+ + |
+ .

(d)
Sekil 7.13. o =sabit, 3=0 durumunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler, (d)
egilmelerin x, = (, /2 deki kesiti

5. o = sabit, = sabit

& = = 2 +_
=100, B=100 , E'=11000[Ven], E =21000[kN/cr] =100, B=100 , E-=21000[kN/cr?), E*=21000[KN/er?]
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Sekil 7.14. a =100, B =100 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler, (d)
egilmelerin X, = (, / 2’deki kesiti
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=100, B=100 , E-=21000(kN/cm?], E*=11000(kN/cr]

Rt
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SO : ¢ YN x + &8 +

(d)
Sekil 7.14 (Devam). o =100, B=100 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren
grafikler, (d) egilmelerin X, =(, / 2 deki kesiti

Burada o =sabit kosulu sonlu sertligi olan mentesenin, 3 =sabit kosul ise, esnek

dayanagm varligim1 gostermektedir. Elastisite modiiliiniin degisiminin sistemin

egilmesine etkisi Sekil 7.14 (d) gibidir.
6. o =sabit, B=o0.

= = =1 2] E*= N
SRIf0:BeenE mDU[kN’?T 1. E*=21000[KN/err] =100, B=oo , E'=21000[kN/em?], E*=21000[kN/cr]

XS
o0l
ok ORI
~a

K
N

Sekil 7.15. o =100, B=o0 oldugu durumda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler,
(d) egilmelerin X, =,/ 2’deki kesiti
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=100, p=0o

=100, B=w , E'=21000[kN/cm?], E*=11000[kN/crr?]
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“-".’){"){%ﬁ o3k r N & . & i 4 ]

SSe : . " & [ - *
\\\\ ‘Q.O naf " & B + 5" 8

(d)
Sekil 7.15 (Devam). a =100, = oldugu durumda, (a)-(C) egilmeleri gbsteren
grafikler, (d) egilmelerin X, =(, / 2 deki kesiti

Burada o =sabit kosulu sonlu sertligi olan mentesenin, = kosul ise, birlesme

smirinda sonsuz sertlikte bir dayanagin olmasi ve bu smir boyunca egilmenin
olmamasi anlamina gelir. Sekil 7.15 (d)’de Elastisite modiiliiniin degisiminin

sistemde olusan egilmelere etkisi gosterildi.
7. a=00,=0.

e = - 2 +_
oi=o0, B=0 , E'=11000(kN/cm?], E*=21000[kN/crr] L B, R 2] 0[N le E*=21000[N/err?)

o S S
SN SR
S N NS,
\\\\_\)\“\“‘ ‘:A‘:‘:f’fl)flln : : \“ ““ ‘:‘ " “ :! !" {!Iﬂ///"

l\‘-\‘.“.ﬁ oy }‘\‘ e d.‘a.ﬁ ()

(b)
Sekil 7.16. a=o, =0 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler, (d)
egilmelerin x, =(, /2 deki kesiti
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o=w, B=0 , E'=21000[kN/cm<], E*=11UUU[kN/cr‘r?]
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Sekil 7.16 (Devam). a.=o, B=0 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler,

(d) egilmelerin X, =(, /2 deki kesiti

oo=00 kosulu levhalarin X; =0 smirinda mutlak sert olarak birlestigini gosterir

(Sekil 7.16). Bu da levhalarin X, =0 ortak sinirinda kaynak edilmis gibi hareket

etmesi yani sistemin tek bir levha gibi davrandigin1 gosterir ve =0 kosulu da

dayanagin olmamasi anlamina gelir.

8. o =0, B =sabit.

o=, B=100 , E-=11000[kN/cm?], E*=21000[kN/cr]

SO

OSSN KA
& SSSSNS X X X A
; ““‘A’A’:?Off':,:

NIRRT

R
e

Al ““
Lo

=00, =100 , E'=21000[kN/cm?], E*=21000[kN/er?]

it
ansieed
et
NS R XA
SRR

Sekil 7.17. o=, B=100 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler, (d)

egilmelerin x, =(, /2 deki kesiti
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ST T T
*=21000[kN/err?]| »
kN/em?], E*=21000[kN/cm?]

2=11000{kN/err?) !

a=e, B=100 , E-=21000[kN/cm?], E*=11000[kNicr?] ¥

(d)
Sekil 7.17 (Devam). a=o, =100 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren
grafikler, (d) egilmelerin X, = (, / 2 deki kesiti

Burada ise, ao=00 kosulu levhalarin sert birlesimini, 3 =sabit kosulu ise, esnek
dayanagm varhigin1 gostermektedir. Sekil 7.17 (a)-(c)’de Elastisite modiiliiniin
artmasi1 ve azalmasiyla ters orantili olarak degisen levhalardaki egilmeler 3-boyutlu
olarak goriiliir. Sekil 7.17 (d)’de de yine yukaridakilere benzer sekilde Elastisite

modiiliiniin egilmelere etkisinin bir kesiti verildi.
9. a=00, =00

ai=oo, oo, E°=11000[KNfor], E*=21000[kN/er] o=, B=oo , E=21000[kN/em?], E*=21000(kN/crr?]

Sl

hsesls

Sekil 7.18. a =0, B=0 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler, (d)
egilmelerin x, = (, /2’deki kesiti
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=00, B=oo , E'=21000[kN/cm?], E*=11000[kN/crr?] il L L]

o200,

0.0
-'.'.?.fdfll',"{llfff

iarrt).

(d)
Sekil 7.18 (Devam). o =0, B =00 oldugunda, (a)-(c) egilmeleri gosteren grafikler,
(d) egilmelerin X, =(, /2 deki kesiti

Burada ise, a=o00 kosulu levhalarin sert birlesimini, B =0 kosulu ise, birlesme
sinirinda sonsuz sertlikte bir dayanagm varligii yani, X; =0 sinirinda egilmelerin

olmadigini gosterir (Sekil 7.18).

Egilmelerin soldaki ve sagdaki levhalar i¢in ilk ve son durumdaki Elastisite
modiiliiniin degerlerine gore cizilen grafiklerin simetrik oldugu, son olarak da
Elastisite modiiliiniin sol ve sag levha i¢in esit oldugu durumda da ikinci grafigin
kendi icerisinde simetrik oldugu Sekil 7.18 (d)’den goriiliir. Ayrica elde edilen
grafiklerden, Elastisite modiiliiniin degeriyle egilmelerin ters orantili oldugu yani,
Elastisite modiiliiniin degeri arttik¢a levhanin sertlestigi ve uygulanan basma
kuvvetine mukavemet gosterip egilmesinin azaldig1 izlenmektedir. Ve yine buradan,
Elastisite modiiliiniin degeri azaldik¢a da levhanin daha yumusak bir yapiya sahip

olup uygulanan basma kuvvetinin etkisiyle olusan egilmelerin arttig1 goriiliir.

Benzer sekilde o ve B ’nin farkli degerleri i¢in sistemin kenarlarinda farkli sinir

kosullar1 verildiginde egilmeler ve bu egilmelere bagl grafikler elde edilebilir. Tablo
7.1, Tablo 7.2 ve Tablo 7.3’de farkli sinir kosullar1 i¢in ayn1 6zellikte ve farkl
ozellikte iki levhadan olusan levhalar sistemi i¢in o ve P ’nin aldig1 farkli degerlere
gore Elastisite modiiliindeki degisimin etkisiyle soldaki levhada, sagdaki levhada ve

X; = 0 ortak sinirinda olusan ®,,,, maksimum egilmeler karsilastirildi.
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Tablo 7.1. Dort kenarinda sert kenetlenme kosulu verilen levhalar sisteminde o ve
B ’nin degisimine gore olusan maksimum egilmelerde E Elastisite modiiliiniin etkisi

E~ =11000[kN /cm?], ) ) E~ =21000[kN /cm?],
5 E~=E* =21000[KkN /cm?]
E* =21000[kN /cm?], ] E* =11000[kN/cm?],
v =v'=0,3
v =v'=0,3 v =v'=0,3
Soldaki | =0 |Sagdaki |[Soldaki | * =0 Sagdaki [Soldaki X, =0 Sagdaki
levhada [inirinda |levhada (levhada finirinda | levhada |levhada |[sinirinda |levhada
olusan |olusan |olusan |olusan |olusan olusan olusan olusan olusan
Omax [cm] Oax [Cm] Dpmax [Cm] Omax [cm] Omax [Cm] Dpmax [Cm] Omax [cm] Opmax [CITI] Dpmax [Cm]

p=0 [2,7599 |2,8839 |2,6897 |(2,0280 |2,1534 |2,0280 |2,6897 |2,8839 |2,7599
a=0 |[B=100 |1,0905 |0,3254 |0,6151 |0,6088 |0,2966 |0,6088 |0,6151 |0,3254 |1,0905
B=« 10,9980 0 0,5229 10,5228 0 0,5228 |0,5229 0 0,9980
p=0 2,1777 |2,1288 |2,0494 |1,5132 |1,5354 |1,5132 |2,0494 |2,1288 |2,1777
=100 =100 |0,9252 |0,3744 |0,5364 |0,5449 |0,3354 |0,5449 10,5364 |0,3744 10,9252
B=o 10,7604 0 0,3974 10,4059 0 0,4059 |0,3974 0 0,7604
p=0 [2,1425 12,0529 |1,9862 |1,4449 |1,4519 |1,4449 |1,9862 |2,0529 |2,1425
a=« =100 D 8981 |0,3813 |0,5235 |0,5303 [0,3428 |0,5303 |0,5235 |0,3813 |0,8981
B=w [0,7177 0 0,3748 ]0,3755 0 0,3755 |0,3748 0 0,7177

Tablo 7.2. Iki kenarinda sert kenetlenme kosulunun verildigi ve diger iki kenarin
serbest birakildigi durumda verilen levhalar sisteminde o ve B ’nin degisimine gére
olusan maksimum egilmelerde E Elastisite modiiliiniin etkisi

E~ =11000[kN /cm?], B , E~ =21000[kN /cm?],
5 E- =E* =21000[kN/cm?] "
E* =21000[kN /cm?], E* =11000 [kN / cm?],
"~ A v =v'=0,3
v =v"=0,3 v =v"'=0,3

Soldaki X, =0 Sagdaki | Soldaki X, =0 Sagdaki | Soldaki X, =0 Sagdaki
levhada |grinda | levhada |levhada |gimirmmda | levhada |levhada |sinirnda | levhada
olusan olusan olusan olusan olusan olusan olusan olusan olusan

Ong [CM] | @ [em] | @max [CM] o [em] | [em] | @max [CM] | Opg [eM] |, [em] | @pax [M]

p=0 |[6,1612 |6,5298 |6,0866 [4,4780 |5,0827 |4,4780 |6,0866 |6,5298 |6,1612

a=0 [=100 |1,1192 |0,3292 |0,6325 |0,6268 |0,3020 |0,6268 |0,6325 |0,3292 |1,1192

= (1,0201 |0,0096 |0,5344 |0,5345 [0,0066 |0,5345 |0,5344 |0,0096 |1,0201

p=0 |3,1628 |3,1201 |3,0136 |2,2223 |2,2543 |2,2223 |(3,0136 |3,1201 |3,1628

a=100 [3=100 |0,9355 |0,3802 |0,5449 |0,5542 |0,3423 |0,5542 [0,5449 |0,3802 |0,9355

= |0,7635 |0,0017 |0,3991 |0,4078 |0,0014 10,4078 |0,3991 |0,0017 |0,7635

p=0 |3,0431 |2,9572 |2,8696 |2,0685 |2,0789 |2,0685 |2,8696 [2,9572 |3,0431

a=w =100 |0,9072 |0,3873 |0,5314 |0,5388 |0,3500 |(0,5388 |0,5314 |0,3873 [0,9072

B=c |0,7198 0 0,3760 |0,3766 0 0,3766 |0,3760 0 0,7198
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Tablo 7.3. Dort kenarinda mentese kosulu verilen levhalar sisteminde o ve [ ’nin
degisimine gore olusan maksimum egilmelerde E Elastisite modiiliiniin etkisi

E~ =11000[kN /cm?],
E* =21000[kN /cm?],

E~ =E" =21000[kN /cm?]

v =v'=0,3

E~ = 21000 [kN / cm?],
E* =11000[kN / cm?],

v =v'=0,3 v =v'=0,3

Soldaki X =0 Sagdaki |Soldaki X, =0 Sagdaki |Soldaki % =0 Sagdaki

levhada smirinda |levhada |levhada fsmirinda |levhada (levhada finirinda |levhada

olusan |olusan |olusan |olusan |olusan |olusan |olusan |olusan | olusan

O [CM] | @ [eM] | O [CM] [ [€M] | e [eM] | @ [EM] | 0 [€M] |0 [em] | e [CM]

p=0 18,4661 |8,8137 |8,3550 |6,2564 |(6,5669 |6,2564 |8,3550 (8,8137 |8,4661

oa=0 [p=100 |1,8143 |0,3946 |(1,0167 |1,0094 |0,3643 |1,0094 |1,0167 |0,3946 |1,8143
B=o |1,6764 0 0,8783 |0,8782 0 0,8782 10,8783 0 1,6764

p=0 (59141 |5,8201 |5,6692 [4,1040 |4,1431 |4,1040 |5,6692 |5,8201 |5,9141

a=100 B=100 |1,3656 |0,4571 |0,7930 |0,8141 |0,4193 |0,8141 |0,7930 |0,4571 |1,3656
B=oo (11,1113 0 0,5805 |0,5969 0 0,5969 (0,5805 0 1,1113

p=0 |5,7824 |5,6090 |5,4816 [3,9034 |3,9150 |3,9034 |5,4816 |(5,6090 |(5,7824

a=c [p=100 |1,3040 |0,4648 |0,7624 |0,7759 |(0,4287 |0,7759 |0,7624 |0,4648 |1,3040
B=ow 11,0330 0 0,5392 10,5404 0 0,5404 (0,5392 0 1,0330

Dort kenarinda sert kenetlenme kosulu verilen levhalar sisteminde o ve B ’nin aldigi

farkli degerlere gore Elastisite modili E~ =E* =21000[kN/cm?] olan iki

levhadan olusan sistemde Tablo 7.4’de Poisson sabitlerinden v =0,3 sabit tutulup

v" i¢in sirastyla 0,35, 0,40 ve 0,45 degerleri verilerek Poisson sabitindeki degisimin

egilmelere etkisi incelendi.

Tablo 7.4. Dort kenarinda sert kenetlenme kosulu verilen levhalar sisteminde o ve

B’nin degisimine gore olusan maksimum egilmelerde v* Poisson sabitindeki
degisimin etkisi

E” =E* =21000[kN/cm?]
v =0,30,v" =0,35

E =E" =21000[kN /cm?]
v~ =0,30,v* =0,40

E™ =E* =21000[kN/cm?]
v =0,30,v" =0,45

Soldaki
levhada
olusan
Oax [€M]

X, =0 Sagdaki
levhada
olusan

Oma [CM]

sinirinda
olusan
O [CM]

Soldaki
levhada
olusan
Opax [€M]

X, =0 Sagdaki
levhada
olusan

Oma [CM]

sinirinda
olusan
Ona [CM]

Soldaki
levhada
olusan
Oax [€M]

X, =0 Sagdaki
levhada
olusan

Omax [CM]

sinirinda
olusan
O [CM]

B=0

2,0258 [2,1531 |2,0230

2,0190 |2,1478 |2,0130

2,0071 ]2,1369 |1,9975

B =100

0,6080 |0,2959 |0,5893

0,6071 |0,2952 |0,5669

0,6062 |0,2942 |0,5416

B:OO

0,5228 0 0,5042

0,5228 0 0,4826

0,5228 0 0,4582

B=0

1,4924 |1,5127 |1,4880

1,4679 |1,4860 |1,4583

1,4397 |1,4550 |1,4241

a.=100 [B=100

0,5452 10,3338 |0,5293

0,5457 |0,3318 |0,5112

0,5462 10,3294 |0,4906

B=oo

0,4063 0 0,3918

0,4069 0 0,3755

0,4075 0 0,3570

p=0

1,4215 |1,4260 |1,4169

1,3944 ]1,3960 |1,3842

1,3634 |1,3617 |1,3470

B =100

0,5307 |0,3409 |0,5154

0,5312 |0,3387 |0,4980

0,5318 |0,3360 |0,4783

B=o0

0,3755 0 0,3621

0,3756 0 0,3466

0,3756 0 0,3290

Soldaki levhada, sagdaki levhada ve X, =0 ortak simirinda olusan

Oma degerleri

verildi. Benzer sekilde Tablo 7.5°de de Poisson sabitlerinden v* =0,3 sabit tutulup
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V™ i¢in sirastyla 0,35, 0,40 ve 0,45 degerleri verilerek Poisson sabitindeki degisimin

egilmelere etkisi incelendi ve bu degerlere gore sistemde olusan o, degerleri

verildi.

Tablo 7.5. Dort kenarinda sert kenetlenme kosulu verilen levhalar sisteminde o ve

B’nin degisimine gore olusan maksimum egilmelerde v~

degisimin etkisi

Poisson sabitindeki

v-=0,35v"=0,30

E- =E*=21000[kN /cm?]

E- =E" =21000[kN /cm?]

v =0,40,v" =0,30

E” =E" =21000[kN/cm?]

v =0,45v"=0,30

Soldaki X; =0 Sagdaki | Soldaki X =0 Sagdaki | Soldaki X, =0 Sagdaki
levhada |simirinda | levhada |levhada |gimirmda | levhada |levhada  |sinirmda | levhada
olusan olusan olusan olusan olusan olusan olusan olusan olusan
Onax [CM] | @ [em] | Oma [CM] | O [6M] | [em] [ Onex [6M] | O [€M] {0 [em] | ©Oex [6M]
p=0 |2,0230 |2,1531 |2,0258 |2,0130 |2,1478 |2,0190 |1,9975 |2,1369 |2,0071
a=0 [p=100 |0,5893 |(0,2959 |0,6080 |0,5669 |0,2952 |(0,6071 |0,5416 |0,2942 |0,6062
= (0,5042 0 0,5228 |0,4826 0 0,5228 [0,4582 0 0,5228
p=0 11,4880 (1,5127 |(1,4924 |1,4583 |1,4860 |1,4679 |(1,4241 |1,4550 |1,4397
a=100 =100 |0,5293 |0,3338 |0,5452 |0,5112 |0,3318 |0,5457 |0,4906 |0,3294 |0,5462
=x (0,3918 0 0,4063 |0,3755 0 0,4069 |0,3570 0 0,4075
p=0 |1,4169 (1,4260 |(1,4215 |1,3842 |1,3960 |1,3944 (1,3470 |1,3617 |1,3634
a=w [p=100 |0,5154 |0,3409 |0,5307 |0,4980 |0,3387 |0,5312 |0,4783 |0,3360 |0,5318
B=o 10,3621 0 0,3755 |0,3466 0 0,3756 |0,3290 0 0,3756

Tablo 7.4’de elde edilen verilere gére a ve P ’nin aldigi farkli degerler igin Poisson

sabitindeki degisimin egilmelere etkisi Sekil 7.19-7.22°de verildi. Buna gore, Sekil

7.19-7.22°den a ve P ’nin aldigr farkli degerler i¢in Poisson sabitinin degeri arttikca

egilmelerin azaldig: goriiliir.
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Sekil 7.19. a=0 durumunda, (a)-(c) B ’nin aldig:

farkli degerler i¢cin Poisson sabitindeki degisimin
egilmelere etkisini gosteren grafikler
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Sekil 7.20. o =100 durumunda, (a)-(c) B ’nin aldig

farkli degerler igin Poisson sabitindeki degisimin
egilmelere etkisini gosteren grafikler
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Sekil 7.21. a=o0 durumunda, (a)-(c) P ’nin aldig

farkli degerler igin Poisson sabitindeki degisimin
egilmelere etkisini gosteren grafikler
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7.3. Smirlarinda Farkh Simir Kosullar1 Verilmis U¢ Levhadan Olusan Sistemin

Egilmesi Probleminin Sayisal Coziimii

Elastik ti¢ levhanin yan yana konulmasiyla elde edilen Sekil 7.22’deki gibi bir
sistemin egilmesi ile ilgili gesitli sinir kosullarinda sayisal ¢6ziimiiniin analizi igin
bilgisayar deneyleri yapildi ve incelendi. Bunun i¢in ilk olarak sinirlarda sert
kenetlenme ve mentese kosulu verildigi durumlarda, ayni 6zellikteki {i¢ levhanin yan

yana konulmasiyla olusturulan levhalar sistemi ele alind1 (Sekil 7.22).
X2

&

0 ( X,

Sekil 7.22. Q bolgesini dolduran
levhalar sistemi

Bu sistemin yiizeyine uygulanan kuvvet sonucu olusan egilmeler incelendi. Bunun
icin de sistemi olusturan levhalarin demir oldugu durum goz Oniine alindi. Sert bir

metal olan demirin mekanik 6zelligi olarak sertligini ifade eden Elastisite modiilii
E.. = 30000 [kN /cm?] ve Poisson sabiti de v, =0,27 alindi. o ve B sabitlerinin

farkli degerleri i¢cin Q bolgesini dolduran esnek dikdortgen levhalar sisteminin

kalmhgr h=0,3 [cm] ve bu bélgede kafesin boyutlart N, x N, =31x31 olarak ele

alindi. Bu sistemin yiizeyinin ortasindaki 5 noktadan q=200 [KN] kuvveti

uygulandi ve egilmeler incelendi.

1. a=00, =0 ((,=(,=10[cm])
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(b)
Sekil 7.23. o =, B =0 durumunda ii¢ demir levhadan olusan sitemin siirlarinda,
(a) Sert kenetlenme kosulu, (b) Mentese kosulu verildiginde egilmelerin grafikleri

1 G s i
04k \ x y .
a6t % N

08}F £ . TR )

B N /| ———sert kenetlenme
i g i L g7 [ Zimo-mentege

1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
Sekil 7.24. o=, 3=0 durumunda
farkli smir kosullarinda ¢ demir
levhadan olusan sistemde elde edilen

egilmelerin X, =, / 2’deki kesitleri

Bu durumda, mekanik agidan o =00 olmasi levhalarin kaynak edilmis gibi birlikte

hareket ettigi ve =0 olmasi da birlesim sinirlarinda herhangi bir dayanak olmadigi

anlamina gelir. Ayn1 mekanik 6zellige sahip ii¢ levhanin olusturdugu sistemde
sinirlarda  sert  kenetlenme  kosulu  verildiginde = maksimum  egilme

®,. =0,84002 [cm] olarak elde edilirken (Sekil 7.23 (a)), mentese kosulu verilen
durumda maksimum egilme o, =1,76099 [cm] olarak elde edildi (Sekil 7.23 (b)).
Sekil 7.23’¢ ve o, Mmaksimum egilme degerlerine gore smirlarinda mentese

kosulu verilen durum i¢in egilmenin daha fazla oldugu goriilir. o =00, =0
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oldugunda, farkli smir kosullarinda sistemde olusan egilmelerin X, =(, /2 deki

kesitleri Sekil 7.24’te gosterildi.
2. o=, B=00 (¢, =30[cm],(, =10[cm])

0=, f=w

o=, f=w

(@) (b)
Sekil 7.25. a =0, B=0 durumu i¢in tG¢ demir levhadan olusan sitemin
sinirlarinda, (a) Sert kenetlenme kosulu, (b) Mentese kosulu verildiginde

egilmelerin grafikleri
Mekanik agidan o =00 olmasi levhalarin kaynak edilmis gibi birlikte hareket ettigi
ve B=o olmasi da levhalarin birlesim sinirlarinda sonsuz sertlikte bir dayanagin

oldugu anlamina gelir. Ayni mekanik Ozellige sahip ii¢ levhanin olusturdugu
sistemde smirlarda sert kenetlenme kosulu verildiginde maksimum egilme

® =1,00744 [cm] (Sekil 7.25 (a)) ve mentese kosulu verildiginde maksimum
egilme o, =1,52129 [cm] (Sekil 7.25 (b)) olarak elde edildi. Sekil 7.25’¢ ve

() maksimum egilme degerlerine bakilirsa sinirlarinda mentese kosulu verilen

max
durum igin egilmenin daha biiyiik oldugu goriiliir. o =00, B =00 oldugu durum igin
farkli sinir kosullarinda sistemde olusan egilmelerin X, =, / 2°deki kesitleri Sekil

7.26’da gosterildi.
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Sekil 7.26.

20 25 30

o=00, B=00 durumu

icin farkli smir kosullarinda ii¢ demir
levhadan olusan sistemde elde edilen

egilmelerin X

, =1, [ 2 deki kesitleri

3. a=0,p=w (£,=30[cm],(,=10[cm])

o=0, f=w

(a)
Sekil 7.27.

egilmelerin grafikleri

Bu durumda mekanik acidan o

yardimiyla baglanmig gibi birlikte hareket ettigi ve =00 olmast da levhalarin

birlesim smirlarinda sonsuz sertlikte bir dayanagin oldugu anlamina gelir. Aym
mekanik 6zellige sahip ii¢ levhanin olusturdugu sistemde sinirlarda sert kenetlenme

kosulu verildiginde maksimum egilme verildiginde o, =1,13225 [cm] (Sekil 7.27

(a)) ve mentese kosulu verildiginde maksimum egilme o, =1,94611[cm] (Sekil

o=0, =

(b)

a=0,f=0 durumunda ii¢ demir levhadan olusan sitemin
sinirlarinda, (a) Sert kenetlenme kosulu,

=0 olmast levhalarin birbiriyle bir mentese
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7.27 (b)) elde edildi. a=0, =0 oldugu durum i¢in farkli smir kosullarinda

sistemde olusan egilmelerin X, = (, / 2’deki kesitleri Sekil 7.28’de gosterildi.

0 3 ;
i ;
02t i 7
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04t ) /1
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141 i !
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16F ) [
) !
18+ 4 J — — —sert kenetlenme
. ——-mentege
2 . . |
u] 5 10 15 20 25 30

Sekil 7.28. a=0,B =0 durumunda

farkli smir kosullarinda tii¢ demir
levhadan olusan sistemde elde edilen
egilmelerin X, = (, / 2°deki kesitleri

4. 00=0,$=0 ((,=(,=10[cm])

=0, p=0 0=0, B=0

XX _ aiieen s,
02 ,ﬁ\\\\‘““""”‘"]li 4 POIEE B u\:-j:ﬁ%“\‘\\‘Q”‘ "l"

7
NSRRI 7177
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R ._:;'ﬁﬁﬂ'gif”
N -

N2

(@) (b)

Sekil 7.29. a=0, =0 durumu igin ti¢ demir levhadan olusan sitemin sinirlarinda,
(a) Sert kenetlenme kosulu, (b) Mentese kosulu verildiginde egilmelerin grafikleri

Mekanik anlamda o =0 olmasi levhalarin birbiriyle bir mentese yardimiyla
baglanmis gibi birlikte hareket ettigi ve f=0 olmasi da birlesim sinirlarinda
herhangi bir dayanak olmadigi anlamina gelir. Aym1 mekanik 6zellige sahip Ti¢
levhanin olusturdugu sistemde sinirlarda sert kenetlenme kosulu verildiginde
maksimum egilme o, =0,90327 [cm] (Sekil 7.29 (a)) ve mentese kosulu
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verildiginde maksimum egilme o, =2,38603 [cm] (Sekil 7.29 (b)) olarak elde
edildi. =0, =0 oldugunda farkli sinir kosullarinda sistemde olusan egilmelerin

X, =, [ 2’deki kesitleri Sekil 7.30’da gosterildi.

0= . , ; . —

\\ g — ——sert kenetlenme e

& \\ — —'-mentege M4 /
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\ Thidy et /
At \ /
\ ;‘"
\ :
% /
A5F &
¥
«"v
) /
/

25 L 1 1 1 |_ L 1 1 L

0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
Sekil 7.30. o=0,f=0 durumu igin

farklr sinir kosullarinda ti¢ demir levhadan
olusan sistemde elde edilen egilmelerin
X, =L, [ 2 deki kesitleri

Simdi ise, farkli ozellikte levhalarin yan yana konulmasiyla elde edilen sistemi ele
alalim. Bunun i¢in yine yukaridakilere benzer sekilde sinirlarinda sert kenetlenme ve

mentese kosulu verildigi durumlari inceleyelim.

Kenarlarinda demir ve ortasinda demire gore daha yumusak bir malzemeden
tiretilmis olan bakir levhanin bulundugu sistemin yiizeyinin ortasindaki 5 noktadan

q =200 [KN] kuvveti uygulandi ve egilmeler incelendi. Burada demir ve bakir
levhalarin Elastisite modiilleri sirastyla E,. = 30000 [kN/cm?],
E., =18100[kN/cm?], Poisson sabitleri de yine sirasiyla v, =0,27 ve v, =0,36
olarak alindi. o ve P sabitlerinin farkli degerleri igin Q bdlgesini dolduran esnek
dikdortgen levhalar sisteminin kalinligi h =0,3 [cm] ve bu bolgede kafesin boyutu
N, XN, =31x31 olarak ele alind1.

1. a=mw,B=0((,=(,=10[cm])
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o=, B=0 a=w, p=0
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(a) (b)

Sekil 7.31. o=, =0 durumunda ortadaki levha bakir ve diger iki levha demir

olmak tizere olusturulan sistemin sinirlarinda, (a) Sert kenetlenme kosulu, (b)
Mentese kosulu verildiginde egilmelerin grafikleri

Y\ \\ // &
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by = z /
\ N % /
05+ N % Z /
% N /7
% 4 Y /
% 7 /
N % 4%
1 \ ~ s 4
A\ \x // /
\ , £
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N
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% i
2 \ 7
N /£
% 4 /[ ==—sen kenetlenme

25 . YO SO e il L

0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10

Sekil 7.32. a=0o, =0 durumunda

farkli sinir kosullarinda ortadaki levha bakir
ve diger iki levha demir olmak {izere
olusturulan sistemde elde edilen egilmelerin
X, =L, [ 2’deki kesitleri

Iki demir levhanin ortasina bakir bir levha konularak elde edilen sistemde o =00,
B=0 yani, sistemi olusturan levhalarin birlesim smirlarindan kaynak edilmis gibi
birlikte hareket ettigi ve birlesim sinirlarinda herhangi bir dayanagimn olmadigi
durumda sistemin sinirlarinda sert kenetlenme kosulu verildiginde maksimum egilme

O =1,17962[cm] (Sekil 7.31 (a)) ve mentese kosulu verilen durum igin
maksimum egilme ®,,, =2,49654[cm] (Sekil 7.31 (b)) elde edildi. Sekil 7.24 ve

Sekil 7.31 kendi aralarinda kiyaslanirsa, sistemi olusturan levhalarin ii¢linlin de

demir olmasit durumunda egilmenin, kenarlarinda demir ortasinda bakir levhanin
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olusturdugu sisteme gore daha az oldugu goriiliir. o=, =0 oldugunda, farkli
sinir kosullarinda sistemde olusan egilmelerin X, = ¢, / 2 ’deki kesitleri Sekil 7.32°de

gosterildi.

2. o=, B=00 (£, =30[cm],¢, =10[cm])

0=, =

“f%!o;{',

(b)

Sekil 7.33. o =00, B =00 durumu i¢in ortadaki levha bakir ve diger iki levha demir

olmak iizere olusturulan sistemin sinirlarinda, (a) Sert kenetlenme kosulu, (b)
Mentese kosulu verildiginde egilmelerin grafikleri

Sekil 7.31°e benzer sekilde, ikisi ayni ortadaki farkli 6zellikteki {i¢ levhanin yan yana

konulmasiyla olusturulan sistemde o =oo, = yani birbirine kaynak edilmis gibi

birlikte hareket eden {i¢ levhanin olusturdugu sistemde levhalarin birlesme
siirlarinda da sonsuz sertlikte bir dayanagin oldugu durumda sistemin sinirlarinda

sert kenetlenme kosulu verildiginde maksimum egilme o, =1,53182[cm] (Sekil
7.33 (a)) ve mentese kosulu verildiginde maksimum egilme o, =2,24832[cm]
(Sekil 7.33 (b)) olarak elde edildi. Sekil 7.33’e ve ©, maksimum egilme

degerlerine bakilirsa, sinirlarinda mentese kosulu verilen durum igin egilmenin,
sinirlarinda sert kenetlenme kosulu verildigi duruma gore daha fazla oldugu gortiliir.

o =, B=00 oldugu durumda farkli sinir kosullarinda sistemde olusan egilmelerin

X, =, [ 2°deki kesitleri Sekil 7.34’te verildi.
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Sekil 7.34. o=, B =0 durumu i¢in

farkli sinir kosullarinda ortadaki levha bakir
ve diger iki levha demir olmak {izere
olusturulan sistemde elde edilen egilmelerin
X, =, [ 2 deki kesitleri

3. a=0,B=w (£,=30[cm],¢, =10 [cm])

o=0, f=o 9. e

< #\%“"II:,,%ZI;I[;

i

W “;‘,l,;,

o

(a) (b)
Sekil 7.35. o =0, f =c0 durumunda ortadaki levha bakir ve diger iki levha demir
olmak {izere olusturulan sistemin sinirlarinda, (a) Sert kenetlenme kosulu, (b)

Mentese kosulu verildiginde egilmelerin grafikleri
Sekil 7.35’teki gibi mekanik ozelliklere sahip ii¢ levhanin olusturdugu sistemde,
o =0, B=c durumunda (yani, levhalarin mentese ile birbirine baglanmis gibi
hareket ettigi ve birlesim sinirlarinda sonsuz sertlikte bir dayanak oldugunda)
maksimum egilmeler incelendi. Sistemin smirlarinda sert kenetlenme kosulu

verildiginde o, =1,76211[cm] (Sekil 7.35 (a)) ve mentese kosulu verildiginde

Opax = 3,02390 [cm] (Sekil 7.35 (b)) maksimum egilmeleri elde edildi. o =0, =00
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oldugu, durumda farkli sinir kosullarinda sistemde olusan egilmelerin X, =/, /2

“deki kesitleri Sekil 7.36’da verildi.
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Sekil 7.36. a=0,f=c durumunda

farkli smir kosullarinda ortadaki levha
bakir ve diger iki levha demir olmak tizere
olusturulan  sistemde elde  edilen

egilmelerin X, = (, / 2 ’deki kesitleri

4. a=0,B=0 ¢, =(,=10[cm]

=0, p=0 =0, B=0
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(b)

Sekil 7.37. oo =0, =0 durumu igin ortadaki levha bakir ve diger iki levha demir
olmak iizere olusturulan sistemin simnirlarinda (a) Sert kenetlenme kosulu (b)

Mentese kosulu verildiginde egilmelerin grafikleri
o =0, =0 durumunda, yani levhalarin mentese ile birbirine baglanmis gibi hareket

ettigi ve birlesim sinirlarinda herhangi bir dayanak olmadigi durumda maksimum
egilmeler incelendi. Sistemin smirlarinda sert kenetlenme kosulu verildiginde

maksimum egilme o, =1,26579[cm] (Sekil 7.37 (a)) ve mentese kosulu
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verildiginde maksimum egilme o, =3,25535[cm] (Sekil 7.37 (b)) olarak elde
edildi. Grafikler ve ®,,, maksimum egilme degerleri karsilastirilirsa, sinirlarinda

sert kenetlenme kosulu verilen durumda elde edilen egilmelerin diger duruma gore

daha az oldugu gorilir. a=0, =0 oldugu durumda farkli simir kosullarinda

sistemde olusan egilmelerin X, = (, / 2°deki kesitleri Sekil 7.38’de verildi.
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Sekil 7.38. oa=0,=0 durumu i¢in

farklr sinir kosullarinda ortadaki levha bakir ve
diger iki levha demir olmak iizere olusturulan
sistemde elde edilen egilmelerin X, =(,/2

’deki kesitleri
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8. FARKLI SINIR KOSULLARINDA BASLANGIC VERILERINDEN
YARARLANILARAK LEVHALARIN OZELLIKLERININ BULUNMASI

8.1. Ek Kosulardan Yararlanarak E-Elastisite Modiiliiniin Bulunmasi

Bu boliimde baslangi¢ verilerinden yararlanarak her bir malzemeye 6zgii olan E
Elastisite modiiliiniin bulunmasi i¢in farkli iki algoritma verilmis ve sayisal sonuglar

karsilastirilmistir.

Baslangi¢ verisi olarak daha 6nceden bilinen bir q kuvvetinin etkisi ile levhalar
sisteminde olugan maksimal ®, egilme degeri verildigi durumda E Elastisite

modiilii ikiye bolme yonteminin yardimi ile bulunabilir. Bu yontemin algoritmasi

asagidaki sekilde yazilabilir.

Ik olarak E Elastisite modiilii olarak herhangi bir E, degeri ele alinir (E= E, ). q
kuvvetinin etkisiyle Elastisite modiilii E; olan levhanin yiizeyinde olusan maksimum
egilme olan ®, (E;) bulunur. Daha sonra ise malzemenin mekanik 6zelligi (aymi

kuvvetin etkisi altinda olan sert malzemenin yumusak malzemeye gore daha az

egilmesi) goz Oniine alinarak, onceden belli olan ®, ve sayisal olarak bulunan

o, (E,) maksimum egilmeleri karsilagtirilir.
l. (a) Eger o, (E,)> o, ise E, =E, +3&;
(b) Eger o, (E,)< o, ise E, =E, -8,

almarak problem ¢oziiliir ve elde edilen o, (E,) ile o, kiyaslanir. Burada 5. >0

herhangi bir sabittir.

II. 1k adimdaki islemler ®, egilme degeri, ardisik olarak bulunan E, , ve E,

Elastisite modiillerine karsilik gelen o, (E,,) ve o, (E,) maksimum egilmeleri
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arasinda kalana kadar devam ettirilir. Sonugta o, (E,,)<wm, <o, (E,) Vveya

o, (Ey) <, <o, (E,,) kosullarindan biri saglanacaktir.

I1l. Bu adimda son olarak bulunan E, ;, ve E, degerlerinden yararlanarak elde

edilen E=(Ek_1+Ek)/2 Elastisite modiiline karsilik gelen mh(ﬁ) degeri

bulunur. Eger max‘mh (E)—wo‘ < ¢ kosulu saglantyorsa, E olarak E ele alinur.

IV. Eger max ‘(Dh (E) -,

< ¢ kosulu saglanmiyorsa, o halde:
ON (E) > m, oldugu durumda E, ,=E, , ve E, =E;
o, (E) <®, oldugu durumda E, , =E ve E, =E,

olarak ele alinir. I1I. ve IV. adimdaki islemler maX‘(oh (E) —,

<¢ kosulu saglanana

kadar tekrarlanir.

Bu tiir problemlerin ¢6ziimii ikiye bdlme yontemi uygulanarak her zaman
bulunabilir. Fakat her hangi bir lineer olmayan denklemin [ab] araliginda

¢Oziimiiniin bulunmas1 garanti edilse bile, uygulanan ikiye bdlme yOnteminin

4. ¢ formiiliiniin gecerli oldugu bellidir. Bu formiilden

yaklasim hatasi1 icin ot <

yararlanarak ¢6ziimiin 6nceden verilen ¢ hatasi ile bulunmasi i¢in gereken yaklasim
b-a e ene . .
sayisinin K >log, ———1 esitsizligi ile belirlenmesi miimkiindiir. [a,b] araligi
€

biiyiikk oldugu durumda yaklagim sayisinin ¢ok fazla oldugu bellidir. Burada ikiye
bdlme yonteminin zayif yant géz oniine alinarak, E Elastisite modiiliiniin degerini
bulmak i¢in hizlandirma parametresinden yararlanarak yeni bir yaklasim
gelistirilmigtir. Gelistirilmis olan bu yontemde, once ikiye bdlme yoOnteminde
verilmis olan yukaridaki I. ve II. adimlar uygulanarak E FElastisite modiiliiniin degeri

icin E, , <E<E, veya E, <E<E,_, esitsizliklerinden biri saglattirilir. E degerini
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daha hizli sekilde bulmak i¢in bir ye (0,1) hizlandirma parametresi kullanarak

asagidaki ardisik islemler yapilabilir:

IIl. A=w,—o olarak tammlanirsa, A, =o,-o,(E,.;) ve A =0,—-o,(E,)

yazilabilir.

A, >0 ve A <0 oldugu varsayilsin. Eger, A, =yA,_, +(1-7)A, tammlanirsa,
A =0,—o,(E,)=0 olmast i¢in yA,_, +(1-v)A, =0 esitliginden,

y=— B oldeedilir,
A —A

k k-1

IV. Gergek E degeri (k —1)-inci ve k -yinc1 yaklagimlara karsilik gelen E,_, ve E,
degerlerinin arasinda oldugu icin E degerinin (k +1) -inci  yaklagimini,

E =yE,, +(1-7)E, seklinde hesaplanabilir.

V. E degerinden yararlamlarak bulunan mh(E) degeri Onceden verilen o, ile

karsilastirilabilir. Eger max ‘wh (E) - 0)0‘ <& kosulu saglanirsa islemler durdurulur.
VI. Eger o, (E) >, ise, A, =A,, A=A, alinr.
Eger o, (E) <o, ise, A, =A,, A _, =A,,, olarak ele alinr.

I11-VI adimlart max ‘coh (E) — | <€ saglanana kadar tekrarlanir.

Bu boliimde, simirlarinda sert kenetlenme ve mentese sinir kosullar1 verildigi
durumlar i¢in baslangi¢ verilerinden yararlanarak E Elastisite modiiliiniin bulunmasi

icin ikiye bdlme yontemi ve hizlandirma parametresi kullanilarak ¢oziime yaklagma

hizlar1 incelendi. Bunun igin Sekil 8.1°deki gibi kenarlar1 (, =(, =10[cm] olmak

lzere Q= {x = (X, %, )‘0 <x,</(,0<x,</4, } kare bolgesini dolduran, kalinlif

h=0,3[cm] olan esnek levhalar sisteminin belirledigi boélgede kafesin boyutu

N, XN, =31x31 olarak ele alind.
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Ql

£=£;5 =10[cm]

0 ‘, x
Sekil 8.1. Q kare bdlgesini
dolduran levhalar sistemi

Cozim araligini bulmak i¢in kullanilan adim 8. =645, ¢ =0,0001 kesinligi, demir
ve bakir levhalar i¢in Elastisite modiilleri sirasiyla Eg, =30000[kN/cm?] ve

E., =18100[kN/cm?®], Poisson sabitleri ise sirasiyla, v, =0,27 ve v, =0,36

olarak ele alind1. Sistemin ortasindaki 5 noktadan g =200 [KN] kuvveti uygulandi.

o=, =0 durumu i¢in smirlarinda sert kenetlenme sinir kosulu verildiginde {i¢
demir levhanin yan yana birlestirilmesiyle olusan sistem incelendiginde elde edilen
yaklagik E Elastisite modiilii degerleri € =10~ kesinligiyle, ikiye bolme yontemiyle
Tablo 8.1°de, hizlandirma parametresi kullanilarak elde edilen degerler ise Tablo

8.2’de gosterildi. Burada baslangig verisi olarak «, = 0,84002 [cm] alind:.

Tablo 8.1. Ug demir levhanin yan yana koyulmasiyla olusan sitemin sinirlarinda sert
kenetlenme kosulu verildigi durumda ikiye bdlme yontemiyle elde edilen ¢oziime

kargilik aranan E degerleri

Adim sayis1 E[KN/cm?] oy, [cm]
29645 0,84784

30290 0,83374

1. 29968 0,84073

2. 30129 0,83722

3. 30048 0,83897

4, 30008 0,83985

5. 29988 0,84029

6. 29998 0,84007
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Tablo 8.1’e gore ®, degeri 0,83374<®,<0,84784 kosulunu sagladigindan bu

malzeme i¢in E- Elastisite modiiliiniin degerinin [29645,30290] araliginda oldugu
sOylenebilir. Bu durumda ikiye bolme yontemi uygulanarak 6 yaklagimda E=29998

degeri bulunmustur.

Tablo 8.2. Ug demir levhanin yan yana koyulmasiyla olusan sitemin smirlarinda sert
kenetlenme kosulu verildigi durumda hizlandirma parametresi kullanilarak elde

edilen ®, ¢oziimleri, bunlara karsihik aranan E degerleri

Adim say1st E [kN/cm?] o, [cm]
29645 0,84784

30290 0,83374

1. 30003 0,83996

Tablo 8.3. Ug demir levhanin yan yana koyulmasiyla olusan sitemin smirlarinda sert

kenetlenme kosulu verildigi durumda hizlandirma parametresi kullanilarak E
degerleri i¢in kullanilan iterasyonlar

Aralik 1. iterasyon
E., 28355 29000 29645 29645 29645
E 30003
E 30290 30290

Yukaridaki tablolardan goriildiigii gibi, E, =28355[kN/cm?] ve 5. =645 ele
alinarak E, =29645[kN/cm?], E,=30290 [KN/cm?] bulunduktan sonra

hizlandirma parametresinden yararlanarak 1 adimda E =30003 [kN/cm?] elde

edilmistir (Tablo 8.2-Tablo 8.3).

Simdi de benzer inceleme, {i¢ demir levhanin yan yana birlesmesiyle olusan
sistemde, sinirlarinda mentese kosulu verildigi durum i¢in incelediginde elde edilen
yaklasik E degerleri €=10"" kesinligiyle, ikiye bolme yontemi ile Tablo 8.4’de,
hizlandirma parametresi kullanilarak elde edilen degerler ise Tablo 8.5’de gdsterildi.

Burada baslangig verisi olarak ®, =1,76098 [cm] alind1.
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Tablo 8.4. Ug¢ demir levhanin yan yana koyulasiyla olusan sitemin sinirlarinda
mentese sinir kosulu verildigi durumda ikiye bolme yontemiyle elde edilen ¢oziime

karsilik aranan E degerleri

Adim sayist E [kN /cm?] o, [cm]
29645 1,77736

30290 1,74788

1. 29968 1,76247

2. 30129 1,75514

3. 30048 1,75879

4. 30008 1,76063

5. 29988 1,76155

6. 29998 1,76109

7. 30003 1,76086

Tablo 8.5. Ug demir levhanin yan yana koyulasiyla olusan sitemin sinirlarinda
mentese sinir kosulu verildigi durumda hizlandirma parametresi kullanarak elde

edilen o, c¢oziimleri ve bunlara karsilik aranan E degerleri

Adim sayis1 E [kN/cm?] o, [cm]
29645 1,77736

30290 1,74788

1. 30003 1,76084

Oz =645 ele alinarak Elastisite modiiliiniin bulundugu aralik belirlendikten sonra

hizlandirma parametresinden yararlanarak 1 iterasyonla E =30003 [kN/cm?] elde

edilmistir.

Tablo 8.4 ve Tablo 8.5ten de goriildiigii gibi €=10" kesinligiyle ikiye bolme
yontemiyle 7 adimda sonuca ulasilirken, hizlandirma parametresi kullanildiginda

sonuca 1 adimda ulasilir. Buradan da her iki smir kosulu i¢in de baslangic

verilerinden yararlanarak E Elastisite modiiliinin bulunmast icin hizlandirma

parametresi kullaniminin daha hizli oldugu Tablo 8.1-Tablo 8.5’den gortiliir.

Simdi, sistemi olusturan levhalardan kenardaki iki levha demir ve ortadaki levha ise

bakir olarak alinsmn. a=o0, =0 durumunda sinirlarda sert kenetlenme kosulu
verildiginde, baslangi¢ verisi olarak ®,=117962[cm] ve &=10" alinarak E

degerleri hizlandirma parametresi yardimiyla elde edildi ve Tablo 8.6’da gdsterildi.
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Tablo 8.6. iki kenarinda demir ve ortasinda bakir levha olacak sekilde ii¢ levhanin
yan yana konulmasiyla olusan sistemin sinirlarinda sert kenetlenme kosulu verildigi
durumda hizlandirma parametresi kullanilarak elde edilen ®, ¢6ziimleri ve bunlara

karsilik aranan E degerleri

Adim sayis E [KN/cm?] oy, [cm]
18000 1,18456

18645 1,15347

1. 18103 1,17950

Tablo 8.7. iki kenarinda demir ve ortasinda bakir levha olacak sekilde ii¢ levhanin
yan yana konulmasiyla olusan sistemin sert kenetlenme kosulu verildigi durumda

hizlandirma parametresi kullanilarak E degerleri i¢in kullanilan iterasyonlar

Aralik 1. iterasyon
E 17355 18000 18000 18000
E 18103
E, 18645 18645

Oz =645 adimiyla E degerinin E, , =18000 [KN/cm?®] ve E, =18645[kN/cm?]
degerleri arasinda oldugu belirlendikten sonra hizlandirma parametresi kullanilarak 1

adimda E =18103 [kN /cm?] elde edilmistir.
Benzer islemler sinirlarinda mentese kosulu verildigi durum i¢in de yapilabilir.

Son olarak yine a=o, =0 durumu i¢in sirasiyla ®, baslangi¢ verisinin %3 ve

%5 hatal1 olarak verildigi varsayilarak, E degerinin bulunmasini nasil etkiledigi

incelendi ve Tablo 8.8 olusturuldu.

Tablo 8.8. iki kenarinda demir ve ortasinda bakir levha olacak sekilde ii¢ levhanin
yan yana konulmasiyla olusan sistemin sert kenetlenme kosulu verildigi durumda
hizlandirma parametresi kullanilarak hatali verilen baglangi¢ verisinin sonuca etkisi

%3 hata ile verilen %5 hata ile verilen
@, [cm] o, [cm] ®, [cm]
1,17962 1,21501 1,2386
E [N /cm?] 18103 17407 16969

Tablo 8.8’e gore E degeri, m, baslangic verisi %3 hata ile verildiginde %3,8; %5

hata ile verildiginde ise %6,3 etkileniyor.
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8.2. Sert Kenetlenme Simr Kosullar1 Verilmis U¢ Levhadan Olusan Sistemin
Egilmesi Probleminde Baslangic Verilerinden Yararlanilarak Levhalarin

Boyutlarinin Bulunmasi

Elastik ii¢ levhanin yan yana konulmasiyla elde edilen sistemin egilmesi ile ilgili
sistemin sinirlarinda sert kenetlenme sinir kosulu verildigi durumda sayisal

¢Oziimiiniin analizi i¢in bilgisayar deneyleri yapildi ve incelendi (Sekil 8.1).

Baslangi¢ verilerinden yararlanarak, sistemde istenilen egilmeye karsilik ortadaki
levhanin boyutlarinin belirlenmesi i¢in, ikiye bdlme yontemi ve hizlandirma

parametresi kullanilmis ve yaklagma hizlari incelenmistir.

Baslangi¢ verisi olarak daha onceden bilinen bir q kuvvetinin etkisi ile levhalar
sisteminde olusan maksimal ®, egilme degerinden yararlanarak ortadaki levhanin

uzunlugu, levhayr olusturan malzemenin mekanik 6zellikleri goz Oniine alinarak

ikiye bolme yonteminin yardimi ile bulunabilir.
Uygulanan yontemin algoritmasi asagidaki sekilde yazilabilir.

[k olarak sistemi olusturan levhalardan sag ve soldaki levhalarin uzunluklarinin esit

ve ortadaki levhanin uzunlugu da ¢ = c, olarak verildi. q kuvvetinin etkisiyle c,
uzunlugundaki levhanin yilizeyinde olusan maksimum egilme olan o, (Co) bulunur.

Daha sonra ise ayni kuvvetin etkisi altinda olan sistemin egilmesi goz Oniine

alinarak, nceden belli olan ®, ve saysal olarak bulunan oy (c,) maksimum

egilmeleri karsilagtirilir.

l. (a) Eger wy (cy)> o, ise ¢, =Cy+3,

(b) Eger a;, (Cy)< w, ise ¢, =y —3,

almarak problem ¢oziiliir ve elde edilen o, (c,) ile ®, kiyaslanir.

II. Tlk adimdaki islemler o, egilme degeri, ardisik olarak bulunan c, ; ve c,

uzunluklarma karsilik gelen o, (Ck_l) ve o, (Ck) maksimum egilmeleri arasinda
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kalana kadar devam ettirilir. Sonugta @, (Cy_4) <@y <y (Cy) veya

oy (€ ) <y <@, (C,_y) kosullarindan biri saglanacaktur.

I1l. Bu adimda son olarak bulunan c,_; ve c, degerlerinden yararlanarak elde

edilen €=(c,,+¢,)/2 uzunluguna karsilik gelen o, (¢) degeri bulunur. Eger

max‘coh (C)—coo‘ < ¢ kosulu saglaniyorsa, ¢ olarak ¢ ele almur.

IV. Eger max‘coh (f:) —coo‘ <& kosulu saglanmiyorsa, o halde:

oy, (€) > o, oldugu durumda ¢, , =c,; Ve ¢, =C;

oy, (€) < ©y oldugu durumda ¢, , =€ ve ¢, =c

olarak ele alinir. III. ve IV. adimdaki iglemler max‘mh (6) —0)0‘ < ¢ kosulu saglanana

kadar tekrarlanir.

Problemin ¢6ziimii icin bir Onceki alt boliimde gelistirilmis olan hizlandirma
parametresinden yararlanildi. Gelistirilmis olan bu yontemde Once ikiye bolme
yonteminde verilmis olan yukaridaki I. ve II. adimlar uygulanarak ortadaki levhanin

uzunlugunun ¢ degeri i¢in €, ; <C<C, Veya C, <C<C,_, esitsizliklerinden biri
saglattirilir. ¢ degerini daha hizli sekilde bulmak igin, A, =0, —o,(c,,) Ve

A =0, -0y (Ck) aliarak, yukaridaki ardisik islemler yapilir.

IV. Gergek c degeri (k—l) -inci ve K -yimci yaklagimlara karsilik gelen ¢, , ve c,
degerlerinin  arasinda  oldugu i¢in ¢  de@erinin (k+1)-inci yaklagimu,

C=vyc, 4+ (1 - y) ¢y seklinde hesaplanabilir.

V. € degerinden yararlanilarak bulunan oy, (€) degeri dnden verilen w, ile

karsilastirilabilir. Eger max ‘mh (€)- wo‘ < ¢ kosulu saglanirsa islemler durdurulur.

VI. Eger o (€)> o, ise, A, =A,;, A=A, alinir.
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Eger o, (€) <o, ise, Ay =A,, A=A, . olarak ele alinr.

I11-V1] adimlar1 max ‘wh (€)- ‘Do‘ < ¢ saglanana kadar tekrarlanir.

Sayisal 6rek olarak dnce Elastisite modiilleri E, = E, = E; = 21000 [kN/cm?] ve
Poisson sabitleri v; =v, =v;=0,30 olan levhalardan olusan sistemin ortasindaki 5

noktadan ¢ =200 [kN] kuvveti uygulandi. Uygulanan kuvvet sonucu olusan

egilmeler incelendi. Sinirlarinda sert kenetlenme kosulu verilen sistemi olusturan
levhalarin birlikte hareket edebilmesi i¢in uyum kosullarindaki negatif olmayan o ve

B sabitlerinin aldigi degerlere gore ortadaki levhanin uzunlugunun bulunmasi
incelendi. Bunun i¢in ®, baslangi¢ verilerinden yararlanarak, ¢ =107 kesinligiyle,

ikiye bolme yontemiyle elde edilen yaklasik € uzunluk degerleri ve , ¢6ziimleri

Tablo 8.9°da gosterildi.

Tablo 8.9. Sinirlarinda sert kenetlenme kosulu verilen sisteminde ikiye bolme
yontemi kullanilarak elde edilen o, ¢6ziimleri, bunlara karsilik aranan ¢ uzunluk

degerleri
oy, [cm]
c[cm] a=0, f=0 a=0o, =0 a=0,p=0 a=0,pB=0w
o =0.1055[cm] | 0, =1.0211[cm] | @, =1.1225[cm] |, =0.2373[cm]
Co 2,8 0,1339 1,1744 1,2653 0,2981
C, 4 0,0760 0,8213 0,9286 0,1729
C, 3,4 0,1022 1,0014 1,1038 0,2303
Cs 3,1 0,1774 1,0892 1,1865 0,2629
Cy 3,25 0,1096 1,0456 1,1456 0,2463
Cs 3,325 0,1059 1,0236 1,1248 0,2382
Co 3,3625 1,0125 1,1143
(o 3,3438 1,0181 1,1195
Cg 3,3344 1,0208 1,1222

=107 oldugunda o=, f=o ve a=0, p=0 durumlan igin ¢dziim aralig
belirlendikten sonra 4 adimda %0,25 hata ile, a =0, =0 ve a =0, B =0 durumlar

i¢in ise 7 adimda %0,033 hata ile istenilen ¢ uzunluk degeri elde edildi.
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Simdi ise, sinirlarda sert kenetlenme kosulu verilen sistemi olusturan levhalardan

kenarlardakileri ayni, ortadakinin ise farkli 6zellikte oldugu durumda yine a ve P

nin farkli degerlerine karsilik bir 6nceki duruma benzer incelemeler yapildi. Bunun

icin ilk olarak sistemi olusturan levhalardan kenardaki levhalar demir, ortadaki

levhayr ise bakir olarak ele alindi. Yine sistemin ortasindaki 5 noktadan

g =200 [KN] kuvveti uyguland:. ikiye bolme yontemi kullanilarak elde edilen o,

coziimleri ve bunlara karsilik aranan ¢ degerleri Tablo 8.10’da gdsterildi.

Tablo 8.10. o ve pB’min farkli degerleri icin E, =E;=30000 [KN/cm?],
E, =18100 [kN/cm?], v, =v;=0,27, v, =0,36 verilerinden yararlanarak ikiye

bolme yontemi kullanildiginda elde edilen o, ¢oziimleri ve C boyutlar

oy, [cm]
c[cm] a=mw, =0 | a=00n, =0 a=0,p=0 a=0, =0 a=0, =100
o =0.1640[cm] | @ =0.7126[cm] |y =0.7931[cm] | g =0.2633 [cm] wp = 0.3358 [cm]
Co 2 0,2857 1,0224 1,0797 0,4486 0,5249
C; 6 0,0333 0,1818 0,2277 0,0550 0,1045
c, 4 0,1186 0,5582 0,6417 0,1918 0,2606
Cy 3 0,1905 0,7909 0,8673 0,3044 0,3783
C, | 35 0,1518 0,6735 0,7556 0,2441 0,3158
C; | 3,25 0,1704 0,7322 0,8118 0,2733 0,3461
Ce (3,375 0,1609 0,7028 0,7838 0,2585 0,3307
c; 13,3125 | 0,1656 0,7175 0,7978 0,2658 0,3384
Cg [3,3438 | 0,1633 0,7101 0,7908 0,2621 0,3345
Cqy [3,3282 0,7138 0,7943 0,2639 0,3365
Cy [3,336 0,7119 0,7925

Ik durumda ortadaki levha kenarlardaki levhalara gére daha yumusak alinmigt.

Simdi ise, ortadaki levha kenarlardaki levhalara gore daha sert alindi. Iki kenarinda

bakir ve ortasinda demir levha olacak sekilde ii¢ levhanin yan yana konulmasiyla

olusan sistemin simirlarinda sert kenetlenme kosulu verildigi durumda baslangi¢

kosullarindan yararlanarak ve ikiye bolme yontemi kullanilarak elde edilen o,

¢coztimleri ve bunlara karsilik aranan ¢ degerleri Tablo 8.11’de gdsterildi.
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Tablo 811. o« ve PB’mn farkli degerleri icin E,=E, =18100[kN/cm?],
E, =30000[kN/cm?®], v, =v;=0,36, v,=0,27 verilerinden yararlanarak ikiye

bolme yontemi kullanildiginda elde edilen o, ¢oziimleri ve C boyutlar:

oy, [em]
c[cm] =0, p=oo a=o0, B=0 a=0,p=0 a=0, p=c a=0, =100
g =0.1155[cm] | oy =0.4965[cm] g =0.5882[cm] 09 =0.1693[cm] |0y = 0.2246 [cm]
Co 2 0,2005 0,7001 0,7683 0,2885 0,3459
(o 6 0,0236 0,1311 0,1872 0,0354 0,0747
c, 4 0,0836 0,3926 0,4879 0,1233 0,1764
Csy 3 0,1341 0,5486 0,6359 0,1957 0,2520
C, 3,5 0,1069 0,4704 0,5637 0,1570 0,2119
Cs | 3,25 0,1200 0,5095 0,6003 0,1757 0,2314
Cs |3,375 0,1133 0,4900 0,5821 0,1662 0,2215
c; 13,3125 0,1167 0,4998 0,5912 0,1709 0,2264
Cg |3,3438 0,1150 0,4949 0,5867 0,2240
Cy [3,3282 0,4973 0,5889

£=10"% kesinligi ile, o=, p=0 ve a=0, =100 oldugu durumlarda ¢dziim
aralig1 belirlendikten sonra 7 adimda %0,32 hata ile, o=, =0 ve =0, =0
oldugu durumlarda 8 adimda %0,15 hata ile, a =0, B =0 oldugu durumda ise 6

adimda %0, 62 hata ile istenilen ¢ uzunluk degeri hesaplandi.

Daha sonra levhalar sisteminde ortadaki levhanin uzunlugunun hizlandirma

parametresinden yararlanarak bulunmasi incelensin. Bunun i¢in a =0, f =100

oldugu durum ele alinsin.

a) Elastisite modiilleri sirasiyla E, = E; =18100[kN/cm?], E, =30000[kN /cm?]
ve Poisson sabitleri de v, =v;=0,36, v, =0,27 olan {i¢ levhanin olusturdugu

sistemin egilmesi probleminde kenarlardaki levhalarin uzunluklar: esit olmak sarti ile

onceden verilen ®, =0,2246[cm] degerine karsilik ortadaki levhanin uzunlugunun

bulunmasindan elde edilen veriler Tablo 8.11’de verilmisti. Sistemde olusan

egilmeler Sekil 8.2°de gosterildi. Daha sonra ayni durum ig¢in hizlandirma
parametresi yardimiyla & =10~ kesinligiyle Tablo 8.12’de o, =0,5 adim alinarak

istenilen ¢ uzunluk degeri ve bunlara karsilik gelen o, egilmeleri hesaplandi.
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Sekil 8.2. a=0, =100 oldugunda, (&) c,=2[cm], (b) c,=6[cm], (c)
Cg = 3,3438[cm] i¢in sistemdeki egilmeler

Tablo 8.12. (a) durumu igin 8,=0,5 adimla £=10" kesinligiyle hizlandirma
parametresinden yararlanilarak elde edilen sonuglar

Y c[em] oy, [cm] 0, — O, O — O, 4
2 0,3459 -0,1213<0
2,5 0,2967 -0,0721<0
3 0,2520 -0,0274<0
3,5 0,2119 0,0131>0
0,3212 3,3394 0,2243 0,0003<¢

Tablo 8.12°de 6,=0,5 adimla ortadaki levhanin uzunlugunun ¢dziim aralig:

bulunduktan sonra hizlandirma parametresi yardimiyla €=10"° kesinligiyle tek

adimda %0,18 hata ile istenilen ¢ uzunluk degeri hesaplandi.
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Tablo 8.13. (a) durumu i¢in 6, =0,5 adimla e=10" kesinligiyle hizlandirma

parametresinden yararlanilarak elde edilen sonuglar

Y ¢ [cm] oy, [cm] ®, — O, O — Oy 4
2 0,34592 -0,12136<0
2,5 0,29672 -0,07216<0
3 0,25203 -0,02747<0
3,5 0,21192 0,01264>0
0,31523 3,34239 0,22406 |o, ooo5| >g
0,04077 3,32843 0,22516 |-0,0006] > ¢
0,54886 3,33473 0,22467 |_o, 00011| >g
0,21550 3,34074 0,22419 |o, 00037| >¢€
0,77388 3,33608 0,224559 |0, OOOOOJJ <e

Tablo 8.13’te ise, yine ayni sistem ig¢in 9, =0,5 adimla ¢6ziimii iceren aralik

bulunduktan sonra &€ =10"* kesinligiyle hizlandirma parametresinden yararlanarak
ortadaki levhanin ®, =0,22456 [cm] egilme degerine karsilik gelen uzunluk, 5
adimda %0,081 hata ile bulundu. ikiye bolme yontemi kullanilarak &=10"

kesinligiyle Tablo 8.12’de 7 adimda %0, 32 hata ile bulunmustu.

Tablo 8.14. (a) durumu i¢in &, =0,3 adimla £=10"" kesinligiyle hizlandirma
parametresinden yararlanilarak elde edilen sonuglar

Y c[cm] oy, [cm] 0, — O, O = O 3
2 0,34592 -0,12136<0
2,3 0,31587 -0,09131<0
2,6 0,28742 -0,06286<0
29 0,26060 -0,03604<0
3,2 0,23543 -0,01087<0
3,5 0,21192 0,01264>0
0,53769 3,33869 0,22435 |O, 00021| >g
0,01649 3,33641 0,22453 |O, 00003| <g

Tablo 8.14’te ise &, =0,3 alarak yine € =107* kesinligiyle hizlandirma parametresi
kullanarak 2 adimda %0,092 hata ile m, =0,22456 [cm] egilmesine karsilik gelen ¢

uzunluk degeri hesaplandi. Tablo 8.13 ve Tablo 8.14 karsilastirilirsa, daha kiigiik

adimlarla ¢6ziimiin bulundugu aralik daha ¢ok daraltildigindan, yani 6, adimi
kiiciildiikge, ¢coziime daha hizli yaklasildig goriiliir.
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b) Elastisite modiilleri sirasiyla E; = E, =30000[kN/cm?], E, =18100[KN/cm?]
ve Poisson sabitleri de v, =v;=0,27, v, =0,36 olan ii¢ levhanin olusturdugu
sistemin egilmesi probleminde kenarlardaki levhalarin uzunluklar: esit olmak sarti ile
onceden verilen ®, =0,33583[cm] degerine karsilik ortadaki levhanin uzunlugunun

bulunmasinda ikiye bélme yontemiyle elde edilen veriler Tablo 8.10°da verilmisti.

Sistemde olusan egilmeler Sekil 8.3’de gosterildi.

=0, =100

alpha=0, p=100

l.'llluug ]

e -ul"‘r‘::‘;"{

L

Sekil 83. a=0, =100 oldugunda, (@) c,=2[cm], (b) c,=6[cm], (c)
Cq =3,3282[cm] igin sistemdeki egilmeler

Simdi ise aynt durum hizlandirma parametresi yardimiyla € = 10~ kesinligiyle Tablo
p y y gry

8.15’te 8, =0,5 adim ve Tablo 8.16’da 5, =0,3 adim alinarak istenilen ¢ uzunluk

degeri ve bunlara karsilik gelen o, egilmeleri hesapland.
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Tablo 8.15. (b) durumu igin 5, =0,5 adimla £=10"" kesinligiyle hizlandirma
parametresinden yararlanilarak elde edilen sonuglar

Y c[cm] oy, [cm] W, — O, Oy — Oy _4

2 0,52485 -0,18902<0

2,5 0,44800 -0,11217<0

3 0,37827 -0,04244<0

3,5 0,31582 0,02001>0
0,32042 3,33979 0,33504 |0, 00079| >¢€
0,04127 3,32577 0,33675 |-0,00092] > &
0,53826 3,33224 0,33596 |—0, 00013| >¢€
0,16465 3,33854 0,33519 |O, 00064| >¢g
0,83065 3,33331 0,335829 |O, 000001| <g

Tablo 8.15’te 6,=0,5 adimla ortadaki levhanin uzunlugunun ¢6ziim aralig

bulunduktan sonra hizlandirma parametresi yardimiyla e€=10"" kesinligiyle 5

adimda %0,0006 hata ile istenilen ¢ uzunluk degeri hesaplandi.

Tablo 8.16. (b) durumu igin 8, =0,3 adimla £=10"" kesinligiyle hizlandirma
parametresinden yararlanilarak elde edilen sonuglar

Y clem] oy, [cm] 0, — O, O, — 04
2 0,52486 -0,18903<0
2,3 0,47790 -0,14207<0
2,6 0,43347 -0,09764<0
2,9 0,39164 -0,05581<0
3,2 0,35242 -0,01659<0
3,5 0,31582 0,02001>0
0,54680 3,33596 0,33551 0,00032| > €
0,01649 3,3340 0,33578 0,00005| < &

Tablo 8.16°da ise, 8, =0,3 adimla ®,=0,33583[cm] degerine karsilik ortadaki
levhanin uzunlugunun ¢6ziim araligi bulunduktan sonra hizlandirma parametresi
yardimiyla € =10 kesinligiyle 2 adimda %0,02 hata ile istenilen ¢ uzunluk degeri
hesaplandi. Yine Tablo 8.15 ve Tablo 8.16 kiyaslanirsa yukaridakine benzer sekilde
9. adimu kiigiildiikge, ¢6ziime daha hizli yaklagildig: goriiliir.
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9. SONUCLAR VE ONERILER

Tez, yapist itibariyla, miithendislik, malzeme ve matematik bilimlerine dayali olup,
literatiirde bilinen, giincel bir bilimsel ve teknolojik problemin ¢oziimiini
hedeflemektedir. Literatiirde genel olarak farkli Ozellikli levhalarin olusturdugu
katmanli (kompozit) levhalarin egilmesi problemi incelenmektedir. Farkli 6zellikli
levhalarin yan yana birlestirildigi durumda, problemin matematiksel modeli siireksiz
katsayil1 biharmonik denklemler ile ifade edilmektedir. Bu tiir problemlerin sayisal
¢Oziimiinlin klasik sonlu farklar yontemi ile bulunmasi imkansizdir. Tezin temel
hedefi, levhalarin yan yana birlestirilmesiyle olusturulan sistemde levhalarin ortak
simirinda siireklilik acgisindan uyum kosullarinin ve bu kosullara karsilik ayrik
denklemlerin elde edilmesi i¢in bir sayisal yaklasimin verilmesidir. Bu amagla iki
boyutlu durum olan levhalar sistemi i¢in uyum kosullart ve onlarin sonlu fark
ifadelerini elde etmeden Once basitlik agisindan bir boyutlu durumda miller
sisteminin matematiksel modeli olan dordiincii mertebeden adi diferansiyel denklem
icin uyum kosulart ve onlarin sonlu fark ifadeleri elde edildi. Daha sonra, 4.
mertebeden biharmonik denklemler i¢in uyum kosullarinin sonlu fark yaklagimi
fonksiyonelin yaklagimi yontemi ile elde edildi. Elde edilen enerji fonksiyonelinde
tirevlerin yerine onlarin sonlu fark yaklasimlar1 yazildiktan sonra, integraller
yaklasik integralleme formiillerinin yardimi ile hesaplandi. Sirasiyla, farkh
ozelliklerdeki millerin ve levhalarin olusturdugu sistemlerin farkli sinir kosullarinda
dis kuvvetlerin etkisiyle egilmesi probleminin sayisal ¢ozimii icin bilgisayar
programi hazirland:. ki boyutlu durum igin hazirlanan programin dogrulugunu test
etmek amaciyla 6zel test fonksiyonu segilerek sayisal ¢oziimiin hata analizi yapildi.
Programin dogrulugu test edildikten sonra problemin sayisal sonuglari i¢in miimkiin
olabilir tiim uyum kosullar1 i¢in bilgisayar deneyleri yapildi ve incelendi. Daha sonra
iki boyutlu durum i¢in hazirlanan algoritma gelistirilerek farkli 6zelliklerde {ig
levhadan olusan sistemin egilmesi problemi i¢in giincellendi. Baslangi¢ verilerinden
yararlanarak, ele alinan sistemde sistemi etkileyen kuvvet ve maksimal egilme
arasindaki iliskiden yararlanarak sistemi olusturan levhalarin o6zelliklerinin

bulunmasinda ikiye bélme yontemi ve gelistirilmis olan hizlandirma parametresi
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kullanimlari ile elde edilen sonuglarin yaklagim hizlar1 karsilastirildi. Elde edilen

sayisal sonuglar tablolar ve grafiklerle gosterildi.

Elde edilen sonuglar, sert cisim mekaniginde malzeme Ozellikleri ve yer
degistirmeler arasindaki bagintilarin karakteri incelendigi zaman, arastirmacilara
yardimct olabilir. Ayni zamanda, sunulan yontem malzeme diagonastigi
problemlerinde, yani baslangig¢ verilerinden yararlanilarak malzemenin elasto-plastik
Ozelliklerinin bulunmasi problemlerinde uygulanabilir. Sunulan algoritma, benzer
karakterli problemlerde sayisal sonuclarin hizli sekilde elde etme teknigini

vermektedir.
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