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Bu caligsma {i¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, diferansiyel operatorlerin Spektral teorisinde sik kullanilan bazi
tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde Legendre Fonksiyonlar1 incelenmis, bazi fonksiyonlarla
iligkisi,agilim formiilleri ve asimptotik formiiller {izerinde durulmustur.

Ugiincii boliimde ise Klasik Fourier Integrali incelenmis, Fourier-Bessel seri
acilimlari, Fourier-Hankel integral acgilimi agiklanmig, ortogonal Cebysev-Hermite
fonksiyonlarina deginilmis ve Cebysev-Laguerre polinomlarinin agilimlari verilmistir.
Anahtar kelimeler: Sturm-Liouville Problemi, 6zdeger, 06zfonksiyon, Legendre

fonsiyonlari, Bessel fonksiyonlari
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This study contains three parts.

At the first part, some definitions and theories, often used on the theories of
differancial operators are told.

At the second part, Legendre Functions are studied, the relation with some
functions, openning formules and asymptotic formules are dwelled on.

At the third part, classical Fourier Integral is studied, Fourier-Bessel serial
opennings, Fourier-Hankel Integral openning are told, orthogonal Hermite Functions are
touched and Cebysev-Laguerre polinom opennings are studied.

Key words: Sturm-Liouville Problem, eigenvalue, eigenvalue function, Legendre

functions, Bessel functions



SIMGELER LISTESI

Bu ¢alismada kullanilan baz1 simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.
W(f,g) : Wronskian Determinanti

L [a,b] : Karesi 1ntegrallenebilen fonksiyonlar

C, : x=Db noktasina karsilik gelen gember

o, : Oz fonksiyon

A : Oz deger

I'(p) : Gamma fonksiyonu
q(x) : Potansiyel fonksiyon

o(1) . Spektral fonksiyon

Vi



GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi matematik, fizik ve mekanigin ¢esitli alanlarinda
genis bir sekilde kullanilmaktadir.

Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari bir yandan lineer cebir
olmak tizere diger yandan titresim teorisinin problemleridir.(telin titresimi v.b.) Lineer
cebir problemleri ve titresim teorisi problemleri arasindaki benzerliklerin farkina
varilmas1 ¢ok eskilere dayanir. Integral denklemler teorisinde yapilan calismalarda bu
benzerliklerden siirekli olarak faydalanan bilim adami ilk olarak D. Hilbert olmustur.

Tim bunlarin sonucu olarak once |, uzayr daha sonralar ise genel Hilbert uzay:
tanimlanmistir. Matematikte |, ve H soyut Hilbert uzayr tanimlandiktan sonra H de

lineer self-adjoint operatorler teorisinin gelisimi hizlanmistir. XIX. ve XX. ylizyillarda
bircok matematik¢i sayesinde bu teori milkemmel bir seviyeye ulasmistir. Ozel olarak bu
calismalarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normallestirici sayilar v.s.
spektral veriler tanimlanmis ve farkli yontemlerle bunlar igin asimptotik formiiller elde
edilmistir.

Regiiler ve singiiler olmak {izere iki tiir diferansiyel operatér tanimlanmis ve
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmistir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilart siirekli
fonksiyonlar olan diferansiyel operatorlere regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari
toplanabilir olmayan diferansiyel operatérlere singiilerdir, denir. Ikinci mertebeden
regiiler operatorler igin spektral teori giinlimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir.
XIX. yilizyilin sonlarinda ikinci mertebeden diferansiyel operatorler icin sonlu aralikta
regliler smir sartlar1 saglanacak sekilde adi diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin
dagilimi Birkoi tarafindan incelenmistir. Discret spektruma sahip ve uzaym tamaminda
taniml1 operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi 6zellikle Kuantum mekaniginde ¢ok 6nem
tagsimaktadir. Singiiler operatorler igin spektral teori Weyl tarafindan incelenmistir. Daha
sonra Rietsz, Neumann, Friedrichs ve diger matematikgiler tarafindan simetrik ve self-
adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur. Simetrik operatdrlerin tim
self-adjoint genislemelerinin bulunmasi problemi Neumann tarafindan bir siire sonra

yapilmistir.



Ikinci mertebeden singiiler operatdrlerin spektral teorisine yeni bir yaklasimi 1946

yilinda Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan (artan) potansiyelli

d 2
L=———+q(x
e q(x)
Sturm — Liouville operatorleri i¢in 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh

tarafindan bulunmustur. Son yillarda bu operatore bir boyutlu q(x) potansiyelli

Schrondinger denklemi de denir. Ayni zamanda bu ¢aligmada Schrédinger operatorii i¢in
operatorii i¢in 6zdegerlerin dagilim formiilii verilmistir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iliskin ve diferansiyel
operatdrlerin spektral teorisinde Onemli bir yere sahip olan caligsmalar 1949 yilinda
Levitan tarafindan yapilmistir. Levitan bu ¢alismalarinda spektral teoriyi sekillendirmek
icin kendine ait bir yontem gelstirmistir. Farkli singiiler durumlarda diferansiyel
operatorlerin spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimptotigine ve
ozfonksiyonlarin tamligina iligkin konular Caurent, Carlemen, Birman, Salamyak,
Maslov, Keldish v.s. matematikgiler tarafindan gelistirilmistir.

Diferansiyel operatorler teorisinde singiiler operatorler igin spektral teorinin diiz
problemlerinin incelenmesi 6nemli yere sahiptir.

Bessel, Legenre ve diger singiiler diferansiyel denklemlerin spektral teorisinin,
yani 6zdegerlerin, normlastirici sayilarin, 6zfonksiyonlarin ve tiim bunlarin 6zelliklerinin
incelenmesi, 6zel olarak Fourier - Bessel, Fourier — Hankel integral agilimlarmin ve
Legendre polinomlarinin g6z oniine alinarak agilimlarinin aragtirilmasiyla spektral analiz,
kompleks degiskenli fonksiyonlar adi ve kismi tiirevli diferansiyel denklemler
teorilerinde ve fonksiyonel analizde kullanilan teoremler ve onlarin ispat yontemleriyle

spektral agilim teoremlerinin ispatlanmasi saglanmaistir.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 1.1. Tanim ve deger ciimlesi vektor uzayi olan doniisiime operator denir.

Tamm 1.2.  E, ve E herhangi iki vektor uzayi olmak lizere
1. X, X, € E, i¢in L(X +X,)=Lx +Lx,
2.xe E,ve A e RiginL(Ax) = AL(X)
sartlarini saglayan L:E, — E operatdriine lineer operator denir. [1]

Tamm 1.3. X ve Y birer normlu uzay ve D(L) < X olmak tizere L:D(L) —>Y

bir operator olsun.

[Lx<c|
olacak sekilde bir ¢ reel sayis1 varsa L operatoriine sinirhidir denir.[2]

Tamm 1.4.L—Al operatdriiniin siirli, (L—A1)™ tersinin mevcut olmadigi
A ’lar climlesine L operatoriiniin spektrumu denir. [3]
Tammm 1.5. Herhangi Aigin L—Al operatoriiniin tersi mevcut olacak bigcimde
R, =(L-Al1)" operatériine (L—A1)x =y denkleminin rezolvent operatorii denir. [2]
Tamim 1.6. L operatorii D(L) tanim bdlgesinde sinirlt olmak tizere
Ly=Ay
esitligini saglayan y(x)=0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin

dzdegeri, y(x, A) fonksiyonuna ise A ya karsilik gelen zfonksiyon denir. [3]

f(x)

Tamim 1.7. Eger Xx—0(veyax — ) iken ﬂ—w ise  f(x)=o0(g(x)) ve
g(x

siirliise f(x) =O(g(x)) olarak gosterilir. [4]

f(x)
o

Tanmm 1.8. Bir f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir z, noktasinin
o0 komsulugunun tiim noktalarinda diferensiyellenebiliyorsa  f(z) fonksiyonuna
z, noktasinda analitiktir denir. 5]

Tamm 1.9. f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise

f (2) ’e tam fonksiyon denir.



Tamm 1.10. 0< |Z — ZO| <R bolgesinde f(z) analitik fonksiyon olmak iizere

lim f(z) =

-1,
ise z,’a f(z) in kutup noktasi denir. [5]

Tamm 1.11. a<t <b olmak iizere L*[a,b] uzay:

L*[a,b]= {x(t) : I[x(t)]2 dt < oo}

b
seklinde, bu uzayda i¢ ¢carpim ise <f, g>=I f (x).g(x)dx seklinde tanimlanir. [1]

a

Teorem 1.1 (Green Teoremi). Q, xy diizleminde bir bdlge ve I' ’da bu bolgeyi
cevreleyen pozitif yonde yonlendirilmis bir egri olsun. P ve Q fonksiyonlar1 Q {izerinde

stirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise

lP(x, y)dx+Q(x, y)dy = g[%—%] dxdy

dir. [5]
Tanmm 1.12. (Parseval Esitligi). [0,72'] aralifinda karesi integrallenebilen her
fonksiyon i¢in
a, :.T f (X)v, (x)dx
0
olacak sekilde

]E f2(x)dx = iaﬁ
0 n=0

Parseval esitligi saglanir.

Teorem 1.2(Acitlim Teoremi). f(x), 0<Xx<oo araliginda siirekli ve

o0

[ F()y(x 2)dp(2)

—00

integrali her sonlu aralikta X ’e gore mutlak ve diizgiin yakinsak olsun. Bu taktirde



o0

f()= [ F()y(x A)dp(2)

—0
dir.

Teorem 1.3(Watson Lemmasi). Pozitif t degiskenli q(t) fonksiyonuigin A ve u

pozitif sayilar olacak sekilde

qt) ~ S ate = (t—0)

s=0

olsun. Bu taktirde yeteri kadar biiylik X ’ler i¢in asagidaki integral yakinsak olmak {izere
T S [s+A) a
feran-3r(SE | A o
0 s=0 ,U X

dir

Tamim 1.12( Cauchy Integral Formiilii). G bolgesi genelde gok irtibatl bir bolge olmak

tizere bu bdlgenin igerisinde ve sinirinda f(z) fonksiyonu birebir analitik fonksiyon

olsun. Bu taktirde G bolgesinde bulunan her z, noktas igin

110
M) =gl

dir.
Tamm 1.13( Rodrigues Formiilii). Legendre polinomlar1 i¢in Rodrigues Formiili

L
24Kk 1 dx*

(0= (¢ -D"

seklindedir.



2. LEGENDRE FONKSIYONLARI

2.1. Laplace Diferansiyel Denklemi

Laplace diferensiyel denkleminden bahsetmeden 6nce Legendre fonksiyonlarini
Laplace’in diferensiyel fonksiyonlarint g6z Oniine alarak inceleyelim. Legendre,
fonksiyonlariin ilk olarak ortaya ¢iktigi yer, Laplace diferensiyel denklemidir. Eger
Laplace denklemini, kiiresel koordinatlar ile ifade edersek, bu fonksiyonlar dogal olarak

meydana gelmektedir.
Simdi asagidaki esitligi géz oniinde bulunduralim.

AV =V, +V,, +V, =0 2.1.1

oV
(Vxx - y )

Eger kiiresel koordinatlar;
X=rsing cos¢, y=rsin@ sing, z=r cosd

2.1.1 esitliginde yerine konursa

V+EV+ ! 0

1
A rzsineﬁ(

r2sin®o

sinev, )+ Vg =0 2.1.2

denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zmenin standart yolu, degiskenlere ayirma
metodunu kullanmaktir.
Cozimiin ti¢ fonksiyonun ¢arpimi seklinde oldugunu farzedelim. O halde,
V =R(r)0(0)®(¢)

yazabiliriz. Son esitligi 2.1.2’ye ekler ve V ile bolersek;

2

R”+(le " ' "

— +i{® +C°t‘9®}+ - {3}:0. 2.1.3
R r C)

esitligini elde ederiz.



r, & ve ®’nin bagimsiz degiskenler olmasi nedeniyle 2.1.3 esitliginden

asagidaki sonuglari yazabiliriz:

r’R"+2rR'-n(n+1)R=0

2
®”+cot0®’+{n(n+1)—s_r:2 9}@:0
|

O"+m’® =0
m? ve n(n+1) ayr1 sabitlerdir,

Yukaridaki sonuglardan birinci ve ti¢linciiniin bilinen ¢6ztimleri vardir. Bunlar

C
R=cr"+—2

n+l
r

_ img —img
H=ce™+ce
dir. Burada c;’ler integrasyon sabitleridir.

O esitligini ele almak i¢in t=coséd ve ® =T(t) alalim. Boylece

2
(1) T"—2tT'J{n(n +1)—1m Z}I =0. 2.1.4

denklemini elde ederiz. m=0 ve n’in tamsayr olmasi durumunda T=P,(t) oldugunu

goririiz. P, (t) sembolii ile birinci tiir Legendre fonksiyonlariin birlesimini ifade

ediyoruz. Bunlar1 tam anlamiyla anlayabilmek i¢in, asagidaki sekilde devam edelim:

(1-t*)P/—2tR/+n(n+1)P, =0 denkleminin m Kath diferansiyeli
(1-t*)D™?R, —2t(m+1)D™*P, +[ n(n+1)-m(m+1) |D"P, =0 2.1.5
esitligine doniisiir. Burada
DR, =(1-t2) "' T

alip 2.1.5 esitliginde yerine koydugumuzda, 2.1.4 esitligini tekrar elde ederiz. P," (t) ile

belirtilen 2.1.4 esitliginin ¢6ziimii artik

P (t)=(-1)" (1-t*)

m/2

D"P, (t) 2.16



ile ifade edilir. O halde 2.1.1 esitliginin ¢6ziimii

V= (cl o anm (cosO)(c.e™ +c,e™™) 217

2
I,n+1
olur.

2.2. Maxwell’in Kutup Teorisi

2.1.7 goz oniine alindiginda n=m=0 i¢in V =l, 2.1.1’1 saglar. 2.1.1’in x,y,Zz’ye
r

gore diferansiyelini

ai+j+k 1
, r:«/x2+y2+z2

T oxoyart r
esitligi ile gosterebiliriz. Ayrica bu esitlik 2.1.1°i saglar. Ozel olarak

01 z -1 Z 1
— =" = _—P|Z|==—=P(cosd
ozr P r? l(r] r’ 1(c056)

alabiliriz. Bu ifadeyi 2.1.7 ile bir karsilastirdigitmizda m=0 ve n=1 oldugunu elde ederiz.

Genel olarak

r"“%%:F(z,r)

esitliginin z ve r’de homojen oldugunu sdyleyebiliriz.
Yeni t parametresinin rastgele se¢ilmis degerleri igin F(tz, tr)=F(z, r)’dir. Bu
nedenle

F(z, r)=F (%) =F(cos )

yazabiliriz. 2.1.7°de m=0 alindiginda uygun sabit bir ¢ degeri igin

0" 1_F(cos®) _ch,(coso)

2.2.1
azn r rn-*—l rn-*—l

esitligini elde ederiz. Ayni zamanda, yukaridaki esitligi P, (COS 49) fonksiyonunun tanimi

icin de kullanabiliriz. Buradan Pn(z/r) z degiskeninin n. dereceden bir polinom
r

oldugu sonucu ¢ikar.



m =0 durumunu incelemek igin,

(gHng__xHy_—sinee“” _ —PB'(cosp)e’
r r

3 I,.2 r2

(2] 1o-(22] ey

seklinde gosterilebilir. f (r) =1/r alirsak;

9,0 "1 (YT @m)(x+iy)" _ (D" (2m)lsin" ge™
ox oy) r 2" mir ™ 2" mirm™t

yazabiliriz. Bu iki operatoriin kombinasyonu ile ¢ uygun bir sabit olmak {izere

( 0 Jm( o .0 jm 1 ce™P(cos)

0z r rmt

x oy

elde edilir. Ayrica

( a j 0.,.0 "1 (-1)""(n-m)le™P" (cosd)
oz r r"t

x oy

olur. Burada 1/r, r=0’da bulunan, noktasal yiikiin potansiyelini temsil eder.

ey +(z+E) | <[y (2= ]
e SR Gl e L
Gzt 0 28

fonksiyonu birbirine yaklasan iki noktasal yiikiin birlesmesinin potansiyel bir sonucu

olarak yorumlanabilir.

Daha yiiksek mertebeden tiirevler ayni sekilde farkli yonlerden birbirlerine

yaklasan ¢ok sayida noktasal yiikiin birlesmesinden dolay1 olusan potansiyeli ifade eder.
2.3. Hipergeometrik Fonksiyonlarla Iliskisi
(1-t*)T" 2T +n(n+1)T =0 23.1

denklemini g6z Oniine alalim. Bu denklem t=1, t=-1 ve t=o0’da ii¢ tekil noktaya sahiptir.

Basit bir hesaplama bu tekilliklerin



t=1 0,0
t=-1 0,0
t=0 -n,n+1

ile verildigini gosterir. Bu nedenle esitligi asagidaki sembol ile iliskilendirebiliriz:

1 -1 o
P:.0 0 -n t
0 0 n+1

Uygun bir ¢ift dogrusal yerdegistirme kullanarak tekil noktalar1 0,1, o’a
otelersek yukaridaki esitlik

0 +1 o
P:0 0 -n 1-2t:’e
0 0 n+1

dontigiir. Boylece a=-n, b=n+1, c=1 olur ki buradan

P.(t)= F(—n, n+1; 1%} 232

n

yazabiliriz. 2.3.2 esitligi rastgele segilmis n degerleri i¢in 2.3.1 denklemini saglar fakat n
bir tamsayr olmadigi siirece t=1 noktasina yakinsamaz. Bu durumda fonksiyon n.
dereceden bir fonksiyona doniisiir. Gergekten de Pq(t)’nin 2.3.2 esitligi tarafindan

verildigini gostermek igin bir noktada birlestiklerini gdstermemiz gerekir. Burada t=1"de
1=F (-n,n+1;1; 0)=P, (1)

oldugunu Legendre polinomlarin {ireten fonksiyonlarim1 kullanarak kolaylikla

gosterebiliriz.

Hipergeometrik fonksiyonunun ilk iki parametre i¢in simetrik oldugu gergeginden

dolay1, nyerine n—1 degistirmesi yapilirsa sabit oldugu goriiliir. Buradan
PO =P,.()
yazabiliriz 2.1.6 ifadesini kullanarak yukaridaki esitligi daha da genellestirdigimizde

R (t) =P." (t) 2.33

10



yazabiliriz. m yerine m-1 degistirmesinin 2.1.4’i sabitledigi gerceginden dolayi,

P™(t) 2.1.4% saglarsa P, " (t) nin de saglayacagim biliyoruz. Fakat aym ¢oziim

olmasina gerek yoktur. Hangi ¢oziimii belirlememiz gerektigini saptamak i¢in asagidaki

sekilde devam edelim.

Keyfi olarak secilmis u igin; V =(z+ixcosu+iysinu)’’in AV =0, sagladigm
kolaylikla kontrol edebiliriz. Daha genel bir ifadeyle yeterince diizgiin bir f igin bir

diger ¢oziim

V:I” f (z+ixcosu-+iysinu,u)dy 2.3.4

-
yazabiliriz.

2.3.4’lin 6zel bir durumu agikca goriilityor ki;
Y% =f [z+ixcosu+iysinu] e™du 2.35

dir.

Eger, 2.3.5 ‘te x,y,z’nin kiiresel koordinatlardaki karsiliklarini géz 6niine alirsak
V= r”.e‘”“’f [cos @ +isin&cosu]'e™du
oldugunu goriiriiz.2.1.7 ile karsilastirirsak uygun bir sabit ¢, degeri igin

P, (cos@)=c,,[" [cos@+isinOcosu] cosmudu
2.3.6

elde ederiz ve n yerine n—1 degistirmesini kullanarak

Va

cos mu
P (cosO) =c, du 2.3.7
v (0036) m'"J.[cose+isin Ocosul™

-

yazabiliriz. Burada Rodrigues formiiliinii ve 2.1.6’y1 kullanarak;

m/2

D"P, (t) = (_1)m£:| ) o (t2-1) 238

m/2

By () =(-1)"(1-¢)
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elde ederiz. Bger £ (z)=-1% f(e) d&yi 2.3.8°de kullanirsak
27“ c (é:_z)ml

Pm (t) — (_1)m(1_t2)m/2 (52 _1)” df
" 2'nl 2zi 4 (E-t)"M

yazabiliriz. (Burada c igin |§—t|1/2 ¢emberini segtik.)

e=t+i(l-t?) e

£-1=2i(1-°)" &" [t +i(1-t2)" cos ‘P}

degisken degistirmesini yaparsak

0 i"(n+m)!ex . 12 n
P, (t)=%jﬁ|:t+l(l—t2)l cosv/} cos mydy 2.3.9

elde ederiz. nyerine n—1 yer degistirmesi yapilirsa 2.3.9 esitligi

P™(t)= (C)"nt - cosmy dy 2.3.10
2z(n—m)! ”[tjui(l—tz)mcosy/}n+1

2.3.10’u olusturur. Yukarida

(n+m)!

=(n+m)(n+m-1)..(n+1) > (-1)...(n—m+1)

p-m (t)z(—l)m (n_m)?Pm(t) 2.3.11

oldugunu gériiriiz. Sabit m i¢in {Pn"‘ (t)} kiimesi [-1, 1] aralig1 boyunca ortoganaldur.
Bunu goéstermek igin, asagidaki integrali ele alirsak ve 2.3.9’u kullanirsak

fer @ a- SO g R
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= el 27 0 (e

Son integralin boliimleri ile tanimlanan tekrarl integrasyon

1 ! 1 ) N (o K
Ilpnm(t)Pkm(t)dt=2n+kf:k+!(r:])_m)!LD"(t ~1)' D" (t*-1) dt
e
T R WR (e
0, n=k
= 2(n+m)! n=k 2.3.12

2n+D)(n-m)!’

oldugunu gosterir. 2.3.12°den asagidaki esitlik ¢ikar:

P.." (1) =(1-1*)

m/2

4" (t)
¢." (t) polinomu k. dereceden bir polinomdur.

Sabit m igin, {@m (t)} kiimesi (1—t2)m agirhk fonksiyonuyla [-1,1] arahig
boyunca ortogonal polinomlar kiimesidir. Buna bagl olarak tamlik 6zellikleri, rekiirans

formiilleri vs.lere iligkin ortagonal polinomlar i¢in tiiretilmis tiim teoremler Legendre

fonksiyonlarina da uygulanabilir.

Ayrica Legendre fonksiyonlar: ile hipergeometrik fonksiyonlar arasinda iliski
kurabiliriz.

R"(1)=(-1)" (1-t")

m/2

D"P, (1)

= (-1 (1-t2)"" D'“F(— , M;EJ
(-1) ( ) n,n+ >

:(jj M(1—t2)m/2F[m—n,m+n+1;m+];1;t] 2.3.13
2 ) (n—m)im! 2

P."(t) i¢in ele alinan tiim semboller ‘(1—t)/ 2‘ <1 igin yakmsak serileri bulmak

n

icin de kullanilabilir.

13



t diizlemine olan analitik devamlarini elde etmek i¢in hipergeometrik

fonksiyonlardan tiiretilmis lineer olmayan doniisiimler gibi bazi doniisiimlerden

yararlaniriz.
0 1 00 0 1 0
(1-z)"P:<0 0 m-n z;=P{0 0 -n z
-m -m m+n+1 -m -m n+l

esitligini kullanarak z = (1—t)/ 2ile 2.3.13’te

po ()= (n+m)’(1—tjm F(_n,n+1;m+1;1%tJ 2314

" (n—m)m! \1+t
elde edilir.
m-n
a=
2
b m+n+1
2

c:a+b+1=m+1

seklinde secersek

1_ 1_ 1/2
F(Za,Zb;a+b+%;%J= F[a,b;a+b+%;zj

oldugunu diistliniirsek; 2.3.13 esitligi

-1 m(n+m)!(1—t2)m/2 m—-n m+n+1
Pm(t)Z(—) xF[ , ,m+1,1—t2j 23.15
2 (n—m)!m! 2 2

e doniislir. Son esitlige asagidaki 6zdesligi uygularsak,

F(a,b;c;z)= L(e)l(b-a) X F[a,c—b;a—b+1;i)

I'(b)I(c—a)(l-z 1-z
L(o)r(a=b) F(blc_a;b_aﬂ;ij 2.3.16
r'(a)r(c-b)(1-2z) 1-z

14



1(—1)" m _ _
an(t)=m.(l—t2) /ztn_mF(m n m ”+1;3—n;£2] 2317
2"n!(n—m)! 2 2 2t

elde ederiz. 2.3.17 esitliginden

r(a)r(c—b)zr(m;”jr(m_zn_lj

terimi elde edilir. Burada eger;

F(a,b;c;z):(l—z)aF(a,c—b;c;i) 2.3.18

2.3.18’1 2.3.17’ye uygularsak

(—1)(””")’2(2n)!(1—t2)”'2F(m_n men 1l 1 )

P™(t)= : ; —— 2.3.19
- (1) 2"n!(n—m)! 2 2 2 1-t?
yazabiliriz. Eger tekrar ikinci derece doniisiimii yukaridaki esitlige uygularsak
N ) i 11} T
P™(t)= 1-t
" () 2"n!(n—m)! ( )
(t2 _1)1/2_t
XF| m-n,—-m-n,-—n;———~ 2.3.20
2(t*-1)
buluruz. 2.3.18’i 2.3.20 ’ye uyguladigimizda
m ey (—l)m (2n)! A2, U2 n-m
P, (t)_22nmn!(n_m)!(1—t) [(t -1) +t}
t_ t2 _1 1/2
+F m—n,%er;%—n;(—)l,2 2321

t+(t* 1)

elde ederiz. Yukaridaki formiiller, t diizleminin diger bolgelerinde 2.3.13 formiiliiniin

analitik siirekliligini saglar.

Hipergeometrik fonksiyonlarm pek ¢ok doniisim formiillerinin tekrarl

uygulamalari ¢ogaltilabilir.
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2.4. Acilm Formiilleri
Asagidaki sinir deger problemini géz dniine alalim:
AV =0 24.1

V=1(0,4),r=1 2.4.2

durumundaki V’yi aragtiralim. Burada f (6,¢);6 ve ¢’ nin tanimhi fonksiyonudur. Bu

fonksiyon 0<8 <7z, 0<¢ <27 kiiresinin yiizeyinde tanimli olmalidir. Burada kiirenin

yarigapini genelligi bozmadan birim alabiliriz.
f(0,¢) i¢in
.[2”_[ (6,¢)sinfdod¢p < oo

oldugunu varsayalim. f (0,¢) acilimi

£(6,9) :2 £,(6)e™

seklindedir.

P"(cos@) nin ortogonal sistem olmasi bakimindan f, (6)’y1 tim Fourier

katsayilarina acabiliriz. t=coséd yerdegistirmesiyle beraber 2.3.11%1
(yani P, (t) = (-D)" En m;l P"(t)) kullanirsak;

elde ederiz. Burada

(2n+1)(n—m)! ;= oo
2(n+m)! J; T ()R (cos6)do

A =

dir. P"(t) ve P, (t) lineer bagiml oldugundan, (|m|oo) boyunca sadece toplama

ihtiyacimiz oldugunu sdyleyebiliriz. Bunlarin kombinasyonu yapilarak

ZZAh P"(cos@)e™

n=0 m=-n

16



j j ¢')sind'de'dg’

xi(Zn +1) Zn: (n- m)l P," (cos@)R," (cos 0’)eim(¢*¢‘)

j j ¢')sind'dg'dg’

—m)!

- _ (n m m ' '
xnz_(;(ZnJrl);gm(ner)!Pn (cos@)P," (cosd')cosm(g—¢') 2.4.3

1 m=0
&y =
2, m>0

dir. 2.4.3lin gegerliligi Fourier serilerinin ve {Pm(t)} kiimesinin tamlik o6zellikleri

n

sonucu ortaya ¢ikmaistir.

241, 242 smr deger problemini ¢ézmek i¢in rP" (COS@)C08m¢

n

fonksiyonunun 2.4.1’1 saglamasi durumunu kullaniriz. Buradan

1 - ! !
V= f g, gdod
el (¢',¢')sin ¢

0 n — |
XD (2n+1)r"Y e (n—m)!
n=0

= " (n+m)! R (cos@)R" (cosé’)cos m(¢_ 9’) 2.4.4

sonucunu elde ederiz. 2.4.4, 2.4.1°i saglar ve f(6,¢)’yi r=1"de azaltir. Burada kutup

noktast =0 tanimiyla

n

P,(1)=1
P"(1)=0 m>0

alinirsa 2.4.4°den
v(r,o,¢):4ij” f(0’,¢')sin6"d6’d¢'i(2n+1)r”Pn (cose’) 245
T n=0

elde edilir. Bagka herhangi bir nokta da kutup nokta olarak belirlenebilir. Bunu gostermek

icin eksen olarak (9, ¢) yoniinii segmek uygun olacaktir. 2.4.5’te @' tarafindan belirlenen

17



a1 (6,¢) ve (0',¢') yonleri arasindaki sabit agidir. (6,9) ve (€',¢') yonleri arasindaki

acl « olarak tanimlanabilir. Asikardir ki

cosa =cos@cosd +sindsind cos(¢—¢')

dir. Bunu asagidaki sekilde de gorebiliriz.

Bu dogrultularla baglantili olarak ve 2.4.5’1 kullanarak asagidaki esitligi
yazabiliriz.

V(r,0,4)= ijjo (0, )sin 9'd9’d¢'2:;(2n +1)"P,(cosa)  2.4.6

cosa =cos@cosd +sindsind cos(¢—¢')

2.4.4 ve 2.4.6 denktir ancak 2.4.6’ nin 2.4.4’e¢ gére avantaji basit toplamin ¢ift

toplama gore daha ¢ok kullanilmasidir.

2.5. Toplam Teoremi

Tim f (9',¢') i¢in 2.4.4 ve 2.4.6 ifadelerinin karsilagtirilmast;
[ 17 1(0.¢)sinaddg >(2n+1)r"

_ P (cos@)P," (cos@')cosm(¢—¢' )} =0

=}
—~
=]
|
3
~—

oldugunu gosterir.
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P (cos®) terimlerinin tamlik dzellikleri nedeniyle yukaridaki ifadenin parantez

icerisindeki terimi hemen hemen her yerde sifir olmas1 gerektigi fakat bu terimin siirekli

olmasi nedeniyle her yerde sifir oldugunu soyleyebiliriz. Buradan su sonug elde edilir:
P (cos@cos@' +sin@sin &’ cos(¢—¢'))

< ; (n—m)!
= " (n+m)!

P." (cos®) an(cose')cosm(¢—¢') 25.1

2.5.1 ifadesi, Legendre fonksiyonlari i¢in toplam teoremi olarak adlandirilir. Bu

bize, doniistiiriilmiis koordinat sisteminde P, (cos@) fonksiyonunun P,"(cos&)e™ ’nin
temel ¢ozlimiiniin terimlerinde nasil ifade edilebilecegini gosterir.

r =1, V=f( @) sinir sartlar1 ile asagidaki denklemi g6z oniine alalim.

1 1
AV :Vrr +er +FV€9 =0

Degiskenlere ayirma metodunu kullanarak ve Fourier serisine agarak

17 @ g
V(r,0)=— [ 1) r"e™e"qe’ 2.5.2
(rno)=—- j @2
esitligini buluruz. Buradan
V(r0)=— j £(©) 3 r"e 7 doy
2r *.

N=—o0

yazabiliriz. Burada 6 =0 dogrultusu sadece segilmis bir yondiir. 6 segilen yonde alinirsa

bu taktirde ' de ayn1 yonde olur ve burada 6'—6 = « dur.

J

—
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O halde

V(r,0)=— j f(0') Zr‘”‘e*‘"“d@' 2.5.3

elde edilir.
2.5.2 ve 2.5.3’1in karsilastirilmasiyla

-in(6-9)

e =g =e"%e ™ 2.5.4
bulunur. 2.5.4 ifadesi iistel fonksiyonlar igin bilinen toplam teoremidir.

Bir boyutlu diizlemde Laplace denkleminin temel c¢oziimleri doniistiiriilmiis
koordinat sistemindeki benzer terimler i¢in de ifade edilebilir. Laplace diferensiyel

denklemi koordinat sistemlerinin rotasyonlarinda sabittir.

Koordinatlarin herhangi sabit dontisiimleri denklemi sabit birakmalidir. 2.5.1%in

alternatif bir ispatin1 gorelim. Yukarida so6zii edilen mantig1 kullanarak,

r”Pn(cos@cos@'+sin6’sin9’cos(¢—¢'))_r Za P,"(cosd)e™

bagntisi elde edilir. & ve @' ve hatta ¢ — ¢ *de sol tarafin simetrik olmasimi kullanarak
a, =b P" (cos g )e‘”“’”
sonucunu elde ederiz. b, ayrica

P (cos@cos@' +sin@sin @’ cos(¢—¢'))
2.5.5
_Zb P." (cos9)P (cose')cosm(¢—¢')

esitliginde yazdigimiz by, ile iligkilidir. by ‘i tanimlamak i¢in yukarida ki ifadenin limit

formunu kullanalim. cos & = x olsun. Bu taktirde

lim $" ¢ =|im(1_xz)m

X—00 X X—»00 X

elde ederiz. Benzer sekilde
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cos@cosd +sin@dsind’ cos(¢—¢')
lim

XX

iﬂin{ co)f&.cosle sm49 sme’ (¢ ¢) }=1—cos(¢—¢')

X X X

dir. Ayrica Rodrigues formiiliinden

elde edilir. Boylece,

lim P, (cosfcos @' +sin @sin 6’ cos(¢ —¢'))
X—300 (XX!)n

X' —00

_ (2 [1 cos(¢ ¢)J (n!) S|n2”¢2¢

2"nP

= M[ei(wﬁ')/z B e_i(¢_¢,)/2 Tn

22n n !2

S ([ Jeosm -

= m=0

olur. Benzer sekilde;

o P"(cosd)R," (cos 19') (A" (2n)P

Yoo (xx')n _Zzn(n!)z(n_m)!z

bulunur. Bu limit islemini 2.5.5’te g6z 6niine alirsak;

st oo (2 ol

= m=0

~3b, (-1)" (2n)f cosm{g -4

i 2" (n-m)F

katsayilarin karsilastiritlmasiyla
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&n(n—m)!

on = (n+m)!

m

sonucunun 2.5.1 ile denk oldugu goriiliir.

2.5.1, toplam teoreminin iki ispati karsilastirildiginda ikincisinin daha fazla
manipulasyon gerektirdigini gorebiliriz. Ilk ispatta Laplace denklemiyle temel iliskiler
kullanilmustir. Ikinci ispat integrali olmayan n indeksleri i¢in kendini kolayca ilerlettigi
icin ilk ispata gore daha avantajlidir. Ayrica ilk ispatta n’nin tamsayr olmasi

gerekmektedir.
2.6. Green Fonksiyonlari

2.4.1 ,2.4.2 sinir deger probleminin ¢oziimiinii kiire ylizeyinin belirli integrali
acisindan inceledik. integrand serilerde

(2n+1)r"P, (cosa)
-0

n

dir. Bu seriler acik bir sekilde asagidaki gibi toplanabilir. Legendre polinomlari i¢in

iiretici fonksiyonlar ele alalim.

1
J1-2rcosa +r?

=Y r"P,(cosa)
n=0
d o il i
2r ar +1 operatdrii esitligin her iki tarafina uygularsak
r

o0 2
(2n+1)r"P, (cosar) = 1-r
=0

n

[1— 2rcosa + r2]3/2

elde ederiz. Boylece 2.4.5 ifadesini agagidaki sekilde yazariz:

1-r?

sing'dg'dg’  2.6.1
1-2rcosa + rz]

v(r,9,¢):$j_”ﬂjo” f (9’,¢')[

2.6.1 ifadesi Green fonksiyonlarmin fiziksel mantigini ifade eder.
Asagidaki fonksiyonu tanimlayalim. Bu fonksiyon

r =1 de G=0 olmak tizere
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AG=5(P,R) 2.6.2

esitliginin  ¢oziimiidiir. Burada &(P,PR,) delta fonksiyonudur. P ve P, uzayda
P=(r,0,4), P, =(1y,6,¢) olan iki nokta olarak tanimlanir. Py sabit nokta olarak almr.

5 (P, R) fonksiyonu
5(P,R,)=0 P=P,
olmasi i¢in olusturulur. Burada
[ 6(P.R)dv=1

dir. Yukaridaki esitlik P,’1i¢ nokta olarak iceren basit irtibatli D bolgesi boyunca hacim

integralidir. Fiziksel olarak; G kiiresinin sinirini olusturan piiriizsiiz iletken yiizeyiyle

kiirenin i¢indeki P, noktasal yiikiin potansiyeli olarak yorumlanabilir.

Green Teoremini kullanarak;

[ [VAG-GAV]dv = I[V@—G&}ds 2.6.3
b bl on on

elde edilir ki burada 6D ; D’nin sinirini, Z—G; oD normali yoniindeki 0G ’nin tiirevini
n

ifade eder ve integral semboliiniin sagina yazilir.
D bir kiire ise

G _26
on or

dir. Eger AV =0ve G, 2.6.2’yi saglarsa, 2.6.3’li kullanarak;

G
or

[V s(P,R)dv = ” f(0'.¢)

-0

sin@'dg'dg’
=1

yazabiliriz.
V, P’nin siirekli fonksiyonu oldugundan ve P # P, i¢in & (P, PO) =0 oldugundan

soldaki integral tim & >0 degerleri i¢in |P — PO| < ¢ boyunca tek katl integrale doniisiir.
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5(P,P,) fonksiyonunun tanimindan asagidaki sonug gikar:

IDV5(P,PO)dV:J.‘P—PD‘SgVé‘(P,PO)dV:V(PO)_[‘P_PO‘gg5(P’Po)dv
=V (R)
Boylece
Trr TAYG.C . I
vV(R)=]"], f(9,¢ )Erlzlsmede dg
elde ederiz.

2.6.4’1in 2.6.1’e doniistiiglini gostermek icin G ’yi agik yazmaliyiz.
[lk olarak noktasal kaynagin potansiyelini ele alalim.

1 4
47R 4z|P-P)|

h(r.60,¢)

R=\/r02—2rr0[c050c0500+sin6’sin6’0cos(¢—¢0)+ er
agtkca Ah=0 ,P =P, dir. Ayrica

J,andv=[  Anhdv=[  VVhdv

P-Ry|<e

oh o1 o1

- J' S=_——— S
IP-Rl== On 477 YIP-RIOR R r=:

:ifﬂj‘:g—lzgz.sinQdegé

=1
ve
A(-1/4zR)=5(P,R))

oldugu sonucuna ulasiriz. Buradan

elde ederiz ki burada g;

24
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Ag =0

r =1 igin 2.6.6

9= 2R

olacak sekilde bir regiiler fonksiyondur. Bu basit problemde g, sekil metodu olarak

bilinen bir teknikle de bulunabilir. r =1 olan gember ile ilgili olarak P’;(1/1,,6,,4,)

noktasinim P’ (15,6, ¢ ) noktasmin tersi oldugu sdylenir.

>

R = \/ri ZrL[cosecose0 +sin@sin g, cos(p—g,) |+r?
0 0

iken

1
9= ;
4z, R

olur. Bu esitlik Ag=0 denklemini r<1 igin de saglar. Basit bir hesaplamayla

2.6.6’daki tiim sartlarin sabit oldugunu gorebiliriz.

1 + 1 2.6.7

G-=
47r\/r02 —2rr,cos o +r? 47r\/1—2rr0 cosa +I,°r?

Burada G’nin, Green fonksiyonu oldugu ortaya ¢ikar. Bu durum bir noktasal
yiikiin P,’da ve ikinci noktasal yiikiin uygun bir uzakliktaki P, ’de bulunmasiyla ortaya
cikacak potansiyel olarak yorumlanabilir. Bu etkiler yiizeyde r=1 noktasinda son bulur.

Son olarak basit bir hesaplama ile

© 1y
or s Ax[1-2r, cosw+r02]3/2

esitligini 2.6.4’te yerine koydugumuzda yine 2.6.1°1 sagladigini goriiriiz.
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2.7. Legendre Diferansiyel Denkleminin Tam Co6ziimii

Simdiye kadar

L[y:(l—tz)y”—Zty'+n(n+1)y:0 27.1

diferansiyel denkleminin incelemesinde sadece, P(t):F(—n,n+1;1;1;tj’nin

n
¢Oztimiiyle ilgilenildi.

Burada P, (t), n integral degeri i¢in polinomdur. 2.7.1’in ikinci lineer bagimsiz

¢Oziimiini bulmak i¢in agagidaki sekilde ifade edilen 2.7.2 formunun integral gosterimini

inceleyecegiz.

gon*(t)=_|.bv(r)dr 2.7.2

Burada tekrar 2.4.4°te ele alinan metottan faydalanacagiz.

2.7.1 de ki L, operatdrii self- adjoint formda tanimlanmstir. Boylece

1 1 d| 1-72 1-7%
V(r)L oLV ()= (t_j)zvm— —V'(v)

yazabiliriz.

Y
= biLTV(Z')dz'+(l t )V—l_rz

at—r1 t—7 t—7

b
V'[=0

Yukaridaki integral terim a=-1, b=1 olursa sifir olur. V(z)’nmn z+1’de de tekil

olmamasini saglar. V (r) "yi belirlemek igin
LV (7)=0
alalim.

Ozel olarak ikinci bir bilinen ¢éziim igermesi i¢in V (7)= % P, () alabiliriz
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p.(t)=2[" Py, 2.7.3

esitligi [-1,1] araliginda bulunmayan t’ler i¢in saglamir. V (z) bir polinom oldugundan

son noktalarin ektisi kaybolur.

(* Q,(t) yada Q" (t) —1<t<1 i¢in fonksiyonun degeri anlamindadir
* Genel kompleks degeri i¢in g, (t),," (t) sembollerini kullanacagiz.)

Benzer sekilde P (t) ve R (t) ’yi saglayan t degeri [-1,1] araliginda degildir.

n

Son noktalarin etkisi V (7) polinom oldugundan dolay: kaybolur.

£, (t) nin analitik olabilmesi i¢in asagidaki gibi devam edelim.
1 PB(1) 10 P (t)-P(7)
pn(t)_ZJ.—lt—r de 2-[-1 t—7 d

Sagdaki ilk terimi agik bir sekilde integre edilebilir. Ikinci integral terimi hem t

hem de 7 *nun bir polinomdur. Oyleyse

1. t+1
@n (1) =§|ogt%1 P, (t)-W, , (1) 274

yazabiliriz ki; burada W, , (t), (n-1). dereceden bir polinom olup,

1 dr . t+1
——=limlog—-=0
loed1t—7  foe T t-1

olur. 2.7.4 bize agikca @, (t) nin t=+1 noktalarinda y1giima noktalarina sahip oldugunu

gosterir. 2.7.4 gibi 2.7.3 de ¢, (t)’ yi kompleks diizlemden [—1,1] aralig1 disinda kalan

kistmda tanimlar.

W, , (t) ’yi acik bir sekilde belirlemek i¢cin Legendre polinomlarini seriye agarsak

ve 2.7.4 esitligini kullanirsak



yazabiliriz.

n-1

-5 ALR (D=2 (k) (DR () =26 (1)

ve ortogonallik 6zelliginden

(n-k)(n+k+1)A o _,
ol = [P (t)R (1)t
1
=R ()R () -] R (DR (D)t
=1-(-1)"", n>k igin
yazariz Ve son olarak
n+k
1ot o 2k+1)[ ~(-1) }
t)=— P (t 2.75
@, (1) 2 t—l o k)(n+k+1) (t)
elde ederiz.
|t|>1i(;in
;L;giqk
t—T k=0 t
ve 2.7.3’i kullanarak
1& 1,
p”(t)zz_tZt_kJ‘—lpn( )T dr
0 2.7.6

1 n 1
= P J:l P, (r)r dr+0[tn+2J

yazabiliriz ki burada k<n ig¢in terimler sifir olur. Yukaridaki integrali

degerlendirdigimizde
(2n) , =
P,(t)= th+ P (t
(1) 2" (n1y’ ;,& (1)
1 2n)l 2
P2(t)dt = ( t"dt
'[_1 n ( ) 2n(nl)2J‘ ( ) 2n+1



oldugunu goriiriiz.

2" (n!)’

2.7.6 daki gerekli integrasyonlar yapildiginda 2.7.7 deki katsayilar bulunabilir.

2.3.16’dan

P, (1) =20 t”F(_—n —n+1 l_n-lj

2" (n1y’ 2 2 2 't

oldugunu goriiriiz. n yerine n—1 degistirmesi yaparak ikinci bir ¢6ziim elde edilir.

Oyleyse uygun sabitler ¢, Ve c, igin

1 n+l1 n+2 31
n+—:—
2 2 2 t?

0180n (t)+c2pn (t) = tn+1 F

yazilir.

t

‘nin her iki yanmi karsilastirarak ve 2.7.7°yi kullanarak ¢, =0 oldugunu

buluruz. ve buradan,

2" (n1)*
on ()= (n?) (n+l,n+2;n+§;12j 278
(2n+n™ {2 7 2 2't

olur. 2.7.6 ve 2.7.8 in karsilastirilmasi ile

L 0, n+k tek

I P (t)t“dt = 2" (nN)’T((+K)/2)T((2+k)/2)T((n+3)/2) n+k cift

- @n+)IT((k —n+2)/2)r?(1+n)/2)C((n+k +3)/2
elde edilir.

Herhangi iki y, ve Yy, ¢dzlimiiniin Wronskian’1 ve 2.7.1°1 kullanirsak

o
1+t?

! ! 2t
W(Yl! yz) =YiYo =W Y, :Cexp(j 1_12 dtj

yazabiliriz. [t| i¢in

29



yazabiliriz, boylece c=1 ve

2.7.9

olur. g, (t), t dizleminden [—1,1] araliginin  ¢ikarilmasiyla  olusan

tanimlanmuistir.

@, (t£i0) =limp, (t+io) te[-11]

o>0

ozellikle
@, (t+i0)—p, (t—io)
tanimiyla ilgilenecegiz. Bunun i¢in asagidaki integrali ele alalim.

. 1 dr

|:||m T
o201t +1o—71
o>0

ve integrasyonu asagidaki sekilde pargalayabiliriz.

Oyleyse

. i d
I :!m{fl +J‘c,;+ t1+8 }:J.—llt+ig—f

olur. Burada ¢, sembolii, gosterilen yarim daire anlamina gelir.

IHEJFF E=—Iog(t—r)t_|g—log(t—r) T :Iogllt
-1

1 t—1 el —7 t+s 1-t

dr drz 0 jge" .
[
¢ t—7 7 —lge

30
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Boylece

1 dt 1+t .
I - =log—-—ix
1t+10-7 1-t

oldugu bulunur. Bu sonuglardan asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

. 1 1+t 7l
t+i0)==P (t)log—-W_, (t)——P (t
r(t+10) =3P, (Ol0g 2w, (1) -2 (1)

P (t-i0)=2R (t)log%—wnl(th%iPn (t) 2.7.10

Burada
@, (t+i0)—g, (t—i0) =—7iP, (t)

dir. [-1,1]°deki reel t i¢in
1 . .
Qu (1) =5 [, (t+10)+p, (t-i0)]
2.7.11

1 1+t
= =P (t)log=——-W,_(t
2 ”()Ogl—t (1)

yazabiliriz.

Simdiye kadar sadece Legendre fonksiyonlar: ile ilgilendik fakat ¢ok benzer bir

stirecle Legendre denklemiyle ilgili biitiin ¢6ziimleri de olusturabiliriz.

o," (t)=(t"-1)

m/2

D", (1) te[-11] 2.7.12
tanimlayalim ve
gonm(t)=%[imgonm(t+i0)+(—i)mgonm(t—iO)} te[-11] 2713
yazalim.
2.7.8,2.7.12 ve 2.2.16’y1 kullanirsak;

o 2'01(n+m)l(t* —1)m/2
(2n+1)!

o (t) = (_1)

2.7.14

2 t?

xt(”*m”)F(nJrng n+r;1+2_n §£j
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yazabiliriz. Biitiin 6nceki islemlerimizde n ve m’i tamsayi olarak varsaydik. Fakat n ve
m’in keyfi degerleri i¢in gegerli olan gosterimleri kolaylikla elde ederiz, bu durumda v ve

4 sembollerini kullanalim

Boylece;

@\,y (t) L)(tz _1)/1/2

2T (v+3/2
Xt(v+/1+1)|:[v+/u+1’v+lu+2;V+§;12) 2.7.15
2 2 2t
o." (t)=e‘m”1“(n+m+l)55nm (t) 2.7.16

oldugunu kolaylikla dogrulayabiliriz. Benzer sekilde

—ul2
R (t)= _r (Ej F (—v,v+1;1—,u;1;t]
F(1-p)\t+1 2

2.7.17
yazabiliriz.
u pozitif tamsayiya dontistiigiinde uygun limit 6zelligini kullanirsak 2.7.17 gegerli

kalir B (t) fonksiyonu [-1,1] parga diizleminde belirlenir.

RY (t)=e""*R* (t+i0)=e""*R *(t—i0)

V'

2.7.18
2.8. Asimptotik Formiiller

Asagidaki diferensiyel denklemde
P +cos6P,’ +n(n+1)P, =0

u =P, (cos 6’)~/sin 0, OO

degisken degistirmesini yapalim. Oyleyse U,
" ( 1)2 1 .
u+f|n+=| +———=(u=0"1
2 4sin” 0
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saglar. O<e<@<7m—¢& <7 icin ve yeterince biiyiik n’ler i¢in ikinci terimin U katsayisi

ilk iki terime gore ihmal edilebilir. Bu durumda

u(@)~ A, COSK”“L%jQJr%}

seklindedir. Burada A, ve ¢, integrasyon sabitleridir.

A, ’1 belirlemek i¢in

P2(t)dt = j PZ(cos #)sin 6d6

0

2 1
o

(7,2 A2 [T ane? 1 _Ahzﬂ
_Lu (6) do~ A, jo cos szjem&de_ ;

yazabiliriz. Burada A, =2/ zn dir.

¢, ’nin tanimini n esitligine bagl olan t igin P, (t) ‘nin tek ya da ¢ift polinom

oldugunu hatirlayarak tam olarak elde ederiz. Baska bir deyisle,
ya da

dir. Oyleyse
olur. Boylece

(-1)" cos{(n +%j9—¢n —%} =(-1)" cos{(n +%jt9+¢n}

yazabiliriz. Yukaridaki ifadelerden
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elde ederiz. Yeterince biiyiik n igin bunu sonuglandirirsak

Pn(cose)zf 2 oS (nJrlj@—z
znsin @ 2 4

Asimptotik bir seriyi elde etmenin kesin olarak gelisimi Watson Lemmasi’nin

olur.

kullanildigi uygun bir integral gosteriminin bulunmasiyla basarilabilinmistir. 2.3.8’e

(-1)" (1-t*)

m/2
m/2

(yani P, (t)=(-1)"(1-t*) " D"P,(t) = T (t*-1)") donersek,
an(cose)zmr [cos@+isin 49c031//]ne'"”’d1// 2.8.1
27zn! z
degistirilmis formunu elde ederiz ve
W =g

yeni degiskeniyle 2.8.1°1 agsagidaki sekilde yazabiliriz.

n Iog[cosaJrli sin 6’(w+i)}
2 w

eimﬁ/Z(

n+m)! e
2zin!

P"(cosd)= dw. 2.8.2

m-+1

W1 w

Simdi
1. . 1
f (w)=log {cose+—|sm 9(w+—ﬂ
2 W
fonksiyonunu ele alalim ve
f'(£1)=0
f"(+1)=+ie"sing

oldugunu gosterelim. W=1’e i¢in f(w)’yi Taylor serisine agalim:
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f(w)= i¢9+|§e“3 sin (9(W—1)2 +...

ve

()« L]y

alalim. W= -1 durumu benzer sekilde ele alinabilir Boylece 7 *nun bir fonksiyonu olarak

w, w=1"¢ giderken bir y1g1lma noktasina sahiptir.
W i¢in
W,, =1+ir"? +...
olarak elde edilir.
Simdi

a nf(w)

2.8.3

integralini géz Oniine alahm. Burada o, w- diizleminin birinci bolgesinde keyfi bir

noktadir.

Integrasyonu 7 -diizleminde bir integrale doniistiirerek

7(a) gn f(Wl(f))dWl (2‘)
= [ "\Y)
-[ w,™(7)dz

0

dr

r(a) ©
— g J‘ efwzakz_k/zfldz_

0 k=0

elde edilir ki burada

ine"?sing & _ . dw
V= ’ZakaIlewlml 1, ao_
2 K.=0 dT

N | =

dir. 0O<e<@<rm—¢e<x icin argv >0 ve I yakinsak bir integraldir.

Watson Lemmasi’na gore
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|nazak‘[ e ver/2 1d N I\/\& |n6 284

ei[(n+1/2)9+7r/4] o7

= — ...
2 nsin @

elde edilir.

2.8.2 integrali, 2.8.3, durumdaki dort integrale ayristirilabilir (iki tane w=-1

yakinlarinda ve iki tane w=1 yakinlarinda olmak iizere dort integral)

w=1 yakilarinda W,, olmak iizere iki y1gilma noktasi1 vardir. Bunlar1 2.8.2°de

distiniir ve
% ~n™ (m sabit, nblyik)
alirsak
P."(cos0) = n'”\/ﬂnszingcosﬂn+%j0—%+m%} 2.8.5
elde ederiz.
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3. KLASIK FOURIER iINTEGRALI

Sturm-Liouville problemi igin en basit drnek q(x) =0’a karsilik gelen Klasik

Fourier integrali durumudur. Eger gz oniine alman aralik reel diizlemde [O, o) arahig: ve
sifir noktasindaki sinir kosullari

p(0)=sina, ¢'(0)=-cosa, 6(0)=cosa, &'(0)=sina

ile verilirse
O(x, ) = cos ar cosJAx+ A ¥ sinasin /X,
o(x, 2) =sin @ cosJAx— A2 cos asin JAx
olur.

—iﬁx

IMA>0 igin € L?(0,0) ’a ait olmadigindan

w (% 4) =0(x, 1) +m(D)p(x, 4)

. g iﬁx
fonksiyonu sabit bir ¢arpan kadar € ’den farkhidir.

Sonug olarak ;

sina —ivA cosa
cosa +ivAsina

m(4) =

elde edilir.

Eger cota <0 ise bu durumda A <0 igin bu fonksiyonun paydas sifir olmaz. Bu

nedenle
ﬁ , A>0,
—Imm(2)=1cos? & + Asin’ & A (cosa <0),
0 , <0

yazabiliriz ve negatif spektrum olmadigindan ters formiiller asagidaki forma sahiptir.

F(A) = I f (1) {sin 0 cos JAx— A2 cos arsin A x dx}
0

f(ﬂ):ij F(i){sinacosﬁx—i‘“zcoswsinﬁx ' — ﬁdl. — 3.1
Ty Cos” a+Asin“ a

Eger cotar = h >0 ise bu durumda A = —h? i¢in m(1) fonsiyonun paydas sifir

olur. Sonug olarak bu durumda A = —h? bir negatif 6z degerdir ve buna karsilik gelen 6z



fonksiyon e*hx/ V2h dir. Boylece 3.1. agiliminin sag tarafina 2_1h e M J. f (t)e "dt
0
teriminin  eklenmesiyle

1 o0
f(1)=—e ™| f(t)e ™dt
D= j () N

Jada

cos’a+Asin‘a

+£I F(/l){sinozcos«ﬂx—/l’”2 COS ¢ Sin ﬂx}
72-0

elde edilir.
3.1 ve 3.2 agilimlar elbette Fourier Integralleri igin genel varsayimlar altinda,
integralin dogrudan dikkate alinmasiyla kanitlanabilir.

Not edelim ki 3.2 formiilii ayn1 zamanda q(x) =0

icin f(Xx) = j f(1)y(x,4)d p(1) formiiliinden elde edilir.Gerg¢ekten bu durumda

u(A)=sina, N(1) = —cosa /A ve

(A) _1 ! = V2 dir
7 7 A2 (A) +N? (1) 7(cos®+ A.sin’ ) '

3.1. Fourier — Bessel Seri Agilimlar:

1. A,Xxve p reel sayilar olmak iizere

2 2
x32. 9 ox-Pyz-0 3.1.1
dx® dx X

Bessel denklemini goz Sniine alalim. y =+/xz degisken degistirmesiyle 3.1.1 denklemi

4)y=0 3.1.2

formuna indirgenir.

Bu denklem asagidaki lineer bagimsiz ¢éziimlere sahiptir;
Y1 () =VXJo (%), Y,(%A) =2Y,(x)
Burada J (t) birinci tiir Bessel fonksiyonudur ve

Jo(t)cos pzr—J ()
sin pr

YP (t) =
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de ikinci tiir Bessel fonksiyonudur. Bessel fonksiyonlarinin iyi bilinen kuvvet serisi

acilimlarindan X — 0 i¢in

1

1
P+ -p+
y=0(x" %), y,=0(x " ?)
yazabiliriz. p>1 igin bu degerlerden sadece vy, sifirn bir komsulugunda karesi
integrallenebilir oldugu elde edilir. Aksine eger 0< p<1 ise her iki ¢oziim karesi

integrallenebilirdir.

a, f keyfi reel sayilar olmak iizere 0 <a<b olsun 3.1.1 denklemine
y(@)cosa+Yy'(a)sina=0 3.1.3
y(b)cos g+ y'(b)sin =0 3.14
siir sartlarini ekleyelim. 3.1.2 denklemi [a,b] araliginda tekillige sahip olmadigindan
3.1.3 ve 3.1.4 smir kosullariyla birlikte bir regiiler Sturm-Liouville problemi olusturur.
A Ay,..ile 0z degerleri ifade edelim; bu 6z degerlere karsiik gelen 6z
fonksiyonlar ¢, (x), ¢,(X)...olsun. Koékleri A,sayilart olan bir transsandal denklemi elde
etmek i¢in 3.1.2 denkleminin 3.1.4 sinir sartlar altinda ¢6ziimiinii bulacagiz. Kolaylikla

gosterilebilir ki bu ¢6ziim

%200t f+y, (0, 2) 215
V(b 2)cot A+, (b, 2)

C=

olmak tlizere;
y(x, 4) =cy (X, A) +Y,(x, 4)
fonksiyonudur. Bu nedenle A, 6z degeri,
y(aA)cosa+Yy'(a,A)sina=0

denkleminin kokleridir. Bu denklem, c¢; 3.1.5 teki sekilde tanimlanmak tizere
c{yl(a,/l)cotaerl’(a,/%) }+{y2(a,}L)cota+y2’(a, A) }=0 3.26
formunda yazilabilir.
x—0 iken y,(x;A) > ve y,(x,4) >0 oldugundan her sabit 4 ig¢in a >0
iken [a,b] araliginda y(x,4) fonksiyonunun sifirlarinin sayisi sinirlidir.
3.1.2 denklemi ve 3.1.4 smir sarti (O,b] araliginda sonsuzda bir tek limit

noktasiyla 6z degerin bir ayrik spektrumunu belirler. Oz fonksiyonlarm karesi
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integrallenebilir olmalidir. Bu durumda sadece yl(x,/l):\/;\]p(\/;)t) karesi
integrallenebilir oldugundan p>1 igin [O,b] araligindaki 6z degerleri belirlemek icin
x/i]p(ﬁx) fonksiyonuna 3.1.4 sinir sartin1 eklememiz gerekir ve bdylece asagidaki

transsandantal denklemi elde ederiz:

Jp(sb){\/Bcos,BWL%sinﬂ }+x/5.J;(sb)sinﬁ:0 3.1.7

Eger sin =0 ise 0 zaman daha basit
J,(sb)=0 3.18
denklemini elde ederiz. ikinci durumda &z degerleri (yani (3.1.8) denkleminin koklerini)

s, ile gosterelim. Iyi bilinen formiil; [19, pp.147]

TxJﬁ(sx)dx——{[J (sb)]

SR

dir. Burada s yerine s, koyarsak;
b b2 2
[ X2 (s,x)dx = ?[J;(snb)]
0

elde ederiz. Boylece normallestirilmis 6z fonksiyonlar \/ZXJp(SnX)/bJ;(Snb) formuna

sahip olurlar ve Fourier-Bessel esitligi;

f(x)== Z‘CJ((b) ij (s.t) f (t)dt 3.1.9

n=1

seklinde yazilabilir.

2. p<l i¢in 3.1.2 denkleminin tiim ¢Ozlimlerinin karesi integrallenebilirdir.
Boylece bu durumda karesi integrallenebilirligin gerekliligi 3.1.3 sinir sartiyla yer
degistirmez. 3.1.3 kosulunda « yerine a yazilirken (a’nin sifira gitmesi gerekir) gerekli
olan sinir sart1 elde edilir..

3.1.2 denklemi ilk tiirevi igermediginden Y,(x,4) ve VY,(X,4)’ nin Wronskian

determinati sabittir, yani;

W {y1, yz} = yl(X! ﬂ) yzl(xl /1) - yz(x, ﬂ) y1’(X’ l)

=xJ,(sx) {\/;Yp (sx)}' — XY, (sx) {\/;J b (SX)},
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=X {J o ()Y, (5X) - Y, (X)) (sx)}
= sabit

W{yl, yz}’yi tamamen hesaplamak icin iyi bilinen Bessel fonksiyonu i¢in asimptotik

formiilleri kullanacagiz. [19, pp.226]

3,() = \/7 [cos(t—m—z) e )} 3.1.10
Y () = Ji{sm(t—m—z ()}

3, = \/?t{sin(t—m—z) +0( )} 3.1.10
Y, (t) = ({cos(t—ﬁ—zj+0(lﬂ
4 t

W{yl,yz}> icin formiilde bu ifadeler g6z Oniine alinirsa ve sonra X —oco alinirsa
W{y,,y, =2/ elde ederiz.

Varsayalm ki, fg=x/2 vyani y'(b)=0 olsun. Aym zamanda genelligi
kaybetmeksizin y(b) =1 alabiliriz.

Kolayca gosterilebilir ki;

y(x,2) = %06 DY, (0.2) =, (0, )Y, ()|

1
Wy, yz}{

=%s\/& {J L(SX)Y, (sb) =Y, (%), (sb)} 3.1.11

dir. A, 6z degerleri y(a,A)cota + y'(a,A) =0 denkleminden hemen belirlenir. 0 < p <1

oldugunu varsayalim,;

Y, (t)={J,(t)cos pr—J_, (t)} cosecpr

oldugundan 3.1.11 i asagidaki sekilde ifade edebiliriz.
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S\ bX
2sin pz

y(x,A) = {Jp(sx)J_p(bs) —J_p(sx)Jp'(bs)} 3.1.11

s sabit ve Xx — 0 olmak iizere;

pX p_lls p

_ (sx)p p+2 4 _
J (8X) = ————+0(x""), J"(SX)_—Z"F(1+p)

= +0O(x")
2°T(1+ p)

yazabiliriz. Boylece

PJ' (b
y(a, A).cota+y'(a,A) =— ”,\/BS 5797 (bs) al/z*pcota+(l+ pja”*”
2sin pzr | 2°T(1+ p) 2

5773, (bs) T cota+(l— p)a“*p 3.1.12
2°°T(1- p) 2

5
+0 (a2 p|cotoc|)+0(a3/2‘p)}

olur. Burada c keyfi bir sabit

1

1

1 1
a2 pcotow(l— p)a 2 P a2 p.cota+(1+ p)a 2 °

2 =c 2 3.1.13
2°°T@- p) 2° T+ p)

cot « igin ¢ozersek;

1 1
2Tt p)E-pa?’ —c2 TA-p)+pa?’
Cota = 2 2

: -0()

1, 1
c2 "T(1-p)a? g -2°T(1+ p)a? P

olur.

Bu nedenle

1, 1, _opH 1
a2 pcotoe+(%+ p)a 2 f = 2" pr+p) ~a 2

1, 1
c2 °I'(1— p)a? ’ —-2°T(1+ p)a? ’

ve sonu¢ olarak eger g— p > p—% yani p<1 ise 3.1.12 deki O- terimleri ihmal

edebiliriz.
3.1.12 ve 3.1.13 den 3.1.4 sinir sartinin yerine asagidaki transandantal denklemi

yazabiliriz.
sPJ’ (bs)—cs I, (bs)=0
veya
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APJ_ (bs)—cJ ' (bs) =0 3.1.14

dir. 3.1.14 denkleminin koklerini s, ile ifade edebiliriz. s, sayilar1 3.1.4 (B =x/2ile)

ve 3.1.14 smir kosullartyla verilen 3.1.2 denkleminin 6z degerleridir. Karsilik gelen

Yy, (X) 6z fonksiyonlarin1 3.1.11' de s yerine s,k alarak

id */_; {3,(5,097, (bs,) = 3_, (5,3, (bs,)}

X)=—
(=3
bxs,J .’ (b
ZEM{C/IHF’J (s,X)—J_ (snx)} 3.1.15
2 2sinpr P P

yazabiliriz.
Eger ¢ = oo ise genel Fourier-Bessel serilerinin p. dereceden agilimini ve ¢ =0 ise

— p dereceden agilimini elde ederiz.

Simdi p =0 alalim. Bu durumda;
Y, (%) = 3{y+ In S—X}{u 0())
Vg 2
. 2
Y, (sx) =——+O(x|In X))
T.X.S
dir ki burada y Euler sabitidir. Bu nedenle

y(a,A)cota+y'(a,A) = ﬂ\fs {Yo'(bs) —J.(bs) 2 (¥ +In %)}
T

1 R 5 3
x(a2cota +=a 2)———J;(bs)+O(a? |Inal|cot af) + O(a? [Ina])}

2a?

”*/_{J (bs)——J (bs)lns}(az cota+;a 2)

-J;(bs)! (7+In—)(a;cota+;a 2 } }
za?

5 3
+0(a?|Inal|cotal) +O(a?Inal)
1 2 1 1
—(7/+In )(azcota+2a2)+ —c(azcota+2a2)
72'&2
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koyarak ve Onceki benzer hesaplamalari tasiyarak 6z degerlerin belirledigi asagidaki

denklemi elde ederiz:
cJ; (bs) —{YO’(bs) _2 Ji(bs)In s} =0
T

Cc =oo i¢in Fourier-Bessel seri a¢ilimini elde ederiz. =0 i¢in benzer agilimi incelemek

miimkiindiir. Bu durumda 6zdegerlerin belirlenmesi i¢in

cAP3, (bs)-J ,(bs)=0  (p>0)

cJ, (bs) —{YO (bs) —EJO(bs) In s} =0
T

denklemleri elde edilir.

3. Bilinen metotlar kullanilarak farkli 6z degerlere karsilik gelen 6z
fonksiyonlarin  ortogonal oldugu gosterilebilir. Ayrica [O,b] araliginda  karesi
integrallenebilir her f(x) fonksiyonu igin Parseval Esitligi saglanir. Parseval esitliginden
Fourier-Bessel serilerinin siirekli bir f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi ve
X > 01igin toplaminin f (X) ’e esit oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.1. Eger f(x) fonksiyonu asagidaki sartlari saglarsa, yani;

1. f(x), [O.b] araliginda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip

2. f(b)=0

3. f(0)=f'(0)=0 ise

bu taktirde f(x) in Fourier-Bessel serisi mutlak ve diizglin yakinsaktir.

b
Ispat: a’= J.tJﬁ(Snt)dt olmak iizere
0

b
£ (%) =Z\/;Jp(snx)é [V, G5, f ()l 3.1.16
n=1 n 0
alalim. 3.1.10 asimptotik formiiliinden dolay1
2 pr 7w 1
a’ ==|cos’(st—— —=)dt + O(—) =01
: ﬂ! (s, =5 — )00 ) =00

olur. Daha sonra iki kez kismi integrasyon alinirsa, 2 ve 3 kosullarindan
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a, = TﬁJp(snt)f (t)dt
—
_ 17 " "4
"Z! (V3,60 ] -— 4 [V, s0] ot
pr
_1q viy_. 4
_in_c[x/f\]p(snt) PO -— FO 3.1.17

elde edilir. Ayrica f(t)/t*fonksiyonunun smirliligi 3 kosulundan kolaylikla
gosterilebilir. Boylece 3.1.17 den

a,=0@/4,) 3.1.18
yazabiliriz. 3.1.10 asimptotik formiilden n—oo iken A =0O(n*) oldugu da kolayca

gosterilebilir.

Boylece 3.1.18 den 3.1.16 Fourier-Bessel serisinin mutlak ve diizgiin yakinsak
oldugu elde edilir ve teorem ispatlanmig olur. 3.1.10 asimptotik formiiller kullanilarak
tipki klasik Sturm-Liouville probleminde oldugu gibi Fourier-Bessel serilerinin de ayni

sartlar altinda yakinsak oldugu gosterilebilir.
3.2. Fourier- Hankel Integral A¢ilimu

1.(0,0) araliginda 3.1.2 denkleminin 6z fonksiyonlarma gore bir agilimi goz
oniine alahm. (0,c0)araliginda bir 6z fonksiyon agihmi b —oco iken, smirl [0,b]
araliginda bir agilimdan elde edilebilir. Ik olarak p >1 halini g6z 6niine alalm ve 3.1.4
sinir sartinda £ = 7z /2 oldugunu varsayalim.

S,,J,(bs) =0 denkleminin J (x) ve J;(x) Bessel Fonksiyonlari igin asimptotik

formiilleri kullanarak
T 1
S,y —S, =—+0(=
n+1 n b (b)

oldugu gosterilebilir. Ayrica
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f(x)= TsF(s)&J J(sx)ds
0 3.2.1

F(s) =]° f (})NxJ, (sx)dx

formiillerini ve
I f 2 (x)dx :Ist(s)ds 322
0 0

Parseval esitligini elde ederiz.
3.2.1 formiilleri Fourier-Hankel formilleri olarak adlandirilir.

2. Varsayalim ki 0 < p <1 olsun. Onceki kisimda gosterildigi gibi bu boliimde de
[0,b] sinurl bir aralik igin 6z degerler, ¢ keyfi bir sabit olmak iizere
APJ! (bs)—cJ (bs)=0 3.23
denkleminden elde edilir.
3.2.3 denkleminin ardisik reel koklerini A, ve A, ile ifade edelim. 3.1.10 ve

3.1.10" asimptotik formiillerinden kolayca gosterilebilir ki b — oo iken

\//1_2—\/_:%+0(%) 3.2.4

dir.
3.2.15 ve siir probleminin homojenliginden

¢n (X) =cJ p (Snx) _ﬂ“np‘]—p (Snx)
fonksiyonlarmin 6zfonksiyonlar oldugunu sodyleyebiliriz. [0, oo) araliginda smir

probleminin spektrumunu belirlemek igin

1%,

lim j # (X)dx
limitini hesaplamamiz gerekir. 3.1.10 asimptotik formiiliinden sabit 4 >0 ve biiyiik
X ’ler i¢in

1
T

2 5 pr pr « 1
X)=,|—s2<ccos(s X———=)—APcos(s Xx+———=)+0O(=
5% ﬁn{ (50~ 22y 42 cos(s,x+ B2 T (X>}

T

:\/zs; {ccos(s x—m——)—/lpcos(s X—E—z+ p7z)+0(3)}
a " 2 4 ! ! 2 4 X
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1

:\/zsn2 {(c—ﬂnp cos pr) cos(snx—m—z)—}tnp sin(snx—m—z)sin p7z+0(3)}
P 2 4 2 4 X

yazabiliriz. Bu nedenle

b
Iiml.[gzﬁf(x)dx = isn’1 {(c=AP cos prr)* + A2°sin’ pz}
b—)oob 5 T
1 2 2
=——(c“—2cA.cos pr+ A7)
7.8,

dir. Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu igin benzer formiilii Bessel

fonksiyonu i¢in de yazabiliriz, yani

1
Apy(2) = Z CO
S<Sp£S+A I¢r$ (X)dX
0
3.2.4den
Sn+ _Sn
Ap,(A) = Z Jn 11 b
S(S,{S+A 2
" — 40| = X)dx
{i o3 oo
> o +0() (5, -5,) =
s<<Th.a | P —2CAP cOS prr+ AP "
. S+A SdS
. €’ —2cs?*"cos prr+5°P
dir.

Sonug olarak, A >0i¢in spektrum siireklidir. Eger negatif spektrum yoksa bu
taktirde doniistim formiilii

“ &{(CJ 5 (xs)—5?PJ_(x8)

f(x)=
) ! c? —2cs?P cos pzr+5*P

}sdsTJt'{cJp(ts)—szpa_p(ts)}f(t)dt 3.25

formuna sahiptir. Simdi negatif spektrumun ¢’nin hangi degerleri i¢in mevcut oldugunu

inceleyelim.

1<0, JA =io (o >0)olsun. 3.2.3 denkleminden
(-DPo?J_) (bic) -’ (bic) =0 3.2.6
elde edilir. Bilindigi gibi [19]
J,(iz) =e"*P 1 (2) 3.2.7
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dir. Burada

S p+2k
(2)= kzz(;kll“(p+k+l) (2)
dir. 3.2.7 esitligini diferansiyellersek;
1o\ WL2(pr-1)iqr
J; (iz) =" (2)
elde ederiz. Boylece 3.2.6 denkleminden

pri__2pall2(—pz-1)i 17 _ ~pll2(pz-1)iyr _
e o e I’ (bo)—ce I',(bo) =0

veya

JZPI’_p(bo)—cI'p(ba) =0
bulunur, yani;

I}, (bo) /1" (bo) =o’’/c 3.2.8
dir.

Sadece imajiner argiimanli Bessel fonksiyonu igin asimptotik formiilleri g6z oniine
alirsak b — oo iken 3.2.8 in sol tarafinin 1’e yaklastigin1 yazabiliriz. Bu nedenle eger
¢ <0 ise yeterince biiyiik b i¢in 3.2.8 denkleminin ¢6zliimii yoktur ve sonug olarak bu

durumda negatif bir spektrum bulunmadigindan ag¢ilim formiilii 3.2.5 formunda

yazilir. [19]

¢ >0 igin sadece bir negatif 6zdeger o =c*?" bulunur. Karsilik gelen 6z

fonksiyon v =ic”?" oldugundan 3.1.1 den;

1 1

1
(X, A) =&{CJp(xic“’)—(i)chJ_p(xiczf’)}=—£sin p;r\/;cKp(xc”’)
V4
1
elde edilir. —(2c/z)sin pz  carpami atilabilir ve 6zfonksiyonu ﬁKp(xczp) seklinde
yazabiliriz. Bu fonksiyonu normallestirmek i¢in Bessel fonksiyonunlar teorisinden
bilinen

T

ij (chP)dx——ItK (t)dt—zsmpﬁ

formiilii kullanalim. [8, pp 316] Boylece ¢ >0 hali igin
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2cPsin pr =7 =
T«/;Kp(xczp)z[«/t_Kp(tCZp)f(t)dt

terimini 3.2.5 in sag tarafina eklememiz gerekir. Benzer hesaplamalar p =0 hali i¢in de

diistiniilebilir. Sonug olarak

»\/;{CJO(XS) —Y,(xs) +g Jo(xs) Ins}
T
{c+2 In s}z +1
T

XT\E {cJo(ts) —Y, (ts) L2 J,(ts)In s} f (t)dt + Z&Ko(xe;XC)T«/t_ K, (te’%c) f (t)dt
0 7 0

sds

f(x)=

o—3

yazabiliriz. Béylece bu durumda spektrum herhangi bir c<+oo i¢in sadece bir negatif
0zdeger igerir. C=+o0 icin integrale eklenen terim sifirlanir ve sifirinci dereceden Bessel
fonksiyonu i¢in bir Fourier-Hankel agilimi elde edilir.

3. 3.2.2°den genellestirilmis Parseval Esitligi kolaylikla elde edilir;
jf(x)g(x)dx: j F(s)G(s)ds 3.2.9
0 0

Burada f(x)’e gore F(S)’nin tanimlanmasina benzer sekilde ¢(x) ’e gore G(s)

tanimlanir.

Teorem 3.2. Eger f(x)tim x >0 degerleri igin siirekli ve
TSF(S)\/;J J(sx)ds 3.2.10
0
integrali her sonlu aralikta diizgilin yakinsak ise
f(x) = T F(s)V/xJ,(sx)ds 3.2.11
0

dir

Teorem 3.3. Eger tiim X >0 degerleri i¢in

1. f(x) ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip,

2. f(0)=f'(0)=0,

3. f(+o0) =0ve f(X), f'(x), f"(x) € L*(0,0) ise bu taktirde 3.2.10 integrali tiim
X >0 degerleri i¢in mutlak ve diizgiin yakinsaktir ve bdylece 3.2.11 ac¢ilimi da gegerli

olur.
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4. Pek c¢ok diferansiyel denklemin uygun degisken degistirmelerle Bessel
denklemine indirgenebildigi bilinmektedir. Ozel olarak asagidaki denklemi gz Oniine
alalim:

2

dy,2p+ldy e 3.2.12
2

dx X dx

1
Bu denklem Euler tarafindan g6z Oniine alinmistir. Eger z=x" 2y degisken

degistirmesini yaparsak

2 2
£+(A— P 2]/4}:0

dx? X
denklemini elde ederiz. Bu denklemin ¢Oziimleri \/;Jp(ﬁx)vex/;Yp(ﬁx)

fonksiyonlaridir. Boylece 3.2.12 denklemi

3, (VAx)" Y, (0, (V)

cozlimlerine sahiptir.

AL AL (V%) -3 oy @D ”@
(J_x) T I(p k!

olsun. Burada j,(¥Ax) fonksiyonunun j (0)=1ve j/(0)=0 durumlarini sagladigi
kolaylikla gosterilebilir.
jp(\/zx) fonksiyonlarma gore Fourier-Hankel integral agilimi igin asagidaki

formiilleri yazalim. Bu amagla ilk olarak Fourier-Hankel doniisiim formiillerini yani 3.2.1

formiillerini yazalim:

f(x)= T SF(s)VxJ,(sx)dx, F(s)= T& f (x)3,(sx)dx

1
f(x)= X 2g(x) alalim. Boylece

Ig(x) jp (sx)x*Pdx = LCD(S)

F(s):T\/;f (X)Jp(SX)dX_ 2°T(p+1)

2pr(

olur. Bu nedenle

X290 =S j SE(VX ()" J, (sx)ds
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— 1 i 2p+l "“’%-
_—22pF2(p+1)-[q)(S)S X 2], (sx)dx

0

1
p+o

X i . 2p+l
=—— | D(s sx)s“P*ds
22p1—~2(p+1)_l‘ ()Jp( )

yazabiliriz. Bdylece J(sx) fonksiyonlarina gore acilim asafidaki sekildedir;

O(s) = T g(x) j, (sx)x*P"dx

900 - D?M@g@@ﬁmm

1
2P T (p+
3.3. Ortogonal Cebysev-Hermite Fonksiyonlarina Gore A¢ilim

1. Oncelikle Cebysev-Hermite polinomlarini olusturalim. Bu amagla

t24+2.t.x — ex2 e—(t—x)2

w(xt)=e
fonksiyonunu goz oniine alalim.

w(x,t) fonksiyonunu t’nin kuvvetlerine gore agarsak

2 2 = H_(X
p(xt)=e" e :Z—“(' Jp
o N:

olur. Buradan

o"w(x,t o d"e
H, (9 =)~ aye’ 2

— 3.3.1
atn

elde edilir.

H,(x) fonksiyonlar1 Cebysev-Hermite polinomlar1 olarak adlandirilir. Biz bu

polinomlar saglayan diferansiyel denklemi olugturalim:

oy (Xx,t)/ ox = 2ty (x,t) *den;

H!(xX)=2nH, ,(x) (n>1) 3.3.2
elde edilir ve
oy (x,t)/ot+2(t—x)w(x,t)=0
esitliginden
H, ,(X)—2xH (x)+2nH,_,(X)=0 (n>1)
elde edilir.

Son iki formiilden asagidaki diferansiyel denklem elde edilir.
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H/(x)—2xH '(X)+2nH_(x)=0  (n>0) 3.3.3
[lk Cebysev-Hermite polinomlari
H,(x) =1, H,(X)=2x, H,(x) =4x*-2, H (x) =8x’-12, H,(x)=16x"—48x"+12

seklindedir. H_(x) Cebysev-Hermite polinomlarinin genel ifadesi

H, (0 = 201 - 2 LD e,

dir. En son terim

(-)"? —— , ngiftise

2X n tek ise

seklindedir.
p(x) = e agirhk fonksiyonuna gore (— oo,oo) araliginda Cebysev-Hermite
polinomlarinin ortogonal oldugunu gosterelim. Gergekten 3.3.1 formiiliinii kullanarak;

d"e ™

¢ dx
dx"

L (0M, (0™ dx = (1" | H, (0

elde edilir. n > m i¢in son integrale kismi integrasyon uygulayarak, 3.3.2 yi de g6z 6niine

2 . . . .. . -
alarak e™ nin tiim tiirevlerinin X — oo iken sifir oldugu bulunur.

Buradan;
© , iy o © d n—le—x2
[ HI09H, (e dx = (-1) 2ijm_1(x)de:...
—0 —0 X
© dn—me—x2
o= (=D 2" me [ H, (x =0
(D2t mt [ Ho(0 =

N =m igin ayn1 yontemle I er’x2 dx=2"nIr oldugunu gosterebiliriz. Bu nedenle

—00

(x) = H (x)e 2
" J2'nz

fonksiyonlari (—oo,oo) dogru ekseni tlizerinde ortonormal sistem olusturur ve bu

(n=0,12... 3.3.4

fonksiyonlara ortonormal Cebysev-Hermite fonksiyonlari denir.

52



2. —o<X<oo , g(x)=x* olsun. Bu durumda
y'+(A-x*)y=0 3.35
denklemini  ¢dzmemiz gerekir. X—>*o iken q(X)=x* > oldugundan
((y)=-y"+x’y operatdriiniin spektrumu dogru ekseninin tamaminda ayrik oldugu
bilinmektedir. [11, pp 254] A, A,,...dogru ekseninin tamaminda  3.3.5 denkleminin
spektrumu olsun.

3.3.5 denkleminin L*(—o0,00) sinifindan olan ¢dziimlerinin 3.3.4 formiilleri ile

taniml1 ¢, (X) fonksiyonlartyla ¢akistigini gosterelim. Gergekten y = e *'2z olsun. 3.3.5

denklemi
2"-2x2'+(1-D)z=0 3.3.6
seklindedir. Eger
2= ax" 3.3.7
k=0

3.3.6 denkleminin bir ¢6ziimiiyse; bu denklemden,sifir olmayan katsayilar i¢in 3.3.6 dan
asagidaki rekiirans formiiliinii elde ederiz:

a.,, 2k+1-1

- 3.3.8
a, (k+1)(k+2)

3.3.8 bagntist 3.3.6 denkleminin ¢ift olan ¢dziimii z,(X) ve tek olan ¢dzlimii
Z,(x) seklinde iki ¢dzlime sahip oldugunu gosterir.

3.3.8 den su sonucu elde ederiz; 3.3.7 serisi ya sonludur (yani A = 2k +1: negatif
olmayan bir tek say1) ki bu durumda 3.3.6 denklemi 3.3.3 denklemiyle ve ¢oziimiiyle
cakisir dolayisiyla ¢oziim bir Cebysev-Hermite polinomu olur ya da sifir olmayan sonsuz
sayida katsayilara sahiptir ve tiim X degerleri i¢in yakinsaktir.

Ikinci durumda tiim a, ’lar belirli bir k’dan itibaren aymi isarete sahiptir. a_’lar

pozitif olacak sekilde, a,,, >a, /(k +2) esitsizligi soz konusudur ve biiyiik X ’ler i¢in;
X212

z=Y a.x>ce’?, c#0
k=0

dir.
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12 reel diizlemde karesi integrallenebilir degildir. Boylece

Dolayisiyla y=1ze"
L?(—o0,0) smifinda bulunan ortogonal Cebysev-Hermite fonksiyonlar1 problemimizin
tek ¢oziimleridir. L*(—o0,00) uzayinda ortogonal Cebysev — Hermite fonksiyonlarmin

tamlig1 genel teoriden elde edilir. [11, pp136]

3.4. Legendre Polinomlar1 ve Baglayici1 Legendre Fonksiyonlarina Gore Acilim

1. Asagidaki formiillerle tanimlanan polinomlara Legendre polinomlar1 denir:

1 d"(x2-1)"
"nl dx"

R(x)=1, F’n(><)=2 (n=12,3,..)

Biz [—1,1] araliginda P, (X) polinomlarinin ortogonal oldugunu ispatlayalim. Gergekten

u (X) = (x* —1)" olacak sekilde her negatif olmayan m< n igin

1 1 1
P (x)x"dx = —— [ u™ (x)x"dx =0
J P00 = oo [0 00

elde ederiz.u,(x)'in (n—1). mertebeden tiirevleri, integrasyon sinirlarinda sifir olmak

iizere yukaridaki esitligin saglandigini, tekrarlanan kismi integrasyonla kontrol etmek

mumkindiir. Buradan
1
[RP.OOP,()dx=0  (m<n)
-1

elde edilir, yani iki farkli polinom karsilikli ortogonaldir. Normallestirilmis sabitleri

hesaplamak i¢in tekrarlanan kismi integrasyon uygularsak,

1 1 1
_[ u™ (xu™ (x)dx = —.[ u™ (x)ul" P (x)dx = J. u™?(x)u"? (x)dx = ...
-1 -1 -1

1
= (D) [ uf (x)dx
-1
1
= (20! @A—%)" @+ x)"dx
-1
olur. Daha sonra

j(l— X)" (14 %)™ dx = —— j (1= x)" 1+ X)™dX = ..
e n+1-
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_ n(n-1..2.1 i n gy (n))’ 2n
T (n+D(n+2)..2n _Il(“ X = en D) 2

oldugundan

[l o) -2

jp (X)dx = o

22n( |)

yazabiliriz. Bu nedenle normallestirilmis polinomlar

o(X) = ﬂ2n+ P ()= f2n+1 1 d(x 341
2"n!

seklinde ifade edilir. P,(x) Legendre polinomlari, herhangi bir n igin

P(1)=1 3.4.2

ozelligine sahiptirler ki bu Leibnitz kuralini uygulayarak ve (x—21)".(x+1)" ifadesinin

n.tirevinde X =1 koyarak kolaylikla goriilebilir.

2. Legendre polinomlar1 potansiyel teoride Onemli bir rol oynar. Baglayici
fonksiyonun agiliminda katsayilar olarak ortaya cikarlar. Gergekten potansiyel teoride
baglayict fonksiyon iki nokta arasindaki uzakligin karsihigi olarak tanimlanir ki bu
noktalardan biri orijinden birim uzaklikta digeri ise U <1 olmak {izere orijinden u birim
uzakliktadir ve onlarin yarigap1 vektorleri arasindaki agi arccos X, yani

1

w(X,U) = —7r=
J1-2xu +u?

dir. Simdi t =—-2xu+u?® olmak iizere

Ly L3¢ Sp, Loy @D
J+t T2 '8 16 @t |

acilimini yazabiliriz. Daha sonra baglayici fonksiyon i¢in

3.4.3

(X U) m ZQ (X)U

fonksiyonun ag¢ilimimni elde ederiz. Burada Q,(x) fonksiyonlarmnin daha 6nce tanimlanan
Legendre fonksiyonlariyla ozdes oldugunu gosterelim. Bunun ig¢in once Q,(X)

fonksiyonlarinin [— 1,1] aralig1 boyunca ortogonal bir sistem olusturdugunu ispatlayalim.

3.4.3 den
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! - ! =Y Q,(0Q, (x)u"u" 3.4.4
V1=2xu+u? J1-2xv+12 oo

yazabiliriz. 3.4.4 iin sol tarafin1 X ’e gére —1 den 1’¢ integre edersek

f dx i LUy
\jl 2XU +U )(1 2xv+v) \/_V 1—Juv

elde ederiz.

Inllt—2+(1 eyl o1 e

+...)
1-t 3 5 2n+1

acilimi goz Oniine alirsa

] 32 345
J-2xu+u? )(1 2% +v7) Zonr1”

yazabiliriz. Simdi 3.4.4’lin sag tarafina X’e gore —1 den 1’c integre edelim ve 3.4.5

acilimiyla karsilastiralim. Bu takdirde

1 0, m = nigin

[Q.0Q,00dx=1 2 .

b , M=nicgin
2n+1

elde ederiz ki bu durumda Q,(x) fonksiyonlar: [-11] araliginda ortogonal bir sistem
olustururlar. Q,(x) fonksiyonlarinin polinom oldugu elde edilir. Diger bir deyisle tipki
P, (x) Legendre polinomlar: gibi Q,(X) polinomlart da, Q,(x) fonksiyonlar tarafindan

ortogonallestirilmis, 1, X, X°... sisteminden elde edilmis bir sistem olarak kabul edilebilir.
Ortogonallestirme siirecinden; sabit ¢arpanlar goz oniine alinmadiginda sadece bir tane
ortogonal polinomlar sisteminin mevcut oldugunu sdyleyebiliriz 6yle ki bu her n igin
Q,(xX) =P, (x) oldugunu yazabilmemiz i¢in yeterlidir.

P.(x) polinomlar1 gibi Q,(X) polinomlar1 da 3.4.2 ifadesini saglar yani Q,(1) =1

dir. Gergekten 3.4.3te x =1 yazarsak
z//(l,u):li:1+u+u2+...+u“+...:ZQH(1)U”

olur ki bu 6nerimizin sagladigini gosterir.
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3. Legendre polinomlar: i¢in bir diferansiyel denklem be bir rekiirans formiilii
elde edelim.

3.4.3’1 u ya gore diferansiyelleyerek ve sonra P, (x) yerine Q,(x) alarak;

oy (xu) X—U

- = > nP,(x)u"
ou V1-2xu+u?.(1-2xu+u?) ;

veya
(x—u)> P,(x)u" = (1-2xu+u?)> nP, (x)u""
n=0 n=0

elde ederiz. Burada u" ’nin katsayilar1 esitlenerek ii¢ ardisik Legendre polinomlar1 igin
asagidaki formiilii elde yazabiliriz:

(N+DP,, ()~ X(2n+DP, () + 1P, () =0

flk Legendre polinomlarinin gériintiisii

3 1 5 3 35 15 3
P(X)=1, PX)=x, BL(X)==x"-=, BL(X)==xX*-=X, P,(X)=—=x"'—-=x*+=
0 (X) (%) 2()2 > 3()2 > 3 (X) i 753
seklindedirler.

n 2_ n
y(x) = 2nl |.d (3 . Y Legendre polinomu ikinci mertebeden, homojen, lineer
.n! X
(x> =Dy"+2xy'—n(n+1)y =0 3.4.6

veya

[(x2 —1)y’]' -n(n+1)y=0 3.4.6

diferansiyel denklemini saglar. Bu, (x*—1).u’=2nxu esitliginin (n+1) kez
diferansiyellenmesiyle ispatlanabilir. Burada u™ (x) in yerine 2".nl.y yazmak iizere
u=(x*-1)" dir.

3.4.6 esitliginden P, (X) ikinci dereceden bir denklemin ¢dziimii oldugundan
P.(x) polinomunun biitiin kokleri farklidir. Ayrica P,(X) polinomunun tanimindan ve
Rolle teoreminden, P, (x) in koklerinin tamamiin reel ve [—1,1] araliginda oldugunu

yazabiliriz.

4. Asagidaki sekilde verilen bir Sturm-Liouville problemini géz 6niine alalim:
2 —
d_2+ A+ Tzt |lu=o Tt
dt 4 2 2 2
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Burada t — J_rg icin q(t) = —%[tanz t +%j — —oo oldugundan singiiler bir durum s6z

konusudur. 3.4.7 probleminin 6z degerlerini ve 6z fonksiyonlarmi bulalim. 3.4.7

probleminde
X =sint, y =u/+/cost 3438

degisken degistirmesini yaparsak denklem;

(1-x?).y"—2x.y'+ 1.y =0 3.4.9
denklemine doniisiir. Ayrica [% , %} araligi da [— 1,1] araligina doniisiir ve sinir sartlari,

y(x)’in 3.4.9 denkleminin her iki tekil noktasinda (yani +1noktalarinda) sonlu kaldig:
durum haline gelir. 2 =n.(n+1)’in 6z degerler ve P, (X) Legendre polinomlarinin ise bu
problemin 6z fonksiyonlar1 oldugu bilinmektedir.

Bu 06zdeger probleminin bir tek c¢oziimiiniin [—1,1] araliginda sinirli olan

Legendre polinomlar: oldugunu gosterelim. Not edelim ki u= f(x) 3.4.9 diferansiyel
denklemini saglarsa, f(x) fonksiyonu ve sonug olarak f(x)+ f(—x) ve f(x)—f(—x)
fonksiyonlar1 olusur ki bunlardan birincisi ¢ift ve ikincisi tektir . u= f(x) fonksiyonu
hipotezden sifira esit olmadigindan bu fonksiyonlardan en az biri ayn1 sekilde sifira esit
olamaz. Boylece her tek ve her ¢ift ¢oziimiin oldugunu gostermek yeterlidir. —1<x<1
araliginda siirekli; 3.4.9 denklemin ¢oziimii u bir Legendre polinomudur ve 4 n(n+1)
formunda bir say1 olmalidir. u = Z:anxn olmak tizere 3.4.9 dan katsayilar i¢in asagidaki
n=0
rekiirans formiiliinii yazabiliriz.

_ n(+h-2
" (n+)+(n+2) "

(n=0,1,2,...) 3.4.10

Eger u(Xx) bir ¢ift fonksiyonsa tek n’ler i¢in a,lerin tiimi sifira esittir. Eger u(X) bir tek
fonksiyon ise n¢ift olmak tizere a,katsayilar sifira esit olur. n—2h >0

durumu i¢in 3.4.10°dan
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1

Fesoal el wm
a,=—|1- 1- 1-
n (n-1).(n-2) (n=3).(n—-4) (n—2h+1).(n—2h)

}.k.ak 3.4.11

elde ederiz ki burada k =n—2hdur.

Eger sadece 4 n(n+1) formunda bir say1 ise u(Xx) igin seri sonludur. Bu
durumda u(x) n.dereceden bir Legendre polinomudur. A ’nin diger biitiin degerleri igin
sonsuz bir seri elde ederiz. Temel testlerden bu serinin |x|<1 igin yakinsakligi
gosterilebilir. 3.4.11 carpiminda biitiin ¢arpanlar, biiyiilk k sabitinin pozitif oldugunu
verir (@, nin pozitif oldugunu varsayalim). 3.4.11 de koseli parantezlerin ¢arpimi n i

arttirdigindan iyi bilinen teoremlere gore pozitif bir limite sahiptir. Bu taktirde ¢ pozitif

bir sabit olmak iizere n>Kk i¢in a, >c/n dir. Bu nedenle Z:’:\V.XV ,X=1 noktasinin
v=k

komsulugunda sinirli olamaz. Buradan A #n.(n+1) sayisinin 6z deger olmadigi elde
edilir..

3.4.1 ve 3.4.8 den; 3.4.7 probleminin 6z degerlerinin A, =n.(n+1) sayilar

oldugunu elde ederiz, ve normallestirmis 6z fonksiyonlar

ne_ 2 n
0 (1) = 2n+1.Pn(sint) cost — f2n+1‘ ;cost.d ( cgs t) 3412
n n 2"n! d"sint

seklindedir. 3.4.1 sisteminin L*(-1,1) de tamlig1 Weierstrass yakinsaklik teoreminden

elde edilir.

5. Legendre polinomlar1 i¢in 3.4.9 diferansiyel denkleminden diger ortogonal
sistemleri kolaylikla tiiretebiliriz. 3.4.9’u x e gore diferensiyelleyerek u' fonksiyonu i¢in
diferensiyel denklem elde ederiz ve tipki daha onceki gibi sadece A =n.(n+1) icin [— 1,1]
araliginin her iki u¢ noktalarinda regiiler bir ¢6ziim oldugunu ortaya cikarir ki bu ¢oziim

P'(x)dir. P’(x) i¢in elde edilmis denklem bu yilizden self-adjoint degildir ancak

P’(x).x/l— x> =z (x) fonksiyonuyla self-adjointe déniistiiriilebilir. Bdylece yeni denklem

{(1—x2).z'}—1 : -+ 2=0
seklinde yazilabilir. Bu denklemin 6z degerleri A=n.(n+1) (n=L12,.) dir ve 6z

fonksiyonlar1 z,(x) =+1-x>.P,(x)dir. z (x)= P,.(x) fonksiyonlar1 birinci mertebeden
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baglayict Legendre fonksiyonu olarak tanimlanir. P, (x) fonksiyonuna sifirinci

mertebeden Legendre fonksiyonu denir. P, (x) Legendre fonksiyonlar1 m=n igin

1
Ianl(X).Pm’l(X).dX=0 ortogonallik kosulunu saglar. Ayni yolla, 3.4.9 denklemi h kez

-1

4 h
diferensiyellenirse (le— xz) ;7 P.(x) =P, (x) fonksiyonu igin;

2

(a-x)zf —1h £ +2=0 3.4.12'

denklemini elde ederiz. Bu denklem A, =n.(n+1), (n=h,h+1,...) 6z degerlerine sahiptir
ve bu 6z degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar P, (X) [—1.1] araligt boyunca
karsilikli ortogonaldir ve h. mertebeden baglayici Legendre fonksiyonlari olarak
adlandirilir.

[ o2 _ 2 (n+h)!
Ilp”*“(x)dx_znu (n—h)!

3.4.12' diferansiyel denklemin tiim 6z deger ve 6z fonksiyonlari sifirinci mertebeden
Legendre fonksiyonlari i¢in kullanilan ayn1 yontemle elde edilebilir.

3.5. Cebysev-Laguerre Polinomlarinin A¢ilimi

1. n.dereceden Cebysev-Laguerre Polinomu
L, (x)=e"d"(x"e™)/dx"
esitligiyle tanimlanir. Kolayca goriilebilir ki ¢, (x) polinomu n.dereceden bir
polinomdur. Leibnitz formiiliinden dolay1

d n (Xne—x)

( (X)=¢"
()= =

2 (n-1)..(n—k+1)]’
:kz_;(_l)nk_[n (n l) k(ln +1)] _ank

n’ . n®.(n-1)° n’(n-1)° -2

=(—1)”-(X"—E-x 1 > — e+ (=D"nY
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olur. ilk Cebysev-Laguerre polinomlari
(o(x)=1
(X)) =—x+1
(,(X) =X —4x+2
0,(x) =—x®>+9x* —~18x+6
0,(X)=x*-16x° +72x* —96x + 24
seklindedir.

Rekiirans formiillerini ve £ (X) fonksiyonlari igin bir diferensiyel denklem elde

etmek i¢in
Xt
xt)=——e =t
yo =
fonksiyonunu gz oniine alalim. Her bir n igin
(.00 = w8 o

oldugunu ispatlayalim. Gergekten ¢, (x) in tanimindan

(-1D)"x i(njtn :i(—llz!x (1_tt)k+l :;te it . .

yazariz. (1—t)%.0w(x,t)/ &t = 1—t — A)w(x,1) bagntis1 ve 3.5.1 formiiliinden
(1-2t+t )Z(ﬁ ()3' To(1-t- )ZE (X)t”
denkligi elde edilir. t’nin kuvvetlerine gore katsayilar1 esitlenerek asagidaki rekiirans
formiiliine varirz:
0 (X)—-2n+1-x)¢ (X)+n*C, (X)=0 (n>1)
Bu formiil ve (1-t).0w(Xt)/ox=—-tw(x,t) bagmmtisindan benzer tarzda elde edilen

(' (x)-nt,_(xX)=-nl,_,(x) n>1 formilinden x¢'(x)=nl (X)—-n*( _,(x) (n>1)
formiiliinii ve Cebysev-Laguerre polinomlari i¢in ikinci mertebeden lineer homojen
Xy"+(1-x)y'+ny=0 3.5.2
denklemini elde ederiz.
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(0,0) araliginda e agirlik fonksiyonuyla ortogonal sistemden Cebysev-

Laguerre polinomlar1 i¢in
[e,09¢,()dx=0 (m<n)
0

yazabiliriz. Ortogonallik

0 0 d n © d n-1
e *x ¢ (x)dx = [ X — (x"e ™)dx = —k | x**
Jle e, 00ax= [ S ek =~k X s

(x"e™)dx

n-2

K d
=k(k-D[x? —=(x"e™)dx=...
-([ dx"?

0 n-k
=Dk k!j(? —(x".e7)dx=0 n>k igin
X

0

esitliginden elde edilir. Normlastirict katsayilar ise asagidaki esitligi saglar:
fe 22 ()dx = (-1)"x" d— (x"e™)dx =n![x"e"dx = (n!)’
0 0 dX 0

Bu nedenle (0,) araliginda ortogonal normlastirilmis sistemi ifade eden

e 20, (x)

— (n=0,12,...)
n!

@, (x) =

fonksiyonlar ortonormal Cebysev-Laguerre fonksiyonlari olarak adlandirilir.

2.
2
u’"+<sA-— t——iz—l u=0 (0<t<x) 3.5.3
16 4t 2

denklemini goz oniine alalm. x=t*/4, y(x)=u(t)t™" 2118 degisken degistirmeleriyle
3.5.3 denklemi
Xy"+@-X)y'+1y=0 (0<t <o) 354

formuna indirgenir.

2

t — coiken 3.5.3 denkleminde q(t) = i_G_%tz —% monoton olarak + oo a yaklastigindan

3.5.3 iin spektrumu ayriktir. Diger bir ifadeyle 3.5.4 denklemi 3.5.2 denklemiyle cakisir,

bunun i¢in 6zdeger A, ’ler ve 6z fonksiyonlar Cebysev-Laguerre polinomlaridir. 3.5.4

denkleminin herhangi 6z fonksiyonlara sahip olmadigi Hermite polinomlar1 igin

kullanilan yontemle ispatlanabilir.
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Sonug olarak 3.5.3’lin 6z degerleri A, =n ve 6z fonksiyonlari

2
U () = \/t'e-‘”%n(tz) dir.

3. Legendre fonksiyonlar1 géz 6niine alindiginda diferensiyellenerek Vve uygun
bir carpanla ¢arpilarak yiiksek mertebeden Laguerre fonksiyonlar: elde edilir. Ayrica bu
fonksiyonlar benzer diferensiyel denklemleri saglar. Oncelikle 3.5.4 denklemi m kez

diferensiyellenirse
m d"
u=01(X)=—0_,(X)
dx
fonksiyonlar1 elde edilir ki bu fonksiyonlar
xu"+(M+1-x)u’+(A—mu =0 355
diferansiyel denklemini saglar. Bu denklemin self adjoint formu asagidaki gibidir:
(x™eu) +x"e*(A-mu =0

Ortogonal fonksiyonlar v = x™?e™/¢™(x) dir ve bu fonksiyonlar

1-m x m?
V) +(——-=—-——)v+Ar=0
() (2 2 4x)

Sturm-Liouville denklem tiiriinii saglar. Bu fonksiyonlarin herhangi diger 6z degerlere ve

0z fonksiyonlara sahip olmadigini gostermek igin 3.5.5 denkleminde u = Zav.xv kuvvet
v=0

serilerini géz Oniine alirsak katsayilar igin

_a, (m=A)..(m=A+v-1)
vl (m+1)...(m+v)

olarak elde ederiz.

A nin keyfi bir degeri i¢in a, katsayilarinin isareti sabittir. v nin bazi baslangi¢
degerleri ve X in biitiin degerleri i¢in seriler yakinsaktir. Sonug olarak bu, 0 <X <o ig¢in
regliler olan 3.5.5 denkleminin gergekten bir regiiler ¢6ziimii oldugunu gosterir. A =n

(n>m) bir tam degeri icin seriler sonludur ve bu nedenle bir polinomdur. A nin diger
her degeri i¢in C uygun bir sabit ve r pozitif bir tamsayr olmak {izere

|av| >c/vly' formunda bir sinir elde edilir. Fakat buradan X — oo iken ¢6ziimiimiiziin

X

e . .
= den yavas olmayacak sekilde sonsuza yaklastigini gosterir. Boylece bu durumun g6z

Online alinan  problemin bir  Ozfonksiyonu olmadigr ispatlanmis  olur.
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