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4-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA KANAL YÜZEYLERİNİN BAZI 

KARAKTERİZASYONLARI 

ÖZET 

Bu çalışmada, 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında kanal yüzeyleri ve tüp yüzeyleri ele 

alınmıştır. Öncelikle 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında kanal yüzeyleri paralel öteleme 

çatısı yardımıyla tanıtılmış, daha sonra bu yüzeyin düz ve minimal olma koşulları 

elde edilmiştir. 4IE  uzayında paralel öteleme çatısı yardımıyla elde edilen kanal 

yüzeylerinin ve tüp yüzeylerinin Weingarten yüzeyi ve lineer Weingarten yüzeyi 

olma durumları ele alınmıştır. 4IE  uzayında kanal yüzeylerinin normal vektörleri 

elde edilerek bu vektörler yardımıyla yüzeyin eğrilik elipsi ele alınmış ve normal 

uzayın orijininin sınıflandırılması verilmiştir. Son olarak 4IE  4-boyutlu Öklid 

uzayında tüp yüzeyinin noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olması için 

gerekli ve yeterli koşullar verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Eğrilik Elipsi, Gauss Dönüşümü, Kanal Yüzeyi, Paralel 

Öteleme Çatısı, Weingarten Yüzeyi. 
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SOME CHARACTERIZATIONS OF CANAL SURFACES IN THE FOUR 

DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE 

ABSTRACT 

In this thesis, canal surfaces and tubular surfaces are handled in 4-dimensional 

Euclidean space 4IE . At first, canal surfaces are introduced by means of the parallel 

transport frame vectors in the 4-dimensional Euclidean space 4IE . Then the 

conditions for these surfaces to become flat and minimal are obtained. In the 4-

dimensional Euclidean space 4IE , the conditions for canal surfaces and tubular 

surfaces to become a Weingarten surface and a linear Weingarten surface are 

considered. The normal vectors of canal surfaces in the 4-dimensional Euclidean 

space are obtained. By means of the normal vectors, the curvature ellipse of the canal 

surface is handled, and a characterization of the origion of the normal space is given. 

Lastly, the necessary and sufficient conditions for the tubular surface to have 

pointwise 1-type Gauss map are given in the 4-dimensional Euclidean space 4IE . 

 

Keywords: Curvature Ellipse, Gauss Map, Canal Surface, Parallel Transport Frame, 

Weingarten Surface. 
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GİRİŞ 

Yüzeyler teorisi ile ilgili çalışmalar 18. yüzyıla dayanmaktadır. 1785 yılında Monge, 

3IE  3-boyutlu Öklid uzayında zarflar olarak adlandırılan yüzeylerin oluşumunu 

araştırmıştır. 19. yüzyılın sonlarına doğru Liouville, Ribaucour, Lie, Beltrami, 

Codazzi ve Darboux gibi matematikçiler 3IE  uzayında elde ettikleri önemli sonuçlar 

ile yüzeyler teorisine katkıda bulunmuşlardır [1].  

Yüzeyler teorisinin önemli bir parçasını oluşturan minimal yüzeyler Lagrange 

(1760), Meusnier (1776), Monge (1784), ve Legendre tarafından 3IE  3-boyutlu 

Öklid uzayında ele alınmıştır. Düz yüzeyler (ayrılabilir yüzeyler) ise 19. yüzyılın 

başlarından itibaren önemli bir çalışma alanı oluşturmuştur. Bu yüzeyler koniler, 

silindirler, ve tor yüzeyleri olmak üzere üç sınıfta incelenmektedir [2]. 

3-boyutlu uzayda yapılan çalışmalara benzer olarak günümüzde 4IE  4-boyutlu Öklid 

uzayında da yüzeyler ile ilgili birçok çalışma yapılmaktadır. [3, 4] numaralı 

çalışmalarda 4IE  uzayında öteleme yüzeyi ve genelleştirilmiş rotasyon yüzeyi ele 

alınmış ve bu yüzeylerin düz yüzey ve minimal yüzey olma durumları incelenmiştir. 

[5] numaralı çalışmada ise aynı yazarlar tarafından 4IE  uzayında normal öteleme 

yüzeyi ele alınarak bu yüzeyin paralel yüzey ve evolüt yüzeyi olması için yeterli 

koşullar ortaya konulmuştur. [6-8] numaralı çalışmalarda 4IE  uzayında 

süperkonformal regle yüzeyine, küresel çarpım yüzeyine ve Chen yüzeyine bazı 

örnekler verilmiş ve bu yüzeylerin eğrilik elipsleri yüzeylerin normal vektörleri 

yardımıyla incelemiştir. [9] numaralı çalışmada 4IE  uzayında Monge yaması ile 

verilen yüzeylerin eğrilik fonksiyonları elde edilerek bu yüzeylerin bazı 

karakterizasyonları verilmiştir. [10] numaralı çalışmada ise 4-boyutlu Öklid uzayında 

karışık çarpım yüzeyi olarak nitelendirilen yeni bir yüzey kavramı tanımlanmış ve bu 

yüzeyin de bazı karakterizasyonları yüzeyin eğrilik fonksiyonları yardımıyla 

verilmiştir. 
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Kanal yüzeyi ise özel bir yüzey sınıfı olup dönel yüzeyin bir genellemesi olarak 

düşünülebilir. Kanal yüzeyi )u(  merkez eğrili ve )u(r  yarıçaplı bir parametreli küre 

ailelerinin zarfı olarak tanımlanır ve )u(r  yarıçap fonksiyonu sabit ise kanal yüzeyi 

tüp yüzeyi olarak adlandırılır. 

Kanal yüzeyi (tüp yüzeyi) ilk olarak Monge tarafından tanımlanmıştır ve daha sonra 

bu yüzey birçok geometrici tarafından farklı açılardan ele alınmıştır. [11] numaralı 

çalışmada tüp yüzeyinin bazı geometrik özellikleri Do Carmo tarafından 

incelenmiştir ve tüp yüzeyi kullanılarak diferensiyel geometride Fenchel teoremi ve 

Fary-Milnor teoremi olarak bilinen iki teorem ispatlanmıştır. [12, 13] numaralı 

çalışmalarda kanal yüzeyinin analitik ve cebirsel özellikleri incelenmiştir. [14] 

numaralı çalışmada 3 ve 4-boyutlu Öklid uzaylarında Rόbert Óláh-Gál ve Lászlό Pál 

tarafından kanal yüzeyinin bir parametrizasyonu verilmiştir. [15, 16] numaralı 

çalışmalarda 3IE  ve 4IE  uzaylarında kanal yüzeyinin geometrik özellikleri verilerek 

birim çember ve doğru üzerine kurulan kanal yüzeylerinin şekilleri çizdirilmiştir. 

[17] numaralı çalışmada 3IE  uzayında kanal yüzeylerinin asli eğrilikleri ve eğrilik 

çizgileri verilmiştir. 3-boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısına alternatif olarak 

oluşturulan Bishop çatısı yardımıyla tanımlanan kanal ve tüp yüzeyleri ile ilgili 

çalışmalar da mevcuttur. Örneğin, tüp yüzeyinin Bishop çatısına göre eğrilik 

fonksiyonları [18] numaralı çalışmada verilmiştir. [19] numaralı çalışmada ise tüp 

yüzeyinin Weingarten yüzeyi olma durumu 2. tip Bishop çatısına göre incelenmiştir. 

Ayrıca kanal ve tüp yüzeyi ile ilgili çalışmalara Öklid uzayından başka uzaylarda da 

yer verilmiştir. Örneğin, Minkowski uzayındaki tüp yüzeyleri [20, 21] ve Galilean 

uzayındaki tüp yüzeyleri ise [22, 23] numaralı çalışmalarda incelenmiştir.  

Kanal ve tüp yüzeylerinin teorik matematik haricindeki çeşitli bilimlerde de 

uygulamaları mevcuttur. Bu yüzeyler, özellikle yüzey modellemeleri için bilgisayar 

destekli geometrik tasarımda (CAGD) yoğun biçimde kullanılmaktadır [24-26]. 

Ayrıca bu yüzeyler, boru, direk, halat ya da canlı bağırsağı gibi uzun ve ince 

nesneleri görüntülemede oldukça elverişlidir [18]. 

3-boyutlu Öklid uzayında tanımlanan Bishop çatısına benzer olarak [27] numaralı 

çalışmada 4-boyutlu Öklid uzayındaki Frenet çatısına alternatif olarak yeni bir çatı 

tanımlanmıştır ve bu çatıya paralel öteleme çatısı adı verilmiştir. Bu tezin amacı 4-
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boyutlu Öklid uzayı 4IE  deki kanal yüzeyinin paralel öteleme çatısı yardımıyla yeni 

bir parametrizasyonunu vererek bu yüzey için örnekler vermek ve bu yüzeyi 

sınıflandırmaktır. 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm sonraki bölümlerde kullanılan 

temel tanımları ve teoremleri içermektedir. İkinci bölümde 3IE  ve 4IE  uzaylarında 

kanal ve tüp yüzeyleri ile ilgili yapılan bazı çalışmalara yer verilmiştir. Üçüncü 

bölümde 4-boyutlu Öklid uzayında paralel öteleme çatısı yardımıyla kanal ve tüp 

yüzeyleri tanıtılmıştır ve bu yüzeylerin Gauss eğriliği, ortalama eğriliği ve normal 

eğriliği elde edilerek düz yüzey, minimal yüzey ve Wintgen ideal yüzeyi olma 

durumları incelenmiştir. Ayrıca bu bölümde kanal yüzeyinin eğrilik elipsi ile ilgili 

bazı sonuçlar da verilmiştir. Dördüncü bölümde yüzeylerin noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşümü tanıtılmış ve 4IE  uzayında paralel öteleme çatısı yardımıyla elde edilen 

tüp yüzeyinin noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olması için gerekli ve 

yeterli koşullar verilmiştir. Beşinci bölümde ise elde edilen sonuçlar ortaya 

konularak sonraki çalışmalar için bazı önerilerde bulunulmuştur. 
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1. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar 

verilmiştir. 

1.1. Riemann Manifoldları 

Bu bölümde Riemann manifoldları ile ilgili bazı tanımlar ve teoremler verilmiştir. 

Tanım 1.1.1: M , n-boyutlu diferensiyellenebilir ( C  sınıfından) bir manifold olsun. 

M  üzerindeki C  vektör alanlarının uzayı )M(  ve M  manifoldundan IR  reel 

sayılar kümesine tanımlı C  fonksiyonların uzayı )IR,M(C
 olmak üzere, M  

üzerinde, 

)IR,M(C)M()M(:g                                                                                 (1.1) 

şeklinde bir metrik tanımlı ise M  manifolduna bir Riemann manifoldu denir. Burada 

Eşitlik (1.1) ile verilen g dönüşümüne Riemann metriği (veya metrik tensör) adı 

verilir [28]. 

Tanım 1.1.2: M  diferensiyellenebilir manifold ve M  üzerindeki C  vektör 

alanlarının uzayı )M(  olmak üzere, 

Y)Y,X(     )Y,X(           

)M()M()M(:

X


                                                                       (1.2) 

Eşitlik (1.2) ile verilen   dönüşümü her )IR,M(Cg,f   ve her )M(Z,Y,X   

için,  

i) ZY)ZY( XXX  , 

ii) ZgZfZ YXYgXf  
, 

iii) Y)f(XYf)Yf( XX   
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lineerlik özelliklerini sağlarsa,   dönüşümüne M  üzerinde bir afin koneksiyon adı 

verilir [29]. Burada X  operatörüne X vektör alanına göre kovaryant türev denir. 

Tanım 1.1.3: M  bir Riemann manifoldu ve   dönüşümü de M  üzerinde tanımlanan 

bir afin koneksiyon olsun. O zaman her )M(Y,X   için,   dönüşümü, 

i) ]Y,X[XY YX   (sıfır torsiyon özelliği) 

ii) ZYZYZYX XX  ,,,  (koneksiyonun metrikle bağdaşma özelliği) 

şartlarını sağlıyorsa,   dönüşümüne M  üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann 

koneksiyonu (veya M  Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu) adı verilir 

[28, 29]. Bu koneksiyon kısaca M  manifoldu üzerindeki Riemann koneksiyonu 

olarak adlandırılır. 

Tanım 1.1.4: M  ve M
~

 sırasıyla n ve n+d-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar 

olmak üzere M
~

M:x    diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. Her Mp  için, 

M
~

TMT:xd )p(xpp                                                                                                 (1.3) 

Eşitlik (1.3) ile verilen dönüşüm birebir ise x  dönüşümüne bir daldırma (imersiyon) 

denir. Ayrıca, M
~

)M(xM:x  bir homeomorfizm ise x  dönüşümüne bir gömme 

(imbedding) denir. Eğer MM
~

  ve M
~

M:x   dönüşümü bir gömme ise M  

manifolduna M
~

 manifoldunun n-boyutlu bir gömülen (immersed) altmanifoldu adı 

verilir. Bununla beraber x  bir daldırma olmak üzere her MTY,X p  için, 

  ppxpp Y,X)Y(xd),X(xd                                                                                (1.4) 

Eşitlik (1.4) ile verilen şartı sağlıyorsa, x  dönüşümüne bir izometrik daldırma adı 

verilir [28]. 

Tanım 1.1.5: MM
~

  bir altmanifold ve 
~

 dönüşümü de M
~

 üzerinde kovaryant 

türev olsun. Böylece her )M(Y,X   ve her p için pX )Y
~

(  iyi tanımlıdır.  

Ayrıca MTY pX   ve MT)Y,X(h pp


  olmak üzere, 
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)Y,X(h)Y()Y
~

( ppXpX                                                                                 (1.5) 

biçiminde Gauss denklemi elde edilir. Burada h , M  manifoldunun ikinci temel 

formudur. Eğer 0h   ise M  manifolduna toplam (total) geodezik denir [30]. 

Önerme 1.1.6: MM
~

  bir altmanifold ve g ile g~  dönüşümleri de sırasıyla M  ve M
~

 

üzerinde tanımlı metrikler olsunlar. Böylece )Y,X(h , M  üzerinde bir normal vektör 

alanı olup simetrik ve 2-lineerdir. Ayrıca   dönüşümü de M  üzerinde indirgenmiş 

)g~(xg   metriğinin bir Riemann koneksiyonudur [28]. 

Tanım 1.1.7: MM
~

  bir altmanifold olmak üzere M  manifolduna dik bir birim 

normal vektör alanı   olsun. Böylece X

~
 vektör alanının teğet bileşeni XA   ve 

normal bileşeni XD  olmak üzere, 

)D()XA()
~

( XXXX                                                                                     (1.6) 

Weingarten denklemi elde edilir. Burada A  dönüşümüne şekil operatörü, D 

dönüşümüne de M  manifoldunun NM normal demetindeki (normal) koneksiyonu 

denir [28]. 

Önerme 1.1.8: i) XA ,   ve X üzerinde 2-lineerdir. 

ii) M  manifoldunun her bir   normal vektörü ile X ve Y tanjant vektörleri için  

)),Y,X(h(g~)Y,XA(g 
 dir [28]. 

Tanım 1.1.9: MM
~

  manifoldunun bir birim normal vektör alanı   olsun. Eğer A  

daima özdeşlik fonksiyonu ile orantılı ise yani bir   fonksiyonu için IA   

oluyorsa   vektörüne M  manifoldunun umbilik kesiti (veya, M    vektörüne göre 

umbiliktir) denir. Eğer M  altmanifoldu M  de ki her birim normale göre umbilik ise 

M  manifolduna toplam (total) umbiliktir denir [28].  
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1.2. n
IE  Öklid Uzayında Eğriler 

Bu bölümde nIE  n-boyutlu Öklid uzayında eğriler ile ilgili bazı temel tanımlar 

verilmiştir. 

Tanım 1.2.1: IRI  bir açık aralık olmak üzere, 
nIEIRI:   

diferansiyellenebilir dönüşümü verilsin. Bu takdirde 
nIE)I(   kümesine nIE  n-

boyutlu Öklid uzayında ),I(    koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri denir. IRI  

aralığına,   eğrisinin parametre aralığı ve Iu  değişkenine de )u(  eğrisinin 

parametresi denir [31]. 

Tanım 1.2.2: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında

nIEIRI  :  eğrisi verilsin. J, IR  reel sayılar kümesinde bir açık aralık olmak 

üzere IJh :  difeomorfizmi varsa h dönüşümüne   eğrisi için bir parametre 

dönüşümü, h  eğrisine de   eğrisinin h ile yeniden parametrelendirilişi denir [31]. 

Tanım 1.2.3: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında

nIEIRI  :  eğrisi; ))u(),...,u(),u(()u( n21   şeklinde verilen bir eğri 

olsun. Bu takdirde,  













 




u

n

u

2

u

1

u

u
ud

d
,...,

ud

d
,

ud

d
)u(

ud

d
                                                              (1.7) 

tanjant vektörüne   eğrisinin )u(  noktasındaki hız vektörü denir [31]. 

Tanım 1.2.4: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında 

nIEIRI  :  eğrisi verilsin.  

)u()u(u       

IRI:




                                                                                        (1.8) 

şeklinde tanımlı   fonksiyonuna   eğrisinin skaler hız fonksiyonu, )u(  reel 

sayısına da   eğrisinin )u(  noktasındaki skaler hızı denir. Eğer her Iu  için 
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1)u(   ise   eğrisine birim hızlı eğri ve Iu  parametresine de eğrinin yay-

parametresi denir [31]. 

Tanım 1.2.5: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında 

nIEIRI  :  eğrisi verilsin. Eğer her Iu   için 0)u(   ise,   eğrisine regüler 

eğri denir [31]. 

Tanım 1.2.6: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında 

nIEIRI  :  birim hızlı eğrisi verilsin. Eğer her Iu   için   eğrisinin yüksek 

mertebeden türevleri )u(),...,u(),u( )d(    lineer bağımsız olup 

)u(),...,u(),u( )1d(    vektörleri lineer bağımlı ise   eğrisine d-mertebeli Frenet 

eğrisi denir [29]. 

nIE  uzayının d-mertebeli her bir   Frenet eğrisi üzerinde }E,...,E,E{ d21  biçiminde 

oluşturulan d-çatısı ve IRI:,...,, 1d21    Frenet eğrilik fonksiyonları için   

eğrisinin Frenet türev denklemleri, 
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                                          (1.9) 

şeklindedir. Gram-Schmidt ortonormalleştirme yöntemi yardımıyla   eğrisinin 

Frenet çatısı ve Frenet eğrilikleri, 

k

k
d

11k

k

1d

1k

1i i

i
i

)k()k(

d1
v

v
E   ,

vv

v
   ,

v

v
v,v   ,v 











  

                (1.10) 

eşitlikleri yardımıyla elde edilir. Burada }d,...,3,2{k  ve 0... 1n1dd    

dır [32]. 
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Tanım 1.2.7: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında 

nIEIRI  :  d-mertebeli regüler eğrisi verilsin. Eğer   eğrisinin Frenet 

eğrilikleri i  ler ( 1di1  ) sabit ise   eğrisine helis veya vida eğrisi denir [33]. 

Bu eğriler F. Klein ve S. Lie tarafından W-eğrileri olarak adlandırılmışlardır [34]. 

Tanım 1.2.8: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında 

nIEIRI  :  birim hızlı regüler eğrisi verilsin. Eğer   eğrisinin dördüncü türevi 

)s()ıv( , birinci türevi )s(  vektörüne dik ise,   eğrisine nIE  uzayının bir teğetsel 

kübik eğrisi (TC-eğrisi) denir. 

Böylece bir eğrinin TC-eğrisi olma koşulu; 

)s()s(3)s(),s(0 11

)ıv(                                                                         (1.11) 

şeklindedir. Eşitlik (1.11) göz önüne alınırsa yay parametresi ile verilen bir   

eğrisinin TC-eğrisi olması için gerek ve yeter şart eğrinin sabit 1  eğriliğine sahip 

olmasıdır [35]. 

3IE  3-boyutlu Öklid uzayında sabit 1  eğrilikli eğrilerin karakterizasyonu ilk olarak 

E. Salkowski tarafından verilmiştir [36]. Bu yüzden literatürde bu eğriler Salkowski 

eğrisi olarak adlandırılır. 

Tanım 1.2.9: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında 

nIEIRI  :  regüler eğrisi verilsin.   eğrisinin eğrilikleri 1n21 ,...,,   olmak 

üzere tüm 
i

1i



   ( 2ni1  ) oranları sabit ise bu eğriye eğrilikleri oranları sabit 

eğri (ccr-eğrisi) denir [37, 38]. 
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1.3. n
IE  Öklid Uzayında Yüzeyler 

Bu bölümde nIE  n-boyutlu Öklid uzayında yüzeyler ile ilgili bazı tanımlar ve 

teoremler verilmiştir. 

Tanım 1.3.1: S , nIE  uzayının bir alt kümesi olsun. n2 IESIED:X   

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olmak üzere nIE  uzayında bir koordinat yaması 

oluşturur. Bu yama regülerse S  kümesine nIE  uzayında türevlenebilir (düzgün) bir 

yüzey denir [30]. 

S , nIE  uzayında 
2IED)v,u(:)v,u(X    yaması ile verilen düzgün bir yüzey 

olsun. S  yüzeyinin keyfi bir )v,u(Xp   noktasındaki tanjant uzayı STp  olmak üzere 

}X,X{SpanST vup   dir. Böylece S  yüzeyinin birinci temel formu,  

22 vGdvduFd2uEdI                                                                                    (1.12) 

eşitliği ile hesaplanır. Burada birinci temel formun katsayıları, 

uu XXE , ,   vu XXF , ,   vv XXG ,                                                     (1.13) 

eşitlikleri ile verilir. Burada  ,   Öklid iç çarpımıdır. Eğer 0FEGW 22   ise 

)v,u(X  yüzey yaması regülerdir denir.  

Tanım 1.3.2: nIES   yüzeyi n2 IEIED:X   regüler yaması ile verilen bir 

yüzey olsun. nIE  uzayında her bir Sp  için STSTIET pp

n

p


  dir. Burada STp


, 

nIE  uzayında STp  uzayının ortogonal bileşenidir. 

)S(  ve )S( , S  yüzeyine sırasıyla, teğet ve dik olan düzgün vektör alanlarının 

uzayı,   ve 
~

 ise sırasıyla S  yüzeyi ve nIE  uzayının koneksiyonları olsunlar. 

)S(Y,X   ve )S(Nk

  için, 

YY
~

)Y,X(h     )Y,X(           

)S()S()S(:h

XX 

 

                                                          (1.14) 
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biçiminde tanımlanan dönüşüme S  yüzeyinin ikinci temel formu denir. S  yüzeyinin 

şekil operatörü,  

  ,NDNXA  )X,N(            

)S()S()S(:A

kXkXjNjk
jjk





                                        (1.15) 

şeklindedir. Ayrıca )S(X,X ji   vektörleri için bu operatör, 

k

ijkjiijN cN),X,X(hX,XA
k

 ,  2nk1                                               (1.16) 

eşitliğini sağlar. Burada 
k

ijc  fonksiyonları S  yüzeyinin ikinci temel formunun 

katsayılarıdır. Eşitlik (1.14) ve (1.15) sırasıyla S  yüzeyinin Gauss denklemi ve 

Weingarten denklemi olarak adlandırılır. Buna göre Eşitlik (1.14) ile verilen Gauss 

denklemi yardımıyla, 







2n

1k

k

k

ijji Nc)X,X(h ,  2j,i1                                                                           (1.17) 

yazılır. 

Önerme 1.3.3: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. Bu takdirde, 

2n

2n

222

2

221

1

22uu

2n

2n

122

2

121

1

12uu

2n

2n

112

2

111

1

11uu

Nc...NcNc)X,X(h

,Nc...NcNc)X,X(h

,Nc...NcNc)X,X(h



















                                                         (1.18) 

dir [39]. 

Önerme 1.3.4: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. )v,u(X  yamasının 2. mertebeden kısmi türevleri vvuvuu XXX ,,  

olmak üzere S  yüzeyinin ikinci temel form katsayıları, 
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kvv

k

22

kuv

k

12

kuu

k

11

N,Xc

2nk1   ,N,Xc

,N,Xc







                                                                              (1.19) 

şeklinde tanımlanır [40]. 

Tanım 1.3.5: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen bir 

yüzey olsun. S  yüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu, 







2n

1k

2k

12

k

22

k

112
))c(cc(

W

1
K                                                                                  (1.20) 

şeklinde tanımlanır [41]. 

Tanım 1.3.6: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen bir 

yüzey olsun. S  yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü, 







2n

1k

k

k

22

k

12

k

112
N)EcFc2Gc(

W2

1
H                                                                  (1.21) 

şeklinde tanımlanır. Ortalama eğrilik vektörünün normuna, S  yüzeyinin ortalama 

eğriliği denir ve HH 


 ile gösterilir [40]. 

Tanım 1.3.7: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen bir 

yüzey olsun. S  yüzeyinin Gauss eğriliği sıfırsa S  yüzeyine düz yüzey, ortalama 

eğrilik vektörü sıfırsa S  yüzeyine minimal yüzey denir [28]. 

Önerme 1.3.8: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. 0F  ise; 

vvvvuvuvvvuu

vvuvuuuvuvuu

vuuvuuuuuuuu

XX,X
G

1
XX,X

E

1
X)X,X(h

,XX,X
G

1
XX,X

E

1
X)X,X(h

,XX,X
G

1
XX,X

E

1
X)X,X(h







                                         (1.22) 

eşitlikleri geçerlidir [39]. 
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Önerme 1.3.9: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. Bu takdirde STp  uzayının bir }X,X{ 21  ortonormal bazı için, 

)X,X(h
EW

F
)X,X(h

W

F2
)X,X(h

W

E
)X,X(h

),X,X(h
EW

F
)X,X(h

W

1
)X,X(h

),X,X(h
E

1
)X,X(h

uu2

2

vu2vv222

uuvu21

uu11







                       (1.23) 

dir [39]. 

Tanım 1.3.10: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. )S(  uzayının ortonormal bir bazı }X,X{ 21  olmak üzere S  

yüzeyinin ikinci temel form katsayıları, 

kji

k

ij N),X,X(hh                                                                                              (1.24) 

ile tanımlanır [28]. 

Önerme 1.3.11: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. Bu takdirde her )S(}X,X{ 21   ve )S(}N,...,N,N{ 2n21



   

ortonormal bazları için ikinci temel form katsayıları 2nk1   olmak üzere, 
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k

222k22
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22
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12k21
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11
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11

c
E

F
Fc2Ec

W

1
N),X,X(hh

,c
E

F
c

W

1
N),X,X(hh

,
E

c
N),X,X(hh

                                         (1.25) 

dir [39].  

Önerme 1.3.12: nIES  yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. S  yüzeyinin kN  normal vektörüne göre şekil operatörü matrisi, 
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1
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c
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                                     (1.26) 

dır [39]. 

Önerme 1.3.13: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. S  yüzeyinin Gauss eğriliği, 

)Adet(...)Adet()Adet(K
2n21 NNN 

                                                            (1.27) 

dir [28]. 

Önerme 1.3.14: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. S  yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü, 

 2nN2N1N N)A(iz...N)A(izN)A(iz
2

1
H

2n21 



                                         (1.28) 

dir [28]. 

Tanım 1.3.15: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. S  yüzeyi ile normal demeti )S(  uzayının eğrilik tensörleri 

sırasıyla;  

ZZZZ)Y,X(R ]Y,X[ZYYX                                                               (1.29) 

ve 

)XA,Y(h)YA,X(h)Y,X(R 

  ,  )S(                                               (1.30) 

şeklinde tanımlanır. Burada ][,  Lie parantez operatörü, 

XY]Y,X[    )Y,X(            

)S()S()S(:][,

YX 


                                                             (1.31) 

biçiminde tanımlanır. 
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Eğer 0R   ise S  yüzeyi düz (flat) normal koneksiyonludur denir [28]. 

Tanım 1.3.16: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. Bu takdirde )S(  ve )S(  uzaylarının }X,X{ 21  ve 

2nk1  },N{ k   ortonormal bazları için S  yüzeyinin normal eğriliği, 

21
2n

1

2

21N N,N)X,X(RK








 







                                                                  (1.32) 

şeklinde tanımlanır [42].  

Önerme 1.3.17: 4IES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. S  yüzeyinin normal eğrilik fonksiyonu, 

3

1

12

2

11

2

12

1

11

1

22

2

11

2

22

1

11

1

22

2

12

2

22

1

12
N

W

)cccc(G)cccc(F)cccc(E
K


                          (1.33) 

dir [39]. 

Tanım 1.3.18: 4IES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. S  yüzeyinin Gauss, normal ve ortalama eğrilikleri, 

0KKH N

2                                                                                                   (1.34) 

eşitliğini sağlar ise S  yüzeyine Wintgen ideal yüzeyi adı verilir [43]. 

Tanım 1.3.19: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilen 

bir yüzey olsun. S  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri için, 

0HKHK
)v,u(

)H,K(
uvvu 




                                                                              (1.35) 

eşitliği geçerli ise, S  yüzeyine Weingarten yüzeyi adı verilir. Ayrıca 

}0{IRc,b,a   için S  yüzeyinin Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği arasında 

cbHaK   bağıntısı geçerli ise, S  yüzeyine lineer Weingarten yüzeyi adı verilir 

[44]. 
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2. ÖKLİD UZAYLARINDA KANAL YÜZEYLERİ 

Bu bölümde 3IE  ve 4IE  Öklid uzaylarında kanal yüzeyleri ile ilgili yapılan 

çalışmalarda elde edilen sonuçlar verilmiştir. 

2.1. 3
IE  Öklid Uzayında Kanal Yüzeyleri 

Bu bölümde 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısı yardımıyla elde edilen kanal 

yüzeyleri ile ilgili yapılan çalışmalardaki sonuçlar ele alınmıştır. 

IRI  bir açık aralık olmak üzere 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında 
3IEIRI:   

3-mertebeli birim hızlı eğrisi verilsin.   eğrisinin Frenet çatısı }B,N,T{  ve Frenet 

eğrilik fonksiyonları 21,  olmak üzere bu eğrinin Frenet türev denklemleri, 































































B

N

T

00

0

00

B

N

T

2

21

1

                                                                                (2.1) 

şeklindedir. 

Tanım 2.1.1: 
3IEIRI:   eğrisi 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında 

)0),u(f),u(f()u( 21  parametrelendirmesi ile verilen birim hızlı regüler bir düzlem 

eğrisi olsun.   eğrisinin Frenet çatısı }eB,N,T{ 3  ( )1,0,0(e3  ) ve Frenet eğrilik 

fonksiyonları 21,  olmak üzere bu eğrinin Frenet türev denklemleri, 

0)u(B

),u(T)u()u(N

),u(N)u()u(T

),u(T)u(

1

1









                                                                                               (2.2) 

şeklindedir. Buna göre 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında )0),u(f),u(f()u( 21  eğrisi 

ve bu eğrinin Frenet çatısı yardımıyla elde edilen S  kanal yüzeyi, 
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)vsin)u(Bvcos)u(N)(u(r)u()v,u(X:S                                                      (2.3) 

parametrelendirmesiyle verilebilir [14]. Burada )u(r  reel değerli türevlenebilir bir 

fonksiyondur. Eğer r)u(r   sabit bir fonksiyon ise (2.3) parametrelendirmesiyle 

verilen S  yüzeyi 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında tüp yüzeyi olarak adlandırılır ve, 

)vsin)u(Bvcos)u(N(r)u()v,u(X:S                                                           (2.4) 

parametrelendirmesiyle verilir. 

(2.3) parametrelendirmesiyle verilen S  yüzeyinin keyfi bir )v,u(Xp   noktasındaki 

teğet uzayı, 

vBcos)u(rvNsin)u(rX

,vBsin)u(rvNcos)u(rT)vcos)u(r)u(1(X

v

1u




                                       (2.5) 

vektörleri tarafından gerilir. Dolayısıyla, S  yüzeyinin birinci temel formunun 

katsayıları ve birim normal vektör alanı sırasıyla; 

)u(rX,XG

,0X,XF

),vcos)u(r)u(1())u(r(X,XE

2

vv

vu

1

2

uu







                                                      (2.6) 

ve 

))vBsinvN)(cosvcos)u(r)u(1)(u(rT)u(r)u(r(
W

1

XX

XX
N 1

vu

vu 



      (2.7) 

şeklindedir. Burada ))vcos)u(r)u(1())u(r)((u(rFEGW 1

2222   dir. 

)v,u(X  yamasının ikinci mertebeden kısmi türevleri, 

vBsin)u(rvNcos)u(rX

,vBcos)u(rvNsin)u(rvTsin)u()u(rX

,vBsin)u(r N)vcos)u(rvcos)u()u(r)u((           

T))u()u(r)u()u(r2(vcosX

vv

1uv

2

11

11uu









                         

(2.8) 
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dir. Eşitlik (2.7) ve (2.8) yardımıyla S  yüzeyinin ikinci temel form katsayıları, 

W

vcosrr
N,Xc

,
W

vsinrr
N,Xc

,
rrvcos)rrr(vcosr2

vcos)vsinrrrrr)r(r2(

W

1
N,Xc

1

32

vv22

1

2

uv12

33

1

3

1

222

1

2

2

1

2

11

2

1

2

uu11


























                 (2.9) 

şeklinde elde edilir [16]. 

Teorem 2.1.2: S , 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında (2.3) parametrelendirmesiyle verilen 

bir kanal yüzeyi olsun. S  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri, sırasıyla, 
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ve  




















233

1

3

22

1

2

11

2

1

2

1

2

3

2

)r(1rrvcosr2

vcosr5vcos)r4rr)r(r3rr(

W2

r
H                  (2.11) 

şeklindedir [16]. 

Sonuç 2.1.3: S , 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında (2.4) parametrelendirmesiyle verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. S  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri, sırasıyla, 

)vcosrvcosr3vcosr3(
)vcosr1(r

vcos
K 34

1
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1
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114

1




 ,              (2.12) 

ve 

)vcosr2vcosr5vcosr41(
)vcosr1(r2

1
H 33

1
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1
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13

1




                  (2.13) 

şeklindedir [16]. 
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Sonuç 2.1.4: S , 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında (2.3) parametrelendirmesiyle verilen 

bir kanal yüzeyi olsun. Eğer   eğrisi düz bir doğru ise,   eğrisi üzerine kurulan S  

kanal yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri, sırasıyla, 

))r(1(r

r
K

2


 ,                                                                                                    (2.14) 

ve 

232

2

))r(1(r2

1)r(rr
H




 ,                                                                                             (2.15) 

dir [16]. 

Bu kısımda 3-boyutlu Öklid uzayında Frenet çatısına alternatif olarak kurulan Bishop 

çatısı yardımıyla oluşturulan kanal yüzeyleri ile elde edilen sonuçlar verilmiştir. 

Tanım 2.1.5: 
3IE , 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı bir eğri olsun.   

eğrisinin Bishop çatısı }M,M,T{ 21  ve Bishop çatısına göre eğrilik fonksiyonları 

21 k,k  olmak üzere,   eğrisinin Bishop çatısına göre türev denklemleri, 
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                                                                            (2.16) 

şeklindedir.   eğrisinin Frenet vektörleri ve Bishop vektörleri arasındaki bağıntı, 
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                                                                          (2.17) 

şeklindedir.   eğrisinin Bishop çatısına göre eğrilik fonksiyonları ve Frenet 

eğrilikleri arasında, 

)u(sin)u()u(k

),u(cos)u()u(k

12

11




                                                                                         (2.18) 
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eşitlikleri geçerlidir ve )u()u(2   dir. Buna göre 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında 

Bishop çatısı yardımıyla elde edilen tüp yüzeyi, 

)vsin)u(Mvcos)u(M(r)u()v,u(X:S 21                                                   (2.19) 

parametrelendirmesiyle verilebilir [18]. Burada r  keyfi bir sabittir.  

S  yüzeyinin keyfi bir )v,u(Xp   noktasındaki teğet uzayı, 

21v

21u

vMcosrvMsinrX

,T)vsinr)u(kvcosr)u(k1(X




                                                                (2.20) 

vektörleri tarafından gerilir. Dolayısıyla, S  yüzeyinin birinci temel formunun 

katsayıları ve birim normal vektör alanı, sırasıyla, 

2

vv

vu

2

21uu

rX,XG

,0X,XF

,)vsinr)u(kvcosr)u(k1(X,XE







                                                (2.21) 

ve 

21

vu

vu vMvM
XX

XX
N sincos 




                                                                  (2.22) 

şeklindedir. )v,u(X  yamasının ikinci mertebeden kısmi türevleri, 

21vv

21uv

2212

121121uu

vMsinrvMcosrX

,T)vcosr)u(kvsinr)u(k(X

,M)vsinr)u(kvcosr)u(k1(k           

M)vsinr)u(kvcosr)u(k1(kT)vsin)u(kvcos)u(k(rX









     (2.23) 

dir. Eşitlik (2.22) ve (2.23) yardımıyla S  yüzeyinin ikinci temel form katsayıları, 

rN,Xc

,0N,Xc

),vsinrkvcosrk1)(vsinkvcosk(N,Xc

vv22

uv12

2121uu11







                           (2.24) 

şeklinde elde edilir [18]. 
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Teorem 2.1.6: S , 3IE  3-boyutlu Öklid uzayında (2.19) parametrelendirmesiyle 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. S  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri, sırasıyla, 

)1)vsinkvcosk(r(r

vsinkvcosk
K

21

21




 ,                                                                           (2.25) 

ve 

)vsinkvcosk(2

K
rKH

21 
                                                                             (2.26) 

şeklindedir [18]. 

2.2. 4
IE  Öklid Uzayında Frenet Çatısı Yardımıyla Elde Edilen Kanal Yüzeyi 

Bu bölümde 4IE  Öklid uzayında Frenet çatısı yardımıyla elde edilen kanal yüzeyi ile 

ilgili sonuçlar ele alınmıştır. 

IRI  bir açık aralık olmak üzere 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında 
4IEIRI:   

4-mertebeli birim hızlı eğrisi verilsin.   eğrisinin Frenet çatısı }B,B,N,T{ 21  ve 

Frenet eğrilik fonksiyonları 321 ,,   olmak üzere bu eğrinin Frenet türev 

denklemleri, 
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                                                                 (2.27) 

şeklindedir. 

Tanım 2.2.1:   eğrisi 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında )0),u(f),u(f),u(f()u( 321  

parametrelendirmesi ile verilen birim hızlı regüler bir uzay eğrisi olsun.   eğrisinin 

Frenet çatısı }eB,B,N,T{ 421   ( )1,0,0,0(e4  ) ve Frenet eğrilik fonksiyonları 

321 ,,   olmak üzere bu eğrinin Frenet türev denklemleri, 



22 

 

0)u(B

),u(N)u()u(B

),u(B)u()u(T)u()u(N

),u(N)u()u(T

),u(T)u(

2

21

121

1











                                                                      (2.28) 

şeklindedir. Buna göre 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında )0),u(f),u(f),u(f()u( 321  

eğrisi ve bu eğrinin Frenet çatısı yardımıyla elde edilen kanal yüzeyi, 

)vsin)u(Bvcos)u(B)(u(r)u()v,u(X:S 21                                                (2.29) 

parametrelendirmesiyle verilebilir [14]. Burada )u(r  reel değerli türevlenebilir bir 

fonksiyondur. Eğer r)u(r   sabit bir fonksiyon ise S  yüzeyi 4IE  4-boyutlu Öklid 

uzayında Frenet çatısı yardımıyla elde edilen tüp yüzeyi olarak adlandırılır ve,  

)vsin)u(Bvcos)u(B(r)u()v,u(X:S 21                                                     (2.30) 

parametrelendirmesiyle verilir. 

S  yüzeyinin keyfi bir )v,u(Xp   noktasındaki teğet uzayı, 
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                                  (2.31) 

vektörleri tarafından gerilir. Dolayısıyla, yüzeyin birinci temel formunun katsayıları, 
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                                                (2.32) 

dir.  
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Ayrıca )v,u(X  yamasının ikinci mertebeden kısmi türevleri, 
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(2.33) 

dir. Eşitlik (2.31) ve (2.33) yardımıyla, 
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                                                                      (2.34) 

elde edilir [39]. 

Teorem 2.2.2: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (2.29) parametrelendirmesiyle 

verilen bir kanal yüzeyi olsun. S  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri, sırasıyla, 
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                                    (2.35) 
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(2.36) 

dir [39]. 

Sonuç 2.2.3: S  yüzeyi (2.29) parametrelendirmesiyle verilen bir kanal yüzeyi olsun. 

Eğer   düz bir doğru ise S  yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri, sırasıyla, 
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                                                                                                    (2.37) 

ve 

322

2222

))r(1(r4

)1rr2)()r(1()r()r(r
H




                                                                   (2.38) 

eşitlikleriyle verilir [39]. 
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3. 4
IE  ÖKLİD UZAYINDA PARALEL ÖTELEME ÇATISI YARDIMIYLA 

ELDE EDİLEN KANAL YÜZEYİ 

Bu bölümde 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında bir eğrinin paralel öteleme çatısı 

tanıtılmış ve bu çatı yardımıyla elde edilen kanal yüzeyinin parametrizasyonu 

verilmiştir. Ayrıca bu yüzeyin bazı geometrik özellikleri, Weingarten yüzeyi olma 

koşulu verilmiştir ve yüzeyin eğrilik elipsi incelenmiştir. 

3.1. 4
IE  Öklid Uzayında Paralel Öteleme Çatısı Yardımıyla Elde Edilen Kanal 

Yüzeyi 

IRI  bir açık aralık olmak üzere 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında 
4IEIRI:   

4-mertebeli birim hızlı regüler eğrisi verilsin.   eğrisinin Frenet çatısı }B,B,N,T{ 21  

ve Frenet eğrilik fonksiyonları 321 ,,   olmak üzere bu eğrinin Frenet türev 

denklemleri Eşitlik (2.27) ile verilsin. 

Tanım 3.1.1: IRI  bir açık aralık olmak üzere nIE  n-boyutlu Öklid uzayında 

nIEIRI  :  eğrisi verilsin. Eğer   eğrisi boyunca alınan bir normal vektör 

alanının türevi daima teğet vektör alanına paralel kalıyorsa, normal vektör alanına 

göreceli paraleldir denir [45]. 

Tanım 3.1.2: IRI   bir açık aralık olmak üzere 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında 

4IEIRI  :  birim hızlı regüler eğrisi verilsin. )u(T ,   eğrisinin birim teğet 

vektör alanı ve )u(M ),u(M 21  ve )u(M3  göreceli paralel ve )u(T  teğet vektör 

alanına dik birim normal vektör alanları olmak üzere }M,M,M,T{ 321  kümesine   

eğrisinin paralel öteleme çatısı adı verilir [27]. 

Teorem 3.1.3: IRI   bir açık aralık olmak üzere 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında 

4IEIRI  :  birim hızlı regüler eğrisi verilsin.   eğrisinin paralel öteleme çatısı 
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}M,M,M,T{ 321  ve paralel öteleme çatısına göre eğrilik fonksiyonları 321 k,k,k

olmak üzere   eğrisinin paralel öteleme çatısına göre türev denklemleri, 
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                                                                       (3.1) 

şeklindedir.   eğrisinin Frenet eğrilikleri 321 ,,   ve paralel öteleme çatısına göre 

eğrilikleri 321 k,k,k  arasında,  

)cossincossin(sink
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                                                                (3.2) 

bağıntısı vardır. Ayrıca, 

0cotcos  ,
sin

  ,sin  ,kkk

,
cos

)(
,

)(
,

32

2

3

2

2

2

11

22

3

2

2

2

1

22

3

32
2

2

2

1

3






















    (3.3) 

eşitlikleri geçerlidir [27]. 

Teorem 3.1.4: IRI   bir açık aralık olmak üzere 
4IEIRI:   birim hızlı 

regüler eğrisi verilsin.   eğrisinin Frenet çatısı }B,B,N,T{ 21  ve paralel öteleme 

çatısı
 
 321 MMMT ,,,  olmak üzere,   eğrisinin Frenet vektör alanları ve paralel 

öteleme çatısı vektör alanları arasındaki bağıntı, 

3212
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,TT













    (3.4) 
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eşitlikleriyle verilir. Burada ,  ve   Euler açılarıdır [27].  

Sonuç 3.1.5: IRI   bir açık aralık olmak üzere 
4IEIRI  :  birim hızlı regüler 

eğrisi verilsin.   eğrisinin paralel öteleme çatısı vektör alanları ve Frenet vektör 

alanları arasındaki bağıntı, 
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           (3.5) 

şeklinde elde edilir. 

Tanım 3.1.6: 
4IE  regüler birim hızlı bir eğri olsun ve

))u(f),u(f),u(f),u(f()u( 4321  parametrelendirmesiyle verilsin. Böylece, 

)vsin)u(Mvcos)u(M)(u(r)u()v,u(X:S 32                                                (3.6) 

parametrelendirmesiyle verilen yüzeye 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında paralel 

öteleme çatısı yardımıyla elde edilen kanal yüzeyi adı verilir. Burada )u(r  reel 

değerli türevlenebilir bir fonksiyondur. Eğer r)u(r   sabit bir fonksiyon ise (3.6) 

parametrelendirmesiyle verilen S  yüzeyi 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında paralel 

öteleme çatısı yardımıyla elde edilen tüp yüzeyi olarak adlandırılır ve, 

)vsin)u(Mvcos)u(M(r)u()v,u(X:S 32                                                     (3.7) 

parametrelendirmesiyle verilir. 

Örnek 3.1.7:  2u0  olmak üzere 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında 
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eğrinin Frenet vektörleri, 
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                                          (3.8) 

eşitlikleriyle verilir. Burada Euler açılarının 
 6030  ,  ve 180  şeklindeki 

özel seçimi ile   eğrisinin paralel öteleme çatısı vektörleri, 
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          (3.9) 

şeklinde elde edilir. Eşitlik (3.6) ve (3.9) dan   merkez eğrili S  kanal yüzeyinin 

parametrizasyonu,
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(3.10) 

şeklindedir. Bu kanal yüzeyinin plot3d([x + y, z,w], x = a..b, y = c..d) mapple çizim 

komutu ile 3-boyutlu Öklid uzayına izdüşümlerinin grafikleri Şekil 3.1, Şekil 3.2 ve 

Şekil 3.3 te verilmiştir.  

 

                     Şekil 3.1. Yarıçap fonksiyonu 
2u)u(r   olan kanal yüzeyi 
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Şekil 3.2. Yarıçap fonksiyonu 6u2)u(r   olan kanal yüzeyi 

 

   Şekil 3.3. Yarıçap fonksiyonu 
2ucos)u(r   olan kanal yüzeyi 

S  yüzeyinin keyfi bir )v,u(Xp   noktasındaki teğet uzayı,  

32v

32u

vMcos)u(rvMsin)u(rX

,vMsin)u(rvMcos)u(rT)v,u(fX




                                                    (3.11) 

vektörleri tarafından gerilir. Burada,  

vsin)u(r)u(kvcos)u(r)u(k1)v,u(f 32                                                         (3.12) 

dir. Buna göre Eşitlik (3.11) yardımıyla yüzeyin birinci temel formunun katsayıları, 
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                                                                       (3.13) 
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şeklinde elde edilir. Burada ,  4IE  uzayında Öklid iç çarpımıdır. Eşitlik (3.13) 

yardımıyla elde edilen 0)u(r)))u(r()v,u(f(FEGW 22222   olup S  bir 

regüler yüzeydir. )v,u(X  yamasının ikinci mertebeden kısmi türevleri, 

32vv

32vuv
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2211uu

vMsin)u(rvMcos)u(rX

,vMcos)u(rvMsin)u(rT)v,u(fX
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                      (3.14) 

şeklinde elde edilir. Burada, 

vsin)u(r)u(kvcos)u(r)u(k)v,u(f)v,u(g 32u
                                           (3.15) 

dir.  

Şimdi de S  yüzeyinin normal uzayını geren ortonormal vektör alanlarını elde edelim. 

Bunun için; 

0N,N

,0N,X

,0N,X

,0N,X

,0N,X

21

2v

2u

1v

1u











                                                                                                        (3.16) 

iç çarpımlarını ele alalım. 

2

4

2

3

2

2

2

1

3423121

1

aaaa

MaMaMaTa
N




                                                                        (3.17) 

olmak üzere Eşitlik (3.11), (3.16) ve (3.17) yardımıyla, 

0MaMaMaTa,vMsinrvMcosrTf 342312132                            (3.18) 

ve 

0MaMaMaTa,vMcosrvMsinr 342312132                                    (3.19) 
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yazılabilir. Buradan, 

0vravrafa 431  sincos                                                                               (3.20) 

ve 

0vravra 43  cossin                                                                                       (3.21) 

eşitlikleri elde edilir. Eşitlik (3.21) den, 

vcos

vsina
a 3

4                                                                                                           (3.22) 

dir. Son eşitlik, Eşitlik (3.20) de yerine yazılırsa, 

0ravcosfa 31                                                                                                  (3.23) 

elde edilir. Buradan, 

vcosf

ra
a 3

1


                                                                                                         (3.24) 

dir. Burada Ea 2   ve vfa 3 cos  olarak alınırsa ra1
  ve vfa 4 sin  olarak 

elde edilir. O halde, 

E2

vMsinfvMcosfMETr
N 321

1


                                                        (3.25) 

dir. Burada 22 ))u(r()v,u(fE   birinci temel formun katsayısıdır. Benzer şekilde, 

2

4

2

3

2

2

2

1

3423121

2

bbbb

MbMbMbTb
N




                                                                       (3.26) 

olmak üzere Eşitlik (3.11), (3.16), (3.25) ve (3.26) yardımıyla, 

,0MbMbMbTb,vMcosrvMsinr

,0MbMbMbTb,vMsinrvMcosrfT

342312132

342312132




                         (3.27) 
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ve 

0MbMbMbTb,vMsinfvMcosfMETr 3423121321 
             

(3.28) 

yazılabilir. Buradan, 

,0vsinrbvcosrbfb 431 
                                                                             

(3.29) 

0vcosrbvsinrb 43  ,                                                                                     (3.30) 

ve 

0vsinfbvcosfbEbrb 4321                                                                (3.31) 

eşitlikleri elde edilir. Eşitlik (3.30) dan, 

vcos

vsinb
b 3

4                                                                                                           (3.32) 

dir. Son eşitlik, Eşitlik (3.29) da yerine yazılırsa, 

0rbvcosfb 31                                                                                                  (3.33) 

elde edilir. Buradan, 

vcosf

rb
b 3

1


                                                                                                         (3.34) 

dir. Burada Eb 2   ve vfb3 cos  olarak alınırsa rb1
  ve vfb4 sin  olarak 

elde edilir. O halde, 

E2

vMsinfvMcosfMETr
N 321

2


                                                          (3.35) 

dir. Böylece (3.6) parametrelendirmesi ile verilen S  yüzeyinin birim normal vektör 

alanları, 



34 

 

E2

vMsinfvMcosfMETr
N

E2

vMsinfvMcosfMETr
N

321

2

321

1







                                                       (3.36) 

şeklinde elde edilir. 

Eşitlik (1.19), (3.14) ve (3.36) yardımıyla S  yüzeyinin ikinci temel form katsayıları, 

E2

fr
N,Xc

         ,
E2

rf
N,Xc

),rfvsinkfvcoskfEfkrg(
E2

1
N,Xc

,
E2

fr
N,Xc

        ,
E2

rf
N,Xc

),rfvsinkfvcoskfEfkrg(
E2

1
N,Xc

2vv

2

22

v

2uv

2

12

3

2

2

2

12uu

2

11

1vv

1

22

v

1uv

1

12

3

2

2

2

11uu

1

11
















                            

(3.37) 

dir. Eşitlik (1.26), (3.13) ve (3.37) yardımıyla S  yüzeyinin şekil operatörü matrisleri, 

























Er2

f

rE2

rf
rE2

rf

E2

rfvsinkfvcoskfEfkrg

A
v

v

23

3

2

2

2

1

N1

                         

(3.38) 

ve 

























Er2

f

rE2

rf
rE2

rf

E2

rfvsinkfvcoskfEfkrg

A
v

v

23

3

2

2

2

1

N2
                            (3.39) 

şeklinde hesaplanır. 
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3.2. 4
IE  Öklid Uzayında Paralel Öteleme Çatısı Yardımıyla Elde Edilen Kanal 

Yüzeyinin Gauss Eğriliği  

Bu bölümde 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında paralel öteleme çatısı yardımıyla elde 

edilen kanal yüzeyinin Gauss eğriliği hesaplanmıştır ve bu eğriliğe bağlı olarak 

yüzeyin bazı karakterizasyonları verilmiştir. 

Teorem 3.2.1: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile 

verilen bir kanal yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyinin Gauss eğriliği, 

))r(f)rgrf(frff(
Er

1
K 22

v

34

22
                                                          (3.40) 

dir. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun. Eşitlik (3.38) ve (3.39), Eşitlik (1.27) de yerine yazılarak S  

yüzeyinin Gauss eğriliği Eşitlik (3.40) şeklinde elde edilir. 

Sonuç 3.2.2: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. Bu durumda S  yüzeyinin Gauss eğriliği, 

2fr

1f
K


                                                                                                                (3.41) 

dir. 

Sonuç 3.2.3: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. S  yüzeyinin düz yüzey olması için gerek ve yeter koşul, 

,c
)u(k

)u(k

3

2   ( sabitc  )                                                                                          (3.42) 

olmasıdır. 

İspat: 0K   ise 01f   dır. O halde Eşitlik (3.12) den, 
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vtan
)u(k

)u(k

3

2                                                                                                       (3.43) 

dir. Eşitlik (3.43) ün sağlanması için 
3

2

k

k
 oranı sabit olmalıdır. 

Sonuç 3.2.4: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen 

bir kanal yüzeyi olsun. Eğer   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyinin Gauss 

eğriliği, 

22 ))r(1(r

r
K




                                                                                                 (3.44) 

dir. 

İspat:  , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında düz bir doğru olsun. Bu durumda   eğrisinin 

paralel öteleme çatısına göre eğrilik fonksiyonları Eşitlik (3.3) ten 0kkk 321   

eşitliğini sağlar. Eşitlik (3.12) ve Eşitlik (3.15) te bu değerler yerine yazılırsa 1f  , 

0g   bulunur ve bu eşitlikler de Eşitlik (3.40) da yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 

Sonuç 3.2.5: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen 

bir kanal yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru olduğunda, S  yüzeyinin düz 

yüzey olması için gerek ve yeter koşul r  yarıçap fonksiyonunun a  ve b  reel sayıları 

için bau)u(r   şeklinde bir lineer fonksiyon olmasıdır. 

Sonuç 3.2.6: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru olduğunda 0K   olup S  yüzeyi 

düz bir yüzeydir ve 4IE  uzayında silindir yüzeyi veya silindir yüzeyinin bir 

parçasıdır. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru olduğunda Eşitlik (3.3) ten 0k1   

eşitliği sağlanır. Bu durumda Eşitlik (3.1) den 2M  ve 3M  vektör alanlarının sabit 

oldukları görülür. Dolayısıyla 4)i(1 ,d,c ii   reel sayıları için 2M  ve 3M  vektör 
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alanları )c,c,c,c(M 43212   ve )d,d,d,d(M 43213   şeklinde seçilebilir. Böylece 

tüp yüzeyinin parametrizasyonu, 



44443333

22221111

bvsinrdvcosrcua,bvsinrdvcosrcua                 

,bvsinrdvcosrcua,bvsinrdvcosrcua)v,u(X




          (3.45) 

olur. Burada 4)i(1 ,b,a ii   reel sayılardır. Eşitlik (3.45) ile verilen yüzey 4IE  

uzayında bir silindir yüzeyi veya silindir yüzeyinin bir parçasıdır.  

3.3. 4
IE  Öklid Uzayında Paralel Öteleme Çatısı Yardımıyla Elde Edilen Kanal 

Yüzeyinin Ortalama Eğriliği 

Bu bölümde 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında paralel öteleme çatısı yardımıyla elde 

edilen kanal yüzeyinin ortalama eğriliği hesaplanmıştır ve bu eğriliğe bağlı olarak 

yüzeyin bazı karakterizasyonları verilmiştir. 

Teorem 3.3.1: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile 

verilen bir kanal yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü, 



























3

32

2

32

11

2

2

M)vsin)rgrf(frvsin)f1(fvsinEf(

M)vcos)rgrf(frvcos)f1(fvcosEf(

EMfrkT))f1(rf)rgrf(rrErf(

rE2

1
H


                     (3.46) 

dir. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun. Eşitlik (3.38) ve (3.39), Eşitlik (1.28) de yerine yazılarak S  

yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü Eşitlik (3.46) şeklinde elde edilir. 

Sonuç 3.3.2: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen 

bir kanal yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyinin ortalama eğriliği, 

21

32

1

22242

223222

23
)rgrf(rf4Ekrf)f1(f)rgrf(rf2

)rgrf(r)f1(Ef2)rgrf()r(fr2Ef

rE2

1
H


















            (3.47) 

dir.  
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Sonuç 3.3.3: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyinin ortalama eğrilik vektörü, 

)M)vsinvsinf2(M)vcosvcosf2(Mrk(
fr2

1
H 3211 


                          (3.48) 

dir. 

Sonuç 3.3.4: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyinin ortalama eğriliği, 

212

1

22 )1krf4f4(
fr2

1
H                                                                             (3.49) 

dir. 

Sonuç 3.3.5: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen 

bir kanal yüzeyi olsun. Eğer   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyinin ortalama 

eğrilik vektörü, 

)vMsinvMcosTr(
))r(1(r2

rr)r(1
H 3222

2








                                                       (3.50) 

dir. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun ve   merkez eğrisi bir düz doğru olsun. Bu durumda   eğrisinin 

paralel öteleme çatısına göre eğrilik fonksiyonları Eşitlik (3.3) ten 0kkk 321   

eşitliğini sağlar. Eşitlik (3.12) ve Eşitlik (3.15) de bu değerler yerine yazılırsa 1f  , 

0g   bulunur ve bu eşitlikler de Eşitlik (3.46) da yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 

Sonuç 3.3.6: S , 4IE  uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir kanal yüzeyi 

olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyinin ortalama eğriliği, 

232

2

))r(1(r2

rr)r(1
H




                                                                                                (3.51) 

dir.  
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Önerme 3.3.7: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile 

verilen bir kanal yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyinin 

minimal yüzey olması için gerek ve yeter koşul, 

2
1

c
c

u

2

1

2 ecr2r2


                                                                                         (3.52) 

eşitliğinin sağlanmasıdır.  

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun ve S  yüzeyi minimal olsun. Eşitlik (3.51) den, 

0rr)r(1 2                                                                                                     (3.53) 

dır. )u(p)u(r   alınırsa Eşitlik (3.53), 

1p

pdp

r

dr
2 

                                                                                                             (3.54) 

halini alır. Eşitlik (3.54) ün çözümü,  

)1p(cr 22

1

2                                                                                                       (3.55) 

dir. Tekrar )u(r)u(p   yazılırsa, 

1
2

1

2 c

du

cr

dr



                                                                                                     (3.56) 

elde edilir. Eşitlik (3.56) nın çözümü, 

2
1

c
c

u

2

1

2 ecr2r2


                                                                                         (3.57) 

dir. Tersine Eşitlik (3.57) sağlanırsa S  yüzeyi minimal yüzey olur. 

Önerme 3.3.8: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyinin ortalama 

eğrilik vektörü, 
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)vMsinvMcos(
r2

1
H 32 


                                                                              (3.58) 

dir.  

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi olsun ve   merkez eğrisi bir düz doğru olsun. Eşitlik (3.51) deki r)u(r   

fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olduğu göz önünde bulundurularak istenen sonuç 

elde edilir. 

Sonuç 3.3.9: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyinin ortalama 

eğriliği, 

r2

1
H                                                                                                                    (3.59) 

dir, yani S  yüzeyi sabit ortalama eğrilikli bir yüzey olur. 

3.4. 4
IE  Öklid Uzayında Paralel Öteleme Çatısı Yardımıyla Elde Edilen Kanal 

Yüzeyinin Normal Eğriliği 

Bu bölümde 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında paralel öteleme çatısı yardımıyla elde 

edilen kanal yüzeyinin normal eğriliği hesaplanmıştır ve bu eğriliğe bağlı olarak 

kanal yüzeyinin Wintgen ideal yüzeyi olma durumu incelenmiştir. 

Teorem 3.4.1: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile 

verilen bir kanal yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyinin normal eğriliği, 

2

1v
N

rE

rkff
K


                                                                                                          (3.60) 

dir. 

İspat: S ,  
4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun. Eşitlik (3.37) den, 
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0))fr)(rf()fr)(rf((
E2

1
cccc vv

1

22

2

12

2

22

1

12                                                  (3.61) 

ve 

E

rkff
                      

)rfvsinkfvcoskfEfkrg(rf

)rfvsinkfvcoskfEfkrg(rf

E2

1
cccc

1v

3

2

2

2

1v

3

2

2

2

1v1

12

2

11

2

12

1

11























            (3.62) 

dir. Eşitlik (3.61) ve (3.62), Eşitlik (1.33) te yerine yazılırsa, S  yüzeyinin normal 

eğriliği, 

2

1v1v

233

2

3

1

12

2

11

2

12

1

11
N

rE

rkff

E

rkff

Er

r

W

)cccc(G
K








                                               (3.63) 

şeklinde elde edilir. 

Teorem 3.4.2: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile 

verilen bir kanal yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyinin Wintgen ideal yüzeyi olması 

için gerek ve yeter koşul, 

Errkff4E)r(f4Ekrf)f1(f

E)f1(f2Ef)rgrf)(f1(rf2E)rgrf(fr2)rgrf(r

1v

22

v

2

1

2224

322222





         

(3.64) 

eşitliğinin sağlanmasıdır.  

İspat: S  yüzeyi bir Wintgen ideal yüzeyi olsun. Eşitlik (3.40), (3.47) ve (3.60), 

Eşitlik (1.34) te yerine yazılırsa Eşitlik (3.64) elde edilir. Tersine Eşitlik (3.64) 

sağlanırsa S  yüzeyi bir Wintgen ideal yüzeyi olur. 

Sonuç 3.4.3: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyi bir Wintgen ideal yüzeyi olamaz. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi olsun. Eşitlik (3.64) teki r)u(r   yarıçap fonksiyonun sabit fonksiyon olduğu 

göz önünde bulundurularak, 
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0kr1
2

1

2                                                                                                            (3.65) 

eşitliği elde edilir. Bu ifade bir çelişki olduğundan S  yüzeyi bir Wintgen ideal yüzeyi 

olamaz. 

Sonuç 3.3.5: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen 

bir kanal yüzeyi olsun. Eğer   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyinin normal 

eğriliği 0K N   dır, yani S  yüzeyi düz (flat) normal koneksiyonludur. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru olduğundan paralel öteleme 

çatısına göre eğrilik fonksiyonları, 

0kkk 321                                                                                                     (3.66) 

dır. Eşitlik (3.66), Eşitlik (3.63) te yerine yazılırsa 0K N   olarak elde edilir. Tanım 

1.3.15 ve Tanım 1.3.16 karşılaştırıldığında 0K N   olması için gerek ve yeter 

koşulun 0R   olması gerektiği görülür. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

3.5. 4
IE  Öklid Uzayında Paralel Öteleme Çatısı Yardımıyla Elde Edilen Kanal 

Yüzeyinin Weingarten Yüzeyi Olma Durumu 

Weingarten yüzeyleri ilk olarak 1861 yılında Weingarten in “Über Eine Klasse Auf 

Einander Abwickelbarer Flachen” adlı çalışmasında ele alınmıştır [46]. Bu tarihten 

itibaren Weingarten yüzeyleri birçok matematikçi tarafından çalışılmıştır. [19, 20, 

23, 44, 47, 48] numaralı çalışmalarda tüp yüzeyleri ve meridyen yüzeylerinin 

Weingarten yüzeyi olma durumları Öklid, Galile ve Minkowski uzaylarında 

incelenmiştir. 

Teorem 3.5.1: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile 

verilen bir kanal yüzeyi olsun. Eğer   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyi bir 

Weingarten yüzeyidir. 
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İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru alınırsa, Eşitlik (3.44) ve (3.51) 

den, 

vv H0K                                                                                                            (3.67) 

bulunur. Böylece Eşitlik (1.35) yardımıyla, 

00.H0.K
HH

KK

)v,u(

)H,K(
uu

vu

vu





                                                               (3.68) 

elde edilir. Buna göre Tanım 1.3.19 yardımıyla yüzeyin Weingarten yüzeyi olduğu 

görülür. 

Teorem 3.5.2: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. S  yüzeyinin Weingarten yüzeyi olması için gerek ve 

yeter koşul aşağıdaki durumlardan en az bir tanesinin sağlanmasıdır: 

i) merkez eğrisinin paralel öteleme çatısına göre birinci eğriliği 0k1   dır. 

ii) merkez eğrisinin paralel öteleme çatısına göre birinci eğriliği için   0uk1   

eşitliği sağlanır. 

iii) merkez eğrisinin paralel öteleme çatısına göre ikinci ve üçüncü eğrilikleri 

arasında, 

c
)u(k

)u(k

2

3  , ( sabitc  )                                                                                          (3.69) 

bağıntısı vardır. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi olsun. Eşitlik (3.41) ve (3.49) dan, 

22

u

u
rf

f
K  ,   

22

v

v
rf

f
K  ,                                                                                     (3.70) 

ve 
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)1krf4f4(rf2

)kkr2f4ff8()1krf4f4(fr

rf4

1
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                        (3.71)
 

elde edilir. S  yüzeyi bir Weingarten yüzeyi ise, 

0ffkk)1krf4f4(HKHK v11

212

1

22

uvvu  
                                         (3.72) 

dır. Buna göre, 

i) 0k1   dır, ya da 

ii) 0)u(k1   dır, ya da 

iii) 0f v   dır. Buna göre c
k

k

2

3   ( sabitc  ) bağıntısı vardır. 

iv) 0f   olması durumunda 0W 2   olduğundan tüp yüzeyi yaması regüler olmaz. 

Bu nedenle bu durum söz konusu değildir. 

Tersine i), ii), iii) koşullarından en az biri sağlanırsa 0HKHK uvvu   olur. Yani 

S  yüzeyi bir Weingarten yüzeyidir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Teorem 3.5.3: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. Eğer   merkez eğrisi bir düz doğru ise, S  yüzeyi bir 

lineer Weingarten yüzeyidir. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi olsun.   merkez eğrisi bir düz doğru ise Sonuç 3.2.6 ve Eşitlik (3.59) dan, 

0K   ve 
r2

1
H   ( sabitr  ) dir. Buradan }0{IRc,b,a   ve rc2b   için, 

c
r2

1
b0a  ..                                                                                                         (3.73) 

eşitliği yazılabilir. Tanım 1.3.19 yardımıyla S  yüzeyinin lineer Weingarten yüzeyi 

olduğu görülür. 
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3.6. 4
IE  Öklid Uzayında Paralel Öteleme Çatısı Yardımıyla Elde Edilen Kanal 

Yüzeyinin Eğrilik Elipsi 

S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile 

verilen bir yüzey olsun. Bir Sp  noktasındaki STp  teğet düzleminde ]2,0[   

açısı ile verilen bir çember alınsın. Böylece STp


 normal düzlem ile 

21 XXX  sincos  doğrultu vektörünün oluşturduğu doğrunun direkt toplamı 

olan Sp  noktasındaki hiperdüzlemin S  yüzeyi ile arakesiti bir eğri oluşturur. Bu 

eğriyi   ile gösterilsin.   eğrisi S  yüzeyinin p  noktasında ve X  yönündeki 

normal kesit eğrisi olarak adlandırılır.   eğrisinin   normal eğrilik vektörü STp


 

düzleminde yatan bir vektördür.   açısı 0  dan 2  ye değiştiğinde normal eğrilik 

vektörü STp


 düzleminde bir elips oluşturur. Bu elipse S  yüzeyinin p  noktasındaki 

eğrilik elipsi adı verilir. 

21 XXX  sincos  vektörü normal kesit eğrisinin birim teğet vektörü olmak 

üzere   normal eğrilik vektörü STp


 düzleminin 1N  ve 2N  baz vektörleri 

cinsinden, 

2

2

12

2

22

2

11

2

22

2

11

1

1
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1
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1

11

1
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N2sinh2cos
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N2sinh2cos
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                                              (3.74) 

ile verilir. Böylece S  yüzeyinin p  noktasındaki eğrilik elipsi, 

}1X ,STX:)X,X(h{)p(E p                                                                         (3.75) 

ile gösterilir. Burada h  ifadesi )v,u(X  yamasının ikinci temel formudur. 

21 XXX  sincos  doğrultu vektörü olmak üzere Eşitlik (3.75) in elips 

belirttiğini görmek için, 

C2sinB2cosH)X,X(h                                                                            (3.76) 
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formülüne bakmak yeterlidir. Burada, 

))X,X(h)X,X(h(
2

1
B 2211                                                                               (3.77) 

ve 

)X,X(hC 21                                                                                                         (3.78) 

normal vektörler ve H  ortalama eğrilik vektörüdür. Eşitlik (3.76), X  vektörünün 

birim çember etrafında bir tur attığında )X,X(h  vektörünün H  merkezli elips 

etrafında iki tur attığını gösterir. )p(E  elipsi bir nokta ya da doğruya dejenere olabilir 

[49]. 

Tanım 3.6.1: 4IES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regüler yaması ile verilsin. 

)v,u(X  yamasının )p(E  eğrilik elipsi bir çember ise, yani 0C,B   ve CB   

eşitlikleri sağlanırsa, S  yüzeyine süperkonformal yüzey adı verilir [50]. Eğer sadece 

0CB ,  eşitliği sağlanırsa S  yüzeyine zayıf süperkonformal yüzey adı verilir 

[15]. 

Teorem 3.6.2: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile 

verilen bir kanal yüzeyi olsun. Bu takdirde S  yüzeyinin zayıf süperkonformal yüzey 

olması için gerek ve yeter koşul, 

0))r(f)rgrf(rf)(vcosrkvsinrk(r 22

32                                             (3.79) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

İspat: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun. Eşitlik (1.22), (1.23), ve (3.13) ten, 





























)vMsinvM(cos
rE

))rgrf(rff(f

MfkT
rE

)rgrf(rr)1f(rf

E

1
)X,X(h

32

32

11

2

11 ,                        (3.80) 
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)MsinfvMcosfTrf(
rE

1
)X,X(h 3

2

2

2

22  ,                                                 (3.81) 

ve 

)MsinfvMcosfTr(
rE

rf
)X,X(hC 3223

v

21 


                                               (3.82) 

dir. Eşitlik (3.77), (3.80) ve (3.81) den, 





























)vMsinvM(cos
E

))rgrf(r)r(ff(f

MfrkT
E

)r(f)rgrf(rrrf

rE2

1
B

32

22

11

32

                             (3.83) 

vektörü elde edilir. Eşitlik (3.82) ve (3.83) ten 0C,B   eşitliğinin sağlanması için 

gerek ve yeter koşul, 

0)r(ff)rgrf(rrfrff 3

vvv

2                                                                    (3.84) 

eşitliğinin sağlanmasıdır. Eşitlik (3.84) te vf  yerine vrkvrk 32 cossin   yazılırsa 

Eşitlik (3.79) bulunur.  

Sonuç 3.6.3: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. Bu durumda S  yüzeyi zayıf süperkonformal bir yüzeydir. 

Sonuç 3.6.4: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrelendirmesi ile verilen 

bir kanal yüzeyi olsun. Eğer   eğrisinin eğrilik fonksiyonları arasında, 

,cvtan
)u(k

)u(k

2

3   ( sabitc  )                                                                              (3.85) 

eşitliği geçerli ise, S  yüzeyi zayıf süperkonformal bir yüzeydir. 

Tanım 3.6.5: 4IES   yüzeyi )v,u(X  regüler yaması ile verilen bir yüzey olsun. Bu 

takdirde S  yüzeyinin ikinci temel form katsayıları yardımıyla )p(  determinantı ve 

)p(  matrisi sırasıyla, 
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                                                                      (3.86) 

ve 

)p(
hhh

hhh
)p(
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1

22
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12

1

11








                                                                                    (3.87) 

biçiminde tanımlanır [51] 

Açıklama: 2nkj,i,1 0ck

ij  ,  ise S  yüzeyi toplam (total) geodezik olarak 

adlandırılır. Bu durumda yüzey 2-düzlem içinde yatar. Eğer 
k

ijc  katsayılarından en az 

bir tanesi sıfırdan farklı ise 1)p(rank   olup )X,X(h uu , )X,X(h vu  ve )X,X(h vv  

kolineerdir. 

STp


 düzleminin orijini p  noktası olarak alındığında aşağıdaki sınıflandırmalar 

verilebilir: 

a) )p( <0 ise, p  noktası )p(E  eğrilik elipsinin dışındadır. Bu noktaya S  yüzeyinin 

hiperbolik noktası adı verilir. 

b) )p( >0 ise, p  noktası )p(E  eğrilik elipsinin içindedir. Bu noktaya S  yüzeyinin 

eliptik noktası adı verilir. 

c) 0)p(   ise, p  noktası )p(E  eğrilik elipsinin üzerindedir. Bu noktaya S  

yüzeyinin parabolik noktası adı verilir. 

c-i) 0)p(   ve )p(K >0 ise p  noktası sanal tipinde büküm noktasıdır. 

c-ii) 0)p(  , )p(K <0 ve 

- 2))p((rank   ise p  noktası bozulmamıştır. 

- 1))p((rank   ise p  noktası reel tipinde büküm noktasıdır. 

c-iii) 0)p(   ve 0)p(K   ise p  noktası düz tipinde büküm noktasıdır [51]. 
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Teorem 3.6.6: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir kanal yüzeyi olsun. Bu durumda STp


 düzleminin orijini olan p  noktası 

)p(E  eğrilik elipsinin dışındadır veya üzerindedir. 

İspat: Eşitlik (1.25), (3.37) ve (3.86) dan )p( determinantı, 
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)rf)r(rf3)r(rf3)r(r(4

kf
2622442262

2

1

4


                                                     (3.88) 

şeklinde elde edilir. Burada, 

vsinkfvcoskfD 3
2

2
2                                                                                   (3.89) 

dir. Eşitlik (3.88) den 0)p(   olur. Yani p  orijin noktası )p(E  eğrilik elipsinin 

dışındadır veya üzerindedir. 

Sonuç 3.6.7: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.6) parametrizasyonu ile verilen bir 

kanal yüzeyi olsun. STp


 düzleminin orijini olan p  noktasının )p(E  eğrilik elipsinin 

üzerinde olması için gerek ve yeter koşul 0k1   ya da 1vrkvrk 32  sincos  

olmasıdır.  
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4. 
4

IE  ÖKLİD UZAYINDA NOKTASAL 1-TİPİNDE GAUSS 

DÖNÜŞÜMÜNE SAHİP PARALEL ÖTELEME ÇATISI YARDIMIYLA 

ELDE EDİLEN TÜP YÜZEYİ 

Öklid ve yarı Öklid uzaylarında sonlu tipten altmanifoldlar kavramı 1970 li yılların 

sonlarına doğru Chen tarafından ele alınmıştır ve daha sonra bu kavram Chen ve 

Ishikawa tarafından diferensiyellenebilir dönüşümlere özellikle de alt manifoldların 

Gauss dönüşümlerine genişletilmiştir [52]. Böylece sonlu tipten Gauss dönüşümü 

yardımıyla birçok yüzey ve altmanifold sınıflandırılabilmiştir. [53-68] numaralı 

çalışmalarda 3 ve 4 boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylarında farklı yüzeylerin 

noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olması incelenmiştir. 

4.1. n
IE  Öklid Uzayında Gauss Dönüşümü 

Bu bölümde nIE  Öklid uzayında Gauss dönüşümü tanıtılmıştır. 

Tanım 4.1.1: nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regular yaması ile verilen bir 

yüzey olsun. S  yüzeyi üzerinde tanımlı herhangi bir türevlenebilir   fonksiyonunun 

Laplası (Laplasiyeni), 




 
2

1i

XXX )
~~~

(
iiXii

                                                                        (4.1) 

şeklindedir [28]. 

V , nIE  Öklid uzayında m -boyutlu yönlendirilmiş bir düzlem ve }X,...,X,X{ m21  

bu V  düzleminin yönlendirilmiş bir ortonormal bazı olsun.   dış çarpımı belirtmek 

üzere m21 X...XX   vektörü normu 1 olan ayrışabilen bir m -vektördür ve V  

düzlemi üzerinde bir yönlendirme verir. Tersine nIE  uzayında herhangi normu 1 

olan ayrışabilen bir m -vektör tek bir düzlem belirler [69]. 
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Tanım 4.1.2: nIE  Öklid uzayında orijinden geçen yönlendirilmiş m -boyutlu 

düzlemlerin oluşturduğu uzay )n,m(G  Grasmaniyen manifoldu olarak isimlendirilir. 

Dolayısıyla nIE  Öklid uzayındaki m -vektörlerin uzayı nm IE , )n,m(G  

Grasmaniyen manifoldu ile tanımlanır ve nm IE , 









m

n
N  boyutlu bir Öklid 

uzayıdır [69]. 

Tanım 4.1.3: nIEM:x  , M  m -boyutlu Riemann manifoldundan nIE  n-boyutlu 

Öklid uzayına tanımlanan bir izometrik daldırma olsun. nIE  uzayının ortonormal bir 

çatısı }N...,N,N,X,...,X,X{ mn21m21   olmak üzere m21 X,...,X,X  vektör alanları M  

manifolduna teğet ve mn21 N...,N,N   vektör alanları da M  manifolduna dik olsunlar. 

Bu takdirde M  manifoldunun Gauss dönüşümü, 

)p)(X...XX()p(G  p      

IE)n,m(GM:G

m21

N




                                                               (4.2) 

eşitliği ile tanımlanır [70]. 

nIES   yüzeyi 
2IED)v,u(:)v,u(X   regular yaması ile verilen bir yüzey olsun. 

nIE  n -boyutlu Öklid uzayının ortonormal bir çatısı }N...,N,N,X,X{ 2n2121   olmak 

üzere Eşitlik (4.2) yardımıyla S  yüzeyinin Gauss dönüşümü her Sp  için, 

)p)(XX()p(G 21                                                                                                (4.3) 

şeklinde tanımlanır. S  yüzeyinin Gauss dönüşümü S  yüzeyi üzerinde tanımlı 

sıfırdan farklı türevlenebilir bir   fonksiyonu ve sabit bir C  vektörü için, 

)CG(G                                                                                                         (4.4) 

şartını sağlarsa S  yüzeyine noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahiptir denir [58, 

59, 66]. Eğer   fonksiyonu sabit değil ise S  yüzeyine has 1-tipinde Gauss 

dönüşümüne sahiptir denir. Ayrıca 0C   )0C(   ise S  yüzeyine 1.çeşit (2. çeşit) 1-

tipinde Gauss dönüşümüne sahiptir denir [60, 61, 67, 68]. 
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4.2. 4
IE  Öklid Uzayında Noktasal 1-Tipinde Gauss Dönüşümüne Sahip Paralel 

Öteleme Çatısı Yardımıyla Elde Edilen Tüp Yüzeyi 

Bu bölümde 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen tüp 

yüzeyinin noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olması incelenmiştir. 

S  yüzeyinin p  noktasındaki STp  teğet uzayı }X,X{ 21
 ve STp


 normal uzayı 

}N,N{ 21
 ortonormal bazları ile gerilsin. Bu vektörler sırasıyla, 

,
2

vMsinvMcosM
N

2
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X

X
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1
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v
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2

u

u
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                                                                         (4.5) 

şeklinde verilebilir. Bu vektörlerin 
1X  ve 2X  teğet vektörleri yönünde türevleri 

alınırsa, 

22X132X

21X121X

212X112X

1X2312211X

X
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1
N

~
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~

X
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~
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         (4.6) 

vektörleri elde edilir. Burada, 

)v,u(f2

vsin)u(kvcos)u(k)u(k
)v,u(a

,
)v,u(f2

vsin)u(kvcos)u(k)u(k
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                                                          (4.7) 
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reel değerli fonksiyonlardır. Böylece Eşitlik (1.14) te verilen Gauss denklemi 

yardımıyla Eşitlik (4.6) nın teğet ve normal bileşenleri sırasıyla, 

      X
r2

1
N                       ,XaN

 X
r2

1
N                       ,XaN

,0X                       ,XaX

    0, X                         ,XaX

22X132X

21X121X

2X112X

1X211X

21

21

21

21









                                         (4.8) 

ve 

0ND                     ,N
r2

1
N

r2

1
)X,X(h

,0ND                                                    ,0)X,X(h

 ,0ND                                                    ,0)X,X(h

,0ND                                ,NaNa)X,X(h

2X2122

1X12

2X21

1X231211

2

2

1

1









                               (4.9) 

dir. Eşitlik (1.15) te verilen Weingarten denklemi yardımıyla, 

22N22N

131N121N

X
r2

1
XA                   ,X

r2

1
XA

,XaXA                          ,XaXA

21

21





                                               (4.10) 

eşitlikleri elde edilir. S  yüzeyinin Gauss dönüşümü Eşitlik (4.3) ten 21 XXG   

dir. G  Gauss dönüşümünün Laplası ise Eşitlik (4.1) den, 

GGGGG
22X11X2211 XXXXXX  

~~~~~~
                                            (4.11) 

dır. Böylece G  Gauss dönüşümünün 
1X  ve 

2X  teğet vektörleri yönünde kovaryant 

türevleri hesaplanırsa, 
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ve  

)NX(
r2

1
)NX(

r2

1
          

N
r2

1
N

r2

1
X          

)X
~

(XX)X
~

(          

)XX(
~

G
~

2111

211

2X121X

21XX

22

22

















                                                          (4.13) 

elde edilir. Eşitlik (4.12) ve (4.13) ün 
1X  ve 

2X  teğet vektörleri yönünde kovaryant 

türevleri alınarak, 
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elde edilir. Benzer şekilde, 
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ve  

0G
22X X



~
                                                                                                         (4.17) 

dır. Böylece Eşitlik (4.14)-(4.17), Eşitlik (4.11) de yerine yazılırsa, 
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                                                                            (4.18) 

elde edilir. Burada, 
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ve 

)v,u(a
uf

1
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                                                                                   (4.20) 

dir. 

Teorem 4.2.1: Harmonik Gauss dönüşümüne sahip tüp yüzeyi yoktur. 
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İspat: S , (3.7) parametrelendirmesi ile verilen tüp yüzeyi olsun. S  yüzeyinin Gauss 

dönüşümü harmonik (yani 0G  ) ise, Eşitlik (4.18) den 0
r

1
aa

2

2

3

2

2   yani 

0
r

1
aa

232   olması gerekir. Bu bir çelişki olduğundan 0G   olamaz. O halde 

harmonik Gauss dönüşümüne sahip tüp yüzeyi yoktur. 

Şimdi (3.7) parametrelendirmesi ile verilen S  tüp yüzeyinin noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşümüne sahip (yani )CG(G  ) olmasını inceleyelim.  

Eşitlik (4.4) ve (4.18) yardımıyla, 

]a[XNX,C
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,
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a
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                                                                    (4.21) 

elde edilir. Burada   sıfırdan farklı türevlenebilir bir fonksiyondur. Eşitlik (4.21) 

den, 

0NNC 21 ,                                                                                                   (4.22) 

bulunur. Eşitlik (4.22) nin sırasıyla 1X  ve 2X  teğet vektörleri yönünde kovaryant 

türevleri alınırak ve Eşitlik (4.21) de bu türevlerde yerine yazılarak, 
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ve 
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                                                          (4.24) 

elde edilir. Eşitlik (4.23) ve (4.24) göz önünde bulundurulursa, (3.7) 

parametrelendirmesi ile verilen S  tüp yüzeyinin noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşümüne sahip olması için aşağıdaki üç durumdan birini sağlaması gerekir: 

I) 23 aa   ve 0a1  , 

II) 23 aa   ve 0a1  , 

III) )aa(   ,0]aa[X 23321   ve 0a1  . 
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I. Durum: 23 aa   ve 0a1   olsun. Buna göre Eşitlik (4.18) den C  vektörü, 
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                                                                              (4.25) 

şeklinde bulunur. Ayrıca 23 aa   olduğundan Eşitlik (4.7) den, 

)vsinkvcoskk(vsinkvcoskk 321321                                               (4.26) 

eşitliği elde edilir. Böylece 0k1   olur. 

Buna göre aşağıdaki iki durum incelenebilir: 

(a) 0C   olma durumu: 

S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi, 23 aa   ve 0a1   olsun. Farz edelim ki S  yüzeyi 1.çeşit noktasal 1-tipinde 

Gauss dönüşümüne sahip, yani 0C   olsun. O halde C  vektörünün tüm bileşenleri 

sıfırdır. Öncelikle 21 NX   vektörünün katsayısı sıfır olsun. Bu durumda, 

0)1ra2(
r2

a

r2

aaa
2

1121 








                                                                   (4.27) 

dır. 0a1   olduğundan 
r2

1
a 2   olur. Eşitlik (4.26) göz önünde bulundurulursa, 

Eşitlik (3.13) ün yardımıyla Eşitlik (4.7) den 
fr2

f1
a 2


  şeklinde yazılır. 2a  nin 
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verilen iki değeri eşitlenirse 01  elde edilir. Bu bir çelişki olduğundan 21 NX   

vektörünün katsayısı sıfır olamaz.  

O halde aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Teorem 4.2.2: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. 23 aa   ve 0a1   olduğunda S  yüzeyi 1.çeşit 

noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip değildir. 

(b) 0C   olma durumu: 

S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi, 23 aa   ve 0a1   olsun. Farz edelim ki S  yüzeyi 2.çeşit noktasal 1-tipinde 

Gauss dönüşümüne sahip, yani 0C   olsun. Buna göre C  sabit bir vektör 

olduğundan C  vektörünün 1X  ve 2X  teğet vektörleri yönündeki kovaryant türevleri 

sıfıra eşittir. Böylece Eşitlik (4.25) ve (4.6) yardımıyla, 

))XX(a)NX(a(
]a[X

NX
]a[X

X            

))XX(a)NX(a(
]a[X

NX
]a[X

X            

))NN(a)NX(a(
r2

aaa
            

NX
r2

aaa
X            

))NN(a)NX(a(
r2

aaa
            

NX
r2

aaa
X            

))NX(a)NX(a(1
r

1a2
           

XX1
r

1a2
XC

~

212211
21

22
21

1

212111
21

12
21

1

212221
121

21
121

1

212121
121

11
121

1

2221222

2

2

212

2

2
1X1

































































































































        

(4.28) 
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bulunur. C  vektörünün sabit bir vektör olduğu göz önünde bulundurulur ve Eşitlik 

(4.28) düzenlenirse, 
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    (4.29) 

elde edilir.  

Benzer şekilde Eşitlik (4.25) ve (4.6) yardımıyla, 
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(4.30) 

elde edilir. C  vektörünün sabit bir vektör olduğu göz önünde bulundurulur ve Eşitlik 

(4.30) düzenlenirse, 
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                          (4.31) 

elde edilir. Eşitlik (4.31) den 0
]a[X

X 21
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 dır. Yani, 
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                                                                                     (4.32) 

elde edilir. Böylece, 
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3                                                                           (4.33) 

bulunur. Eşitlik (4.31) de 21 XX   ve 21 NX   vektörlerinin katsayılarının sıfır 

olması göz önünde bulundurulursa, 
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                                                       (4.35) 

elde edilir. Eşitlik (4.34) ve (4.35) ten, 
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denklemleri elde edilir. Eşitlik (4.36) ve (4.37) den, 
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                                                            (4.39) 

bulunur. O halde Eşitlik (4.38) ve (4.39) dan, 
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                                                          (4.40) 

olup, 4i1  ),u(mi   reel değerli türevlenebilir fonksiyonlardır. Benzer şekilde 

C
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~
 vektörünün sıfır olması göz önünde bulundurulursa Eşitlik (4.29) dan, 


































]a[X
a

r2

aaa
X

,
]a[X

a21
r

1a2
X

21
1

121
1

21
22

2

2
1

                                                                    (4.41) 

elde edilir. Eşitlik (4.41) deki 


]a[X 21  ifadeleri eşitlenirse, 
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                                             (4.42) 

bulunur. Eşitlik (4.40), Eşitlik (4.42) de yerine yazılırsa, 
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elde edilir. Eşitlik (4.43) ten,  
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olur. Ayrıca, 
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                                         (4.45) 

bulunur. C
1X

~
 türevi sıfıra eşit olduğundan Eşitlik (4.29) da 12 NX   ve 22 NX 

vektörlerinin katsayıları da sıfırdır. O halde, 
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dir. Böylece Eşitlik (4.40) ve (4.45), Eşitlik (4.46) da yerine yazılırsa, 
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(4.47) 

elde edilir. 

Böylece aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Teorem 4.2.3: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. 23 aa   ve 0a1   olduğunda S  yüzeyinin 2.çeşit 

noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olması için gerek ve yeter koşul Eşitlik 

(4.33), (4.40), (4.44) ve (4.47) nin sağlanmasıdır. 

II. Durum: 23 aa   ve 0a1   olsun. Buna göre Eşitlik (4.18) den C  vektörü, 
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                                                                               (4.48) 

şeklindedir. I. Durumda olduğu gibi burada da Eşitlik (4.26) gereği 0k1   dır. 

0a1   olduğundan Eşitlik (4.7) gereği, 

0vsin)u(kvcos)u(k 23  ,                                                                                (4.49) 

yani, 

vtan
)u(k

)u(k

2

3                                                                                                          (4.50) 

dir. Eşitlik (4.50) nin çözümü, 
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cvtan
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)u(k

2

3  , ( sabitc  )                                                                              (4.51) 

olduğundan II. Durum ancak v  değişkeninin sabit olduğu yüzey noktalarında, yani 

u  parametre eğrileri üzerindeki noktalarda geçerlidir. 

Buna göre aşağıdaki iki durum incelenebilir: 

(a) 0C   olma durumu: 

S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi, 23 aa   ve 0a1   olsun. Farz edelim ki S  yüzeyi 1.çeşit noktasal 1-tipinde 

Gauss dönüşümüne sahip, yani 0C   olsun. O halde C  vektörünün tüm bileşenleri 

sıfırdır. 12 NX   ve 22 NX   vektörlerinin katsayıları sıfır olduğundan 0]a[X 21   

dır. Buna göre Eşitlik (4.7) den, 

0
)v,u(f2
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u)v,u(f

1 32 






 




                                                           (4.52) 

bulunur. Eşitlik (4.52) yardımıyla, 

0)v,u(f)vsin)u(kvcos)u(k()v,u(f)vsin)u(kvcos)u(k( u3232             (4.53) 

yazılabilir. vsin)u(r)u(kvcos)u(r)u(k1)v,u(f 32   olduğundan, 

0)vsinr)u(kvcosr)u(k)(vsin)u(kvcos)u(k(

)vsinr)u(kvcosr)u(k1)(vsin)u(kvcos)u(k(

3232

3232




                             (4.54) 

dır. Eşitlik (4.54) ten 0vsin)u(kvcos)u(k 32   bulunur. Yani, 0)u(k)u(k 32   

olur. Böylece, 

sabitk ,sabitk 32                                                                                              (4.55) 

dir. Ayrıca Eşitlik (4.48) den, 
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                                                                                                (4.56) 

yani, 

2

2

2
r

1
a2                                                                                                          (4.57) 

dir. 0k1  , 32 k ,k  birer sabit ve 0vv   sabit olduğundan 
2a  bir sabit olur. O halde 

S  yüzeyi has olmayan (non-proper) 1. çeşit noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne 

sahiptir. 

Buna göre aşağıdaki sonuçlar verilebilir: 

Teorem 4.2.4: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. 23 aa   ve 0a1   olmak üzere S  yüzeyinin u  

parametre eğrileri üzerindeki noktalarda 1.çeşit noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşümüne sahip olması için gerek ve yeter koşul   merkez eğrisinin Frenet 

çatısına göre eğriliği   nın sabit olması, yani   merkez eğrisinin bir Salkowski 

eğrisi olmasıdır. 

Sonuç 4.2.5: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. 23 aa   ve 0a1   olmak üzere S  yüzeyinin 1.çeşit noktasal 

1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip olması için gerek ve yeter koşul Eşitlik (4.57) nin 

sağlanmasıdır. Bu takdirde S  yüzeyi has olmayan (non-proper) noktasal 1-tipinde 

Gauss dönüşümüne sahiptir. 

(b) 0C   olma durumu: 

S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi, 23 aa   ve 0a1   olsun. Farz edelim ki S  yüzeyi 2.çeşit noktasal 1-tipinde 

Gauss dönüşümüne sahip, yani 0C   olsun. Buna göre C  sabit bir vektör 

olduğundan C  vektörünün 1X  ve 2X  teğet vektörleri yönündeki kovaryant türevleri 

sıfıra eşittir. Eşitlik (4.48) ve Eşitlik (4.6) yardımıyla, 
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(4.58) 

bulunur. C  vektörü sabit bir vektör olduğundan Eşitlik (4.58), 
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                                    (4.59) 

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde Eşitlik (4.48) ve Eşitlik (4.6) yardımıyla, 
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(4.60) 

elde edilir. C  vektörü sabit bir vektör olduğundan Eşitlik (4.60), 
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                                                               (4.61) 

şeklinde elde edilir. Eşitlik (4.61) de 11 NX   ve 21 NX   vektörlerinin katsayıları 

sıfırdır. Yani, 
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                                                                                                (4.62) 

dır. Dolayısıyla, 
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                                                    (4.63) 

olur. Böylece C
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 ve C
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 vektörlerinin sıfıra eşit olmaları için, 
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                                                       (4.64) 

eşitliği sağlanmalıdır. Böylece 0a 2   ya da 0]a[X 21   dır. 0a 2   ise 0kk 32   

olur. Bu durum Eşitlik (4.51) gereği mümkün değildir. Dolayısıyla 0]a[X 21   

olmalıdır. Böylece S  yüzeyi 1. çeşit noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip 

olur. 

Buna göre aşağıdaki sonuç verilebilir: 
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Teorem 4.2.6: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. 23 aa   ve 0a1   olmak üzere, S  yüzeyi 2.çeşit 

noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip değildir. 

III. Durum: )aa(  ,0]aa[X 23321   ve 0a1   olsun. Buna göre Eşitlik (4.18) 

den C  vektörü, 
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31
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                                                                        (4.65) 

şeklinde elde edilir. 0a1   olduğundan bu durum da yüzeyin u  parametre eğrileri 

üzerindeki noktalarında geçerlidir. 0]aa[X 321   olduğundan Eşitlik (4.7) 

yardımıyla, 

0)v,u(f)u(k)v,u(f)u(k0
f

k2
X u11

1
1 












                                             (4.66) 

elde edilir. Ayrıca kovaryant türevin lineerlik özelliğinden ]a[X]a[X 3121   eşitliği 

geçerlidir. 

Buna göre aşağıdaki iki durum incelenebilir: 

 (a) 0C 


 olma durumu: 

S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi, )aa(   ,0]aa[X 23321   ve 0a1   olsun. Farz edelim ki S  yüzeyi 

1.çeşit noktasal 1 tipinde Gauss dönüşümüne sahip yani 0C 


 olsun. Buna göre C  

vektörünün tüm bileşenleri sıfırdır. 12 NX   ve 22 NX   vektörlerinin katsayıları 
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sıfır olduğundan ve ]a[X]a[X 3121   eşitliğinden 0]a[X 21   bulunur. Böylece 

Eşitlik (4.55) yardımıyla 32 k ,k  birer sabit olur.  

vsinr)u(kvcosr)u(k)v,u(f 32u
                                                                  (4.67) 

ve 32 k ,k  birer sabit olduğundan 0f u   dır. Eşitlik (4.66) da 0f u   yazılırsa 1k  bir 

sabit bulunur. 21 XX   vektörünün katsayısı sıfır olduğundan, 
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1aa
2

2

3

2
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                                                                                         (4.68) 

elde edilir. Bu durumda, 

2

2

3

2

2
r

1
aa                                                                                                   (4.69) 

fonksiyonu sabittir. 

O halde aşağıdaki sonuçlar verilebilir: 

Teorem 4.2.7: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. )aa(   ,0]aa[X 23321   ve 0a1   olduğunda S  

yüzeyinin u  parametre eğrileri üzerindeki noktalarda 1.çeşit noktasal 1-tipinde 

Gauss dönüşümüne sahip olması için gerek ve yeter koşul   merkez eğrisinin Frenet 

çatısına göre eğriliği   nın sabit olması, yani   merkez eğrisinin bir Salkowski 

eğrisi olmasıdır. 

Sonuç 4.2.8: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen 

bir tüp yüzeyi olsun. )aa(   ,0]aa[X 23321   ve 0a1   olduğunda S  yüzeyinin 

u  parametre eğrileri üzerindeki noktalarda 1.çeşit noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşümüne sahip olması için gerek ve yeter koşul Eşitlik (4.69) un sağlanmasıdır. 

Bu takdirde S  yüzeyinin Gauss dönüşümü has olmayan (non-proper) bir 

dönüşümdür. 

 (b) 0C 


 olma durumu: 
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S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile verilen bir tüp 

yüzeyi, )aa(   ,0]aa[X 23321   ve 0a1   olsun. Farz edelim ki S  yüzeyi 

2.çeşit noktasal 1 tipinde Gauss dönüşümüne sahip, yani 0C 


 olsun. Buna göre C


 

sabit bir vektör olduğundan C


 vektörünün 1X  ve 2X  teğet vektörleri yönündeki 

kovaryant türevleri sıfıra eşittir. Eşitlik (4.65) ve Eşitlik (4.6) yardımıyla, 
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(4.70) 

bulunur. C


 vektörü sabit bir vektör olduğundan Eşitlik (4.70) düzenlenirse,
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                 (4.71) 

elde edilir. Benzer şekilde Eşitlik (4.65) ve Eşitlik (4.6) yardımıyla, 
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(4.72) 

elde edilir. C  vektörü sabit bir vektör olduğunda Eşitlik (4.72) düzenlenirse, 
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                                                        (4.73) 

bulunur. Eşitlik (4.73) te 11 NX   ve 21 NX   vektörlerinin katsayıları sıfır 

olduğundan, 
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                                                                                         (4.74) 

dır. Dolayısıyla, 
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                                      (4.75) 

elde edilir. Varsayım gereği ]a[X]a[X 3121   dür. O halde C
1X

~
 ve C

2X
~

 

vektörlerinin sıfıra eşit olmaları için, 
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                                                                            (4.76) 

ve Eşitlik (4.71) gereği, 
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a 31
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                                                                                    (4.77) 

eşitlikleri sağlanmalıdır. Buna göre, 

0]a[X)aa(]a[Xa]a[Xa]a[Xa]a[Xa 2132213212313212                      (4.78) 

bulunur. Böylece 32 aa   ya da 0]a[X 21   dır. 32 aa   ise ]a[X]a[X 3121   

eşitliğinden 2a  sadece v  değişkenine bağlı bir fonksiyondur. Bu durumda 

0]a[X 21   dır. Yani, S  yüzeyi 1. çeşit noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip 

olur. 

O halde aşağıdaki sonuç verilebilir: 

Teorem 4.2.9: S , 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında (3.7) parametrelendirmesi ile 

verilen bir tüp yüzeyi olsun. )aa(   ,0]aa[X 23321   ve 0a1   olmak üzere S  

yüzeyi 2.çeşit noktasal 1-tipinde Gauss dönüşümüne sahip değildir. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

4IE  4-boyutlu Öklid uzayında paralel öteleme çatısı yardımıyla kanal yüzeyleri 

tanımlanarak bu yüzeylerin Gauss eğrilik fonksiyonu, ortalama eğrilik fonksiyonu ve 

normal eğrilik fonksiyonu elde edilmiştir. Bu eğrilikler yardımıyla yüzeyin Wintgen 

ideal yüzeyi ve Weingarten yüzeyi olma durumları incelenmiştir. 4IE  uzayında 

paralel öteleme çatısı yardımıyla tanımlanan kanal yüzeyinin eğrilik elipsi ele 

alınmıştır ve normal uzayın orijininin bir sınıflandırması yapılmıştır. Ayrıca 4IE  

uzayında kanal yüzeyinin özel bir hali olan tüp yüzeyinin noktasal 1-tipinde Gauss 

dönüşümüne sahip olması için gerekli ve yeterli koşullar verilmiştir. Bu tezde paralel 

öteleme çatısı yardımıyla kanal yüzeyinin yeni bir parametrizasyonu 4IE  4-boyutlu 

Öklid uzayında verilmiştir. Bundan sonraki çalışmalarda kanal yüzeyleri 4-boyutlu 

Minkowski uzayı ya da 4-boyutlu Galilean uzayı gibi diğer uzaylarda da ele 

alınabilir. Ayrıca bu tezde 4IE  deki kanal yüzeylerinin eğrilikleri ile ilgili 

karakterizasyonları teorik olarak verilmiştir. İlerleyen zamanlarda bu yüzeylerin 

izdüşümlerinin 3D uygulamalarının mühendislik ve fizikteki çalışmalara kaynak 

olabileceği kanısını taşımaktayız. 
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Ek-A 

Aşagıda elde edilen şekillerin çizimi için kullanılan Maple kodları verilmiştir; 

Bu tez çalışmasında 4IE  4-boyutlu Öklid uzayında Örnek 3.1.7 de 
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parametrizasyonu ile verilen kanal yüzeyinin 3-boyutlu Öklid uzayına izdüşümleri 

Maple 11 programı yardımıyla plot3d([x+y,z,w], x=a..b,y=c..d) komutu kullanılarak 

çizdirilmiştir. 

1-Şekil 3.1 in Maple 11 programında çizimi 

> plot3d([(1/sqrt(3))*cos(x)+(x^2)*(((1/sqrt(3)-

2*sqrt(2))*cos(x)+sqrt(2)*sin(x))*cos(y)+((-1-2*sqrt(2/3))*cos(x)-

sqrt(6)*sin(x))*sin(y)),(1/sqrt(3))*sin(x)+(x^2)*((-sqrt(2)*cos(x)+(1/sqrt(3)-

2*sqrt(2))*sin(x))*cos(y)+(sqrt(6)*cos(x)+(-1-

2*sqrt(2/3))*sin(x))*sin(y)),sqrt(2/3)*(sin(x)+cos(x))+(x^2)*(((sqrt(2/3)+3)*cos(x)+

(sqrt(2/3)+1)*sin(x))*cos(y)+((-sqrt(2)-sqrt(3)+2/sqrt(3))*cos(x)+(-

sqrt(2)+sqrt(3)+2/sqrt(3))*sin(x))*sin(y))], x=0..2*Pi, y=-Pi..Pi, grid=[40,40]); 

 

2-Şekil 3.2 nin Maple 11 programında çizimi 

> plot3d([(1/sqrt(3))*cos(x)+(2*x+6)*(((1/sqrt(3)-

2*sqrt(2))*cos(x)+sqrt(2)*sin(x))*cos(y)+((-1-2*sqrt(2/3))*cos(x)-

sqrt(6)*sin(x))*sin(y)),(1/sqrt(3))*sin(x)+(2*x+6)*((-sqrt(2)*cos(x)+(1/sqrt(3)-

2*sqrt(2))*sin(x))*cos(y)+(sqrt(6)*cos(x)+(-1-

2*sqrt(2/3))*sin(x))*sin(y)),sqrt(2/3)*(sin(x)+cos(x))+(2*x+6)*(((sqrt(2/3)+3)*cos(x

)+(sqrt(2/3)+1)*sin(x))*cos(y)+((-sqrt(2)-sqrt(3)+2/sqrt(3))*cos(x)+(-

sqrt(2)+sqrt(3)+2/sqrt(3))*sin(x))*sin(y))], x=0..2*Pi, y=-Pi..Pi, grid=[40,40]); 
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3-Şekil 3.3 ün Maple 11 programında çizimi 

> plot3d([(1/sqrt(3))*cos(x)+cos(x^2)*(((1/sqrt(3)-

2*sqrt(2))*cos(x)+sqrt(2)*sin(x))*cos(y)+((-1-2*sqrt(2/3))*cos(x)-

sqrt(6)*sin(x))*sin(y)),(1/sqrt(3))*sin(x)+cos(x^2)*((-sqrt(2)*cos(x)+(1/sqrt(3)-

2*sqrt(2))*sin(x))*cos(y)+(sqrt(6)*cos(x)+(-1-

2*sqrt(2/3))*sin(x))*sin(y)),sqrt(2/3)*(sin(x)+cos(x))+cos(x^2)*(((sqrt(2/3)+3)*cos(

x)+(sqrt(2/3)+1)*sin(x))*cos(y)+((-sqrt(2)-sqrt(3)+2/sqrt(3))*cos(x)+(-

sqrt(2)+sqrt(3)+2/sqrt(3))*sin(x))*sin(y))], x=0..2*Pi, y=-Pi..Pi, grid=[40,40]); 

 

4-(3.57) diferansiyel denklemlerinin Maple 11 programında çözümü 

> int(1/sqrt(r^2-c1^2),r)=int(1/c1,u); 
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