4LFE3

INDEFINITE-RIEMANN MANIFOLDLARINDA
GENEL HELISLER
Kazim ILARSLAN
YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI l
1996 ;



Kdzim ILARSLAN'in Yiiksek Lisans Tezi olarak hazirladifi "Indefinite
Rimann Manifoldlarinda Genel Helisler" baglikli bu galigma jlrimizce Lisans

listli yonetmeliginin ilgili maddeleri uyarinca degerlendirilerek kabul edil-

migtir.

05.07.1996

UYE : Dog.Dr.0Omer AKIN % 7
UYE : Dog.Dr.Yusuf YAYLI /L/[ - 44 «9“7//\/

Yrd.Dog.Dr.Nejat EKMEKGI (VJ%\_’\

3

Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu'nun {5%:07.(974.... giin ve 36‘.6/6.

say1ili karariyla onaylanmigtir.

Peok Dr. 8. Fornk EvRIMANDELE

Enstiti Midiirii

6% TUMERCCERETIY Benmne
S AARPATUON HHRKBEY



AFYON KOCATEPE UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

INDEFINITE-RIEMANN MANIFOLDLARINDA

GENEL HELISLER

Kazim ILARSLAN

YUKSEK LISANS TEZI

MATEMATIK ANA BiLiM DALI

Bu tez 85034936 Tarihinde Asagidaki Jiiri Tarafindan ( '7;;\ / JQ/CMI]A(?)Not Takdir Edilerek

Oybirligi/Gyeektmgn le Kabul Edilmistir.

DA ST B

L~

Yrd.Do¢.Dr.Nejat EKMEKCI Dog¢.Dr.0Omer AKIN Do¢.Dr.Yusuf YAYLI

Danisman



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
INDEFINITE-RIEMANN MANIFOLDLARINDA GENEL HELISLER

Kazim ILARSLAN

Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Yrd.Doc.Dr.Nejat EKMEKCI

1996, sayfa:.49

Jiiri:  Doc.Dr.Omer AKIN
Doc.Dr.Yusuf YAYLI

Yrd.Doc.Dr.Nejat EKMEKCI

Bu cahsma iic bélimden olusmaktadir.llk bolimde calismamiz icin gerekli olan Bilineer
Form’lar, Skalar Carpmah Uzaylar ve Lorentz Uzay: ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

ikinci bélimde E®, n-boyutlu Oklid uzayinda genel helisler (egilim cizgileri) tanitilmis ve
bunlara ait iyi bilinen karakterizasyonlar verilmistir.Daha sonra bu tanimlarin ve karakterizasy-
onlarin L™ ,Lorentz uzayindaki karsihklar: verilmistir.

Uciincii boliimde ise;T.IKAWA’nin Tsukaba J.Math.(1985) de yayinladig calismasinda verdigi
M, bir indefinit-Riemann manifoldu M; nin irtibath bir Lorentz altmanifoldunun total geodezik
altmanifoldu olmas: icin M; deki k; ve k; sabit egrilikli her time-like helisin M; de bir time-

like helis olmasidir;seklindeki teoremini genel helislere genellestirdik.Bu teoremin k; ve k3 sabit



i

degil fakat ,I:—: sabit olmasi durumunda genel helislerdeki karsihigini aradik. ”Mj(boyM; > 3)
bir M; indefinite-Riemann manifoldunun ,irtibath Lorentz altmanifoldu olsun.Eger M; deki
ki, ka(ky # k3) egrilikli her time-like genel helis M; de bir time-like genel helis ise M;, M; nin
total geodezik altmanifoldudur.” seklinde elde ettik.

Eger burada k; ve k, sabit ahumasi 6zel halinde T.Ikawa’'nin verdigi teoremin elde edildigini
gosterdik.

ANAHTAR KELIMELER: Bilineer Form,Skalar Carpim,indeks,Time-like vektor,

Time-like egri,Egilim Cizgisi,Harmonik Egrilik, Lorentz Manifoldu,Total Geodezik Altmanifold.
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ABSTRACT
Masters Thesis

General Helices of an Indefinite-Riemannian Manifolds

Kazim ILARSLAN

Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences Department of Mathematics

Supervisor: Asst.Prof.Dr.Nejat EKMEKCI

1996, Page: 49

Jury: Assoc.Prof.Dr.Omer AKIN
Assoc.Prof.Dr.Yusuf YAYLI

Asst.Prof.Dr.Nejat EKMEKCI

This thesis consist of three parts.In the first part,some fundamental definitions and theorems
related to Bilinear forms,Scalar product and Lorentzian space are given which are necessary for
our maijn study.

In the second part,inclined curves in E™ ,n-dimensional Euclidean space, are introduced
and their wellknown characterizations are given orderly.After that the correspondings of these
definitions and characterizations in L™ ,n-dimensional Lorentzian space,are given.

In the third part,we generalize the following theorem by T.Ikawa which was published in the
Tsukaba J.Math.(1985) to the case of a general helix.

Theorem: Let M; (dimM; > 3) be a connected Lorentzian manifold of a indefinite-Riemannian

manifold M;.If for some ky,ky > 0 ,every time-like helix with curvatures'k; and k; in M, is a
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time-like helix in M;,then M is a totaly geodesic submanifold in M.
KEY WORDS : Bilinear form,Scalar product,Index,Time-like vector, Time-like curve

Inclined curve,Harmonic curvature,Lorentzian manifold ,totaly geodesic submanifold.



TESEKKUR

Bu calismay1 bana vererek calismamin her safhasinda yakin ilgi ve yardimlarini esirgemeyen
degerli hocam sayin Yrd.Do¢.Dr. Nejat EKMEKCI’ye tesekkiir ve siikranlarimi sunmayr bir

borg bilirim.



vi

ICINDEKILER
OZET ...ooeoeeeeetieeeeeeierireseereressasssnseesersesssssssssosssssrassssssessesssasstesssessenssessssanssnnasenssssssssnssssnnronsone i
ABSTRAGCT . ....ooesieresssis s sessssesessssss s s ssssssssssssasssasssssssssssssssssesssssssssssssssssnsessssssssens iii
TESEKKUR........oooveeertteseteeieesiestensesssessss s ssssssessessssnssssssssssssssssasssssssssssssssssssssasssassssssens v
SIMGELER.........ooevoeeiteerreesessnssessseseesssessaessassssesssssssessssesssssssssassaesssssasssessssessassssssssassnssses vii
GIRIS ...ttt tsss st s sa e et sa s bbbttt viii

1.TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Bilineer FOTMIaT...cccccvtiiniieiiiiiiiiiiiiiiitieinieininne s irresssrnre s sibaes s ssnaaessssasaesesssnssssnssssnnssannes 1
1.2 Skalar Carpmali Uzaylar......cccoeercenieeiirineenninmeinnniiieiniecininiimriesseneesnemneesssimsesssesoane 3
1.3 LOTENEZ UZAYI.ueuereeeeerrniiceneinicsseniessssassssessnssessissteessssessossesssssssstsesssssasssssassssssssasssstssssssssnseass 6

2.EGILIM CiZGILERI

2.1 E™ n-boyutlu Oklid Uzayinda Egilim Cizgileri ve Karakterizasyonlart.........cocoeourerscernunes 9

2.2 L™ n-boyutlu Lorentz Uzayinda Egilim Cizgileri ve Karakterizasyonlart......ccccuvviiiviiinnanne, 13
3.INDEFINITE - RIEMANN MANIFOLDLARINDA GENEL HELISLER.......... 34
KAYNAKLAR. ......tiiriectinccerteeninesiniessesstresseessstssssressses sostessnssssessnssessesssssnsssssssasssasesssssaasas 47

OZGECMIS......ooovereereeieeeese et sssss s b sas st s st sesss s ssssssnsssstasosen 49



vii

SIMGELER

| : n-boyutlu Lorentz Uzayi

()L : Lorentz anlaminda i¢ garpim
* : Lorentz a.nlammdg vektorel carpim
k; : i-yinci egrilik fonksiyonu

H; : i-yinci Harmonik egrilik

H : Ortalama Egrilik Vektoér Alani
B : Ikinci Temel Form

A : Jekil Operatoril

x(L®) : Vektor Alam

Tm(P) : Tanjant Uzay

M : Lorentz Manifoldu

: Lorentz altmanifoldu
: Konneksiyon

: Teget Vektor Alani

T % B g

: Riemann Manifoldu



viii
Giris

Oklid Uzayinda egrilerin en ilging olanlarindan biri egilim gizgileri veya diger adiyla he-
lislerdir.Helisler ile ilgili ¢aligmalarda ilk olarak bir dik dairesel silindir iizerine ¢izilmig helisler
ele alinmigtir. Bunlara dairesel helisler adi verilmigtir.Bunlarin, k; ve k; egriliklerinin ayr1 ayr
birer sabit olduklar:i ilk tesbit edilebilen bir karakterizasyonu olmusgtur.Daha sonra genel helis
adi verilen daha genel bir helis egrisinin var oldugu kegfedilmistir.Bu cins egriler icin k1 ve k3
sabit olmadig halde % oraninin sabit oldugu tesbit edilmigtir.Bu cins helislerin artik bir dik
dairesel silindir {izerine ¢izilmis olmak zorunlulugunun olmadig: gorildi.

Bir koni yiizeyi hatta bir kiire yiizeyi iizerine de gizilebilen helislerin olup olmadig fikri
helislerin tamimini daha da genellegtirmek gerektigine sevketmis ve Alman Matematikci E.
MULLER helisleri "Her noktasinda sabit bir dogrultu ile sabit agi yapan egriler” olarak
tanimlamg ve bunlara egilim cizgileri (boschungslinien) adin1 vermistir.

E. OZDAMAR (1975) “in galigmas: ile silindirden farkli yiizeyler tizerindeki egilim cizgileri
ve R. OZTURK (1980) ’iin doktora tez galigmas: ile » > 3 i¢in E™ de egilim ¢izgileri igin en
genel karakterizasyonlar verilmigtir.Daha sonra N. EKMEKG i (1991) doktora tez galigmasinda
n > 3 i¢in E™ de verilen kara.kterizasyonlan L™ n-Lorentz Uzayinda yaparak egilim gizgilerini

Oklid uzay: digina tagimgtir.Yine aym caligmada Lorentz manifoldu iizerinde bir time-like o

---------

olma karakterizasyonu verilmigtir.
Ayrica Japon Matematik¢i T. IKAWA (1985) tarafindan Lorentz uzayinda egilim cizgilerinin
en ilkel hali olan k; =sabit ve k3 =sabit olmasi haliyle ilgili bir karakterizasyon verilmigtir.Lorentz

2-manifoldu iizerindeki bir egrinin hiz vektérii X,manifoldun konneksiyonu D olmak iizere bu
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_karakterizasyon:
DyDxDxX — KDxX =0 ¢ egri bir helistir.
bigimindedir.Burada K = k2—kZ dir.Ikawa, tarafindan verilen bu karakterizasyon N. EKMEK I

ve H.HH.HACISALIHOGLU tarafindan (1996) k; ve k; degigken fakat %l- =sabit olmasi
2

halinde;
o egrisi bir genel helistir & DxDxDxX — KDxX = 3k’1DxY

"

seklinde genellegtirilmigtir. Burada K = -I;ll- + k% — kidir.
Yine lkawa tarafindan verilen bir Lorentz altmanifoldunun bir Indefinite-Riemann mani-
foldunun total-geodezik altmanifoldu olmas igin Lorentz altmanifoldundaki bir time-like

helisin Indefinite-Riemann manifoldunda da bir time-like helis olmasidir seklindeki teoremin

genel helislere genellestirilmesi digiincesi bu ¢aligmaya temel olmugtur.



BOLUM 1

1 Temel Kavramlar
1.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tanim 1.1.1: V bir reel vektor uzayi olsun.

(L):VXV-o-R
doniigiimii Va,b e R ve V¥, ™, w € V igin;
i (v, 7)=(7,7)

(i) (@ +b67, %) = o(T, T) + W7, T)
(W,aV +bW) =o(T, )+ (W, W)

ozelliklerine sahip ise (,) doniigiimiine V vektér uzay iizerinde Bilineer Form denir

(O’Neill B.,1983).

Tanim 1.1.2:

V vektdr uzay iizerinde bir simetrik bilineer form (,) olsun.
(i) V7 €Vved #0 igin (v, v) > 0ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif definit ,
(i) V7 € Vve® #0 igin (¥, v) < 0ise (,) simetrik bilineer formuna negatif definit ,
(iii) Vo € Vve@W # 0 igin (¥, V) > 0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif semi- definit ,
(iv) V¥ € Vved #0 igin (7, 7") < 0ise {,) simetrik bilineer formuna negatif semi- definit ,
(v) VW € Vigin (7', W) = 0 dan ¥ = 0 olmak zorunda ise ,) ya non-dejenere,non-dejenere
degilse dejeneredir denir.

(O’Neill B.,1983).



Tanim 1.1.3: V bir vektor uzay: ve
(LY:VXV R

bir simetrik bilineer form olsun.
(Mw :WxW =R

negatif definit olacak gekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna (,) simetrik bilineer
formun indeksi denir ve v ile gosterilir(O’Neill B.,1983).

Buna gore 1 < v < boyV dir. v = 0 olmasi igin gerek ve yeter gart (,) nin pozitif semi-definit
olmasidir. V nin bir bazi{e;, ez, e3,...€,} olsun.b;; = (e;,e;) olarak tanimlanan [b;;],x, matri-
sine {e1, €2, €3,...6,} bazina gére (,) nin matrisi denir.(, ) simetrik oldugundan [b;;],x» matrisi

de simetriktir.

—_ = n n
(V,V) = (Z v;€é;, z wjej)
1=1 J=1
n
= E bijvgwj
=1

oldugundan [b;;},x~ matrisi (,) yi belirtir.

Tamim 1.1.4: Bir 7 € V vektorii igin;
(v, 7) >0 veya ¥ = 0ise bu ¥ vektdriine space-like vektdr,
(7', 7) < 0ise bu ¥ vektdriine time-like vektdr,

(V,7)=0ve ¥ #0 ise bu ¥ vektdriine null vektér denir(O’Neill B.,1983).

Teorem 1.1.5: Bir (,) simetrik bilineer formunun non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter gart

(,) nin herhangi bir baza gdre matrisinin tersinin olmasidir(O’Neill B.,1983).



1.2 Skalar Carpmali Uzaylar

Tanim 1.2.1:

Bir V vektér uzay: iizerinde non-dejenere, simetrik bilineer forma V vektdr uzay: {izerinde
bir skalar garpma denir. V iizerindeki bir skalar ¢arpma {, ) ise (V,{(,)) ikilisine skalar carpmal
vektdr uzay1 denir(Hacisalihoglu H.H.,1983).

Pozitif definit skalar ¢arpmaya bir i¢ carpma diyecegiz. Buna 6rnek olarak,

n
R" iizerinde ¥ - W = Y, v;w; seklinde tanimlanan nokta carpmasini verebiliriz.
=1

Teorem 1.2.2: V skalar carpmali uzayinin bir alt uzayr W olsun. Bu durumda su &zellikler
vardir;

(i) boyW + boyW+ = n = boyV

(i) WhHt=w
(O’Neill B.,1983).
Tamum 1.2.3: V iizerinde bir skalar ¢carpma (,) ve W da V nin bir alt uzay: olsun. Eger W
lizerinde (,) non-dejenere ise W ya non-dejenere alt uzay, non-dejenere degil ise W ya dejenere -
alt uzay denir (O’Neill B.,1983).

Eger (,) indefinit ise V nin daima dejenere alt uzay: vardir.

Tamm 1.2.4: Bir V vektdr uzay: iizerindeki skalar garpma (, ) olsun. Bir ¥ € V vektériiniin

normu,

=

I % lI=1(7,7) |

olarak tammlamr. Normu 1 birim olan vektdre birim vektdr ve ortogonal birim vektorlerin

ciimlesine ortonormal sistem denir (O’Neill B.,1983).



Teorem 1.2.5:

Bir V # {0} skalar carpmali uzay bir ortonormal baza sahiptir.

ispat .

(,), non-dejenere oldugundan ¥ # Qigin {¥", ¥") # 0 olacak sekilde bir @ € V vektorii vardir.
”—g—l—l birim vektordiir.Boylece k < n olmak iizere ortonormal {e;, €3, €3, . . . e } ciimlesini tiimevarimla
genigletmek yeterlidir.Teorem 1.1.5 geregince bu vektérler k-boyutlu bir W non-dejenere alt
uzaym gererler.Geriye yalmz W1 # {0} da bir birim vektér bulmak kalir.W non-dejenere
oldugundan W+ de non-dejeneredir. O halde W+ bir birim vektér ihtiva eder.Bdylece V nin

ortonormal bazi bulunabilir.

(,) ye kargihik gelen matris V nin {e;, ez, €3, . . . €, } ortonormal bazina gore diyagonaldir. Gergekten;
(e, €5) = bije;
ve burada £; = (e;,e;) = 1

Teorem 1.2.6: V vekt6r uzay igin bir ortonormal baz {ej, ez, e3,...,e,} olsun.g; = (e;,e;)
olmak iizere

VY7o € V vektorii;
n
— —
v = Ze;( v ,€i)€;
i=1

olacak gekilde tek tiirlii yazilabilir.

ispat . V% €V vektoriiniin {e;, ez, €3,...€,} bazina gore tek tiirli yazildigin biliyoruz.Buna



n
gore; ¥ = 3 aje; egitliginin her iki tarafi ey ile i¢ garparsak;
i=1

n
(V,ee) =) ailei, ex)
i=1
(ei,ej) = 6;je; oldugundan,
- n
(v ek) = 1 aibije;
i=1
(7, ex) = arer 1<k<n
ek = (ex,ex) = 1
oldugundan

ar = k{7, ex) , 1<k<n

olur.O halde ;

n
v = Zsi(_ﬁ), ez-)e,-
1=l

bulunur.

Teorem 1.2.7: V uin bir {e;, ez, €3,...e,} ortonormal baz1 i¢in (€1,¢€2,€3,...€,) igaretindeki

negatif terimlerin sayisi V nin v indeksidir (Tarake 0.,1993)



1.3 Lorentz Uzay:

Tanim 1.3.1: R" iizerinde X = (21,22,23,...,2,) ve Y = (¥1,%2,¥3, - .., Yn) Olmak iizere,

(M :R"xR*— R
n—1
(X7Y) - (XaY)IL = Zl Y — Tnln
=
seklinde tanimlanan simetrik,bilineer,non-dejenere metrik tensoriine R" iizerinde Lorentz Metrigi
denir(O’Neill B.,1983).

Bundan sonraki gosterimlerde aksi belirtilmedikge (,) sembolii (, }|; anlaminda kullanilacaktir.

Tanim 1.3.2:
R™ iizerindeki Lorentz Metriginin tammlanmasiyla meydana gelen (R™, (, ))ikilisine n-boyutlu
Lorentz Uzay: veya kisaca Lorentz Uzay: denir ve L" ile gosterilir.

(Ekmekgi N., 1991).

Tamim 1.3.3: (V,(,)) bir Lorentz uzay: olsun.W C V altuzayim gozoniine alalim;
(1) (w : W X W — R pozitif ise W’ya space-like altuzay denir.

(ii) (,)lw indeksi 1 olan non-degenerate ise W’ya time-like altuzay denir.

(iii) (, )|y dejenere ise W’ya Light-like altuzay denir

(O’Neill B.,1983).

Tanim 1.3.4: V Lorentz vektor uzayinda biitiin time-like vektérlerin ciimlesi 7 olsun.
u € 7 igin {v € 7 : (u,v) < 0} ciimlesine V nin u’yu ihtiva eden time-konisi denir

(O’Neill B.,1983) .



Teorem 1.3.5:
Lorentz Uzaymnda ?,7 iki time-like vektér olsun.Q zaman;
-_— — — . . cos
@) (X, Y)Y |2 X ||| Y || (Lorentz uzayinda Schwartz esitsizligi)
(ii) Eger 3(-),? ayni time-konide ise (7(), )_()) =—| X Il Y || che
olacak gekilde X ve 7 arasinda hiperbolik ag1 diye adlandirilan birtek ¢ > 0 sayist vardir.

(Ekmekgi N.,1991).

Tanim 1.3.6: (L3 de vektorel garpim)

X = (z1,2,73) , Y = (11, ¥2,¥3) € L3 olmak iizere,

* 1 I3x L3 — L3
(X,Y) — X Y = (2293 — 2392, 2ay1 — 2193, (2192 — 221))
gseklinde tammh ®+” operatoriine L2 de Lorentz anlaminda vektorel carpim denir.
(Ekmekgi N.,1991).

Bu carpim: R2 deki vektorel garpimin ifadesine benzer olarak;

— =
X*Y =det| 5, 2, 24

Nn Yy Y

seklinde ifade edebiliriz.

—_ — =
Sonug 1.3.7: X,Y, Z € L3 olmak iizere ;

—_— =

() (X+Y,Z)=det(X,Y,Z)



(i) (X+V)+Z =(Y,Z2)X - (X,2)Y

(i) (X, X + Y) =0

(i) (Y, X+Y)=0
(Ekmekgi N.,1991).

Tanmim 1.3.8:
M, C* manifold ve
() x(M)x x(M) — C®(M,R)

(X,Y) — (X,Y)

geklinde tanimh simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyonuna M iizerinde bir metrik tensér denir
( O’Neill B., 1983).

Diger bir deyigle her Tps(P) tanjant uzay: iizerinde
(N :Tu(P) x TM(P) = R
metrik tensoriini alabiliriz.

Tamum 1.3.9: M, C* manifold ve (,) de M iizerinde sabit indeksli metrik tensdr olmak iizere

( M, {,)) ikilisine bir Yari-Riemann Manifoldu denir(O’Neill B., 1983).

Tanim 1.3.10: ( M, (,)) bir Yari-Riemann manifoldu olsun.Eger M > 2 ve indeksM =1 ise;
( M, (,)) ikilisine bir Lorentz manifoldu denir (Ekmekg¢i N.,1991).

Lorentz manifoldunu bundan sonra M ile gdsterecegiz ve (, }|; = g gosterimini de kullanacagz.

Tanim 1.3.11: J: M — M inclusion déniigiimii olmak iizere, J,(g), M iizerinde metrik tensor

ise M ye M nin Lorentz altmanifoldu denir (O’Neill B. 1983).
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BOLUM 2

2 Egilim Cizgileri
2.1 E", n-boyutlu Oklid Uzayinda Egilim Cizgileri ve Karakferizasyonlarx

Tanim 2.1.1:

M C E™ egrisi (I,a) koordinat komgulugu ile verilsin. s € I ya kargihk gelen a(s) nok-

tasindaki Frenet r-ayakhs: {V}, VZ_, Va,...,V;} olsun. Buna gore ;

ki: I—R

s — ki(s) = (V(s), Virr(9))

seklinde taniml k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I igin k;(s) reel
sayisina da o(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir

( Hacisalihoglu H.H., 1983).

Teorem 2.1.2:

M C E™ egrisi (I, ) koordinat komgulugu ile verilsin. s € I yay parametresi olmak iizere

a(s) noktasinda i-yinci egrilik k;(s) ve Frenet r-ayaklist {Vi(s), Va(s), Va(5), ..., Vr(s)} ise

¥i(s) = ki(s)Va(s)

V/(6) = —kica(8)Vima(8) + ki(s)Wina(s), 1<i<r ( (2.1.1)

V() = —kr-a(s)Vro1(s) J

dir (Hacisalihoglu H.H.,1983).
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Tanim 2.1.3:

M C E™ egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € I igin a(s) € M noktasinda M

nin 1. ve 2. egrilikleri ky(s) ve ka(s) ise,

geklinde tammh H; fonksiyonuna, M nin 1. Harmonik egriligi denir

(Haasalihoglu H.H., 1983).

Tanim 2.1.4: M C E™ egrisinin birim teget vektor alam V; ve X € x(£™) de sabit bir birim

vektor alani olsun. Eger P € M igin

{(V1,X) |p= cosyp = sabit

ise M egrisine E™ de bir egilim cizgisi, ¢ agisina M nin egilim acis1 ve Sp{X} uzaymna da M nin
egilim ekseni denir

(Hacisalihoglu H.H., 1983).

Tanim 2.1.5: M C E3 egrisi (I, @) koordinat komgulugu ile verilsin.Bu durumda ,

M bir egilim cizgisidir ¢ Vs € I icin Hi(s) = sabit

(Hacisalihoglu H.H., 1983).

Tamim 2.1.6: (Yiksek Mertebeden Harmonik Egrilikler)
M C E™ egrisi {(I.a)} atlas: ile verilsin. s € I yay parametresi ve M nin yiiksek mertebeden

egrilik fonksiyonlén sirastyla ky,k2,k3,...,kn—1 olsun (kn~; # 0).M nin birim teget vektor alam
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Vi olmak iizere; H;: I — R

0 . i=0
ky .

Hi=4{ — y t1=1 (2.1.2)
ky

{VilHi-1) + H.’-zki}—l— , 1<i<n-2
\ ki+1

seklinde tammh H; fonksiyonuna M nin i-yinci mertebeden harmonik egrilik fonksiyonu denir

(Hacisalihoglu H.H., 1983).

Bu tamumdaki H; fonksiyonlarinin V; y6niindeki kovaryant tiirevlerini matrisel formda yazmak

gerekirse;

- - _ 1T -
WVi[H4] 0 k3 0 0 0 0 0 0 Hy
VA[H;) —-k3 0 kg4 0 ... 00 0 0 H,
V1[H3) 0 —ksy O ks 00 0 0 Ha
Vi[Hp-4] 0 0 0 0 ...00 kn—2 0 Hy_4
Vi[Hn-3] 0 0 0 0 ...0 —kpo O kn_1 Hp_3
l-",[H,‘_-z]J 0 0 . 0 0 ...00 ~k,y O il H,,_gj
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Teorem 2.1.7: M C E™ bir egilim ¢izgisi ve Sp{X} de M nin egilim ekseni olsun. Frenet

n-ayakh alam {V1,V5,V3,...,V,,} ve harmonik egrilik fonksiyonlarida Hy,..., H,-2 olmak iizere;
(W-}-Q»X):Hi(v'laX) 132'571—2
dir (Hacsalihoglu H.H., 1983).

Sonuc 2.1.8: ( Lancert ,1802 )
Bir birim hizh o egrisi, k; # 0 olmak sartiyla bir genel helis(Egilim ¢izgisi) dir ancak ve
ancak Vt € I igin ky(t) = cko(t) olacak sekilde c sabiti vardir

(Millman R.S.,Parker G.D., 1987).

Teorem 2.1.9: M C E™ egrisinin Frenet n-ayaklh alami {Vi,V,,Vs,...,V,,} ve harmonik
egrilikleri de Hy, Hy,..., H,5 olsun. O zaman,

M E" de bir egilim cizgisidir < "212 H? =sabit

(Hacsalihoglu H.H., 1983).

Teorem 2.1.10: E™ de bir « egrisi , bir egilim cizgisi olsun.c egrisinin bir a(s) noktasindaki

egrilikleriyle , harmonik egrilikleri arasinda

r—2

(.ElHi)'
P = S <n-
k 2HH. 2<r<n-2

bagintis1 vardir

(Hacisalihoglu H.H., 1983).
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2.2. L",n-boyutlu Lorentz Uzayinda E§ilim Cizgileri ve Karakterizasyonlar

" Tamm 2.2.1: a C L™ Lorentz uzayinda bir egri olsun.a egrisinin hiz vektérii @' # 0 olmak

tizere

(i) (a',a') > 0ise a(s) Space-like egri,

(ii) (o', a') < 0 ise a(s) Time-like egri,
' (iii)(q',a') = 0 ise a(s) Null egri

olarak adlandirihr(Ekmekgi N.,1991).

Bu tamma gore || @' ||= +1 ise o egrisi birim hizh time-like egri olacaktir.

Teorem 2.2.2: M C L™ de time-like egri olsun.s € I yay parametresi olmak tizere ,a(s) nok-

tasinda i-yinci egrilik k;(s) ve Frenet r-ayakhs: {Vi(s), Va(s), Va(s),. .., Vi_1(s), Vi(s)} olsun.Bu

durumda;
(i) Vi(s) = eoki(s)Va(s)
(i) V;(s) = —cokica(s)Viu1(s) + coki(s)Viga(s), | (2.2.1)
(i5) V;(s) = —€okr-1(8)Vr-1(s) )

dir.

burada;

-1, V; Time — like
o =
1, V; Space - like
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ispat .
(i) Vi=a = Ve Sp{a,a"} =5p{V1,V3}

dir.Buna gore;
Vi = MW+ AVe
M,N)=-1=¢
(i, V) =0
(V1,V2) =0
(Vi Va) = =(V2, V)
oldugundan,
M= (V,V)=0
co=x=(V,Va) =k
ve (V1,Vi) = +1  dir.Buradan Az = €oky dir. Buna gore,
V, = eok1Va (2.2.2)

(i1) Tiimevarim metodu uygulayacagiz.Buna. baglamadan once gu yardima bagintilan ispat-
layalim;
(1) (V,Vi)=0

(2) (V. Vj) = —(V}, Vi)
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ispat:
(1) (Vi Vi) =¢€0, ¢e0==1

Tiirev alinirsa,
(Vi , Vi) =0

(2) (Vi,V;)=0

tiirev alinirsa,
(Vi Vi) + (Vi V) =0
Vi, Vi) = =V}, Vi)

-elde edilir. §imdi teoremin (ii).kismina bakalim,

I.ADIM:

i=2 i¢in dogru oldugunu gosterelim;

"

a

e

Vy =
oldugundan,

V; € Spla’,a”, 0"} = §p{W, V3, Va}

V, = MVi + AWy + Agla

M, WN)=-1=¢

god1 = (V3. V1) = —(W, V)

1
for1 = —k1, g =—
€o
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A1 = ~€oky
Az = (V,. V) =0
ve,
A3 = (V,, Va)
Az = ko
dolayisiyle, £g = +1 olmak iizere;
V; = ~eok1 Vi + eokaVs (2.2.3)

elde edilir.
II.ADIM:

i=m igin ifade dogru olsun. i = m + 1 i¢in de dogrulugunu gosterelim;
Va = —eokaVa + eoksVy

V, = —eoksVa + eokaVs

Vo1 = ~€okm-2Vim-2 + €0km—-1Vim
dir.O zaman i = m + 1 igin;

Vi1 € Sp{V1, V2, Va, ..., Vins1, Ving2}
den,

r
Vin

41 = Vi M Va b ATV + AR Vi + A3V
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dir.Burada /\‘Z,H_l katsayilarim hesaplayalim;

A +1 = (V1;+1,Vl) = —(IG,’Vm-H)

m

ayrica teoremin ilk sikkindan Vl' nin V4 lizerinde bilegeni yoktur.

Ang1 =0

Benzer gekilde devam edilirse
Imii=0 ve ATI =0

oldugu goriiliir. V,:l_H niin ifadesinde sifir olmak zorunda olmayan
Am4r ve «\Zif

bilegenleri kahir.Bu bilegenlerde;

€0 = (Vr:'t-)-la Vi) = —(V,;,Vmﬂ)

f\$+1 = —EO(Vr:n Vm+1) = —ggkm

ve,
50’\ZI¥ = (V7;+1, Vint2) = €okmt1
dir.O halde ;

)
"m-i‘l = gokmVim + SOkm+1Vm+2

'

1; = —sokl’—l“;‘-—l + SOkg“/{.i.]

(2.2.4)
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‘elde edilir.

(iii)

o egrisinin tiirev vektorleri arasinda en az r-tanesi lineer bagimsiz olacagindan;
Vrl € Sp{a',a",a"', .. .,a(’)} = Sp{V1,Va,..., V2}

oldugundan;
V, € Sp{Vi, Va,..., i}

ve dolayisiyla;

V, = Z AV
1=1

olur. Buradan ;

e =(V.,Vi)=—(V{,V;) , 1<i<r

V; = —eoki-1Vie1 + €okiViz1

i
€oAi = —Eoki
X = —eoki(Vip1, Vo), 1<i<r

ve i = r— 1icin ); den (V;, V;) = €0 konumu yapilarak
Ar—1 = —€okr_1

i=rigin A, =0 vel <7< r—1igin A; =0 dan,

V. = —sok,_lV,_l (2.2.5)

o
r

bulunur.
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(2.2.3),(2.2.4) ve (2.2.5) ifadeleri birlestirilerek,

(1) Vi(s) = eoka(s)Va(s)

() Vi(8) = —eoki-1(s)Vim1(s) + eoki(s)Vipa(s), | (2.2.6)

(1#6)V,(s) = —eokr-1(s)Vsu1(s)
elde edilir.

{W, Va,...,V;} Frenet r-ayakhisinin V; Frenet vektorlerinin egri boyunca kovaryant tiirevleri

ile ilgili esitlikler;

—Vl' - -0 gokr 0 ... 00 0 0 - -VI .
Vv, —gok1 0 gk ... 00 0 0 Va
Vs 0 —goky 0 ... 00 0 0 ERZ
Vi, 0 0 0 ... 00 cokreg 0 Vg
V., 0 0 0 ... 0 —goky—2 0 okr_1 Vi1
(v, | |0 0 0 ... 00 —goky—1 0 IR

geklindedir.
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veya n = 3 6zel halinde

- - - 1r -
1 0 goky 0 1]
V2' = —Ep k’] 0 £ okg Vs
V3’ 0 —Eokz 0 ] V3

seklindedir.Eger burada Vi =T ,V, = N ve V3 = B alirsa;

r 1 T 17T

T 0 eok1 0 T

N | =1 —eoky 0 gok2 | | N

_B’_ | 0 —eok2 0 || B |
olur.

Teorem 2.2.3: a C L2 egrisi bir egilim ¢izgisidir < Vs € I igin %1 =sabittir.
2
(Ekmekgi N., 1991 ).
Teorem 2.2.4: «:I — L3 egrisine egilim cizgisi(Genel Helis) denir. ¢ B egrinin binormali

olmak iizere;

dB d’B d°B
det (Tﬁ‘d—) =0

dir.
iSpat . >

a: ] — I3
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egrisi egilim cizgisi (genel helis) olsun.

Teorem 2.2.2 den n=3 &zel hali igin;

= SoklN

N = —eok1T + ok B }

B' = —gokaN J
yazabiliriz.

B' = —£gkyN den tiirev alinirsa
B' = —eok;N — goky N’
bulunur.(2.2.7) esitliginden N " degeri yerine yazilirsa,
B” = —eokyN — eoky (~e0ki T + £0ky B)
bulunur.Bu esitlik diizenlenirse;
B" = €2k koT — eokyN — €3k3B

bulunur. B” den tekrar tiirev alinirsa;
B" = e2kikoT + 3kykyT + edky ko T
—egky N — goky N’

~2¢eokoky B — gokiB’

a egilim cizgisi oldugundan k = sabit dir.Bu egitlikten tiirev alimrsa;

ks

kiky = kik,

(2.2.7)

(2.2.8)
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bulunur.Bu esitlik ve (2.2.7) esitliginden T',N', B’ degerleri yukardaki egitlikte yazihrsa

B" = 3eokikaT + (coky + eokka + eok3) N — 3e3kyk: B (2.2.9)

bulunur gimdi;
(dB d’B d&°B
de

PP —‘Es-) hesaplayalim.

0 —Eokg 0

dB &*B #BY _| , , ' -
det ‘E»E?H’Ej - Eoklkz —£ok2 "501‘52

33k ky (eokg+sok§k2+eokg) —3e3kyk;

= 3¢5k} (kika = kiky) 3  Kike = kak; den
=0
bulunur.

&

det 4B £B £BY _
C\ds ds2’ds® |~

ve kg # 0 oldugundan;
k; kz - klk; =0

dir.Buradan

ky k - . .
k—‘- = Zz— bulunur.Her iki tarafin integrali alimirsa;
1 V2

k
-1 = sabit
2

bulunur. Bu ise @ mn egilim cizgisi(genel helis) oldugunu gosterir.
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Tamim 2.2.5: M C L" egrisinin birim teget vektor alam V3 ve X € x(L") de sabit birim

~ vektér alani olsun.Eger P € M igin ;
(W4, X) = cosp = sabit

ise M egrisine L™ de bir egilim ¢izgisi ¢ agisina M nin egilim agis1 ve Sp{X} uzayma da M nin
egilim ekseni denir

(Ekmekci N.,1991).

Tamm 2.2.6: M C L” egrisi verilmig olsun. M nin 1. ve 2. egrilikleri, siras: ile k; ve k; ise,

seklinde tanimh H; fonksiyonuna M nin Lorentz anlaminda 1.inci Harmonik egriligi denir

(Ekmekgi N.,1991).

Tanim 2.2.7: M C L™ egrisi verilsin. M nin yiiksek mertebeden egrilikleri &y, k3, k3,...,kn~1

olsun.M nin teget vektor alani V; olmak tizere;

H:I—R

4
0 , i=0
ky .

Hi={ = , i=1 (2.2.10)

ky
{(VilHio)) + eoHigki} > ,  1<i<n-2

{ kiy1

seklinde tamuml H; fonksiyonuna M nin i-inci mertebeden harmonik egrilik fonksiyonu denir.Burada

g0 = %1 dir (Ekmekgi N.,1991).
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Bu tamimdaki H; fonksiyonlarnnin V; yoniindeki kovaryant tiirevlerini matrisel formda yazmak

gerekirse
[ ] [ 1T
Vl[HI] 0 Eok3 0 0 ... 0 0 0 ] H,y
VIIHQJ —Eoka 0 Eok4 0 ... 0 0 0 H2
V1[H3] 0 —Eok4 0 Eoks ... 0 0 0 Hj
V][Hn_4] 0 0 0 0 ... 0 Eokn_g 0 Hn_4
Vl[Hn._:;] 0 0 0 0 500 —Eokn_z 0 Eokn_l H,_3
i Vl[Hn_:;] ] | 0 0 0 0 ... 0 —Eokn_l 0 J | Hn..z J
dir.

Teorem 2.2.8: M C L" bir egilim ¢izgisi ve Sp{X } de M nin egilim ekseni olsun.M nin Frenet

n-ayaklh alam
{1, Vs, Va,..., Vp}

ve harmonik egrilik fonksiyonlar H;, Hy, Hs, ..., H,—2 olmak lizere;
(Vig2. X) = —Hi(VA, X)

dir(Ekmekg¢i N.,1991).
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Teorem 2.2.9: L™ de bir a egrisi egilim gizgisi olsun.a egrisinin bir a(s) noktasindaki
egrilikleriyle harmonik egrilikleri arasinda

1

r—2
(% 17)
= =1 <n-2
ky 3H, 2 Hos 2<r<n
bagintis1 vardir.
ispat . Tanim 2.2.7 den;
H_\ +e3Hi sk
H; = iz Ealimah 1<i<n—2
kipa
(2.2.11)
s = EQH,-'_I + 63Hi_zki
i+1 Hi
Tiimevarim metodunu kullanarak ispat yapacagz.
i = 2 igin;
_ Sl 2.2.12
ks = 5 (2.2.12)
dir.(2.2.12) esitliginin sag tarafim 2H, ile carpip bélelim
ka = 280H1H;
*~ T2H:H,
veya
1, ’
€0 (E H;) (2.2.13)
k3 = =1
2H,H,
elde ederiz.
i = p igin (3) esitliginin
p-1 2 '
eo| X Hi (2.2.14)

Fpp1 = ——e
Pt T TOH, H,y
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dogru oldugunu kabul edelim.

i=p+1igin
P o !
fo (,§, ") (2.2.15)

kpy2 = TOH,

dogru oldugunu gosterelim.
(2.2.11) egitliginden ¢ = p+ 1 igin

eofly + e§Hp-1kpnr (2.2.16)
Hpt1 ‘

kpy2 =
(2.2.14) esitligi (2.2.16) da yerine yazilirsa ;

p-1 '
=1

coH, + e3Hpy ol

kpig =
p+2
Hp+1

esitligi diizenlenirse

1

p—-1
€ ZIH,Z
3 =
eofly + | —om,
4

kl’+2 = Hp+1

!

p-1
260HPH;) + 5'8 (Z H?)

i=1

L™ deki a egrisi ister time-like, ister space-like egri olsun &} = £¢ oldugundan.



27

, p=1 ' .
€0 (21{,,1{, + (z H,?) )
i=1

k =

p [
€ (): H?)
=1

p =r — 2 alimirsa

» '
o (Z H? )
k., = i=1

" T 2H, pH,_;
elde edilir.
Tanim 2.2.10: M Lorentz manifoldu, £ M nin normal vektér alam, D de M iizerindeki kon-

neksiyon olmak iizere ;

Ag: x(M) — x(M)
X — Ag(X) = -Dx¢

seklinde tamimh A; doniigimine M nin £ den tiiretilmig gekil operatérii denir
(Ekmekgi N.,1991).
Genellegtirilmis Gauss denkleminden;
Dx¢ = Dxé+ Dxé
Dx& = —(Ae(X)) + Dx€

vazilabilir.
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Sonuc 2.2.11:
(1) A¢(X),€ ve X e gore lineerdir.

(ii) M iizerinde £ normal vektér alan igin

(A¢(X),Y) = (B(X,Y),¢€)
dir(Ekmek¢i N.,1991).
Tanim 2.2.12: {E,, E,, Es,.. .,E,.}, M nin ortonrmal bazi olmak iizere

1
i ;EB(EJ'an)

i=1

seklinde tamimh H fonksiyonuna ortalama egrilik vektor alani adi verilir

(Ekmekgi N.,1991).

Tanmim 2.2.13: H ortalama egrilik vektdr alani icin

D%H =0
ise H ya paraleldir denir( Chen B.Y., 1973).

M lorentz manifoldu iizerinde bir egri o : I — M olsun.
« egrisinin tegeti as) = X olmak iizere;
a(s) =X
DxX =kY

(2.2.17)
DxY =kX+k?Z

DxZ = -kY J
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ifadesi igin k; = 0 ise a(s) cember ,k1, k2 pozitif sabitler ise a(s) Helis dir

(Ikawa T.,1985).

Sonuc 2.2.14: «(s) M Lorentz manifoldunda time-like egri olsun.
a(s) bir cemberdir & DyDxX — (DxX,DxX)X =0 dir.

(Ikawa T., 1985).

Sonuc 2.2.15: a(s) M Lorentz manifoldunda time-like egri olsun.
a(s) bir helisdir & Dy DxDxX - KDxX =0 (2.2.18)
tersine a(s) egrisinin hiz vektorii (2.2.18) denklemini saghyor ise a(s) bir geodezik, cember veya

bir helistir,burada K = k% — k% dir(Ikawa T., 1985) .

Teorem 2.2.16: a(s) M Lorentz manifoldunda time-like egri olsun.

a(s)’ = X olmak iizere,

o egrisi bir genel helistir <» DxDxDxX — KDxX = 3k;DxY (2.2.19)
dir.

”

Burada K = ';—1 + k? — k2dir.

Ispat . Kabul edelimki a egrisi bir genel helis olsun.

(2.2.17) den Dy X = kY dir.Tiirev alimirsa;
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DxDxX = Dx(k1Y)

= kY +kDxY
(2.2.20)
= kY + ki (kX + k2 2)
=k} X + kY + kyko Z
ve tekrar tiirev alinirsa
DxDxDxX =3kk X
(2.2.21)
+ (kika + (kak2)) Z + K2Dx X
a bir genel helis oldugundan;
ky
o sabit
bu esitlikten tiirev alirsak,
kyky = kyky
bulunur.
Eger;
Y= DyXx (2.2.22)

ki(t)
degerini ve
(kr(t)ka(1)) = 2ky () Ral2)
degerlerini (2.2.21) de yerine yazarsak;

DxDxDxX = (’;‘((tt)) + ki (2)? - kz(t)z) Dx X + 3ki(t) (k1(t)X + k2(t)Z)

(1:((:3) +ku(1)? - kz(t)’) DxX +3ki(t) DxY
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bulunur.

K= kl((tt)) + k1(1)? - ka(2)?
alinirsa;

DxDxDxX = KDxX + 3k;DxY

bulunur. Kargit olarak kabul edelimki

DxDxDxX = KDxX +3k;DxY (2.2.19)
esitligi saglansin. Gosterelimki o bir genel helistir.
(2.2.22) egitliginden tirev ahnirsa
—ki(1)'
DxY = PYOE —=DxX + % (t)D,\DxX
elde edilir. Tekrar tiirev ahnirsa ,
_(=h@) [ k)
DxDxY = ( kl(t)2) DyX—- ) —=DxDxX
(2.2.23)
kl(t)
% (t)2DXD xX + kl(t)DXDXDXX

bulunur,

(2.2.19) esitligi (2.2.23) de yazilirsa
“a@)\ K
DxDxY = —_— DxX
xDx {(kl(t)Z) RO X
=2k (t) o 3ki(t)
—————kl(t)z DyDxX 4+ —= [%0) —=DxY

buluruz.

(2.2.20) ve (2.2.17) son egitlikte yerlerine yazilirsa,
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_ )=k ' K
DxDxy = {(Tcw) *kl(t)}p"x

(2.2.24)
2k, (t)" o ka(t) ka(2)
Ty L TROX g

bulunur.
DxDxY = ki(t) X = k2(8)*Z + k1 () Dx X
esitligi (2.2.24 da yazilirsa ve her iki taraf Z ile i¢ carpibirsa;

k1 (t)'kg(t)

kZ(t)l = k:[(t)

ve

kz(t) k1 (t
bulunur.Son esitlikte integral alinirsa;

kaft) .

—= = sabit

ka(t)

bulunur.Béylece a bir genel helisdir.

Sonuc 2.2.17: a M lorentz manifoldu iizerinde bir time-like egri olsun.
o bir dairesel helistir & DxDxDxX — (k2 — k) DxX =0

dir.

Ispat . a ,M Lorentz manifoldu iizerinde bir time-like egri olsun;

o bir dairesel helistir <& DxDxDxX — KDxX = 3k;DxY
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dir.
ki 2 2
Burada K = B + ki ~ k3 dir.

ifadesinden
a dairesel helis & ki, kg sabit

olacagindan
n

k;—l =0 ve k; = 0 olur ve dolayisiyla
1

DxDxDxX — (kK —k}) DxX =0

bulunur.

sonug 2.2.17 T.Ikawa’nin sonucundan ibarettir.



34

BOLUM 3

3 Indefinite - Riemann Manifoldlarinda Genel Helisler

Riemann Manifoldunda regiiler bir a egrisinin 1. ve 2. egrilikleri k; ve k; olmak iizere k; ve
ky sabit degil iken, % oraninin sabit olmas: halinde a egrisine genel helis ad: verilmektedir.
T.IKAWA'nmin ¥ On Curves and Submanifolds in an Indefinite-Riemannian
Manifold » adli ¢aligmasinda dairesel helisler igin bir sonug verilmigtir. Bu sonug N.EKMEKCI
ve HH.HACISALIHOGLU ’nun » On Helices of a Lorentzian Manifold ” adli calismasinda
genellestirilmistir.

Ayrica T.IKAWA Lorentz altmanifoldlarinda dairesel helisler igin agagidaki teoremi vermigtir.
TEOREM: M,;(boyM, > 3) bir indefinite-Riemann manifoldu M; nin irtibath bir Lorentz
altmanifoldu olsun. M; deki k, ve ko egrilikleri (ky,k2 > 0) her time-like helis Y M; de bir
time-like helisdir.Béylece M;, M; nin total geodezik altmanifoldudur.

Bu boliimde T.IKAWA tarafindan verilen bu teoremi genel helislere tagiyacagiz.

Lemma 3.1.1: Vjp, indeksi 8 olan (,) i¢ carpim ile donatilmig bir n-boyutlu reel vektdr uzay
olsun. Vg dan reel vektdr uzayr W ya herhangi bir T r-lineer doniigiimil igin agagidaki sartlar
denktirler o = 1 (-f <& < n—f)

a) z €V ve(z,z) = ¢p igin;

T(z,z,z,...,2)=0

b) Vz e Vpigin; TY(z,z,z,..,z)=0 dir.

(Abe.N..Nakanashi,Y. ve Yamaguchi,S.)
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Lemma 3.1.2: V3, indeksi 8 olan (,) i¢ carpim ile donatilmig bir n-boyutlu reel vektor
uzay: ve Vg dan reel vektor uzayr W ya herhangi bir T 2r-lineer doniigiimi icin agagidaki sartlar
denktirler. g = X1 veya0 (2-28<¢o+61<2n~-26-2)

a) u,z € Vg igin (z,z) = €0, (u,u) = &

2r
ZT(:::, Ty ey T, Uiy Ty oo, ) = 0

i=1

b) Vz € Vp igin;
T(z,z,...,z) = {2,2)w

olacak sekilde w € W vardur.

(Abe,N.,Nakanashi,Y. ve Yamaguchi,S.)

Simdi M., indeksi v (0 £ 7 < n) olan n-boyutlu indefinite-Riemann manifoldu izometrik
olarak indeksi i olan m-boyutlu indefinite-Riemann manifoldu M icine daldimimis olsun. Béylece
M., ya M; nin indefinite-Riemann altmanifoldu denir.

Ozel olarak eger v = 1 ise M; e M; ’nin Lorentz altmanifoldu denir.
M., ve M; nin metrigi {,) semboliiyle. M, 'nin kovaryant tiirevini D ile, M; nin kovaryant
tiirevini D ile gosterelim.
Gauss formiiliinden;
DxY = DxY + B(X,Y) (3.1.1)

yazabiliriz.Burada X,Y M., 'mn tanjant vekt6r alanlari, B ise M, ’nin ikinci esas formudur.
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Weingarten formiilinden;

DeY = —A¢ X + D¢ (3.1.2)

yazabiliriz.Burada X M, ’min tanjant vektdr alani ve £ ise normal vektér alanidir.

D+ ise N(M,) demetinde indirgenmis konneksiyona kargihik gelen kovaryant tiirevdir ve Ag ise
M, nin gekil operatoridiir.
Asagidaki bagintilar mevcuttur;

(AeX,Y) = (B(X,Y),£) (3.1.3)

Ikinci esas form ve gekil operatérii igin bunlann kovaryant tiirevlerini su gekilde tanimlayabiliriz.

DB(X,Y,Z)= DB(X,Y) - B(DzX,Y) - B(X,DzY) (3.1.4)

D’B(X,Y,2,W) = Di(DB(X,Y,2))-DB(DwX,Y, Z) 515
15

-DB(X,DwY, Z) -~ DB(X,Y, DwZ)

(DyA)e = Dy(AeX) — ApyeX — AcDy X (3.1.6)
Burada X,Y,Z,W M, nin tanjant vektér alanlan ve £ ise M, nin normal vektor alanidir.

M, nin egrilik vektor alam H’ y1 ise gu sekilde tanimlayahm.

H: -71; i(e;,e;)B(e;,e;) (3'1-7)
=1
Burada {ej,e;,...,€,} M, nn ortonormal gatisidir. Eger D1H = 0 ise H ortalama egrilik

vektor alam pa.ré.leldir denir.
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Ayrica ikinci esas form B, VX,Y € x(M,) igin

B(X,Y)=(X,Y)H

esitligi saglaniyorsa M., ya total umbiiik altmanifold denir.

Eger ikinci esas form M, iizerinde 6zdeg olarak sifir ise bu durumda M., ya total geodezik denir.
Ikinci esas form B Tp(},) iizerinde bir bilineer simetrik fonksiyondur.

Lemma 3.1.3: M., nin her P noktasi igin kabul edelimki B, B(t,s) = 0 egitligini saglasin.Burada
t € Tp(M,) bir birim time-like vektér , s € Tp(M,) ise bir birim space-like vektor ve (t,8) = 0
dir.

Bu durumda M; total,umbilik altmanifolddur(Ikawa T .,1985).

Lemma 3.1.4: H bir M; lorentz altmanifoldunun egrilik vektor anlaminda olsun.Mj in her P
noktast icin kabul edelimki H, D} H = 0 egitligini Vs € Tp(M;) space-like vektoril igin saglasin.
Bu durumda H paraleldir(Ikawa T.,1985).

Lemma 3.1.5: Bir M, total umbilik altmanifold icin agagidaki gsartlar denktir.

a) DiH=0

b) Vz € T,(M,); DB(z,z,2)=0
dir(Abe,N.Nakanishi,Y. ve Yamuguchi,S.).
Teorem 3.1.1: M;(boyM; 2> 3) bir M; indefinite-Riemann manifoldunun Jirtibatli Lorentz alt-
manifoldu olsun.Eger My deki ki, ka(k; # k3) egrilikli her time-like helis M de bir time-like

genel helis ise My, M; nin total geodezik altmanifoldudur.
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Ispat . M in her P noktas: igin x,y,z Tp(M;) de ortogonal vektdrler olsunlar x time-like, y ve
z space-like vektorlerdir.a(t) M; de genel helis olsun.Bu durumda;

a(0) = P, o(t) = X, X(P) =z, Y(P) = y, Z(P) = 2 dir.

Ayrica;

(Dx X)W P) = kry, (DxY )(P) = k12 + koz , (Dx Z)(P) = —kay dir.

Burada Y a(t) nin esas vektér alam , Z ise binormal vektor alanidir.

a egrisi My de genel helis oldugundan;

DxDxDxX — KDxX = 3k, DxY

dir.Burada

"
ky

’C=k1

+ kK2

dir.

Denklemini saglar.Kabul edelimki o egrisinin M; de genel helis olsun.Bu durumda;

dir.Burada;

dir.Denklemi saglanacaktir.
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Gauss denkleminden; I

DxY = DxY + B(X,Y)

ve Weingarten formiiliinden;

Dyt = —A: X + .DjL{E

ayrica;

DB(X,X,X)  =DLB(X,X)-2B(X,DxX)
D*B(X,X,X,X) =D%(DB(X,X,X))~DB(DxX,X,X)
_DB(X,DxX,X)~DB(X,X,DxX)

egitliklerini kullanarak

Dx(DxX) =Dx(DxX + B(X,X))

= Dx(DxX)+ Dx (B(X, X))

(3.1.8)
= DxDxX + B(X,DxX)—- Apx,x)X + D;‘%B(X,X')
= DxDxX — Apx,x)X +3B(X,DxX) + DxB(X, X, X)
elde edilir.Tekrar tiirev alinrsa;
DxDxDxX =Dx(DxDxX)- Dx(Apx.x)X) (3.0.9)
+3Dx(B(X,DxX)+ Dx(DB(X,X, X))
bulunur.Eger (3.1.9) da
Dx(DxDxX)=DxDxDxX + B(X,DxDxX) (3.1.10)
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ve ) .

3DxB(X, DxX) = (~3Ap(x.0xx)X + DY B(X, Dx X))
ayrica;

D}B(X,DxX)=DB(X,DxX,X)+ B(DxX,DxX)+ B(X, DxDxX)

oldugundan;

3—D_x(B(X, DxX) = —3AB(X,DXX)X + 3.5(B(X, DxX,X)

(8.1.11)
+3B(DxX,DxX)+3B(X,DxDxX)

olarak bulunur.Ayrica;

Dx (ﬁB(X’X’ X)) = —Appx.x.x)X + Dx(DB(X, X, X))
ve burada

D¥(DB(X,X,X)) =D’B(X,X,X,X)+DB(DxX,X,X)

+DB(X,DxX,X)+DB(X,X,DxX)

degeri yazilirsa,

Dx (DB(X,X,X)) =-AppxxxX + D BX, X, X,X)
+DB(DxX,X,X)+DB(X,Dx X, X) (3.1.12)
+DB(X,X,DxX)

bulunur.Son olarak,
(3.1.13)

~Dx(Apx.x)X) = ~Dx Apx,xyX — B(X, Ap(x x)X)
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bulunur.Eger (3.1.10),(3.1.11),(3.1.12),(3.1.13) degerleri (3.1.9) de yazilirsa

DxDxDxX =DxDxDxX + B(X.DxDxX)-3Apx.pyxx)X
+5DB(X, Dx X, X) + 3B(Dx X, DxX) - 3Ap 55 x. )X
+D’B(X,X,X,X)+ DB(X,X,DxX) - DxApx.x)X
~B(X, Ap(x,x)X)

bulunur.En son egitlikte;

DX(AB(X,X)X) = EXAB(X,X)-X + AD)#B(X,X) + AB(X,X)DXX

D%B(X,X)=DB(X,X,X)+2B(X,DxX)

oldugundan,

olurki, (3.1.15) ifadesi;
Dx(Apx.x)X) =DxApx.x)X + Apgx x,x)X
+2Ap(x,Dxx)X + Ap(x,x)Dx X
seklini alir.
(3.1.16)-ve DxDxDx X = KDxX + 3k, DxY
esitlikleri (3.1.14) de yazilirsa;

DxDxDxX =KDxX +3kDxY
4B(X.DxDxX)-5Agxpxx)X
5DB(X,DxX,X)+3B(DxX,DxX) - 2Appx x x)X
+D’B(X,X,X,X)+DB(X,X,DxX)

—DxApx,x)X — Apix.xyDx X — B(X, Ap(x x)X)

(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)
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ve

ayrica;

K DxX =K(DxX)+KB(X,X)

S DyY =+k DxY3%; B(X,Y)
dir.Eger bu egitlikler (3.1.18) de yazilirsa

DxDxDxX =K(DxX)+ KB(X,X)
—t —t
+3k; DxY + 3k; B(X,Y)

(3.1.19) esitligi (3.1.17) da yerine yazilir ve diizenlenirse ;

0 =KDxX +3k;DxY +4B(X,DxDxX) - 5Ap(x,Dxx)X
+D’B(X,X,X,X)+DB(X,X,DxX) - Dx Apx.x)X
—Apx.xyDxX - B(X, Apix.x)X) — K(DxX) - KB(X, X)

— —
-3k DxY - 3k B(X,Y)

son ifadenin teget ve normal kisimlarim alahm.

Teget kismi:

0 =KDxX +3k;DxY - 2App.x x,x)X — 5AB(x.0x X)X

— — —
-DxApgx,x)X — AB(X,X)-DXX —K(DxX)~3ky DxY

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)

(3.1.21)
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Normal kismi:

0 =4B(X,DxDxX)+5DB(X,DxX,X)+3B(DxX,DxX)
+D’B(X, X, X,X)+ DB(X,X,DxX) - B(X, Apx.x)X) (3.1.22)
_KB(X,X) - 3k B(X,Y)
Eger normal kisimda
DxX = kY
DxDxX = kY + k}X + k1k2Z

4B(X,DxX,X) = 4k B(X,Y) + 4k} B(X, X) + 4k1k2 B(X, Z)

5DB(X,DxX,X) =5D}B(X,DxX)~- B(DxX,DxX)-5B(X,DxDxX
= 5D%B(X, DxX) - 5k}B(Y,Y) - 5k, B(X,Y)

_5k2B(X,X) - 5kiksB(X, Z)

ve;

DB(X,X,DxX) =D}B(X,X)-2B(DpxxX,X)
= ki DEB(X, X) - 261 B(Dy X, X)

esitlikleri yazilirsa (3.1.22) ifadesinden;

KB(X,X)+ 3% B(X,Y) = -k B(X,Y)- kB(X,X)- kikB(X, Z) - 2k3B(Y,Y)
5D4B(X,DxX)+D*B(X,X,X,X)+ k1 Dy B(X, X)

—2k, B(Dy X, X) - B(X, Apx,x)X)
(3.1.23)

elde edilir.
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B(X,Z) ifadesini egitligin bir tarafinda tutarsak, esitligin Z den bagimsiz oldugunu goriiriz.
Z yerine -Z alip ¢ikardigimizda;
B(X,Z)=0
bulunur. Bu ise Lemma 3.1.3. den M; in total umbilik olmasidir.

B(X,Y) = 0 dir. Buna gore (3.1.23) esitligi

0 =-k?B(X,X)-2k2B(Y,Y)+D*B(X, X, X, X)
- (3.1.24)
k1 D$B(X, X) - B(X, Apx.x)X) - KB(X, X)

(3.1.24) de Y yerine -Y ahnip gikartihirsa,;
D§B(X,X)=0

yani Dy H = 0 olurki bu da ortalama vektor alamnin paralel olmasidir. Lemma 3.1.5. den
D*H = 0ise DB(X, X, X) = 0 dolayisiyla _D-ZB(X,X,X,X) =0 dir.

Boylece (3.1.24) esitligi

—KZB(X, X) - 2KIB(Y,Y) - B(X, Ap(x.0)X) - KB(X, X) = 0 (3.1.25)
halini alir.
B(X,X) = (X, X)H
BY,Y)= (Y,Y)H
B(X,Apx,x)X) = (X, Apix,x)X)H
da

(AeX,Y) = (B(X,Y),£)
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oldugundan

(X, Apx,x)X) = (B(X,X),B(X,X))
= (H,H)
olurki (3.1.25) egitligi

k2H - 2kiH — (H,HY+ KH = 0
veya;
{-k}+K-(H,H)}=0

olur. Teget kisim (3.1.21) diizenlenirse;

0 =KDxX +3kDxY — DxAp(x,x)X
—Apx,.x)Dx X ~ E(DxX) -3k DxY
Burada;
DxApx.x)X = DxApx.x)X — Apgpx,x)X — ABx.x)DxX

ve Apip(x,x)X = 0 oldugundan
KDxX +3k;DxY — Dx Apx.x)X — KDx X - 3% DxY =0

(3.1.27) esitligi Y ile carpilirsa

kr (K=K) + ki (H,H)=0
K-K=-(H,H)

olur.Bu deger (3.1.26) da yazilirsa;
{-¥¥+K+K-K}H=0

{-K2+K}H =0

(3.1.26)

(3.1.27)
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K=-2+k?-k% oldugundan,

"

(2L - k2}H =0

ve ky = cks oldugundan;

(kf - ) H =0

olurki bu da A = 0 demektir. Buna gére M; total geodezik a.ltmanifold-dur.

Sonug 3.1.1: Eger Teorem 3.1.1 'de k; ve k; egrilikleri sabit alinirsa T.Ikawa tarafindan verilen

teorem elde edilir.
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