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ÖZET

Doktora Tezi

SIÇRAMALI GEC·IKMEL·I DENKLEMLER·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN

SALINIMLILIK DAVRANIŞI

Sermin ÖZTÜRK

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Özkan ÖCALAN

Bu tez çal¬̧smas¬dört bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm, giri̧s k¬sm¬na

ayr¬larak genel bir literatür bilgisi verilmi̧stir. ·Ikinci bölümde, gerekli temel

kavramlardan söz edilmi̧stir. Üçüncü bölümde,8<: (a(t)x0(t))0 + p(t)x(t� �) = 0 ; t � t0 ; t 6= tk
x(t+k ) = bkx(tk) ; x0(t+k ) = ckx

0(tk) k = 1; 2; :::

şeklinde tan¬ml¬ikinci mertebeden s¬çramal¬gecikmeli lineer diferensiyel den-

klem için sal¬n¬ml¬l¬k şart¬verilmi̧stir. Dördüncü bölümün ilk k¬sm¬nda,8>><>>:
��x(t) +

P
i2I
pi(t)x(t� � i) = 0 , t 2 [t0;1)nf�ngn2N

�x(�n) + qnx(�n) = 0 , n 2 N

şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin çözümlerinin

sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬, bu denkleme uygun s¬çramal¬ olmayan gecikmeli fark

denklemleri ve s¬çramal¬olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile kaŗs¬laş-

t¬r¬larak incelenmi̧stir. Dördüncü bölümün ikinci k¬sm¬nda ise,8><>:��x(t) + p(t)x(t� �) + q(t)x(t+ �) = 0 , t 2 [t0;1)nf�kgk2N

�x(�k) + �kx(�k) = 0 , k 2 N
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şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli kar¬̧s¬k tipli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin

çözümlerinin sal¬n¬m¬l¬k davran¬̧s¬çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

2010, 65 sayfa

Anahtar Kelimeler: S¬çrama, S¬çramal¬diferensiyel denklem, Sürekli de¼gi̧sken,

Sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denklemi, Kar¬̧s¬k tipli fark denk-

lemi.
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

OSCILLATORY BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF IMPULSIVE DELAY

EQUATIONS

Sermin ÖZTÜRK

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Özkan ÖCALAN

This thesis consists of four chapters. The �rst chapter is devoted to the int-

roduction and provides a generel knowledge about the existing literature. In

the second chapter, we give some basic de�nitions and preliminary results that

will be used in further sections. In the third chapter, we o¤er a oscillatory

condition for the second order impulsive delay linear di¤erential equation given

by

(a(t)x0(t))0 + p(t)x(t� �) = 0 ; t � t0 ; t 6= tk
x(t+k ) = bkx(tk) ; x0(t+k ) = ckx

0(tk) k = 1; 2; :::

is given. In the fourth chapter, we investigate the oscillatory behaviour of the

solutions of the following impulsive delay di¤erence equations with continuous

arguments:8>><>>:
��x(t) +

P
i2I
pi(t)x(t� � i) = 0 , t 2 [t0;1)nf�ngn2N

�x(�n) + qnx(�n) = 0 , n 2 N

by making comparison with appropriate nonimpulsive delay di¤erence and

di¤erential equations. Also, the oscillatory behaviour of solutions of the mixed

type impulsive delay di¤erence equation with continuous arguments8><>:��x(t) + p(t)x(t� �) + q(t)x(t+ �) = 0 , t 2 [t0;1)nf�kgk2N

�x(�k) + �kx(�k) = 0 , k 2 N
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is studied.

2010, pages 65

Key Words : Impulse, Impulsive di¤erential equation, Continuous argu-

ment, Delay impulsive di¤erence equation with continuous argument, Mixed

type di¤erence equation.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

E Kayd¬rma operatörü

� ·Ileri fark operatörüQ
Çarp¬m sembolüP
Toplam sembolü

Z Tamsay¬lar

N f0; 1; 2; :::g

Na fa; a+ 1; a+ 2; :::g

R Reel say¬lar

R+ Pozitif reel say¬lar

R� Negatif reel say¬lar

�� � ad¬m aral¬kl¬ileri fark operatörü

�i i: s¬çrama noktas¬

I Do¼gal say¬lar¬n s¬n¬rl¬bir alt cümlesi

Et0 t0 başlang¬ç noktas¬için başlang¬ç fonksiyonu
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1 G·IR·IŞ

Birçok �ziksel süreçte zaman¬n belirli an¬nda veya anlar¬nda impulslar; yani, s¬çramalar

gözlenir. Örne¼gin; birleşik elemanlarda veya malzemelerde s¬cakl¬k da¼g¬l¬m¬ve ¬s¬geçi̧si

bu tür süreçlerdendir. Bu tür �ziksel olaylar¬n matematiksel modeli denklem şeklinde

ifade edildi¼ginde ortaya s¬çramal¬(impulsive) denklemler ç¬kar.

Do¼gada birçok de¼gi̧sim ve geli̧sim süreci belli zamanlardaki kesin durum de¼gi̧siklikleriyle

karakterize edilir. Adi s¬çramal¬denklemler teorisinin geli̧smesinin as¬l sebebi budur.

S¬çramal¬denklemler, adi denklemlerin yeni bir dal¬d¬r. Bu denklemlerin incelenmesi,

s¬çramal¬ olmayan adi denklemlere göre çok daha yavaşt¬r. Bunun sebebi s¬çramal¬

denklemlerin özelliklerinde ortaya ç¬kan büyük güçlüklerdir. Örne¼gin; çözümlerin dal-

lanmas¬, füzyonu ve özerkli¼gini kaybetmesi gibi.

Zaman¬n belli bir an¬nda ya da anlar¬nda s¬çramalar içeren bir �ziksel olay s¬çramal¬

diferensiyel denklemleri içerir. S¬çramal¬diferensiyel denklemler, teorisindeki yukar¬da

belirtti¼gimiz güçlüklere ra¼gmen �zikte, nüfus dinami¼ginde, biyoloji ve ekonomi gibi

alanlarda önemli uygulama alan¬na sahiptir. Çünkü, s¬çramas¬z diferensiyel denkleme

k¬yasla çok daha zengindir. Bunlarla birlikte bu denklemler baz¬gerçek yaşam olgu-

lar¬n¬n matematiksel modellerinin do¼gal çat¬lar¬n¬ ifade eder. Dolay¬s¬yla, s¬çramal¬

diferensiyel denklemleri içeren problemleri incelemek teorik bak¬mdan oldu¼gu kadar

uygulama aç¬s¬ndan da gereklidir. Bu yüzden yirmi y¬l¬aşk¬n süredir s¬çramal¬denk-

lemler inceleme konusu olmuştur.

Bir s¬çramal¬diferensiyel denklem sisteminin matematiksel modeli8<: x0(t) = f(t; x(t)) ; t 6= tk

�x(tk) = Ik(x(tk)) ; k 2 Z
(1.1)

şeklindedir. Burada, f : R+ � 
 ! Rn, 
 � Rn aç¬k bir alt cümle, Ik : 
!
,

�x(tk) = x(t+k )� x(t�k ) olup x(t
+
k ) = lim

t!t+k
x(t) ve x(t�k ) = lim

t!t�k
x(t) dir. (1.1) sisteminin

x(t) çözümünün k 2 Z için t = tk noktalar¬nda soldan sürekli yani, x(t�k ) = x(tk) oldu¼gu
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kabul edilmektedir. Ayr¬ca k 2 Z için ftkg artan bir dizi yani her k 2 Z için tk < tk+1

ve lim
k!1

tk =1 dur.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, �(t) : R!R reel de¼gerli bir fonksiyon olmak üzere

lim
t!1

�(t) =1 ve �(t) < t koşullar¬sa¼glanmak üzere

x0(t) = f(t; x(t); x(�(t)) (1.2)

şeklindeki denklemlerdir. Yani bu tür denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en

yüksek mertebeden türevi hariç di¼ger türevlerinin bir ya da daha çok gecikme de¼gi̧sken-

lerine ba¼gl¬oldu¼gu bir diferensiyel denklemdir. Buradan da görüldü¼gü gibi x0(t) nin

de¼gi̧sim oran¬yaln¬zca x(t) de¼gerine de¼gil ayn¬zamanda x(�(t)) de¼gerine de ba¼gl¬d¬r.

x0(t) + x(t� 2)� x(t� 1
2
) = 0

x0(t) + x(t� 5)� 4 = 0

x00(t)� 2x0(t) + 3x(t� 3
2
) = 1

x00(t)� 3x0(t� sin2 t)� x(
t

3
) + t = 1

şeklindeki denklemler birer gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.

Gecikmeli denklemler ile ilgili çal¬̧smalar literatüre ilk olarak 1770 y¬l¬ndan sonra gir-

mi̧stir. Fakat, gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili sistematik ve önemli çal¬̧smalar

daha çok son 60 y¬l¬n ürünleridir. Gecikmeli diferensiyel denklemler �zik, biyoloji ve

ekonomi gibi pek çok alanda ortaya ç¬kan birçok problemin çözümünde rol oynarlar. Bu

nedenle, bu konu hakk¬nda son y¬llarda birçok kitap yaz¬lm¬̧st¬r (Györi ve Ladas 1991,

Gopalsamy 1992).

S¬çramal¬ denklemler teorisi son y¬llarda h¬zla geli̧smesine ra¼gmen, s¬çramal¬ gecik-

meli denklemler teorisi alan¬nda çok fazla çal¬̧sma yoktur. Özellikle sal¬n¬m anlam¬nda

şimdiye kadar çok az say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.
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S¬çramal¬ gecikmeli diferensiyel denklemler, davran¬̧slar¬ daha önceki davran¬̧slar¬na

dayanan gerçek dünya simülasyon süreçlerinin ifadesinde kullan¬l¬r. Bu olaylardaki

davran¬̧slar, k¬sa zamanda bozulmaya u¼grayan yap¬lar¬ ele al¬r. Bu tür süreçler; op-

timal kontrol, teorik �zik, popülasyon dinamikleri, ekoloji, biyoteknoloji ve ekonomi

teorilerinde ortaya ç¬kar. E¼ger (1.2) denklemi ile ifade edilen bir reel süreç zaman¬n

belli anlar¬nda s¬çramalar içeriyorsa bu süreç8>>><>>>:
x0(t) = f(t; x(t); x(�(t)) ; t 2 [t0;1)nftkgk2N
�x(t)jt=tk = Ik (x(tk))

x(t) = �(t) ; t 2 Et0 ; x(t+0 ) = x0

şeklinde bir denklem ile verilebilir. Burada, f : R+ � R�R! R bir fonksiyon, Ik :

R!R, � : [t0;1)! [t0;1) sürekli bir fonksiyon, �(t) < t, Et0 = t0[ft : �(t) < t; t � t0g ;

t0 başlang¬ç noktas¬olmak üzere başlang¬ç kümesi ve tk s¬çrama noktalar¬d¬r. ·I̧ste, bu

tür denklemlere s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denklemler denir.

S¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili ilk çal¬̧sma K. Gopalsamy ve B. G.

Zhang taraf¬ndan 1989 y¬l¬nda yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada, bi (i = 1; 2; :::) reel sabitler,

a pozitif bir sabit, � � 0 reel sabit ve 0 < t1 < t2 < ::: < ti < :::, lim
i!1

ti = 1 olmak

üzere,

x0(t) + ax(t� �) =
1X
i=1

bix(t
�
i )�(t� ti) ; t 6= ti

şeklinde birinci mertebeden s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denkleminin s¬f¬r çözümünün

asimptotik kararl¬l¬¼g¬ve8<: x0(t) + p(t)x(t� �) = 0 ; t 6= ti

x(t+i )� x(t�i ) = bix(t
�
i ) ; t = ti

(1.3)

s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denkleminin sal¬n¬ml¬ve sal¬n¬ms¬z çözümlerin varl¬¼g¬

için yeter koşullar elde edilmi̧stir.

Daha sonra Y. Zhang, A. Zhao ve J. Yan, 1997 y¬l¬nda yapt¬klar¬ çal¬̧smalar¬nda,

K.Gopalsamy ve B. G. Zhang taraf¬ndan incelenen (1.3) denklemi için verilen sal¬n¬m-

l¬l¬k kriterine bir ters örnek vererek do¼gru olmad¬¼g¬n¬göstermi̧s ve ayn¬denklem için
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yeni sal¬n¬ml¬l¬k kriteri elde etmi̧slerdir. Bunun d¬̧s¬nda, 1996 y¬l¬nda J. H. Shen, ayn¬

y¬l L. Berezansky, E. Braverman, 1997 y¬l¬nda A. Domoshnitsky, M. Drakhlin, ve yine

ayn¬y¬l Y. Zhang, A. Zhao, J. Yan gibi birçok matematikçi s¬çramal¬gecikmeli diferen-

siyel denklemlerin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬n¬çal¬̧sm¬̧slard¬r.

Fark denklemleri ile zamana ba¼gl¬ çeşitli do¼ga olaylar¬n¬n incelenmesinin, do¼gal bir

ifadesi olarak kaŗs¬laş¬lmaktad¬r. Zamana ba¼gl¬de¼gi̧skenlerin kullan¬ld¬¼g¬olaylar¬n ço¼gu

ayr¬k (kesitli) oldu¼gundan bu tür denklemler önemli matematiksel modelleri oluştu-

rurlar. Daha da önemlisi fark denklemleri, diferensiyel denklemler için ayr¬klaşt¬rma

(discretization) metodlar¬n¬n incelenmesinde de kaŗs¬m¬za ç¬kar. Fark denklemleri teori-

sinde elde edilen pek çok sonuç hemen hemen bunlara kaŗs¬l¬k gelen diferensiyel

denklemlerin ayr¬k benzerleridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi, buna kaŗs¬l¬k

gelen diferensiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Fark denklemleri teorisinin

uygulamalar¬, kontrol teorisinde kararl¬l¬k durumunun incelenmesinde, biyolojide canl¬

populasyon say¬s¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, t¬p

biliminde hücre hareketlerinin incelenmesinde ve bir çok bilim dal¬nda kullan¬lmaktad¬r.

Sürekli de¼gi̧skenli fark denklemleri bilinmeyeni, sürekli de¼gi̧skenli bir fonksiyon olan fark

denklemleridir. Fark denklemleri terimi, genellikle ayr¬k de¼gi̧skenli fark denklemleri

için kullan¬l¬r. Uygulamada, sürekli de¼gi̧skenli fark denklemlerinde ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken

zaman ifade etmek için kullan¬l¬r. Bu gerçe¼gi gözönüne alarak, sürekli de¼gi̧skenli fark

denklemleri sürekli zamanl¬fark denklemleri olarak adland¬r¬labilir. Sürekli de¼gi̧skenli

fark denklemleri do¼gal bilimlerin birçok dal¬nda incelenen evrim sürecinin do¼gal tan¬m-

lamalar¬olarak ortaya ç¬kar (Sharkovsky, Maistrenko, ve Romanenko 1993, Ladas 1991).

Sürekli de¼gi̧skenli fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬birçok yazar taraf¬ndan

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Domshlak 1993, Shen 1996, Yan ve Zhang 1999, Shen 2000, Zhang, Yan,

ve Choi 1998, Ladas, Pakula ve Wang 1992, Shen 2000).

S¬çramal¬ gecikmeli fark denklemleri ilk kez D. D. Bainov ve arkadaşlar¬ taraf¬ndan

1994 y¬l¬nda çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada, s¬çramal¬ fark denklemlerinin çözümlerinin

kararl¬l¬¼g¬n¬, 1995 y¬l¬nda yapt¬klar¬ çal¬̧smalar¬nda bu tür denklemlerin çözümlerin

4



asimptotik kararl¬l¬¼g¬n¬, 2000 y¬l¬nda ise ikinci mertebeden s¬çramal¬diferensiyel-fark

denklemlerinin s¬n¬rl¬ çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬konusunu incelemi̧slerdir. G. Wei ise

1999 y¬l¬nda s¬çramal¬gecikmeli fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ve sal¬n¬ml¬olmayan

çözümlerin varl¬¼g¬ile ilgili çal¬̧smalar yapm¬̧s ve sal¬n¬ml¬l¬k için kriterler elde etmi̧stir.

2002 y¬l¬nda M. Peng ikinci mertebeden lineer olmayan s¬çramal¬gecikmeli neutral fark

denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬k teoremlerini ispatlam¬̧s ve daha sonra 2003 y¬l¬nda ikinci

mertebeden s¬çramal¬gecikmeli fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için kriterler vermi̧stir.

Fark denklemleri, sürekli de¼gi̧skenli fark denklemleri ve s¬çramal¬gecikmeli fark denk-

lemleri yukar¬da da belirtti¼gimiz gibi birçok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. An-

cak, bildi¼gimiz kadar¬yla sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denklemleri ile ilgili

çal¬̧smalara literatürde 2005 y¬l¬na kadar rastlanmam¬̧st¬r. Sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬

gecikmeli fark denklemleri ile ilgili yap¬lan ilk çal¬̧sma J. Shen ve G. Wei taraf¬ndan

2005 y¬l¬nda yap¬lan çal¬̧smad¬r. Bu çal¬̧smada, k 2 N, a 2 R, � > 0, bk sabitler r

pozitif bir tamsay¬ve p(t) � 0, [t0 � � ;1) üzerinde sürekli bir fonksiyon olmak üzere8<: x(t+ �)� x(t) + p(t)x(t� r�) = 0 ; t � t0 � � ; t 6= tk

x(tk + �)� x(tk) = bkx(tk) ; t 2 N(1)

dekleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şartlar verilmi̧stir. Burada, herhangi bir a 2 R için

N(a) = fa; a+ 1; :::g, lim
k!1

tk = 1 olmak üzere 0 < t1 < t2 < ::: < tk < ::: ve t; � 2 R,

r 2 N(1) için N(t � r� ; t � �) = ft� r� ; t� (r � 1) � ; :::; t� �g ile tan¬ml¬d¬r. 2005

y¬l¬ndan bu yana, sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denklemleri çok az yazar

taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Yukar¬daki bilgilerin ¬̧s¬¼g¬alt¬nda; bu doktora tez çal¬̧smas¬nda s¬çramal¬gecikmeli fark

denklemleri ve s¬çramal¬ gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k

davran¬̧s¬incelenmi̧stir.

·Ikinci bölümde, s¬çramal¬gecikmeli denklemler, s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel

denklemler ve sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬ gecikmeli fark denklemleri ile ilgili temel

tan¬m ve teoremler tan¬t¬lm¬̧s ve şimdiye kadar bu konularda yap¬lan baz¬çal¬̧smalar
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verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, a(t) 2 C ([t0;1) ; (0;1)) ve p(t) 2 C ([t0;1) ;R) olmak üzere8<: (a(t)x0(t))0 + p(t)x(t� �) = 0 ; t � t0 ; t 6= tk

x(t+k ) = bkx(tk) ; x0(t+k ) = ckx
0(tk) k = 1; 2; :::

şeklinde ikinci mertebeden s¬çramal¬gecikmeli lineer diferensiyel denklemi için sal¬n¬m-

l¬l¬k şart¬verilmi̧stir. Burada, lim
k!1

tk =1 olmak üzere 0 < t1 < t2 < ::: < tk < :::, fbkg

ve fckg pozitif reel say¬dizileri ve

x0(tk) = x0(t�k ) = lim
h!0�

x(tk + h)� x(tk)

h

x0(t+k ) = lim
h!0+

x(tk + h)� x(t+k )

h

d¬r.

Dördüncü bölümün ilk k¬sm¬nda, t0 2 R, I, N do¼gal say¬lar kümesinin s¬n¬rl¬bir alt

cümlesi, pi 2 C ([t0;1); [0;1)), her i 2 I için � i 2 [�;1), fqngn2N � (�1; 1) ve

f�ngn2N � [t0;1) s¬çrama noktalar¬n¬n artan s¬n¬rs¬z bir dizisi olmak üzere,8>><>>:
��x(t) +

P
i2I
pi(t)x(t� � i) = 0 , t 2 [t0;1)nf�ngn2N

�x(�n) + qnx(�n) = 0 , n 2 N

şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin çözümlerinin sal¬n¬m-

l¬l¬k davran¬̧s¬, bu denkleme uygun s¬çramal¬ olmayan gecikmeli fark denklemleri ve

s¬çramal¬olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile kaŗs¬laşt¬r¬larak incelenmi̧stir.

Burada, � 2 (0;1) ve her t 2 [t0;1) için ��x(t) = x(t + �) � x(t) ve her n 2 N için

�x(�n) = x(�+n ) � x(��n ) ve fqngn2N � (�1; 1) dir. x(�+n ), baz¬n 2 N için, x in �n
s¬çrama noktas¬ndaki sa¼gdan limitini, x(��n ) ise x in, �n s¬çrama noktas¬ndaki soldan

limitini göstermektedir.

Dördüncü bölümün ikinci k¬sm¬nda ise, t0 2 R, � 2 R+, p; q 2 C ([t0;1);R), � ;
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� 2 [0;1), f�kgk2N � (�1; 1) ve f�kgk2N � [t0;1) s¬çrama noktalar¬n¬n s¬n¬rs¬z artan

bir dizisi olmak üzere,8><>:��x(t) + p(t)x(t� �) + q(t)x(t+ �) = 0 , t 2 [t0;1)nf�kgk2N

�x(�k) + �kx(�k) = 0 , k 2 N

şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli kar¬̧s¬k tipli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin çözüm-

lerinin sal¬n¬m¬l¬k davran¬̧s¬, bu denkleme uygun s¬çramal¬olmayan kar¬̧s¬k tipli gecik-

meli fark denklemleri ve s¬çramal¬olmayan kar¬̧s¬k tipli gecikmeli diferensiyel denklemler

ile kaŗs¬laşt¬r¬larak incelenmi̧stir. Burada, her t 2 [t0;1) için ��x(t) = x(t+ �)� x(t)

ve her k 2 N için �x(�k) = x(�+k )� x(�k) ve f�kgk2N � (�1; 1) dir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çal¬̧smam¬z için gerekli olacak bilinen baz¬temel kavramlar verilecektir.

2.1 S¬çramal¬Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Tan¬m 2.1.1. Bir s¬çramal¬diferensiyel denklem sistemi8<: x0(t) = f(t; x(t)) ; t 6= tk

�x(tk) = Ik(x(tk)) ; k 2 Z
(2.1)

şeklindedir. Burada, f : R+ � 
 ! Rn, 
 � Rn aç¬k bir alt cümle, Ik : 
!
,

�x(tk) = x(t+k )�x(t�k ) olup x(t+k ) = lim
t!t+k

x(t) ve x(t�k ) = lim
t!t�k

x(t) dir (Lakshmikantham,

Bainov ve Simeonov 1989).

Tan¬m 2.1.2. Bir s¬çramal¬diferensiyel denklemin çözümleri, sonlu ya da sonsuz say¬da

noktada parçal¬ süreklidir ve bunlar¬n d¬̧s¬ndaki her noktada sürekli fonksiyonlard¬r.

·I̧ste bu şekildeki süreksizlik noktalar¬na s¬çrama (impulse) noktalar¬ denir. S¬çrama

noktalar¬literatürde genellikle k 2 Z olmak üzere �k veya tk ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.3. (2.1) sistemi

x(t+0 ) = x0 (2.2)

başlang¬ç koşulu ile birlikte gözönüne al¬ns¬n. � > 0 olmak üzere aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼glayan bir x : [t0; t0 + �)! Rn, fonksiyonuna (2.1)-(2.2) başlang¬ç de¼ger probleminin

çözümüdür denir.

i: x(t+0 ) = x0 ve t 2 [t0; t0 + �) için (t; x(t)) 2 
 dir.

ii: t 2 [t0; t0 + �) ve k 2 Z olmak üzere t 6= tk noktalar¬nda x(t) sürekli ve diferen-

siyellenebilir olup x0(t) = f(t; x(t)) sa¼glan¬r;

iii: t = tk noktalar¬nda x soldan sürekli olup x(t+k ) = x(tk) + Ik(x(tk)) dir.

E¼ger t0 6= tk ise, bu durumda (2.2) başlang¬ç koşulu

x(t0) = x0

ile ifade edilir (Lakshmikantham, Bainov ve Simeonov 1989).
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Tan¬m 2.1.4.

x0(t) = f(t; x(t); x(t� �)) ; t > 0

x(t0) = '0(t) ; t0 � � � t � t0
(2.3)

başlang¬ç de¼ger problemini çözmek için kullan¬lan metoda basamak metodu denir. Bu

metodta, t0 � t � t0 + � için t� � , [t0 � � ; t0] aral¬¼g¬nda olaca¼g¬ndan f fonksiyonunun

içindeki üçüncü de¼gi̧sken x(t� �) = '0(t� �) dur. Bu nedenle önce

x0(t) = f(t; x(t); '0(t� �)) ; t0 � t � t0 + � ; x(t0) = '(t0)

gecikmesiz denkleminden sürekli x çözümü bulunur. [t0; t0 + � ] aral¬¼g¬nda (2.3) başlang¬ç

de¼ger probleminin çözümünün x = '1(t) oldu¼gu varsay¬l¬rsa, benzer şekilde

x0(t) = f(t; x(t); '1(t� �)) ; t0 + � � t � t0 + 2� ; x(t0 + �) = '1(t0 + �)

::: ::: :::

x0(t) = f(t; x(t); 'n(t� �)) ; t0 + n� � t � t0 + (n+ 1) � ; x(t0 + n�) = 'n(t0 + n�)

elde edilir. Burada, 'j(t), t0 + (j � 1) � � t � t0 + j� aral¬¼g¬nda (2.3) başlang¬ç de¼ger

probleminin çözümüdür (El�sgol�ts 1966).

Örnek 2.1.1.
x0(t) = 6x(t� 1) ; � > 0

x = t ; 0 � t � 1
(2.4)

gecikmeli diferensiyel denkleminin (1; 3] aral¬¼g¬ndaki çözümünü bulal¬m. Basamakmetodu

kullan¬l¬rsa,

x0(t) = 6x(t� 1) ; 1 � t � 2 ; x(1) = 1

dir. Bu son eşitlik integrallenirse

x(t) = 3(t� 1)2 + 1 ; 1 � t < 2

elde edilir. 2 � t � 3 için

x0(t) = 6
�
3(t� 2)2 + 1

�
; x(2) = 4
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olur. Bu son eşitlikte her iki taraf¬n integrali al¬n¬rsa

x(t) = 6(t� 2)3 + 6t� 8 ; 2 � t � 3

elde edilir. Böylece (2.4) başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

x(t) =

8<: 3(t� 1)2 + 1; t 2 [1; 2)

6(t� 2)3 + 6t� 8; t 2 [2; 3]

şeklinde olur.

Örnek 2.1.2. Birinci mertebeden skaler

8<: x0(t) = 1 , t 6= �i

�x(�i) = x(�i) , i = 1; 2; 3

s¬çramal¬diferensiyel denklemi

x(0) = 0

başlang¬ç koşulu ile birlikte gözönüne al¬ns¬n. Bu denklemin [0; 4] aral¬¼g¬üzerindeki

çözümü basamak metodu ile aşa¼g¬daki şekilde bulunabilir.

[0; 1] üzerinde yukar¬daki başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

x(t) = t

dir. Verilen s¬çrama koşulundan

x(1+) = 2

olup denklemin çözümü t 2 (1; 2] için

x(t) = t+ 1

dir. Yine s¬çrama koşulundan

x(2+) = 6

olur. Dolay¬s¬yla problemin t 2 (2; 3] aral¬¼g¬ndaki çözümü

x(t) = t+ 4
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olur. S¬çrama koşulundan

x(3+) = 14

olur. Dolay¬s¬yla t 2 (3; 4] aral¬¼g¬ndaki çözüm

x(t) = t+ 11

elde edilir. Böylece problemin t 2 [0; 4] aral¬¼g¬üzerindeki çözümü

x(t) =

8>>>>>><>>>>>>:

t , t 2 [0; 1]

t+ 1 , t 2 (1; 2]

t+ 4 , t 2 (2; 3]

t+ 11 , t 2 (3; 4]

dir.

Tan¬m 2.1.5. Bir diferensiyel denklemin aşikar olmayan bir çözümü x olsun. E¼ger

x çözümünün key� say¬da s¬f¬rlar¬varsa, yani; lim
n!1

tn = +1 olacak şekilde bir ftng

dizisi vard¬r öyleki x(tn) = 0 ise x çözümüne sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi taktirde sal¬n¬ml¬

de¼gildir denir. Bir sal¬n¬ml¬olmayan çözüm, ya ergeç pozitif yada ergeç negatiftir. Yani;

8t > t1 için x(t) 6= 0 olacak şekilde bir t1 vard¬r. E¼ger denklemin her çözümü sal¬n¬ml¬

ise denkleme sal¬n¬ml¬d¬r, en az bir sal¬n¬ml¬olmayan çözüm varsa denkleme sal¬n¬ml¬

de¼gildir denir (Ladde, Lakshmikantham ve Zhang 1987).

Tan¬m 2.1.6. Aşikar olmayan bir x çözümü T herhangi bir say¬olmak üzere (T;1)

aral¬¼g¬nda i̧saret de¼gi̧stiriyorsa x e sal¬n¬ml¬d¬r denir (Ladde, Lakshmikantham ve Zhang

1987).

E¼ger buradan dikkat edilirse, yukar¬da verilen Tan¬m 2.1.5, Tan¬m 2.1.6 dan daha genel

bir tan¬md¬r. Örne¼gin, x(t) = 1� sin t fonksiyonu Tan¬m 2.1.5 e göre sal¬n¬ml¬olmas¬na

ra¼gmen, Tan¬m 2.1.6 ya göre sal¬n¬ml¬de¼gildir.

Baz¬sal¬n¬ml¬l¬k durumlar¬gecikmelerle oluşur. Örnek olarak,

x0(t) + x(t) = 0

x00(t)� x(t) = 0
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diferensiyel denklemleri sal¬n¬ml¬olmamas¬na ra¼gmen,

x0(t) + x(t� �

2
) = 0

x00(t)� x(t� �) = 0

gecikmeli diferensiyel denklemlerinin çözümleri s¬ras¬yla x = sin t ve x = cos t oldu¼gun-

dan sal¬n¬ml¬d¬r (Ladde, Lakshmikantham ve Zhang 1987).

Teorem 2.1.1. p; � 2 R olmak üzere

x0(t) + p x(t� �) = 0 (2.5)

denklemi gözönüne al¬ns¬n. O halde aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

i: (2.5) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

ii: p� >
1

e
dir (Györi ve Ladas 1991).

Teorem 2.1.2. i = 1; 2; :::; n için pi 2 R ve � i 2 R+ olmak üzere pi; � i � 0 olsun. O

halde

x0(t) +
nX
i=1

pix(t� � i) = 0

denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter koşul

nX
i=1

pi� i >
1

e

olmas¬d¬r (Györi ve Ladas 1991).

Teorem 2.1.3. P 2 C [[t0;1) ;R+], � > 0 ve
tZ
t��

P (s)ds � 1

e
; t � t0 için (2.6)

olsun. O halde

x0(t) + P (t) x(t� �) = 0 ; t � t0 (2.7)

denklemi bir pozitif çözüme sahiptir. E¼ger P (t), p gibi bir sabit ise (2.7) denklemi

x0(t) + px(t� �) = 0 ; t � t0 (2.8)
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şeklinde yaz¬labilir. O halde (2.8) denkleminin bir pozitif çözüme sahip olmas¬ için

gerek ve yeter koşul (2.6) şart¬ndan

p�e � 1

olmas¬d¬r (Györi ve Ladas 1991).

Teorem 2.1.4. i = 1; 2; :::; n olmak üzere pi; � i 2 C [[t0;1) ;R+], t � 0 için

�(t) = min
1�i�n

f� i(t)g ve lim
t!1

(t� �(t)) =1 olsun. O halde

x0(t) +
nX
i=1

pi(t)x(t� � i(t)) = 0 ; t � 0

denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter koşul

lim sup
t!1

tZ
t��(t)

nX
i=1

pi(s)ds > 1

olmas¬d¬r (Györi ve Ladas 1991).

Teorem 2.1.5. p; � 2 C ([0;1)), t � 0 için p(t) � 0, �(t) < t ve lim
t!1

�(t) =1 olsun.

lim sup
t!1

264 tZ
�(t)

p(s)ds+
X

�(t)��i<t

bi

375 > 1
şart¬sa¼glan¬yorsa 8<: x0(t) + p(t)x(�(t)) = 0 ; t 6= �i

�x(�i) + bix(�i) = 0

denklemi sal¬n¬ml¬d¬r (Alzabut 1999).

Bir gecikmeli diferensiyel denklemde çözümler sal¬n¬ml¬olmad¬¼g¬halde, bu denkleme

s¬çrama koşulu eklenip denklem s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denkleme dönüştürüldü-

¼günde sal¬n¬ml¬olabilmektedir.

Örnek 2.1.3.

x0(t) + x(t� 1
e
) = 0 (2.9)
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denklemi gözönüne al¬ns¬n. Burada p = 1, � =
1

e
dir. p�e = 1 oldu¼gundan Teorem

2.1.3 gere¼gince (2.9) gecikmeli diferensiyel denklemi sal¬n¬ml¬de¼gildir.

(2.9) denklemi �x(i) + ex(i) = 0 şeklinde bir s¬çrama koşulu eklenerek incelenirse,

Örnek 2.1.4. 8<: x0(t) + x(t� 1
e
) = 0 ; t 6= i

�x(i) + ex(i) = 0 ; i 2 Z
(2.10)

s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denklemi için

lim sup
t!1

264 tZ
�(t)

p(s)ds+
X

�(t)��i<t

bi

375 =
1

e
+

X
t� 1

e
�i<t

e

=
1

e
+ e

=
e2 + 1

e
> 1

oldu¼gundan Teorem 2.1.5 gere¼gince (2.10) sal¬n¬ml¬d¬r.

(2.10) denklemi

x(0) = 1

başlang¬ç koşulu ile birlikte gözönüne al¬nd¬¼g¬nda basamak metodu ile n 2 Z olmak

üzere (n� 1; n] üzerindeki çözümünün

x(t) = (1� e)n e�et (2.11)

oldu¼gu görülebilir. (2.11) çözümünün aşa¼g¬da verilen gra�k gösteriminden de sal¬n¬ml¬

oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Tan¬m 2.1.7. 8>>><>>>:
x0(t) = f(t; x(t); x(�(t)) ; t =2 [t0;1) n ftkgk2N
�x(t)jt=tk = Ik (x(tk)) ; k 2 N

x(t) = �(t) ; t 2 Et0 ; x(t+0 ) = x0

şeklindeki denklemlere s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denklem denir. Burada,

f : R+�R�R! R bir fonksiyon, Ik : R!R, � : [t0;1)! [t0;1) sürekli bir fonksiyon,

�(t) < t, Et0 = t0 [ ft : �(t) < t; t � t0g ; t0 başlang¬ç noktas¬olmak üzere başlang¬ç

kümesi ve tk s¬çrama noktalar¬d¬r (Lakshmikantham, Bainov, Simeonov 1989).

Tan¬m 2.1.8. Bir s¬çramal¬denklemin aşikar olmayan bir çözümü x olsun. E¼ger

lim
n!1

tn =1 ve x(tn)x(t+n ) � 0

olacak şekilde bir ftng dizisi varsa x e sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi taktirde sal¬n¬ml¬de¼gildir

denir (Lakshmikantham, Bainov ve Simeonov 1989).

S¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili ilk çal¬̧sma K. Gopalsamy ve B. G.

Zhang taraf¬ndan 1989 y¬l¬nda yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada, bi (i = 1; 2; :::) reel sabitler,
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a pozitif bir sabit, � � 0 reel sabit ve 0 < t1 < t2 < ::: < ti < :::, lim
i!1

ti = 1 olmak

üzere,

x0(t) + ax(t� �) =
1X
i=1

bix(t
�
i )�(t� ti) ; t 6= ti (2.12)

ve 8<: x0(t) + p(t)x(t� �) = 0 ; t 6= ti

x(t+i )� x(t�i ) = bix(t
�
i ) ; t = ti

(2.13)

denklemleri ele al¬nm¬̧s ve bu denklemler için aşa¼g¬daki sonuçlar ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 2.1.6.

i: p, [0;1) üzerinde sürekli ve t � 0 için p(t) � 0

ii: ti+1 � ti � T , i = 1; 2; :::

iii: � � T ise

lim sup
i!1

(1 + bi)
�1

ti+TZ
ti

p(s)ds > 1 (2.14)

0 < � < T ise

lim sup
i!1

(1 + bi)
�1

ti+�Z
ti

p(s)ds > 1

şartlar¬sa¼glans¬n. O halde (2.13) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 2.1.7.

i: ti+1 � ti � T , i = 1; 2; ::: ve � < T

ii: 0 � bi �M , i = 1; 2; :::

iii: p, [0;1) üzerinde sürekli ve t � 0 için p(t) � 0

iv:

lim inf
i!1

tZ
t��

p(s)ds >
1 +M

e

şartlar¬sa¼glans¬n. O halde (2.13) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 2.1.8. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n.

i: a�e � 1� c, olacak şekilde pozitif bir c sabiti vard¬r.

ii: bi > 0, i = 1; 2; ::: ve
1P
i=1

bi <1 olsun.
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O halde (2.13) denklemi bir sal¬n¬ml¬olmayan çözüme sahiptir.

Daha sonra Y. Zhang, A. Zhao ve J. Yan 1997 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda K. Gopalsamy

ve B. G. Zhang taraf¬ndan incelenen (2.13) denklemi için elde edilen (2.14) sal¬n¬ml¬l¬k

kriterine aşa¼g¬daki ters örne¼gi vererek do¼gru olmad¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir.

Örnek 2.1.5. 8<: x0(t) + p(t)x(t� 3) = 0 ; t 6= k

x(k+)� x(k) = bkx(k) ; k = 1; 2; :::
(2.15)

s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denklemi gözönüne al¬ns¬n. Burada

p(t) =

8>>><>>>:
20(t� 4k + 1) ; t 2

�
4k � 1; 4k � 1

2

�
20(4k � t) ; t 2

�
4k � 1

2
; 4k
�

0 ; t =2 (4k � 1; 4k] ; k = 1; 2; :::

ve l = 0; 1; 2; ::: olmak üzere

bk =

8>>>>>><>>>>>>:

1 ; k = 4l + 1

1
2

; k = 4l + 2

1 ; k = 4l + 3

0 ; k = 4 (l + 1) ; l = 0; 1; 2; :::

olsun. Buradan görülürki, Teorem 2.1.6. daki (2.14) şart¬sa¼glan¬r, ancak (2.15) den-

klemi

x(t) =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

1 ; t 2 [�3; 0]

1 ; t 2 (4k; 4k + 1]

2 ; t 2 (4k; 4k + 2]

3 ; t 2 (4k; 4k + 3]

6� 10(t� 4k � 3)2 ; t 2
�
4k + 3; 4k + 7

2

�
1 + 10(t� 4k � 4)2 ; t 2

�
4k + 7

2
; 4k + 4

�
; k = 1; 2; :::
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şeklinde bir pozitif çözüme sahiptir.

Yukar¬daki şekilden de görüldü¼gü gibi (2.15) denklemi sal¬n¬ml¬de¼gildir.

Yine ayn¬çal¬̧smada yukar¬daki ters örnek verildikten sonra (2.13) denklemi için aşa¼g¬-

daki sal¬n¬ml¬l¬k kriterini vermi̧slerdir.

bnk � 1, k = 1; 2; ::: olacak şekilde fng dizisinin bir fnkg alt dizisi varsa (2.13)

denkleminin sal¬n¬ml¬olaca¼g¬aç¬kt¬r. Bu nedenle bnk > 1, k = 1; 2; ::: olsun ve aşa¼g¬daki

eşitlikler tan¬mlans¬n.

�(s; t) : =

8<: �
s<tk�t

1
1+bk

; (s; t] \ ftkg 6= ;

1 ; (s; t] \ ftkg = ;
�(s; t) : = min f�(u; t) : u 2 (s; t]g

(t) : = min f� ; tk � t : tk > tg

bk : = maxf0; bkg
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Teorem 2.1.9. Kabul edelimki,

lim sup
t!1

�(t� � ; t+ (t)� �) �(t+ (t)� � ; t)

t+(t)Z
t

p(s)ds > 1

sa¼glans¬n. O halde, (2.13) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 2.1.1. Kabul edelimki

i: tk+1 � tk � T , k = 1; 2; ::: ve � < T

ii: lim sup
k!1

�(tk � � ; tk + T � �) �(tk + T � � ; tk)
tk+TR
tk

p(s)ds > 1

sa¼glans¬n. Bu durumda (2.13) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 2.1.2. Kabul edelimki,

i: tk+1 � tk � � , k = 1; 2; :::

ii: lim sup
k!1

1
1+bk

tk+�R
tk

p(s)ds > 1

sa¼glans¬n. Bu durumda (2.13) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 2.1.3. Kabul edelimki,

i: tk+1 � tk � 2� , k = 1; 2; :::

ii: lim sup
k!1

tk+2�R
tk+�

p(s)ds > 1

sa¼glans¬n. Bu durumda (2.13) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 2.1.10. Kabul edelimki,

i: lim sup
t!1

�
t��<tk<t

(1 + bk) < +1

ii: lim inf
t!1

tR
t��
p(s)ds >

1

e
lim sup
t!1

�
t��<tk<t

(1 + bk)

sa¼glans¬n. Bu durumda (2.13) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 2.1.4. Kabul edelimki,

i: bnk � 0, k = 1; 2; :::

ii: lim inf
t!1

tR
t��
p(s)ds >

1

e
sa¼glans¬n. Bu durumda (2.13) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.
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Bunun d¬̧s¬nda, A. Zhao ve J. Yan 1996 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda8><>:
x0(t) +

nP
i=1

pi(t)x(t� � i) = 0 ; t 6= tk

x(t+k )� x(tk) = bkx(t
�
k ) ; k = 1; 2; :::

(2.16)

s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denkleminin sal¬n¬ml¬ve sal¬n¬ml¬olmayan çözümlerinin

davran¬̧slar¬n¬incelemi̧sler ve aşa¼g¬daki sonuçlara ulaşm¬̧slard¬r.

Teorem 2.1.11. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n. Yeterince büyük t için

jpi(t)j � A ; i = 1; 2; :::; n
nX
i=1

pi(t� � i) � B

X
� i<r

t�� iZ
t�r

p�i (s� � i)ds+
X
� i>r

t�rZ
t�� i

p+i (s� � i)ds � � < 1

olsun. Burada b+k = max f0; bkg, p+i (s) = max fpi(s); 0g ve p�i (s) = max f�pi(s); 0g

d¬r. Bununla birlikte
1X
k=1

b+k <1

sa¼glans¬n. O halde (2.16) denkleminin her sal¬n¬ml¬olmayan çözümü t!1 için s¬f¬ra

yak¬nsar.

Teorem 2.1.12.

Q1 +Q2 < 1

olacak şekilde Q1 ve Q2 pozitif sabitleri mevcut olsun. Yeterince büyük t için

nX
i=1

pi(t+ � i) 6= 0

nX
i=1

tZ
t�� i

jp(s+ � i)j ds � Q1

ve r 2 [0; �n] için
nX
i=1

t�� iZ
t�r

sgn(r � � i) jp(s+ � i)j ds � Q2:
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sa¼glans¬n. Bununla birlikte
1X
k=1

b+k <1

olsun. Bu durumda (2.16) denkleminin sal¬n¬ml¬her çözümü t!1 için s¬f¬ra yak¬nsar.

Yine J. Yan ve A. Zhao 1998 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda8><>:
y0(t) +

nP
i=1

pi(t)y(t� � i(t)) = 0 ; t 6= tk

y(t+k )� y(tk) = bky(t
�
k ) ; k = 1; 2; :::

(2.17)

birinci mertebeden lineer s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denklemini aşa¼g¬daki şartlar

alt¬nda incelemi̧slerdir.

A1: 0 � t1 < t2 < ::: < tk < :::sabit noktalar ve lim
k!1

tk =1 dur.

A2: i = 1; 2; :::; n olmak üzere pi 2 C ([t0;1);R) ve � i 2 ([t0;1); [0;1)) sürekli

fonksiyonlar ve t!1 için t� � i(t)!1 dur.

A3: k = 1; 2; ::: için bk 2 (�1;�1) [ (�1;1) sabitlerdir.

Bu çal¬̧smada (2.17) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬n¬ pi � i ve bk yukar¬daki

şekilde tan¬ml¬olmak üzere,

x0(t) +
nX
i=1

pi(t)
Y

t�� i(t)�tk<t

(1 + bk)
�1x(t� � i(t)) = 0 (2.18)

gecikmeli diferensiyel denklem ile kaŗs¬laşt¬rarak vermi̧slerdir.

Teorem 2.1.13. Yukar¬da verilen (A1)� (A3) koşullar¬sa¼glans¬n. O halde,

i: x(t; �; �) (2.18) denkleminin bir çözümü ise y(t; �; �) =
Q

��tk<t
(1 + bk)x(t; �; �)

(2.17) denkleminin bir çözümüdür.

ii: y(t; �; �) (2.17) denkleminin bir çözümü ise x(t; �; �) =
Q

��tk<t
(1 + bk)

�1y(t; �; �)

(2.18) denkleminin bir çözümüdür.

Teorem 2.1.14.

bk: > �1 ; k = 1; 2; :::
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olmak üzere (A1) � (A3) koşullar¬ sa¼glans¬n. Bu durumda (2.17) denkleminin her

çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter koşul (2.18) denkleminin her çözümünün

sal¬n¬ml¬olmas¬d¬r.

2.2 Sonlu Farklar ve Genel Tan¬mlar

n 2 N olmak üzere tek de¼gi̧skenli xn fonksiyonu için öteleme (shift) operatörü

Exn = xn+1

ve ileri fark operatörü

�xn = xn+1 � xn

ile tan¬mlan¬r (Mickens 1990).

Ekxn = xn+k

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. �kxn yi hesaplamak için I özdeşlik (birim) operatörü

olmak üzere � = E � I ve E = �+ I ifadelerini kullanabiliriz. Buna göre,

�kxn = (E � I)k xn

=
kP
i=0

(�1)i
�
k

i

�
Ek�ixn

=
kP
i=0

(�1)i
�
k

i

�
xn+k�i

ve benzer yolla

Ekxn =
kP
i=0

�
k

i

�
�k�ixn

oldu¼gu görülür (Elaydi 1999).

Tan¬m 2.2.1. n 2 N ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken ve xn, N üzerinde tan¬ml¬reel (veya

kompleks) de¼gerli bir fonksiyon olsun.

f(xn; xn+1; :::; xn+k) = 0 (2.19)

şeklindeki ba¼g¬nt¬ya (denkleme) k: mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Tan¬m 2.2.2. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en küçük
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indis aras¬ndaki farkt¬r (Agarwal 2000).

Bir fark denklemini, k; � 2 N olmak üzere,

F (n; xn; xn+1; :::; xn+k; xn�1; :::; xn��) = 0

şekinde ifade edilebilir.

Tan¬m 2.2.3. E¼ger (2.19) fark denklemi

kP
i=0

ainxn+i = bn (2.20)

şeklinde verilen fark denklemine lineerdir denir.

E¼ger en az bir n 2 N için bn s¬f¬rdan farkl¬ ise, bu durumda (2.20) fark denklemine

homogen olmayan lineer fark denklemi denir.

E¼ger (2.19) fark denklemi
kP
i=0

ainxn+i = 0 (2.21)

şeklinde verilirse (2.21) fark denklemine homogen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

Tan¬m 2.2.4. pi ler sabitler ve pk 6= 0 olmak üzere k: mertebeden

xn+k + p1xn+k�1 + :::+ pkxn = 0 (2.22)

fark denkleminde �n çözüm kabul edilip denklemde yerine yaz¬l¬rsa elde edilen

�k + p1�
k�1 + :::+ pk = 0

denklemine (2.22) fark denkleminin karakteristik denklemi � de¼gerlerine ise (2.22) fark

denkleminin karakteristik kökleri denir. (2.22) fark denkleminin çözümü karakteristik

köklerine ba¼gl¬d¬r (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

Tan¬m 2.2.5. E¼ger her pozitif N tamsay¬s¬ve n � N için xnxn+1 � 0 ise xn aşikar

olmayan çözümüne s¬f¬r etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi halde xn çözümüne sal¬n¬ml¬

olmayan çözüm denir. Başka bir şekilde ifade edersek, e¼ger bir xn çözümü belli bir
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yerden (n de¼gerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da negatif de¼gilse s¬f¬r etraf¬nda

sal¬n¬ml¬d¬r denir (Györi ve Ladas 1991, Elaydi 1999, Agarwal 2000).

Fark denklemleri ile ilgili yap¬lan ilk çal¬̧sma L. H. Erbe ve B. G. Zhang taraf¬ndan 1989

y¬l¬nda yap¬lan çal¬̧smad¬r. Bu çal¬̧smada n = 1; 2; ::: ve m bir pozitif tamsay¬olmak

üzere

yn+1 � yn + pnyn�m = 0 (2.23)

şeklindeki fark denklemini incelemi̧sler ve bu denklemin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ ve sal¬n¬ml¬ ol-

mayan bir çözümün varl¬¼g¬için aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.2.1. Kabul edelimki

lim inf
n!1

pn � c > 0

ve

lim sup
n!1

pn > 1� c

olsun. Ohalde

i:

yn+1 � yn + pnyn�m � 0

denklemi ergeç pozitif çözüme sahip de¼gildir.

ii:

yn+1 � yn + pnyn�m � 0

denklemi ergeç negatif çözüme sahip de¼gildir.

iii: (2.23) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 2.2.2. Kabul edelimki

lim inf
n!1

pn � c >
mm

(m+ 1)m+1

olsun. O halde Teorem 2.2.1 in sonuçlar¬sa¼glan¬r.

Teorem 2.2.3. pn � 0 ve

sup pn <
mm

(m+ 1)m+1
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şartlar¬sa¼glan¬yorsa (2.23) denklemi sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme sahiptir.

Daha sonra 1989 y¬l¬nda K. Gopalsamy, I. Györi ve G. Ladas, yine ayn¬y¬l G. Ladas,

Ch. G. Philos ve Y. G. S�cas ve 1990 y¬l¬nda G. Ladas yapt¬klar¬çal¬̧smalarda gecikmeli

fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬daki sal¬n¬ml¬l¬k kriterlerini elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.2.4. p 2 R ve k 2 Z olsun. O halde

an+1 � an + pan�k = 0; n = 0; 1; 2; :::

denkleminin sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

a: k = �1 ve p � �1;

b: k = 0 ve p � 1;

c: k 2 f:::;�3;�2g [ f1; 2; :::g ve p(k + 1)
k+1

kk
> 1

şartlar¬ndan bir tanesinin sa¼glanmas¬d¬r.

Teorem 2.2.5. Kabul edelimki

pi 2 (0;1) ve i = 1; 2; :::;m için ki 2 f0; 1; 2; :::g

veya

pi 2 (�1; 0) ve i = 1; 2; :::;m için ki 2 f:::;�3;�2;�1g

şartlar¬sa¼glans¬n ve
mX
i=1

pi
(ki + 1)

ki+1

kkii

olsun. O halde

an+1 � an +
mX
i=1

pian�ki = 0; n = 0; 1; 2; :::

denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 2.2.6. fpng negatif olmayan bir reel say¬dizisi ve k pozitif bir tamsay¬ve

lim inf
n!1

"
1

k

n�1X
i=n�k

pi

#
>

kk

(k + 1)k+1

olsun. O halde

an+1 � an + pnan�k = 0; n = 0; 1; 2; :::

fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.
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2.3 Sürekli De¼gi̧skenli Fark Denklemleri

Fark denklemler teorisi, fen bilimlerinin tüm dallar¬nda oldukça zengin uygulamalara

sahiptir. Ayr¬k ve sürekli de¼gi̧skenli fark denklemleri, lineer olmayan, al¬̧s¬lm¬̧s¬n d¬̧s¬n-

daki denklemlerin anlaş¬lmas¬nda önemli bir rol oynar ve bu süreç, çeşitli şekillerde

fark sistemlerinde ortaya ç¬kar. Fark denklemlerinin çözümlerinin ve parametrelerinin

de¼gi̧stirilmesiyle elde edilen dallanmalar¬n davran¬̧slar¬n¬n çal¬̧s¬lmas¬nda tamamen basit

hesaplamalar ve gra�k gösterim araçlar¬gerekli olmas¬na ra¼gmen, karmaş¬k ve merak

uyand¬ran çok çeşitli dinamik fark denklemleride kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

n 2 Z+ olmak üzere her terimi kendisinden önceki ile ba¼glant¬l¬olan ve k > 0 sabiti

için,

xn = f(n; xn�1; xn�2; :::; xn�k) (2.24)

eşitli¼gi ile tan¬mlanan bir x = xn dizisi gözönüne al¬ns¬n. Burada ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken

olan n ayr¬k (aral¬kl¬) olarak de¼gi̧sir ve (2.24) tipindeki ba¼g¬nt¬lar bir ayr¬k de¼gi̧sken

içeren fark denklemleri olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger x; sürekli bir t 2 R+ de¼gi̧skeninin bir fonksiyonu ise k; l 2 N olmak üzere

x(t) = f(t; x(t� � 2); :::; x(t� � k); x(t+ �1); :::; x(t+ �l))

eşitli¼gi sürekli de¼gi̧skenli fark denklemi olarak adland¬r¬l¬r.

Şimdiye kadar sürekli de¼gi̧skenli fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili birçok çal¬̧sma

yap¬lm¬̧st¬r. G. Ladas, L. Pakula ve Z. Wang 1992 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda p1; p2; � 1;

� 2 2 R olmak üzere,

y(t) + p1y(t� � 1) + p2y(t� � 2) = 0 (2.25)

sürekli de¼gi̧skenli fark denkleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için gerek ve yeter koşullar vermi̧slerdir.

(2.25) denkleminde y(t) = e�t çözüm kabul edilirse (2.25) fark denkleminin karakteristik

denklemi

1 + p1e
���1 + p2e

���2 = 0 (2.26)

şeklinde elde edilir.
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Teorem 2.3.1. p1; p2; � 1; � 2 2 R olmak üzere, aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

i: (2.25) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

ii: (2.26) karakteristik denklemi reel köke sahip de¼gildir.

Teorem 2.3.2. p; q; � ; � 2 (0;1) ve � < � olmak üzere,

x(t)� px(t� �) + qx(t� �) = 0

fark denkleminin sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

q��� > p�� � (� � �)���

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

Teorem 2.3.3. i = 1; 2; :::;m için p; qi; � ; �i 2 (0;1) ve � < �i olsun. E¼ger

mX
i=1

qi

�
��ii

p�i� � (�i � �)�i��

�
> 1

eşitsizli¼gi geçerli ise

x(t)� px(t� �) +
mX
i=1

qix(t� �i) = 0

denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

1996 y¬l¬nda J. H. Shen � ; �; �i pozitif sabitler, �i > � > 0 ve pi(t) 2 C (R+;R+) olmak

üzere,

y(t)� y(t� �) +

mX
i=1

piy(t� �i) = 0 (2.27)

şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli fark denklemlerini, gecikmeli diferensiyel denklemler ile

k¬yaslayarak aşa¼g¬daki sonuçlar¬vermi̧slerdir.

Teorem 2.3.4. i = 1; 2; :::;m için pi(t) = min
t���s�t

fpi(s)g olsun. Kabul edelimki,

x0(t) +
1

�

mX
i=1

pi(t)x(t� �i + �) = 0

gecikmeli diferensiyel denklemi sal¬n¬ml¬ olsun. O halde, (2.27) denkleminin de her

çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.
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Teorem 2.3.5. i = 1; 2; :::;m için pi(t) = min
t���s�t

fpi(s)g olsun. Kabul edelimki, pi(t)

lerin herbiri sürekli ve artmayan fonksiyonlar ve

x0(t) +
1

� 2

mX
i=1

0@ tZ
t��

pi(s)ds

1Ax(t� �i + �) = 0

gecikmeli diferensiyel denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬olsun. O halde (2.27) denkle-

minin de her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Daha sonra 1998 y¬l¬nda B. G. Zhang, J. Yan ve S. K. Choi � > 0, � > 0 ve

p(t) 2 C (R+;R+) olmak üzere,

y(t)� y(t� �) + p(t)y(t� �) = 0 (2.28)

sürekli de¼gi̧skenli fark denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şartlar verdikten

sonra

y(t)� y(t� �) +H (y(t� �)) = 0 (2.29)

lineer olmayan fark denklemi için baz¬sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri vermi̧sler ve en sonunda

y(t)� y(t� �) + p(t)y(t� �) = f(t) (2.30)

şeklindeki fark denkleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şartlar elde etmi̧slerdir.

Ayr¬ca, q(t) = min
t���s�t

fp(s)g olmak üzere,

E = f� > 0 : 1� �q(t) > 0g

şeklinde bir reel say¬kümesini tan¬mlayal¬m. Buna göre aşa¼g¬daki teoremler verilebilir.

Teorem 2.3.6.

i: lim sup
t!1

q(t) > 0:

ii: m pozitif bir tamsay¬ve � 2 [0; �) olmak üzere � = m� + � ve

sup
�2E;t�T

�
m�1Y
i=1

(1� �q(t� i�)) < 1
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olacak şekilde bir pozitif T sabiti mevcut olsun. O halde, (2.28) denkleminin her çözümü

sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 2.3.7. � > 0, � > 0 ve p(t) 2 C (R+;R+) ve

lim inf
t!1

t+�Z
t

q(s)ds >
�

e

olsun. O halde,

y(t)� y(t� �)� p(t)y(t+ �) = 0

denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

G. P. Wei ve J. H. Shen 2005 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda, k 2 N, a 2 R, � > 0,

bk sabitler r pozitif bir tamsay¬ve p(t) � 0, [t0 � � ;1) üzerinde sürekli bir fonksiyon

olmak üzere8<: x(t+ �)� x(t) + p(t)x(t� r�) = 0 ; t � t0 � � ; t 6= tk

x(tk + �)� x(tk) = bkx(tk) ; t 2 N(1)
(2.31)

dekleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şartlar verilmi̧stir. Burada herhangi bir a 2 R için

N(a) = fa; a+ 1; :::g, lim
k!1

tk =1 olmak üzere, 0 < t1 < t2 < ::: < tk < ::: ve t; � 2 R,

r 2 N(1) için N(t� r� ; t� �) = ft� r� ; t� (r � 1) � ; :::; t� �g ile tan¬ml¬d¬r.

Teorem 2.3.8.

i: lim sup
t!1

Q
tk2N(t�r�;t��)

(1 + bk)
�1 <1

ii: lim inf
t!1

P
i2N(t�r�;t��)

i=2ftkg

p(i)
Q

tk2N(t�r�;t��)
(1 + bk)

�1 >

�
r

r + 1

�r+1
olsun. O halde, (2.31) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Ancak burada Teorem 2.3.8 in ispat¬nda aritmetik ve geometrik ortalama aras¬ndaki

eşitsizlik kullan¬l¬rken eleman say¬s¬na dikkat edilmemi̧stir (r tane oldu¼gu varsay¬lm¬̧st¬r).

Fakat, verilen aral¬kta r taneden daha az da s¬çrama noktas¬ olabilir. Bu yüzden,

yukar¬da verilen teoremin ifadesi aşa¼g¬daki şekilde olmal¬d¬r.
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Teorem 2.3.9. Kabul edelim ki,

i: lim sup
t!1

Q
tk2N(t�r�;t��)

(1 + bk)
�1 <1

ii: lim inf
t!1

�
rt

rt + 1

�rt+1 P
i2N(t�r�;t��)

i=2ftkg

p(i)
Q

tk2N(t�r�;t��)
(1 + bk)

�1 > 1

sa¼glans¬n. Burada, rt, N(t� r� ; t� �) içindeki s¬çrama noktalar¬n¬n say¬s¬d¬r. O halde,

(2.31) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Bunlar¬n d¬̧s¬nda, B.G. Zhang ve F. Y. Lian 2006 y¬l¬nda ve G. Cai ve J. Guo 2008 y¬l¬nda

yapt¬klar¬çal¬̧smalarda sürekli de¼gi̧skenli fark denklemleri için sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri ver-

mi̧slerdir.

Bu çal¬̧smalar¬n hepsinde sal¬n¬ml¬l¬k için elde edilen şartlar Teorem 2.3.8 deki şekilde

toplam içeren şartlard¬r. Bu toplaml¬ şartlar ayr¬k de¼gi̧skenli fark denklemlerinin in-

celenmesinde de görülmektedir. Yani, buradaki metod daha çok ayr¬k de¼gi̧skenli fark

denklemlerinde kullan¬l¬r. Sürekli de¼gi̧skenli s¬çrama içermeyen fark denklemlerinin in-

celenmesinde integral dönüşümü kullan¬lmaktad¬r ve dolay¬s¬yla integral kriterleri elde

edilmektedir. Ancak, bu denklemlere s¬çrama koşulu eklendi¼ginde meydana gelen zor-

luklardan dolay¬integral dönüşümü kullan¬lamamaktad¬r. Bu yüzden, sürekli de¼gi̧skenli

s¬çramal¬fark denklemleri için elde edilen sonuçlar toplam içeren sonuçlard¬r. Bu zor-

luklardan biri k¬saca şöyle özetlenebilir:

Sürekli de¼gi̧skenli s¬çrama içermeyen fark denklemlerin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬incelenirken genelde

kullan¬lan metod,

y(t) =

tZ
t��

x(t)

şeklinde bir dönüşüm yap¬larak diferensiyel denklem aras¬nda ili̧ski kurulmas¬d¬r. Fakat,

denkleme s¬çrama koşulu eklendi¼ginde integral kullan¬lamamaktad¬r. Çünkü dönüşüm

sonunda, elde edilen yeni denklemin s¬çrama noktalar¬n¬içerip içermedi¼gini bilemeyiz.

Bu nedenle, buradan hareketle diferensiyel denklemlerle ili̧ski kurmak zordur.
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3 ·Ikinci Mertebeden S¬çramal¬Gecikmeli Diferen-

siyel Denklemlerin Sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

Sal¬n¬m teorisi genellikle aşa¼g¬daki problemler üzerinde yo¼gunlaşm¬̧st¬r:

P1. Sal¬n¬ms¬z çözümün varl¬¼g¬için yeter şartlar.

P2. Her çözümün sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şartlar.

Bu iki sonuç için yap¬lan incelemeler birbirinden farkl¬d¬r. ·Ilk problem için bir sabit

i̧saretli çözümün varl¬¼g¬n¬ispat etmek yeterlidir. Bu durumda çeşitli sabit nokta teo-

remleri uygulanabilir veya bir sal¬n¬ms¬z çözüme yak¬nsak, monoton bir dizi tan¬mlan¬r.

·Ikinci problemin incelenmesinde denklemin baz¬çözümleri için karakteristik metodlar¬n

kullan¬lmas¬uygun de¼gildir. Bu yüzden ispat çeli̧ski ile verilebilir. Yani, bir sal¬n¬ml¬

olmayan çözümün varl¬¼g¬kabul edilir ve denklemin parametreleri için kabul edilen şart-

lar¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterip çeli̧ski elde edilir.

Birinci mertebeden s¬çramal¬diferensiyel denklemler ile ilgili birçok çal¬̧sma olmas¬na

ra¼gmen yüksek mertebe s¬çramal¬diferensiyel denklemleri içeren çok az say¬da çal¬̧sma

vard¬r. Bunlar aras¬nda, ikinci mertebe s¬çramal¬adi diferensiyel denklemler üzerine

yap¬lan çal¬̧smalardan birisi Z. Luo ve J. Shen taraf¬ndan 2007 y¬l¬nda yap¬lan çal¬̧s-

mad¬r. Bu çal¬̧smada a 2 C ([t0;1) ; (0;1)) ; p 2 C ([t0;1) ;R) ;

0 � t1 < t2 < ::: < tk < :::sabit noktalar ve lim
k!1

tk = 1, fbkg ve fckg pozitif reel say¬

dizileri ve

x0(tk) = x0(t�k ) = lim
h!0�

x(tk + h)� x(tk)

h

ve

x0(t+k ) = lim
h!0+

x(tk + h)� x(t+k )

h

olmak üzere,8<: (a(t)x0(t))0 + p(t)x(t) = 0 ; t � t0 ; t 6= tk

x(t+k ) = bkx(tk) ; x
0(t+k ) = ckx

0(tk) ; k = 1; 2; :::
(3.1)

ikinci mertebeden s¬çramal¬adi diferensiyel denklemlerin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬daki teo-

remleri vermi̧slerdir.
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Teorem 3.1.1. k = 1; 2; ::: için dk = ck=bk olmak üzere" Y
T�tk<t

d�1k

!
a(t)y0(t)

#0
+

 Y
T�tk<t

d�1k

!
p(t)y(t) = 0 ; t > t0

ikinci mertebeden s¬çramal¬olmayan adi diferensiyel denklemi sal¬n¬ml¬ise (3.1) denk-

lemi de sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 3.1.2. k = 1; 2; ::: için bk = ck olsun. (3.1) denkleminin her çözümünün

sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

(a(t)x0(t))
0
+ p(t)x(t) = 0

denkleminin sal¬n¬ml¬olmas¬d¬r.

L. Berezansky ve E. Braverman 1999 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda8>>>><>>>>:
y00(t) +

mP
k=1

ak(t)y(gk(t)) � 0 ; t � 0; gk(t) � t

y(� j) = Ajy(� j � 0) ; j = 1; 2; :::

y0(� j) = Bjy(� j � 0) ; j = 1; 2; :::

(3.2)

şeklinde ikinci mertebeden s¬çramal¬ gecikmeli diferensiyel denkleminin sal¬n¬ms¬zl¬¼g¬

için aşa¼g¬daki teoremi vermi̧slerdir.

Teorem 3.1.3. k = 1; 2; :::;m için ak(t) � 0, j = 1; 2; ::: için Aj > 0, Bj > 0 olsun. O

halde aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

1: t > t1 için (3.2) denklemi bir pozitif çözüme sahip olacak şekilde bir t1 � 0 vard¬r.

2:

u0(t) +
Q

t2<� j�t
Bj=Aju

2(t) +
mP
k=1

Q
t2<� j�t

Aj=Bj

�
Q

gk(t)<� j�t
A�1j ak(t) exp

(
�

tR
gk(t)

Bj=Aju(s)ds

)
� 0

eşitsizli¼gi bir sürekli çözüme sahip olacak şekilde bir t2 � 0 vard¬r.

3: t > s � t3 için X(t; s) > 0 olacak şekilde bir t3 � 0 vard¬r.
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4: t > t4 için 8>>>><>>>>:
x00(t) +

mP
k=1

x(gk(t)) = 0 ; gk(t) � t

x(� j) = Ajx(� j � 0) ; j = 1; 2; :::

x0(� j) = Bjx(� j � 0) ; j = 1; 2; :::

denklemi bir pozitif çözüme sahip olacak şekilde bir t4 � 0 vard¬r.

Daha sonra, 2004 y¬l¬nda J. Yan, 0 � t1 < t2 < ::: < tk < :::sabit noktalar ve lim
k!1

tk =1

olmak üzere8><>:
y00(t) + a(t)y0(t) +

nP
i=1

pi(t)y(gi(t)) = 0 ; t � 0

y(tk)� y(t�k ) = bky(t
�
k ) ; y0(tk)� y0(t�k ) = bky(t

�
k ) ; k = 1; 2; :::

(3.3)

ikinci mertebeden s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denklemini aşa¼g¬daki şartlar alt¬nda

incelemi̧stir.

A1: i = 1; 2; :::; n için a; pi 2 ([0;1);R) sürekli fonksiyonlard¬r.

A2: i = 1; 2; :::; n olmak üzere gi 2 ([0;1);R) ; gi(t) � t sürekli fonksiyonlar ve

lim
t!1

gi(t) =1 dur.

A3: k = 1; 2; ::: için bk > �1 sabitlerdir.

Bu çal¬̧smada (3.3) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬n¬pi gi ve bk yukar¬daki şekilde

tan¬ml¬olmak üzere

x00(t) + a(t)x0(t) +
nX
i=1

pi(t)
Y

gi(t)�tk<t

(1 + bk)
�1x(gi(t)) = 0 (3.4)

ikinci mertebe s¬çramal¬olmayan gecikmeli diferensiyel denklem ile kaŗs¬laşt¬rarak ver-

mi̧stir.

Teorem 3.1.4. (A1)� (A3) sa¼glans¬n.

i: x; (3.4) denkleminin bir çözümü ise y(t) =
Q

��tk<t
(1+bk)x(t); [r�1) üzerinde (3.3)

denkleminin bir çözümüdür.

ii: y; (3.3) denkleminin bir çözümü ise x(t) =
Q

��tk<t
(1 + bk)

�1y(t); [r�1) üzerinde

(3.4) denkleminin bir çözümüdür.
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Teorem 3.1.5. (A1)� (A3) sa¼glans¬n. Bu durumda (3.3) denkleminin her çözümünün

sal¬n¬ml¬olmas¬ için gerek ve yeter koşul (3.4) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬

olmas¬d¬r.

3.1 ·Ikinci Mertebeden S¬çramal¬Gecikmeli Diferensiyel Denk-

lemlerin Sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için Elde Edilen Yeni Kriterler

Bu bölümde a 2 C ([t0;1) ; (0;1)) ; p 2 C ([t0;1) ;R) ; lim
k!1

tk = 1 olmak üzere

0 � t1 < t2 < ::: < tk < ::: sabit noktalar, fbkg ve fckg pozitif reel say¬dizileri,

y0(tk) = y0(t�k ) = lim
h!0�

y(tk + h)� y(tk)

h

ve

y0(t+k ) = lim
h!0+

y(tk + h)� y(t+k )

h

olmak üzere 8<: (a(t)y0(t))0 + p(t)y(t� �) = 0 ; t � t0 ; t 6= tk

y(t+k ) = bky(tk) ; y
0(t+k ) = cky

0(tk) ; k = 1; 2; :::
(3.5)

ikinci mertebeden s¬çramal¬gecikmeli diferensiyel denkleminin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬in-

celenecektir. (3.5) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬denk dönüşümler yard¬m¬yla

verilecektir.

Tan¬m 3.1.1. y 2 C 0 ([t0;1) ;R) ve ry0 2 C 0 ([t0;1) ;R) olmak üzere (3.5) denklemini

[t0;1) üzerinde özdeş olarak sa¼glayan y : [t0 � � ;1)! R fonksiyonuna (3.5) denkle-

minin bir çözümü denir.

Teorem 3.1.6. k = 1; 2; ::: için dk = ck=bk olmak üzere" Y
T�tk<t

d�1k

!
a(t)x0(t)

#0
+

 Y
T�tk<t

d�1k

!
p(t)

 Y
t���tk<t

d�1k

!
x(t��) = 0 ; t > T (3.6)

ikinci mertebeden s¬çramal¬olmayan gecikmeli diferensiyel denklemi sal¬n¬ml¬ise (3.5)

denklemi de sal¬n¬ml¬d¬r.
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·Ispat. Aksine kabul edelimki, (3.5) denklemi bir ergeç pozitif y çözümüne sahip olsun.

O halde t � T için y(t) > 0 olacak şekilde bir T � t0 vard¬r. t � T için

w(t) = a(t)
d

dt
ln

(
y(t)

Y
T�tk<t

d�1k

)
= a(t)

y0(t)

y(t)
(3.7)

dönüşümü yap¬l¬rsa (3.5) denkleminin ilk k¬sm¬ndan

0 = (w(t)y(t))0 + p(t)
a(t� �)y0(t� �)

y(t� �)

0 = w0(t)y(t) + y0(t)w(t) + p(t)
a(t� �)y0(t� �)

y(t� �)

0 = w0(t)y(t) +
w(t)y(t)

a(t)
w(t) + p(t)

a(t� �)y(t� �)w(t� �)

a(t� �)w(t� �)

0 = w0(t) +
w2(t)

a(t)
+ p(t)

y(t� �)

y(t)
(3.8)

elde edilir. (3.7) den

y(t) =

 Y
T�tk<t

d�1k

!
exp

8<:
tZ
T

w(s)

a(s)
ds

9=;
oldu¼gundan (3.8) denklemi

w0(t) +
w2(t)

a(t)
+ p(t)

 Y
t���tk<t

d�1k

!
exp

8<:�
tZ
t��

w(s)

a(s)
ds

9=; = 0

halini al¬r. (3.5) denkleminin ikinci k¬sm¬ndaki iki eşitlik birbirlerine bölünürse (3.7)

den

w(t+k ) =
y0(t+k )

y(t+k )
=
ck
bk

y0(tk)

y(tk)
=
ck
bk
w(tk)

olup dk = ck=bk ile tan¬mland¬¼g¬ndan (3.5) denkleminin ikinci k¬sm¬

w(t+k ) = dkw(tk)

şekline dönüşür. O halde (3.5) denklemi8><>:
w0(t) + w2(t)

a(t)
+ p(t)

� Q
t���tk<t

d�1k

�
exp

�
�

tR
t��

w(s)
a(s)

ds

�
= 0 ; t � T; t 6= tk

w(t+k ) = dkw(tk) ; tk � T; k = 1; 2; :::

(3.9)
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şeklinde birinci mertebeden diferensiyel denkleme dönüşür. Şimdi bu denkleme

z(t) =

 Y
T�tk<t

d�1k

!
w(t)

dönüşümünü uygulayal¬m. O halde tn > T için

z(t+n ) =

 Y
T�tk�tn

d�1k

!
w(t+n ) =

 Y
T�tk�tn

d�1k

!
dnw(tn) = z(tn)

dir. Böylece z, (T;1) da süreklidir. Di¼ger taraftan t > T ve t 6= tn için (3.9) dan

z0(t) = lim
h!0

w(t+ h)
Q

T�tk<t+h
d�1k � w(t)

Q
T�tk<t

d�1k

h

=

 Y
T�tk<t

d�1k

!
lim
h!0

w(t+ h)� w(t)

h

=

 Y
T�tk<t

d�1k

!
w0(t)

=

 Y
T�tk<t

d�1k

!24�w2(t)
a(t)

� p(t)

 Y
t���tk<t

d�1k

!
exp

8<:�
tZ
t��

w(s)

a(s)
ds

9=;
35

=

 Y
T�tk<t

d�1k

!"
�
 Y
T�tk<t

d2k

!
z2(t)

a(t)

�p(t)
 Y
t���tk<t

d�1k

!
exp

8<:�
tZ
t��

 Y
T�tk<s

dk

!
z(s)

a(s)
ds

9=;
35

= �
 Y
T�tk<t

dk

!
z2(t)

a(t)

�
 Y
T�tk<t

d�1k

!
p(t)

 Y
t���tk<t

d�1k

!
exp

8<:�
tZ
t��

 Y
T�tk<s

dk

!
z(s)

a(s)
ds

9=;
elde edilir. t = tn noktas¬nda z0(t) nin soldan ve sa¼gdan limitleri s¬ras¬yla

z0(t�n ) =

 Y
T�tk<tn

d�1k

!
w0(t�n ) =

 Y
T�tk<tn

d�1k

!
w0(tn)

ve

z0(t+n ) =

 Y
T�tk�tn

d�1k

!
w0(t+n ) =

 Y
T�tk�tn

d�1k

!
dnw

0(tn) =

 Y
T�tk<tn

d�1k

!
w0(tn)
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dir. Böylece t = tn için

z0(tn) =

 Y
T�tk<tn

d�1k

!
w0(tn) =

 Y
T�tk<tn

d�1k

!
lim
t!t�n

w0(t)

=

 Y
T�tk<tn

d�1k

!
lim
t!t�n

24�w2(t)
a(t)

� p(t)

 Y
t���tk<t

d�1k

!
exp

8<:�
tZ
t��

w(s)

a(s)
ds

9=;
35

=

 Y
T�tk<tn

d�1k

!24�w2(tn)
a(tn)

� p(tn)

 Y
t���tk<tn

d�1k

!
exp

8<:�
tnZ
tn��

w(s)

a(s)
ds

9=;
35

=

 Y
T�tk<tn

d�1k

!"
�
 Y
T�tk<tn

d2k

!
z2(tn)

a(tn)

�p(tn)
 Y
t���tk<tn

d�1k

!
exp

8<:�
tnZ
tn��

 Y
T�tk<sn

dk

!
z(s)

a(s)
ds

9=;
35

= �
 Y
T�tk<tn

dk

!
z2(tn)

a(tn)

�
 Y
T�tk<tn

d�1k

!
p(tn)

 Y
t���tk<tn

d�1k

!
exp

8<:�
tnZ
tn��

 Y
T�tk<sn

dk

!
z(s)

a(s)
ds

9=;
olur. Dolay¬s¬yla

z0(t) +

 Q
T�tk<t

dk

!
z2(t)
a(t)

+

 Q
T�tk<t

d�1k

!
p(t)

� Q
t���tk<t

d�1k

�
exp

8><>:�
tR
t��

 Q
T�tk<s

dk

!
z(s)

a(s)
ds

9>=>; = 0

(3.10)

denklemine ulaş¬l¬r. Son olarak

u(t) = exp

24 tZ
T

 Y
T�tk<s

dk

!
z(s)

a(s)
ds

35 ; t > T

dönüşümünü uygulayal¬m. O halde t > T için u(t) > 0 ve

u0(t) = u(t)

 Y
T�tk<t

dk

!
z(t)

a(t)
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olur. (3.10) dan" Y
T�tk<t

d�1k

!
a(t)u0(t)

#0
= u0(t)z(t) + u(t)z0(t)

= u(t)

" Y
T�tk<t

dk

!
z2(t)

a(t)
+ z0(t)

#

= �u(t)
 Y
T�tk<t

d�1k

!
p(t)

 Y
t���tk<t

d�1k

!
exp

8<:�
tZ
t��

u0(s)

u(s)
ds

9=;
= �

 Y
T�tk<t

d�1k

!
p(t)

 Y
t���tk<t

d�1k

!
u(t� �)

olur. Böylece" Y
T�tk<t

d�1k

!
a(t)u0(t)

#0
+

 Y
T�tk<t

d�1k

!
p(t)

 Y
t���tk<t

d�1k

!
u(t� �) = 0 ; t > T

denklemi elde edilir. Bu durumda u; (3.6) denkleminin bir ergeç pozitif çözümüdür. Bu

bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.1.7. k = 1; 2; ::: için bk = ck olsun. (3.5) denkleminin her çözümünün

sal¬n¬ml¬olmas¬ için gerek ve yeter koşul (3.6) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬

olmas¬d¬r.

·Ispat. Teorem 3.1.6 dan yaln¬zca (3.5) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬ iken (3.6)

denkleminin de her çözümünün sal¬n¬ml¬oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir.

x; t � T � t0 için x(t) > 0 olacak şekilde (3.6) denkleminin bir ergeç pozitif çözümü

olsun.

y(t) =

 Y
T�tk<t

bk

!
x(t)

olsun. O halde t > T için y(t) > 0 ve tn > T için

y(t+n ) =

 Y
T�tk�tn

bk

!
x(t+n ) = bn

 Y
T�tk<tn

bk

!
x(tn) = bny(tn)
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olur. Di¼ger taraftan, t 6= tn > T için

y0(t) =

 Y
T�tk<t

bk

!
x0(t)

ve

y0(t+n ) =

 Y
T�tk�tn

bk

!
x0(t+n ) = bn

 Y
T�tk<tn

bk

!
x0(tn) = bny

0(tn) = cny
0(tn)

elde edilir. Daha sonra t 6= tn için

(a(t)y0(t))
0
=

"
a(t)

 Y
T�tk<t

bk

!
x0(t)

#0

=

 Y
T�tk<t

bk

!
(a(t)x0(t))

0

= �
 Y
T�tk<t

bk

!
p(t)

 Y
t���tk<t

b�1k

!
x(t� �)

= �
 Y
T�tk<t��

bk

!
p(t)x(t� �)

= �p(t)y(t� �)

olur. Böylece

(a(t)y0(t))
0
+ p(t)y(t� �) = 0 (3.11)

denklemi elde edilir. Bunun anlam¬y; (3.5) denkleminin bir ergeç pozitif çözümüdür.

Bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

(3.11) denkleminin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için 1987 y¬l¬nda G. S. Ladde, V. Lakshmikantham ve

B. G. Zhang taraf¬ndan aşa¼g¬daki kriter verilmi̧stir.

Teorem 3.1.8. p(t) � 0 integrallenebilir bir fonksiyon, a(t) > 0 sürekli, �(t) � t,

� 0(t) � 1 ve lim
t!1

(t� �(t)) =1 olsun.

1Z
dt

p(t)
=1

ve
1Z 0@t��(t)Z

T

dt

a(t)

1A1��

p(t)dt =1 ; 0 < � � 1
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şartlar¬sa¼glan¬yorsa

(a(t)y0(t))
0
+ p(t)y(t� �(t)) = 0

denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Bunun d¬̧s¬nda, (3.11) denkleminin a(t) = 1 olmas¬durumu yani;

y00(t) + p(t)y(�(t)) = 0 (3.12)

ikinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denkleminin sal¬n¬ml¬l¬k sonuçlar¬ ilk olarak

1965 y¬l¬nda S. Norkin taraf¬ndan verilmi̧stir. 1968 y¬l¬nda P. Waltman ve 1970 y¬l¬nda

J. Bradley
1Z
p(s)ds = +1

ise (3.12) denkleminin sal¬n¬ml¬oldu¼gunu ispatlam¬̧slard¬r. Daha sonra, 1986 y¬l¬nda R.

Koplatadze ve 1988 de J. Wei

lim sup
t!1

tZ
�(t)

�(s)p(s)ds > 1

veya

lim inf
t!1

tZ
�(t)

�(s)p(s)ds >
1

e

oluyorsa (3.12) denkleminin sal¬n¬ml¬oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Burada,

p 2 C ([t0;1) ;R+), � 2 C ([t0;1) ;R) ; �(t) azalmayan, t � t0 için �(t) � t ve

lim
t!1

�(t) =1 dur.

Örnek 3.1.1. 8>>><>>>:
�
1
t
x0(t)

�0
+ 1

t
p
ln(t)

x(t� 1) = 0 ; t 6= i

�x(i) + 1
i
x(i) = 0 ; i 2 N

�x0(i) + 1
i2
x(i) = 0 ; i 2 N

(3.13)

ikinci mertebeden s¬çramal¬ gecikmeli diferensiyel denkleminin çözümlerinin sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬n¬inceleyelim. (3.13) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter koşul" Y
T�i<t

i

i+ 1

!
1

t
x0(t)

#0
+

 Y
T�i<t

i

i+ 1

!
1

t
p
ln(t)

 Y
t���i<t

i

i+ 1

!
x(t� 1) = 0 (3.14)
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s¬çramal¬ olmayan ikinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denkleminin sal¬n¬ml¬ ol-

mas¬d¬r. (3.14) denklemi Teorem 3.1.8 in tüm şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan tüm çözümleri

sal¬n¬ml¬d¬r. O halde (3.13) denkleminin de tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.
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4 Sürekli De¼gi̧skenli S¬çramal¬Gecikmeli Fark

Denklemleri

Son y¬llarda, sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬fark denklemleri de birçok matematikçi taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. G. P. Wei ve J. H. Shen 2005 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda8<: ��x(t) + p(t)x(t� �) = 0, t 2 [t0;1) = f�ngn2N
��x(�n) + qnx(�n) = 0, n 2 N

şeklindeki s¬çramal¬gecikmeli fark denklemlerinin asimptotik özelliklerini ve sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬n¬çal¬̧sm¬̧slard¬r. Burada; t0, �, p, � (�� 2 N olmak üzere), fqngn2N � (�1; 1) ve

f�ngn2N � [t0;1) s¬çrama noktalar¬n¬n artan s¬n¬rs¬z bir dizisidir.

Yine G. P. Wei ve J. H. Shen 2006 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda, k 2 N, a 2 R,

� > 0, bk sabitler r pozitif bir tamsay¬ve p(t) � 0, [t0 � � ;1) üzerinde sürekli bir

fonksiyon olmak üzere,8<: x(t+ �)� x(t) + p(t)x(t� r�) = 0, t � t0 � � ; t 6= tk

x(tk + �)� x(tk) = bkx(tk), k 2 N(1)

şeklinde sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin çözümlerinin sal¬n¬m-

s¬zl¬¼g¬için baz¬sonuçlar vermi̧slerdir.

Bu çal¬̧smalardaki metod, genel fark denklemlerindeki uygulanan metodlara benzerdir.

Bu nedenle yazarlar, ş¬çrama koşulunda �� operatörünü kullanmay¬tercih etmi̧slerdir.

Ancak, bizim verece¼gimiz yeni kriterde s¬çrama koşulunda�� operatörü yerine� opera-

törü kullan¬ld¬¼g¬ndan, uygulan¬lan metod, yukar¬da verilen çal¬̧smalarda uygulan¬lan

metodtan tamamen farkl¬d¬r ve diferensiyel denklemler için uygulanan metotlara daha

yak¬nd¬r.
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4.1 Birinci Mertebeden Sürekli De¼gi̧skenli S¬çramal¬ Gecik-

meli Fark Denklemlerinin Sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ için Elde Edilen

Yeni Kriterler

Bu k¬s¬mda, t0 2 R, � 2 (0;1), I, N do¼gal say¬lar kümesinin s¬n¬rl¬bir alt cümlesi,

pi 2 C ([t0;1);R), her i 2 I için � i 2 [�;1), fqngn2N � (�1; 1) ve

f�ngn2N � [t0 + �;1) s¬çrama noktalar¬n¬n artan s¬n¬rs¬z bir dizisi olmak üzere8>><>>:
��x(t) +

P
i2I
pi(t)x(t� � i) = 0 , t 2 [t0;1)nf�ngn2N

�x(�n) + qnx(�n) = 0 , n 2 N
(4.1)

şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denklemini gözönüne al¬nacakt¬r.

Burada, her t 2 [t0;1) için ��x(t) = x(t+ �)� x(t) ve her n 2 N için

�x(�n) = x(�+n ) � x(��n ) dir. x(�+n ), baz¬n 2 N için, x in �n s¬çrama noktas¬ndaki

sa¼gdan limitini, x(��n ) ise x in, �n s¬çrama noktas¬ndaki soldan limitini göstermektedir.

Bir f�nkgk2N alt dizisi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda s¬çrama koşulundan,

�x(�nk) = �qnkx(�nk)

x(�+nk)� x(��nk) = �qnkx(�nk)

x(�+nk) = (1� qnk)x(�nk)

dir. Her iki taraf x(�nk) ile çarp¬l¬rsa

x(�nk)x(�
+
nk
) = (1� qnk) [x(�nk)]

2

elde edilir. [x(�nk)]
2 > 0 oldu¼gundan Tan¬m 2.1.5. den x(�nk)x(�

+
nk
) � 0 olmas¬ancak

fqnkgk2N � [1;1) olmas¬yla mümkündür. O halde, fqngn2N � [1;1) olmak üzere, bir

f�nkgk2N alt dizisinin varl¬¼g¬durumunda (4.1) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬

olaca¼g¬aç¬kt¬r. Bu nedenle, fqngn2N � (�1; 1) al¬nacakt¬r. Bunun d¬̧s¬nda teoremlerin

ispatlar¬nda, uygunluk aç¬s¬ndan boş çarp¬m 1 olarak al¬nacakt¬r.

Tan¬m 4.1.1. �max := max f� i : i 2 Ig olsun. (4.1) denkleminin çözümü
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x : [t0 � �max;1) ! R şeklinde tan¬ml¬bir fonksiyondur. Burada her n 2 N için x

fonksiyonu (�n; �n+1) üzerinde sürekli, (4.1) denklemini sa¼glar ve her n 2 N için x(�+n ),

x(��n ) mevcut, sonlu ve x(�
�
n ) = x(�n) dir.

Şimdi tutarl¬çözümün tan¬m¬n¬yapal¬m:

Tan¬m 4.1.2. Her i 2 I için t =2 f�ngn2N ve dolay¬s¬yla t+� =2 f�ngn2N, t�� i =2 f�ngn2N
oldu¼gunu kabul edelim ve buna ek olarak, [t0 � �max; t0 + �] üzerinde tan¬ml¬' başlang¬ç

fonksiyonu

��x(t0) +
X
i2I
pi(t0)x(t0 � � i) = 0 (4.2)

tutarl¬l¬k şart¬n¬sa¼glamak üzere, (4.1) s¬çramal¬gecikmeli fark denklemi için

x = ' (4.3)

başlang¬ç koşulunu tan¬mlayal¬m. Basamak metodu ile, (4.1) denkleminin, (4.2) tutar-

l¬l¬k şart¬n¬ve (4.3) başlang¬ç şart¬n¬sa¼glayan tek bir x çözümü vard¬r. Bu çözümü

x = x(t; t0; ') ile gösterelim. Bilindi¼gi üzere, (4.1) denkleminin bir x çözümüne, ergeç

pozitif ya da ergeç negatif ise sal¬n¬ml¬de¼gildir, aksi durumda sal¬n¬ml¬d¬r denir.

Teorem 2.3.4 den aşa¼g¬daki teoerem verilebilir.

Teorem 4.1.1. � 2 (0;1), pi 2 C ([t0;1); [0;1)), I, N do¼gal say¬lar kümesinin s¬n¬rl¬

bir alt cümlesi ve her i 2 I için � i 2 [�;1) olsun. O halde

x0(t) +
1

�

X
i2I

min
t�2����t��

fpi(�)gx(t� � i) = 0 ; t 2 [t+ �;1)

gecikmeli diferensiyel denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬ise

��x(t) +
X
i2I

pi(t)x(t� � i) = 0 ; t 2 [t0;1)

s¬çramal¬olmayan gecikmeli fark denkleminin de her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Her t 2 [t0 + �;1) için

�
t����k<t

(1� qk) � �
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ve her t 2 [t0 + � i;1), her i 2 I için

�
t�� i��k<t

(1� qk) � �i

olacak şekilde �i ve � pozitif sabitlerinin oldu¼gunu kabul edelim ve

��y(t) +
X
i2I

�
�i
�

�i
pi(t)y(t� � i) = 0 ; t 2 [t0;1) (4.4)

s¬çramal¬olmayan gecikmeli fark denklemini gözönüne alal¬m. S¬çramal¬olmayan (4.4)

denkleminin bir çözümü, [t0;1) üzerinde (4.4) denklemini sa¼glayan bir y 2 C ([t0 � � ;1) ;R)

fonksiyonudur.

Teorem 4.1.2. y = y (t; t0; '), (4.4) denkleminin bir çözümü ise

x(t) :=
1

�t=�

" Y
t0��k<t

(1� qk)

#
y(t) ; t 2 [t0;1) (4.5)

ile tan¬ml¬x = x (t; t0; '), (4.1) denkleminin bir çözümüdür.

·Ispat. y = y (t; t0; '), (4.4) denkleminin bir çözümü olsun. (4.5) ile tan¬ml¬x çözümünün

(4.4) denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim. x çözümünün her n 2 N için herbir (�n; �n+1)

aral¬¼g¬nda sürekli oldu¼gu aç¬kt¬r. (4.5) den her t 2 [t0;1)ve her i 2 I için

��y(t) = y(t+ �)� y(t)

=
�
t+�
�Q

t0��k<t+�
(1� qk)

x(t+ �)� �
t
�Q

t0��k<t
(1� qk)

x(t)

=
�

t
�
+1Q

t0��k<t+�
(1� qk)

x(t+ �)� �
t
�Q

t0��k<t
(1� qk)

x(t)

=
�

t
�
+1Q

t0��k<t
(1� qk)

Q
t��k<t+�

(1� qk)
x(t+ �)� �

t
�Q

t0��k<t
(1� qk)

x(t)

=
�

t
�Q

t0��k<t
(1� qk)

��x(t) (4.6)
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ve

y(t� � i) =
�
t��i
�Q

t0��k<t��i
(1�qk)

x(t� � i)

=
�

t
�

�
�i
�

Q
t0��k<t��i

(1�qk)
x(t� � i)

=

�
t
�

Q
t�� i��k<t

(1� qk)

�
�i
�

Q
t0��k<t

(1�qk)
x(t� � i)

=
�i �

t
�

�
�i
�

Q
t0��k<t

(1�qk)
x(t� � i) (4.7)

olur. (4.6) ve (4.7) eşitlikleri (4.4) de yerine yaz¬l¬rsa

�
t
�

�
t0��k<t

(1� qk)

 
��x(t) +

X
i2I

pi(t)x(t� � i)

!
= 0

elde edilir. �
t
�= �
t0��k<t

(1� qk) pozitif terimi ihmal edildi¼ginde (4.5) ile tan¬ml¬x çözümü

(4.1) denkleminin ilk k¬sm¬n¬sa¼glar. Di¼ger taraftan, her n 2 N için,

x(�+n ) = lim
t!�+n

 
1

�t=�

" Y
t0��k<t

(1� qk)

#
y(t)

!

=
1

��n=�

" Y
t0��k��n

(1� qk)

#
y(�n)

= (1� qn)x(�n)

oldu¼gundan x, (4.1) denkleminin ikinci k¬sm¬n¬da sa¼glar. Dolay¬s¬yla, x = x (t; t0; '),

(4.1) denkleminin bir çözümüdür.

Teorem 4.1.3. x = x (t; t0; '), (4.1) denkleminin bir çözümü ise

y(t) =
�t=�Q

t0��k<t
(1� qk)

x(t) ; t 2 [t0;1) (4.8)

ile tan¬ml¬y = y (t; t0; '), (4.4) denkleminin bir çözümüdür.

·Ispat. x = x (t; t0; '), (4.1) denkleminin bir çözümü olsun. (4.8) eşitli¼gi ile tan¬ml¬y,
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her n 2 N için y(��n ) = y(�n) olmak üzere (�n; �n+1) aral¬klar¬nda süreklidir. her n 2 N

için

y(�+n ) = lim
t!�+n

0B@ �t=�Q
t0��k<t

(1� qk)
x(t)

1CA
=

��n=�Q
t0��k��n

(1� qk)
x(�+n )

= y(�n)

olur ki bu durum y nin [t0;1) aral¬¼g¬nda sürekli olmas¬n¬gerektirir. Ayn¬ şekilde y

nin (4.4) denklemini sa¼glad¬¼g¬kolayca görülebilir. Dolay¬s¬yla, y = y (t; t0; '), (4.4)

denkleminin bir çözümüdür.

Teorem 4.1.4. (4.1) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olabilmesi için gerek ve

yeter koşul (4.4) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬d¬r.

·Ispat. fqngn2N � (�1; 1) olmak üzere Teorem 4.1.2. ve Teorem 4.1.3. den ispat

kolayca görülebilir.

Teorem 4.1.1. ve Teorem 4.1.4. �ü kullanarak aşa¼g¬daki sal¬n¬ml¬l¬k şart¬verilebilir.

Teorem 4.1.5.

x0(t) +
X
i2I

�� i=�

��i
min

t�2����t��
fpi(�)gx(t� � i) = 0 ; t 2 [t0 + 2�;1)

s¬çramal¬olmayan gecikmeli diferensiyel denklemin her çözümü sal¬n¬ml¬ise (4.1) sürekli

de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Teorem 4.1.5. in bir sonucu olarak, aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç 4.1.1. �min := min f� i : i 2 Ig olmak üzere

lim inf
t!1

tZ
t��min

X
i2I

�� i=�

��i
min

��2�������
fpi(�)g d� >

1

e
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veya

lim sup
t!1

Z t

t��min

X
i2I

�� i=�

��i
min

��2�������
fpi(�)g d� > 1

olsun. O halde (4.1) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 4.1.1. I, N nin s¬n¬rl¬bir alt cümlesi, � 2 (0;1), q 2 (�1; 1), pi 2 (0;1) ve

her i 2 I için � i 2 N olsun.8<: ��x(t) +
P

i2I pix(t� �� i) = 0 , t 2 [0;1) n�N

�x(n) + qx(n) = 0 , n 2 �N
(4.9)

fark denklemini gözönüne alal¬m. Teorem 4.1.5. den ve her i 2 I için � = (1� q) ve

�i = (1� q)� i oldu¼gundan (4.9) diferensiyel denklemi

x0(t) +
X
i2I

pi
�
x(t� �� i) = 0 , t 2 [2�;1) (4.10)

ile benzerdir. Teorem 2.1.2. den X
i2I
pi� i >

1

e

oldu¼gunda (4.10) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬oldu¼gunu biliyoruz. O halde

ayn¬şart (4.9) denklemi içinde geçerlidir.

4.2 Kar¬̧s¬k Tipli Sürekli De¼gi̧skenli S¬çramal¬Fark

Denlemlerinin Sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için Kaŗs¬laşt¬rma Kriteri

Dördüncü bölümün ikinci k¬sm¬nda ise, t0 2 R, � 2 R+, p; q 2 C ([t0;1);R) ;

� ; � 2 [0;1), f�kgk2N � (�1; 1) ve f�kgk2N � [t0;1) s¬çrama noktalar¬n¬n s¬n¬rs¬z

artan bir dizisi olmak üzere,8><>:��x(t) + p(t)x(t� �) + q(t)x(t+ �) = 0 , t 2 [t0;1)nf�kgk2N

�x(�k) + �kx(�k) = 0 , k 2 N
(4.11)

şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli kar¬̧s¬k tipli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin çözüm-

lerinin sal¬n¬m¬l¬k davran¬̧s¬, bu denkleme uygun s¬çramal¬olmayan kar¬̧s¬k tipli gecik-

meli fark denklemleri ve s¬çramal¬olmayan kar¬̧s¬k tipli gecikmeli diferensiyel denklemler
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ile kaŗs¬laşt¬r¬larak incelenmi̧stir. Burada, her t 2 [t0;1) için ��x(t) = x(t+ �)� x(t)

ve her k 2 N için �x(�k) = x(�+k ) � x(��k ) d¬r. x(�+k ); k 2 N için x in �k s¬çrama

noktas¬ndaki sa¼gdan limitini ve x(��k ); k 2 N için x in �k s¬çrama noktas¬ndaki soldan

limitini göstermektedir. f�klgl2N � [1;1) olacak şekilde bir f�klgl2N altdizisi varsa

(4.11) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r. Bu nedenle f�kgk2N � (�1; 1) alaca¼g¬z.

(4.11) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için gerek ve yeter koşullar sürekli de¼gi̧skenli

kar¬̧s¬k tipli s¬çramal¬olmayan fark denklemleri ile kaŗs¬laşt¬r¬larak verilmi̧stir. Burada

kullan¬lan metod sayesinde katsay¬lar üzerindeki i̧saret k¬s¬tlamas¬ ortadan kalkmak-

tad¬r. Bu da çok büyük kolayl¬k sa¼glayacakt¬r. Bununla birlikte bildi¼gimiz kadar¬yla,

literatürde katsay¬lar¬ farkl¬ i̧saretli veya alternatif i̧saretlere sahip sürekli de¼gi̧skenli

kar¬̧s¬k tipli s¬çramal¬ olmayan fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ için bir

sonuç verilmemi̧stir. Katsay¬lar üzerinde i̧saret şart¬verilmedi¼gi zaman, sal¬n¬ml¬ol-

mayan çözümlerin monotonluk özellikleri kaybolur ve bundan dolay¬çözümlerin sal¬n¬m-

l¬l¬k özelliklerini kontrol etmek zorlaş¬r. Bu nedenle ilgimizi daha sonra sabit katsay¬l¬

ve ayn¬i̧saretli (4.11) denklemine k¬s¬tlayaca¼g¬z.

Burada kulland¬¼g¬m¬z metodta (4.11) denklemini farkl¬katsay¬larla gözönüne alaca¼g¬z.

Fakat notasyon kolayl¬¼g¬aç¬s¬ndan bir tek katsay¬l¬gecikme ve bir tek katsay¬l¬ileri terim

içeren (4.11) denklemi ile ilgilenece¼giz. Burada verece¼gimiz aç¬k sal¬n¬ml¬l¬k sonuçlar¬

diferensiyel denklemler üzerinde kaŗs¬laşt¬rma kriterine ba¼gl¬olarak elde edilecektir.

Bu nedenle aşa¼g¬daki bilgileri hat¬rlatal¬m:

� > 0 ve p 2 C
�
[t0;1) ;R+0

�
olmak üzere

lim sup
t!1

tZ
t��

p(�)d� > 1

veya

lim inf
t!1

tZ
t��

p(�)d� >
1

e
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oluyorsa

x0(t) + p(t)x(t� �) = 0 ; t 2 [t0;1)

diferensiyel denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬d¬r. Ayn¬şartlar alt¬nda

x0(t) + p(t)x(t� �) � 0 ; t 2 [t0;1)

diferensiyel eşitsizli¼gi bir pozitif çözüme sahip de¼gildir ve

x0(t) + p(t)x(t� �) � 0 ; t 2 [t0;1)

diferensiyel eşitsizli¼gi bir negatif çözüme sahip de¼gildir (Györi ve Ladas 1991).

Tan¬m 4.2.1. Her k 2 N için x(�
+
�
k ) limitli mevcut, sonlu ve x(�k) = x(��k ) olsun. Her

k 2 N için (�k; �k+1) üzerinde sürekli (4.11) denklemini sa¼glayan x : [t0 � � ;1) ! R

fonksiyonuna (4.11) denkleminin çözümüdür denir. Çözüm tan¬m¬nda t =2 f�kgk2N ise

t+ � =2 f�kgk2N ve her t+ � =2 f�kgk2N için t� � =2 f�kgk2N oldu¼gu kabul edilecektir.

Tan¬m 4.2.2. (4.11) denklemi

x = ' ; [t0 � � ; t0 +max f�; �g] (4.12)

şeklinde bir başlang¬ç şart¬ile birlikte gözönüne al¬ns¬n. Burada, ', [t0 � � ; t0)

aral¬¼g¬nda sürekli ve [t0 � � ; t0 +max f�; �g] n f�kgk2N de parçal¬sürekli olmak üzere

[t0 � � ; t0 +max f�; �g] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli bir fonksiyondur. Ayn¬zamanda '

fonksiyonu 8><>:��'(t0) + p(t0)'(t0 � �) + q(t0)'(t0 + �) = 0 , t0 6= �0

�'(�0) + q0'(�0) = 0

(4.13)

tutarl¬l¬k şart¬n¬sa¼glar. Basamak metodu ile (4.11) denkleminin (4.12) başlang¬ç koşu-

lunu ve (4.13) tutarl¬l¬k şart¬n¬sa¼glayan bir tek x çözümü oldu¼gu kolayca görülebilir.

Bu çözüm x = (t; t0; ') ile gösterilsin. (4.11) denkleminin x = (t; t0; ') çözümü ya ergeç

pozitif ya da ergeç negatif ise sal¬n¬ml¬de¼gildir. Aksi halde sal¬n¬ml¬d¬r.
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Aşa¼g¬daki şartlar sa¼glans¬n.

(A1) Her t 2 [t0 + �;1) için �
t����l<t

(1� �l) � � olacak şekilde bir � > 0 sabiti

varolsun.

(A2) Her t 2 [t0 + � ;1) için �
t����l<t

(1� �l) � � olacak şekilde bir � > 0 sabiti

varolsun.

(A3) Her t 2 [t0;1) için �
t��l<t+�

(1� �l) �  olacak şekilde bir  > 0 sabiti varolsun.

��y(t) +
�
�
�

�
p(t)y(t� �) +



�
�
�

q(t)y(t+ �) = 0 ; t 2 [t0;1) (4.14)

s¬çramal¬ olmayan birinci mertebeden kar¬̧s¬k tipli fark denklemini gözönüne alal¬m.

(4.14) denkleminin çözümü [t0;1) da (4.14) denklemini sa¼glayan bir y 2 C ([t0 � � ;1) ;R)

fonksiyonudur.

Teorem 4.2.1. (A1) � (A3) sa¼glans¬n. y = y(t; t0; ') fonksiyonu (4.14) denkleminin

bir çözümü ise

 (t) =

8><>:
'(t) ; [t0 � � ; t0)

1

�
t
�

�
�

t0��l<t
(1� �l)

�
'(t) ; [t0; t0 +max f�; �g]

olmak üzere

x(t) :=
1

�
t
�

�
�

t0��l<t
(1� �l)

�
y(t) ; t 2 [t0;1) (4.15)

ile tan¬ml¬x = x(t; t0;  ) fonksiyonu (4.11) denkleminin bir çözümüdür.

·Ispat. y = y(t; t0; ') (4.14) denkleminin bir çözümü olsun. (4.15) ile tan¬ml¬x fonk-

siyonunun (4.11) denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬gösterelim. x fonksiyonunun her n 2 N için

herbir (�n; �n+1) aral¬¼g¬nda sürekli oldu¼gu aç¬kt¬r. (4.15) den her t 2 [t0;1) için

��y(t) = y(t+ �)� y(t)

=
�
t+�
�Q

t0��l<t+�
(1� �l)

x(t+ �)� �
t
�Q

t0��l<t
(1� �l)

x(t)
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=
�

t
�
+1Q

t0��l<t+�
(1� �l)

x(t+ �)� �
t
�Q

t0��l<t
(1� �l)

x(t)

=
�

t
�
+1Q

t0��l<t
(1� �l)

Q
t��k<t+�

(1� �l)
x(t+ �)� �

t
�Q

t0��l<t
(1� �l)

x(t)

=
�

t
�Q

t0��l<t
(1� qk)

��x(t) (4.16)

elde edilir. Bundan başka her t 2 [t0;1) için

y(t� �) =
�
t��
�Q

t0��l<t��
(1��l)

x(t� �)

=
�

t
�

�
�
�

Q
t0��l<t��

(1� �l)
x(t� �)

=

�
t
�
Q

t����l<t
(1� �l)

�
�
�
Q

t0��l<t
(1� �l)

x(t� �)

=
��

t
�

�
�
�
Q

t0��l<t
(1� �l)

x(t� �) (4.17)

ve

y(t+ �) =
�
t+�
�Q

t0��l<t+�
(1� �l)

x(t+ �)

=
�
�
��

t
�


Q

t0��l<t
(1� �l)

x(t+ �) (4.18)

elde edilir.(4.16), (4.17) ve (4.18) eşitlikleri (4.14) de yerine yaz¬l¬r ve

�
t
�Q

t0��l<t
(1� �l)

pozitif terimi ihmal edilirse (4.15) ile tan¬ml¬x fonksiyonunu (4.11) denkleminin ilk
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k¬sm¬n¬sa¼glar. Di¼ger taraftan, her k 2 N için

x(�+n ) = lim
t!�+k

 
1

�t=�

" Y
t0��l<t

(1� �l)

#
y(t)

!

=
1

��k=�

" Y
t0��l��k

(1� �l)

#
y(�k)

= (1� �l)x(�k)

oldu¼gundan x (4.11) denkleminin ikinci k¬sm¬olan s¬çrama koşulunu da sa¼glar. Ayn¬

şekilde  fonksiyonunun bu çözüm için başlang¬ç fonksiyonu oldu¼guda kolayca göste-

rilebilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.2. (A1) � (A3) koşullar¬ sa¼glans¬n. x = x(t; t0;  ) fonksiyonu (4.11)

denkleminin bir çözümü ise o zaman,

'(t) =

8><>:
 (t) ; [t0 � � ; t0)

�
t
�

�
t0��l<t

(1��l) (t) ; [t0; t0 +max f�; �g]

olmak üzere,

y(t) :=

24 �
t
�

�
t0��l<t

(1� �l)

35x(t) ; t 2 [t0;1) (4.19)

ile tan¬ml¬y = y(t; t0; ') fonksiyonu (4.14) denkleminin bir çözümüdür.

·Ispat. x = x(t; t0;  ) (4.11) denkleminin bir çözümü olsun. y fonksiyonunun (4.15)

deki şekilde tan¬ml¬oldu¼gundan her k 2 N için herbir (�k; �k+1) aral¬klar¬nda süreklidir.

Ayr¬ca, her k 2 N için

y(�+k ) = lim
t!�+k

0B@ �t=�Q
t0��l<t

(1� �l)
x(t)

1CA
=

��k=�Q
t0��l��k

(1� �l)
x(�+k )

= y(�k)

dir. Bundan dolay¬x; [t0;1) da süreklidir. Bundan başka, Teorem 4.2.1. deki şekilde y

fonksiyonunun (4.14) denkleminin çözümü oldu¼gu kolayca gösterilebilir. Böylece ispat
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tamamlan¬r.

Teorem 4.2.3. (A1)�(A3) sa¼glans¬n. (4.11) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬ola-

bilmesi için gerek ve yeter koşul (4.14) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬d¬r.

·Ispat. Teoremin ispat¬, f�kgk2N � (�1; 1) olmak üzere Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2

den kolayca yap¬labilir.

Örnek 4.2.1. � 2 R+, p; q 2 R, � ; � 2 R+0 ve � 2 (�1; 1) olmak üzere,8><>:��x(t) + px(t� ��) + qx(t+ ��) = 0 , t 2 [0;1)nf�kgk2N

�x(k) + �x(k) = 0 , k 2 �N
(4.20)

denklemi gözönüne al¬ns¬n. Bu denklem için � = (1� �), � = (1� �)� ve

 = 1= (1� �)� dir. Böylece (4.20) denklemi

��x(t) + p (1� �)�(
1
�
�1) x(t� ��) + q (1� �)�(1�

1
�
) y(t+ ��) = 0 ; t 2 [t0;1) (4.21)

s¬çramal¬olmayan kar¬̧s¬k tipli fark denklemine dönüşür. Teorem 2.3.1. den (4.21)

denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

1� e��s + p (1� �)�(
1
�
�1) e���s + (1� �)�(1�

1
�
) e��s = 0 (4.22)

karakteristik denkleminin reel köke sahip olmamas¬d¬r.

Örne¼gin, � = 1=2, � = 2=3, p = e� 1, � = 1, q = 1=e ve � = 1=2 ise (4.20) denkleminin

karakteristik denklemi olan

1 +
1

e

p
3es=4 � 1

3
(4� 2e) s�s=2 = 0

denklemi bir negatif köke sahip oldu¼gundan (4.20) denklemi bir sal¬n¬ms¬z çözüme sahip-

tir. Bu çözümün gra�k gösterimi,
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şeklindedir.

Aşa¼g¬daki çizelgede, � = 1=2, � = 1 ve � = 1=2 olmak üzere �, p ve q parametrelerinin

de¼gi̧stirilmesiyle (4.20) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬n¬n nas¬l de¼gi̧sti¼gi görülebilir.

� � p q � � Sal¬n¬ml¬/Sal¬n¬ms¬z

1
2

2
3

e� 1 1
e

1 1
2

Sal¬n¬ms¬z

1
2

1
3

e� 1 1
e

1 1
2

Sal¬n¬ml¬

1
2

1
3
�(e� 1) 1

e
1 1

2
Sal¬n¬ms¬z

1
2

1
3
�(e� 1) �1

e
1 1

2
Sal¬n¬ml¬

4.2.1 S¬çramal¬Fark Denklemleri ile Diferensiyel Denklemlerin Kaŗs¬laşt¬rma

Kriterleri

Bu k¬s¬mda, p; q 2 C ([t0;1);R+) veya p; q 2 C ([t0;1);R�) olmas¬durumlar¬nda

(4.11) denkleminin çözümleri için aç¬k sal¬n¬ml¬l¬k sonuçlar¬verilecektir.

4.2.1.1 Pozitif Katsay¬l¬Kar¬̧s¬k Tipli S¬çramal¬Fark Denklemleri

Teorem 4.2.4. (A1)� (A3) koşullar¬sa¼glans¬n ve p; q 2 C ([t0;1);R+) olsun. E¼ger

x0(t) +
��=�

��
min

s2[t;t+�]
p(s) x(t� �) + 

���=�
min

s2[t;t+�]
q(s) x(t+ �) � 0 , t 2 [t0;1) (4.23)

diferensiyel eşitsizli¼gi ergeç pozitif çözüme sahip de¼gil ise (4.11) denkleminin her çözümü

sal¬n¬ml¬d¬r.
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·Ispat. Kabul edelimki x (4.11) denkleminin bir ergeç pozitif çözümü olsun. O halde,

(4.19) ile tan¬ml¬y fonksiyonu (4.14) denklemini sa¼glar. Her t 2 [t1;1) ve baz¬

t1 2 [t0;1) için x(t), x(t� �), x(t� �) > 0 olsun. Bundan başka,

z(t) :=

t+�Z
t

y(�)d� ; t 2 [t1;1) (4.24)

kümesi tan¬mlans¬n. Her t 2 [t1;1) için z(t) > 0 ve z0(t) = ��y(t) dir. (4.14) denklemi

t den t+ � ya integre edilirse her t 2 [t1;1) için

0 = ��z(t) +
��=�

�

t+�Z
t

p(�)y(� � �)d� +


��=�

t+�Z
t

q(�)y(� + �)d�

� ��z(t) +
��=�

�
min

s2[t;t+�]
p(s) z(t� �) +



��=�
min

s2[t;t+�]
q(s) z(t+ �) (4.25)

elde edilir. Ayr¬ca,

w(t) :=

t+�Z
t

z(�)d� ; t 2 [t1;1) (4.26)

eşitli¼gini gözönüne alal¬m. O halde, her t 2 [t1;1) için w(t) > 0 ve w0(t) = ��z(t) ve

w(t) � �z(t) dir. Dolay¬s¬yla (4.25) eşitsizli¼gi

w0(t) +
��=�

��
min

s2[t;t+�]
p(s) w(t� �) +



���=�
min

s2[t;t+�]
q(s) w(t+ �) � 0 , t 2 [t0;1)

eşitsizli¼gine dönüşür. Bu durumda w (4.23) ü sa¼glayan bir ergeç pozitif çözümdür. Bu

bir çeli̧skidir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.2.1. (A1)� (A3) koşullar¬sa¼glans¬n, p; q 2 C ([t0;1);R+) ve � > � olsun. O

halde, ya

lim sup
t!1

tZ
t��

min
s2[�;�+�]

p(s)d� >
��

��=�
(4.27)

ya da

lim inf
t!1

tZ
t��

min
s2[�;�+�]

p(s)d� >
��

��=�e
(4.28)

eşitsizlikleri sa¼glan¬yorsa (4.11) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.
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·Ispat. Kabul edelimki x (4.11) denkleminin bir ergeç pozitif çözümü olsun. O halde

(4.19) ile tan¬ml¬y fonksiyonu (4.14) denklemini sa¼glar. Her t 2 [t1;1) ve baz¬

t1 2 [t0;1) için x(t), x(t� �), x(t� �) > 0 olsun. O halde,

x0(t) +
��=�

��
min

s2[t;t+�]
p(s) x(t� �) � 0 , t 2 [t1;1)

eşitsizli¼gi (4.27) ve (4.28) şartlar¬ndan herhangi biri sa¼gland¬¼g¬nda ergeç pozitif çözüme

sahip olmayabilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Hat¬rlatma 4.2.1. p ve q katsay¬lar¬artmayan ise (4.23) eşitsizli¼gi

x0(t) +
��=�

��

t+�Z
t

p(�)d� x(t� �) +


���=�

t+�Z
t

q(�)d� x(t+ �) � 0 , t 2 [t0;1)

haline dönüşür. Bu durumda, ya

lim sup
t!1

tZ
t��

�+�Z
�

p(�)d�d� >
��

��=�

ya da

lim inf
t!1

tZ
t��

�+�Z
�

p(�)d�d� >
��

��=�e

eşitsizlikleri geçerli ise (4.11) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

4.2.1.2 Negatif Katsay¬l¬Kar¬̧s¬k Tipli S¬çramal¬Fark Denklemleri

Teorem 4.2.5. (A1)� (A3) koşullar¬sa¼glans¬n ve p; q 2 C ([t0;1);R�) olsun. E¼ger

x0(t) +
��=�

��
max
s2[t;t+�]

p(s) x(t� �) +


���=�
max
s2[t;t+�]

q(s) x(t+ �) � 0 , t 2 [t0;1) (4.29)

diferensiyel eşitsizli¼gi hiçbir ergeç pozitif çözüme sahip de¼gil ise o zaman, (4.11) denk-

leminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 4.2.2. (A1)� (A3) sa¼glans¬n ve p; q 2 C ([t0;1);R�) olsun. O halde, ya

lim sup
t!1

t+�Z
t

�
� max
s2[�;�+�]

q(s)

�
d� >

���=�
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ya da

lim inf
t!1

t+�Z
t

�
� max
s2[�;�+�]

q(s)

�
d� >

���=�

e

eşitsizlikleri sa¼glan¬yorsa (4.11) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Hat¬rlatma 4.2.2. p ve q katsay¬lar¬artmayan ise (4.29) eşitsizli¼gi

x0(t) +
��=�

��

tZ
t��

p(�)d� x(t� �) +


���=�

tZ
t��

q(�)d� x(t+ �) � 0 , t 2 [t0;1)

haline dönüşür. Bu durumda, ya

lim sup
t!1

tZ
t��

�+�Z
�

p(�)d�d� >
��

��=�

ya da

lim inf
t!1

tZ
t��

�+�Z
�

p(�)d�d� >
��

��=�e

eşitsizlikleri sa¼glan¬yorsa (4.11) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.
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EKLER

Üçüncü bölümde, a(t) 2 C ([t0;1) ; (0;1)) ve p(t) 2 C ([t0;1) ;R) olmak üzere8<: (a(t)x0(t))0 + p(t)x(t� �) = 0 ; t � t0 ; t 6= tk

x(t+k ) = bkx(tk) ; x0(t+k ) = ckx
0(tk) k = 1; 2; :::

şeklinde ikinci mertebeden s¬çramal¬ gecikmeli lineer diferensiyel denklemi için yeni

sal¬n¬ml¬l¬k şart¬verilmi̧stir. Bu çal¬̧sma yay¬na sunulmak için haz¬rlanm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümün ilk k¬sm¬nda, t0 2 R, I, N do¼gal say¬lar kümesinin s¬n¬rl¬bir alt

cümlesi, pi 2 C ([t0;1); [0;1)), her i 2 I için � i 2 [�;1), fqngn2N � (�1; 1) ve

f�ngn2N � [t0;1) s¬çrama noktalar¬n¬n artan s¬n¬rs¬z bir dizisi, � 2 (0;1), her

t 2 [t0;1) için ��x(t) = x(t + �) � x(t), her n 2 N için �x(�n) = x(�+n ) � x(��n ) ve

fqngn2N � (�1; 1) olmak üzere8>><>>:
��x(t) +

P
i2I
pi(t)x(t� � i) = 0 , t 2 [t0;1)nf�ngn2N

�x(�n) + qnx(�n) = 0 , n 2 N

şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin çözümlerinin sal¬n¬m-

l¬l¬k kriteri, bu denkleme uygun s¬çramal¬olmayan gecikmeli fark denklemleri ve s¬çra-

mal¬ olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile kaŗs¬laşt¬r¬larak verilmi̧stir. Bu

çal¬̧sma Journal of Computational Analysis and Applications isimli dergide yay¬nlan-

m¬̧st¬r.

Dördüncü bölümün ikinci k¬sm¬nda, t0 2 R, � 2 R+, p; q 2 C ([t0;1);R), � ; � 2 [0;1),

f�kgk2N � (�1; 1) ve f�kgk2N � [t0;1) s¬çrama noktalar¬n¬n s¬n¬rs¬z artan bir dizisi,

her t 2 [t0;1) için ��x(t) = x(t+ �)� x(t) ve her k 2 N için �x(�k) = x(�+k )� x(�k)

ve f�kgk2N � (�1; 1) olmak üzere,8><>:��x(t) + p(t)x(t� �) + q(t)x(t+ �) = 0 , t 2 [t0;1)nf�kgk2N

�x(�k) + �kx(�k) = 0 , k 2 N
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şeklindeki sürekli de¼gi̧skenli kar¬̧s¬k tipli s¬çramal¬gecikmeli fark denkleminin çözüm-

lerinin sal¬n¬m¬l¬k davran¬̧s¬, bu denkleme uygun s¬çramal¬olmayan kar¬̧s¬k tipli gecik-

meli fark denklemleri ve s¬çramal¬olmayan kar¬̧s¬k tipli gecikmeli diferensiyel denklemler

ile kaŗs¬laşt¬r¬larak incelenen bu çal¬̧sma yay¬na sunulmuştur.
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