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SICRAMALI GECIKMELI DENKLEMLERIN COZUMLERININ
SALINIMLILIK DAVRANISI

Sermin OZTURK

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damigsman: Doc. Dr. Ozkan OCALAN

Bu tez caligmasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, giris kismina
ayrilarak genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel

kavramlardan soz edilmistir. Uciincii boliimde,

(a(®)2'(t)) +pt)z(t —7) =0 A>ty , tFEty
z(t5) =bx(ty) , () = ar'(t) k=12, ..

seklinde taniml ikinci mertebeden sigramali gecikmeli lineer diferensiyel den-
klem ig¢in salimimlilik sart1 verilmistir. Dordiincii boliimiin ilk kisminda,
Apz(t) + > pi(t)x(t —71,) =0 , t € [to,00)\{bn}nen
iel

Ax(0,) + gnz(6,) =0 ,neN

seklindeki siirekli degiskenli sicramali gecikmeli fark denkleminin ¢oziimlerinin
salimmlilik davranisi, bu denkleme uygun sicramali olmayan gecikmeli fark
denklemleri ve sicramali olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile kargilas-

tirillarak incelenmistir. Dordiincii boliimiin ikinci kisminda ise,

Apr(t) +pt)z(t —7) + )zt +0) =0 1 € [to,00)\{fk }ren



seklindeki siirekli degigkenli karigik tipli sicramali gecikmeli fark denkleminin

¢oziimlerinin salinimilik davranisi ¢aligilmigtir.

2010, 65 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sicrama, Sigramali diferensiyel denklem, Siirekli degisken,
Stirekli degiskenli sicramali gecikmeli fark denklemi, Karigik tipli fark denk-

lemi.
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ABSTRACT
Ph. D. Thesis

OSCILLATORY BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF IMPULSIVE DELAY
EQUATIONS

Sermin OZTURK

Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Ozkan OCALAN

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the int-
roduction and provides a generel knowledge about the existing literature. In
the second chapter, we give some basic definitions and preliminary results that
will be used in further sections. In the third chapter, we offer a oscillatory
condition for the second order impulsive delay linear differential equation given
by
(a(t)a'(t)) + p(t)z(t —7) =0 >ty t# b,
w(t) =bx(ty) , 2@t) =caa'(te) k=1,2,..
is given. In the fourth chapter, we investigate the oscillatory behaviour of the
solutions of the following impulsive delay difference equations with continuous
arguments:
A,x(t) + %pi(t)m(t —1,)=0 € [ty,0)\{On}nen
Az(0,) + ¢,x(0,) =0 ,neN
by making comparison with appropriate nonimpulsive delay difference and
differential equations. Also, the oscillatory behaviour of solutions of the mixed

type impulsive delay difference equation with continuous arguments
Apa(t) +p)z(t —7) + q(t)x(t +0) =0, t € [to, 00)\{k}ren

Al‘(ek) + )\kx(é’k) =0 , keN

il



is studied.
2010, pages 65
Key Words : Impulse, Impulsive differential equation, Continuous argu-

ment, Delay impulsive difference equation with continuous argument, Mixed

type difference equation.
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1 GIRIiS
Bircok fiziksel siirecte zamanin belirli aninda veya anlarinda impulslar; yani, sicramalar
gozlenir. Ornegin; birlesik elemanlarda veya malzemelerde sicaklik dagilimi ve 1s1 gecisi

bu tiir siireclerdendir. Bu tiir fiziksel olaylarin matematiksel modeli denklem seklinde

ifade edildiginde ortaya sigramal (impulsive) denklemler gikar.

Dogada birgok degisim ve gelisim siireci belli zamanlardaki kesin durum degisiklikleriyle
karakterize edilir. Adi sigramali denklemler teorisinin gelismesinin asil sebebi budur.
Sicramali denklemler, adi denklemlerin yeni bir dalidir. Bu denklemlerin incelenmesi,
sicramali olmayan adi denklemlere gore cok daha yavastir. Bunun sebebi si¢gramali
denklemlerin ozelliklerinde ortaya cikan biiyiik giiclitklerdir. Ornegin; coziimlerin dal-

lanmasi, fiizyonu ve 6zerkligini kaybetmesi gibi.

Zamanin belli bir aninda ya da anlarinda sicramalar iceren bir fiziksel olay sigramali
diferensiyel denklemleri icerir. Sigcramali diferensiyel denklemler, teorisindeki yukarida
belirttigimiz giicliiklere ragmen fizikte, niifus dinamiginde, biyoloji ve ekonomi gibi
alanlarda énemli uygulama alanina sahiptir. Ciinkii, sigramasiz diferensiyel denkleme
kiyasla ¢ok daha zengindir. Bunlarla birlikte bu denklemler baz gercek yasam olgu-
larimin matematiksel modellerinin dogal catilarim ifade eder. Dolayisiyla, sigramali
diferensiyel denklemleri iceren problemleri incelemek teorik bakimdan oldugu kadar
uygulama acisindan da gereklidir. Bu yiizden yirmi yili agkin siiredir sicramali denk-

lemler inceleme konusu olmustur.

Bir sicramali diferensiyel denklem sisteminin matematiksel modeli

dt) = [fltz@) . tFb
AI(tk) = Ik(l'(tk)) , keZ

(1.1)

seklindedir. Burada, f : Rt x Q@ — R", Q C R™ acgik bir alt climle, Z; : Q—,
Az (ty) = z(t]) — x(t;) olup x(t)) = lim 2(t) ve x(t; ) = lim x(t) dir. (1.1) sisteminin
t—t, N

t—t,

x(t) ¢oziimiiniin k € Z icin t = ¢;, noktalarinda soldan stirekli yani, z(t, ) = x(x) oldugu



kabul edilmektedir. Ayrica k € Z igin {t;} artan bir dizi yani her k € Z igin t; < tg1

ve lim t; = oo dur.
k—o0

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, 7(¢) : R —R reel degerli bir fonksiyon olmak iizere

tlim 7(t) = 0o ve 7(t) < t kogullar1 saglanmak {izere

o'(t) = f(t, x(t), x(7(t)) (1.2)

seklindeki denklemlerdir. Yani bu tiir denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en
yiiksek mertebeden tiirevi hari¢ diger tiirevlerinin bir ya da daha ¢ok gecikme degisken-
lerine bagh oldugu bir diferensiyel denklemdir. Buradan da goriildiigii gibi «'(¢) nin

degisim orani yalmizca x(t) degerine degil ayn1 zamanda z(7(t)) degerine de baghdir.

x’(t)er(t—Q)—x(t—%) =0

2(t)+x(t—5)—4=0

(8) — 20/(8) + (¢ — g) 1

t
2" (t) — 32’ (t — sin®t) — m(g) +t=1

seklindeki denklemler birer gecikmeli diferensiyel denklemlerdir.

Gecikmeli denklemler ile ilgili ¢aligmalar literatiire ilk olarak 1770 yilindan sonra gir-
migtir. Fakat, gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili sistematik ve 6nemli caligmalar
daha ¢ok son 60 yilin iiriinleridir. Gecikmeli diferensiyel denklemler fizik, biyoloji ve
ekonomi gibi pek cok alanda ortaya ¢ikan bir¢ok problemin ¢oziimiinde rol oynarlar. Bu
nedenle, bu konu hakkinda son yillarda birgok kitap yazilmigtir (Gyori ve Ladas 1991,
Gopalsamy 1992).

Sicramali denklemler teorisi son yillarda hizla gelismesine ragmen, sicramali gecik-
meli denklemler teorisi alaninda cok fazla calisma yoktur. Ozellikle salinim anlaminda

simdiye kadar ¢ok az sayida c¢aligma yapilmigtir.
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Sicramali gecikmeli diferensiyel denklemler, davraniglari daha 6nceki davraniglarina
dayanan gercek diinya simiilasyon siireclerinin ifadesinde kullanilir. Bu olaylardaki
davraniglar, kisa zamanda bozulmaya ugrayan yapilari ele alir. Bu tiir siirecler; op-
timal kontrol, teorik fizik, popiilasyon dinamikleri, ekoloji, biyoteknoloji ve ekonomi
teorilerinde ortaya gikar. Eger (1.2) denklemi ile ifade edilen bir reel siire¢ zamanin

belli anlarinda sicramalar iceriyorsa bu siirec

o'(t) = f(t,2(t), z(7(t)) , t € [to, 00)\{tk}ren

Az(t)|my, = Zi ((tr))

z(t) =) , teBy, , z(ty) =20
seklinde bir denklem ile verilebilir. Burada, f : RT x RxR — R bir fonksiyon, 7, :
R =R, 7 : [tg,00) — [to, 00) siirekli bir fonksiyon, 7(t) < t, By, = toU{t : 7(t) < t,t > to},
to baslangic noktasi olmak iizere baslangi¢ kiimesi ve #;, sicrama noktalaridir. Iste, bu

tiir denklemlere sigramali gecikmeli diferensiyel denklemler denir.

Sicramali gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili ilk ¢aligma K. Gopalsamy ve B. G.
Zhang tarafindan 1989 yilinda yapilmigtir. Bu ¢aligmada, b; (i = 1,2, ...) reel sabitler,
a pozitif bir sabit, 7 > 0 reel sabit ve 0 < t; < t5 < ... < t; < ..., limt; = oo olmak

—00

izere,
2 (t) + az(t — 1) = be ot —t;) , t#b

seklinde birinci mertebeden sigramali gemkmeh diferensiyel denkleminin sifir ¢6ziimiiniin

asimptotik kararlilig1 ve

) +pt)r(t—7)=0 , t#t
o(th) —x(t;) =bx(t;) , t=t

)

(1.3)

sicramali gecikmeli diferensiyel denkleminin salimimli ve salinimsiz ¢oziimlerin varligi

icin yeter kosullar elde edilmistir.

Daha sonra Y. Zhang, A. Zhao ve J. Yan, 1997 yilinda yaptiklari ¢aligmalarinda,
K.Gopalsamy ve B. G. Zhang tarafindan incelenen (1.3) denklemi i¢in verilen salinim-

lilik kriterine bir ters 6rnek vererek dogru olmadigini gostermis ve ayni denklem igin

3



yeni salinimlilik kriteri elde etmiglerdir. Bunun diginda, 1996 yilinda J. H. Shen, ayni
yil L. Berezansky, E. Braverman, 1997 yilinda A. Domoshnitsky, M. Drakhlin, ve yine
ayni yil Y. Zhang, A. Zhao, J. Yan gibi bircok matematikgi sigramali gecikmeli diferen-

siyel denklemlerin salimimliligin1 ¢alismiglardir.

Fark denklemleri ile zamana bagl cesitli doga olaylarinin incelenmesinin, dogal bir
ifadesi olarak karsilagilmaktadir. Zamana bagh degiskenlerin kullanildig: olaylarin ¢ogu
ayrik (kesitli) oldugundan bu tiir denklemler nemli matematiksel modelleri olugtu-
rurlar. Daha da onemlisi fark denklemleri, diferensiyel denklemler icin ayriklagtirma
(discretization) metodlarinin incelenmesinde de kargimiza gikar. Fark denklemleri teori-
sinde elde edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bunlara kargilik gelen diferensiyel

denklemlerin ayrik benzerleridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi, buna karsilik
gelen diferensiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Fark denklemleri teorisinin
uygulamalari, kontrol teorisinde kararlilik durumunun incelenmesinde, biyolojide canl
populasyon sayisinin arastirilmasinda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip

biliminde hiicre hareketlerinin incelenmesinde ve bir ¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir.

Siirekli degigkenli fark denklemleri bilinmeyeni, siirekli degiskenli bir fonksiyon olan fark
denklemleridir. Fark denklemleri terimi, genellikle ayrik degiskenli fark denklemleri
icin kullanilir. Uygulamada, siirekli degigkenli fark denklemlerinde bagimsiz degisken
zaman ifade etmek igin kullanilir. Bu gergegi gozoniine alarak, siirekli degiskenli fark
denklemleri siirekli zamanlh fark denklemleri olarak adlandirilabilir. Stirekli degiskenli
fark denklemleri dogal bilimlerin bir¢ok dalinda incelenen evrim siirecinin dogal tanim-
lamalar: olarak ortaya ¢ikar (Sharkovsky, Maistrenko, ve Romanenko 1993, Ladas 1991).
Siirekli degigkenli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimliligi bircok yazar tarafindan
caligilmigtir (Domshlak 1993, Shen 1996, Yan ve Zhang 1999, Shen 2000, Zhang, Yan,
ve Choi 1998, Ladas, Pakula ve Wang 1992, Shen 2000).

Sicramali gecikmeli fark denklemleri ilk kez D. D. Bainov ve arkadaslar1 tarafindan
1994 yilinda galigilmigtir. Bu caligmada, sigramali fark denklemlerinin ¢oziimlerinin

kararliligini, 1995 yilinda yaptiklar1 caligmalarinda bu tiir denklemlerin c¢oziimlerin
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asimptotik kararhiligini, 2000 yilinda ise ikinci mertebeden sigramali diferensiyel-fark
denklemlerinin sinirh ¢oziimlerinin salinimliligi konusunu incelemiglerdir. G. Wei ise
1999 yilinda sicramali gecikmeli fark denklemlerinin salinimhiligi ve salinimli olmayan
¢oziimlerin varhg ile ilgili caligmalar yapmis ve salimmmhlik i¢in kriterler elde etmistir.
2002 yilinda M. Peng ikinci mertebeden lineer olmayan sigramali gecikmeli neutral fark
denklemlerinin salinimlilik teoremlerini ispatlamig ve daha sonra 2003 yilinda ikinci

mertebeden sicramali gecikmeli fark denklemlerinin salinimliligi i¢in kriterler vermistir.

Fark denklemleri, siirekli degiskenli fark denklemleri ve sicramali gecikmeli fark denk-
lemleri yukarida da belirttigimiz gibi bircok matematikci tarafindan caligilmigtir. An-
cak, bildigimiz kadariyla siirekli degiskenli sicramali gecikmeli fark denklemleri ile ilgili
caligmalara literatiirde 2005 yilina kadar rastlanmamigtir. Siirekli degiskenli sigramali
gecikmeli fark denklemleri ile ilgili yapilan ilk ¢aligma J. Shen ve G. Wei tarafindan
2005 yilinda yapilan galismadir. Bu calismada, £ € N, a € R, 7 > 0, b sabitler r

pozitif bir tamsay1 ve p(t) > 0, [to — T, 00) iizerinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere

z(t+71)—xt) +plt)x(t—rr)=0 t>to—T , tFt
l’(tk +T) - IL‘(tk) = bkﬁ(tk) ,t S N(l)

dekleminin salinimlilig1 i¢in yeter sartlar verilmistir. Burada, herhangi bir a € R igin
N(a) ={a,a+1,...}, I}Lrgotk = oo olmak iizere 0 < t; <ty < .. <t <..vet,7 €R,
r e N(1) igin N(t —rr,t —7) ={t—rr,t —(r—1)7,....,t — 7} ile tanimhdir. 2005
yilindan bu yana, siirekli degiskenli sigramali gecikmeli fark denklemleri ¢ok az yazar

tarafindan caligilmigtar.

Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda; bu doktora tez calismasinda sigramali gecikmeli fark
denklemleri ve sigramali gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin salinimlilik

davranigi incelenmigtir.

Ikinci boliimde, sicramali gecikmeli denklemler, sicramali gecikmeli diferensiyel
denklemler ve siirekli degiskenli sicramali gecikmeli fark denklemleri ile ilgili temel

tanim ve teoremler tanitilmig ve gimdiye kadar bu konularda yapilan baz calismalar



verilmigtir.
Uciincii boliimde, a(t) € C ([ty, o0), (0,00)) ve p(t) € C ([ty, ), R) olmak iizere

(a(t)2'(t)) +p(t)z(t —7) =0 >t tE
w(ty) = bex(te) ,  2'(t)) = cra'(tr) k=1,2,..
seklinde ikinci mertebeden sicramali gecikmeli lineer diferensiyel denklemi i¢in salinim-

lilik sart1 verilmistir. Burada, klim t), = oo olmak iizere 0 < t; < to < ... <ty < .., {bx}

ve {ci} pozitif reel say1 dizileri ve

’ (=Y T x<tk+h)_‘r(tk>
P (t) = (1) = tim D)

. a(ty+h)—x(t])
7(t) = hli>r(€l+ h :

dir.

Doérdiincti boliimiin ilk kisminda, tg € R, I, N dogal sayilar kiimesinin smirl bir alt
ctmlesi, p; € C([to, o), [0,00)), her i € I'iin 7; € [p,00), {du}uen C (~00,1) ve
{0, }nen C [to, 00) sigrama noktalarmin artan smirsiz bir dizisi olmak iizere,

Apx(t) + > pi(t)x(t —71,) =0 , t € [to,00)\{bn}nen

iel

Ax(0,) + gnx(0,) =0 ,neN
seklindeki siirekli degiskenli sigramali gecikmeli fark denkleminin ¢oziimlerinin salinim-
lilik davranigi, bu denkleme uygun sigramali olmayan gecikmeli fark denklemleri ve
sicramali olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile karsilagtirilarak incelenmigtir.
Burada, p € (0,00) ve her ¢ € [ty, 00) i¢in A,x(t) = z(t + p) — z(t) ve her n € N i¢in
Az(0,) = z(0F) — 2(0,) ve {gn}nen C (—00,1) dir. z(0)), baza n € N igin, z in 0,
sicrama noktasindaki sagdan limitini, z(6,,) ise z in, 6, sicrama noktasindaki soldan

limitini gostermektedir.

Doérdiincii boliimiin ikinci kismuinda ise, tg € R, p € R, p, ¢ € C([tp,o),R), T,



o €10,00), { A\ }tken C (—00,1) ve {€i}ren C [to, 00) sigrama noktalariin siirsiz artan

bir dizisi olmak iizere,

Apz(t) +pt)x(t —7)+qt)x(t+0) =0 ,t € [to,00)\{bk}ren
Ax(é’k) + )\kx(é’k) =0 , ke N

seklindeki siirekli degiskenli karigik tipli sigramali gecikmeli fark denkleminin ¢oziim-
lerinin salimimilik davranisi, bu denkleme uygun sicramali olmayan karigik tipli gecik-
meli fark denklemleri ve sigramali olmayan karigik tipli gecikmeli diferensiyel denklemler
ile kargilagtirilarak incelenmigtir. Burada, her t € [tg, 00) icin A z(t) = z(t + p) — z(¢)
ve her k € N igin Az(6;) = 2(0)) — 2(0x) ve {\¢}ren C (=00, 1) dir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismamiz igin gerekli olacak bilinen bazi temel kavramlar verilecektir.

2.1 Sicramali Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Tanim 2.1.1. Bir sicramali diferensiyel denklem sistemi

d(t) = ftx) , t#F
AZC(tk) = Ik(l'<tk)) , keZ

(2.1)

seklindedir. Burada, f : Rt x Q@ — R", Q C R™ agik bir alt climle, Z; : Q—,
Az(ty) = x(t))—x(t;) olup z(t;)) = lim z(t) ve x(t; ) = lim x(t) dir (Lakshmikantham,

t—tf t—t,

Bainov ve Simeonov 1989).

Tanim 2.1.2. Bir sigramali diferensiyel denklemin ¢oziimleri, sonlu ya da sonsuz sayida
noktada parcal siireklidir ve bunlarin digindaki her noktada siirekli fonksiyonlardir.
Iste bu sekildeki siireksizlik noktalarma sicrama (impulse) noktalar: denir. Sicrama

noktalar literatiirde genellikle k£ € Z olmak iizere 6} veya t;, ile gosterilir.

Tanim 2.1.3. (2.1) sistemi
z(tf) = xo (2.2)

baslangic kosulu ile birlikte gozoniine alinsin. o > 0 olmak tizere agagidaki kosullar:
saglayan bir x : [tg, tg + a) — R", fonksiyonuna (2.1)-(2.2) baglangi¢ deger probleminin
¢Ozlimiidiir denir.

i. x(ty) = xo ve t € [to, to + @) igin (t,z(t)) € Q dir.

it. t € [to,to + «) ve k € Z olmak iizere t # t), noktalarinda z(t) siirekli ve diferen-
siyellenebilir olup 2'(t) = f(t, z(t)) saglanir,

iii. t = ¢ noktalarinda z soldan stirekli olup z(¢;) = z(t) + Zx(x(t;)) dir.

Eger tg # t, ise, bu durumda (2.2) baglangig kogulu
.T(t[)) = 2o
ile ifade edilir (Lakshmikantham, Bainov ve Simeonov 1989).
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Tanim 2.1.4.

2(t) = f(t,x(t),x(t — 7)) , t>0

(2.3)
z(to) = wol(t) , to—T<t<t

baglangic deger problemini ¢zmek i¢in kullanilan metoda basamak metodu denir. Bu
metodta, tg <t < to+ 7T ig¢in t — 7, [ty — T, to] arahginda olacagindan f fonksiyonunun

icindeki tigiincii degisken x(t — 7) = ¢y (t — 7) dur. Bu nedenle énce
()= f(t,z(t), @t —7)) , to<t<to+T , x(to)=p(to)

gecikmesiz denkleminden siirekli = ¢oztimii bulunur. [to, o + 7| araliginda (2.3) baglangig

deger probleminin ¢oziimiiniin x = ¢, (t) oldugu varsayilirsa, benzer gekilde

()= f(t,z(t), p(t — 7)) L to+T <t <ty+2r ,x(to +7) = @y (to + 7)

)= f(t,z(t),p,(t—7)) , to+nt <t <tg+n+1)7 , z(to+n7) = ¢,(to + n7)
elde edilir. Burada, ¢;(t), to + (j — 1) 7 <t < to + j7 araliginda (2.3) baslangig deger

probleminin ¢oztimiidiir (El’'sgol’ts 1966).

Ornek 2.1.1.
o (t)=6z(t—1) , 7>0

0<t<1

(2.4)

gecikmeli diferensiyel denkleminin (1, 3] araligindaki ¢oziimiinii bulahm. Basamak metodu

kullanilirsa,
Zt)=6z(t—-1) , 1<t<2 | z(l)=1

dir. Bu son esitlik integrallenirse
z(t)=3t—-1+1 , 1<t<?2

elde edilir. 2 <t < 3 igin



olur. Bu son esitlikte her iki tarafin integrali alinirsa
v(t) =6(t—2)*+6t—-8 , 2<t<3

elde edilir. Boylece (2.4) baglangig deger probleminin ¢oziimii

seklinde olur.

Ornek 2.1.2. Birinci mertebeden skaler

() =1 , t#0;
sigramali diferensiyel denklemi

z(0)=0

baglangi¢ kogulu ile birlikte gozoniine alinsin. Bu denklemin [0, 4] arahig: iizerindeki
¢oziimii basamak metodu ile agagidaki sekilde bulunabilir.

[0, 1] tizerinde yukaridaki baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii

x(t) =1t
dir. Verilen sigrama kosulundan
(1) =2
olup denklemin ¢oziimii ¢ € (1, 2] i¢in
z(t) =t+1
dir. Yine sigrama kosulundan
r(27) =6

olur. Dolayisiyla problemin ¢ € (2, 3] araligindaki ¢6ziimii
z(t)=t+4
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olur. Sigrama kosulundan

z(37) =14
olur. Dolayisiyla t € (3,4] arahgimdaki ¢oziim
x(t) =t+11

elde edilir. Boylece problemin ¢ € [0, 4] aralig {izerindeki ¢oziimii

(

t , tel0,1]
t+1 , te(l,2]
t+4 , te (2,3

| t+11, te (3.4

x(t) =

dir.

Tanmim 2.1.5. Bir diferensiyel denklemin agikar olmayan bir ¢oziimii x olsun. Eger
x c¢oziimiiniin keyfi sayida sifirlar1 varsa, yani; nll_{lolo t, = +oo olacak gekilde bir {t,}
dizisi vardir dyleki x(t,) = 0 ise x ¢oziimiine salimimhdir denir. Aksi taktirde salinimh
degildir denir. Bir salinimli olmayan ¢oziim, ya ergec pozitif yada erge¢ negatiftir. Yani;
Yt > tq igin x(t) # 0 olacak sekilde bir ¢; vardir. Eger denklemin her ¢oziimii saliniml
ise denkleme salinimlidir, en az bir salinimh olmayan ¢oziim varsa denkleme salinimli

degildir denir (Ladde, Lakshmikantham ve Zhang 1987).

Tamim 2.1.6. Asikar olmayan bir = ¢oziimii 7" herhangi bir say1 olmak iizere (7', 00)
araliginda igaret degistiriyorsa x e salimmlidir denir (Ladde, Lakshmikantham ve Zhang

1987).

Eger buradan dikkat edilirse, yukarida verilen Tanim 2.1.5, Tanim 2.1.6 dan daha genel
bir tanimdir. Ornegin, z(t) = 1 —sint fonksiyonu Tamim 2.1.5 e gore salimml olmasima

ragmen, Tanim 2.1.6 ya gore saliniml degildir.

Bazi salimmhlik durumlar gecikmelerle olusur. Ornek olarak,

() +xz(t) = 0
2'(t)—x(t) = 0
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diferensiyel denklemleri salinimli olmamasina ragmen,

I’(t)—l—cc(t—g) = 0

2'(t)—xt—7m) = 0

gecikmeli diferensiyel denklemlerinin ¢oziimleri sirasiyla z = sint ve x = cost oldugun-

dan salimmbdir (Ladde, Lakshmikantham ve Zhang 1987).
Teorem 2.1.1. p,7 € R olmak tizere
Zt)+pat—71)=0 (2.5)

denklemi gozoniine alinsin. O halde agagidaki ifadeler denktir.
i. (2.5) denkleminin her ¢oziimii salimmhdir.

1
it. pr > — dir (Gyori ve Ladas 1991).
e

Teorem 2.1.2. i = 1,2,...,n i¢in p; € R ve 7; € RT olmak iizere p;, 7; > 0 olsun. O

halde
' (t) + Zpix(t —7;)=0
i=1

denkleminin her ¢oziimiiniin salinimh olmas i¢gin yeter kosul
. 1
Zpﬂ' P>~
; e
i=1
olmasidir (Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 2.1.3. P € C'[[ty,00) ,RT], 7> 0 ve

1
/P(s)ds < -, t>tpigin (2.6)
e
t—T
olsun. O halde
ZE)+Pt)x(t—7)=0 , t>tg (2.7)

denklemi bir pozitif ¢dziime sahiptir. Eger P(t), p gibi bir sabit ise (2.7) denklemi
() +pr(t—7)=0 , t>tg (2.8)
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seklinde yazilabilir. O halde (2.8) denkleminin bir pozitif ¢oziime sahip olmasi igin

gerek ve yeter kosul (2.6) sartindan
pre <1

olmasidir (Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 2.1.4. i =1,2,...,n olmak iizere p;, 7; € C [[to, 00) ,RT], t > 0 i¢in

T(t) = 1lglln {T:(t)} ve tlim (t — 7(t)) = oo olsun. O halde

+sz z(t—7i(t) =0 , t>0

denkleminin her ¢oziimiiniin salinimliligi i¢in yeter kosul

lim sup / Zpl Yds > 1

t—o0
t—7(t )

olmasidir (Gyori ve Ladas 1991).

Teorem 2.1.5. p,7 € C'([0,00)), t > 0icin p(t) > 0, 7(t) < t ve lim7(t) =

t—o0

t

lim sup /p(s)ds+ Z bi| >1

t—o0
(t) T(t)<8;<t

sart1 saglaniyorsa
() + p(t) (7
Ax(0;) + biz(0;) =0
denklemi salinmmhdir (Alzabut 1999).

0o olsun.

Bir gecikmeli diferensiyel denklemde ¢oziimler salinimli olmadigi halde, bu denkleme

sicrama kosulu eklenip denklem sicramali gecikmeli diferensiyel denkleme doniigtiiriildii-

giinde saliniml olabilmektedir.

Ornek 2.1.3.
() +x(t—=)=0

13
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1
denklemi gozoniine alinsin. Burada p = 1, 7 = — dir. pre = 1 oldugundan Teorem
e

2.1.3 geregince (2.9) gecikmeli diferensiyel denklemi salimiml degildir.
(2.9) denklemi Az (i) + ex(i) = 0 seklinde bir sicrama kogulu eklenerek incelenirse,

Ornek 2.1.4. .
() +x(t—-)=0 , t#£1
(t)+2(t - =) 4 210
Ax(i) +ex(i) =0 , 1E€Z
sicramali gecikmeli diferensiyel denklemi i¢in

t

1
lim sup /p(s)ds—l— Z bi| = —+ Z e
e

t—oo

(t) T(t)<0;<t t—1<i<t
1
e
2
1
_ et 1
e

oldugundan Teorem 2.1.5 geregince (2.10) salimimhdr.

(2.10) denklemi
z(0) =1

baglangic kosulu ile birlikte gozoniine alindiginda basamak metodu ile n € Z olmak

iizere (n — 1, n| tizerindeki ¢oziimiiniin
z(t)=(1—¢e)"e (2.11)

oldugu goriilebilir. (2.11) ¢oziimiiniin agagida verilen grafik gosteriminden de salinimh

oldugu aciktar.
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Tanim 2.1.7.

2'(t) = f(t,2(t),2(7(t)) ¢ [to,00) \ {th}ren

Ax(t)|t:tk =T (x(ty)) , k€eN

z(t)=0() , t€E, , z(tf) =m0
seklindeki denklemlere sigramali gecikmeli diferensiyel denklem denir. Burada,
f: RTxRxR — R bir fonksiyon, Z;, : R =R, 7 : [ty, 00) — [tg, 00) siirekli bir fonksiyon,
T(t) < t, By, = to U{t:7(t) <t,t >to}, to baslangic noktas: olmak iizere baglangig
kiimesi ve ¢, sigrama noktalaridir (Lakshmikantham, Bainov, Simeonov 1989).
Tanim 2.1.8. Bir sicramali denklemin agikar olmayan bir ¢oziimii x olsun. Eger

lim ¢, = oo ve z(t,)x(t}) <0

olacak gekilde bir {t,,} dizisi varsa x e sahmimhdir denir. Aksi taktirde salinimh degildir

denir (Lakshmikantham, Bainov ve Simeonov 1989).

Sicramali gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili ilk caligma K. Gopalsamy ve B. G.
Zhang tarafindan 1989 yilinda yapilmigtir. Bu ¢aliymada, b; (i = 1,2, ...) reel sabitler,
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a pozitif bir sabit, 7 > 0 reel sabit ve 0 < t; < t5 < ... < t; < ..., limt; = 0o olmak

lzere,
P(t) +ax(t—7) =) bx(t;)o(t—t;) , t#b (2.12)
i=1
ve
) +pt)x(t—7)=0 , t#£t;
6+ p(B)a(t - 7) # o1y
o)) —a(ty) =bx(ty) . t=t
denklemleri ele alinmig ve bu denklemler i¢in agagidaki sonuclar ispatlanmigtir.
Teorem 2.1.6.
i. p, [0, 00) tizerinde siirekli ve ¢ > 0 i¢in p(t) > 0
1.ty —t; >T,1=1,2, ...
110. T > T ise
ti+T
limsup (1 + b)) " /p(s)ds > 1 (2.14)
1—00 tl
0<7<Tise
ti-‘r’T
lim sup (1 + b)) " /p(s)ds > 1

t;

sartlar saglansin. O halde (2.13) denkleminin her ¢oziimii salmimhdir.

Teorem 2.1.7.
t.timm—t;>T, i=1,2...veT <T
iW.0<b<M,i=12,..
iti. p, [0, 00) tizerinde siirekli ve ¢ > 0 i¢in p(t) > 0
0. .

lim inf /p(s)ds >

1—00

1+M

t—1

sartlar1 saglansin. O halde (2.13) denkleminin her ¢oziimii salmimhdir.

Teorem 2.1.8. Asagidaki kogullar saglansin.
i. ate < 1 — ¢, olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti vardir.

it.b; >0,i=1,2,... ve Y b; < 0o olsun.
i=1
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O halde (2.13) denklemi bir salimiml olmayan ¢ziime sahiptir.

Daha sonra Y. Zhang, A. Zhao ve J. Yan 1997 yilindaki ¢caligmalarinda K. Gopalsamy
ve B. G. Zhang tarafindan incelenen (2.13) denklemi i¢in elde edilen (2.14) salimimlilik

kriterine agagidaki ters ornegi vererek dogru olmadigini gostermislerdir.

Ornek 2.1.5.
Zt)+pt)x(t—3)=0 , t#k

x(kT) —x(k) =bpx(k) , k=1,2,..

(2.15)

sicramali gecikmeli diferensiyel denklemi gozoniine alinsin. Burada
20(t —4k+1) , te (4k—1,4k — 3]
p(t) = q 20(4k — t) , te (4k — 1, 4k]
0 , ¢ (4k —1,4k], k=1,2,...

ve [ =0,1,2,... olmak tizere

(

1 L k=4l+1
: , k=41+2
by =
1 k=443
0 ,k=4(+1),1=0,1,2,..

\

olsun. Buradan goriiliirki, Teorem 2.1.6. daki (2.14) sart1 saglanir, ancak (2.15) den-

klemi

(
1 , te[-3,0]
1 Lt e (4k, 4k + 1]
2 , t e (4k,4k + 2

o(t) = ( ]
3 .t € (4k, 4k + 3]
6—10(t —4k—3)* , t € (4k+ 3,4k + 1]
| 1+10(t =4k —4)* | te (4k+ T4k +4], k=12,
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seklinde bir pozitif ¢coziime sahiptir.

Yukaridaki sekilden de goriildiigii gibi (2.15) denklemi salimiml degildir.

Yine aymi galigmada yukaridaki ters érnek verildikten sonra (2.13) denklemi i¢in agagi-

daki salimimhilik kriterini vermislerdir.

bn, <1, k=1,2,... olacak sekilde {n} dizisinin bir {n;} alt dizisi varsa (2.13)
denkleminin salinimh olacag: aciktir. Bu nedenle b,, > 1, k = 1,2, ... olsun ve asagidaki

esitlikler tanimlansin.

I1 1+1bk , (st N {te} #0
a(s,t) : = s<tst
1 , (s, n{te} =10
B(s,t) : =min{a(u,t):u € (s,t]}
yt) : =min{T,tpy —t:t; >t}
by @ = max{0, b}
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Teorem 2.1.9. Kabul edelimki,

t+y(t)

limsupf(t — 7, t +~v(t) — 7) a(t +y(t) — 7,1) / p(s)ds > 1

t—o00

t

saglansin. O halde, (2.13) denkleminin her ¢oziimii salmimlidir.

Sonug 2.1.1. Kabul edelimki

1. tk+1—tk2T,k/’:1,2,...V€T<T
tp+T
. limsupB(ty — 7.ty + T —7) a(ty + T — 7,t,) [ p(s)ds > 1
12

k—o00

saglansin. Bu durumda (2.13) denkleminin her gt’)ziimﬁ salimimbhdir.

Sonug 2.1.2. Kabul edelimki,
1. tk+1 —tk Z T, k= 1,2,...
tk—l-T
it. limsupﬁ [ p(s)ds > 1
—00 tr

saglansin. Bu durumda (2.13) denkleminin her ¢oziimii salinimhdur.

Sonug 2.1.3. Kabul edelimki,
1. tk+1 —tk Z 27’, k= 1,2,...
tp+27
ii. limsup [ p(s)ds > 1
k—o0 t+71
saglansin. Bu durumda (2.13) denkleminin her ¢oziimii salmimhdir.

Teorem 2.1.10. Kabul edelimki,
i limsup I (14 0bg) < 400

t—oo —T<tE<t

¢ 1
it. ligninf [ p(s)ds > =limsup II (1 +by)
X 7

€ t-o t—T<tp<t
saglansin. Bu durumda (2.13) denkleminin her ¢oziimii salinimhdir.

Sonug 2.1.4. Kabul edelimki,
. by, <0,k=1,2,..
¢ 1
@i. liminf [ p(s)ds > -
t—o0 t—1 €

saglansim. Bu durumda (2.13) denkleminin her ¢oziimii salinimlhdir.
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Bunun diginda, A. Zhao ve J. Yan 1996 yilindaki galigmalarinda

2(t) + :lei(t)x(t =0, b4k
() — z(ty) = brx(t;) , k=12, ..

(2.16)

sigramali gecikmeli diferensiyel denkleminin salinimli ve salinimli olmayan ¢oziimlerinin

davraniglarini incelemigler ve asagidaki sonuglara ulagmiglardir.

Teorem 2.1.11. Agagidaki kogullar saglansin. Yeterince biiyiik ¢ igin

pi(t)]
sz‘(t -7;) > B

INA
N
1

\t—‘

\.[\')

3

Z/ ds—l—Z/ Dds < a <1

7'2-<7‘t r 7'1>7"

olsun. Burada b} = max {0,b;}, p; (s) = max{p;(s),0} ve p; (s) = max{—p;(s),0}
dir. Bununla birlikte

Zb; < 00
k=1
saglansin. O halde (2.16) denkleminin her salimimli olmayan ¢oziimii ¢ — oo igin sifira

yakinsar.

Teorem 2.1.12.
Q1 +Q2<1

olacak gekilde ) ve Q2 pozitif sabitleri mevcut olsun. Yeterince biiyiik ¢ icin

Zpi(t—i-ﬁ) # 0
Z/|ps+7‘,|ds <

ve r € [0, 7,] igin

Z/sgnr—r Ip(s + i) ds < Qa.

ltr
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saglansin. Bununla birlikte
Zb; < o0
k=1
olsun. Bu durumda (2.16) denkleminin salinimli her ¢oziimii ¢ — oo igin sifira yakinsar.

Yine J. Yan ve A. Zhao 1998 yilindaki ¢alismalarinda

y'<t>+§pi<t>y<t—n<t>>=o ot

y(th) — y(te) = bry(ty) , k=12, ...

(2.17)

birinci mertebeden lineer sicramali gecikmeli diferensiyel denklemini agagidaki sartlar

altinda incelemislerdir.

A1 0 <t] <ty <.. <t < ..sabit noktalar ve klim ti, = oo dur.
Ay i = 1,2,...,n olmak iizere p; € C ([to,0),R) ve 7; € ([tg, 20),[0,00)) siirekli
fonksiyonlar ve t — oo i¢in ¢ — 7;(t) — oo dur.

As. k=1,2,... i¢in by € (—oo0, —1) U (—1, 0c0) sabitlerdir.

Bu galigmada (2.17) denkleminin ¢6ziimlerinin salimimhligini p; 7; ve by yukaridaki

sekilde taniml olmak {izere,

' (t) + Zpi(t) [I 4o at—m)=0 (2.18)

t—7 i (8) <t} <t

gecikmeli diferensiyel denklem ile kargilagtirarak vermislerdir.

Teorem 2.1.13. Yukarida verilen (A;) — (As) kogullar saglansin. O halde,

i. x(t,o,¢) (2.18) denkleminin bir ¢oziimii ise y(t,0,¢) = [ (1 + bx)z(t,0,¢)
(2.17) denkleminin bir ¢oziimiidiir. T

ii. y(t,0,¢) (2.17) denkleminin bir ¢oziimii ise x(¢,0,¢) = [ (1+bp) ty(t, 0, 9)
(2.18) denkleminin bir ¢oziimiidiir. T

Teorem 2.1.14.
bp. >—-1 , k=12 ..
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olmak iizere (A;) — (As) kosullar saglansm. Bu durumda (2.17) denkleminin her
¢Oziimiiniin salinimli olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.18) denkleminin her ¢6ziimiiniin

salimimli olmasidir.

2.2 Sonlu Farklar ve Genel Tanimlar
n € N olmak iizere tek degiskenli z,, fonksiyonu i¢in 6teleme (shift) operatorii
Exn = Tn+1

ve ileri fark operatorii

Aajn = Tp+1 — Tn

ile tanmimlanir (Mickens 1990).

k
E Tn = Tn+k

oldugu kolaylikla goriilebilir. AFz, yi hesaplamak icin I tzdeslik (birim) operatorii

olmak iizere A = F — [ ve E = A + [ ifadelerini kullanabiliriz. Buna gore,

Arz, = (E—=D"x,

ve benzer yolla

oldugu goriiliir (Elaydi 1999).

Tamim 2.2.1. n € N bagimsiz degisken ve x,,, N iizerinde taniml reel (veya

kompleks) degerli bir fonksiyon olsun.
f(@n, Tpit, ey Tpgr) =0 (2.19)
seklindeki bagintiya (denkleme) k. mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Tamim 2.2.2. Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiiciik
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indis arasindaki farktir (Agarwal 2000).

Bir fark denklemini, k£, € N olmak iizere,

F (n7 Ty L1y ooy Tntks Ln—1, -+ 'Tn—a) =0
sekinde ifade edilebilir.

Tanim 2.2.3. Eger (2.19) fark denklemi
k
i=0
seklinde verilen fark denklemine lineerdir denir.
Eger en az bir n € N igin b, sifirdan farkl ise, bu durumda (2.20) fark denklemine

homogen olmayan lineer fark denklemi denir.

Eger (2.19) fark denklemi
k

=0

seklinde verilirse (2.21) fark denklemine homogen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).
Tanim 2.2.4. p; ler sabitler ve py # 0 olmak iizere k. mertebeden
Ttk + P1Tpgh—1 + - + Pen = 0 (2.22)
fark denkleminde \" ¢oziim kabul edilip denklemde yerine yazilirsa elde edilen
N p Aty 4p=0

denklemine (2.22) fark denkleminin karakteristik denklemi A degerlerine ise (2.22) fark
denkleminin karakteristik kokleri denir. (2.22) fark denkleminin ¢oziimii karakteristik

koklerine baghdir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

Tamim 2.2.5. Eger her pozitif N tamsayisi ve n > N i¢in z,x,.1 < 0 ise x,, asikar
olmayan ¢oziimiine sifir etrafinda salinimhdir denir. Aksi halde x,, ¢dziimiine saliniml

olmayan ¢oziim denir. Basgka bir sekilde ifade edersek, eger bir x, ¢oziimii belli bir
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yerden (n degerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da negatif degilse sifir etrafinda

salmimhdir denir (Gyori ve Ladas 1991, Elaydi 1999, Agarwal 2000).

Fark denklemleri ile ilgili yapilan ilk ¢alisma L. H. Erbe ve B. G. Zhang tarafindan 1989
yilinda yapilan calismadir. Bu calismada n = 1,2,... ve m bir pozitif tamsay1 olmak
uzere

seklindeki fark denklemini incelemigler ve bu denklemin salinimhiligi ve salinimli ol-

mayan bir ¢oziimiin varhig icin asagidaki sonuglar: elde etmislerdir.
Teorem 2.2.1. Kabul edelimki

liminfp, =c¢ >0

n—00
ve

limsupp, >1—c¢

n—o0

olsun. Ohalde
7.
Ynt1 = Yn + PnYn—m < 0
denklemi ergec¢ pozitif ¢oziime sahip degildir.
Ynt1 — Yn + PnYn-—m = 0
denklemi erge¢ negatif ¢coziime sahip degildir.

iti. (2.23) denkleminin her ¢oziimii salimmhdir.

Teorem 2.2.2. Kabul edelimki

mm

hrll’Ilg.}fpn =c> W

olsun. O halde Teorem 2.2.1 in sonuglar1 saglanir.

Teorem 2.2.3. p, > 0 ve

m

_ m
supp, < ———
PP (m 4 1)m+1
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sartlar1 saglaniyorsa (2.23) denklemi salimimli olmayan bir ¢oziime sahiptir.

Daha sonra 1989 yilinda K. Gopalsamy, I. Gyori ve G. Ladas, yine aynm y1l G. Ladas,
Ch. G. Philos ve Y. G. Sficas ve 1990 yilinda G. Ladas yaptiklar1 caligmalarda gecikmeli

fark denklemlerinin salinimlilig1 i¢in asagidaki salimmmlilik kriterlerini elde etmislerdir.

Teorem 2.2.4. p € R ve k € Z olsun. O halde
Upy1 — G +panp =0, n=0,1,2,..

denkleminin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
a. k=—-1vep<-—1;

b.k=0vep>1;
(k+ 1)

c.ke{.,=3,-2}U{l,2,..} vep o

>1

sartlarindan bir tanesinin saglanmasidir.

Teorem 2.2.5. Kabul edelimki
pi € (0,00) vei=1,2,...,mi¢in k; € {0,1,2,...}
veya
pi € (—00,0) vei=1,2,...,micin k; € {...,—3,—-2,—1}

sartlar1 saglansin ve

Xmi (ki + DR
pi—ki
i=1 ki

olsun. O halde

Apt1 — Qp + Zpian,ki =0, n=0,1,2,..
i=1
denkleminin her ¢oziimii salinimhdir.

Teorem 2.2.6. {p,} negatif olmayan bir reel say1 dizisi ve k pozitif bir tamsay1 ve

1n—1 l{}k
liminf | = > —
oo [kzp] (k+ 1)

olsun. O halde

Gpi1 — Qp +Pptnpr =0, n=0,1,2 ..

fark denkleminin her ¢oziimii salinimhidir.

25



2.3 Siirekli Degiskenli Fark Denklemleri

Fark denklemler teorisi, fen bilimlerinin tiim dallarinda oldukca zengin uygulamalara
sahiptir. Ayrik ve siirekli degigkenli fark denklemleri, lineer olmayan, aligilmigin digin-
daki denklemlerin anlagilmasinda 6nemli bir rol oynar ve bu siireg, cesitli sekillerde
fark sistemlerinde ortaya cikar. Fark denklemlerinin ¢oziimlerinin ve parametrelerinin
degistirilmesiyle elde edilen dallanmalarin davraniglarinin ¢aligilmasinda tamamen basit
hesaplamalar ve grafik gosterim araglari gerekli olmasina ragmen, karmasgik ve merak

uyandiran ¢ok cesitli dinamik fark denklemleride karsimiza ¢ikmaktadir.

n € Z* olmak iizere her terimi kendisinden 6nceki ile baglantih olan ve k& > 0 sabiti
i¢in,

T = f(N,2p 1, Tp_2, ey Tpy) (2.24)
esitligi ile tanimlanan bir z = z,, dizisi gozoniine alinsin. Burada bagimsiz degisken
olan n ayrik (aralikli) olarak degigir ve (2.24) tipindeki bagintilar bir ayrik degisken

iceren fark denklemleri olarak adlandirilir.

Eger z, siirekli bir t € R degigkeninin bir fonksiyonu ise &, € N olmak iizere
z(t) = f(t,x(t — 72),...,x(t — Tx), x(t + 01), ..., x(t + 07))

esitligi stirekli degiskenli fark denklemi olarak adlandirilir.

Simdiye kadar siirekli degigkenli fark denklemlerinin salimimlilig ile ilgili bir¢cok ¢alisma
yapilmigtir. G. Ladas, L. Pakula ve Z. Wang 1992 yilindaki calismalarinda pq, ps, 71,

7o € R olmak {izere,
y(t) + pry(t — 71) + p2y(t — 72) =0 (2.25)

siirekli degiskenli fark denkleminin salinimliligi i¢in gerek ve yeter kosullar vermiglerdir.
(2.25) denkleminde y(t) = e ¢oziim kabul edilirse (2.25) fark denkleminin karakteristik
denklemi

L+ pre™ 4 ppe™ 72 = (2.26)
seklinde elde edilir.
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Teorem 2.3.1. py, pa, 71, T2 € R olmak iizere, asagidaki ifadeler denktir.
i. (2.25) denkleminin her ¢oziimii salinimhdir.

ii. (2.26) karakteristik denklemi reel koke sahip degildir.
Teorem 2.3.2. p,q, 7,0 € (0,00) ve 7 < o olmak iizere,
z(t) —pr(t —7)+qr(t—0)=0
fark denkleminin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
qo% >p’1t (6 —7)7"
esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 2.3.3. i =1,2,...,m i¢in p, ¢;, 7,0; € (0,00) ve 7 < 0; olsun. Eger

m U?i
> =] >
— it (0i—7)
esitsizligi gecerli ise
x(t) —px(t —7) + Zqix(t —0;)=0
i=1

denkleminin her ¢6z{imii salinimhdir.

1996 yihinda J. H. Shen 7, 0, 0; pozitif sabitler, o; > 7 > 0 ve p;(t) € C (RT,R*") olmak

y(t) = y(t =)+ Y piglt — 7)) =0 (227)

seklindeki siirekli degiskenli fark denklemlerini, gecikmeli diferensiyel denklemler ile

kiyaslayarak asagidaki sonuclar1 vermiglerdir.

Teorem 2.3.4. i =1,2,...,m i¢in §,(t) = min {p;(s)} olsun. Kabul edelimki,

t—1<s<t
' (t) + lznhb:]k_y(t)x(t —0;,+7)=0
T

gecikmeli diferensiyel denklemi salmimli olsun. O halde, (2.27) denkleminin de her

¢oziimii salinimhidir.
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Teorem 2.3.5. i = 1,2,...,m i¢in p,(t) = . m<in<t {pi(s)} olsun. Kabul edelimki, p;(t)

lerin herbiri siirekli ve artmayan fonksiyonlar ve

t
1 m
x/(t)—kﬁz /Toi(s)ds x(t—o;+7)=0
i=1 .

t_
gecikmeli diferensiyel denkleminin her ¢oziimii salimml olsun. O halde (2.27) denkle-

minin de her ¢oziimii salinimhdir.

Daha sonra 1998 yilinda B. G. Zhang, J. Yan ve S. K. Choi ¢ > 0, 7 > 0 ve
p(t) € C (RT,R") olmak iizere,

y(t) =yt —7) +pt)y(t —o) =0 (2.28)

stirekli degiskenli fark denkleminin ¢oziimlerinin salimmmlilig icin yeter sartlar verdikten
sonra

y(0) = ylt =)+ H (y(t = )) = 0 (2.29)
lineer olmayan fark denklemi igin bazi salinimhilik kriterleri vermigler ve en sonunda

y(t) =yt —7) +pt)y(t — o) = f(t) (2.30)
seklindeki fark denkleminin salinimliligi i¢in yeter sartlar elde etmislerdir.

Ayrica, ¢(t) = min {p(s)} olmak iizere,

t—1<s<t

E={\>0:1-Ag(t) >0}

seklinde bir reel say1 kiimesini tanimlayalim. Buna gore agagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.3.6.

i. limsupq(t) > 0.

t—oo

it. m pozitif bir tamsay1 ve € [0,7) olmak iizere ¢ = m7 + 6 ve

m—1
sup )\H (1—=Xg(t—it)) <1
AEEA>T
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olacak sekilde bir pozitif 7" sabiti mevcut olsun. O halde, (2.28) denkleminin her ¢oziimii

salinimhdair.

Teorem 2.3.7. 0 > 0,7 >0 ve p(t) € C(RT,R") ve
t+o

liminf [ ¢(s)ds > T

e

t—o0

t
olsun. O halde,

y(t) —y(t —7) = p(t)y(t +0) =0

denkleminin her ¢6z{imii salinimhdir.

G. P. Wei ve J. H. Shen 2005 yilinda yaptiklar: ¢calismalarinda, £ € N, a € R, 7 > 0,
b sabitler r pozitif bir tamsay1 ve p(t) > 0, [ty — 7, 00) tizerinde siirekli bir fonksiyon

olmak iizere

z(t+7)—at)+pt)e(t—rT)=0 [ t>to—7 , tFt
oty +7) — x(ty) = bpx(ty) ,te N(1)

(2.31)

dekleminin salinimlilig icin yeter sartlar verilmistir. Burada herhangi bir a € R igin
N(a) ={a,a+1,...}, klim try = oo olmak iizere, 0 < t; <ty < .. <t < ..vet, T €R,

re N1)i¢cin N(t —rr,t —7)={t —r7,t — (r —1)7,...,t — 7} ile tamimhdr.

Teorem 2.3.8.

i. lim sup I1 (1+bp) ' < o0
t—00 tpeN(t—rr,t—7)

i liminf Y pl) ]I (1+bk)—1>( I )M

=00 tEN(t—rT,t—T) trEN(t—r7,t—7) r+1
i¢{te}
olsun. O halde, (2.31) denkleminin her ¢oziimii salimimhidir.
Ancak burada Teorem 2.3.8 in ispatinda aritmetik ve geometrik ortalama arasindaki
esitsizlik kullamlirken eleman sayisina dikkat edilmemistir (r tane oldugu varsayilmigtir).
Fakat, verilen aralikta r taneden daha az da sicrama noktasi olabilir. Bu yiizden,

yukarida verilen teoremin ifadesi agagidaki sekilde olmaldir.
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Teorem 2.3.9. Kabul edelim ki,
i. lim sup I1 (1+0,) ' <0

=00 ¢ eN(t—rr,t—7)

re+1
ii. liminf( i > SSopl@) JI (A4b)t>1
1EN(

t—o0 e+ 1 t—r7,t—T) treN({t—r7,t—7)
i¢{te}
saglansin. Burada, ry, N(t —r7,t — 7) i¢indeki sicrama noktalarinin sayisidir. O halde,

(2.31) denkleminin her ¢oziimii salinimhdir.

Bunlarin diginda, B.G. Zhang ve F. Y. Lian 2006 yilinda ve G. Cai ve J. Guo 2008 yilinda
yaptiklar: calismalarda siirekli degiskenli fark denklemleri i¢in salinimlilik kriterleri ver-

mislerdir.

Bu caligmalarin hepsinde salinimlilik icin elde edilen sartlar Teorem 2.3.8 deki sekilde
toplam iceren sartlardir. Bu toplamh sartlar ayrik degiskenli fark denklemlerinin in-
celenmesinde de goriilmektedir. Yani, buradaki metod daha ¢ok ayrik degiskenli fark
denklemlerinde kullanilir. Siirekli degigkenli sigrama icermeyen fark denklemlerinin in-
celenmesinde integral doniistimii kullanilmaktadir ve dolayisiyla integral kriterleri elde
edilmektedir. Ancak, bu denklemlere sicrama kosulu eklendiginde meydana gelen zor-
luklardan dolay1 integral doniistimii kullanilamamaktadir. Bu yiizden, siirekli degiskenli
sigramali fark denklemleri icin elde edilen sonuglar toplam igeren sonuglardir. Bu zor-

luklardan biri kisaca soyle 6zetlenebilir:

Stirekli degigkenli sicrama igermeyen fark denklemlerin salinimliligi incelenirken genelde

kullanilan metod,

t—1

seklinde bir doniisiim yapilarak diferensiyel denklem arasinda iligki kurulmasidir. Fakat,
denkleme sicrama kosulu eklendiginde integral kullanilamamaktadir. Ciinkii doniigiim
sonunda, elde edilen yeni denklemin sicrama noktalarini icerip icermedigini bilemeyiz.

Bu nedenle, buradan hareketle diferensiyel denklemlerle iligki kurmak zordur.
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3 1Ikinci Mertebeden Sigramali Gecikmeli Diferen-
siyel Denklemlerin Salinimlilig:

Salinim teorisi genellikle agagidaki problemler iizerinde yogunlagmigtir:

P1. Salinimsiz ¢oziimiin varligi icin yeter sartlar.

P2. Her ¢oziimiin salimmhhg icin yeter sartlar.
Bu iki sonuc icin yapilan incelemeler birbirinden farkhidir. ilk problem icin bir sabit
isaretli ¢oziimiin varhigimi ispat etmek yeterlidir. Bu durumda cesitli sabit nokta teo-
remleri uygulanabilir veya bir salinimsiz ¢oziime yakinsak, monoton bir dizi tanimlanir.
Ikinci problemin incelenmesinde denklemin bazi ¢oziimleri icin karakteristik metodlarin
kullanilmas1 uygun degildir. Bu yiizden ispat celigki ile verilebilir. Yani, bir saliniml
olmayan ¢oziimiin varligi kabul edilir ve denklemin parametreleri i¢in kabul edilen gart-

larin saglandigimi gosterip celigki elde edilir.

Birinci mertebeden sicramali diferensiyel denklemler ile ilgili bircok calisma olmasina
ragmen yiiksek mertebe sicramali diferensiyel denklemleri iceren cok az sayida ¢aligma
vardir. Bunlar arasinda, ikinci mertebe sigramali adi diferensiyel denklemler iizerine
yapilan ¢alismalardan birisi Z. Luo ve J. Shen tarafindan 2007 yilinda yapilan ¢alis-
madir. Bu ¢alismada a € C ([ty, ), (0,00)), p € C ([to,0),R),

0<t <ty <..<t<..sabit noktalar ve I}L%otk = 00, {bx} ve {cx} porzitif reel say1

dizileri ve

/ T (=\ 1 x<tk + h) B x(tk)
2'(t) = 2'(f) = lim .
Ve z(ty + h) — x(t})

7(t) = Jim,
olmak {izere,
(a(t)2'(t)) + p(t)z(t) =0 , t>ty , t# U, 3.1)
o(th) = bea(ty) , 2'(t) = ar'(ty) . k=1,2,.. '

ikinci mertebeden sicramali adi diferensiyel denklemlerin salinimlilig: icin asagidaki teo-

remleri vermisglerdir.
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Teorem 3.1.1. k= 1,2, ... igin dj, = ¢, /by olmak iizere

K 11 dﬁ) a(t)y'(t) +< 11 d,ﬁ) pt)yt) =0 , t>t

T<tp<t T<tp<t

ikinci mertebeden sigramali olmayan adi diferensiyel denklemi salinimh ise (3.1) denk-

lemi de salinimhidir.

Teorem 3.1.2. k = 1,2,... i¢in by = ¢4 olsun. (3.1) denkleminin her ¢oziimiiniin

salinimli olmasi icin gerek ve yeter kogsul

(a(t)2'(t)) + p(t)x(t) =0
denkleminin saliniml olmasidir.

L. Berezansky ve E. Braverman 1999 yilinda yaptiklar: ¢aligmalarinda

y"(t) + éak(t)y(gk(t)) <0, t>0, g(t)<t
y(r;) = Ajy(r; — 0) L j=1,2, ... (32)

y'(7;) = Bjy(r; — 0) . J=12 ..

seklinde ikinci mertebeden sigramali gecikmeli diferensiyel denkleminin salinimsizligi

i¢in agagidaki teoremi vermiglerdir.

Teorem 3.1.3. k =1,2,...,micin a;(¢t) >0, j =1,2,... igin A; > 0, B; > 0 olsun. O
halde agagidaki ifadeler denktir.
1.t > t; igin (3.2) denklemi bir pozitif ¢6ziime sahip olacak sekilde bir ¢; > 0 vardir.

2.
u'(t)+ [I Bi/Aj*(t)+ 3 TI Aj/Bj

to<T;<t k=1to<7;<t

x ]I Aj_lak(t) exp {— j Bj/Aju(s)ds} <0

gr(t)<Ti<t gr(t)

esitsizligi bir siirekli ¢oziime sahip olacak sekilde bir ¢ > 0 vardir.

3.t > s >tsicin X(¢,s) > 0 olacak sekilde bir t3 > 0 vardir.
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4.t > 14 i¢in

)+ St =0 et <t
x(1j) = Ajx(r; — 0) , j=1,2 ..
.f,(Tj) :BjI(Tj—O) > j: 1,2,...

denklemi bir pozitif ¢coziime sahip olacak sekilde bir ¢4 > 0 vardir.

Daha sonra, 2004 yilinda J. Yan, 0 < t; < t5 < ... < t} < ...sabit noktalar ve lim ¢, = oo

k—o0

olmak fizere

Y (1) + a(t)y' (1) + ipxt)y(gi(t» —0 >0

y<tk) - y@l;) = bky(tlz) ’ y/(tk) - y'(ti) = bky(t;) ) k= L2 ..

(3.3)

ikinci mertebeden sicramali gecikmeli diferensiyel denklemini agagidaki sartlar altinda

incelemigtir.

Ay i=1,2,....,n igin a,p; € (|0,00), R) siirekli fonksiyonlardir.
Ay. i = 1,2,...,n olmak iizere g; € ([0,00),R), g;(t) < ¢ siirekli fonksiyonlar ve
tlim gi(t) = oo dur.

As. k=1,2,...icin by > —1 sabitlerdir.

Bu galismada (3.3) denkleminin ¢oziimlerinin sahmmlihgim p; g; ve by, yukaridaki sekilde

tanimli olmak tizere

x”(t)—i—a(t)x’(t)—l—Zpi(t) [T @+ a(g) =0 (3.4)

g:(t) <t <t

ikinci mertebe sigramali olmayan gecikmeli diferensiyel denklem ile kargilagtirarak ver-

migstir.

Teorem 3.1.4. (A;) — (A3) saglansin.
i. x, (3.4) denkleminin bir ¢oziimii ise y(t) = [[ (140bx)z(t), [r,00) iizerinde (3.3)

o<t <t
denkleminin bir ¢oziimiidiir.

ii. y, (3.3) denkleminin bir ¢oziimii ise z(t) = [] (1 + bx) " y(t), [ryo0) iizerinde

o<t <t
(3.4) denkleminin bir ¢tziimiidiir.
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Teorem 3.1.5. (A;) — (As) saglansm. Bu durumda (3.3) denkleminin her ¢oziimiiniin
salimmh olmasi igin gerek ve yeter kosul (3.4) denkleminin her ¢oziimiiniin salinimh

olmasidir.

3.1 Ikinci Mertebeden Sigramali Gecikmeli Diferensiyel Denk-

lemlerin Salinimlilig: icin Elde Edilen Yeni Kriterler

Bu bolimde a € C([tg,00),(0,00)), p € C([to,0),R), klim t, = oo olmak iizere

0 <t <ty <..<tg<.. sabit noktalar, {b;} ve {cx} pozitif reel say1 dizileri,

y(te +h) — y(tr)

Y (te) =y () = lim

h—0— h
ve
eSO T y(tk + h) — y<tk+)
yit) = hli%l+ h
olmak tizere
(a(t)y'(t)) + p(t)y(t — 1) =0 , t>ty , t£ 35)

ikinci mertebeden sicramali gecikmeli diferensiyel denkleminin salinimlilik davranigi in-
celenecektir. (3.5) denkleminin ¢oziimlerinin salinimhligi denk doniigiimler yardimiyla

verilecektir.

Tamm 3.1.1. y € C’ ([tg, 00) ,R) ve ry’ € C’ ([to, 00) , R) olmak iizere (3.5) denklemini
[to, 00) iizerinde 6zdeg olarak saglayan y : [t — 7,00) — R fonksiyonuna (3.5) denkle-

minin bir ¢oziimii denir.

Teorem 3.1.6. k= 1,2, ... i¢in dj, = ¢} /by, olmak iizere

[( 11 d,j) a(t)'(t) +< 1T dkl) p(t)( 1T dk1> o(t—1)=0 ,t>T (3.6)

T<t <t t—T<ty<t
ikinci mertebeden sigramali olmayan gecikmeli diferensiyel denklemi salimml ise (3.5)

denklemi de salimmmhdar.
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Ispat. Aksine kabul edelimki, (3.5) denklemi bir ergeg pozitif y ¢dziimiine sahip olsun.
O halde ¢ > T i¢in y(t) > 0 olacak sekilde bir T' > tq vardir. ¢ > T igin

() =a<t>%m{y<t> 11 d,:l} = a(n2 (3.7)

T<tp<t Yy (t>

doniigiimii yapilirsa (3.5) denkleminin ilk kismindan

a(t — 1)y (t — 1)

0 = (w(t)y(t)) +p(t)

y(t =)
0 = WOt + v Eule) + ) =T
0 = W+ Oy 4y D
0 = w’(t)+u;2(g)+p(t)y<ty(_t)7> (3.8)

elde edilir. (3.7) den

y(t) = ( H dkl) exp /Z((j))ds

T<tp<t

oldugundan (3.8) denklemi

W) , o, |
w'(t) + o(t) —|—p(t)< H dy )exp{—/a(s)ds}O

t—r<tp<t .

halini alir. (3.5) denkleminin ikinci kismindaki iki esitlik birbirlerine boliiniirse (3.7)

den

) = V) oyt _on s

y(th) byt b
olup dy = ¢ /by ile tanimlandigindan (3.5) denkleminin ikinci kismi

w(ty) = drw(ty)

sekline doniigiir. O halde (3.5) denklemi

t
w'(t) + “ji? +p(t)( 11 d,;l) exp{— [ Z’éj;ds} =0 ,t>T, t#t,
t—r<tp<t t—r1
w(t;) = dkw(tk) , b = T, k= 1,2,
(3.9)
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seklinde birinci mertebeden diferensiyel denkleme doniisiir. Simdi bu denkleme

= < H dIZl) w(t
T<t), <t

doniisiimiinii uygulayalim. O halde ¢, > T icin

= < H d,ﬁ) w(th) = ( H dkl) dnw(tn) = z(ty)

dir. Boylece z, (T, 00) da siireklidir. Diger taraftan t > T ve t # t,, igin (3.9) dan
wt+h) I df —wt) T] d;°

Z,(t) _ }]_lli)rg_] T<tp<t+h h T<tp<t
_ H dle hmw(t + h) —w(t)
h—0 h
T<tp<t
— H d.t | w'(t)
T<tp<t
B t
2(t) w(s)
— gt ) =0 d;* — / d
H k a(t) p( ) < H k exp G(S) S
T<tp<t i t—r<ti<t han
i 2
_ -1 o\ 2°(1)
= [ II & —(H%) o)
T<tp<t L T<tp<t
_ S
t)( H dk1>eXp —/(Hdk>gs
t—T<tp<t i T<tp<s

(,l
l<t} <t

_<Hd;1)p(t)< H d;l)exp _/(Hdk>£

elde edilir. ¢ = t,, noktasinda 2’(¢) nin soldan ve sagdan limitleri sirasiyla

. =( 11 dkl) w'(tn>=< 11 dkl) w/(t)

(o () (1)
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dir. Boylece t = t,, i¢in

2(t,) = H d,' | w = ( H d, ) lim w' (¢)
T<tp<tn T<tp<tn t=tn
t
2
= H d,;l lim —& H d exp —/w(s)ds
it tty a(t) a(s)
<tp<tn t—T<tp<t .
_ .
2(tn) w(s)
_ d ) = d-t - / d
H k a(tn) p( )( H k >eXp CL(S) S
T<tp<tn i t—T<tp<tn oy
[ 2
_ —1 o\ 2°(tn)
= II < ( 11 d) )
T<tp<tn L T<t,<tn

—p(tn)< H d,f) exp{/< H dk>£ s}]

2
= -\ 1 &
(1,
T<tk <tn n

] o),
(oo (01 ) (11 )60

olur. Dolayisiyla

Z/(t)—|—< H dk) Tt))

T<tp<t

. < 1 dk) «(s) (3.10)
+ ( H dlzl) p(t) ( H dl;1> eXp § — f - a(s) d
T<tp<t t—r<tp<t t—1

denklemine ulagilir. Son olarak

u(t)exp[/(Hdk>£ ] L t>T

T T<tp<s

doniigiimiinii uygulayalim. O halde ¢t > T i¢in u(t) > 0 ve

2(¢)
—uo( T14) 33
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olur. (3.10) dan

[( H dk1> a(t)u’(t)] = u'(t)z(t) +u(t)2(t)
_ 2,
= u(t) [( 11 dk> o) + 2(t)

= —u(t)( H dk1> p(t)( H dk1> exp —/Z/((;)ds
= —< 11 dk1>p(t)< 11 dk1> u(t =)

olur. Boylece

[( 11 d?) a(t)u'(t)

denklemi elde edilir. Bu durumda u, (3.6) denkleminin bir ergeg pozitif ¢dziimiidiir. Bu

+( H d;1>p(t)( H d,;l)u(t—T):() ,t>T

T<tp<t t—T<tp<t

bir celigkidir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.7. k = 1,2,... igin by = ¢, olsun. (3.5) denkleminin her ¢6ziimiiniin
salimmli olmasi igin gerek ve yeter kosul (3.6) denkleminin her ¢oziimiiniin salinimh

olmasidur.

Ispat. Teorem 3.1.6 dan yalmzca (3.5) denkleminin her ¢oziimii salimmli iken (3.6)

denkleminin de her ¢oziimiiniin salinimli oldugunu ispatlamak yeterlidir.

xz, t > T >t igin x(t) > 0 olacak sekilde (3.6) denkleminin bir ergeg pozitif ¢tziimii

olsun.

y(t) = ( II bk) ()

T<tp<t

olsun. O halde ¢t > T i¢in y(¢t) > 0 ve ¢, > T igin

y(ty) = < 11 bk) 2(ty) = bn < 11 bk) 2(tn) = bny(tn)

T<typ<tn T<tp<tn
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olur. Diger taraftan, t # t, > T i¢in

y(t) = ( II bk> w'(t)

T<tp<t

y(ty) = < II bk) '(t,) = bn < II bk) ' (tn) = bny/ (tn) = cny/ (tn)

T<tp<tn T<tp<tn

elde edilir. Daha sonra t # t,, igin

(a)y' (1)) = [W)( I1 bk) x’(t)]

T<tp<t

= < 11 bk) (a(t)2' (1))

T<tp<t

= —( I1 bk)pu)( 11 b,?)m(t—ﬂ

T<t,<t t—T<tp<t

= - ( H bk) p(t)z(t — 1)

T<tp<t—1

= —p(t)y(t —7)

olur. Boylece
(a(t)y' (1)) +p(t)y(t —7) =0 (3.11)
denklemi elde edilir. Bunun anlami y, (3.5) denkleminin bir erge¢ pozitif ¢oziimiidiir.

Bu bir celigkidir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

(3.11) denkleminin salimimlihigy i¢in 1987 yilinda G. S. Ladde, V. Lakshmikantham ve

B. G. Zhang tarafindan agagidaki kriter verilmistir.

Teorem 3.1.8. p(t) > 0 integrallenebilir bir fonksiyon, a(t) > 0 siirekli, 7(¢) < t,

7'(t) <1 ve 1tlim (t — 7(t)) = oo olsun.

ve



sartlar1 saglaniyorsa
(alt)y' () +p()y(t — (1)) =0

denkleminin her ¢6ziimii salinimhdir.

Bunun diginda, (3.11) denkleminin a(t) = 1 olmasi durumu yani;

y'(t) + p()y(r(t)) =0 (3.12)

ikinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denkleminin salimimlilik sonuglar: ilk olarak
1965 yilinda S. Norkin tarafindan verilmigtir. 1968 yilinda P. Waltman ve 1970 yilinda
J. Bradley

/ p(s)ds = +0o0
ise (3.12) denkleminin salimml oldugunu ispatlamiglardir. Daha sonra, 1986 yilinda R.

Koplatadze ve 1988 de J. Wei

t

lim sup/T(s)p(s)ds > 1

t—o0
7(t)

veya
t

1
litminf/T(s)p(s)ds > —
—00 e
()
oluyorsa (3.12) denkleminin salimimh oldugunu gostermislerdir. Burada,
p € C([tg,00),RT), 7 € C([ty,0),R), 7(t) azalmayan, t > t, igin 7(t) < ¢ ve

lim 7(¢t) = oo dur.

t—o00

Ornek 3.1.1.

1, ! 1 _ _ .
(2'(t)) +t\/mx(t 1)=0 , t#i
Ax(i) + ta(i) =0 , ieN (3.13)
Az (i) + zx(i) =0 , 1€N
ikinci mertebeden sigramali gecikmeli diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin salinim-

liligini inceleyelim. (3.13) denkleminin ¢oziimlerinin salinimh olmasi igin yeter kogul

¢ 1 / , 1 1 i B
[(Tlﬁlti + 1) O (quw 1) t/In(t) <t_£[,~<ti+—1> z(t—1)=0 (3.14)
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sicramali olmayan ikinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denkleminin salinimli ol-
masidir. (3.14) denklemi Teorem 3.1.8 in tiim sartlarin sagladigindan tiim ¢oziimleri

salimmhdir. O halde (3.13) denkleminin de tiim ¢oziimleri salinimhdir.
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4 Siirekli Degiskenli Sicramali Gecikmeli Fark
Denklemleri

Son yillarda, siirekli degiskenli sigramali fark denklemleri de birgok matematikgi tarafin-

dan ¢alistlmigtir. G. P. Wei ve J. H. Shen 2005 yilinda yaptiklar: ¢caligmalarinda

Apx(t) —{—p(lf)%(t - T) =0, te [t()? OO) / {en}nGN
A,x(0,) + ¢uz(6,) =0, neN

seklindeki sigramali gecikmeli fark denklemlerinin asimptotik 6zelliklerini ve salinim-
hiligimi gahismiglardir. Burada; g, p, p, 7 (% € N olmak iizere), {¢,}neny C (—00,1) ve

{0, }nen C [to, 00) sigrama noktalarinin artan sinirsiz bir dizisidir.

Yine G. P. Wei ve J. H. Shen 2006 yilinda yaptiklar1 calismalarinda, £k € N, a € R,
T > 0, by sabitler r pozitif bir tamsay1 ve p(t) > 0, [to — 7, 00) iizerinde siirekli bir

fonksiyon olmak tizere,

z(t+71)—zt)+pt)x(t—r7) =0, t >tg—7T, t #ty
x(ty +7) — x(ty) = brx(tr), k e N(1)

seklinde siirekli degiskenli sicramali gecikmeli fark denkleminin ¢oziimlerinin salinim-

sizlig1 i¢in baz sonuglar vermislerdir.

Bu calismalardaki metod, genel fark denklemlerindeki uygulanan metodlara benzerdir.
Bu nedenle yazarlar, sigrama kogulunda A, operatoriinii kullanmay1 tercih etmislerdir.
Ancak, bizim verecegimiz yeni kriterde sicrama kosulunda A, operatorii yerine A opera-
torii kullanildigindan, uygulanilan metod, yukarida verilen calismalarda uygulanilan
metodtan tamamen farklidir ve diferensiyel denklemler icin uygulanan metotlara daha

yakindir.

42



4.1 Birinci Mertebeden Siirekli Degiskenli Sicramali Gecik-
meli Fark Denklemlerinin Salinimlihigi icin Elde Edilen

Yeni Kriterler

Bu kisimda, ¢ty € R, p € (0,00), I, N dogal sayilar kiimesinin sinirhi bir alt ciimlesi,
pi € C ([to,00). R), her i € Tigin 7, € [p, 00), {gu}ner € (~00,1) ve
{0, }nen C [to + p, 00) sigrama noktalarimin artan sinirsiz bir dizisi olmak iizere

Apr(t) + 2 pi()x(t —7i) =0, T € [to, 00)\{On}nen
el (41)

Ax(0,) + gnz(6,) =0 ,neN
seklindeki siirekli degiskenli sicramali gecikmeli fark denklemini gozoniine alinacaktir.
Burada, her ¢ € [ty, 00) icin A,z(t) = z(t + p) — x(t) ve her n € N i¢in
Az(0,) = x(0F) — x(0,) dir. z(0)), bazr n € N igin, z in 6,, sigrama noktasindaki
sagdan limitini, z(6,)) ise  in, 6,, sigrama noktasimdaki soldan limitini gostermektedir.

Bir {0y, },.y alt dizisi gézoniine alindiginda sigrama kogulundan,

Am(enk) = _anx(gnk)
2(On,) —2(0n,) = —@u2(0n,)
2(0,,) = (1—¢n)7(0n,)

dir. Her iki taraf (6, ) ile carpilirsa

(0, )2(65,) = (1 = dn,) [2(60,))"

elde edilir. [z(6,,)]° > 0 oldugundan Tamm 2.1.5. den (0, (0 ) < 0 olmasi ancak
{@ny }een C [1,00) olmasiyla miimkiindiir. O halde, {g,}nen C [1,00) olmak iizere, bir
{00, }en alt dizisinin varhigi durumunda (4.1) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salmimh
olacagi agiktir. Bu nedenle, {¢, }neny C (—00,1) almacaktir. Bunun diginda teoremlerin

ispatlarinda, uygunluk acisindan bosg carpim 1 olarak alinacaktir.

Tamm 4.1.1. Ty, ;= max{7; : ¢ € I} olsun. (4.1) denkleminin ¢6ziimii
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x ¢ [to — Tmax, 0) — R geklinde tanimli bir fonksiyondur. Burada her n € N igin x
fonksiyonu (6,,,0,.1) iizerinde siirekli, (4.1) denklemini saglar ve her n € N icin z(6;"),

x(6,,) mevcut, sonlu ve z(0,) = z(0,) dir.
Simdi tutarhi ¢oziimiin tanimini yapalim:

Tamim 4.1.2. Her: € Ticint ¢ {0,,}, . ve dolaysiylat+p ¢ {6, },cn, t—7i & {0n},en
oldugunu kabul edelim ve buna ek olarak, [to — Tmax, to + p| lizerinde tanimli ¢ baglangig

fonksiyonu

A (to) + Zpi(to)x(to —7)=0 (4.2)

tutarlibk gartin1 saglamak iizere, (4.1) sigramali gecikmeli fark denklemi igin
r=¢ (4.3)

baslangi¢ kosulunu tanimlayalim. Basamak metodu ile, (4.1) denkleminin, (4.2) tutar-
hilik sartin ve (4.3) baglangig sartin saglayan tek bir x ¢oziimii vardir. Bu ¢oziimii
x = x(t,to, ) ile gosterelim. Bilindigi iizere, (4.1) denkleminin bir x ¢dziimiine, ergeg

pozitif ya da erge¢ negatif ise salinimh degildir, aksi durumda salinimhidir denir.
Teorem 2.3.4 den asagidaki teoerem verilebilir.

Teorem 4.1.1. p € (0,00), p; € C ([to, ), [0,00)), I, N dogal sayilar kiimesinin sinirh
bir alt ciimlesi ve her ¢ € I'i¢in 7; € [p, 00) olsun. O halde
o'(t) + — min  {pi(§)}x(t —7) =0 , t€t+p 00)

t—2p<E<t—
Pl TSty

gecikmeli diferensiyel denkleminin her ¢oziimii salinimh ise
Apa(t) + Y pit)z(t—7:) =0 , € [ty,00)
sicramali olmayan gecikmeli fark denkleminin de her ¢oziimii salinimhdir.

Her t € [ty + p, 00) i¢in



ve her t € [to+ 7;,00), her ¢ € I igin

t—7; <0<t
olacak sekilde (3, ve o pozitif sabitlerinin oldugunu kabul edelim ve

o’
Apy(t) + Z Fpi(t)y(t —7i) =0 , t€ty,00) (4.4)
iel Tt
sicramali olmayan gecikmeli fark denklemini gozoniine alalim. Sigramali olmayan (4.4)

denkleminin bir ¢ziimii, [to, 00) tizerinde (4.4) denklemini saglayan biry € C' ([t — 7, 00) ,R)

fonksiyonudur.

Teorem 4.1.2. y =y (t,to, ), (4.4) denkleminin bir ¢dziimii ise

20 =ai/[ 11 <1—qk>] y(t) . te lto, ) (15)

to<Op<t

ile tammh x = x (¢, to, ), (4.1) denkleminin bir ¢tziimiidiir.

Ispat. y =y (t,t0, ¢), (4.4) denkleminin bir ¢oziimii olsun. (4.5) ile tammli  ¢dziimiiniin
(4.4) denklemini sagladigini gosterelim. x ¢oziimiiniin her n € N i¢in herbir (6,,,6,+1)

araliginda siirekli oldugu agiktir. (4.5) den her t € [tg, oo)ve her i € [ igin

Ayy(t) = y(t+p) —y(t)

t+p t
a ar
= z(t+ p) — x(t
T w77 =g
to <0 <t+p to<Or<t
ab o
= z(t+ p) — x(t
T a7 T =g
to <0 <t+p to<Or<t
o (t+0) -
— €T p — X
[T O=q) I (Q—aq) [T (T—aq)
to<Op<t t<0p<t+p to<0p<t
t
QP
= A, x(t 4.6
TGS (46)
to<Op<t
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ve
t—7,
Q P
yt=m) = —q gt

tg<O<t—7;

t
ar
= z(t — 1)
ol [T (—ax)
to<Op<t—7;

ar I (1—a)

_ t—7; <0<t ,Z'(t . 7_4)
o? I (-a)
tg<0) <t
t
S (4.7)
o T (-ay)
<0<t

olur. (4.6) ve (4.7) esitlikleri (4.4) de yerine yazilirsa

I (1—qx) (Aﬂx(t) + sz‘(t)l'(t — m) =0

to<Op<t el

elde edilir. a / . <1; . (1 — gx) pozitif terimi ihmal edildiginde (4.5) ile tanimh x ¢dziimii
00k <

(4.1) denkleminin ilk kismi saglar. Diger taraftan, her n € N igin,

2(07) = lim <# [ II a —qk)] y(t))

to<Op<t

- C%/[ 11 <1—qk>] y(0,)

to Sak <0n

= (1—qn)z(6n)

oldugundan z, (4.1) denkleminin ikinci kismini da saglar. Dolaysiyla, x = x (¢, to, ),

(4.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Teorem 4.1.3. x = z (¢, 19, ), (4.1) denkleminin bir ¢oziimii ise

at’P

y(t) = i (1_%)%(0

to<Op<t

, t € [tg, 00) (4.8)

ile tamimh y = y (¢, to, ), (4.4) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Ispat. 2 = x (t,t9, ), (4.1) denkleminin bir ¢oziimii olsun. (4.8) esitligi ile taniml ¥,
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her n € N i¢in y(0,)) = y(0,,) olmak iizere (6, 0,1) araliklarinda siireklidir. her n € N

icin

o) = 1 AL
= lim x(t
Yn ot |11 (1—qn)
to<Op <t
afn/p
= z(0F
T =g
t0<01, <0,
= ?J(en)

olur ki bu durum y nin [ty,00) arahiginda siirekli olmasim gerektirir. Aym sgekilde y
nin (4.4) denklemini sagladigi kolayca goriilebilir. Dolaysiyla, y = y (¢, to, ¢), (4.4)

denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Teorem 4.1.4. (4.1) denkleminin her ¢oziimiiniin salinimh olabilmesi igin gerek ve

yeter kogul (4.4) denkleminin her ¢tziimiiniin salinimh olmasidir.

Ispat. {g,},cy C (—00,1) olmak iizere Teorem 4.1.2. ve Teorem 4.1.3. den ispat

kolayca goriilebilir.
Teorem 4.1.1. ve Teorem 4.1.4. ’ii kullanarak agsagidaki salinimlhlik sart1 verilebilir.

Teorem 4.1.5.

’ LRGN 0 2
Y0+ g, min, {p(OYalt=m) =0 1€t +20.00)

el

sicramali olmayan gecikmeli diferensiyel denklemin her ¢oziimii salimmb ise (4.1) siirekli

degiskenli sicramali gecikmeli fark denkleminin her ¢oziimii salimmmlidir.
Teorem 4.1.5. in bir sonucu olarak, asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.1.1. T, ;= min{7; : ¢ € I'} olmak iizere

t
Ti/p 1
«Q
lim inf min ; dn > x
t—oo / ; p,BZ nN—2p<(<n—p {p (C)} 77 .

t—Tmin
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veya

TZ/p
lim su min i dn >1
o X (O

fmoo Tmin je]

olsun. O halde (4.1) denkleminin her ¢oztimii salinimhdir.

Ornek 4.1.1. I, N nin smirh bir alt ctimlesi, p € (0,00), ¢ € (—00,1), p; € (0,00) ve

her ¢ € I igin 7; € N olsun.

Apx(t) + > e pix(t —pri) =0, t€[0,00)\pN
Ax(n)+qx(n) =0 , n€pN

(4.9)

fark denklemini gozoniine alalm. Teorem 4.1.5. den ve her i € [ i¢in a = (1 — ¢q) ve

B; = (1 —¢q)" oldugundan (4.9) diferensiyel denklemi

—i-z—mt—pﬂ )=0 , te2p00) (4.10)

el

ile benzerdir. Teorem 2.1.2. den
S >

oldugunda (4.10) denkleminin her ¢oziimiiniin salimml oldugunu biliyoruz. O halde

ayni sart (4.9) denklemi i¢inde gegerlidir.

4.2 Karisik Tipli Siirekli Degiskenli Sigcramali Fark

Denlemlerinin Salinimhilig: icin Karsilagtirma Kriteri

Doérdiincii boliimiin ikinci kisminda ise, tg € R, p € RY, p, ¢ € C ([ty, ), R),
7,0 € [0,00), { M }reny C (—00,1) ve {0k }tren C [to, 00) sigrama noktalarimin simirsiz

artan bir dizisi olmak {izere,

Apx(t) +pt)z(t —7) +qt)z(t+0) =0 , t€ [ty,0)\{0k}ren

(4.11)

seklindeki siirekli degiskenli karigik tipli sicramali gecikmeli fark denkleminin ¢6ziim-
lerinin salimimilik davranisi, bu denkleme uygun sigramali olmayan karigik tipli gecik-

meli fark denklemleri ve sigramali olmayan karigik tipli gecikmeli diferensiyel denklemler
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ile kargilagtirilarak incelenmigtir. Burada, her t € [tg, 00) icin A z(t) = z(t + p) — z(¢)
ve her k € N igin Ax(6,) = x(0)) — z(0,) dir. x(6})), k € N igin x in 6, sigrama
noktasindaki sagdan limitini ve z(6, ), k¥ € N i¢in x in 6 sigrama noktasindaki soldan
limitini gostermektedir. {A }ien C [1,00) olacak sekilde bir {0}, . altdizisi varsa

(4.11) denkleminin her ¢oziimii salmimlidir. Bu nedenle {A;},  C (—00,1) alacagz.

(4.11) denkleminin ¢oziimlerinin salimimlihigh i¢in gerek ve yeter kogullar siirekli degiskenli
karigik tipli sicramali olmayan fark denklemleri ile kargilagtirilarak verilmistir. Burada
kullanilan metod sayesinde katsayilar tizerindeki isaret kisitlamasi ortadan kalkmak-
tadir. Bu da c¢ok biiyiik kolaylik saglayacaktir. Bununla birlikte bildigimiz kadariyla,
literatiirde katsayilar1 farkli isaretli veya alternatif isaretlere sahip siirekli degiskenli
karigik tipli sigramali olmayan fark denklemlerinin c¢oziimlerinin salinimliligr i¢in bir
sonu¢ verilmemigtir. Katsayilar iizerinde igsaret sart1 verilmedigi zaman, salimiml ol-
mayan ¢oziimlerin monotonluk 6zellikleri kaybolur ve bundan dolay1 ¢oziimlerin salinim-
lilik ozelliklerini kontrol etmek zorlagir. Bu nedenle ilgimizi daha sonra sabit katsayili

ve ayni igaretli (4.11) denklemine kisitlayacagz.

Burada kullandigimiz metodta (4.11) denklemini farkli katsayilarla gozoniine alacagiz.
Fakat notasyon kolaylig1 agisindan bir tek katsayili gecikme ve bir tek katsayili ileri terim
iceren (4.11) denklemi ile ilgilenecegiz. Burada verecegimiz agik salimmlilik sonuglar:

diferensiyel denklemler iizerinde karsilagtirma kriterine baglh olarak elde edilecektir.
Bu nedenle agagidaki bilgileri hatirlatalim:

7> 0 ve p € C ([ty, 00),Ry) olmak {izere

t
lim sup/p(n)dn > 1

t—o0

veya
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oluyorsa

) +pt)x(t—7)=0 , € [ty,00)
diferensiyel denkleminin her ¢oziimiiniin salinimhdir. Ayni sartlar altinda

Zt)+pt)xt—7)<0 , tE [ty,00)
diferensiyel esitsizligi bir pozitif ¢oziime sahip degildir ve

() +pt)x(t—71) >0 , tE [ty,)

diferensiyel esitsizligi bir negatif ¢ziime sahip degildir (Gyori ve Ladas 1991).

+
Tanim 4.2.1. Her k£ € N i¢in 2(0,, ) limitli mevcut, sonlu ve x(0;) = z(, ) olsun. Her

k € N igin (0, 0y+1) iizerinde siirekli (4.11) denklemini saglayan x : [ty — 7,00) — R
fonksiyonuna (4.11) denkleminin ¢oziimiidiir denir. Coztim tamminda ¢ ¢ {0}, ise

t+p & {0k}en ve her t + 0 & {0}, icin t — 7 & {01}, oldugu kabul edilecektir.
Tanim 4.2.2. (4.11) denklemi
r=¢ , [to—T,to+max{o,p}] (4.12)

seklinde bir baglangig sart ile birlikte gozoniine alinsin. Burada, ¢, [ty — 7, %)
araliginda stirekli ve [ty — 7,10 + max {7, p}] \ {01}y de parcal siirekli olmak tizere
[to — 7,to + max {0, p}] arahginda reel degerli bir fonksiyondur. Ay zamanda ¢

fonksiyonu

A,yp(to) + p(to)p(to — 1) + qto)p(to +0) =0, to # o

Ap(by) + qop(Bo) =0

(4.13)

tutarhlik sartim saglar. Basamak metodu ile (4.11) denkleminin (4.12) baglangi¢ kosu-
lunu ve (4.13) tutarhilbik sartini saglayan bir tek z ¢oziimii oldugu kolayca goriilebilir.
Bu ¢oziim x = (t, to, p) ile gosterilsin. (4.11) denkleminin = = (¢, to, ) ¢ziimii ya ergeg

pozitif ya da erge¢ negatif ise salinimli degildir. Aksi halde salimimhidir.
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Asagidaki sartlar saglansin.

(A1) Her t € [to+ p,00) icin 1T (1 — \;) = « olacak sekilde bir @ > 0 sabiti

t—p<0;<t
varolsun.
(A2) Her t € [tg+ 7,00) i¢in t £I€ t(l — ;) = [ olacak sekilde bir 5 > 0 sabiti
—7<0;<
varolsun.

(A3) Her t € [tg, 00) icin t<0Ht+ (1 — \;) = v olacak sekilde bir v > 0 sabiti varolsun.
<0 <t+o

-

At + SOyt =) + Tt +0) =0 L teloc)  (414)

sicramali olmayan birinci mertebeden karigik tipli fark denklemini gozoniine alalim.
(4.14) denkleminin ¢oziimii [tg, 00) da (4.14) denklemini saglayan bir y € C' ([tg — 7, 00) , R)

fonksiyonudur.

Teorem 4.2.1. (A;) — (A3) saglansin. y = y(¢, 1o, ) fonksiyonu (4.14) denkleminin

bir ¢6ziimii ise

w(t) B gp(t) ) [tO -7, tU)
R E3E SRRV FUR R ey)
olmak {izere
x(t) == i [t0<%<t(1 — )\l)} y(t) , telty,o0) (4.15)

ile tammmh x = z(t, ty, 1)) fonksiyonu (4.11) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Ispat. y = y(t, 1o, p) (4.14) denkleminin bir ¢oziimii olsun. (4.15) ile tamiml x fonk-
siyonunun (4.11) denklemini sagladigini gosterelim. z fonksiyonunun her n € N i¢in

herbir (0,,,0,.1) arahiginda siirekli oldugu agiktir. (4.15) den her ¢ € [ty, 00) igin

Ayy(t) = y(t+p) —y(t)

B | B A s GRS B

to<0;<t+p to<6;<t

o1



Q%Jrl a%
= x(t+p)— 72
T a T aan?
to<0;<t+p to<0;<t
o R R —
= x —-—— 7
T a-x 11 a-»""7770 a-n
to<6;<t t<O0p<t+p to<6;<t
o A,z (t) (4.16)
[T 1—aq) °
to<0,<t
elde edilir. Bundan bagka her ¢ € [tg, 00) igin
o
yt=7) = —g gt =7)
to<O;<t—T
= — x(t —7)
ar [ (1-X\)
to<0;<t—T
ar T (1—-X)
t—7<0;<t
- T l’( - )
ar [ 1=XN)
to<O;<t
= E Bav z(t —7) (4.17)
ar H (1—/\5)
to<O;<t
ve
t+o
(t+o) = a 2(t + o)
Y TR
to<0;<t+p
OC%OZ%
= x(t+o 4.18
I - 0t e
to<6;<t

elde edilir.(4.16), (4.17) ve (4.18) esitlikleri (4.14) de yerine yazilir ve

IT (1=X)

to<0;<t

pozitif terimi ihmal edilirse (4.15) ile tamimh x fonksiyonunu (4.11) denkleminin ilk
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kismini saglar. Diger taraftan, her k£ € N i¢gin

#(65) = lim (ai/[ I1 <1—Al>] y<t>)

+
ti}ek to<6;<t

= ﬁ [ IT a- )\l)] y(Ok)

10<0, <0y
= (1= N)z(0k)
oldugundan z (4.11) denkleminin ikinci kismi olan sigrama kosulunu da saglar. Aym
sekilde 1) fonksiyonunun bu ¢oziim i¢in baglangic fonksiyonu olduguda kolayca goste-

rilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.2. (A;) — (As) kosullar saglansmm. x = z(t,tp,1) fonksiyonu (4.11)

denkleminin bir ¢oziimii ise o zaman,

( ) w(t) y [t[) - T, to)
p(t) = ok
— ) . [te.to + max {o, p}]

tg<0;<t

olmak tizere,
ar
= t) , telt 4.1
y(t) o (1-N) z(t) , T € [to,00) (4.19)
to<0;<t

ile tammh y = y(¢, to, ) fonksiyonu (4.14) denkleminin bir ¢tziimiidiir.

Ispat. = = x(t,t,1) (4.11) denkleminin bir ¢oziimii olsun. y fonksiyonunun (4.15)
deki gekilde tamimh oldugundan her k € N igin herbir (6, 0)1) araliklarinda siireklidir.
Ayrica, her k € N igin

o} 1 ot
to<6;<t
= x(0F
t0<0;<0j
= y(Ok)

dir. Bundan dolay1 z, [ty, c0) da siireklidir. Bundan bagka, Teorem 4.2.1. deki sekilde y

fonksiyonunun (4.14) denkleminin ¢oziimii oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece ispat
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tamamlanir.

Teorem 4.2.3. (A;)—(A3) saglansin. (4.11) denkleminin her ¢ziimiiniin salinimh ola-

bilmesi igin gerek ve yeter kogul (4.14) denkleminin her ¢6ziimiiniin salimiml olmasidir.

Ispat. Teoremin ispati, {\,}ren C (—00,1) olmak iizere Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2

den kolayca yapilabilir.
Ornek 4.2.1. pcR*, p, g€ R, 7,0 € R ve A € (—o0,1) olmak iizere,

Apr(t) + pr(t — pr) +qu(t+po) =0, t €[0,00)\{pk}ren (4.20)

Ax(k)+ Az(k) =0 , k€ pN

denklemi gozoniine alinsin. Bu denklem igin o = (1 = \), 5= (1 —\)" ve

v=1/(1—X)? dir. Boylece (4.20) denklemi
A +p (1 =NVt —pr)+q(1 =N D yt+po) =0 , t € [ty,00) (4.21)

sicramali olmayan karigik tipli fark denklemine doniigiir. Teorem 2.3.1. den (4.21)

denkleminin her ¢oziimiiniin salinimli olmas i¢in gerek ve yeter kosul
—ps T(1-1) —prs o(1-2) pos _
l—e™4+p(l—=XN)"re 4 (1=-N"""7 e =0 (4.22)
karakteristik denkleminin reel koke sahip olmamasidir.

Ornegin, p=1/2, A =2/3,p=ec—1,7=1,qg=1/e ve 0 = 1/2 ise (4.20) denkleminin

karakteristik denklemi olan
1 1 —s/2
1+—V365/4—§(4—26)8 =0
e

denklemi bir negatif kiske sahip oldugundan (4.20) denklemi bir salimmsiz ¢oziime sahip-

tir. Bu ¢oziimiin grafik gésterimi,
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~10 5 ) : 5 10

seklindedir.

Asagidaki ¢gizelgede, p = 1/2, 7 = 1 ve 0 = 1/2 olmak iizere \, p ve ¢ parametrelerinin

degistirilmesiyle (4.20) denkleminin ¢oziimlerinin salimmhliginin nasil degistigi goriilebilir.

Pl A P q | 7| o | Salmimli/Salinimsiz
112 e—1 11113 Salinimsiz
il e—1 11113 Salinimh
% % —(e—1) % 1 % Salinimsiz
i —(e=1)|-L]1]3 Salinimh

4.2.1 Sicramali Fark Denklemleri ile Diferensiyel Denklemlerin Karsilagtirma

Kriterleri

Bu kisimda, p, ¢ € C ([tg,00),R") veya p, ¢ € C ([to,0),R™) olmasi durumlarinda

(4.11) denkleminin g¢oziimleri igin agik salimmmhilik sonuglar: verilecektir.

4.2.1.1 Pozitif Katsayili Karigik Tipli Sigcramali Fark Denklemleri

Teorem 4.2.4. (A;) — (As) kogullar: saglansin ve p, ¢ € C ([tg, 00), R™) olsun. Eger

T/p
2(t) + 2

min s)x(t—T1)+
e Se[mp]p() (t—r)

Saets oo q(s) 2(t+0) <0, € [to,00) (4.23)

diferensiyel egitsizligi erge¢ pozitif ¢oziime sahip degil ise (4.11) denkleminin her ¢ziimii

salinimhdar.
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Ispat. Kabul edelimki = (4.11) denkleminin bir erge¢ pozitif ¢dziimii olsun. O halde,
(4.19) ile taniml y fonksiyonu (4.14) denklemini saglar. Her ¢ € [t1, 00) ve bazi
t1 € [to, 00) igin x(t), z(t — p), x(t — 7) > 0 olsun. Bundan bagka,

t+p

z(t) = /y(n)dn , t€lt,0) (4.24)

t
kiimesi tanimlansin. Her ¢ € [t1,00) icin z(t) > 0 ve 2'(t) = A, y(t) dir. (4.14) denklemi

t den t + p ya integre edilirse her ¢ € [t1, 00) i¢in

/thrp t+p
aT
0 = 8x()+ 5 [ plmtn =+ 1 [ et + oy
t t
A ol 42
> i - '
> Apa(t) + 5 séﬁlﬁp}p(s) At—1)+ =7 séﬁlﬁp}q(s) z(t+o0)  (4.25)

elde edilir. Ayrica,
t+p

w(t) = / s)dy , te [h,o0) (4.26)

esitligini gozoniine alalm. O halde, her t € [t1,00) igin w(t) > 0 ve w'(t) = A,z(t) ve
w(t) < pz(t) dir. Dolayisiyla (4.25) esitsizligi

min p(s) w(t —7) +

min t+0)<0 ,te lty,o0
5 min_ a(s) wit +0) to, )

0O !P selti+p]

esitsizligine doniigiir. Bu durumda w (4.23) ii saglayan bir ergeg pozitif ¢oziimdiir. Bu

bir celigkidir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.1. (A;) — (A;3) kosullar1 saglansin, p, ¢ € C ([tg, 00),RT) ve 7 > p olsun. O

halde, ya
t
limsup [ min p(s)dn > pb (4.27)
t—00 s€[nn+p] ar/e
t—T1
ya da
o P
1 f 4.28
it | i i 27 (29

esitsizlikleri saglaniyorsa (4.11) denkleminin her ¢oziimii salimmhdir.
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Ispat. Kabul edelimki = (4.11) denkleminin bir ergeg¢ pozitif ¢ziimii olsun. O halde
(4.19) ile tanimli y fonksiyonu (4.14) denklemini saglar. Her ¢ € [t1, 00) ve bazi
t1 € [to,00) igin x(t), z(t — p), x(t — 7) > 0 olsun. O halde,

o™/

' (t) + min p(s) z(t —7) <0 ,t € [ty,00)

pPB  seltt+p)
esitsizligi (4.27) ve (4.28) sartlarindan herhangi biri saglandiginda erge¢ pozitif ¢ziime

sahip olmayabilir. Boylece ispat tamamlanir.

Hatirlatma 4.2.1. p ve ¢ katsayilar1 artmayan ise (4.23) esitsizligi

p(n)d x(t — ) + / g(n)dn 2(t +0) <0t € [to, )

t

a’/P

v+ pB t

poﬂ/ﬂ

haline doniigiir. Bu durumda, ya

t n+p

limsup/ /p(é)d§dn >

t—o00

pB

Q/'/P

t—7 n

ya da
t n+p

liminf/ /p(f)dﬁdn >

pb

aT/re

t—o0
t—T7 7n

esitsizlikleri gegerli ise (4.11) denkleminin her ¢oziimii salinimhdir.

4.2.1.2 Negatif Katsayili Karigsik Tipli Sigramali Fark Denklemleri
Teorem 4.2.5. (A;) — (Asz) kosullar saglansin ve p, ¢ € C ([tp,00),R™) olsun. Eger

a’/P

2’ (t) +

max q(s) z(t+o0) >0 ,t€ [ty,00) (4.29)

t —
max p(s) z(t —7) + DT

PP selt,t+p]

diferensiyel esitsizligi higbir ergeg pozitif ¢dziime sahip degil ise o zaman, (4.11) denk-

leminin her ¢6ziimii salimimhdir.

Sonug 4.2.2. (A;) — (As) saglansin ve p, ¢ € C ([tp, 00),R7) olsun. O halde, ya

t+o

a/p
limsup/ (— max q(s)) dn > pa

t—oo s€[nm+pl Y

t

o7



ya da
t+o

lim inf <— max q(s)> dn > P

a°/P

ve

t—o0 s€[n,n+pl

esitsizlikleri saglaniyorsa (4.11) denkleminin her ¢oziimii salimimhdir.

Hatirlatma 4.2.2. p ve ¢ katsayilar1 artmayan ise (4.29) esitsizligi

t t

[rtnanatt =)+ -0 [aanatt+a) <0t o)

t—p t—p

a’™/P

PP

T (t) +

haline doniisiir. Bu durumda, ya

t n+p

limsup/ /p(ﬁ)dﬁdn >

t—oo

pB

aTﬂ)

t—7 7

ya da
t n+p

lim inf / / p(&)dedn >

—00

pB

aT/re

t—T7 7n

esitsizlikleri saglaniyorsa (4.11) denkleminin her ¢oziimii salimmhdir.
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EKLER
Uctincii boliimde, a(t) € C ([ty, o0) , (0,00)) ve p(t) € C ([to, o0) , R) olmak iizere

(a(t)'(t)) +p(t)z(t —7) =0 t>ty , t#
o(th) =brx(ty) , 2'(t)) = e (tr) k=1,2,..

seklinde ikinci mertebeden sicramali gecikmeli lineer diferensiyel denklemi icin yeni

salinimlilik sart1 verilmistir. Bu ¢aligma yayina sunulmak icin hazirlanmigtir.

Dordiincii boliimiin ilk kisminda, ty € R, I, N dogal sayilar kiimesinin sinirl bir alt
Cﬁmlesj? pi € ¢ ([toa 00)7 [07 OO>)7 her i € [lgln Ti € [pa OO), {qn}nGN - <_007 1) ve
{0, }nen C [to, 00) sigrama noktalarinin artan sinirsiz bir dizisi, p € (0, 00), her
t € [to,o0) i¢in A,x(t) = z(t + p) — x(t), her n € N igin Az(0,) = x(6,}) — z(0;,) ve
{qn}nen C (—00,1) olmak iizere

Apx(t) + > pi(t)x(t —71,) =0 , t € [to,00)\{bn}nen

il

Ax(0,) + gnz(0,) =0 ,neN
seklindeki siirekli degiskenli sigramali gecikmeli fark denkleminin ¢oziimlerinin salinim-
lilik kriteri, bu denkleme uygun sicramali olmayan gecikmeli fark denklemleri ve sigra-
mali olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ile kargilagtirilarak verilmigtir. Bu
galigma Journal of Computational Analysis and Applications isimli dergide yayinlan-

migtir.

Doérdiincii boliimiin ikinci kisminda, ty € R, p € RT, p, ¢ € C ([ty, ), R), 7, 0 € [0, 00),
{ Ak }ren C (—00,1) ve {0 }ren C [to, 0) sigrama noktalarimin siirsiz artan bir dizisi,
her ¢ € [tg,00) igin A,z(t) = z(t + p) — z(t) ve her k € N i¢in Ax(6;) = z(0;) — x(6})

ve { g tren C (—00,1) olmak iizere,

Apz(t) +pt)x(t —7)+qt)x(t+0) =0 ,t € [ty,00)\{bk}ren
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seklindeki siirekli degiskenli karigik tipli sicramali gecikmeli fark denkleminin ¢oziim-
lerinin salimimilik davranisi, bu denkleme uygun sicramali olmayan karigik tipli gecik-
meli fark denklemleri ve sigramali olmayan karigik tipli gecikmeli diferensiyel denklemler

ile kargilagtirilarak incelenen bu caligma yayina sunulmustur.
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