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In many applications of elliptic modular functions to number theory Dedekind
Eta function plays an important role. The first section, the definition of Dedekind
Eta function and some properties of it given. The transformations of Theta func-
tions, ©,(r = 2, 3,4) , which are not elliptic but their ratios are elliptic, on modular

grup are investigated.

The second section, Hecke groups are defined and then, multiplier systems
corresponding to full modular forms of dimension zero for each of Hecke groups,

G(y/m) , m = 2,3, are obtained.
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ONSOZ

Caligmamin amacy, eliptik modular fonksiyonlar teorisinde tanimlanan Dedekind
Eta fonksiyonu ve Dedekind Toplamlari’’ni inceleyerek, bu fonksiyon ile kendileri
eliptik olmayan fakat oranlan eliptik olan Theta fonksiyonlarn arasinda bagintilart
bulmak ve G(y/m), m = 2,3, Hecke gruplarinda tanimlanan sifir boyutlu tam mo
dular form igin carpimsal degerleri belirlemektir.

Bu ¢aligmada ilk olarak Periyodik, Eliptik fonksiyonlar ve baz: ozellikleri veri
lerek girig yapilmigtir, Materyal ve Metot boliimiinde Mobiiis dondigiimleri yardimiyla
Modular Grup ve Modular Form tanimlanmigtir. Dedekind Eta fonksiyonu, Dedekind
Toplamlar tanimlanip ve ilgili teoremler ispatlanarak, Farey Kesirleri tanitilmigtir.
Bulgular boliimiinde Dedekind Eta fonksiyonu ile Theta fonksiyonlar: ve Farey Ke-
sirleri arasindaki bagintilar ve Hecke Gruplarinda tanimlanan modular form i¢in
garpan degerleri bulunmugtur.

Caligmalarim boyunca bana yol gosteren degerli danigmanim Saym Dog. Dr.
Veli KURT’a ve degerli katkilarini gordtigim Saym Prof. Dr. Timur KARACAY’a
tegekkiirlerimi sunarim.
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1.GIRiS
1.1. Periyodik Fonksiyonlar

1.1.1. Tanim Karmagik degigkenli f(z) fonksiyonu verilsin. f(z + w) = f(z) ola-
cak gekilde w karmagtk sayisi varsa, f(z) fonksiyonuna w periyotlu basit periyodik
fonksiyon denir.

n € Z olmak {izere nw karmagik sayis1 da f(z) nin bir periyodudur. Tanimdan,
her saymun f(z) = a sabit fonksiyonun bir periyodu oldugu goriiliir. Ayni periyotlu
iki periyodik fonksiyonun toplami, farki, carpimt, orani ve tirevi de ayni periyotiu
periyadik fonksiyondur.

1.1.2.Tanim Karmagik degiskenli f(z) fonksiyonu verilsin. f(z+w; +w;) = f(2)
ve wy/w; & R olacak gekilde w;, w, karmagik sayilari varsa, f(z) fonksiyonuna 0,
wy periyotlu ¢ifte-periyodik fonksiyon denir.

n,m € Z ise nw; + mw; karmagik sayis1 da f(z) nin bir periyodudur. f(z)
fonksiyonunun her periyodu, nw; + muw, geklinde ise (w,, w;) ikilisine, temel periyot
cifti denir. Her (w;,w,) temel periyot ¢ifti, diizlemde w = nw; + mw; koseli pa,
ralelkenar belirtir. Bu paralelkenarin koseleri zp, zp + wy, 20 + wa, 20 + Wy + wy |
olarak ifade edilir ve (20) periyot paralelkenar: olarak adlandirilir. zq, 20 +w, ile zp,
29 + wy noktalarim birlegtiren kenarlar bu paralelkenara dahil, diger kenarlar dahil

degsildir.

wy ve wy, wp/wy; € R, karmagik sayilarinn, m,n € Z olmak lizere nw, +muw;
dogrusal bilegimlerinin kiimesini, Q(w;,w,) ile gosterelim.

1.1.3.Tanim (wy,w;) ve (w),w}), wafwy ¢ R, wh/w] ¢ R karmagik say: ikilileri
icin Q(wy, wy) = Qw], wh) ise bwy, wr) ile (w), w}) ikililerine denk ikililer denir.

(w1, ws) ile (w], w}) temel periyot giftlerinin denk olmalar i¢in gerekli ve yeterli
kogul, ad —.bc = F1 olmak iizere w) = aw, + bw, ve w] = cw, + dw, kogullarim

saglayan, tamsay: girdili ( ‘cl Z ) matrisinin olmasidic (Depnath ve Dutta 1965,
Apostol 1976).
1.2.Eliptik Fonksiyonlar

1.2.1.Tanim Karmagik diizlemin G agik alt kiimesi tizerinde kutuptan bagka tekil
noktasi olmayan analitik fonksiyona, meromorf fonksiyon denir.

1.2.2. Tanum Sabit olmayan, gifte-periyodik ve meromorf fonksiyona, elliptik fonksi
yon denir.



P(z) fonksiyonu, w = nuy + mw,, n,m € Z olmak iizere,

Po= 5+ e ter )

w#0

ifadesiyle tanumlanir. P(z) fonksiyonu, wy, w, ile ¢ifte-periyodik ve w noktasinda,
2.mertebeden kutbu olan eliptik fonksiyondur.

Eliptik fonksiyonlarla ilgili temel bilgiler, Depnath ve Dutta (1965)de bulunur.

Kendileri eliptik olmayan fakat oranlart eliptik olan Theta fonksiyonlari,
g = € ve I(7) > 0 olmak iizere,

gl(z) = — io: ( 1)71 (nt+ 5P (2ﬂ+l)zz
n=—00
3 L2nt1)? (2n+1)iz
Oas) = B gt (1)
n=—00
oo
. 05(2) = Z q(n+l)262(n+1)£z’
\ n=~-~00
[ e}
94(2.’) = Z (__I)n+lq(n+l)2€2(n+[)iz.

3
il
|
8

egitlikleri ile tammlanir.

Bu fonksiyonlarin sonsuz garpim ifadeleri,

bar) = 24 [ (L= @)1+

n=1
ba(r) = ﬁ( M1+, @)
bu(r) = JI(L— @)1 —g™ )

2
1l
-

egitlikleri ile verilir(Depnath ve Dutta 1965).



2. MATERYAL VE METOT
2.1. Modular Grup ve Modular Form

a,b,c,d € Z, 7 € C olmak tizere,

ar+b
cr+d

w =

ile tanimli doniiglime, Mobiiis doniigiimii ya da Kesirsel doniigiim denir.

Her bir Mébiiis doniigiimi A = ( ‘; fz ) ad — b # 0 olmak iizere,
e Ar e OT +b
o cr+d

geklinde de ifade edebiliriz. Bu déniigiim, 2 = —d/c basit kutbu harig, gen1§letllrrn§
karmagik diizlem C* da analitiktir.

Mobiis doniigiimleri, cemberleri ve dogrulari, cemberlere ve dogrulara donistiiriir

{Apostol 1976).

7T € C olmak tizere 7’ = Ar = ﬂi‘_’;, ad —bc = 1 geklindeki Mobits dontigiimleri

matris carpimina gore degigmeli olmayan bir grup olusturur.

Bu grup,
F={(z fz') ; a,be,deZd ad~—bc=1}

ile tanimlanir ve Modular Grup denir.

I’ modular grubunun dreétecleri,

11
ST=T+1=(O l)

TT:-—I/T:(? 51)

G,I' modular grubunun herhangi bir altgrubu olsun. 7 = Ar olacak gekilde
A € G varsa, T ve 7’ noktalarina, GG ye gore denk noktalar denir.

ve

donugimleridir.

Rg, iist-yan diizlem H nin agik altkiimesi olsun. Rg nin farkh iki noktasi, &
ye gore denk degil ve 7 € H igin Rg nin kaplaminda, G ye gore 7 ya deok bir 7' € H
noktasi varsa, Rg ye G nin temel bolgesi denir.

3



I' modular grubu i¢in
Rr={reH ; [r|>1, p+7<1}
kiimesi temel bdlgedir (Knopp 1970, Apostol 1976).

n € Z* olmak iizere,
a b
I‘(n):{(c d)e[‘ ; a=d=1, b=c=0 (Modn)}

kiimesine, I' modular grubunun n seviyeli congruence alt grubu denir.
n=1i¢in ['(1) =T dur.

ro(n)={(‘c’ 3)eI‘ . c=0 (Modn)}

r°(n)={(‘; Z)er . b=0 (Modn)}

kiimeleri de I' modular grubunun altgruplaridir. Buradan kolayca I'(n) nin I iginde
sonlu indexli normal altgrup oldugu goriilebilir (Knopp 1970, Apostol 1976).

2.1.1.Tamim Karmagik degigkenli f(r) fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon agagidaki
ii¢ ozellige sahipse, ' ya gore —r inci dereceden Modular Form denir;

a)f(r) ist-yan diizlem H de meromorf,

b)Her M = ( ok

. d)er,reRigin

»

f(M7) = e(M)(er + d) f(7), 3)

c) f(7")nun Fourier serisi,

oS

()= Y a(n)e™.

n=-—~m

(3) ifadesindeki (M), T dan bagimsiz I' ya gre —r inci dereceden ¢arpimsal
sistemdir.
|e(M)] =1 ve M, M; € T olmak iizere,
C(A'Il A{z) = C(A[l)f(ﬁfz) e (4)

4



carpimsal ozelligi saglanir.

Tammdan, m > 0 ve a(—m) # 0 ise f(r) fonksiyonunun 7 = 100 noktasinda,
m inci mertebeden kutbu vardir.

m < 0 ise f(r) fonksiyonu H de ve ico noktasinda analitiktir. Boylece, f(r)
fonksiyonuna, —r inci dereceden Tam Modular Form denir.

Her M € T igin (M) = 1 ve r = 0 ise f(r) fonksiyonuna, Modular Fonksiyon

denir.
2.2. Dedekind Eta Fonksiyonu

Elliptik modular fonksiyonlarin, sayilar teorisine uygulamasinda Dedekind Eta
fonksiyonunun onemli bir yeri vardir. Dedekind tarafindan, iist-yart dizlem H de

tanimlanan 7(r) fonksiyonu;

n(r) = ' ﬁ (1 — ezm"“’)

n=t

ifadesiyle verilir (Rademacher ve Whiteman 1941, Apostol 1976).

r = u+iv icin ¢ = e2™7 alinarak |z = e~ elde edilir. () > 0 oldufundan
|z] < 1 bulunur. Boylece,
I[I(1-=2")
n=1

sonsuz garptmi sifirdan farkli ve mutlak yakinsaktur.

7(), H nin kapah ve suurh her altkiimesi tizerinde, diizgiin ve mutlak yakinsaktir.
Boylece n(7), H de analitiktir.

I' modular grubunun St = 7 +1 iireteci igin p(r +1) = efin(r) ve p?(r +1) =
n?(7) elde edilir. n(7) fonksiyonu, 1 ile periyodiktir.

T+ = —1/7 lireteci igin p(—1/7) = (—i7)/2y(7) bagintis1 C.L.Siegel ve Apostol
tarafindan elde edilmistir.

abe,dcZ,c>0,ad—bc=1veS3(r)>0

olmak tizere,

log (m‘+ b) = logn(r) + mi {a +d + s(—d, c)} + %Iog {—i(cr+d)} (5)

cr+d 12¢



doniigiimi de Apostol tarafindan bulunmugtur{Apostol 1976).
Burada s(—d, ¢) Dedekind toplamdir.

2.3.Dedekind Toplamlar: ve Ozellikleri

2.3.1.Tanmm h,k€Z, k>0, (hk)=1 olmak fzere,

wn- 5 (@) ()

esitligi ile Dedekind toplami tanimlanir.
z € R igin ((x)) fonksiyonu,
D B [:L‘] - % y T ¢ Z
(@={*"H
ifadesiyle verilir. [z}, z in tamdegeridir.

k € Z igin ((z + k) = ((z)) ve {(~2z)) = —({z)) oldugundan ((z)) fonksiyonu,
k ile periyodik ve tek fonksiyondur.

Z(@)-5G-l-9-0 ®

r=1

5((5) - i

(6) ve (7) esitliklerinden, .

s(hk) = g(
>

(h,k) = 1 oldugundan,

elde edilir.

2.3.1.Teorem z € R icin




ispat:

o= ¥ ((55) - @

riModk
fonksiyonunu tanimlayahm. D(z + 1) = D(z) oldugundan D{z) fonksiyonu, 1 ile

periyodiktir. Buradan, D{z) fonksiyonunu 0 < £ < 1 araligina simirlayabiliriz.

z=0 ian D(0)

0<z<l icn D(z) = 2:(( )
rModk k

- HE ) ol

- k k12 2

Il
2
™
~~
7~
Bl B
~—r
i

r=0
(k- Dk =z, k 1
=5 5 tif-3-*—3
= 0.

Béylece z in tim degerleri icinu D(x) = 0 bulunur.
2.3.2.8onug z € Rigin ((z))+ ((z + 3)) = ((2¢)) dur.
ispat: 2.3.1.Teorem de k = 2 ve x yerine 2x alinarak,
() + (= + 5)) = ((20))
bulunur. Benzer olarak, k = 2 ve = yerine —2z ahnarak,
() + (= ~ 5)) = ((22)
esgitligi elde edilir.
2.3.3.Teorem
a) i =Fh (Mod k) ise s(k',k)=Fs(h,k)
b) hh = F1 (Mod k) ise s(h,k) = Fs(h,k)

c) +1=0(Modk) ise s(h,k)=0.



ispat: :
a) A '=h(Modk)iseh' =kt+h,t€Z.

s(h' k) =

i

i Il

Benzer olarak, A’ = —h (Mod k) ise s(h', k) = —s(h, k) dir.

b) hh=1(Mod k) ise 1 = hh — kt,t € Z.

Benzer olarak, hkh = —1 (Mod k) ise s(h, k) = —s(k, k) dir.

c)h2+1=0(Mod k) ise l =kt —h% teZ

an = 5(E)(®)
5 ((#52) ()
-5 () ((5))

8
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—s(h, k).

I

Boylece, s(h, k) = 0 bulunur.
2.3.4.Teorem

g € Z* ise s(qh, gk) = s(h, k) dur.

gk-1
u ghu
s(gh,gk) = — —
w0 =% () (%))
v, p € Z olmak iizere g = vk +p,0 < v < g—1vel < p < k-1 olsun.

Buradan,
(ah,ak) = Zi((kq}:p)) (*2)

v=0 p=0

- S((#)5((%+7)
- S(()®)

=1

= s(h,k).

ispat:

yazabiliriz.

2.3.5. Teorem (Reciprocity Teoremi)

hk€Z, k>0, (hk)=1 olmak iizere,

1 1 /A 1 k
s(h,k) + s(k,h) = —Z+ (E-i- B—I;+ E)

12
dir.
ispat:
S = s(hk)+s(k,h)
k-1 h-1
- S (#) ()
olsun.



T = f‘-,f— ve x = i’,—:i i¢in 2.3.1.Teorem’i uygulayarak sirasiyla,
h—1 h k~1 k
(G0 =((%) - 2@E0-((%)
v=0 #=0

esitliklerini elde ederiz. Boylece,

s BOEED)ER)

k

()

CER () ()
- SR () (@S E-
(@) -1
- SR (D) (Err)
5 5) ! (R (CF)1

e - E8 ) (@ D)
(

(D) + X ((E+5)

£2=0v=0

T = S; — 253 + S3 olsun. Buradan, S; = S dir.

k-1 h—1 2
S = (’—‘+5—1)
! ?;o}_;o k" h
h k-1 . k h-—1 . 2 k-1 h-1
= Gt L kY pd
u=0 v=0 u=0 v=0

10



2h % 2k
_hk_h ko1
T 6 6k 6h ' 2

i ve v sirasiyla, Modh ve Modk a gore degisirken p = hy + kv da Modhk a gbre

degigir.
k—1 h—1 2
()
3 2;,2___:0 E h
- 2
Mg;hk((hk
= s(1,hk)
DL, 1k
T4 6RE 127
([z]+L , z2¢7Z
z-—((z'))=i([)] V. ng
oldugundan,
zl-Y , z24Z
(z_l)_((z))={£]_12 : zgz
elde edilir.

(8) esitliginde yalmz p = v = 0 igin (i‘- + i’j) € Z olur. Boylece,

k-1 h-1 2
_ p z__l_} 3
T"%é“k*h] 2f 1
yazabiliriz.
k—1h-1 1 2 3
P BE (-
Uk Rl 2) T4
k-1 h-1 2
- A R N R O
= E,Ea“ﬁh] [k+h}+4}+4
k—1 h—1 hk 3
povifp v
= Sr A E -t =+~
LElefl (ki)



4 4
elde edilir.
Burada, 0 < £ + # < 2 oldugundan, [ + ﬁ] 0 yada 1 dir.
Boylece,
1
S = -(SI ~T+85)

Sl kL ELL B3 1L K

T2 6k  6h 4 4 4 6hk 12

_ _‘_+ 1 h + 1 1 Lk k

- k hk " h
bulunur.

Reciprocity Teoremi’nin farkl ispatlart, Rademacher ve Whiteman (1941),
Grosswald (1971), Grosswald ve Rademacher (1972), Apostol (1976) tarafindan ve

rilmigtir.
2.4. Farey Kesirleri

Farey Kesirleri, n. mertebeden, [0,1] araliginda, paydasi n den kiigiik ya da
esit olacak bigimde tanimlanan azalan kesirler kiimesidir ve F,, ile gosterilir.

01
g
011
Boi par
01121
F3 y Iagvé'ags‘i‘
g . 0111231
4 b 1’473’273’4’1
R, 0lLll2132341
5 195s4a3s572’5’3147571

seklinde ifade edilebilir.

Fn C Fay ve § < § ardigik Farey kesirleri ise be ~ ad = 1 ve 35 2+t kesrine, bu
kesirlerin mediant: denir. § < ,,—f; < % ardigik Farey kesirleridir.

12



c~qa c—a

Benzer olarak, § < £ < T esitsizlikleri de ardigik Farey kesirleridir. 523
kesrine, § ve § kesirlerinin ardigitk fark: denir.

1963 yilinda H.Rademacher tarafindan sorulan Farey kesirleri ile ilgili bir
soruyu ele alahm. Bu soru, § < § ardigik Farey kesirleri ve bunlarin Dedekind
toplamlari s(a,b) > 0 ,s(c,d) > 0 ise s(a + b, c + d) pozitif midir, sorusudur.

s(a + b,c + d) nin negatif oldugu, once sayisal ornekle L.Pinzur, Dedekind

toplamlan yardimiyla K.H.Rosen ve Dedekind toplamlarinin degerlerini, tamsay:
haline getirerek, T.Asai (1986) tarafindan gosterilmigtir.

13



3.BULGULAR VE TARTISMA
3.1.Dedekind Eta Fonksiyonu ile Theta Fonksiyonlar1 Arasindaki Bagintilar

Theta fonksiyonlarinin, (2) esitligi ile verilen sonsuz ¢arpim ifadeleri, Dedekind
n(r) fonksiyonu gozoniine alinarak,

2n°(27)
@2 T =
7) n(7)
2( 1+l
@3 T — 2—:‘1 77 (T) , 24 = ei—g 9
(7) e R )

esitlikleri ile verilir. Bu denklemlerin logaritmalari alinarak,

log Oy(1) = log2+ 2logn(27) — logn(r) (10)
log Os(7) = % +2logn (1%—1—) — log n(7) (11)
log@Q4(7) = 2log n(%) — logn(r) (12)

denklemleri bulunur (Barner 1985).

3.1.1.Teorem h,k€Z k>0, (hk)=1,hh =1 (Modk) olmak iizere,

] 2 ’ . p
log O ( L ~,}; ZZ) = log O, (h —{;;z/ ) + mi(s(h, k) — 2s(h,2k)) — %logz

dir.

ispat: I' modular grup, ( (z Z ) €l,e>0,7€ C ve(r) > 0 olmak lizere
z,h, k, b sayilarini,
a=h', ec=k>0, d=—h—k, z = —i(cT + d)
olacak gekilde secelim. ad — bc = 1 oldugundan,
~hh —h'k—bk=1, (hk)=1, —hh'=1 (Modk)
elde edilir. Buradan,

iz—d_iz+h+k_iz+/z

TS T ook T
. ar+b_h'+i/z
cr+d  k

14



bulunur.
Bu sonuglar (5) esitliginde yazarak,

3 h' 41 R -1 1 ,
log n(r) = logn (h —Zzz) = logn ( ! —i;gz/z) - ll‘)k L mis(h, k) — 5 logz (13)

bagintisi elde edilir. Benzer olarak,
a=h', ¢=2k>0, d=—-h—2, z= —i(cr + d)
secilerek logn (7_42-_1) i¢in de bir baginti yazabiliriz.
ad — be = 1 oldugundan,
—hh' —2kh —2kb=1, (h,2k)=1, —hh' =1 (Mod2k)

elde edilir. Buradan,

1z—d  1z4h
T c 2% t1,
b a7‘+b_h'+i/z
T= er+d - 2%k

bulunur. Boylece, (5) esitligini kullanarak,

. ' . }r _ ] )
logn (%) = logn (ZZ;; h) = logn (h ;—I:/Z) ~ ( L24k 1) —ﬂi.s(/z,?,k)—é log =

(14)
bagintisii elde ederiz.
(13) ve (14) esitliklerinde gerekli islemler yapilarak ve (11) de yerine yazilarak,

l .z ! .
log O3 ( ! _Zz ) = log ©3 (h Zz/z) + mi(s(h, k) — 2s(h,2k)) — %logz

bulunur.
3.1.2.Teorem hkeZ , k>0, (hk)=1,hk'=—-1 (Modk) olmak izere,

I . ! . P
log O, ( z—]};zz) — log ©, (h -;2/ ) + wi(s(h, k) — 2s(h, 2k)) — %logz

dir.

Ispat: I' modular grup, ( Z Z ) €l,c>0,7€ Cve(r) > 0 olmak lizere
z,h, k, k' sayilarm,

a=h, c=k>0, d=—h, z = —i(cr + d)
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olacak gekilde segelim. ad — be = 1 oldugundan,
—hh' —bk=1, (hk)=1, —hh' =1 (Modk)

elde edilir. Buradan,

tiz—d 1z+h
TE c &k ’
o ar+b R +ifz
T= er+d k

bulunur.
Bu sonuglar (5) esitliginde yazarak,

log n(7) = logn (zz ]_: h) = logn (h J;Cz/z) — (h — h) —mis(h, k) — élogz

12k
(15)
bagintisi elde edilir. Benzer olarak,

a=h', ¢=2k>0, d=-h, z=—i(cr+d)

secilerek log (%) icin de bir bagint1 yazabiliriz.

izt h
T
ve ,
v h +ifz
T
oldugundan,

. h hl . 14 _
log i (%) = logn (122_; ) = logn ( —;kz/z) — 7 (h24kh) — wis(h, 2k) — -;—logz
(16)
elde edilir.
(15) ve (16) esitliklerinde gerekli iglemler yapilarak ve (12) de yerine yazilarak,

k k

4

h . II .
log ©4 ( + zz) = log O4 ( s z/z) + mi(s(h, k) — 2s(h, 2k)) — %logz

bulunur.
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Benzer yontemle,

. ! . z ! . ' 1
log ©, (’“}:”) = log ©, (h “;’/ )—m' (" n h)+7ri(s(h,k)—23(/z,Ic/2))—§logz

bagintist bulunur.
3.2. Theta Fonksiyonlarinin Farey Kesirlerine Uygulamas:

3.2.1.Teorem % < 7}{- ardigik Farey kesirleri ise

K _ " 1
log ©5 (’ ) 1‘) = log O (J—LZ—?L) + mi(s(l, k) — 28(h,2k)) — 5 log 2

dir.

Ispat: % < % ardigik Farey kesirleri ise kH — hiK = 1 dir.

b ) €l,ec>0, 7€ C ve¥r) >0 olmak lizere z, h, k, I\

a
I' modular grup, ( e d

sayilarini,

a=—-h, ¢c=k>0, d=K+k, z=—ilecr+d)
olacak gekilde secelim. ad — be = 1 oldugundan,
—hK —hk -bk=1, (K,k)=1, —-hK=1 (Modk),

s(K, k) = —s(h,k),
iz — K r —h+ifz
Y A 2y

T =

bagintilar: bulunur.
Bu sonuglar (5) esitliginde yazarak,

K—h
12k

logn(1) = logn (ZZ ; A) = logn (_—h-{?i) — T (

bagintisi elde edilir. Benzer olarak,

) — mis(h, k) — —;—logz
(17)

a=—h, ¢=2k>0, d=K, z=-i(ct+d)

secilerek logn (52'—1) icin de bir bagint1 yazabiliriz.
ad — bc = 1 oldugundan,

—hK —2kb=1, (K,2k)=1, —hK =1 (Mod2k)
s(K,2k) = —s(h,2k),

17



iz— K . —h+1/z
2k 2k
bagintilar bulunur.

Boylece (5) esitligini kullanarak,

1z — I —h+1 K —1 , 1
log 1 (T ; 1) = logn (222k1\> = logn (—1—2—22—/3) —1r1 ( \24k l) ——7723(/1,,216)—5 log =

(18)

bagintis: elde edilir.
(17) ve (18) esitliklerinde gerekli iglemler yapilarak ve (11) egitliginde yerine yazilarak,

2 K “hifz | 1
log O (‘ - I‘) — log O (—1%3/—) + ils(h, k) — 25(h, 2%)) ~  log 2

bulunur.

3.2.2.Teorem & < " 51diqk Farey kesirleri ise
kS k¥R 3 y

| " 1
log O (’z J}: K) = log O (h +kz/ ) + mi(2s(h,20) = s(h, ) —  log 2

dir.

Ispat: I' modular grup, ( ccl i)i ) el',e> 0,7 € Cve F(r) > 0 olmak lizere
h, k, K, z sayilarini,
a=h, c=k>0, d=—-(K+k), z=—iler+d)
olacak gekilde segelim. ad — be = 1 oldugundan,
—hK ~hk-bk=1, (K,k)=1, —-hK=1 (Modk),

s(I, k) = —s(h, k),
2+ K+k iz4+ K , h+i/z
kT kT

bagintilar:t bulunur.Buradan,

2+ K : K - 1
logn(7) = logn (zz —{k_ A) = logn <h -}—kz/z) — ( ‘12kh) + mis(h, k) — 3 log =
(19)

T =

elde edilir. Benzer olarak,

a=h, c¢c=2k>0, d=-—(K+2k), z=—i(cr+d)
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segilerek log 7 (32“—1-) igin de bir baginti yazabiliriz. Boylece,

—hK — h2k -b2k =1, (K,2k)=1, —-hK =1 (Mod2k),
s(K,2k) = —s(h,2k),
izt K42k iz4+ K o h+1/z

o~ a2k Th %

T

bulunur. Buradan,

. . il c_
log n (T_;-_l_) = logn (zz;—kl\) = logn (h _;Z/ )—ﬂi (1‘241»' l)+7ris(h,‘2k)—é log =

(20)

elde edilir.
(19} ve (20) egitliklerinde gerekli iglemler yapilarak ve (11) de yerine yazilarak,

log O3 (” ai [‘) — log O (” +1:/ 2) + mi(2s(h, 2k) — s(h, k) — %logz

bulunur.

3.2.3.Sonug n € Z olmak iizere, % < Zz—f% ardigik Farey kesirleri i¢in

nk nk

4

log ©3 (zz + K ) = log O3 (h + z/z) + mi(2s(h, 2nk) — s(h,nk)) — % log =

bagintisi vardir.

Benzer yontemle ispatlanabilen, Farey kesirlerinin ardigik fark: icin de agagidaki
teoremi verebiliriz.

3.2.4.Teorem 1% < f:z ardigik Farey kesirleri ise

_ b
log O3 (”K ) = log ®3< ‘;,’/ z) + mi(2s(H,2K) — s(H, K)) — %logz

dir.

Bu béliimde, log ©3(7) fonksiyonunun Farey kesirlerine bir uygulamasi ver-
ilmig ve aralarindaki bagintilar bulunmugtur. Benzer olarak, log ©,(7) ve log ©4(7)
doniigiimlerine ait ifadeler de elde edilir.
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3.3. G(v2) ve G(v/3) Hecke Gruplar1 igin Carpimsal Sistemler

Modular, Stireksiz, G (,/z\q ) Hecke gruplary, ST =74+X; , Ay = 2 cos % ,q€ 7L,
q > 3 ve Tt = —1/7 doniigiimleri ile tiretilmektedir.

g=3icin St=717+4+1veTr = —1/7 ile I' modular grubunu elde ederiz.

Bu kesimde, ¢ = 4 ve ¢ = 6 degerlerine karsilik gelen G(v/2) ve G(v/3) Hecke

gruplarida tanimlanan, Modular form igin garpunsal sistemleri belirleyecegiz.

m = 2,3 olmak tizere G(1/m) Hecke grubunun elemanlari,

s=(o ™) wr=(14")

matrislerinin ¢arpuni olarak ifade edilir. Her ifade de T nin sayisinin ¢ift ya da tek
olmasina gore G(/m) grubunun elemanlari, ¢ift ve tek olarak ayrilmiglardir.

G(v/m) grubunun gift elemanlari,

M:{( @ b\/n—7) : a,be,d€Z, ad—mbczl} (21)
c/m d

ve tek elemanlar,

,M:{( \gn_z Z\/ﬁ) i a,bc,deZ, a(lm—bc:l} (22)

geklindedir.

G(V?2) Hecke grubu, S = ( (1) I/i) ve T = ((1) 6—1 ) doéntsgiimleri ile

tretilir ve (21), (22) de m = 2 alinarak ift ve tek elemanlar: belirlenir.

I', G(V?2) Hecke grubunu gostermek iizere,

F(2)={(c\;m Z,\/;ﬁ), a=d=1, =c=0 (Mod2)}

kiimesi I' nin 8 indexli normal altgrubudur.
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['(2) nin [ tizerinde belirledigi egkiimeler,
10 1 =2
= = = = ,S'_l 2
‘)
Ry = é f):s  Ry= \}5? = T§'T
Rs = ﬁ_l):S'T . Re= (1) “\}2 =TS

V2 1
pamd = = = . S
R; ) T , Hsg 1 2 ST

dir. Bu kiimelerin ilk dordii ¢ift, digerleri tek elemandir.

f(r), T ya gore sifirinci mertebeden tam modular form olsun. f(7), H de
analitik ve her M € I' igin

f(M7) = e(M)f(r)

dir. €(M), I iizerinde tanimlanmig, 7 dan bagimsiz ve (4) 6zelligini saglayan f(r)
nun ¢arpimsal fonksiyonudur.

MeTligin M = ( : ? ) olsun. Buradan, ¢(M) = ¢(o, 3,7, d) gosterimi ile

FST) = €(1,V2,0,1)f(r) =™ f(r), 0<a<]l
HT7) = €0,-1,1,0)f(7) = eof(7)
bagintilart Knopp tarafindan verilmistir (Knopp 1960).

T? = I ve (ST)* = I oldugundan €2 = 1 ve (e2"*)* = 1 elde edilir.
q = 4o igin

f(ST) = €¥Uf(r), ¢=0,1,2,3 (23)
f(TT) = ef(r) , €¢=1 (24)
. bulunur. b3 /3
a 2 av2 b
M:(c\/id ) ya da M-—-(C d\/2—>
ise

e(M) = e 3 1E(M) veya €(M) = eoe%in(M) (25)

olmak tizere Rosen tarafindan tanimlanan
E(M) = abu; + acuy + adus + beug + bdus + cdug (26)

esitligini gézoniine alalim({Rosen 1993).
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3.3.1.Teorem a) ( ¢ bﬂ) € G(V2) ise

b)M:(

q

Ispat: a) I'(2) nin I lizerinde belirledigi eskiimelerde ispatlamak yeterlidir.

av2 b
c

V2 d
= 0,1 ian E(M)=dab—ac (Mod4)
= 2 iein E(M)=2(ab—ac) (Modd)
= 3 iegn E(M)=—(ab—ac) (Mod4).

dﬁ> € G(V2) ise

0,1 dan E(M)=cd+ac (Modd)
2 dan E(M)=-2(cd+ac) (Mod4)
= 3 dcin E(M)=—(cd+ac) (Mod4).

Il

1 < ¢ € 4 olmak lizere R; kiimeleri igin (23) ve (24) bagintilar: yardimiyla,

(R) =1, e(l) =€, e(Bs)=e%", e(Ry)=e %"

degerleri ve (25) esitligi kullanilarak,
E(Rl) = 0, E(Rz) B -—2, E(R;;) = 1, E(R4) = —1

elde edilir. (26) bagintisindan,

(f1)
(Ra) =
(Rs) =
(R4)

denklem sistemi ve

bulunur. Boylece,

0.1 + 0.ug + Louz + 0.uy + O.us + O.ug =0

—laug + lug + —lus+ —loug + Lous + —loug = —2
Loy + 0.ug + Lug + Oouyg + Lous + O.ug = 1

O0.ug + loug + Luz + 0ug + Ous + Lug = —1

Uy = 1-— Us

Uy = —1—ug
Uz = 0

ug = 2us— 2ug

E(M) = ab — ac+ us(bd — ab — 2bc) + ug(cd — ac — 2bc)
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olarak us ve ug keyfi sayilar olmak {izere E(M) garpimsal degeri bulﬁnur.

Knopp tarafindan belirlenen ¢ = 0, 1,2, 3 i¢in

E(M)=1, bd—ac+2bc, 2(bd—ac), (—bd+ ac—2bc)

degerlerinin teoremin kogullarim gergekledigini gosterelim.

1) be ¢ift say1 olsun. Buradan,

ad=1, a=d (Modd)
elde edilir. (27) bagintisinda us ve ug min katsayilari,
bd —ab+2bc=0, —ac—2bc+ecd=0 (Mod4)

oldugundan

tan E(M)=ab~ac (Modd)

ign  E(M) =bd — ac+ 2bc = ab—ac (M od4)
tan  E(M) = 2(bd — ac) = 2(ab — ac) (Mod4)
tan  E(M) = —bd + ac—2bc = —ab+ ac (Mod4)

Q a o R
|
O =

bulunur.
ii) bc tek say1 olsun. Bu durumda,
2c=2, ad=3, a=d—-2 (Mod4)
elde edilir. (27) bagintisinda us ve ug nin katsayilari,

bd — ab+2bc = b(d —a)+2bc=2b+2=0 (Modd)

ve
—ac—2bc+cd=2¢(b+1)=0 (Mod4)

oldugundan

g = 0 tan E(M)=ab—ac (Mod4)

qg = 1 dan E(M)=0bd—ac— +2bc=ab—ac (Mod4)

qg = 2 ian E(M)=2(bd —ac) =2(ab—ac) (Mod4)

g = 3 ian E(M)=—bd+ac—2bc=—ab+ac (Mod4)
bulunur.
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b) I'(2) nin I {izerinde belirledigi tek eskiimelerde benzer yontemle ispat yapihirsa,
E(M) = ac+ cd + ui(ab+ ac — 2ad) + us(bd + cd — 2ad)
seklinde w; ve us keyfi sayilar i¢in £(M) ¢arpimsal degeri elde edilir.

g=20,1,2,3 i¢in Knopp tarafindan belirlenen,

E(M)=1, ac—0bd+2ad, 2(bd— ac), (ac+ bd— 2ad)

degerleri teoremde istenen bagintilari gercekler.

G(V/3) Hecke grubu,

(1) (1)

dontgimleri ile tretilir ve (21), (22) esitliklerinde m = 3 alinarak cift ve tek ele-
manlart belirlenir.

T, G(+/3) Hecke grubu olmak iizere,

I[(2) = {(C\“f Z‘f), a=d=1, b=c=0 (Mon)}

kiimesi I' min 12 indexli normal altgrubudur.
['(2) nin I {izerinde belirledigi eskiimeler,

R = 10) . Ry= (1)1/5):5

Ry = \}g (1’) TS-'T | Ry= __\33: I/g) — (T5-1)!
Rs = \}5 23) (TS-1)2 | Re= \;g f’):(ST)zs
R; = ‘1) 01) T , Rg= ‘f :3/3)=(5T)3
Ro = ‘/g 1) . Rip= ‘f 1/§>:(T5“)2T
1211:(‘{?7 3/3)—_-(:/’5-1)47’ Rn= (0 \/1_ ~ TS

dir. Bu kiimelerin ilk altis: ¢ift, digerleri tek elemandir.

f(7), I' ya gore sifirinci mertebeden tam modular form olsun.

f(ST) = €(1,v3,0,1)f(r) =€ f(r), 0<a<]l
f(Tr) = €0,~1,1,0)f(r) = eaf(7)
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esitliklerinden,

T? = I ve (ST)® = I oldugundan €2 = 1 ve (€)% = 1 elde edilir.
= Ga igin
f(S7) = €¥Uf(r), ¢=0,1,2,3,4,5 (28)
A7) = ef(r) . ¢=1 (29)

bulunur.

M_—.(C\‘}§ gﬁ) ya da M:(“f5 Z\/?)

ise 4 '
(M) = e3EM)  yeya (M) = epes EM) (30)
olmak iizere,

E(M) = abu, + acuy + adugz + beuy + bdus + cdug (31)

Rosen esitligini gozontine alalim.
3.3.2. Teorem

a bV3 , 4 ¥y .
a) (C\/§ d )EG(\/{;) ise E(M) = bd — ac + 3bc dir.

b) ( a\c/§ Z,\/g ) € G(V3) ise E(M) = ac — bd — 3ad dir.

Ispat: a) ['(2) nin T {izerinde belirledigi eskiimelerde ispatlamak yeterlidir.

1 € j £ 6 olmak tzere R; kiimeleri i¢in (28) ve (29) bagintilar1 ve (30) esitligi
kullanilarak,

E(R)) =0, E(R;)=1, E(R;)=-1, E(Ry)=-4, E(Rs)=-2, E(R¢)=3
elde edilir. (31) bagintisi yardimyla,

) = 0.uy+0.ug+ luz + 0.y + 0.us -F Oug =0
) = laug+0ug+ lug+ 0.ug + Lous + 0.ug = 1

E(R3) = 0.uy+ lug+ Laug 4+ 0.uy + 0ous + Laug = —1
) —2.uy + 2.u3 + —2.us + —l.ug + Lous + ~1.ug = —4
) —louy + laug + —2.uz + —laug + 2.us + —2.ug = —2
) = 2y +2up +4uz+ —lug + 2us + 2.ug = 3
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denklem sistemi ve

Uy = —Ug

U = —1—~ug
U3z = 0

g = 3

s = 14 ug

esitlikleri bulunur. Boylece,
E(M) = —ac+ 3bc+ bd + ug(—ab — ac + bd + cd)

seklinde, ug keyfi sayi olmak tizere E(M ) ¢arpimsal degeri elde edilir.
ug = 0 i¢in K(M) = —ac+ 3bc + bd bulunur.

b) I'(2) nin I iizerinde belitledigi R;, 7 < 7 < 12 tek egkiimeleri igin (28), (29)
ve (30) bagintilart kullanilarak,
E(R',') = 0, E(Rg) = 3, E(Rg) = I,E(Rlo) = —'2, E(Rn) = —4, E(Rlz) =1
elde edilir. (31) bagintisindan,

e = 14 u;
Uz = -3

uy = 0

usy = —1—u
Ug = —Up

degerleri bulunur. Boylece,
E(M) = ac — bd — 3ad + u1(ab + ac — bd — cd)

seklinde u, keyfi sayisi i¢in E(M) ¢arpimsal degeri bulunur.
uy = 0 i¢in E(M) = ac — bd — 3ad olur.
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4.SONUC

Bu ¢aligmada, Theta fonksiyonlar: ile Dedekind Eta fonksiyonu arasinda Barner
(1985) tarafindan verilen tanimlar kullanilarak,Log®,(r = 2,3, 4) nin modular grup
tizerinde ki doniigiimleri elde edilmigtir. Log®, donigimleri, Farey kesirlerinin me-
diantlarina ve ardigik farklarina uygulanarak Theta fonksiyonlar: ile Farey kesirleri
arasinda bagintilar bulunmugtur.

Modular form taniminda ki ¢arpimsal sistemin degeri modular gruplarda elde

edilmeye galigilarak G(v/2), G(v/3) Hecke gruplan iizerinde tammlanan sifir boyutlu
tam boyutlu form icin Rosen(1993) nin ¢ahgmasi genigletilmigtir.

Daha sonraki galigmalarim, otomorfik formlarin garpan degerleri ve matris
formunda ki ifadelerini aragtirmaya yonelik olacaktir.
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5.0ZET

Cifte periyodik ve meromorf fonksiyona eliptik fonksiyon denir. Theta fonksiy-
onlarinin sonsuz garpim ifadeleri,

0z) = 204 [I(1— )1+ ),

0s(z) = fjla — P+,
0i(z) = ﬁ(u«.:“)(uf“*)?

geklindedir.

a,b,c,d € Z ve ad — bc = 1 olmak {izere

TI _ aT + b
T er+d
geklinde ki tiim Mobits doniigtimleri bir grup olugturur. Bu gruba Modular grup

denir ve I ile gosterilir. Bu grup aym zamanda A = Z 3 , detA = 1 bigimde

222 tamsay: girdili matrislerle de ifade edilebilir. T, St =7+ 1 ve T7 = -1/r
dontigimleri tarafindan tretilmektedir.

f(7) fonksiyonu agagidaki ozellikleri saglarsa —r inci dereceden Tam Modular
Form denir:

a)f(r) lst-yar: diizlem H de meromorf,

b)Her(: ;)EI‘,reRigin

f(M7) = e(M){cr +d) f(7)

¢) f()nun Fourier serisi,

e ]

)= Y a(me™,

n=rm

Dedekind Eta fonksiyonu, tst-yar: ditzlem H de

. o0
n(r) = o H (l _ e2rrim')

n=1
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ifadesiyle verilir. z = ¥ icin [[(1 — =) sonsuz ¢arpimin: elde ederiz. + € H i¢in
|z] < 1 bulunur ve bdylece sonsuz ¢arpim sifirdan farkli ve mutlak yakinsaktir.

(a b)GPvec>Oolmak{izere,
c d

b ] d 1 )
g (245 =togn(r) + mi{ L 4 o)} + g it + )

cT

donliglimii Apostol tarafindan gasterilmigtir.
Burada s(—d, ¢) Dedekind toplamidur.

Dedekind toplamy, b,k € Z , k > 0, (h, k) =1 olmak iizere,

k= % (7)) ((%))

egitligi ile tamimlanur.
O,, (r = 2,3,4) fouksiyonlar: ile () fonksiyonu arasindaki bagmntilar,
log ©3(r) = log2 + 2logn(2r) — logn(r)
logOy(r) = = +2logn (i) ~loga(r)
logOu(r) = 2logn(3) —logn(r)

esitlikleri ile verilir(Barner 1985).

Modular, Siireksiz, G {{/},) Hecke gruplar, S7 = 7+, , A, =2cos T, g € Z,
g > 3 ve Tt = —~1/7 doniiglimleri ile dretilmektedir.

g=3igin St=7+1veTr=~1 /7 ile I' modular grubunu elde ederiz.

Bu ¢alismada ilk olarak,
log ©; (#42) = log O EJ;L) + mi(s(h, k) — 2s(k, 2k)) — Llog 2

log ©, (1i2) = log ©, "—;—L) + mi(s(h, k) — 2s(h, 2k)) — L log z

log @, (252) = log © (h_f,;L) — i (%;A) 1 wifs(h, k) — 2s(h, k/2)) — log 2

bagmtilari bulundu. Daha sonra G(y/m), m = 2,3 Hecke gruplanna karsi gelen
sific boyutlu modular form igin carptmsal degerleri belirlemede sistematik bir metot

gosterildi.
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6.SUMMARY

A doubly-periodic function, which is meromorphic in the open z-plane is called
an elliptic function.

The Theta functions can be represented in infinite product as

0(s) = 247 T(L— @)1+,

n=1

I - @)1+ g7,

n=1

04(2) = ﬁ(l ~ )L - g ')

93(2)

It

The set of all Mobiis transformations of the form

L +b
T er+d
where a,b,¢,d are integers with ad — bc = 1, is called the modular group and is
denoted by I'. The group can be represented by 2 x 2 integer matrices A = (‘c" 3

with det4 = 1. T is generated by two transformations, Tr = 7 + 1 and ST = -1,

A function f(7) is said to be a modular form of degree —r If it satisfies the
following three conditions: a)f(7) is meromorphic in the upper half-plane H.

b)f(M7) = e(M)(ct + d) f(7) for every M = ( : ; ) el,reR.

¢)The Fourier expa.nsion’ of f(7) has the form

o0

f(r)= Z a(n)ez"”iz.

n=m

Dedekind Eta function is defined in the half-plane H by the equation

The infinite product has the form [J(1 — £") where x = €**".If 7 € H then |z| < 1
so the product converges absolutely and is nonzero.
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(a b)GFandc>0vvehave
c d

ar+b fa+d 1 ‘
tog (cr n d) = logn(r) + mi { 5o +s(~d, c)} + 5 log {~i(er + d)}
This trasformation is proved by Apostol. s(—d,c) is called Dedekind sum.

Dedekind sums are defined by the equation

0= = (D) (%)

where h,k € Z , k> 0, (h,k) =1.

The following relations between Theta functions, ©,, r = 2,3,4 and 5(7) are
satisfied.
log ©,(7) = log2 + 2logn(27) — logn(7)

3 1
log O3(r) = % +2logn (T—;——) — log n(7)

y
log ©4(7) = 2logn(3) —logn(r)

These relations were proved by Barner (1985).

Hecke introduced the discontinuous groups G (\//\” generated by the trans-
formations Tt = —1/7 and ST =7 + A, where A, =2cos %, q € Z and q > 3. The
case ¢ = 3 give rise to the classical modular group I' generated by ST = 7+ 1 and

Tr=-1/7. N
In this work we firstly proved the relations
log 0 (%) = log ©5 (’*—;f—) 1 i(s(h, ) — 25(h, 2k)) — L log 2
log O (££2) = log O, ("—*,;—L) + mi(s(h, k) — 25(h,2k)) — L log =
log O, () = log ©, ("—*,;L) i (g;—") + mi(s(h, k) — 2s(h, k/2)) — L log 2

and then constructed a systematic method for finding multiplier systems correspond-
ing to the forms zero for each of the Hecke groups G(y/m), m = 2,3.
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