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OZET

Doktora Tezi
ZAMAN SKALASINDA DINAMIK DENKLEMLERIN
COZUMLERININ ASIMPTOTIK DAVRANISI
Basak KARPUZ
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsgman: Doc. Dr. Ozkan OCALAN

Bu tezde tstten sinirsiz zaman skalalar: tizerinde tanimhi dinamik denklemlerin ¢oziim-
lerinin asimptotik davraniglar1 caligilmigtir. Tez besg boliimden olusmaktadir. Tezin
ilk boltimii girig i¢in ayrilmigtir. Ikinci boliimde zaman skalasi kavrami iizerine gerekli

bilgiler verilmistir. Uciincii ve dérdiincii boliimlerde sirasiyla

[2(t) + AB)(a(t)]® + BO2(B() — Ct)x(1(1)) = ¢(t), ¢ € [to, 00}

ve

A

[2(t) + A@a(a()] ™ + BOz(5(1)) - CHz(1(1) = (1), t € [to, 00}

bigimindeki denklemlerin hem sinirli hem de sinirsiz ¢oztimleri incelenmigtir. Son bo-

liimde ise ilk olarak

[2(t) + AB)(a(t)] ™ + BH)z(B(1)) — C(H2(v(1)) = (1), t € [to,00)r,

bi¢imindeki denklemlerin sinirli ¢oztimleri incelenmistir, daha sonra da

[x(t) + A(t)x((x(t))]

bi¢imindeki denklemlerin sinirsiz ¢oziimleri dikkate alinmigtir.

L B0z(B(E) = (1), t € [t, 00)r.

2012, x+H74] sayfa
Anahtar Kelimeler: Zaman skalasi, dinamik denklem, asimptotik davranig, salinim,

salimimsizlik.



ABSTRACT

PhD Thesis
ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF
DYNAMIC EQUATIONS ON TIME SCALES Basak KARPUZ
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ozkan OCALAN

In this thesis, asymptotic behaviour of solutions of dynamic equations on unbounded
time scales is studied. The thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted
to introduction. In the second chapter, necessary information concerning the time
scale concept is given. In the third and fourth chapters, we study both bounded and

unbounded solutions of equations of the form

[2(t) + AB)(a(t)]® + BO2(B() — Ct)x(1(1)) = ¢(t), ¢ € [to, 00}

and

[2(t) + A@®)(a(®)] ™ + BOz(5(1)) - CHz(1(1) = (1), 1t € [to, 00)r,

respectively. In the last chapter, we first study bounded solutions of equations of the

form

[2(8) + A@)a(a(8)] > + B()z(8(1)) — C(0)a(v(t) = ¢(t), t € [to, 00)r,

and then we confine our attention to unbounded solutions of equations of the form
An
[z(t) + A(t)z(a(t))]” + B0)z(B(t)) = ¢(t), € [to,00)r.

2012, x+H74l pages
Key Words: Time scale, dynamic equation, asymptotic behaviour, oscillation, nonoscil-

lation.
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1 GIRIS
Gecikmeli diferensiyel ve fark denklemlerinin ¢oztimlerinin asimptotik davraniglarini
konu alan caligmalarin sayist son yillarda oldukca artmistir. Bunun sebebi ise bu tir
denklemlerin gercek hayat problemlerinin modellemelerinde ortaya ¢ikmasidir ve ¢ok
6zel durumlar haricinde bu tiir denklemlerin ¢oziimlerinin agik bir gekilde ifade edile-
memesidir. Ornegin; fizik, biyoloji, ekoloji ve fizyoloji alanlarindaki gesitli problemleri-
nin modellemesinde bu tiir denklemlerle kargilagilir (Kolmanovskii and Myshkis 1999).
Diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kualitatif (nitel) davramslarinin incelenme-
sine bildigimiz kadariyla ilk olarak Charles Frangois Sturm tarafindan 1836 yilinda
baglandi (Sturm 1836). Sturm, kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
hesaplanmasi tizerinde caligirken bazi sartlar altinda ikinci mertebeden adi diferensiyel
denklemlerin ¢oztimleriyle kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri arasinda
iligkiler oldugunu ispatlamigtir. Daha sonra Joseph Liouville ile birlikte ¢aligmalarini

A, B :[0,00) = R uygun fonksiyonlar olmak iizere
(A@W)2'(t)) + B(t)x(t) =0, t€[0,00)

bi¢imindeki ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kualitatif dav-
raniglari tizerine yogunlagtirmigtir ve boylece denklemin ¢oztimiinii elde etmeden dog-
rudan denklemin katsayilarina bagh olarak ¢oziimiin ozelliklerini elde etmeye caligmis-
lardir. Bu ¢aligmalardan sonra Sturm ve Liouville’in galigmalar: ytiksek mertebeden di-
ferensiyel denklemlere genigletilmistir (Amrein et al. 2005, Swanson 1968). Giintimiizde
ise birinci, ikinci ve daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklemlerin kualitatif dav-
raniglart calisilmaktadir ve denklemlerin mertebesine gore ¢oziimlerin davraniglar: ve
ispat teknikleri farkhihk gostermektedir. Ornegin, ikinci veya daha yiiksek mertebeden
gecikme terimi icermeyen diferensiyel denklemlerin ¢oztimleri salinimli olabilirken bi-
rinci mertebeden denklemler i¢in gecikme teriminin yoklugunda ¢oziimlerde salinim du-
rumu kesinlikle soz konusu degildir. Bununla beraber, diferensiyel denklemlerin diskret

(ayrik) Ozdesleri olan fark denklemlerin ¢6ziimlerinin kualitatif davraniglar: da oldukca



ilgi ¢eken bir alandir.
Anatolii Dmitrievich Myshkis, 1972 yilinda yaptigi calismada A : [0, 00) — [0, 00),

a:[0,00) = R, her ¢t € [0,00) igin a(t) <t ve limy_,o a(t) = 0o olmak tizere
() + At)z(a(t) =0, t€]0,00) (1.0.1)
bigimindeki birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklemin her ¢oziimiiniin

1
limsup(t — a(t)) < oo ve liminf(t — af(t)) litm inf A(t) > — (1.0.2)
—00

t—oo t—o0 e

kogullar1 altinda salindigim elde etmistir (Myshkis 1972). (L0.2]) kogulu 1979 yilinda
Gerasimos Ladas tarafindan daha zayif olan

t
1

liminf/ A(n)dn > — (1.0.3)
N e

sart1 verilerek geligtirilmigtir (Ladas 1979). Daha sonra ([L0.3]) kosulu da bazi yazarlar
tarafindan geligtirilmigtir (Li 1996, Li 1998, Tang and Shen 1998).
Bu ¢aligmalara paralel olarak, 1989 yilinda Lynn Erbe ve Binggen Zhang, A ileri

fark operatorii, {A(n)}nen negatif terimli olmayan bir dizi ve o € Ny olmak iizere
Az(n) + A(n)z(n —a) =0, neN (1.0.4)

bigimindeki birinci mertebeden fark denklemini incelemiglerdir (Erbe and Zhang 1989).
Erbe ve Zhang’in elde ettigi sonuclar Gerasimos Ladas, Christos Philos, Yiannis Sfi-
cas tarafindan gelistirilmig ve diferensiyel denklemler i¢cin Ladas’in elde ettigi sonucun

diskret 6zdesi olan

o= a \*H
lim inf k;a/&(l{:) > (a " 1) (1.0.5)
sart1 altinda (L0.4) ile verilen denklemin her ¢éziimiin salindigi sonucu elde edilmistir
(Ladas et al. 1989). Daha sonra bir ¢ok yazar tarafindan (L0.5) sart1 da geligtirilmigtir
(Tang and Yu 1999a, Tang and Yu 1999b).

Stefan Hilger, 1988 yilinda yazdig1 doktora tezinde, siirekli ve diskret analiz arasindaki

birgok benzerligi agikga ortaya koyarak Zaman Skalasi teorisini gelistirdi (Hilger 1988).
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Zaman skalasi teorisi ¢atisi, diferensiyel denklemler ve fark denklemler teorilerini dina-
mik denklemler altinda genellestirmekte, sagladigi genig bakig agisiyla analiz ve geometri

gibi bir ¢cok matematiksel alanda da gelismelere olanak saglamaktadir.

Basit bir ifadeyle, (LLO.I]) ve (I.0.4) denklemleri arasindaki iligski, bu denklemler icin
elde edilmig salmimhilik sartlar: olan (LO3) ve (L0.J5]) ifadelerinin sag taraflarimin

' ( o )a+1 1
lim = -
a—oo \ o + 1 e

ozelligini saglamasiyla belirtilebilir.

2003 yilinda Binggen Zhang, (Ladas 1979) ve (Ladas et al. 1989) makalelerindeki
sonuclar1 zaman skalasi teorisi altinda incelemis ve T tistten sinirsiz bir zaman skalasi,
A :]0,00)7 — [0,00), a: [0,00)r — T, her ¢t € [0, 00)7 igin a(t) <t ve limy o r(t) = 00
olmak tizere

z2(t) + At)z(a(t)) =0, t€[0,00)r (1.0.6)

bi¢imindeki birinci mertebe dinamik denkleminin her ¢oztimiiniin salinimliligi i¢in

1
lim inf inf { } > 1 (1.0.7)
t—o0 7/\A€R_;\(T0(l)(t),t)’]1‘,R) Ae_za(t,af(t))

sartimn yeterli oldugunu elde etmistir (Zhang and Deng 2002). Burada, R*([a, b)T, R)
ile tamimli kiime [a, b) lizerinde tanimli ve reel degerli pozitif regresif fonksiyonla-

rin kiimesini gostermektedir (Bohner and Peterson 2001). Agik¢a, T =R ve T = Z

olmasi durumunda, (L0.6) denkleminin sirasiyla (LOJ]) ve (LO.4]) denklemlerine doniis-
mesinin yani sira (LO.7) kosulu da sirasiyla (LO3) ve (LO.5) kosullarim icermektedir
(Bohner 2005, Zhang and Deng 2002). Tahmin edilecegi iizere (L0O.6) dinamik denklemi

i¢in verilmis olan (LO.7) sart1 da bazi yazarlar tarafindan gelistirilmistir (Bohner et
al. 2008, Zhang et al. 2005).

Zaman skalas1 teorisinin saglamig oldugu kolayliklarin ve genellesgtirmelerin yani sira
diferensiyel denklemler ve fark denklemler teorilerinde elde edilmis olan bazi sonuglarin
teknik hesaplamalarinda ortaya cikan sikintilardan dolayr zaman skalasi teorisi altinda
su ana kadar genellestirilememis oldugunu belirtmek gerekir. Ikinci mertebe diferen-

siyel ve fark denklemler teorilerindeki salinim sonuglarinin zaman skalasi teorisi altinda
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ikinci mertebeden dinamik denklemlere genellegtirilmelerinin birinci mertebeyle kiyas-
landiginda daha cok elverigli oldugunu gérmek miuimkiindir. Ayrica, yiikksek mertebe
diferensiyel ve fark denklemlerin ¢oziimlerinin davraniglari iizerine bir¢ok sonug elde
edilmig olmasina ragmen heniiz yiiksek mertebeden dinamik denklemlerin ¢oziimlerinin

davraniglariyla ilgili bilgi veren sonu¢ yok denecek kadar azdir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Zaman Skalasi

Tamim 2.1.1 (Zaman skalast): Reel sayilarin bogtan farkli ve kapali olan alt kiimelerine

zaman skalasy (time scale) denir ve T ile gosterilir (Bohner and Peterson 2001).

a,b € T igin [a, b|t := [a,b] N T ile tammlansim. Daha genel olarak, bir araligin alt
indisinde T simgesi varsa belirtilen araligin zaman skalasi ile arakesitinin kastedildigini

anlayacagiz.

Ornek 2.1.2: Reel sayilar kiimesi R, [0, 1]z kapali araligi, Cantor kiimesi, tam sayilar
kiimesi Z, quantum sayilar kiimesi ¢Z := {¢" : n € Z} U {0} (¢ € (1,00)r) ve ayrik
kapal araliklar kitmesi P, j, := Upez[(a+b)¢, (a+b)¢+b]r (a,b € (0, 00)gr) en ¢ok bilinen

zaman skalalarma birer ornektir.

Tanim 2.1.3: T bir zaman skalasi olmak tizere
o(t) :=inf(t,00)r ve p(t) := sup(—oo,t)r

ile tanimlanan operatorlere sirasiyla ileri sigrama (forward jump) ve geri sigrama (back-

ward jump) operatorleri denir. Bu tanimda uygunluk i¢in
inf() :=supT ve sup@:=infT

ile tammlanmsgtir. Ileri sicrama operatoriinden elde edilen adim boyu fonksiyonu (grain-
iness)
u(t) :=o(t)—t>0
ve ileride tizerinde tiirev tanimlanacak olan T* kiimesi
- T\{sup T}, supT < oo ve p(supT) < supT
B T, aksi taktirde

ile tanimlanmigtir (Bohner and Peterson 2001).

Tanmim 2. 1.3de verilen ileri sigrama, geri sigrama ve adim boyu fonksiyonlarimin

bilinen baz1 zaman skalalar: tizerinde acik gosterimleri Cizelge ZT.I'de verilmistir.
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Cizelge 2.1.1: Bazi zaman skalalarina ait karakteristik fonksiyonlar.

T |R hZ, (he(0,00)r) %, (q€(1,00))

o(t) | t t+h qt
p(t) | ¢ t—nh t/q
u(t) | 0 h (¢ —1)t

Tanim 2.1.4: Tanmim 2.1.3fe gore zaman skalasinin elemanlar1 asagidaki gibi siniflan-

dirilir.
(i) o(t) =t ise t € T elemanina sag-yogun (right-dense) denir.
(ii) o(t) > tise t € T elemanmna sag-sagilmas (right-scattered) denir.
(iii) p(t) =tise t € T elemanina sol-yogun (left-dense) denir.

(iv) p(t) < tise t € T elemanma sol-sagilmas (left-scattered) denir (Bohner and
Peterson 2001).

2.2 Delta Tiurev

Tanim 2.2.1 (Delta tiirev): Kabul edelim ki f : T — R fonksiyonu ve ¢ € T* noktas

verilmig olsun. Bir £ € R ve her ¢ € (0, 00)g i¢in
Hf(a(t)) — f(s)] = L[o(t) — SH <elo(t)—s| herse (t—0dt+0d)r

saglanacak sekilde bir 6 € (0,00)r sayist bulunabilirse ¢ degerine f fonksiyonunun ¢
noktasindaki A-tirevi (A-derivative) veya Hilger tiirevi denir ve f2(t) ile gosterilir.
Her bir t € T* noktasi icin f2(t) varsa f2 : T* — R fonksiyonuna f fonksiyonunun

tiirev fonksiyonu denir (Bohner and Peterson 2001).
Tezde aksi belirtilmedikge tiirev terimi ile A-tiirev kastedilecektir.

Teorem 2.2.2: Kabul edelim ki f : T — R bir fonksiyon vet € T olsun. Bu durumda,

asaqidaki ozellikler gecerlidur.



(i) f fonksiyonu t noktasinda tireve sahipse f fonksiyonu t noktasinda sireklidir.

(i1) f fonksiyonu t noktasinda sirekli ve t sag-sagilmaus ise

fle(®) — F(t)

120 = f1(t)

dir.

(111) t sag-yogun olmak tizere f fonksiyonu t noktasinda tireve sahiptir ancak ve ancak

i 10 = 1)

s—t t— s

limiti mevcuttur. Bu durumda,

dir.
(iv) f fonksiyonu t noktasinda tireve sahip olsun. Bu durumda,
flo(t)) = f(t) + ul®)f2(t)
esitligi gecerlidir (Bohner and Peterson 2001 ).

Teorem ve Cizelge 2.1 kullanilarak A-tiirevin bilinen bazi zaman skalalarin-
daki acik gosterimleri Cizelge 2.2.17deki gibi hesaplanabilir.

Cizelge 2.2.1: Bazi zaman skalalarinda A-tiirev.

T | R hZ, (he(0,00)r) ¢&, (g€ (1,00)x)

A e EHe lim, ,, L4110

Teorem 2.2.3: Kabul edelim ki f,g : T — R fonksiyonlar t € T* noktasinda tireve

sahip olsun. Bu durumda, asaqidaki ozellikler gecerlidir.

(i) f+g:T — R toplaminin t noktasindaki tirevi

(f +9)2(t) = f2(t) + g2 (1)

ile belirlidir.



(i) fg:T — R ¢arpuminan t noktasindaki tirevi

(f9)2(t) = f2(0)g(t) + F(a(t)g™(1)
ile verilir. Burada, fg = gf olduguna da dikkat edilmelidar.

(iii) f(t)f(o(t)) # 0 olmak dizere 1/ f fonksiyonu t noktasinda tireve sahiptir ve

I 0
(f) N TONC0)

dir (Bohner and Peterson 2001).

2.3 Delta integral

Tanim 2.3.1 (Diizgiin fonksiyon): Bir f : T — R fonksiyonunun tiim sag-yogun nokta-
lardaki sagdan limitleri sonlu olarak var ve sol-yogun noktalardaki soldan limitleri sonlu

olarak varsa f fonksiyonuna diizgiin (regulated) denir (Bohner and Peterson 2001).

Tanim 2.3.2 (Rd-siirekli fonksiyon): Bir f: T — R fonksiyonu tiim sag-yogun nokta-
larda siirekli ve tiim sol-yogun noktalarda soldan sonlu limitlere sahipse f fonksiyonuna
rd-strekli (right-dense continuous) denir. f : T — R seklindeki rd-siirekli fonksiyonla-
rin kiimesi C (T, R) ile gosterilir. Buna ek olarak, C!y(T,R) := {f € C(T,R) : f2 €
C,q(T,R)} ile tanimlanir (Bohner and Peterson 2001).

Tanim 2.3.3 (On—tﬁrevlenebilir fonksiyon): Bir f : T — R fonksiyonu verilsin ve bir

D C T* bolgesi icin agagidaki sartlar saglansin.
(i) f fonksiyonu D bolgesindeki tiim noktalarda tiirevlenebilirdir.
(ii) T\ D bolgesi sag-sagilmig nokta igermeyen sayilabilir bir kiimedir.

Bu durumda, f fonksiyonuna D bélgesinde dn-tirevienebilir (pre-differentiable) denir

(Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.4 (On—antitiirevlerin varligl): Kabul edelim ki f fonksiyonu dizgiin olsun.
Bu durumda, her t € D i¢in FA(t) = f(t) saglanacak sekilde bir D C T bélgesi ve bu

bolgede dn-tirevlenebilir F' fonksiyonu vardwr (Bohner and Peterson 2001).
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Tanim 2.3.5: Kabul edelim ki f : T — R fonksiyonu diizgiin olsun. Bu durumda,
Teorem 2.3.4te belirtilen sartlar saglayan her F' fonksiyonuna f fonksiyonunun on-an-

titiirevi (pre-antiderivative) denir. ¢ keyfi bir sabit olmak tizere

/f(n)An =F(t)+c

ifadesine diizgiin f fonksiyonunun belirsiz integrali (indefinite integral) denir. f fonksi-

yonunun Cauchy integrali (Cauchy integral) ise

/ f(n)An=F(t)— F(s), s,teT

ile tanimhidir (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.6 (Antitiirevlerin varligi): Her rd-siirekli fonksiyonun antitirevi vardar.

Ozel olarak, sabit bir a € T ve t € T icin

F(t) = / F(m)An

ile tanymly fonksiyon f fonksiyonunun antitirevidir (Bohner and Peterson 2001 ).

Teorem 2.3.7: Kabul edelim ki f € C 4(T,R) vet € T* olsun. Bu durumda,

o(t)
/t Fn)An = u() £(t)

saglamir (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.8: Kabul edelim ki f> > 0 olsun. Bu durumda, f fonksiyonu azalmayan-

dur (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.9: Kabul edelim ki a,b,c € T, o,5 € R ve f,g € C4(T,R) olsun. Bu

durumda, asaqidaki 6zellikler gecerlidir.
(i) [2(af + Bg)(m)An = a [ f(m)An+ B [ g(n)An.
(id) [} F(m)An=—[;" f(n)An.
(iti) [, F(m)An =[5 Fm)An+ [ f(n)An.



(iv) [ flo()g®(m)An = (fg)(b) - — [2 FA(n)g(n) A (Bohner and Peterson
2001).

Teorem 2.3.10: Kabul edelim ki a,b € T ve f € C4(T,R) olsun. Bu durumda,

asaqrdaki ozellikler gecerlidar.

(i) T =R ise

/a " ) A = / " Flndn

(i1) T sadece izole (hem sag hem de sol sagilmig) noktalardan olusuyorsa

/abfm) S A0

nEla,b)r

dir.

dir (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.10 ve Cizelge 2T kullamlarak A-integralin bilinen bazi zaman skalalar:
tizerindeki agik gosterimleri Cizelge 2.3 deki gibi hesaplanabilir.

Cizelge 2.3.1: Bazi zaman skalalarinda A-integral.

R hZ, (h€ (0,00)r) % (g€ (1,00)R)
b b b/h—1 log, (b)—1
[ rmsa| [Csman w3 s @ Y
a @ n=a/h n=log,(a)

Tamm 2.3.11: Kabul edelim ki supT = o0, a € T ve f € C,4([a,00)T,R) olsun. Bu

durumda, [a, 00)r tizerindeki has olmayan integral (improper integral)

[ rman=pm [ s

ile tanimhidir. Limit varsa has olmayan integral yakinsaktir. Aksi durumda da sraksaktir

denir (Bohner and Peterson 2001).
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Teorem 2.3.12 (Zincir kurall): Kabul edelim ki f : T — R kesin artan bir fonksiyon
ve T := f(T) bir zaman skalasy olsun. g € C,4(T,R) olmak tizere her t € T* i¢in f2(t)
ve (gA o f)(t) varsa

(90 1)* = (9> N)f*
olur (Bohner and Peterson 2001).

Sonuc 2.3.13: Ozel olarak, T =T ise
(go )2 = (90 f)f"

olur.

Teorem 2.3.14 (Degisken degistirme): Kabul edelim ki f : T — R kesin artan bir
fonksiyon ve T := f(T) bir zaman skalasi olsun. g € C4(T,R) ve f € CL(T,R) olmak
tzere a,b € T i¢in

Q)

/ () FA Ay = /f 9(O)AC

(a)
dir (Bohner and Peterson 2001).

Sonug 2.3.15: Teorem [2.3.1]'teki sartlar altinda T = T saglanirsa
f(b)

/ o(F () F2(n)An = /f 9(m) A

(a)
dir.

Tamim 2.3.16 (Polinomlar): n € Ny ve s,t € T olmak iizere h,, : TxT — R fonksiyonu
1, n=>0

hn(t,s) == t
/ hn—1(n,s)An, neN

ile tanimlanir ve n. mertebeden genellestirilmis polinom olarak adlandirihr (Bohner and

Peterson 2001).

Tanmim 2.3.16/da verilen genellestirilmis polinomlarin baz1 zaman skalalarindaki acik
gosterimleri Cizelge 2.3.2I'de verilmistir.
Cizelge 2.3.2]de - ile azalan faktoriyel fonksiyonu gosterilmistir. Yani, n € Ny ve

z€Cigin 22 :=2(z—1)---(z —n+ 1) ile tanimhdir.
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Cizelge 2.3.2: Bazi zaman skalalarinda genellestirilmis polinomlar.

T R 7 q_Za (q € (17 OO)]R)
n—1 ;
(t—s)" (t—s)* t—¢’s
7=0 =0

Teorem 2.3.17 (Taylor formiilil): Kabul edelim kin € N, f € C%(T,R) vea € T

olsun. Hert € T i¢in

£ =3 7> @hy(t.a) + [ baaltol) > s

saglanir (Bohner and Peterson 2001).

Teorem 2.3.18 (Lebesgue’nin baskin yakinsakhk teoremi): {fi}ren C C4(T,R), f €
C.4(T,R) ve a,b € T olmak tzere her t € [a,b)y i¢in limy_, fr(t) = f(t) olsun. Bu

durumda,

lim /abfk(n)An:/abf(n)An

k—o0

saglanir (Guseinov 2003, Teorem 3.11).

2.4 Zaman Skalasina ili§kin Bazi1 Yardimci Sonuglar

Bu boliimde, sonraki boliimlerin ispatlarinda kullanilacak olan zaman skalasina ait bazi

onemli sonuglar verilmistir.

Ozellik 2.4.1: Her n € N ve her s,t € T icin (sgn(t — 5))"hn(t, s) > 0 saglanr.

ispat: Acikga, her s,t € T igin hy(t,s) =t — s oldugundan &zellik n = 1 igin saglanir.

Kabul edelim ki bir n € N i¢in ifade dogru olsun. Tanim 2.3.T6/dan her s,¢ € T i¢in
t
(sgn(t — )" g (t, s) =(sgn(t — 5))" " / hn(n, 8)An
t
—sgn(t ) [ (sgln = 9)"h (0. 5) 2 0

olup esitsizlik (n + 1) iginde dogrudur. Tiime varim ilkesiden ispat tamamlanir. O
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Lemma 2.4.2: Kabuledelimkin € Nve f € C (T, R) olsun. Bu durumda, asagidakiler

gecerlidir.

(i) a € T ve b € T olmak iizere

/ab /a”" N ./a’” F(m)AmAn, - -~ Ann = /b hn—1(b, o (1)) f () An.

a

(i) a e T ve b e T olmak iizere
b b b b
[ [ [ rmsman - an, = [Chasa o) sman
a Mn 2 a
Ispat: g € C(T,R) fonksiyonunu

t Mn 2
g(t):// / fm)AmAn,---An,, teT

olarak tammlarsak her j € [0,n)y, icin ¢®'(a) = 0 ve her t € T*" icin ¢2"(t) =

f(t) oldugu goriliir. Béylece Taylor formiiliinden
t
o) = [ hos(t. o) f)dn, €T
olup g(b) istenilen esitligi verir.
h € C4(T,R) fonksiyonunu
b b b
h(t) = / / / f(m)AmAny---An,, teT
t Mn 2

olarak tanimlayalim. Her j € [0,n)y, icin A%’ (b) = 0 ve her t € T" icin h2" (t) =

(=1)"f(t) oldugu goriiliir. Taylor formiilii kullanilirsa

o) = - | st o) f()An, LET

oldugu sonucuna ulagilir. Son olarak h(a) ifadesine Teorem 2:3.9I(ii)| uygulanirsa

istenilen egitlik elde edilir.
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Sonug 2.4.3: Kabul edelim kin € N ve f € C (T, R) olsun. Bu durumda, asagidakiler

gecerlidir.

(i) a € T*" ve b € T olmak iizere
b b
[ [ hacstn @860 = [ (oot fn)an
(ii) a € T ve b € T olmak iizere
b b b
| [ mstnoonacan == [ hafa.otmsensn

Lemma 2.4.4: Kabul edelim ki n € Ny, supT = oo, f € C4(T,[0,00)r) ve a € T

olsun. Bu durumda, agsagidakiler gecerlidir.

(i) (=1)" [% hala,o(n)f(n)An < oo ise her t € T igin (—1)" [ hn(t,0(n))f(n)An

< 00 olur.

(ii) (=1)" f,” hu(a,0(n)) f(n)An = oo ise her t € T igin (=1)" [ ha(t,0(n)) f(n)An
= oo olur (Karpuz 2009b, Lemma 2).

ispat: . (i)| Verilen ifade n = 0 igin agikar olarak saglanir. Kabul edelim ki bir n €
N igin de dogru olsun. Ozellik ZZ1] dikkate almarak g,,, € C% (T, [0, c0)g)

fonsiyonunu
guis(®)i= (1" [ hatot)iman teT  (@41)
ile tanmlayalim. Sonug 2Z43](ii)]den
gn+1(t)=/toogn(n)A77, teT (2.4.2)

yazilabilir. Ozellik 241 ve Sonug 2Z43|(ii)[den

9ﬁ+1(t) =—g,(t) <0, teT

olup g,.1 azalandir. Bdylece g, fonksiyonu [a, 00)r tizerinde iyi tanmimhdir.

Yani, her ¢ € [a,00)r igin g,+1(t) sonludur. Diger taraftan;
Gnr(t / gn(MAN + gpyi(a), teT
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seklinde yazilabildiginden her ¢ € T igin g,,41(¢) sonludur. Boylece iddia (n + 1)

icin de dogru olup tiime varim ilkesinden ispat tamamlanir.

Bu durum, kisminin bir sonucudur.
O

Lemma 2.4.5: Kabul edelim ki supT = oo, n € N ve f € CL(T,R) olsun. Bu

durumda, agagidakiler dogrudur.
(i) Hminf, . f2"(t) > 0 ise her j € [0,n)z i¢in limy_,o f2(£) = oo olur.

(ii) limsup, . f2"(t) < 0 ise her j € [0,n)z icin limy_, 2 (£) = —o0 olur (Agarwal
and Bohner 1999, Lemma 5).

Lemma 2.4.6: Kabul edelim ki supT = oo, n € Ny, f € C4(T,[0,00)r) ve a € T

olsun. Bu durumda,
1" [ hala.am)rinan < oo

esitsizligi asagidakileri gerektirir.
(i) Her t € T ve her j € [0,n] i¢in (=1)7 [~ h n))f(n)An azalandir.

(ii) Her j € [0,n]z i¢in limy o [ hj(t,o(n)) f(n)An = 0 olur.

(ili) Her j € [0,n)z i¢in (=1)7 [* h;(a,0(n))f(n)An < oo saglamr (Karpuz 2009b,
Lemma 2.3).

Ispat: Iddia n = 0 i¢in aciktir. Kabul edelim ki bir n € N ic¢in de iddia dogru ol-
sun ve gn1 € CN(T, [0, 00)g) fonsiyonunu (ZZAI) ile tanimlayalim. Ispati tamamla-
mak igin |(1)| ve |(ii)| iddialarinin da (n 4+ 1) i¢in dogru oldugunu gostermek yeterlidir;
¢linkii j € [O,n]N icin [(i)] saglandigindan [(iii)/nin dogrulugu Lemma ZZA[(i)den elde
edilir. Yani, g,.; fonksiyonunun azalan oldugunu ve lim; ., g,+1(t) = 0 saglandigin

gostermeliyiz.

Lemma 2ZA[(i)in ispatindaki gibi g1 fonksiyonunun azalan oldugu ispatlana-
bilir.
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Kabul edelim ki limy_,o0 gns1(t) # 0 olsun. Ozellik 24T ve [(D)]den g,11 fonksi-

yonu pozitif ve azalan olur. Bu durumda, lim; . g,+1(¢) > 0 olmaldir; ancak

Lemma m&yden lim; o gn(t) = 0o oldugunu 6greniriz. Bu ise ile celigir

ve ispati tamamlar.
O

Lemma 2.4.7 (Kiguradze'nin lemmasi): Kabul edelim ki supT = oo, n € N ve f €
C2(T,R) olsun. Buna ek olarak, s € T olmak tizere f fonksiyonu [s,00)r tlizerinde
pozitif ve f2" fonksiyonu [s, 0o)t iizerinde negatif olmayan veya pozitif olmayan olsun.

Bu durumda, agsagidakiler saglanacak sekilde r € [s, 00)r ve m € Ny vardir.
(i) [s, 00)r fizerinde (—1)""™fA" > 0 saglanir.
(i) [r, 00)r fizerinde her j € [0,m)z icin f&" > 0 saglanir.

(iii) [r,00)7 iizerinde her j € [m,n)z i¢in (—1)7-™f% > 0 saglamr (Agarwal and

Bohner 1999, Teorem 5).

2.5 Baz1 Analiz Kavramlari

Bu boltim, ilerideki béliimlerde kullanilacak ispatlar icin gerekli fonksiyonel analiz bil-
gilerine ayrilmigtar.

Tanim 2.5.1 (Konveks kiime): X vektor uzaymin bir alt kiimesi A olsun. Her z,y €
A ve her A € (0,1)r icin Az + (1 — A\)y € A oluyorsa A kiimesine konveks denir
(Suhubi 2003, Sayfa 77).

Tamm 2.5.2 (Smurh kiime): (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun, sup{d(z,y) :
z,y € A} ile tammh deger sonlu ise A kiimesine sinarls, aksi durumda ise sinersiz denir
(Suhubi 2003, Sayfa 265).

Tanim 2.5.3 (Kompakt ve goreceli kompakt kiime): X metrik uzaymdaki her dizinin

X icinde yakinsak bir alt dizisi varsa X uzaymma kompakt (compact) denir. X metrik
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uzayinin bir alt uzayr A olsun. A icindeki her dizi X i¢inde yakinsak bir altdiziye sahipse
A uzayma goreceli kompakt (relatively compact) denir (Suhubi 2003, Sayfa 244).

Uyar1 2.5.4: Kompakt uzayin kapali her alt kiimesi kompakt oldugundan kompakt

kiimelerin her alt kiimesi goreceli kompakttir.

Tamim 2.5.5 (Biiziilme dontigiimii): (X, d) bir metrik uzay olsun ve I' : X — X donii-
sumii verilsin. Her z,y € X icin d(I'z, I'y) < Ad(z,y) olacak sekilde A € (0, 1)g sabiti
varsa I doniigtimiine bizilme denir (Juhubi 2003, Sayfa 312).

Tanim 2.5.6 (Essiireklilik): (X, d), (Y, p) iki metrik uzay ve X uzaymndan Y uzayina
tanimh fonksiyonlarin bir ailesi F olsun. Bir € € (0, 00)g verildiginde her f € F ve her
z,y € X i¢in d(z,y) < § oldugunda p(f(x), f(y)) < e olacak sekilde (sadece € degerine
bagli) 6 € (0,00)g varsa F ailesine egstirekli (equicontinuous) denir (Suhubi 2003,
Sayfa 327).

Tanim 2.5.7 (Diizgiin simirlilik): (Y, d) bir metrik uzay ve bir X kiimesinden Y uzayina
tanimh fonksiyonlarin bir ailesi F olsun. Her f € F ve her z € X i¢in d(f(x),y) < M
olacak sekilde bir M € (0,00)gr ve y € Y varsa F ailesine diizgin sinerle (uniformly
bounded) denir (Suhubi 2003, Sayfa 329).

Tanim 2.5.8 (Kompakt déntigiim): X ve Y iki normlu uzay olsun ve I' : X — Y
doniigiimii verilsin. Her smirlh A C X ig¢in I'A goreceli kompakt ise I' doniigiimiine
kompakt denir (Suhubi 2003, Sayfa 312).

Asgagidaki teorem, Ascoli-Arzeld teoreminin zaman skalasina genigletilmis halidir.

Teorem 2.5.9: I C R kapali, alttan simirl ve tstten sinirsiz bir kume olmak tze-
re I tzerinde tamimly surekli ve sinarly fonksiyonlarin sonsuz bir kumesi F olsun ve

asaqrdakiler saglansin.
(i) F dizgin sinarlidor.

(11) Her kompakt J C I alt kiimesi i¢in bir € € (0, 00)r verildiginde her f € F ve her
s,t € J igin |t — s| < 0 oldugunda |f(t) — f(s)| < € olacak sekilde 6 € (0,00)g

sayist vardwr. Yani, € lokal egstireklidir.
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(i1i) Bir e € (0, 00)r verildiginde her f € F ve s,t > r kosulunu saglayan her s;t € I
icin |f(t) — f(s)] < e saglanacak sekilde r € I vardwr (diskret terminolojide )
diizgiin Cauchy 'dir).

Bu durumda, Q géreceli kompakttir (Agarwal et al. 2003, Lemma 2.6).

Teorem 2.5.10 (Krasnosel “skii'nin sabit nokta teoremi): X bir Banach uzayi, A kii-
mesi bu uzayin stmarh, kapali ve konveks alt uzayr olsun. T,V : A — X dondsimleri

wein asagrdakiler saglansin.
(i) Her x,y € A igin 'z + Yy € A.
(i1) T bizilmedir.
(111) U siirekli ve kompakttur.

Bu durumda, I' + ¥ operatorinin A icinde bir sabit noktast vardir. Yani, bir v € A

icin e + Vo = x saglanwr (Smart 1974, Teorem 4.4.1).
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3 BIRINCI MERTEBEDEN DENKLEMLER

Bu boliimde T iistten sinwrsiz bir zaman skalasy, tg € T, A € C4([to,o0)1,R), B,C €
C.q([to, 00)T, [0,00)R), @, 8,7 € C([ty,0)r, T) kesin artan smirsiz fonksiyonlar, her ¢ €
[to, 00)r igin a(t), B(t),7(t) < t, a([to,00)r) = [a(to),o0)r ve ¢ € Cy([to, o0)r, R)

olmak tlizere

A
[2(t) + A()z(a(t))]” + Bt)z(B(t)) — C(t)z(v(t)) = @(t), tE€ [to,00)r  (3.0.1)
denkleminin ¢oziimlerinin asimptotik davranms: incelenecektir. Simdi, (B:0.1)) denklemi-

nin ¢oziimiiniin tanimini verelim.

Tanmim 3.0.11 (Coziim): ¢_y := infiepy ooy {(t), B(¢), 7(¢)} ile tanmmlanmak iizere x :
[t_1,00)r — R fonksiyonu i¢in z + A -z o o € Cl([tg, o), R) olmak tizere (B.0.1))
denklemi [tg, 0o)T ekseni iizerinde 6zdes olarak saglaniyorsa = fonksiyonuna (B.0.1]) denk-
leminin ¢ozumu denir.

Agagida (B.0.0) denkleminin ¢oziimlerinin salinim 6zelligi tanimlanmistir.

Tamm 3.0.12 (Salimim): (B.0.0) denkleminin bir ¢6ztimi x olsun. Her ¢ € [ty,00)r
icin 27(s)z(s) < 0 olacak sekilde s € [t,00)r varsa = ¢dziimii saliner. Aksi durumda, z

¢Ozimi salinmaz (Sahiner and Stavroulakis 2006, Sayfa 3).

Simdi, (3.0.1]) denkleminin ¢oziimlerinin davranigim inceleyebiliriz.

3.1 Zincir Kuralh igermeyen Sonuglar

Verecegimiz sonuglar igin A € C_4([to, 00)T, R) fonksiyonunun pozitif ve negatif kisimlari

olan A% € C_4([to, 00)r, [0, 00)r) fonksiyonlarini
A*(t) ;== max { £ A(t),0}, ¢ € [ty,00)r (3.1.1)
seklinde tamimlayalim. Boylece her t € [tg, 00)r igin
Aty =AT({t)—A~(t) ve —A(t)<A(t) <AT(t)
oldugu goriliir.
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Teorem 3.1.1: Kabul edelim ki A katsayisi icin asagidaks kosul saglansin.
(C1) limsup,_, ., A*(t) + limsup,_,., A~ (t) < 1.

Yukaridaki kosula ek olarak asagidaki kosullar da saglansin.

(H1) ftzo B(n)An = .

(H2) [~ C(n)An < co.

(H3) [tg, 00)r tizerinde ®> = ¢ ve limy_,o, ®(t) = 0 olacak sekilde ® € CL ([to, 00)r, R)

fonksiyonu vardar.
Bu durumda, (3.0.1) denkleminin her ¢ézimi salinwr veya sonsuzda sifira yakinsar.

ispat: Kabul edelim ki = fonksiyonu (B.0.1]) denkleminin salinmayan bir ¢dziimi ol-
sun. Ispat1 tamamlamak icin fonksiyonunun sonsuzda sifira yakinsadigini gosterme-
miz gerekir. Genellikten 6diin vermeden x ¢oziimiiniin er geg¢ pozitif oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, her ¢ € [t,00)7 i¢in x(t), z(a(t)), z(5(t)),z(y(t)) > 0 olacak
sekilde ¢; € [to, 00) vardr. ve kosullarindan her ¢ € [ty, 00)t igin

—a<-AT(t)<At)<AT(t)<a, at+a<l (3.1.2)

ve

/t C(n)An < 5 (3.1.3)

saglanacak sekilde a,a € [0, 1)g ve ty € [t1, 00) bulunabilir. Simdi, ¢ € [t2, 00) i¢in
Yo (t) == z(t) + A(t)x(a(t)) — P(t) (3.1.4)

ve

walt) = () — / Cln)e(+(m) A (3.15)

to

fonksiyonlarimi tanimlayahim. |(H3)|sart1 ve (B.0.1]) denklemi kullamlarak her t € [ty, 00)r

icin

= — B()z(B(t)) <0 (3.1.6)



elde edilir. Bu, z, fonksiyonunun [t5, 00)7 lizerinde artmayan oldugunu séyler. Yani,
2, fonksiyonun sonsuzda limiti vardir. sartindan z, fonksiyonunun er geg¢ sabit
olamayacagini 6greniriz. imdi, x ¢oziimiiniin siirh oldugunu ispatlayalim. Celigki

elde etmek i¢in z ¢oziimiiniin sinirsiz oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

]}LIEO z(&) = 00 (3.1.7)
2(&k) = max{z(n) : 1 € [to,&kr}, VA eEN (3.1.8)

saglanacak sekilde artan ve raksak bir {&x}ren C [t2, 00)7 dizisi bulunabilir. BI1.2)—
BI3) kullanilarak her k£ € N igin

&k
20 (&) =Y (&) / C(n n))An

[1—a—/§kc } &)~ B(&)

le—&— - }ﬂf(fk) — P(&)

L) e (3.1.9)

elde edilir. [(H3)|sart1 kullanilarak (3.1.9) ifadesinde k& — oo igin limit alirsak z, fonk-
siyonunun iistten sinirsiz oldugunu goriirtiz. Bu, z, fonksiyonunun artmayan olmasiyla

geligir. O halde, x sinirli olmahdir. Yani,

(= limsup z(t) (3.1.10)

t—o00

ile tanimh deger sonludur. Bu durumda, x fonksiyonunun sinirlihgi, ve
kosullariyla birlikte (B.1.2) ve (B13) ile tanimh y, ve z, fonksiyonlarmin sinirh
oldugunu soyler. O halde,

l, = hm 2 () (3.1.11)

— 00

ile taniml deger sonludur. (3.1.6]) ifadesinin integrali alinirsa

so > 2(ts) — Lo — / " B(ma(B(n)An

to

21



elde edilir ve [(H1)| kogulundan
liminfz(¢) =0 (3.1.12)

t—o0
olmalidir. Diger taraftan; y, fonksiyonunun sonsuzda limiti var olan iki fonksiyonun
toplami geklinde yazildigimi (B1.5]) ifadesinden goriiriiz. Boylece y, fonksiyonunun da

sonsuzda limitinin var oldugunu ogreniriz. O halde,
0, = lim y,(t) (3.1.13)
t—o0

degeri sonludur. Simdi, y, fonksiyonu (B.1.4)) ile tamimh olmak tizere (B.1.11]) ve (B.1.13))
ile tammml degerler sonlu oldugunda ve ([B.I.12) saglandiginda

lim z(t) = 0 (3.1.14)

t—o00

oldugunu gosterelim. (3LI0) ve (BII2) ifadeleri dikkate alinarsa k — oo icin (C) —
. ve z(Cx) — 0 olacak sekilde artan ve raksak {fk}keN, {Ck}ren C [t2, 00)T dizilerini
bulabiliriz. « fonksiyonu smirh oldugundan {z(a(G)) brens {2(a(Ce)) bren C [0, 00)r
dizileri sinirli olur. Bolzano-Weierstrass teoreminden bu dizilerin en az birer yakinsak
alt dizileri vardir. Genellikten 6diin vermeden sectigimiz dizilerin bu ozelligi saglayan
alt diziler oldugunu kabul edelim. {z(a(C)) Yeen, {2(a(Ce)) Yoen dizilerinin limitleri,
(B11I0) ile tammh degerden daha biiyiik olamaz. O halde, (B1.2) ve (B.14) kul-
lanmilarak, her k£ € N icin

(3.1.15)
yazihr. [(H3)] dikkate almarak (3.I15) ifadesinde k — oo i¢in 0 = £, — €, > (1 —a—a)/,

elde edilir. ([FI2) ifadesinden ¢, = 0 bulunur. Yani, (3IId) saglanir. Béylece ispat

tamamlanir. O
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Ornek 3.1.2: T = R olmak iizere

[x(t) + %x(t — 1)]/ + 1(g + l>:1:(15 —2)— t%x(t —1)=0, te[l,o0)g (3.1.16)

e\e t?
ile tanimh diferensiyel denklemde ¢ € [1,00)r igin A(t) = 1/e, a(t) =t — 1, B(t) =
(2/e+1/t)]e, B(t) =t —2, O(t) = 1/t*, v(t) = t — 1 ve ¢(t) = 0 seklindedir. Bu
denklemin parametreleri Teorem BT Iin tiim sartlarini sagladigindan her ¢6ziim salinir

veya sonsuzda sifira yakinsar. Gergekten,

<172 1 1
—| -+ |dn=o00 ve —dnp=1<o0
1 €\e 7 17

olup ve sartlar1 saglanir. sart1 ise denklem homojen oldugundan asikar
olarak saglamir. Agikga, t € [1,00)r i¢in x(t) = e™* fonksiyonu (B.I.I06) denkleminin
sonsuzda sifira yakinsayan bir pozitif ¢oziimiidiir.

Teorem 3.1.3: Kabul edelim ki saglansin ve A katsaynst i¢in de asagidaki

kosul saglansin.
(C2) liminf, ., A(t) > 1 ve limsup,_,. A(t) < oo.
Bu durumda, (3.0.1) denkleminin her ¢ézimi salinwr veya sonsuzda sifira yakinsar.

Ispat: Kabul edelim ki z fonksiyonu (Z0.1) denkleminin salmmayan bir ¢oziimii ol-
sun. Ispat: tamamlamak icin 2 fonksiyonunun sonsuzda sifira yakmsadigini gosterme-
miz gerekir. Genellikten 6diin vermeden x ¢oziimiiniin er geg¢ pozitif oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, her t € [t;,00)r i¢in z(t), x(a(t)), z(B(t)), x(y(t)) > 0 olacak
sekilde ¢, € [to, 00) vardr. ve kosullarindan her ¢ € [ty, 00)t igin

a<At)<a (3.1.17)

ve

/tC(n)An < % (3.1.18)

t2

saglanacak sekilde to € [t1,00)r ve a,a € (1,00)g bulunabilir. Simdi, [ty, 00)r iize-

rinde y, ve z, swrasiyla (B.14) ve (B.15) ifadelerindeki gibi tamimlansm. O halde,
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(H3)| kogulu ve ([B.0.1]) denklemi kullamlirsa [ty, 0o)r tizerinde (BI0) ifadesinin gegerli

oldugu goriiliir. Bu, z, fonksiyonunun [t3, 00)r lizerinde artmayan oldugunu ve son-
suzda limitinin var oldugunu soyler. sartindan da z, fonksiyonunun er gec sabit
olamadigini 6greniriz. Simdi, x ¢ozlimuniin sinirli oldugunu gosterelim. Celigki elde et-
mek i¢in z ¢éziimiiniin sinirsiz oldugunu kabul edelim. Bu durumda, (B.1.7) ve (B.1.8))
saglanacak gekilde artan ve waksak bir {&x}reny C [to, 00)T dizisi bulunabilir. (314,

BI13), BII7) ve (B1I8) kullanilarak her k£ € N i¢in

&k
wal6) =ys(6r) — / Cn)(~(n) A

to

> {1 -/ ’ 0<n>An] 2(6) — (&)

to

2|1 3 et60 - 2(60)
—(6) — 2(&) (3.1.19)

elde edilir. sartt kullanilirsa & — oo i¢in (B.1.19) ifadesinden z, fonksiyonunun
iistten simirsiz oldugunu goriirtiz. Bu, z, fonksiyonunun artmayan olmasiyla gelisir.
Boylece (B.I110) ile tamimh olan 0, degerinin sonlu oldugunu 6greniriz. Teorem B.1.Iin
ispatina benzer adimlar takip edilerek (3.1.13)) ile tanimli olan /¢, degerinin sonlu oldugu
ve (B1.12) ifadesinin saglandig1 kolayca goriiliir. Simdi, y, fonksiyonu (8:1.4)) ile tanimh
olmak tizere (B.IIT)) ve (BLI3)) ile tamimh degerler sonlu oldugunda ve ([B.1.12) saglan-
diginda (B.1.14)) ifadesinin saglandigini gostererek ispati bitirelim. Bu durumda, k& — oo
icin x(fk) — 0, ve x(Cx) — 0 olacak sekilde artan ve iraksak {fk}keN, {Ck}ren C [t2,00)T
dizilerini bulabiliriz. Bolzano-Weierstrass teoreminden {z(a(¢x))}ken C [0, 00)r di-
zisinin ¢, degerinden biiyiik olmayan bir degere yakinsadigi kabul edilebilir. Burada,
a € C([tp,00)T, T) fonksiyonu kesin artan oldugundan ve a([ty,00)r) = [a(to),00)r

saglandigindan tersinin var oldugunu hatirlatalim. O halde, (81.4) ve (BI1I7) kullani-

larak her k € N igin

ya(a () = el () <[a(a () + Al (G))a(Gr) — @l (G))]

— [A(™(G)2(G) — (0 (G))]
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<[zl (&) + ax () — P ()]

— [aa(G) — P(a™(G))]
yazilir. dikkate almarak (3120) ifadesinde & — oo icin 0 < (1 — a), elde edilir.
a € (1,00)g oldugundan 7, = 0 elde edilir. Yani, (3.L14) ifadesi saglamr. Béylece ispat

(3.1.20)

tamamlanir. O

Teorem 3.1.4: Kabul edelim ki|(HI)H(H3) saglansin ve A katsaysi i¢in de asagidaki

kosul saglansin.
(C3) liminf, o, A(t) > —o0 ve limsup,_, . A(t) < —1.

Bu durumda, (B.01]) denkleminin her sinarl ¢ézimii salinar veya sonsuzda sifira yakin-

sar.

ispat: Kabul edelim ki z fonksiyonu (B.0.1]) denkleminin salinmayan bir sinirhi ¢éziimii
olsun. Genellikten 6diin vermeden x ¢oziimiiniin er geg pozitif oldugunu kabul edelim.
Bu durumda, her ¢ € [t;,00)r i¢in z(t), x(a(t)), x(B(t)), x(y(t)) > 0 olacak sekilde
ty € [to, 00)r vardir. sartindan her ¢ € [ty, 00)T i¢in

—a<Alt) < —a (3.1.21)

saglanacak sekilde ty € [t1,00)r ve a,a € (1,00)g bulunabilir. Teorem BITl ve Te-
orem B3 in ispatlarindaki adimlara benzer adimlarla (3.1.12]) ifadesinin saglandig
ve B.I1I3) ile tanimh ¢, limitinin var ve sonlu oldugu elde edilir. Ayrica, x smirh
oldugundan (ZII0) ile tammh olan £, degeri sonludur. Simdi, y, fonksiyonu (BI4)
ile tanimh olmak itizere (B LTI ve (BI1I3) ile tamimh degerler sonlu oldugunda ve
BI12) ifadesi saglandiginda (B.1.14) ifadesinin saglandigini gostererek ispati tamam-
layahm. Bu durumda, k& — oo icin #(() — £, ve z(¢,) — 0 olacak sekilde artan
ve 1raksak {Ek}keN, {Ck }ren C [t2, 00)T dizilerini bulabiliriz. Bolzano-Weierstrass teore-
minden {z(a"(x))}een C [0, 00)r dizisinin £, degerinden biiyiik olmayan bir degere

yakinsadigr kabul edilebilir. (3.1.4) ve (B.1.2I]) kullanilarak her k € N i¢in
ya(a () = el () <[l (G) + Al (G))a(Gr) — @™ (G))]
— [Ala™ ()2 (G) — 2(a™ (Gh))]
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<[wx(a™ () — az(G) — P(a™(G))]
= [—ax(G) — 2(a7'(G)]
yazilir. Burada, ve dikkate almarak (31.22) ifadesinde k — oo icin 0 < (1 — a)l,
elde edilir. a € (1,00)g oldugundan £, = 0 elde edilir. Yani, (3114) ifadesi saglanir.

(3.1.22)

Boylece ispat tamamlanir. O

Agagidaki ornek, yukarida verilen sonuclarda sartinin gerekliligini gostermek-
tedir.

Ornek 3.1.5: T = Z ve A € R\{%1} olmak iizere

Alz(t) + Ae(t—1)] + <%+l)x(t—3)— (%—l)x(t—Q) _ t% tell,00) (3.1.23)

2
fark denklemini gbz 6niine alahm. Burada t € [1,00)z igin A(t) = A\, a(t) =t — 1,
B(t) = 1/t + 1/t3, B(t) = t — 3, C(t) = 1/t — 1/}, y(t) =t — 2 ve p(t) = 2/t?
seklindedir. ¢ € [1,00)z icin ®(t) = —>°77, 2/n* alnrsa A € (—1, 1)g igin Teorem B.T.T]
A € (1,00)R igin Teorem B.I3 ve A € (—oo0, —1)g i¢in Teorem B.I.4Fiin hari¢ tiim
kogullar1 saglanmaktadir. ¢ € [1,00)z i¢in 2(¢) = 1 fonksiyonunun (3.1.23)) denklemi-
nin ¢ézuimiu oldugunu goérmek kolaydir. Acikca, x smirh, salinimsiz ve sonsuzda sifir

degerine yakinsamayan bir ¢oziimdiir.

Teorem B.1.6] Teorem B.I.8 ve Teorem B.II0; Boliim Blte verilen bazi sonuclarin

ozel halleri oldugundan asagida ispatsiz olarak verilmistir.

Teorem 3.1.6: Kabul edelim ki|(C1), |(H2) ve|(H3) saglansin; fakat|(HI1) saglanmasin.

Bu durumda, B.0J) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan salinimsiz bir sinarl

cozumi vardr.

Sonug 3.1.7: Kabul edelim ki |(C1), |(H2) ve [(H3) saglansin. Bu durumda, ([3.0.1])

denkleminin her ¢ozimi salimir veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve ancak |(H1)

saglanar.

Teorem 3.1.8: Kabul edelim ki|(C2), |(H2) ve|(H3) saglansin; fakat|(H1) saglanmasin.

Bu durumda, B.01)) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan salinimsiz bir sinarl

cozumu vardor.
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Sonug 3.1.9: Kabul edelim ki [(C2), [(H2) ve [(H3) saglansin. Bu durumda, B3.0.1)

denkleminin her ¢ozimi salinir veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve ancak |(H1)

saglanar.

Teorem 3.1.10: Kabul edelim ki|(C3), |[(H2) ve|(H3) saglanswn; fakat saglanma-

sin. Bu durumda, (3.0J]) denkleminin salinamly olmayan ve sonsuzda sifira yakinsama-

yan bir sinirly cozumi vardar.

Sonug 3.1.11: Kabul edelim ki|(C3), |[(H2) ve |(H3) saglansin. Bu durumda, ([B3.0.])

denkleminin her sinwrly ¢cozumi salimir veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve ancak

((H1) saglanar.

3.2 Zincir Kurah i(;eren Sonuglar

Teorem 3.2.1: Kabul edelim ki A katsayist i¢in saglansin. Bu kosula ek olarak,

((H3) ve asaqidaki kosullar da saglansin.

(H}) v :=~"'opB € Cly([to, )1, T) kesin artandir, her t € [to,00)r igin v(t) <t ve
W([to, o)) = [(to), 00} saglamr.

(H5) D € C4([to, 00)r,R) fonksiyonu t € [ty, o0)r i¢in D(t) := B(t) —v2(t)C(v(t)) ile
tanembidur ve er ge¢ negatif olmayandir (uygunluk icin (—oo,ty)r tzerinde C' =0

oldugu kabul edilmistir).
(H6) [ D(n)An = oo.
(H7) limyeq [, C(0)An = 0.
Bu durumda, B.0T) denkleminin her ¢ozimi salinir veya sonsuzda sifira yakinsar.

ispat: Kabul edelim ki z fonksiyonu (B.0.I]) denkleminin salinmayan bir ¢6ziimii olsun.
Genellikten 6diin vermeden z ¢oziimiiniin er geg pozitif oldugunu kabul edebiliriz. O
halde, her t € [t;, 00)T igin ve x(t), z(a(t)), z(B(t)), x(y(t)) > 0 saglanacak
sekilde ¢, € [to, 00) vardr. ve sartlarmdan her ¢ € [ty, 00)r icin (B12) ve

t 1—a
/ Cln)an < - (3.2.1)
v(t)
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saglanacak gekilde ty € [t1,00)1 ve a,a € [0, 1)g vardir. [ty, 00)r tizerinde y, fonksiyonu

(BI4) ifadesindeki gibi ve
2alt) = ya(t) — / Cn)r(y(m) Ay, ¢ € [ta, 00 (3.2.2)

ile tammlansin. t3 := v=1(¢y) ile tamimlanirsa Sonug 22315 [(H4)| [(H5)| ve (B.0.T) kul-
lanilarak her ¢ € [ty, 00)T i¢in

20 =20~ | [ comtrmsn- [ " Claeter ()] ’

to I/(tg)

=y$@)—’L/¢00ﬂ$0ﬂﬁDAn—-/@VAOﬂoﬁanwU%nDAm}A

=y2(t) — C(a(x(1) — A CE)a(B(1))
=~ D()x(5(1)) < 0 (3.23)

elde edilir. Yani, z, fonksiyonu [ts, 00)r lizerinde artmayan olup sartindan z,
fonksiyonunun er geg sabit olamayacagi ogrenilir. Agikca, (BI11]) ile tamimh ¢, degeri
vardir ve ¢, < oo saglanir. Burada, (3:220]) ifadesi goz 6niine alinarak Teorem BIIin
ispatindaki adimlar takip edilirse x ¢oziimiiniin siirl oldugu ispat edilebilir. Yani,
(BII0) ile tanimh 7, degeri sonlu ve negatif olmayan bir degerdir. Bu durumda, [(H7)|
ifadesinden ve x ¢oziimiiniin sinirliligindan

t

lim [ C(n)x(y(n))An =0 (3.2.4)

t—o00 l/(t)

oldugu gorilir. B.22) ve [B.24) ifadelerinden (B.III) ve BII3) ile tanimh limit
degerleri icin ¢, = ¢, saglandigimi ogreniriz. [(C1)| ve ([BI14) ifadesinden ¢, de-

gerinin sonlu oldugunu 6greniriz. Tekrar Teorem [B.I.1in ispatindaki adimlara benzer
adimlarla (31.15) ifadesinin de saglandig1 goriiliir ve (ZI14) ifadesine ulagihr. Ispat

boylece tamamlanir. O

Ornek 3.2.2: T = Z olmak iizere

Alx(t) + (_31)tx(t — 3)} + (2 + %)x(t) - %x(t —-2)=0, te€[3,00)z (3.2.5)
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denklemini dikkate alalm. Burada ¢ € [3,00)z i¢in A(t) = (=1)'/3, a(t) = t — 3,

B(t) =2+42/t, 5(t) =t, C(t) = 2/t, y(t) =t —2 ve p(t) = 0 seklindedir. Bu durumda,
€ [1,00)z igin v(t) =t —2, D(t) =2+ 2/t —2/(t —2) ve ®(t) = 0 olur. [3,00)z

tizerinde ¢ = 0 oldugundan, [3,00)z tizerinde ® = 0 alinirsa sartinin saglandigi

gortliir. Her ¢ € [3,00)z icin v([3,00)z) = [1,00)z = [¢(3),00)z olup saglanir.

Her ¢ € [3,00)z i¢in D(t) > 0 olup sart1 da saglanir.

lim sup [(_—W]JF + lim sup [(_—1)1‘}_ = % + % = % <1

t—o00 3 t—o00 3

olup A fonksiyonu |(C1)|sartim saglar. Diger taraftan;
- 2 2 At — 6
Z(Q—i————):oo ve limZ—:’ 5 =0
— n n—2 t—>oon ~, t—oo 2 — 3t + 2

olup ve saglanir. Teorem B.2.Ifden (B.2.5]) denkleminin her ¢oziimii salinir
veya sonsuzda sifira yakimsar. t € [3,00)z i¢in salman z(t) = (—1)" fonksiyonunun

BZ3) denkleminin bir ¢éztimii oldugunu gérmek kolaydir.

Teorem 3.2.3: Kabul edelim ki|(C2), |(H3)H(H7) saglansin. Bu durumda, (3.0.1]) denk-

leminin her ¢ozimi salinir veya sonsuzda sifira yakinsar.

Ispat: Kabul edelim ki z fonksiyonu (B01) denkleminin salinmayan bir ¢6ziimii ol-

sun. Genellikten 6diin vermeden x ¢oziimiiniin er ge¢ pozitif oldugunu kabul edelim.

Her t € [t;,00)r igin - ve z(t), x(a(t)), z(B(t)), z(v(t)) > 0 saglanacak sekilde
ty € [to, 00)r vardir. ve |(H7)| kogullarindan her t € [t9, 00)r igin (BIIT) ve

(3.2.6)

N | —

t
/ Cln)An <
v(t)

saglanacak sekilde to € [t;,00)r ve a,a € (1,00)g vardir. [ty,00)T lizerinde y, ve z,
fonksiyonlar1 sirasiyla (B.1.4) ve (8.2.2) ifadelerindeki gibi tanimlansin. O halde, her
t € [tg,00)r i¢in ([B.23) elde edilir. Yani, z, er ge¢ artmayandir. kogulundan
da z, er ge¢ sabit olamayan bir fonksiyonudur. Teorem B.T.3iin ispatindaki adimlar
takip edilerek (B.2.0]) ifadesinin yardimiyla z ¢6ziimiiniin sinirh oldugu ispat edilebilir.
Boylece (B.I1I1) ile tanimh ¢, degerinin var ve sonlu oldugu goriiliir. Teorem B.2.1in
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ispatindaki adimlara benzer adimlarla ¢, = ¢, oldugu elde edilir. Teorem B.I.Iin
ispatindaki adimlar takip edilirse ([B.1.12) ifadesi elde edilir. Daha sonra da Teo-
rem B.1.3iin ispatindaki adimlar kullamlirsa (B.1.14) ifadesinin saglandigr goriiliir ve

ispat tamamlanir. O

Ornek 3.2.4: T = 2Z olmak iizere

Dy [2(t) + 22(t/2)] + %x(t/Q) L= _tlg,

> t€[1,00)5 (3.2.7)

2
denklemini géz oniine alahm. Burada t € [1,00)5 icin A(t) = 2, a(t) = t/2, B(t) =
9/(4¢), B(t) =t/2, C(t) = 1/t2, y(t) =t ve ¢(t) = —1/t* seklindedir. ¢ € [1,00)5 i¢in
v(t) = t/2, D(t) = 9/(4t) — 2/t* ve ®(t) = 2/(3t?) olarak hesaplanir. Acikca, [(H3)
ve [(H5)| saglanir. Ayrica,

*(9 2 (9 2 i 2
/ (__G)AUZZ(_——):OO ve lim —An = lim - =0
1 n 7 4 2 =00 Jy 91 t—oo t

n=0
olup ve saglanir. A fonksiyonu igin saglandigindan Teorem B.2.3ten
B270) denkleminin her ¢oziimii salmir veya sonsuzda sifira yakinsar. Acikga, ¢ €
[1,00)5 i¢in x(t) = 1/t sonsuzda sifir degerine yakinsayan bir ¢oziimdiir. (3.2.7) denk-
lemi i¢in 2(1/2) = z(1) = 1 baglangig sart1 altinda elde edilen ¢6ziimiiniin ilk 50 terimi-
nin (¢,x(t)) ve (z(t), z(2t)) koordinath grafikleri Sekil B2 ITdeki gibidir. Bu ¢6ziimiin

sinirsiz olarak salindigini tahmin edebiliriz.

L X
1.x10° F N . E
E ’ \ E
5.x 10% F . e A N . . . L L : L L L . | . . . . | .
E, N ‘ L ‘ -5.x10% i 5.x 10" 1.x10%
L 7 L
FoY 2xig®  4x10%  6.x10 8Xx10% 1.x10% —5.x10% | .
—5.x10" | N AN [ S
[ N -1.x10% [ S
-1.x10%F . E S
1510 | . ~15x10% - N
— 1. F N F ~
3 N r N
~2.x 105 " -2x10°F N
L N r ~

Sekil 3.2.1: ([B.27) denkleminin bir 6zel ¢éziimiiniin grafigi.
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Asagidaki ornek, [(H7)| sartinin 6nemini gostermektedir.

Ornek 3.2.5: T = [0,00)g ve A € (=1, 1)r U (1,9)g olmak iizere

2 6/t
denklemini inceliyelim. Bu denklemde, ¢ € [1,00)g i¢in A(t) = A, a(t) = t/9, B(t) =
4/t, B(t) =t/4, C(t) = (5/24+ N\/6)/t, v(t) =t ve p(t) = ®(t) = 0 olur.

! A A
lim (§ + —> %dn = (5 + g) log(2) #0

[2(t) + Ax(t/9)] + %x(t/z;) . (5 + 3) Loy =0, tell,o0m (3.2.8)

olup [(H7)| sart1 saglanmaz; ancak A\ € (—1,1)r i¢in Teorem B.2ZT ve A € (1,9)r igin
Teorem B.2.3iin diger tiim sartlari saglanir. ¢ € [1,00)r icin x(t) = v/t fonksiyonu

BZ8) denklemini saglar. Bu ¢oziim igin lim; ., z(t) = 0o olur.

Teorem 3.2.6: Kabul edelim ki|(C3), [(H3)H(H7) saglansin. Bu durumda, (3.0.0) denk-

leminin her stmarly ¢ozima salinwr veya sonsuzda sifira yakinsar.

Ispat: Bu teorem, Teorem 3.2.1] ve Teorem B L3 iin ispatindaki adimlar takip edilerek

kolayca ispatlanir. O
Ornek 3.2.7: T = [0, 00)g olmak iizere

[w(t) — 20(t — 1/t)] +22(t — 1/t) —x(t) =0, t€ [1,00)z (3.2.9)
denklemini goz oniine alahm. Bu denklemde ¢ € [1,00)g igin A(t) = —2, a(t) = t—1/12,
B(t) =2, B(t) =t—1/t, C(t) = 1, v(t) = t ve ¢(t) = 0 seklinde oldugu goriiliir.
Acikea, t € [1,00)g igin v(t) =t —1/t, D(t) = 1—1/t* ve ®(t) = 0 seklindedir. Boylece

Teorem B.2.6Inin tiim sartlar: saglanir ve (B:2.9) denkleminin simirh her ¢éziimi salinir

veya sonsuzda sifira yakinsar.

Agagidaki 6rnek, Teorem [B.2.6/nin sinirsiz ¢oziimler igin genisletilemeyecegini gos-

termektedir.

Ornek 3.2.8: a,b € (0,00)g icin P, kitmesi Ornek 22 deki gibi tammlanmak iizere

T = IP;; tizerinde tanimh

[x(t) — 22(t — 6)}A + %x(t —4) — %x(t —2)=0, te6,00)p,, (3.2.10)
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denklemine bakalim. Bu denklemde ¢ € [6,00)p,, i¢in A(t) = =2, a(t) = t — 6,
B(t) =2/t —4), (t) =t —4, C(t) = 1/(t — 2) ve v(t) = t — 2 oldugu goriilir. O
halde, ¢t € [6,00)p, , icin v(t) =t —2 ve D(t) = 1/(t — 4) olur. Teorem BZGnin tiim
sartlarinin saglandigini gérmek kolaydir. ¢ € [6,00)p, , icin x(t) = ¢ fonksiyonu (3.2.10)

denklemini saglar ve bu salinimsiz ¢6ziim igin limy_,, z(t) = oo olur.

Teorem 3.2.9: Kabul edelim ki|(C1), |(H3)H{(H5) ve |(H7) saglansin; fakat sag-

lanmasin. Bu durumda, (B.0J) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan salinimsiz

bir sinwrly ¢ozumi vardar.

Ispat: [Krasnosel skii nin sabit nokta teoremind kullanarak belirtilen ézelligi saglayan
¢ozimiin varhigim gosterecegiz. kogulu sagladigindan her ¢ € [t;, 00)7 igin (B.1.2)
saglanacak sekilde ¢, € [tg, 00)T ve a,a € [0, 1)g vardr. sartindan, her ¢ € [ty, 00)r
icin |®(t)| < k saglanacak sekilde ty € [t1,00)r ve k € (0,00)g vardir. Bu durumda,
k=[-m+ (1 —a—a)m]/6 ve m > m olacak sekilde m,m € (0, c0)g bulunabilir.
saglanmayip saglandigindan her ¢ € [t3,00)r i¢in

> k ¢ k
/ D(n)An < — ve / C(n)An < — (3.2.11)
t m v(t) m

olacak sekilde t3 € [ta, 00)r vardir. BC([tg, 00)T,R) ile [tg, 00)r tizerinde taniml reel
degerli tiim sinirh ve stirekli fonksiyonlarin supremum normu ile olugturulmug Banach
uzayini gosterelim. Bu uzay iginde

Q := {z € BC([ty, o)1, R) : 7 € [tg, 00)r icin m < z(n) < m} (3.2.12)

alt uzaym olugturalim. min{a(ty), 5(t4),v(t4)} > t3 saglanacak sekilde t4 € [t3,00)T
secelim ve k := [m + (1 + & — a)m]/2 degerini tammlayalim. Simdi, I, ¥ : Q — Q

dontigtimlerini
(Tz)(t) == S P lhosta)r (3.2.13)
k— At)z(at)) + ®(t), t € [ts,00)r
(\IJ.CL')( ) t e [to,t4)’]1‘
(Pz)(t) == oo t



ile tanimlayalim. Iddia ediyoruz ki I'z + W2 = 2 denkleminin € icinde bir sabit noktas
vardir. Once her z,y € Q icin I'z 4+ ¥y € Q oldugunu gosterelim. Acikca, (321T) ve
(B212)) ifadelerinden her z,y € Q ve her ¢ € [t4, 00)T igin

(C)(t) + (Uy)(t) < k + ariv + 3k =77

ve

(T2)(t) + (y)(t) > k — am — 3k = m

oldugunu goriiriiz. Yani, her z,y € Q i¢in 'z + Uy € Q olur. Ayrica, max{a,a} < 1
ve [ty,00)r tizerinde ||[T'z — I'y|| < max{a,a}||x — y|| oldugundan I" déniigiimiiniin bir
biiziilme olugunu goriiriiz. ¥ dontigimiuniin siirekli ve kompakt oldugunu gosterelim.
2 iginde bir z elemanina noktasal olarak yakinsayan {xy }reny C € dizisini segelim. Her

t € [tg,00)r ve k € N i¢in

(W) (8) — (W) (1) = / " D(n) [ (B(m)) — 2(B(n))] An

+/ C(n) [zr(y(n) — x(v(n))] An|.

®)

elde edilir. [Lebesguenin baskin yakinsaklik teoreminden| her ¢ € [t4, 00)r i¢in

lim ’ (W) (t) — (\I/x)(t)’ =0 (3.2.14)

k—o00
elde edilir. Boylece ¥ doniigiimii €2 tizerinde stireklidir. W' nin goreceli kompaktliligini
gostermek icin Teorem 2.5.9un sartlarmin saglandigini gosterecegiz. Acikca, 2 diizgiin

smirhdir. Her € € (0,00)g igin t € [t5, 00) oldugunda

/D An' ’/ ' 4; (3.2.15)

saglanacak sekilde t5 € [t4,00)r bulmak miimkiindiir. Béylece ¥Q'min diizgiin Cauchy

oldugu goriliir ¢linkii her s,t € [t5,00)r i¢in

|(Uz)(t) — (Va)( }—H/ D(n An+/yt C(n)w(v(n))An}

®)

U D(n)x(B(n))An + / s 0(77)$(7(71))An]

(s)
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/y;) C(n)An’ + /tOOD(n)An’

V; C(n)An' + ’ /SOO D(n)AnD

|(W)(t) — (Tz)(s)| <€ (3.2.16)

Lo
(t)

t
‘/ D(n)An| < o

saglanacak gekilde € € (0, 00)g bulmak miimkiindiir. § := £/¢ olarak secilirse |t —s| < &

=

+

olup (BZT1H) ifadesinden

saglanir. Her ¢ € [ty, t5]7 i¢in

< — (3.2.17)

ve her s,t € [tq, t5]r igin

(3.2.18)

sartim saglayan her s,t € [ty, t5]r icin

(W) (t) — (Va)( }—H/ D(n An+/,,:t> C(n)w(v(n))An}
[ / Dln)e(s(m) 0+ [ ; Claatr ()]
Man+ [ ; Capatriman= [ Claetan))
gm( / D(n)An]+ t c<n>An]+ s C(n)AnD
s v(t) v(s)
olup (BZTT) ve BZI) ifadelerinden
|(Pz)(t) — (Pz)(s)| < |t — s (3.2.19)

saglandigy goriiliir. Bu, (32210) ifadesinin saglandigim sdyler. Sonug olarak W< lokal
egstireklidir.  Boylece Teorem Z5.9dan WQ kiimesi BC([ty, 00)r, R) icinde goreceli

kompakttir; dolayisiyla da W kompakttir. [Krasnosel “skii'nin sabit nokta teoreminden|
Iz + Wz = z ifadesinin saglandigy bir « € Q vardir. Dolayisiyla her ¢ € [ty, 00)r i¢in

£(t) =k — A(t)z(a / D()x(B(n)) A + / REGECOILY

34



veya buna denk olan

t

2(t) + A(t)z(a(t) — /too D(n)x(B(n))An — /@ Cma(y(n)An = () +k (3.2.20)

saglanir. Son ifade tiiretilerek x fonksiyonunun (B.0.0]) denkleminin de ¢6ziimii oldugu

goriiliir. Agikea,

limsupz(t) <m ve liminfz(t) >m (3.2.21)
t—o0 t—o0
saglanir. Bu da ispat1 tamamlar. O

Sonug 3.2.10: Kabul edelim ki |(C1), |(H3)H(H5) ve |(H7) saglansin. Bu durumda,

BO00) denkleminin her ¢ézimi salimar veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve ancak

saglanar.
Teorem 3.2.11: Kabul edelim ki|(C2), |(H3)H(H5) ve |(H7) saglansin; fakat sag-

lanmaswn. Bu durumda, B.01) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan salinimsiz

bir sinarly ¢ozumai varder.

Ispat: Bu teoremin ispatinda da Teorem B.2.07daki yontemi izleyecegiz. A fonksiyo-
nu kogulunu sagladigindan her ¢ € [t, 00)r i¢in ([BIIT) saglanacak sekilde bir
t1 € [to,00)T ve a,a € (1,00)g vardir. sartindan her ¢ € [ty, 00)T igin |P(t)| < k
saglanacak sekilde ¢y € [t1,00) ve k € (0, 00)g vardir. Bu durumda, k& = [—am + (a —
1)m]/6 ve m > m olacak sgekilde m,m € (0,00)g bulunabilir. saglanmayip
saglandigindan her ¢ € [t3, 00)r i¢in (BZTI1]) saglanacak sekilde t3 € [ty, 00) vardir.
min{a(ty), B(ts), v(ts)} > t5 olacak sekilde t, € [ts,00)r secelim ve k = [am + (1 +
a)m]/2 degerini tanmimlayalim. (B:2.12) ifadesindeki gibi 2 C BC([to, 00)r, R) alt uzay:

tanimlanmak tizere I', U : 2 — € dontistimleri

F%’(t4), t e [to, t4)1[‘
(Dz)(t) == L (3.2.22)
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ve

1 00
(\Ifl')(t) = A(Oéil(t)) |:/ozl(t) D(U)x(ﬁ(n))Aﬁ e [t ) (3223>
a~1(t) ) 4, Q)T

" / Cln)e(y(m)An

(a=1(8)

olarak tammlansin. BII7), BZII) ve B2I2) ifadelerinden her x,y € Q ve her

t € [ts, 00)r igin

(Tz)(t) + (Py)(t) < ~[k + 3k] =1

S

ve

(C2) (1) + (Wy) (1) > = [f i+ 34 = m

oldugunu goriiriz. Yani, her z,y € Q i¢in 'z + Uy € ) olur. Buna ek olarak, her
z,y € Qigin [|[Fz—Ty| < (1/a)||z—y|| saglandigindan I' doniistimii bir biiziilmedir. Teo-
rem [3.2.97un ispatindaki adimlara benzer adimlar takip edilirse ¥ doniigiimiiniin siirekli
ve kompakt oldugunu gostermek miimkiindiir. Boylece [Krasnosel "skii’nin sabit noktal
teoremindenT'z+W¥x = x denkleminin € uzayinda bir z ¢coziimii mevcuttur. Dolayisiyla,

her t € [ty, 0o)r igin

a1 (1)

+/OO D(n)x(ﬁ(n))An—i—/ C(m)x(~(n)An

v(a=t(t))
veya buna denk olan (3.2.20) denklemi saglamir. (3.2.20) ifadesi tiretilerek, = fonk-
siyonunun ([.0.0)) denkleminin de ¢6ziimii oldugu goriiliir. Agikca, = ¢oziimi (3.2.27])

ifadesini saglar. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Sonug 3.2.12: Kabul edelim ki |(C2), |(H3)H(H5) ve |(H7) saglansin. Bu durumda,

BOI) denkleminin her ¢ozimi salinar veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve ancak

((HO) saglanar.
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Teorem 3.2.13: Kabul edelim ki[(C3), [(H3){(H5) ve [(H7) saglansin; fakat[(HG) sag-

lanmasin. Bu durumda, (B.0J) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan salinimsiz

bir sinawrl ¢ozumi vardar.

ispat: Ispat Teorem B2 11 deki ispata ¢ok benzerdir. Bunun icin kullanilarak her
t € [t1,00)r icin (BI2I) saglanacak sekilde ¢; € [tg, 00)r ve a > a Ozelligini saglayan
a,a € (1,00)r degerleri secilir. Her ¢ € [ty,00)r i¢in |®(t)| < k saglanacak sekilde
ty € [t1,00)7 ve k € (0,00)r secelim. Her ¢ € [t3, 00)7 igin (B2ZTIT]) saglanacak sekilde
ty € [ty,00)r vardir. k = [—m + (a — 1)m]/6 ve m > m saglanacak sekilde m,m €
(0, 00)g belirleyelim. & := [(1—a)m —am]/2 olarak secilip I ve ¥ doniigiimleri sirasiyla
B222) ve (3.2.23) ifadelerindeki gibi tanimlanir. Boylece (B.1.17), (B2.11) ve (3.2.12)

ifadelerinden her =,y € Q ve her t € [t3,00)r igin

1 -
(L) (t) + (Py)(t) < < — 5) [k —m—3k] =m
ve
1 ~
<nwm+wwwu>z(—5)m+3@:nl
oldugunu goriiriiz. Yani, her z,y € Q i¢in I'v + Yy € ) olur. [Krasnosel "skii'nin sabit]

mokta teoremininl diger sartlarinin saglandigi da gosterilebilir. Sonug olarak, (B.0.7])

denkleminin istenilen ¢oziimii 'z + Wa = x denkleminin €2 uzayindaki sabit noktasidir

ve bu ¢oziim (F221)) ifadesini saglar. Ispat boylece tamamlanir. O

Sonug 3.2.14: Kabul edelim ki [(C3), [(H3H{(H5) ve [(H7) saglansin. Bu durumda,

BO0d) denkleminin her siniwrl ¢ézimi salimar veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve

ancak |(HG6) saglanar.

Ornek 3.2.15: T zaman skalasini R, Z veya IPy s 1 /o kiimelerinden herhangi birisi olarak

alalm. A € R\{£1} olmak {izere

[o(t) + et — 1)]° + t%:c(t _3)— t%x(t )= %2 te (ool  (3.2.24)

denklemi dikkate alalm. Bu denklemde t € [1,00)r icin A(t) = A, a(t) =t — 1,
F(\) = X, Bt) = 2/, B(t) = t =3, C(t) = 1/, 4(t) = t — 1 ve p(t) = 1/

37



oldugu goriilir. A € (—1,1)r i¢in Teorem BZI, A € (1,00)g i¢in Teorem B.2.1T] ve
A € (—o0, —1)g i¢in Teorem B2 T3 1in tiim sartlar1 saglanir. Boylece (8.2.24]) denklemi
siirh sahmimsiz ve sonsuzda sifira yakinsamayan bir ¢éztimii vardir. Agikga, ¢t € [1, 00)7

icin x(t) = 1 fonksiyonu belirtilen gekilde bir ¢éziimdiir.

3.3 Bolum Sonu Degerlendirmesi

Bolim B ve Boliim B2deki sonuglar (Dix et al. 2008, Parhi and Chand 2000, Parhi
and Rath 2001, Rath and Misra 2004, Rath et al. 2007, Rath et al. 2007) maka-
lelerindeki sonuglar1 sadece zaman skalasina genigmekle kalmayip bu sonuclar:i ayni
zamanda gelistirmektedir. A katsayisinin isaretinin sabit oldugu durum (Parhi and
Chand 2000, Parhi and Rath 2001, Rath and Misra 2004, Rath et al. 2007, Rath et
al. 2007) makalelerinde incelenmistir ve A katsayisinin igaret degistirebilir oldugu du-
rum (Dix et al. 2008) makalesinde goz 6ntine alinmigtir; ancak bu makaledeki ispatlarin
zahmetli ve karmagik olmasinin yaninda gecikme fonksiyonunun keyfi oldugu durumda
ispat yontemi ise yaramamaktadir. (Guan and Shen 2007, Karpuz 2009a, Ladas and
Qian 1990, Ocalan 2007a, Ocalan 2007b, Ocalan et al. 2008, Parhi and Rath 2001, Rath
et al. 2007, Rath et al. 2007, Shen and Debnath 2001, Tang et al. 2000) makalelerinin
hepsinde gecikme fonksiyonlari lineer fonksiyonlar olarak alinmigtir. Literatiirde pozitif
ve negatif katsay1 igeren denklemlerin gecikmeleri keyfi oldugu durumda hemen hemen
hig sonug bulunmamaktadir. Ayrica, bu boliimde verilen sonuglar, (Zhu and Wang
2007) makalesindeki baz1 sartlar1 zayiflatarak sonuclari geligtirmektedir. Boélim [B.]
ve Bolim B.2'de verilen sonuclarin dayandigi sartlarin oldukca keskin oldugu uygun
orneklerle gosterilmigtir. Ornegin, sartinin gerekliligini Ornek BI5 sartinin
gerekliligini ise Ornek B2 vurgulamaktadir. Diger taraftan, A € C,([t, 00)r,R), B €
C.q([to,00)1,R), a, B € C([to, 00)1, T) kesin artan simirsiz fonksiyonlar1 her ¢ € [ty, 00)r

icin a(t), B(t) < t saglanmak ve ¢ € C_4([to, 00)T, R) olmak iizere

[2(t) + A@)z(a(t)]” + B)2(B(1)) = o(t), € [to,50)r
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seklindeki bir denklemin tiim katsayilari igaret degistirebilmektedir. Bu denklem (B.0.1)

denkleminin bi¢imindeki gibi diizenlirse

[2(t) + A®)(a(t)]® + BT ()2(8(1)) — B-(0)x(8(t) = ¢(t), t € [ty, 00)r

elde edilir. Burada, B* € C_4([to,00)r, [0,00)r) fonksiyonlar1 (BT ifadesindeki-
ne benzer sgekilde tanimlanmigtir. Boylece Bolim B.IFdeki sonuclar tiim katsayilar:
isaret degistirebilen denklemler i¢in de gegerlidir. Bu bélimii, (Karpuz and Ocalan
2009, Karpuz et al. 2009) makalelerindeki sonuglarin biraz daha genel hallerini sirasiyla

Bolim 3] ve Boliim B:2/nin igerdigini belirterek sonlandiralim.
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4 IKINCI MERTEBEDEN DENKLEMLER

Bu boliimde T iistten sinwrsiz bir zaman skalasy, tg € T, A € C4([to,o0)1,R), B,C €
C.q([to, 00)T, [0,00)R), @, 8,7 € C([ty,0)r, T) kesin artan smirsiz fonksiyonlar, her ¢ €
[to, 00)r igin a(t), B(t),7(t) < t, a([to,00)r) = [a(to),o0)r ve ¢ € Cy([to, o0)r, R)

olmak tizere,

A

[2(t) + A@a(a()] ™ + BOz(5(t) - CHz(1(1) = ¢(t), t€ [to, 00k (4.0.1)

denkleminin ¢ozlimlerinin asimptotik davranigi incelenecektir.

Tanim 4.0.1 (Coziim): t_1 = infycp, ooy {a(t), B(2),v(t)} ile tanimlanmak fizere z :
[t_1,00)7 — R fonksiyonu igin z + A - z o o € C?([tg,00)T, R) olmak tizere (0.
denklemi [tg, 0o)T ekseni tizerinde 6zdes olarak saglaniyorsa = fonksiyonuna (£0.1]) denk-
leminin ¢ozumau denir.

(#0J) denkleminin ¢oziimlerinin salimmhlik 6zelligi Tanim B.0.127deki gibidir.

4.1 Sinirhh Coziimlerin Davranisi

Teorem 4.1.1: Kabul edelim ki A katsayist i¢in saglansin. Buna ek olarak,|(H/)
ve asagidaki kosullar saglansin.

(H8) [ o(n)D(n)An = oo.
(H9) ftzo ff(o C'(n)AnA¢ < oo.

(H10) [ty,00)7 tizerinde ®2° = ¢ wve limy oo ®(t) = 0 saglanacak sekilde bir &

C2,([to, o0)T, R) fonksiyonu vardar.

Bu durumda, [L0J)) denkleminin her sinarly ¢ozimi salinwr veya sonsuzda sifira yakin-

sar.

ispat: Kabul edelim ki z fonksiyonu (A0.J]) denkleminin salinmayan bir smirh ¢o-

ziimii olsun. Ispati tamamlamak icin (BILI4) ifadesinin saglandigmi gostermek ge-
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rekir. Genellikten 6diin vermeden x ¢oziimiin er geg pozitif oldugunu kabul edebili-
riz. Bu durumda, her ¢ € [t1,00)r igin [(H5)| kogulu, BI2) ifadesi ve x(t), z(a(t)),
z(B(t)), z(y(t)) > 0 saglancak gekilde t; € [to, oo)r vardir. Simdi, [t;,00)r lUzerinde y,

fonksiyonu (3.I.4) ve
2 (1 / / n))ANAC, t € [ty, 00)T (4.1.1)

ile tammlansin. O halde, [(H4)] [(H5)] sartlar ve (Z0.I) denkleminden her ¢ € [t;, 00)t
icin
t
20 =420 - [ Cstrin)y (412

ve

Q
3
|
S
Q
S)
5
=
S)
o
3
_
>

e [ / Cn)a(y(n) A — / uA<n>c<v<n>>x<ﬁ<n>>An]
—y2 (1) — Ca(D)) — A OO (B(1)
=—D(t)z(5(t)) < (4.1.3)

elde edilir, burada t, := v~(#1) ile tammlanmistir. Yani, z, ve z2 fonksiyonlar yeterin-

ce biiytk bir t3 € [tg, 00)T igin [t3, 00)T lizerinde monoton ve sabit igaretlidir. [((H8) sart:

kullanilarak bu fonksiyonlarin er geg sabit olmadigi 6grenilir. Agikca, |(H9)| ve |(H10)|

kogullarindan ve x ile A fonksiyonlariim siirhligimdan (3.1.TT]) ile tanimh ¢, degeri var
ve sonludur. Bu ise Lemma ZZLFten £,a := lim; o, 25 (t) ile tanimhi degerin 0 oldugunu
soyler. (4.I13)) ifadesinin [t,00)r C [t3, 00)T lizerinde integralini alirsak

- / " Dn)e(B(n)An (4.1.4)

elde edilir. Simdi, (ZI4) ifadesinin [t3, 00)r iizerinde integrali almip Lemma 2ZZ2(ii)|

yardimiyla integral siirlari degistirilirse

00 >, — z,(t3) / / D(n 7)) AnA(¢

—/ [o(n) = ts] D(n)x(B(n))An (4.1.5)

t3
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elde edilir. Bu, (3 1.12) ifadesinin saglandigini s6yler. Simdi, y, fonksiyonunun limitinin
var oldugunu ispat edelim. Bunun i¢in y, fonksiyonunun er ge¢ artan oldugunu ispat
etmek yeterlidir. 22 fonksiyonu [t3, 00)r iizerinde monoton oldugundan ya negatif yada
pozitiftir. [t3, 00)r iizerinde z2 < 0 ise z2 artmayan oldugundan her t € [t3, 00)r icin
Z2(t) < 22 (t3) < 0 oldugunu ve dolayisiyla da

walt) = / A A7+ za(ts)

t3

< 20 (ts)(t — ts) + 2 (1s) (4.1.6)

oldugunu soyler. (A.I1.6) ifadesinde ¢ — oo igin limit alinarak ¢, = —oo oldugu goriiliir.
Bu ise £, degerinin sonlu olmasiyla celigir. O halde, [t3,00)7 iizerinde 25 > 0 dir.
Béylece (E1.2)) ifadesinden [t3, 00)y tizerinde y2 > 0 elde edilir. Yani, £, var ve sonludur.
Ispatin geri kalan kisminda Teorem BT Ilin ispatindaki adimlar takip edilerek BI114)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Asagidaki ornek, Teorem LT Ilin bir uygulamasi olup sonucun bu haliyle sinirsiz
coziimlere genigletilemeyecegini gosterir.

Ornek 4.1.2: ¢ € (1,00)g olmak fizere t € [1, 00)z icin

O R SO RO

ile verilmig ¢-fark denklemini dikkate alalim. Bu denklemde ¢ € [1, oo)CTZ icin A(t) =

—1/q, a(t) = t/¢*, B(t) = (¢* = 1)/(¢F*) + 1/((¢ — DF), B(t) = t/q* ~(t) = t/q,
C(t) = q/((g = 1)t*) ve (t) = 0 seklindedir. Boylece, ¢ € [1,00)z icin v(t) = t/q kesin

artan olup ¥([1,00)z) = [1/g, 00)z = [1(1), 00) 7 saglanr ve D(t) = (¢* — 1)/(¢t*) —
(¢® —1)/((qg — 1)t3) er geg¢ pozitiftir. Diger taraftan,

0 2 3 e e} n
-1 ¢-1 ) / / q q
q — An =00 ve — T ACAn =
/qz 77( @t (¢—1)n? 1 2 Jnjg (@— 1) Ca @? -1

olup ve [(H9)| saglanir. Boylece,

t—o00 t—o00

_ nt 11" 1
limsup | — —| +limsup|——-| =-<1
q q
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oldugundan Teorem [.T.T'den (Z.I1.7) denkleminin her siirli ¢éziimiiniin salindigini veya
sonsuzda sifira yakinsadigim ogreniriz. ¢ € [1,00)z i¢in «(t) = 1/t fonksiyonu ([@.L1T)
denkleminin sonsuzda sifira yakinsayan bir ¢oziimiidiir; ancak Teorem HI.J] siirsiz
¢oztimler i¢in cevapsiz kalir. Gergekten, ¢ = 2 alimarak (LI17) denkleminin z(1/4) =
x(1/2) = x(1) = 1 baglangi¢ sartlar1 altinda ilk 40 teriminin (¢, x(t)) ve (x(t),z(2t))
koordinath grafikleri Sekil . T.Tde verilmis olan ¢oziiminiin pozitif ve sinirsiz oldugu

tahmin edilebilir.

12x 101 - 12x10% F -
Lx10MF . Lx 101 | o
8.><101°} 7 8.x100 F .

L (/ //
6.><10le _ 6.x 1010 //»
4x10°F - 4.x10° 7

L e .
2.x10° . 2.x10° o

2.x 101

4,x 10"

6.x 101

8.x 101

1.x 1012

1.x10° 2.x10° 3.x10" 4.x10° 5x10° 6.x10%

Sekil 4.1.1: (AT17) denkleminin bir 6zel ¢dziimiiniin grafigi.

Sonug 4.1.3: Kabul edelim ki[(CT), [(H{), [(H5), [(HS), [(H9) ve
A(t) = 0}

sup{t € [to, 00)r : (4.1.8)

saglansin. Bu durumda, [to,o0)r tzerinde ¢ = 0 olmak tzere (L0 denkleminin her

swnarly ¢ozumai salinar.

ispat: Kabul edelim ki & denklemin sinirhi ve er ge¢ pozitif bir ¢oziimii olsun. Bu du-
rumda, yeterince biiyiik bir ¢, € [tg, 00)r vardir ve her ¢ € [t, 00)T igin |(H4)| [(H5)| ve

z(t), z(a(t)), z(B(t)), x(y(t)) > 0 saglamir. Burada, (B.1.4)), (B1.14) ve A fonksiyonunun
sinirhligindan £, = 0 elde edilir. Teorem T.T/in ispatindan uygun bir ¢5 € [t1, 00)r igin

[ta, 00)7 iizerinde y2 > 0 elde edilir. (ALY ifadesinden A(t3) > 0 olacak sekilde t3 €
[ty, 00)T vardir. Boylece her ¢ € [t3,00)r igin y,(t) > y.(t3) = x(t3) + A(t3)x(a(ts)) > 0
olup [ts,00)r lizerinde y, > 0 elde edilir. Bu ise ¢, > 0 celiskisini yaratir. Yani,
denklem sonsuzda sifira yakinsayan ¢oziime sahip olamaz. Her sinirli ¢oziim salinir ve

ispat tamamlanir. O
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Teorem 4.1.4: Kabul edelim ki[(C2), [(H), [(H5), [(HS8}H(H10) saglansin. Bu durum-

da, (L0J)) denkleminin her sinarly ¢ozimi salinar veya sonsuzda sifira yakinsar.

Ispat: Bu ispat, Teorem ve Teorem [T IFden kolayca elde edilir. O

Sonug 4.1.5: Kabul edelim ki, |(C2),|(H4 ), |(H5), |(H8) ve|(H9) saglansin. Bu durumda,

[to, 00)T tzerinde p = 0 olmak tzere ([A0J]) denkleminin her sinarl ¢ézimi salinar.
ispat: Tspat, Sonug 4. 1.3M1in ispatinin aynisidir. ]

Sonug T e ait bit uygulama ile devam edelim.
Ornek 4.1.6: T = /Ny := {y/n : n € Ny} olmak iizere,

* LwvEm) - LevETT) =0, te[VBi00) s (4.19)

[x(t) + 2z (V2 — 1)] ; B

ile tanimh denklemi goz éniine alalm. Bu denklemde ¢ € [v/3,00) s i¢in A(t) = 2,
a(t) = V2 -1, B(t) = 1/t, B(t) = V2 =2, C(t) = 1/t* ve v(t) = V12 — 1 ile belir-
lidir. Acikea, ¢ € [V/3,00) i i¢in v(t) = V12 — 1 kesin artan olup v([v/3,00) /7)) =
[V2,00) ;= [V(V3),00) s, saglamr ve D(t) = 1/t — 1/(t* — 1) er geg pozitiftir.
Sonu¢ . T.Hin tiim sartlarimin sagladigini gostermek kolaydir. Boylece, (£1.9) denkle-

minin her siirh ¢oziimi salinir.

Teorem 4.1.7: Kabul edelim ki|(C3), [(H4), |(H5), |(H8)H(H10), saglansin. Bu durum-

da, (L0J)) denkleminin her sinirly ¢ozimii salinar veya sonsuzda sifira yakinsar.

Ispat: Bu teorem, Teorem 3.1.4lve Teorem LI Ilin ispatlarmdan kolayca ispatlanabilir.
]

Teorem 4.1.8: Kabul edelim ki |(C1), |(H4 ), |(H5), |(H9) ve [(H10) saglansin; fakat

(H8) saglanmasin. Bu durumda, [A0J]) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan

salimimsiz bir sinarly ¢cozumi vardor.

Ispat: [Krasnosel skii nin sabit nokta teoremind kullanarak belirtilen ozellikleri sagla-
yan ¢oziimiin varhgim gosterecegiz. [(C1)| kogulu sagladigindan ¢ € [t1, 00)r oldugunda
BI2) saglanacak sekilde t; € [tg,00)r ve a,a € [0,1)g vardir. |(H10)| sartindan her
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t € [ta,00)r igin |P(t)| < k saglanacak sekilde yeterince biiyiik bir ty € [t1,00)r ve
k € (0,00)g vardir. Bu durumda, k = [-m + (1 —a — a)m]/6 ve m > m olacak sekilde
m,m € (0, 00)r sabitleri vardir. saglanmaylpsaglandlglndan her t € [t3, 00)T
icin

/too o(n)D(n)An < / / n)AnA¢ < % (4.1.10)
saglanacak gekilde yeterince biiyiik bir t3 € [tg, 00)r vardir. BC([tg, 00)r, R) ile [tg, 00)T
tizerinde tanimh reel degerli tiim sinirh ve siirekli fonksiyonlarin supremum normu ile
olugturulmug Banach uzaymi gosterelim. Bu uzay iginde (.2.12) ile Q alt uzaym
olugturalim. min{a(ts), 5(t4),v(t4)} > t3 sartim saglayan yeterince biiyiik bir ¢, €
[t5, 00)r secelim ve k := [m + (1 — a4 a)m]/2 degerini tammlayalim. Simdi, T': Q — Q
dontigimi (B.2.13) ifadesindeki gibi ve W : Q — ) doniigiimiini

(

(Vz)(ts), t € [to, ta)T
) = { [ = otnIDma(am)an

/ / o 1n))AnA¢ |

ile tamimlayalim. Iddia ediyoruz ki I'z + Uz = 2 denkleminin € icinde bir sabit noktast

vardir. Acikca, (3.2.12) ve (LII0) ifadesinden, her z,y € Q i¢in I'e + Uy € Q olur.

t e [t4, OO)']I‘.

Ayrica, max{a,a} < 1 ve [ty,00)r lizerinde |I'z — 'y|| < max{a,a}||z —y| oldugundan
I' doniigtimiintin bir buiziilme olugunu goriiriiz. ¥ dontigimiiniin siirekli ve kompakt

oldugunu gosterelim. € iginde bir x elemanina noktasal olarak yakinsayan {xj}ren C

Q dizisini segelim. [Lebesguenin baskin yakinsaklik teoreminden| her ¢ € [t4, 00)T icin

B214) ifadesinin saglandigy elde edilir. Boylece ¥ doniigiimii €2 iizerinde siireklidir.
U'nin goreceli kompaktliligini gostermek i¢in Teorem 2.5.9Mun sartlarinin saglandiginm

gosterecegiz. Agikca, Q diizgiin simirhdir. Her e € (0, OO)R i¢in ¢ € [t5, 00)r oldugunda

| ampimany

saglanacak sekilde ¢5 € [t4,00)r bulunabilir. Béylec, her s,t € [t5, 00)7 i¢in (B2.10])
saglandigindan UQ'nmn diizgiin Cauchy oldugu goriiliir. Lemma ZZA2(ii){den her ¢ €

< — Ve

n)AnA¢ '
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[to, OO)T IQIH

/too[a(n) —t]D(n)An:/too /;(n)D(n)ACAn
:/too /COO D(n)AnA¢

olur. saglanmayip |(H9)| saglandigindan her ¢ € [ty, t5]7 igin

/ D(n An' < — ve /V:t) C(n )An' < 2—1 (4.1.11)

saglanacak sekilde & € (0,00)g bulmak miimkiindiir. § := ¢/¢ ile tamimlanmak tizere

her s,t € [t4, t5]r icin

!(ﬁfx)(t)—(w)(s)!:'[ /f{t—d D) (B(n)) A — / / AnAC]
—{/w[s—d DA~ [ / AnACH
1) ARAC + / / . AnAg'

<m( / / Dy MC\ ¢

olup (LTI ifadesinden |t — s| < § sartimi saglayan her s,t € [tg,t5)7 icin (B219);
dolayisiyla da (B210) ifadesinin saglandigy elde edilir. Bu ise W) kiimesinin lokal eg-

n)AnA( D

strekli oldugunu gosterir. Boylece Teorem 2.5.9dan W) kiimesi BC([ty, oo)r, R) i¢inde

goreceli kompakttir; dolayisiyla da W kompakttir. [Krasnosel “skii'nin sabit nokta teore-|
mindenl 'z + ¥ = z ifadesinin saglandigr bir z € Q vardir. Her ¢ € [to, 00)r igin

x(t) =k — At)z(a(t) + (t) + /too[t —a(mID(n)z(6(n))An

7 [ coimans

veya buna denk olan

£(t) + A(t)x(alt)) + / ) /C " DB ACAY
' (4.1.12)



saglanir. Son ifade iki defa tiiretilerek z fonksiyonunun (Z.0.J) denkleminin ¢éziimii

oldugu goriliir. (3.2.27)) ifadesinin saglandigi agikga goriiliir ve ispat tamamlanir. [

Teorem [Tl Sonu¢ B T.3] ve Teorem T8 den agagidaki iki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.9: Kabul edelim ki|(C1), |(H]), |(H5), |(H9) ve|(H10) saglansin. Bu durum-

da, ([I00) denkleminin her sinrl ¢ézimii salimar veya sonsuzda sifira gider ancak ve

ancak |(HS8) saglanar.

Sonug 4.1.10: Kabul edelim ki[(CT), [(H{), [(H5), [(H9) ve ELS) saglansin. Bu du-

rumda, [to,00)r tzerinde ¢ = 0 olmak tzere [ALOJ]) denkleminin her sinarly ¢ozimi

salimar ancak ve ancak|(HS)| saglanar.

Teorem 4.1.11: Kabul edelim ki |(C2), |(H4), |(H5), |(H9) ve |(H10) saglansin; fakat

(HS) saglanmasin. Bu durumda, (AL0J) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan

salimimsiz bir sinarly ¢cozumu vardor.

ispat: Bu teoremin ispatinda Teorem [LT.8deki yontemi takip edecegiz. A fonksi-
yonu kogulunu sagladigindan her ¢ € [t;,00)r i¢in (BIIT) saglanacak sekilde
t1 € [to,00)T ve a,a € (1,00)g vardir. sartindan her ¢t € [ty, 00)y icin |O(¢)| < k
saglanacak sekilde ¢y € [t,00)1 ve k € (0, 00)g vardir. Bu durumda, k = [—am + (a —
1)m]/6 ve m > m olacak sekilde m, i € (0, oo)g sabitleri bulunabilir. [(H8)]saglanmayip
[(H9)|saglandigindan her ¢ € [t3, 0o)r igin (ZL10) saglanacak sekilde ¢3 € [t2, 00)y vardur.
k= [am + (14 a)m]/2 ve t4 € [t3,00)7 noktast min{a(ty), B(ts), ¥(ts)} > t3 Gzelligini
saglayacak sekilde segilsin. Q C BC([tg, 00)T, R) alt uzayr (3.212)) ifadesindeki gibi
tanmimlanmak {izere I' :  — Q dontisiimii (3:2.22) ifadesindeki gibi ve ¥ : Q — Q
dontsimiini

p

(Vz)(t), t € [to,ta)T

o) o= 4 i | [ o0 = oIDe(s) A

_1 t)

/ / n))AnAg
\ 1) Ju(¢)

47



olarak tamimlayalim. (B.II7), (3212) ve (LI1.10) ifadelerinden her x,y € Q i¢in 'z +
Uy € Q olur. Buna ek olarak, her z,y € Qigin [|[Tz—Ty|| < (1/a)||z—y|| saglandigindan

I' dontigiimii bir biiziilme dontigiimidiir. Burada, Teorem B.2.9un ispatindaki adimlara
benzer adimlar takip edilirse ¥ doniigimunitin siirekli ve kompakt oldugunu gostermek
miimkiindir. [Krasnosel “skir'nin sabit nokta teoreminden| I'z + ¥ = x denkleminin €2

uzaymda bir x ¢oziimii vardir. Dolayisiyla, her t € [tg, 00)r igin

x@):m{@_m( 11)) + b(a~} (1) + / T a0 — o) D(m)(B(n) An

)

/ 1) / (© AUAC]

veya buna denk olan (I.12) denklemi saglanir. (LI1.12]) ifadesi iki defa tiiretilerek x
fonksiyonunun (L0.]) denkleminin ¢oztimii oldugu goriiliir. Agik¢a, @ ¢oztimii (B2Z2T])

ifadesini saglar. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Teorem .14, Sonug A.1.5 ve Teorem [L.T.TTden agagidaki iki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.12: Kabul edelim ki|(C2), |(H4), |(H5), |(H9) ve|(H10) saglansin. Bu durum-

da, (00 denkleminin her sinirly ¢ézimi salimar veya sonsuzda sifira yakinsar ancak

ve ancak|(HS8) saglanar.
Sonug 4.1.13: Kabul edelim ki [(C2), [(H{), [(H5) ve [(HI) saglansmn. Bu durumda,

[to, 00)T tzerinde ¢ = 0 olmak tzere (LOJ]) denkleminin her sinrle ¢ozimi saliner

ancak ve ancak|(H8) saglanar.

Teorem 4.1.14: Kabul edelim ki |(C3), |(H4), |(H5), |(H9) ve |(H10) saglansin; fakat

(H8) saglanmasin. Bu durumda, (AL0J) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan

salimimsiz bir sinarly ¢cozumu vardor.

ispat: Teoremin ispatinda [Krasnosel “skii’nin sabit nokta teoreminil kullanacagiz. A
fonksiyonu |(C3)| kogulunu sagladigindan her ¢ € [t;, co)7 igin (BI2T]) saglanacak sekilde

t1 € [to,00)r ve a,a € (1,00)g vardir. (H10)| sartindan her ¢ € [ty, 00)r i¢in |®(¢)| < k
olacak sekilde ty € [t1,00)7 ve k € (0,00)g bulunabilir. Bu durumda, k¥ = [—(1 +
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a)m + am]/6 ve m > m saglanacak sekilde m,m € (0, 00)g vardir. saglanmay1p
saglandigindan her ¢t € [t3, 00)7 i¢in (LI1I0) saglananacak sekilde ¢3 € [tg,00)T
vardir. Simdi min{a(ty), B(t4),v(t4)} > t3 olacak sekilde bir ¢, € [t3,00)T segelim ve
k= [(1—a)m — am]/2 degerini tammlayalim. Son olarak T', ¥ : Q — Q déniisiimlerini
sirasiyla (B.2.22) ve (A.1.13)) ifadelerindeki gibi tanimlarsak Teorem . T.T1in ispatindaki
gibi I' + ¥ operatoriiniin €2 i¢inde bir ¢oziimiiniin var oldugunu gosterebiliriz. Bu ise

ispat1 tamamlar. O

Teorem .17 ve Teorem LTI ten asagida verilen sonug elde edilir.
Sonug 4.1.15: Kabul edelim ki[(C3), [(H{), [(H5), [(HI) ve [(HI10) saglansin. Bu du-

rumda, ([LOJ) denkleminin her sinirly ¢ézimi salinwr veya sonsuzda sifira gider ancak

ve ancak [(H8) saglanar.

4.2 Smirsiz Qoziimlerin Davranisi

Teorem 4.2.1: Kabul edelim ki|(C1), |(H4), |(H5) ve|(HI) saglansin. Ayrica, asagidaki

kosullar da saglansin.
(H11) ftzo D(n)An = cc.

(H12) [to,00)r tizerinde ®>° = ¢ saglanacak sekilde siurh bir ® € C2([to, 00)r, R)

fonksiyonu vardar.
Bu durumda, ([L0I) denkleminin her simrsiz ¢ozimi salinr.

Ispat: Kabul edelim ki z fonksiyonu (401) denkleminin salinmayan bir simirsiz ¢o-

zimil olsun. Genellikten 6diin vermeden x ¢oztimiiniin er ge¢ pozitif oldugunu kabul

edebiliriz. [(C1)|ve |(H9) sartlarindan uygun a,a € [0, 1)g sabitleri ve yeterince biiyiik

bir t; € [tg,00)r vardir ve her ¢t € [t;,00)r i¢in [(H4)| kogullar1, (B12) ifadesi,
(t), 2(a(t)), x(B(1)), x(7(t)) > 0 ve

bore 1—a
/ / C(n)AnA¢ < N (4.2.1)
t1 Jv(C)
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saglanir. x smursiz oldugundan (B.I7) ve (B8] saglanacak sekile artan ve iraksak

{&}ren C [t1,00)r dizisi vardir. y, ve z, fonksiyonlarmi sirasiyla (3.I1.4) ve (A1)
ifadelerindeki gibi tanmimlayalim. Boylece her k € N icin

22(8) 22 (&) — /gk /: C(n 7)) AnAC

©)
{1 —a— /Ek /V; C(n AUAQ] (&k) — P(&)
?ate - ot

(&) — (&) (4.2.2)
elde edilir. (£2.2)) ifadesinde (H12)| ve (B.17) dikkate almarak & — oo i¢in limit

alindiginda ¢, = oo bulunur. Yani, z2 er ge¢ pozitiftic. O halde, £,a negatif olma-

. 1-—
2{1—@—

1-a

yan bir sabittir. Diger taraftan, (ZI11) ifadesinden y2 fonksiyonunun er gec pozitif
oldugu goriiliir. Boylece (B.113) ile tamimh ¢, limitinin varhgr goriliir. (B.I12) ve
(B.14) ifadelerinden her k£ € N igin vy, (&) > (1 — a)z (&) — ®(&) olup dikkate
alimarak £ — oo icin £, = oo elde edilir. Béylece uygun bir ¢y € [t1, 00)r icin [t2, 00)T
iizerinde 1,,y5 > 0 elde edilir. (Z.L3)) ifadesi [ts, 00)T iizerinde integrallenerek

50> (1) ~ s = [ Dlnja(Bm)an
elde edilir. Yani, (3. 1.12) saglanir. Simdi, ¢ GQ[tg, 00) igin

. ) y=((t)) : o(t)
T(t) = —=, A(t) = At ve ®(t):= 4.2.3
e AT O R

olarak tanimlansm. Bdylece ¢, = oo, (B.1.12) ifadesi ve [((H12)| sartindan
hgclgfx(t) =0 ve tliglo O(t) =0 (4.2.4)

olur. Ayrica, y, fonksiyonu [ty, 00)r tizerinde artan oldugundan her ¢ € [t5, 00)7 i¢in
—a<-A() <A <AT(H)<a (4.2.5)

bulunur. (BI.4) ifadesinden her ¢ € [ty, 00)r i¢in

x(t)  Al)z(a)  2(@)

Ya(t) Ya(t) Ya(t)

—i(t) + Az ((t)) — (1) (4.2.6)

1=
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elde edilir. Simdi,  fonksiyonunun sinirh oldugunu gosterelim. Aksi taktirde,

~ ~

lim #(&) =00 ve #(&) = max{&(n): n € [to,&lr}, VkeN

k—o0
saglanacak sekile artan ve raksak {ék}keN C [tg, 00)T dizisi vardir. ([£20) ifadesinden
her £ € N icin

~

1> (1 —a)i(&) — (&)
olup (£2.4)) yardimiyla £k — oo i¢in 1 > oo celigkisi elde edilir. O halde, & fonksiyo-
nu siurl olmahdir. Teorem B.I.1lin ispatindaki adimlara benzer adimlar takip edilirse
limy; o0 () = 0 bulunur. Bu ise (£2.0]) ifadesinde ¢ — oo i¢in limit alindiginda 1 = 0
celigkisini verir. Boylece denklemin salinmayan sinirsiz ¢oziimii yoktur. Sonug olarak,

her sinirsiz ¢oziim salinir. O
Ornek 4.2.2: T =R olsun ve ¢ € [37, 0c0)g olmak fizere

[2(t) — 272 cos(t/2)x(t/2)]" + ™/ (2 + t%) x(t — 51 /2)

i (4.2.7)

e

12

denklemini inceliyelim. ¢ € [37, 00)g icin A(t) = —2e "2 cos(t/2), a(t) = t/2, B(t) =

™22 + 1/t2), B(t) = t — 57w/2, C(t) = e™? /12, ~(t) = t — 7/2 ve ¢(t) = sin(t)
seklindedir. Acikca,

z(t —m/2) = sin(t)

limsup | — 2e71/2 (:os(lf/Q)Tr + limsup [ — 2 et/? cos(t/2)] =0<1

t—o0 t—o0
olup A katsayis1 |(C1)| kogulunu saglar. ¢ € [3m,00)r i¢in sonsuzda limiti olmayan
®(t) := —sin(t) alnabilir. Agkea, t € [3m,00)g igin v(t) = t — 27 kesin artan olup
v([3m,00)R) = [71,00)r = [V(3T), 00)r saglanir ve D(t) = e*™/2(2+1/t?) —e™/? /(t —27)?

er ge¢ pozitiftir. Diger taraftan,

/oo ( 5m/2 (2 N 1 ) oT/2 )A /oo /Ti eT/2 ACA w2 @)
e — | - — n=00 ve n=e Y
4 772 (77 - 277—)2 i Jn—2rw CQ

olup [(H9)| ve |(H11)| saglanir. Teorem B2 Tfin tiim sartlar saglandigindan (£27)) denk-

leminin her smirsiz ¢oziimii salimimhdir. Ornegin, ¢ € [37,00)g igin z(t) = e'sin(¢)

fonksiyonu boyle bir ¢oztimdiir.
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Teorem [A.1.T], Teorem 211 ve Sonug T 3yardimiyla agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.2.3: Kabul edelim ki|(C1),|(H4), \(H5), |(HI)H(H11) saglansin. Bu durumda,

(@OT) denkleminin her ¢ozimi salinar veya sonsuzda sifira yakinsar.

Sonug 4.2.4: Kabul edelim ki|(C1), |(H4), |(H5), [(H9), |(H11) ve (E18)) saglansin. Bu

durumda, [ty,00)r tUzerinde ¢ = 0 olmak tizere (LOJ]) denkleminin her ¢ézimi salinr.

4.3 Bolum Sonu Degerlendirmesi

Tezdeki Bolim [l ve Boliim . 2I'de verilen salinim sonuglar1 (Karpuz et al. 2009, Ma-
nojlovi¢ et al. 2006, Parhi and Chand 2002, Parhi and Chand 1999) makalelerindeki
sonuclar1 zaman skalasina genisletip bazi kisitlarini da ortadan kaldirmaktadir. Ayri-
ca, Bolim [ITdeki pozitif ¢ozlimlerin varhig: iizerine verilen sonuclar, salinim {izerine
verilen sonuglar i¢in tamamlayici nitelikte olup literatiirde daha once ve
sartlar1 altinda hi¢ incelenmemistir. Literatiirde salinim iizerine yapilmig olan c¢alig-
malarin biiylik bir ¢cogunlugu ikinci mertebe tizerinde odaklagmig olup bu denklemin
sadece pozitif katsay: icerdigi durumu ele almistir ve pozitif ve negatif katsayi iceren
sonuclar yok denecek kadar azdir. Dolayisiyla, burada verilen sonuclar bu bosglugu
oldurmaya yonelik bir adimdir. Bildigimiz kadariyla literatiirde ikinci mertebeden denk-
lemler tizerine verilen sonuclarin hepsinde A katsayisinin igaretinin sabit oldugu kabul
edilmigtir. Burada verilen sonuclar, pozitif ve negatif katsay1 iceren denklemlerde notral
terimdeki A katsayisinin isaret degistirebilmesine de imkan vermektedir. Bolim 1]
ve Bolim F27deki sonuglarin biraz daha genel halleri (Karpuz 2011) referansinda yer

almaktadar.
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5 YUKSEK MERTEBEDEN DENKLEMLER

Bu boliimde T iistten smirsiz bir zaman skalasi, n € N, ¢, € T, A € C_4([to, o0)T, R),
B, C € C.4([to, 00)T, [0,00)Rr), @, 3,7 € C([tg, 00)T, T) kesin artan simrsiz fonksiyonlar,
her t € [to, 00)r igin a(t), 5(t), v(t) < t, a([to, 00)1) = [a(to), 00)T ve ¢ € C4([to, o0)T, R)

olmak tlizere

ATL
[(t) + A()z(a(t))]” + B1)z(B(1) — C(t)z(y(t)) = ¢(t), tE[to,00)r (5.0.1)
denkleminin ¢oziimlerinin asimptotik davranisi incelenecektir.

Tanmim 5.0.1 (Coziim): ¢y := minyep,,0). {a(t), B(t),7(t)} ile tammlanmak iizere x :
[t_1,00)r — R fonksiyonu i¢in fonksiyonu i¢in z + A -z o a € C%([ty, 00)T, R) olmak
tizere (5.0.0]) denklemini [ty, 0o)r ekseni tizerinde 6zdes olarak sagliyorsa « fonksiyonuna

(E0T) denkleminin ¢ézimi denir.

(E0T) denkleminin ¢oziimlerinin salimmlhilik 6zelligi Tanim B.0. 127 deki gibidir.

5.1 Sinirlh Cozuimlerin Davranisi

Teorem 5.1.1: Kabul edelim ki A katsayisi i¢in|(C1) saglansin. Buna ek olarak asa-

qudaki kosullar saglansin.
(H18) (—1)"~ 1ft n-1(to, o(n))B(n)An = oco.
(H14) (=1)"7" [ hoa(to, 0(n))C(n)An < oo.

(H15) [ty,00)r fizerinde ®*" = ¢ wve limy o ®(t) = 0 saglanacak sekilde bir ® €

2 1([to, 00)1, R) fonksiyonu vardur.

Bu durumda, (B.0.J)) denkleminin her sinarly ¢ozimi salinwr veya sonsuzda sifira yakin-

sar.

Ispat: Kabul edelim ki # fonksiyonu (50.1)) denkleminin salinmayan bir smirh ¢oziimii

olsun. Genellikten 6diin vermeden x ¢oziimiiniin er gec pozitif oldugunu kabul ede-
lim. [(Cl)| sartindan her ¢ € [t;,00)r i¢in (BL2) ve x(t), z(a(t)),z(5(t)), z(y(t)) > 0
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saglanacak sekilde a,a € [0,1)g ve t; € [ty,00)r vardir. ¢ € [t;,00)r olmak iizere y,

fonksiyonu (B.1.4) ve
walt) = ua(t) + / s (1, o (m) Oy (m) A (5.1.1)

ile tanimlansin. (5.1.7]) ifadesinde Lemma 2.4.2](ii)| kullanilip n defa tiirev alinarak her
t e [tl, OO)']I‘ IQIH

e () =yz (t) = CH)a(y(t) (5.1.2)

elde edilir. (5.1.2) ifadesi (5.0.0) denkleminde kullanilarak her ¢ € [t1, 00)r igin

22"(t) = ~BH)x(8(1)) < 0 (5.1.3)

T

oldugu goriiltir. Bu ise her j € [0,n)z i¢in zxAj fonksiyonunun [t;, 00)r tizerinde monoton
oldugunu soyler. O halde, bir ty € [t;,00)r i¢in z, fonksiyonu [t9, 00)r {izerinde sabit
isaretlidir. Diger taraftan; x ¢oziimiiniin siirlihgr, [(C1)], [(HH14)] ve [(H15)| sartlar kulla-
nilarak z, fonksiyonunun sinirh oldugu (8.1.4]) ifadesinden 6grenilir. Lemma 2.4.5ten

her j € [1,n)z i¢in
lim 22 (t) = 0 (5.1.4)

T
t—o0

oldugu sonucuna variir. (B.I4) dikkate almarak (5.13) ifadesi, [t,00)r C [t2,00)T

tizerinde (n — 1) defa integre edildiginde her t € [ty, 00)T igin

o = [ / °° . / °° Cln)a(B) A - A 21y

oldugu gortiliir. Burada ardigik integraller i¢in Lemma 2.4.2](ii)| uygulanarak her ¢ €

[t2, 00)r icin

(=1)" a2 () = ()" /too hn—a(t, o(1)) B(n)z(B(n))An

elde edilir. Son ifadeyi [t;, 00)T lizerinde integre eder ve Sonug ’yi kullanirsak

sonlu olan ¢, degeri (B.I.11]) ifadesindeki gibi tamimlh olmak tizere

/ " B (t2, 0 (1) B (B(0) A = (1) — L.

t2
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sonucuna ulagilir. Son ifadenin sag tarafi sonlu olup sartindan (BI.12) ifadesi
elde edilir. (5.I]) ifadesinde ¢ — oo igin limit alahm, Lemma ZA6](ii)[den (BII3)
ile tammmh ¢, degeri icin ¢, = ¢, oldugu goriiliir. Ispatin geri kalan kisminda Teo-
rem B TTIin ispatindaki adimlar kullanihirsa (B1.14) ifadesinin saglandigi goriliir ve

ispat tamamlanir. O

Ornek 5.1.2: T = Z olmak iizere

A3 |a(t) + (_31)tx(t — 2)} + (8 + %4):1:(15 —2)— %437(15 —4)=0, te[l,00)z (5.1.5)
ile verilen fark denklemini inceliyelim. Bu denklemde n = 3 olup ¢ € [1,00)z i¢in
A(t) = (=1)1/3, a(t) =t—2, B(t) =8+ 1/t*, B(t) =t —2, C(t) = 1/t*, y(t) =t —4 ve
©(t) = 0 geklindedir. s,t € Z igin ho(t,s) = (t — s)2/2 = (t — s)(t — s — 1)/2 seklinde
oldugundan sartlarimin saglandigini gostermek kolaydir. A fonksiyonu
sartin1 sagladigindan, Teorem [B.I.Ifden (B.1.5) denkleminin her smirl ¢oziimii
salimir veya sonsuzda sifira yakisar. ¢ € [1,00)z igin z(¢t) = (—1)" fonksiyonunun
(EI5) denkleminin salinan bir sinirli ¢6ztimii oldugunu gormek kolaydir. Bildigimiz

kadariyla literatiirde bu denklemin g¢oziimlerinin davramsiyla ilgili bilgi veren higbir

sonu¢ yoktur.

Sonug 5.1.3: Kabul edelim ki n bir ¢ift say olsun, |(C1), |(H13) ve [A18) saglansin.
Bu durumda, [tg, 00)t tzerinde C = 0 ve ¢ = 0 olmak tizere (501]) denkleminin her

swnarly ¢ozumai salinar.

ispat: Kabul edelim ki z fonksiyonu (£.0.1]) denkleminin salinmayan bir sinirhi ¢oziimii
olsun. Genellikten 6diin vermeden x ¢oziimiiniin er ge¢ pozitif oldugunu kabul edelim.
Her ¢ € [t1,00)r icin x(t), z(a(t)), x(5(t)), x(y(t)) > 0 saglanacak sekilde ¢, € [to, 00)r
vardir. Teorem BT I7den (B.1.14)) saglanir. Bu durumda, (81.4) ve A fonksiyonunun
sirhibgindan (3.1.14)) ile tanimh deger icin ¢, = 0 elde edilir. n ¢ift say1 oldugundan

[Kiguradze™nin lemmasindan] [ty, 00)r iizerinde y® > 0 saglanacak sekilde t, € [t;, 00)T

vardir. (LI18) ifadesinden A(t3) > 0 olacak sekilde t3 € [ta, 00)r vardir. Boylece her

t € [ts, 00)r icin Y, (t) > y.(t3) = x(t3)+ A(ts)z(a(ts)) > 0 olup [t3, 00)r Uzerinde y, > 0
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elde edilir. Bu ise ¢, > 0 celigkisini yaratir. Sonug olarak her smirh ¢oztim salimir ve

ispat biter. O

Teorem 5.1.4: Kabul edelim ki |(C2), ((H13)H(H15) saglansin. Bu durumda, (5.0.1)

denkleminin her simirl ¢ozumi salimir veya sonsuzda sifira yakinsar.

ispat: Teorem B.1.3] ve Teorem GBI Ifin ispatindaki adimlar kullanilarak salinmayan

sinirh ¢oziimlerin sonsuzda sifir degerine yakinsadigi gosterilebilir. O

Sonug 5.1.5: Kabul edelim ki n bir ¢ift sayr olsun, |(C2) ve |(H13) saglansin. Bu

durumda, [to, 00)r tzerinde C' =0 ve ¢ = 0 olmak tzere (B.00)) denkleminin her sinirl

cozumai salinar.

ispat: Tspat, Sonug B.I.3M1in ispatinin aynisidir. ]

Teorem 5.1.6: Kabul edelim ki |(C3), [(H13)H(H15) saglansin. Bu durumda (5.0.J])

denkleminin her sinwrly ¢ozimi salinir veya sonsuzda sifira yakinsar.

Ispat: Teorem BI4 ve Teorem B I Tin ispatindaki adimlar kullanilarak salinmayan

sinirh ¢oziimlerin sonsuzda sifira yakinsadigi gosterilebilir. 0

Sonug 5.1.7: Kabul edelim ki n bir tek say olsun, [(C3) ve [(H13) saglansin. Bu

durumda, [ty,00)r tzerinde C'= 0 ve ¢ = 0 olmak tzere (5.0.1]) denkleminin her sinurl

cozumai salinar.

ispat: Kabul edelim ki z fonksiyonu (£.0.1]) denkleminin salinmayan bir sinirhi ¢dziimii
olsun ve x ¢oziimiiniin er ge¢ pozitif oldugunu kabul edelim. Bu durumda her ¢ €
[t1,00)7 igin z(t), x(a(t)), z(B(t)), x(y(t)) > 0 saglanacak sekilde ¢; € [ty, 00)r vardir.
Teorem ET.6/dan (BI14) saglanir. Bu durumda z, = y, olup bu fonksiyon (5.1.3)

ifadesinden dolay1 salimmsizdir ve (B.1.4]) ve A fonksiyonunun simirhhgindan £, = 0
elde edilir. y, fonksiyonu uygun bir ty € [t1,00)r igin [te,00)r lizerinde sabit igaretli
olsun. Simdi y, fonksiyonunun [t, 0o)r tizerinde pozitif oldugunu kabul edelim. Her t €
[t, 00)T i¢in x(t) = y.(t) — A(t)x(a(t)) > ax(a(t)) > x(a(t)) olup liminf; o z(t) > 0

geligkisi elde edilir. O halde, [t2, 00)T Tizerinde y, < 0 olmalidir. n tek say1 oldugundan

26



[Kiguradze'nin lemmasidan| (—y,) artan olmalidir. Yani, y, azalandir. Bu durumda

da ¢, < 0 olup celigki elde edilir. Sonuc olarak her smirh ¢oziim salinir. O

Ornek 5.1.8: ¢ € (1,00)r olmak iizere T = ¢Z olarak alahm ve

D? [x(t) — 22(t/g)] + (‘(fq“igqqg;l)x(t):o, te[l,00) (5.1.6)

ile verilen g¢-fark denklemini goz éniine alalm. Bu denklemde n = 3 ve t € [1, oo)?Z
iein A() = ~2, a(t) = t/q, B(t) = [6(g + 1)(¢® + D]/[(g — VP, B(t) =1, C(1) =

v(t) =t ve p(t) = ®(t) = 0 seklindedir. Sonug E.I7nin tiim sartlarmin saglandig
gosterilebilir. Agikca, ¢ € [1,00) 7 i¢in x(t) = (—1)"8® ile tanimh fonksiyon (5.1.0)

denkleminin salinimli bir sinirl ¢oztimiidiir.

Teorem 5.1.9: Kabul edelim ki|(C1), |(H14) ve |(H15) saglansin; fakat|(H13) saglan-

masin. Bu durumda, (5.0J]) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan salinimsiz bir

swnarly ¢ozumi vardar.

ispat: Belirtilen salinimsiz ¢oziimiin varligini gostermek ic¢in [Krasnosel “skii'nin sabit]
mokta teoreminikullanacagiz. A fonksiyonu|(C1)/kosulunu sagladigindan her ¢ € [t1, 00)r

icin (B.1.2)) saglanacak sekilde ¢; € [tg,00)r ve a,a € [0,1)g vardir. [(H15)[ sartindan
her t € [ty, 00)r icin |®(t)| < k olacak gekilde ¢y € [t;,00)r ve k € (0,00)g vardir. Bu

durumda, k = [-m+ (1 —a—a)m]/6 ve m > m sartin saglayan m, m € (0, co)g vardir.

saglanip [(H13)| saglanmadigindan Lemma 2Z.6](ii)[den her ¢ € [t3, c0)7 igin

% (5.1.7)

] [ st otmicn s <

[ haattomzman < &
saglanacak gekilde t3 € [tg,00)r vardir. BC([t3, 00)r, R) ile [t3, 00)r tizerinde tanimh
tim reel degerli simirhh ve siirekli fonksiyonlarin supremum normu ile olusturulmus
Banach uzaymi gosterelim. Bu uzay ic¢inde Q alt uzaym (B.2.12) ile tammlayalim.
min{a(ty), B(ts), v(ts)} > t5 olacak sekilde t; € [t3,00)r secelim ve k := [m + (1 —a +

a)m]/2 degerini tammmlayalim. Simdi I' : Q — Q déniigimi (3213) ifadesindeki gibi
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ve U : () — Q doniisimiini

(Vz)(t), t € [to,ta)T

(U2)(1) = oo
/t B (. () [Cmz(y(m)) — B)x(B(m)] A, t € [t4, 00}

ile tamimlayalim. Iddia ediyoruz ki I'z + Uz = 2 denkleminin € i¢inde bir sabit noktast
vardir. Agikca, (3212) ve (BIT) ifadelerinden her z,y € Q igin I'z + Uy € Q olur.
Ayrica, max{a,a} < 1 ve [t3,00)r lizerinde |I'z —'y|| < max{a,a}||z —y| oldugundan
I' doniigtimiiniin bir biiziilme olugunu goriirtiz. Simdi de ¥ doniigiimiiniin stirekli ve
kompakt oldugunu gosterelim. €2 icinde bir x elemanina noktasal olarak yakinsayan

{zk }ren C Q dizisini segelim. Her ¢ € [ty, 00)r ve k € N i¢in
| (W) (8) — (V) ()| =’ /:O ha-1(t,0(n))C () [ze(v(n)) — z((n))] An
+

/ s (t, 0 (1)) B(n) [24(8(n)) — 2(8(n))] An|.

t

elde edilir. [Lebesguenin baskin yakinsaklhk teoreminden| her ¢ € [t4, 0o)r icin (B.2.14)

elde edilir. Boylece ¥ doniigiimii €2 tizerinde siireklidir. W'nin goreceli kompakthigini
gostermek icin Teorem 2.5.9un sartlarimin saglandigini gosterecegiz. Acikca, 2 diizgiin

simrhdir. Lemma 2Z6](ii)[den her € € (0, 00) i¢in ¢ € [t5,00)r oldugunda

3

<

ve

| hm(t,a(n))B(n)An' <

/t b (1, 0 (1) Cm) A

4m 4m

saglanacak sekilde t5 € [t4, 00)r bulunabilir. Béylece ¥'nin diizgiin Cauchy oldugu

goriliir. Clinki her s,t € [ts, 00)r igin

(Wa)(t) — (W) () =' [ / " haa(t,0(n) [Cp)z(v(n)) — B(n)x(ﬁ(n»]m}

- [ [ st [Clnpstatn) - B(n)x(ﬁ(nmn}

=

J a(n»c(n)m' "

J a(n))B(n)An'

_|_

Ja= o<n>>0<n>An] " ] Ja a(n))B(n)AnD
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olup BZT0) saglamir. Simdi U kiimesinin [t4, t5]r lizerinde lokal egsiirekli oldugunu
gosterelim. n = 1 ise integralin yakinsakligindan her ¢ € (0, 00)g igin |t — s| < § sartim
saglayan her s,t € [ty, t5|t igin

€

< (5.1.8)

2m

t c t
/B(n)An’<% ve ’/ C(n)An

olacak sekilde § € (0,00)g vardir. Bu durumda, (5.I8) yardimyla |t — s| < 0 sarti
saglayan her s,t € [ty, t5]r i¢in (B2I6) saglamir. n > 2 ise Lemma 2.Z0l(ii)/den her
t € [ty, 00)T igin

A hn2<t,a<n>>B<n>An' < v

/t h hng(t,o—(n))C(n)An’ < % (5.1.9)

olacak sekilde bir & € (0, 00)g vardir. Boylece Sonug ZA3|(ii)[den ve (G.1.9) ifadesinden

2m

her s,t € [ty, t5]T igin

|(T)(t) — (Pz)(s)| :‘ [/too hn-1(t, o () [C M)z (v(m) — B(n)=(B(n))] A

— [T st ot [Cmatn) - B(n)xw(n»]m]

:] / t / " a1, ()OO ACAY

_ / / " haln, 0(Q) BO(B(C) ACAY

olup (8.2.19) ifadesinin saglandig goriiliir. 0 := ¢/¢ ile tanimlanirsa § € (0, co)r olup,
|t—s| < d sartim saglayan her s, t € [ty, t5]r icin (B:2.10) saglanir. Sonug olarak,¥(2 lokal
egsiireklidir. Teorem [Z5.9dan, ¥ kiimesi BC([to, 0o)r, R) iginde goreceli kompakttir;
dolayisiyla da W kompakttir. [Krasnosel “skii’nin sabit nokta teoreminden| 'z + Vo =

ifadesinin saglandig bir x € Q vardir. O halde, her t € [ty, 00)r igin

2(t) = —A()x(aft)) + /too hna(t, 0 () [B(m)x(B(n)) — COnz(y(n)] An + @(t) + k

veya buna denk olan

z(t) + A)z(a(t)) — /too hn-1(t, o () [Bm)x(B(n)) — C(n)x(v(n))|An = ©(t) + k
(5.1.10)
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denklemi n defa tiiretilerek  fonksiyonunun (B.0.]) denklemini sagladig: goriiliir. Agikga,

bu z ¢éziimii i¢in (B.2.21)) saglanir ve ispat tamamlanir. O

Teorem .11, Sonug B.1.3] ve Teorem B.T.9dan asagidaki iki sonug elde dilir.

Sonug 5.1.10: Kabul edelim ki|(C1), |(H14) ve|(H15) saglansin. Bu durumda, (5.0.1])

denkleminin her sinwrly ¢cozumi salimir veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve ancak

(H13) saglanar.

Sonug 5.1.11: Kabul edelim ki n bir ¢ift say olsun, |(C1) ve [AL18) saglansin. Bu
durumda, [ty,00)r tzerinde C'= 0 ve ¢ = 0 olmak tzere (.0.1]) denkleminin her sinurl

¢oziimi salinar ancak ve ancak|(H13) saglanar.

Teorem 5.1.12: Kabul edelim ki|(C2), |(H14) ve|(H15) saglansin; fakat|(H13) saglan-

masin. Bu durumda, (5.0J]) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan salinimsiz bir

swnarly ¢cozumai vardar.

ispat: Teoremin ispatinda [Krasnosel “skii’nin sabit nokta teoreminil kullanacagiz. A
fonksiyonu [(C2)| kogulunu sagladigimdan her ¢ € [t;, co)r igin (B1IT) saglanacak sekilde
t1 € [to,00)T ve a,a € (1,00)g vardir. sartindan her ¢t € [ty, 00)y icin |D(t)| < k
saglanacak sekilde ¢y € [t,00) ve k € (0, 00)g vardir. Bu durumda, k = [—am + (a —
1)m]/6 ve m > m olacak sekilde m,m € (0,00)g bulunabilir. Diger taraftan
saglanip saglanmadigindan Lemma ZZ06[(ii)[den her ¢ € [t3, co)r i¢in

/too hua (b0 (m)C)A| < & (5.1.11)

m

| hn1<t,a<n>>B<n>An' <P

m

saglanacak sekilde t3 € [tg, 00)r vardir. BC([t3,00)r, R) ile [t3, 00)r lizerinde tamml
tim reel degerli simirhh ve siirekli fonksiyonlarin supremum normu ile olusturulmus
Banach uzaymi gosterelim. Bu uzay icinde Q alt uzaymi (B2ZI2) ile tammlayalim.
min{a(ty), B(ts),(ts)} > t3 olacak sekilde t4 € [ts,00)1 secelim ve k = [am + (a +
1)m|/2 degerini tammlayalim. T : Q — Q doniisimi B.2.22)) ifadesindeki gibi ve
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P Q — Q dontigimini

(

(Ux)(ts), t € [to, ta)T
1 00 s
(V2)(t) = { A(a—1(1)) /a S hn-1(a™(t),0(n)) o
x [B(n)z(B(n)) — C(n)z(v(n))] An
\ (5.1.12)

ile tamimlayalim. Iddia ediyoruz ki I'z + Uz = 2 denkleminin € icinde bir sabit noktast
vardir. Once her z,y € Q icin Tz + Uy € Q oldugunu gosterelim. Acikca, [3212)
ve (BT ifadelerinden her x,y € Q i¢in I'z + Uy € Q olur. Ayrica, a € (1,00)g ve
[t3, 00)r lizerinde ||Tz — Ty|| < (1/a)||z — y|| oldugundan I" doniigiimiiniin bir biiztilme
olugunu gortiriiz. ¥ dontigimiiniin siirekli ve kompakt oldugunu gostermek zor degildir.

IKrasnosel “skii'nin sabit nokta teoreminden|I'z 4+ W = z ifadesinin saglandig1 bir z €

vardir. Yani,

(#) :m [k — a0 () + Dl (1)

veya buna denk olan (5.I1.10) ifadesi elde edilir. Son olarak (B.IT0) ifadesi n defa
tiiretilerek, = fonksiyonunun ayni zamanda (5.0.1]) denkleminin ¢éziimii oldugu goriiliir.

Agikga, z ¢oztimil i¢in (B22T]) saglanir ve ispat tamamlanir. O]

Teorem (.1.4] Sonug B.1.5 ve Teorem 5. T.12/den asagidaki iki sonug elde dilir.

Sonug 5.1.13: Kabul edelim ki|(C2), |(H14) ve|(H15) saglansin. Bu durumda, (5.0.7])

denkleminin her sinirly ¢ozimi salinir veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve ancak

((H13) saglanar.

Sonug 5.1.14: Kabul edelim ki n bir ¢ift say olsun ve [(C2) saglansin. Bu durumda,

[to, 00)1 tzerinde C' = 0 ve ¢ = 0 olmak dzere (5.0J]) denkleminin her sinurle ¢ozimi

salinar ancak ve ancak |(H13) saglanar.
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Teorem 5.1.15: Kabul edelim ki|(C3), |(H14) ve|(H15) saglansin; fakat|(H13) saglan-

masin. Bu durumda, (5.0J]) denkleminin sonsuzda sifira yakinsamayan salinimsiz bir

swnarly ¢ozumai vardar.

ispat: Ispatta [Krasnosel skivnin _sabit nokta teoremini kullanacagiz. sagladigin-
dan her ¢ € [t1,00)r i¢in (BI2I) saglanacak sekilde t; € [ty,00)r ve a,a € (1,00)r
vardir. |(H15)[ sartindan her ¢ € [ty, 00)r igin |®(¢)| < k olacak sekilde ty € [ty,00)T
ve k € (0,00)g vardir. Bu durumda, k£ = [—(1 + a)m + am|/6 ve m > m sartim
saglayan m,m € (0,00)g sabitleri bulunabilir. Diger taraftan saglanip
saglanmadigindan her ¢ € [t3, 00)r i¢in (B.ITIT]) saglanacak sekilde t3 € [tg, 00)7 vardir.
Simdi min{o(ty), B(ts),v(ts)} > ts olacak sekilde t; € [ts, 00)r secelim ve k := [(1 —
a)m — am]/2 degerini tanimlayalim. Son olarak I', ¥ : Q — Q doniigiimlerini sirasiyla
B222) ve (B.112) ifadelerindeki gibi tammlarsak, I' + ¥ operatoriiniin € i¢inde bir
¢Oziimiiniin var oldugunu Teorem [F.II2deki gibi gosterebiliriz. Ispat boylece tamam-

lanir. O

Teorem (.1.6] Sonug B.1.7] ve Teorem . T.TAl'ten agsagidaki iki sonug elde dilir.

Sonug 5.1.16: Kabul edelim ki|(C3), |(H14) ve|(H15) saglansin. Bu durumda, (5.0.7])

denkleminin her sinwrly ¢cozumi salimir veya sonsuzda sifira yakinsar ancak ve ancak

((H13) saglanar.
Sonug 5.1.17: Kabul edelim ki n bir tek say olsun ve saglansin. Bu durumda,

[to, 00)T dzerinde C' = 0 ve ¢ = 0 olmak tzere (L.OJ]) denkleminin her sinirle ¢ozimi

salimar ancak ve ancak|(H13) saglanar.

Ornek 5.1.18: T zaman skalasimi R, Z veya IPy 5 1 /2 kiimelerinden herhangi birisi olarak

alalim. n € N, A € R\{#1} ve b,c € (0, 00)r olmak tizere

Lot—1-Lawy =0, tep oo (5.1.13)

() + At = 2] + 5 o

denklemini dikkate alalim. Bu denklemde ¢ € [1, 00)t igin A(t) = \, a(t) =t—2, B(t) =
1/t B(t) =t —1, C(t) = 1/t¢, v(t) =t ve p(t) = ®(t) = 0 oldugu goriiliir. Agikca,
A = £1 veya ¢ > n oldugunda yukaridaki sonuglardan hig birisi (B.1.13]) denklemine
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uygulanamaz. Ancak, A € R\{£1} ve ¢ < n sartlar altinda Sonu¢ E.T.10, Sonug 5.T.T3]
ve Sonu¢ L. I.T6/dan (B.1.13) denkleminin sinirli her ¢oziimiiniin b > n olmasi halinde
salindigini veya sonsuzda sifira yakinsadigini goriirtiz. Diger taraftan b < n ise denklem

sinirh salimimsiz ve sonsuzda sifira yakinsamayan bir ¢oziime sahiptir.

5.2 Smirsiz Coziimlerin Davranisi

Teorem 5.2.1: Kabul edelim ki n > 2 olsun ve A katsaysi i¢in|(C1) saglansin. Buna

ek olarak asagidaki kosullar saglansin.
(H16) (—1)"~ 2]; n—2(to, o(n))B(n)An = oco.

(H17) Yeterince biiyik her s € [to,00)r ve (n — j) tek olacak sekilde her j € [1,n — 2]z

1Ccin

1V ‘

i jnf S (s, 0@)hi 1 (B(1),8)
t—o00 hn,Q(S’ O'(t))

(H18) [to,00)r dzerinde ®2" = ¢ olacak sekilde sinarl bir ® € C%([tg, 00)T, R) fonksiy-

onu vardar.

Bu durumda, [ty,o0)r tUzerinde C' = 0 olmak tzere (.01 denkleminin her sinirsiz

cozuma salinar.

ispat: Genellikten 6diin vermeden x fonksiyonunun (B.0.1]) denkleminin er ge¢ po-
zitif bir simrsiz ¢oziimii oldugunu kabul edelim. sartlarindan her t € [ty, 00)r
icin BI2) ve z(t), z(a(t)),z(B(t)), z(y(t)) > 0 saglanacak sekilde a,a € [0,1)g ve
ty € [to,00)r vardir. [ty,00)y lizerinde y, = z, fonksiyonu (BI4) ile tanimlansin.
Boylece her t € [ty,00)r i¢in (B.I3) saglanir. Bu durumda, y, monoton olup (B.1.13)

ifadesindeki ¢, degeri tanimhdir. z ¢oziimiiniin siirsizhg kullanilarak Teorem A.2.Tfin

ispatindaki adimlar takip edilirse ¢, = oo oldugunu 6greniriz. [Kiguradzenin lemma-|

lsindanl t5 € [t1, 00)r ve (n — m) ¢ift olacak sekilde m € [1,n)z igin [to, 00)T lizerinde

ymAj > Oa j € [Oam)Z

(=1)7my2 >0, j€m,n)g
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saglanir. Lemma 242 ten her j € [0,m)z igin

lim 42 (¢) = 0

t—o00
oldugu gorilir. (513) ifadesi [t, 00)r C [t, 00)T Uzerinde (n —m) defa integre edilerek
Lemma ZA2[(ii)| uygulanirsa £,am := limy_, y2" (t) olmak iizere her ¢ € [t;, 00)r iin

o0

YA (t2) — fam = / o (t2, o (1) B(p)2(B()) A (5.2.1)

to

oldugu goriiliir. Boylece (B.2.]) ifadesinin sol tarafi sonlu oldugundan [(H16)| sart1 ve

Ozellik 221/ den
(=1)"™ By 1 (t2, 0 () 2(B(1))

i inf _
thoo CIO) !
oldugu goriliir ve |(H17)| sartindan da
lim inf —x(ﬁ(t)) =0
tooo 1 (B(1), 12)
veya
liminf —2 g (5.2.2)
t—ro0 m—1 (t7 t2)
olur. Taylor formiilii ve Ozellik 24 Iden her ¢ € [t,, 00)r icin
m—1 ) t
) = 30 U (st 2) + [ hoalt o) sy
j=0 t2
>y (t2) 1 (1, 12)
olup
x t m—1
liminf — 220 5 amgy g (5.2.3)

o0 T (tfa) = 2
elde edilir. &, A ve ® fonksiyonlar1 ([EZ3) ifadesindeki gibi tammlanirsa (5.2.2) ve
(B23) ifadelerinden (A.2.4]) ifadesinin saglandigr goriiliir. Teorem 2. 1fin ispatindaki
adimlar takip edilirse geligki elde edilir. Boylece (5.0.]) denkleminin her simirsiz ¢éziimii

salinir. O

Ornek 5.2.2: T = Z olmak iizere
1\
A3 [:v(t) + (— g) x(t — 2)} +64z(t) =0, te€[l,00)z (5.2.4)
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ile verilen fark denklemini inceliyelim. Buradan =3 vet € [1,00)z icin A(t) = (—1/3)7,
alt) =t —2, B(t) = 64, B(t) =t ve p(t) = ®(t) = 0 seklindedir. A fonksiyonu igin
(C1)| sartinin saglandig1 agiktir. k € Ny ve s,t € [1,00)z icin hi(t, s) = (t — s)&/k! olup

|(H16)[ve|(H17)[sartlarinin saglandigini gérmek kolaydir. Denklem homojen oldugundan
agikar olarak|(H18)|sart1 da saglamir. Teorem [5.2.Tfin tiim sartlar: saglandigindan (5.2.4))

denkleminin siirsiz her ¢oziimii salmr. Ornegin ¢ € [1, 00)z icin z(t) = (—3)* boyle bir
¢ozuumdiir. Bildigimiz kadariyla literatiirde bu denklemin sinirsiz ¢oziimleri hakkinda

bilgi verebilen sonug yoktur.

Sonug 5.2.3: Kabul edelim kin > 2 olsun, |(C1),|(H15),|(H16) ve|(H17) saglansin. Bu

durumda, [to,00)r tzerinde C' = 0 olmak tzere (5.0.1)) denkleminin her ¢ozimi salinwr

veya sonsuzda sifira yakinsar.

Sonug 5.2.4: Kabul edelim ki n > 2 bir ¢ift sayr olsun, |(C1), |[(H15), [(H16), |(H17) ve
#I8) saglansin. Bu durumda, [to,o0)r tzerinde C' = 0 ve ¢ = 0 olmak tzere (5.0.1])

denkleminin her cozimu salinir.

Ornek 5.2.5: T = R olmak iizere
1 (6)

x(t) + 158 cos(t)x(t —2m)| + %(2 + cos(t))z(t) =0, te€[0,00)r (5.2.5)

ile tamimimh diferensiyel denklemi dikkate alalim. Burada n = 6 ve t € [0, 00)g i¢in
A(t) = cos(t)/128, a(t) =t — 2, B(t) = (24 cos(t))/2, B(t) =t ve ¢(t) = ®(t) =0
seklindedir. Agikca, A fonksiyonu sartin1 saglar. Sonug¢ B.2.3iin tiim sartlar
saglandig1 gosterilebilir. Boylece (5.2.5]) denkleminin her ¢éziimii salinir veya sonsuzda
sifira yakmsar. Ornegin ¢t € [0, 00)g icin x(t) = sin(t) fonksiyonu (5.2.5) denklemi-
nin salimml bir ¢éztimdiir. Literatiirdeki sonuglar (5.2.5) denkleminin sadece smirl

¢oziimleri hakkinda bilgi verebilmektedir.

5.3 Bolum Sonu Degerlendirmesi

Literatiirde, yiiksek mertebeden diferensiyel ve fark denklemler iizerine oldukg¢a cok

galigma bulunmaktadir. Ancak, bu sonuglarin neredeyse hicbiri zaman skalasi teorisiyle
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birlestirilip dinamik denklemlere genisletilmemistir. Tezin Boliim [5.Ilve Boliim 5. 2Fsinde
verilen sonuclar bu alandaki ilk caligmalar olup yeni caligmalar icin fikir vermekte-
dir. Bu boliimlerdeki sonuclar literatiirde daha 6nceden diferensiyel ve fark denklemler
izerine verilmis olan sonuglarin basit bir yansimasi olmayip bu alanda acik kalan baz
problemlere de cevap vermektedir. Ornegin, (Sahiner and Zafer 2001) makalesinde
bahsedilen bir acik probleme Teorem cevap vermektedir ve Teorem [B.1.] neutral
terime iligkin katsayinin igsaret degistirmesine olanak vermektedir. Literatiire, yiiksek
mertebeden denklemler icin notral terimin isaret degigtirdigi duruma iligkin ¢ok az
sayida sonuc bulunmaktadir. Ornegin, (Bolat and Akin 2004) makalesinde nétral terime
iliskin katsayimin igaret degistirilmesine izin verilmistir; ancak burada bahsi gecen ter-
imin sonsuzda sifira yakinsadigi kabul edilmistir ve sonuglar sadece sinirh ¢oziimleri ele
almaktadir. Bagka bir sonug (Parhi and Rath 2003b) makalesinde verilmig olup nétral
terime iligkin katsayimmin periyodik oldugu durumda sinirsiz ¢oziimlerin davraniglar:
ele alinabilmistir. Dolayisiyla, Béliim B.1] ve Boliim B.27de verilen sonuclar oldukca
onemli olup (Bolat and Akin 2004, Parhi and Rath 2003a) makalelerindeki sonuglari
gelistirerek zaman skalasinina genisgletmektedir. Burada bahsedilen sonuclar ayni za-
manda (Parhi and Rath 2003a, Parhi and Rath 2003b, Parhi and Tripathy 2003, Sahiner
and Zafer 2001, Thandapani et al. 1997, Thandapani et al. 1999) makalelerinde verilen
sonuglarin bir ¢ogunu da igermektedir. Ayrica, (Kubiaczyk et al. 2003, Li and Quan
1995) makalelerinde yiiksek mertebeden pozitif ve negatif katsayi iceren denklemler
tizerine verilmig olan sonuglarin yanlg oldugunu belirtmek gerekir. Siirh ¢oztimler igin
dogru sonuglar Boliim [B.I7de verilmistir. Boliim B.17de pozitif ¢ozliimlerin varligi tizerine
verilmis olan sonuglar (Li et al. 2008, Zhou and Zhang 2002, Zhou and Zhang 2003) ma-
kalelerindeki sonuclar1 zaman skalasina genisletip notral terime iligkin katsayinin isaret
degigtirebilmesine imkan vermektedir. Boliim (1] ve Boliim B.2/de verilen sonuclarin

daha genel halleri (Karpuz 2009b, Karpuz 2009c) makalelerinde yayimlanmigtir.

66



KAYNAKLAR

Agarwal, R.P. (1992). Difference Equations and Inequalities: Theory, Methods, and
Applications. Second Edition, Monographs and Textbooks in Pure and Applied
Mathematics, 228, Marcel Dekker Inc., New York, USA.

Agarwal, R.P. and Bohner, M. (1999). Basic calculus on time scales and some of its

applications, Results Math., 35(1-2): 3-22.

Agarwal, R.P., Bohner, M., Grace, S.R. and O’Regan, D. (2005). Discrete Oscillation
Theory. Hindawi Publishing Corporation, New York, USA.

Agarwal, R.P., Bohner, M., Li and W.T. (2004). Nonoscillation and Oscillation: Theory
for Functional Differential Equations. Monographs and Textbooks in Pure and

Applied Mathematics, 267, Marcel Dekker Inc., New York, USA.

Agarwal, R.P., Bohner, M. and Rehdk, P. (2003). Half-linear dynamic equations.
Nonlinear Analysis and Applications, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht,

Netherlands, 1-2: 1-58.

Agarwal, R.P., Grace, S.R. and O’Regan, D. (2000). Oscillation Theory for Difference
and Functional Differential Equations. Nonlinear Analysis and Applications, 1-2:

1-58, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, Netherlands.

Akin-Bohner, E., Bohner, M., Djebali and S., Moussaoui, T. (2008). On the asymptotic

integration of nonlinear dynamic equations. Adv. Difference Equ., 739602: 1-17.

Amrein, W.O., Hinz, A.M. and Pearson, D.B. (2005). Sturm-Liouville Theory: Past

and Present. Birkhauser Verlag, Basel.

Anderson, D.R. and Kenz, Z.R. (2007). Global asymptotic behavior for delay dynamic
equations. Nonlinear Anal., 6(7): 1633-1644.

67


http://downloads.hindawi.com/books/9789775945198/9789774540639.pdf
http://downloads.hindawi.com/journals/ade/2008/739602.pdf
http://downloads.hindawi.com/journals/ade/2008/739602.pdf

Bohner, M. (2005). Some oscillation criteria for first order delay dynamic equations.

Far East J. Appl. Math., 18(3): 289-304.

Bohner, M., Karpuz, B. and Ocalan, O. (2008). Iterated oscillation criteria for delay
dynamic equations of first order. Adv. Difference Fqu., 458687: 1-12.

Bohner, M. and Peterson, A. (2001). Dynamic Equations on Time Scales: An Intro-
duction with Applications. Birkhaduser Boston Inc., Boston, USA.

Bohner, M. and Peterson, A. (2003). Advances in Dynamic Equations on Time Scales.
Birkhéuser Boston Inc., Boston, USA.

Bolat, Y. and Ak, O. (2004). Oscillatory behaviour of higher order neutral type
nonlinear forced differential equation with oscillating coefficients. J. Math. Anal.

Appl., 290(1): 302-309.

Erbe, L.H., Kong, Q. and Zhang, B.G. (1995). Oscillation Theory for Functional-
Differential Equations. Monographs and Textbooks in Pure and Applied Mathe-
matics, 190, Marcel Dekker Inc., New York, USA.

Erbe, L.H. and Zhang, B.G. (1989). Oscillation of discrete analogues of delay equations.
Differential Integral Equations, 2(3): 300-3009.

Dix, J.G., Misra, N., Padhy and L.N., Rath, R.N. (2008]). Oscillatory and asymptotic
behaviour of a neutral differential equation with oscillating coefficients. FElectron.

J. Qual. Theory Differ. Equ., 2008(19): 1-10.

Guan, K.Z. and Shen, J.H. (2007). Hille type oscillation criteria for a class of first order
neutral pantograph differential equations of Euler type. Commun. Math. Anal.,

3(1): 27-35.

Guseinov, G.Sh. (2003). Integration on time scales. J. Math. Anal. Appl., 285(1):
107-127.

68


http://downloads.hindawi.com/journals/ade/2008/458687.pdf
http://web.maths.unsw.edu.au/~cct/sample_book.pdf
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2003.09.062

Gyéri, 1. and Ladas, G. (1991). Oscillation Theory of Delay Differential Equations:
With Applications. Oxford Science Publications. The Clarendon Press Oxford
University Press, New York, USA.

Hilger, S. (1988). Ein MafBiKettenkalkiil mit Anwendung auf Zentrumsmannig-
faltigkeiten. Ph.D. Thesis, Universitat Wiirzburg, Germany.

Karpuz, B. (2009a). Some oscillation and nonoscillation criteria for neutral delay
difference equations with positive and negative coefficients. Comput. Math. Appl.,

57(4): 633-642.

Karpuz, B. (2009b). Unbounded oscillation of higher-order nonlinear delay dynamic
equations of neutral type with oscillating coefficients. FElectron. J. Qual. Theory

Differ. Equ., 2009(34): 1-14.

Karpuz, B. (2009¢). Asymptotic behaviour of bounded solutions of a class of higher-
order neutral dynamic equations. Appl. Math. Comput., 215(6): 2174-2183.

Karpuz, B. (2011). Necessary and sufficient conditions on the asymptotic behavior of
second-order neutral delay dynamic equations with positive and negative coeffi-

cients. (Yayma gonderildi).

Karpuz, B., Manojlovi¢, J., Ocalan, O. and Shoukaku, Y. (2009). Oscillation criteria for
a class of second-order neutral delay differential equations. Appl. Math. Comput.,

210(2): 303-312.

Karpuz, B. and Ocalan, O. (2009). Necessary and sufficient conditions on the asymp-
totic behaviour of solutions of forced neutral delay dynamic equations. Nonlinear

Anal., T1(7-8): 3063-3071.

Karpuz, B., Ocalan, O. and Rath, R.N. (2009). Necessary and sufficient conditions
on the oscillatory and asymptotic behaviour of solutions to neutral delay dynamic

equations. Electron. J. Differential Equations, 2009(64): 1-15.

69


http://dx.doi.org/10.1016/j.camwa.2008.10.078
http://www.math.u-szeged.hu/ejqtde/2009/200934.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/ejqtde/2009/200934.pdf
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2008.12.075
http://dx.doi.org/10.1016/j.na.2009.01.218
http://ejde.math.txstate.edu/Volumes/2009/64/karpuz.pdf

Kelley, W.G. and Peterson, A.C. (2001). Difference Equations: An Introduction with

Applications. Second Edition, Harcourt/Academic Press, San Diego, USA.

Kelley, W.G. and Peterson, A.C. (2004). The Theory of Differential Equations: Clas-
sical and Qualitative. Prentice Hall, New Jersey, USA.

Kolmanovskii, V. and Myshkis, A. (1999). Introduction to the theory and applications
of functional-differential equations. Mathematics and its Applications, 463, Kluwer

Academic Publishers Group, Dordrecht, Nederlands.

Kubiaczyk, 1., Li, W.T. and Saker, S.H. (2003). Oscillation of higher order delay
differential equations with applications to hyperbolic equations. Indian J. Pure

Appl. Math., 34(8): 1259-1271.

Ladas, G. (1979). Sharp conditions for oscillations caused by delays. Applicable Anal.,
9(2): 93-98.

Ladas, G., Philos, C.G. and Sficas, Y.G. (1989). Sharp conditions for the oscillation of
delay difference equations. J. Appl. Math. Simulation, 2(2): 101-111.

Ladas, G. and Qian, C. (1990). Oscillation in differential equations with positive and
negative coefficients. Canad. Math. Bull., 33(4): 442-451.

Ladde, G.S., Lakshmikantham, V. and Zhang, B.G. (1987). Oscillation Theory of
Differential Equations with Deviating Arguments. Monographs and Textbooks in
Pure and Applied Mathematics, 110, Marcel Dekker Inc., New York, USA.

Lakshmikantham, V., Sivasundaram, S. and Kaymakcalan, B. (1996). Dynamic systems
on measure chains. Mathematics and its Applications, 370, Kluwer Academic

Publishers Group, Dordrecht, Nederlands.

Li, B.T. (1996). Oscillation of first order delay differential equations. Proc. Amer.
Math. Soc., 124(12): 3729-3737.

70


http://www.jstor.org/stable/2161543

Li, B.T. (1998). Multiple integral average conditions for oscillation of delay differential
equations. J. Math. Anal. Appl., 219(1): 165-178.

Li, Q.L., Liang, H., Dong, W. and Zhang, Z.G. (2008). Existence of nonoscillatory so-
lutions of higher-order difference equations with positive and negative coefficients.

Bull. Korean Math. Soc., 45(1): 23-31.

Li, W.T. and Quan, H.S. (1995). Oscillation of higher order neutral differential equa-
tions with positive and negative coefficients. Ann. Differential Equations, 11(1):

70-76.

Manojlovié, J., Shoukaku, Y., Tanigawa, T. and Yoshida, N. (2006). Oscillation criteria
for second order differential equations with positive and negative coefficients. Appl.

Math. Comput., 181(2): 853-863.

Myshkis, A.D. (1972). Lineinye differentsialnye uravneniya s zapazdyvayushchim argu-

mentom. Second Ed., Izdat. Nauka, Moscow, Russia.

Naito, M. (1984)). Nonoscillatory solutions of linear differential equations with deviating

arguments. Ann. Mat. Pura Appl., 136(4): 1-13.

Ocalan, O. (2007a). Oscillation of neutral differential equation with positive and

negative coefficients. J. Math. Anal. Appl., 331(1): 644-654.

Ocalan, O. (2007h). Oscillation of forced neutral differential equations with positive
and negative coefficients. Comput. Math. Appl., 54(11-12): 1411-1421.

Ocalan, O., Yildiz, M.K. and Karpuz, B. (2008). On the oscillation of nonlinear neutral
differential equation with positive and negative coefficients. Dynam. Systems Appl.,

17(3-4): 667-675.

Parhi, N. and Chand, S. (1999). Oscillation of second order neutral delay differential
equations with positive and negative coefficients. J. Indian Math. Soc. (N.S.),
66(1-4): 227-235.

71


http://dx.doi.org/10.1006/jmaa.1997.5811
http://dx.doi.org/10.4134/BKMS.2008.45.1.023
http://dx.doi.org/10.1007/BF01773372
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2006.09.016
http://dx.doi.org/10.1016/j.camwa.2007.03.010
http://www.dynamicpublishers.com/DSA/DSA-2007-667-676.pdf

Parhi, N. and Chand, S. (2000). On forced first order neutral differential equations
with positive and negative coefficients. Math. Slovaca, 50(1): 81-94.

Parhi, N. and Chand, S. (2002). On second order neutral delay differential equations
with positive and negative coefficients. Bull. Calcutta Math. Soc., 94(1): 7-16.

Parhi, N. and Rath, R.N. (2001). Oscillation criteria for forced first order neutral
differential equations with variable coefficients. J. Math. Anal. Appl., 256(2):
525-541.

Parhi, N. and Rath, R.N. (2003a). On oscillation of solutions of forced nonlinear neutral
differential equations of higher order. Czechoslovak Math. J., 53(128)(4): 805-825.

Parhi, N. and Rath, R.N. (2003b)). On oscillation of solutions of forced nonlinear neutral
differential equations of higher order. II. Ann. Polon. Math., 81(2): 101-110.

Parhi, N. and Tripathy, A.K. (2003). Oscillation of a class of nonlinear neutral difference
equations of higher order. J. Math. Anal. Appl., 284(2): T56-774.

Rath, R.N., Mishra, P.P. and Padhy, L.N. (2007). On oscillation and asymptotic
behaviour of a neutral differential equation of first order with positive and negative

coefficients, Electron. J. Differential Equations, 2007(1): 1-7.

Rath, R.N. and Misra, N. (2004). Necessary and sufficient conditions for oscillatory
behaviour of solutions of a forced nonlinear neutral equation of first order with

positive and negative coefficients. Math. Slovaca, 54(3): 255-266.

Rath, R.N., Padhy, L.N. and Misra, N. (2007). Oscillation and non-oscillation of
neutral difference equations of first order with positive and negative coefficients.

Fasc. Math., (7): 57-65.

Smart, D.R. (1974). Fixed Point Theorems. Cambridge University Press, 66, London.

72


http://dx.doi.org/10.1006/jmaa.2000.7315
http://dx.doi.org/10.1007/s10587-004-0805-8
http://dx.doi.org/10.4064/ap81-2-1
http://dx.doi.org/10.1016/S0022-247X(03)00298-1
http://ejde.math.txstate.edu/Volumes/2007/01/rath.pdf

Shen, J.H. and Debnath, L. (2001). Oscillations of solutions of neutral differential
equations with positive and negative coefficients. Appl. Math. Lett., 14(6): 775—
781.

Sturm, C. (1836). Mémoire sur les équations difféntielles linéaries du second ordre. J.

Math. Pures Appl., 1: 106-186.

Swanson, C.A. (1968). Comparison and oscillation theory of linear differential equation.

Mathematics in Science and Engineering, 48, Academic Press, New York, USA.

Sahiner, Y. and Stavroulakis, I.P. (2006). Oscillations of first order delay dynamic
equations. Dynam. Systems Appl., 15(3-4): 645-655.

Sahiner, Y. and Zafer, A. (2001). Bounded oscillation of nonlinear neutral differential

equations of arbitrary order. Czechoslovak Math. J., 51(126)(1): 185-195.
Suhubi, E.S. (2003). Functional Analysis. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht.

Thandapani, E., Manuel, M.M.S., Graef, J.R. and Spikes, P.W. (1999). Oscillation of
a higher order neutral difference equation with a forcing term. Int. J. Math. Math.

Sci., 22(1): 147-154.

Thandapani, E., Sundaram, P., Graef, J.R. and Spikes, P.W. (1997). Asymptotic be-
haviour and oscillation of solutions of neutral delay difference equations of arbitrary

order. Math. Slovaca, 47(5): 539-551.

Tang, X.H. and Shen, J.H. (1998). Oscillations of delay differential equations with
variable coefficients. J. Math. Anal. Appl., 217(1): 32-42.

Tang, X.H. and Yu, J.S. (1999a)). A further result on the oscillation of delay difference
equations. Comput. Math. Appl., 38(11-12): 229-237.

Tang, X.H. and Yu, J.S. (1999b). Oscillation of delay difference equation. Comput.
Math. Appl., 37(7): 11-20.

73


http://dx.doi.org/10.1016/S0893-9659(01)80041-0
http://www.dynamicpublishers.com/DSA/dsa2006pdf/645-656-DSA-2006-DSA_26_04_Stavroulakis.pdf
http://dx.doi.org/10.1023/A:1013763409361
http://dx.doi.org/10.1155/S0161171299221473
http://dx.doi.org/10.1006/jmaa.1997.5693
http://dx.doi.org/10.1016/S0898-1221(99)00301-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0898-1221(99)00083-8

Tang, X.H., Yu, J.S. and Peng, D.H. (2000). Oscillation and nonoscillation of neutral
difference equations with positive and negative coefficients. Comput. Math. Appl.,

39(7-8): 169-181.

Weng, A. and Sun, J. (2008). Oscillation of second order delay differential equations.
Appl. Math. Comput., 198(2): 930-935.

Zhang, B.G. and Deng, X.H. (2002)). Oscillation of delay differential equations on time
scales. Math. Comput. Modelling, 36(11-13): 1307-1318.

Zhang, B.G., Yan, X.Z. and Liu, X.Y. (2005). Oscillation criteria of certain delay
dynamic equations on time scales. J. Difference Equ. Appl., 11(10): 933-946.

Zhou, Y. and Zhang, B.G. (2002). Existence of nonoscillatory solutions of higher-order
neutral differential equations with positive and negative coefficients. Appl. Math.

Lett., 15(7): 867-874.

Zhou, Y. and Zhang, B.G. (2003). Existence of nonoscillatory solutions of higher-order
neutral delay difference equations with variable coefficients. Advances in Difference

Equations 1V, Comput. Math. Appl., 45(6-9): 991-1000.

Zhu, Z.Q. and Wang, Q.R. (2007). Existence of nonoscillatory solutions to neutral
dynamic equations on time scales. J. Math. Anal. Appl., 335(2): 751-762.

74


http://dx.doi.org/10.1016/S0898-1221(00)00073-0
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2007.09.016
http://dx.doi.org/10.1016/S0895-7177(02)00278-9
http://dx.doi.org/10.1080/10236190500211952
http://dx.doi.org/10.1016/S0893-9659(02)00055-1
http://dx.doi.org/10.1016/S0898-1221(03)00074-9
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2007.02.008

OZGECMIS

Adi SOYADI : Bagak KARPUZ

Dogum Yeri ve Tarihi : Kolonya/B. Almanya, 01.08.1984

Yabanci Dili . Ingilizce

Tletigim : bkarpuz@gmail.com, http://www2.aku.edu.tr/ bkarpuz

Egitim Durumu

Lise : Soma Rifat Dagdelen Anadolu Lisesi, 1999-2002
Lisans : Afyon Kocatepe Universitesi, 2002-2006
Yiiksek Lisans : Afyon Kocatepe Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, 20062008

Calistigi Kurumlar ve Yil
Aragtirma Gorevlisi, Afyon Kocatepe Universitesi, Matematik Bolimii, 2007—
Misafir Aragtirmaci, Calgary Universitesi, Matematik ve Istatistik Boliimii, 2010-2011

Yayinlari

Karpuz, B. (2011). On uniqueness of the Laplace transform on time scales. Panamer.

Math. J., 21(2): 101-110.

Braverman, E. and Karpuz, B. (2011). On oscillation of differential and difference

equations with non-monotone delays. Appl. Math. Comput., 218(7): 3880-3887.

Bohner, M., Giiseinov, Sh.G. and Karpuz, B. (2011). Properties of the Laplace trans-
form on time scales with arbitrary graininess. Integral Transforms Spec. Funct.,

22(11): 785-800.

Karpuz, B., Ocalan, O. and Oztiirk S. (2011). Comparison criteria for the oscillation

of mixed-type impulsive difference equations with continuous arguments. Hacet.

J. Math. Stat., 40(2): 265-272.


http://www2.aku.edu.tr/~bkarpuz

Dix, G.J., Karpuz, B. and Rath, R.N. (2011). Necessary and sufficient conditions on the
asymptotic behaviour of higher-order differential equations involving distributed

arguments. FElectron. J. Qual. Theory Differ. Equ., 2011(19): 1-15.

Braverman, E. and Karpuz, B. (2011). Nonoscillation of second-order dynamic equa-

tions with several delays. Abstr. Appl. Anal., 2011(591254): 1-34.

Karpuz, B. and Ozkan, U.M. (2011). Some generalizations for Opial’s inequality in-
volving several functions and their derivatives of arbitrary order on arbitrary time

scales. Math. Inequal. Appl., 14(1): 79-92.

Karpuz, B. (2011). Existence and uniqueness of solutions to systems of delay dynamic

equations on time scales. Int. J. Math. Comput., 10(M1): 48-58.

Karpuz, B., Kaymakcalan, B. and Ocalan, O. (2010). A generalization of Opial’s
inequality and applications to second-order dynamic equations. Differ. Equ. Dyn.

Syst., 18(1-2): 11-18.

Braverman, E. and Karpuz, B. (2010). Nonoscillation of first-order dynamic equations

with several delays. Adv. Difference Equ., 2010(873459): 1-22.

Karpuz, B., Kaymakcalan, B. and Ozkan, U.M. (2010). Some multi-dimensional Opial-
type inequalities on time scales. J. Math. Inequal., 4(2): 207-216.

Karpuz, B. and Ocalan, O. (2010). Comparison theorems on the oscillation of a class

of neutral difference equations with continuous variables. Bull. Korean Math. Soc.,

47(2): 401-409.

Karpuz, B., Ocalan, O. and Oztiirk S. (2010). Oscillation of first-order impulsive
difference equations with continuous arguments. J. Comput. Anal. Appl., 12(2):

539-543.



Karpuz, B., Ocalan, O. and Yildiz, M.K. (2010). Corrigendum to “Oscillation of a
class of difference equations of second order” [Math. Comput. Modelling 49 (2009)
912-917]. Math. Comput. Modelling., 51(9-10): 1009-1010.

Karpuz, B. and Ocalan, O. (2010). Further oscillation criteria for partial difference
equations with variable coefficients. Comput. Math. Appl., 59(1): 55-63.

Karpuz, B., Ocalan, O. and Oztirk S. (2010). Comparison theorems on the oscillation
and asymptotic behaviour of higher-order neutral differential equations. Glasg.

Math. J., 52(1): 107-114.

Yildiz, M.K., Karpuz, B. and Ocalan, O. (2009). Oscillation of nonlinear neutral
delay differential equations of second order with positive and negative coefficients.

Turkish J. Math., 33(4): 341-350.

Karpuz, B. and Ocalan, O. (2009). Oscillation and nonoscillation of first-order dynamic
equations with positive and negative coefficients. Dynam. Systems Appl., 18(3-4):
363-374.

Karpuz, B. (2009). Asymptotic behaviour of bounded solutions of a class of higher-order
neutral dynamic equations. Appl. Math. Comput., 215(6): 2174-2183.

Karpuz, B. (2009). Remarks on: “Oscillation criteria for second-order functional differ-
ence equation with neutral terms” [Demon. Math. 41 (2008)]. Demonstratio Math.,
52(3): 549-551.

Karpuz, B., Ocalan, O. and Yildiz, M.K. (2009). Oscillation of high-order nonlinear
delay differential equations with oscillatory coefficients. Turkish J. Math., 33(3):
259-263.

Karpuz, B., Rath, R.N. and Rath, S.K. (2009). On oscillation and asymptotic behaviour
of a higher order functional difference equation of neutral type. Int. J. Difference

Equ., 4(1): 69-96.



Karpuz, B. and Yildirim H. (2009). A method on the general solution of inhomogeneous
Euler differential equations. Sel¢uk J. Appl. Math., 10(1): 19-32.

Karpuz, B. and Ocalan, O. (2009). Necessary and sufficient conditions on asymptotic

behaviour of solutions of forced neutral delay dynamic equations. Nonlinear Anal.,

71(7-8): 3063-3071.

Karpuz, B. (2009). Unbounded oscillation of higher-order nonlinear delay dynamic
equations of neutral type with oscillating coefficients. FElectron. J. Qual. Theory

Differ. Equ., 2009(34): 1-14.

Karpuz, B., Ocalan, O. and Rath, R.N. (2009). Necessary and sufficient conditions
for the oscillatory and asymptotic behaviour of solutions to neutral delay dynamic

equations. Electron. J. Differential Equations, 2009(64): 1-15.

Karpuz, B., Manojlovi¢, J.V., Ocalan, O. and Shoukaku, Y. (2009). Oscillation cri-
teria for a class of second-order neutral delay differential equations. Appl. Math.

Comput., 210(2): 303-312.

Karpuz, B., Ocalan, O. and Yildiz, M.K. (2009). Oscillation of a class of difference
equations of second order. Math. Comput. Modelling, 49(5-6): 912-917.

Karpuz, B. (2009). Some oscillation and nonoscillation criteria for neutral delay dif-
ference equations with positive and negative coefficients. Comput. Math. Appl.,

57(4): 633-642.

Karpuz, B. and Ocalan, O. (2008). Discrete approach on oscillation of difference
equations with continuous variable. Adv. Dyn. Syst. Appl., 3(2): 283-290.

Bohner, M., Karpuz, B. and Ocalan, O. (2008). Tterated oscillation criteria for delay
dynamic equations of first-order. Adv. Difference Equ., 2008(458687): 1-12.

Karpuz, B. and Ozkan, U.M. (2008). Generalized Ostrowski’s inequality on time scales.
JIPAM. J. Inequal. Pure Appl. Math., 9(4),112: 1-7.



Ocalan, O, Yildiz, M.K. and Karpuz, B. (2008). On the oscillation of nonlinear neutral
differential equation with positive and negative coefficients. Dynam. Systems Appl.,

17: 667-676.

Karpuz, B., Padhy, N.R. and Rath, R.N. (2008). Oscillation and asymptotic behaviour
of a higher order neutral differential equation with positive and negative coeffi-

cients. FElectron. J. Differential Equations, 2008(113): 1-15.

Karpuz, B. and Ocalan, O., (2008). Erratum to: “Stability for first-order delay dynamic
equations on time scales” [Comput. Math. Appl. 53 (2007) 1820-1831]. Comput.
Math. Appl., 56(4): 1157-1158.

Karpuz, B. and Ocalan, O., (2008). Erratum to: “Oscillation of forced neutral differ-
ential equations with positive and negative coefficients” [Comput. Math. Appl. 54
(2007) 1411-1421]. Comput. Math. Appl., 56(2): 590-591, (2008).

Karpuz, B. and Ocalan, O., (2008). Oscillation criteria for some classes of linear delay
differential equations of first-order. Bull. Inst. Math. Acad. Sin. (N.S.), 3(2): 293
314.

Karpuz, B., Ocalan, O. and Ozkan, U.M. (2007). Comparison theorems on oscillatory
nature of higher order difference equations with continuous variables. International

Journal: Mathematical Manuscripts, 1(1): 73-81.



	TEZ ONAY SAYFASI
	BILIMSEL ETIK BILDIRIM SAYFASI
	IÇINDEKILER
	ÖZET
	ABSTRACT
	TESEKKÜR
	SIMGELER DIZINI
	SEKILLER DIZINI
	ÇIZELGELER DIZINI
	GIRIS
	TEMEL KAVRAMLAR
	Zaman Skalası
	Delta Türev
	Delta Integral
	Zaman Skalasına Iliskin Bazı Yardımcı Sonuçlar
	Bazı Analiz Kavramları

	BIRINCI MERTEBEDEN DENKLEMLER
	Zincir Kuralı Içermeyen Sonuçlar
	Zincir Kuralı Içeren Sonuçlar
	Bölüm Sonu Degerlendirmesi

	IKINCI MERTEBEDEN DENKLEMLER
	Sınırlı Çözümlerin Davranısı
	Sınırsız Çözümlerin Davranısı
	Bölüm Sonu Degerlendirmesi

	YÜKSEK MERTEBEDEN DENKLEMLER
	Sınırlı Çözümlerin Davranısı
	Sınırsız Çözümlerin Davranısı
	Bölüm Sonu Degerlendirmesi

	KAYNAKLAR

