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OZET

Bu yiiksek lisans tezi alt1 bsliimden olusmaktadir.

Birinci béliunde, sonlu farklar metodu ve kolokeysin metodu hakkinda
kisa bilgi verildi. Spline fonksiyonlarin ézellikleri ve tammm verilerek, kiibik
spline ve kiibik B-spline interpolasyonu olugturuldu. Lineer olmayan Burger
denklemi ve RIW denklemi test problemleri ile beraber tamtilarak, daha
bnceki baz1 sayisal gbziimlerden bahsedildi. |

Ikinci boliimde, J. Caldwell tarafindan 6nerilen ”Lineer Olmayan Burger
Denkleminin Kiibik Spline Fonksiyonlar ile Sayisal Coziimii” adh makalesi
ayrmtih olarak incelendi. Bu makaledeki lineerlegtirme teknigi daha sonraki
boliimlerde kullanild.

Ugtinctt bsliimde, RIW denkleminin saysal ¢ozlimil icin kiibik spline
kolokeysin c¢oziimii verildi. Metot igin kesme hatasi bulundu. Tek dalga
¢oziimii, ardigik dalgalarin liretilmesi ve yayilmas: ¢ahsildi.

Dérdiincii boliimde, kiibik B-spline kolokeysin metodu ile lineer olmayan
Burger denkleminin sayisal ¢oziimii yapildi. Burger denklemi icin farkh smir
ve baglangic kosullar kullamlarak metot test edildi.

Beginci boliimde RIW denkleminin kolokegin metodu ile ¢ozlimii, metotta
yaklagim fonksiyonlan olarak kiibik B-spline fonksiyonlar kullamlarak ifade
edildi.

Uctincii dérdiinctt ve beginci béliimlerdeki metotlarin kararhhg Fourier
kararhhk y6ntemi ile incelendi.

Son béltinde ise, lineer olmayan Burger denklemi ve RIW denklemi icin
bulunan say1sal sonuglar arasinda kiyaslamalarla ¢éziimlerin tartigmas: yapil-

mugtir.

€. YOKSEKOGRETIM KURDLY
DOKTMANTASYON '



SUMMARY

This master thesis consists of six chapters.

A short introduction about the finite difference and collocation methods
are given in the first chapter. Definition and properties of spline functions
are outlined. Derivation of the cubic spline and cubic B-spline interpola-
tion is shown. RIW and Burger equations, which are dealt with finding the
numerical solution, are introduced together with some initial aﬁd boundary
conditions. Some of the previous numerical methods about those equations
are mentioned.

In the second chapter, the paper of J. Caldwell’s titled ” Application of
Cubic Splines to the Nonlinear Burgers’ Equation” is examined in detail. The
linearization technique given in the J. Caldwell’s paper is used in the next
chapters.

The cubic spline collocation solution of the RELW equation is set up in the
third chapter. Local truncation error of the method is derived. Migration
of solitary wave and undular bore development are studied for the RLW
equation.

In the following chapter, Burger equation is solved by using cubic B-spline
collocation method. The method is tested for various initial and boundary
conditions of Burger equation.

In the fifth chapter, the collocation method incorporated with the cubic
B-spline function is used to get the solution of the RLW equation.

Von Neuman stability analyses of algorithms are investigated.

In the last chapter the comparison and discussion are done for the pro-
posed methods with some of the previous studies.
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Bolim 1

Temel Kavramlar

Bu bolimde diger boltimlerde kullanacagumz temel kavramlardan kisaca
bahsedildi. flk olarak sonlu farklar metodu ve sonlu elemanlar metodu 6zetlen-
di. Spline fonksiyonlarin tanim verildikten sonra, saysal ¢éziimlerde kullanaca-
gz kiibik ve kiibik B-spline interpolasyon polinomlarmin cikarlglan gés-
terildi. Son olarak sayisal ¢bzlimlerini aragtiracagimz lineer olmayan Burger
ve RIW denklemleri tamtalda.

1.1 Sonlu Farklar Metodu

Mithendislik ve fen alanlarimda kargilagilan ¢ogu problemler kismi tiirevli
diferensiyel denklemlerle (KTDD) ifade edilir. KTDD’lerin analitik ¢ozlim-
lerinin olmadi$h ya da analitik ¢éziimiin ¢ok karmagik oldugu durumlarda, bu
denklemleri ¢ézebilmek icin sayisal yontemler kullanmlir. Sonlu farklar metodu
da bu yontemlerden biridir.

z bagimsiz degigkenli siirekli bir U (z) fonksiyonunu ele alahm. Sekil 1.1 de
gorlildiigli gibi tamim kiimesini z, = x +rh noktalarina bélelim. Bu durumda



bdliinme noktalarinda

Ul,)=U(rh)=U, r=0,1,2,...

olacak gekilde U(z) fonksiyonunu gosterebiliriz.

u

Ui}
\/
Boluinme

noktalan Ul J=Uh)=u,

s

T

] h Zh th

Sekil 1.1: U = U(z) olmak lizere h arah@ icin sonlu fark parcalanmas:

& rs-1

Sekil 1.2: Iki boyutta sonlu fark béliinmesi

ki boyutlu durumda U(z,y) fonksiyonunu béliinme noktalarinda

U(zr,ys) =U(rh,sk)=U,s 7=0,1,2,... 5§=0,12,...



notasyonu ile tanimlayabiliriz.

Bir degisken igeren ifadeler i¢in Taylor Serisi yardimiyla sonlu fark yak-
lasimlarim elde etmeye cahgalim. U(x) fonksiyonunun z, noktasindaki Taylor
Seri agilimlar

- K2 h3
Uz, + h) =U(z,) + AU, |, +§Um | +§!—Um e +... (1.1)
veya
h? h3
U(.’IL,- - h) = U(xr) - hUm Ir +'§"Umm Ir ~§Umzm Ir + .« (1-2)

olarak bulunabilir. Yukandaki iki denklem diizenlenirse;

U, +h)-Ul) h h?

Um Ir— h gUmz Ir “’gUzzmz lr TTeeey (1-3)
_Ulz,)-U(z, —h)  h h?

Um Ir"‘ h + '27Ua:z lr —éTUzmz I'r +... (1-4)

elde edilir. Boylece U fonksiyonunun z, noktasindaki birinci tiirevi yaklagik
olarak

Uz, +h) = U(z:) _ Upss = Us

UI "I‘z h = h ? (1'5)
~ U(SL',.) —-U(.’L‘,-—-h,) _ Ur '—U_.l
seklinde bulunabilir.

Gortildiigii gibi seri belli bir yerden kesilmistir. Bu durumda da belli
bir hata olacaktir. Hatalar serinin kesildigi yerden sonraki ilk terime gore
degerlendirilir. Bu durumda bu yaklagimla ilgili £, hatasi

E,=:!:gUm|€=O(h) 2, <&<z,+h, z,—h<EL 2,
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olarak temsil edilir. O(h), h. mertebeden bir hata olarak kabul edilir. (1.3)
ve (1.4) denklemlerini taraf tarafa toplar ve U, | ye gore cozersek;

Uri1 — U,y

U |rm
| 2h

(1.7)

sonucunu ve

h2
—'_Uxmz '5 Tr_1 S. E S Trt1
6

hata terimini buluruz. (1.7) denklemi icin hata 2. derecedendir denir ve
O(h?) ile gosterilir.

(1.4) denklemini (1.3) den (;lka.hp Uszs |» ye gore gozersek;
Ury1 —2U, + U,

Urz |r= 32 (1.8)
sonucunu ve
h2
—EUEEZ:L' IE Tr_3 < § < ZTrya
olarak ikinci mertebeden hatay: bulabiliriz.
Tablo 1.1: Bir bagimsiz degigken igeren fonksiyonlarda
sonlu fark yaklagimlan
Tiirev | Sonlu Fark Yaklagimm | Hata Mertebesi
Ur+1 B Ur
Uz |- ;——%—— O(h) (1.9)
r— Ur-1
U_T . O(h)
r+1 = Upr-1 2
.
Use | | "5y O(h?)

U(z,y) i¢in sonlu fark yaklasimlarim daha énce bulmug oldugumuz tek
degiskenli sonlu fark yaklagimlan yardimiyla elde edecegiz.

Ur+1 - Ur

U.'E I‘I‘m h

mymmocnnm wm‘w




geklinde tek degigken icin bir yaklagimrmz vardi. Sekil 1.2 yi géz éniine alirsak
buradan;

BU,-,,, _ _ Ur+1,s - Ur,s
am_Umlr,,,—— - + O(h), (1.10)
aUr,s _ Uf‘,a 1™ U",S
= Uy |rs= —-ik——- + O(k) (1.11)
esitliklerine ulagabiliriz.

Bu yaklagimlarda U, |,s iken alt indisteki s sabit olarak, Uy, | ikende r
sabit olarak kabul edilir. Tek degigkenli fonksiyonlar icin olan ikinci dereceden
tiirev yaklagimm ele alahm.

Upyr = 2U, + U4
h2
bu yaklagimm iki degigken iceren yaklagima uygularsak;

3—2 7,8 —1,8
U Sl [;{2 Ut 1 o(n) (1.12)

Uz |r=

veya

Ur,s+1 - 2Ur,s + Ur,s—
k2

L+ O®k?) (1.13)

U, yy Ir,s=

olarak elde edebiliriz. {19)
fki degigkenli fonksiyonlar icin en ¢ok kullanilan sonlu fark yaklagimlan
 h = k ahnarak agagida verilmistir.

Tablo 1.2
Tiirev Sonlu Fark Yaklagim Hata Mertebesi
Uelo | 7 [Urise=Usdl o)
= [Uns = Uros O(h?)
51_h, [Ur+1,s = Ur—1,] o(n?)
Use be | 25 Wrana = Wea + Uis] | O




1.2 Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu elemanlar metodu ashnda insaat miithendisliginde kullamlmak tizere
geligtirilmig bir yontemdir. Fakat giinlimiizde matematigin tiim alanlarinda
ortaya ¢ikan KTDD’lerin ¢oziimlerine yaklagimda kullamlmaktadar.

Sonlu elemanlar metodunun sonlu farklar yénteminden farki; KTDD’in alt
araliklara boliinen ¢bziim bélgesine fonksiyonlarla yaklagsmasidir. Bilindigi
gibi bu yaklagim sonlu farklar metodunda noktasal bir yaklagim oluyordu.
Ajynica gogu fiziksel problem, tiirevler ve diizensiz sinirlar igeren simir kogullari-
na sahiptir. Bu tip problemlerin sonlu farklar metodu ile ¢giziilmeleri zordur.
Sonlu farklar metodu problemin ¢oziimiiniin diizgiin geometrik gekiller ol-
mast durumunda iyl sonug vermesine kargihk sonlu elemanlar metodu hem
diizgiin hemde diizgiin olmayan karmagik geometrik bolgelerdeki ¢oziimlerde
iyi sonuclar vermektedir. [44]

1.2.1 Agirhkh Rezidii Metodu

Agirhikh rezidii metodunda; istenen U (.) fonksiyonu yerine bir l} (.) sonlu
yaklasim serist kullamhr.

U()~U() ZUd)() (1.14)

(1.14) denkleminde verilen ¢,(.), 7 = 1,... , N fonksiyon kiimesi za-
man ve konum bélgesi tizerinde tammhdir U;, 7 = 1,... , N bilinmeyen kat-
sayllardir. Sonlu elemanlar metodunda ¢,(.) fonksiyonlan problem icin ve-
rilen simr sartlanm saglayacak sekilde segilirler.

¢,(.) fonksiyonlan, goziilmesi istenen problem igin olan tiim smir kogullarim
saglar ama genelde diferensiyel denklemi saglamazlar. U(.), KTDD de yerine



yazilirsa
LU() - f=R() (1.15)
sonucu R(.) olarak adlandinlan Rezidiiyii verir.
W,(.) agirhk fonksiyonlar integrasyonu minimize edecek bicimde tanim-

lanmms olan &zel fonksiyonlar olmak iizere rezidii ifadesini W;(.) agirhik fonksi-
yonlan ile carpilarak tanimlanan bélge iizerinde integre edilirse;

/ / Wi()R()dzdt =0,i=1,... N (1.16)
t z ’
N bilinmeyenli N denklemden olugan bir denklem sistemi elde edilir. Bu

sistemden U; ler bulunarak (1.14) denkleminde yerine yazilirsa U(.) yaklagik
¢Oziimiine ulagihr.

1.2.2 Kolokeysin Metodu

Kolokeysin metodu Agirhkh Rezidii Metodunun bir uygulamasidir. Bu
metotta W; agirhk fonksiyonlan yerine

W, = 6(z — x;) (1.17)

olacak gekilde Dirac Delta fonksiyonlan secihr.
Dirac Delta fonksiyonlan;

//a(.)&,-(x — z;,t — t;)dzdt = a |p, s, (1.18)

olacak gekilde énemli bir ézellige sahiptir. Burada z konumu ve ¢ zamam
gostermektedir. (1.18) denklemi kolokeysin metodu icin;

/ / §;()R()dzdt =0,i=1,... N (1.19)

formunda matematiksel olarak ifade edilebilir. N bagimz degigken ve N denk-
lemden olugan bu sistemden herbir (z;,3;) kolokeygin noktasmdaki rezidii
degeri yok edilerek istenen sonuglar kolayhkla elde edilebilir. [19]



1.3 Spline Fonksiyonlar

Cok sayidaki veri noktalarma bir tek egri ile yaklagmak biiyiik kolayhk-
lar saglasa da baz durumlarda biiylik hatalara neden olabilir. Ayrnca bu
amag i¢in kullamlan Newton ve Lagrange interpolasyon polinomlarinin dere-
cesl nokta sayis1 arttikga artacagindan bu tiir polinomlarla yapilacak iglemler
zorlagir. Bu gibi durumlarda art arda gelen iki ver1 arasinda birinci, ikinci ya
da iiciincii dereceden fonksiyonlarla yaklagimn yapildigh spline interpolasyon
yontemi onerilmektedir. Spline interpolasyonu, tammlanan arahk fizerinde
ve sonlu noktalarda birbirini értmeyen alt arahklarda daha kiiciik dereceden
polinom bulma esasina dayamr.

Reel sayilarin monoton artan bir dizisi z3, Z, . . . ,Z,’ e bagh m. dereceden
S(z) spline fonksiyonu asagidaki iki ozellige sahiptir ve reel dogru iizerinde
tammbh bir foksiyondur.

a. S(z), her [z;,z;4,] de m. ya da daha kiiciik bir dereceden bir polinom-
dur. (Burada zo = —00 Ve Zn41 = o0 olabilir)

b. S(z) ve kendisinin 1,2, ... ,m—1. basamaktan tiirevleri tammlanan her
arabkta ve z;, i = 1,2,... ,n boliinme noktalarimda siireklidir.

Yukandaki tamma gore, parcal polinom fonksiyonlarmmn siireklilik du-
rumunda ve tiirevlerinin belirli kosullan saglamas1 durumunda bir spline
fonksiyon olugturur. m = 0 igin b kosulu gegersizdir ve 0. dereceden spline
fonksiyonu acdim fonksiyonu olarak adlandinhr. m = 1 i¢in S(z) polinomu
kink cizgidir.

Genel olarak, S(z); [z;-1,%;] ve [z;,2j31], 7 = 1,... ,n arahklarmdan
her biri i¢inde derecesi m ya da daha kiiclik olan farkh fonksiyonlar olarak

verilebilir. m > 0 icin m. dereceden bir S(z) spline fonksiyonunun m. tiirevi



bir adim fonksiyonudur. Farkh bir tamm olarak m. dereceden bir spline
fonksiyonu bir adim fonksiyonunun m. basamaktan belirsiz integralidir.
Spline fonksiyonlan asagidaki ézelliklere sahiptir.

1. Spline fonksiyonlar, diizgiin fonksiyonlardir.

2. Spline fonksiyonlari, uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzay-
lardar.

3. Spline fonksiyonlarn elle hesaplanmasi ve saysal bilgisayarlara uygun
programlarmin yapilmas: kolaydir.

4. Spline fonksiyonlarnin tiirevleri ve integralleride spline fonksiyonlardir.

5. Yeteri kadar alt bolmelere ayrilmg [a,b] arah@ {lizerinde her siirekli
fonksiyon; m. dereceden spline fonksiyonu ile iyi bir sekilde temsil edile-
bilir.

6. Kiiciik dereceden spline’lar ¢ok esnektir ve polinonomlardaki gibi sahmim

sergilemezler.

Simdi ilerideki boliimlerde lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denk-
lemlerin sayisal ¢odziimlerinde kullanacagimiz kiibik spline ve kiibik B-spline
interpolasyon egitliklerimizi elde etmeye cahsahm

1.3.1 Kiibik Spline

z;’ler, [a, b] arahgindaki boliinme noktalarmm koordinatlan olmak tizere
a=.’170<$1<...<.'17n=b, h=$j+1—xj>0 (120)

S"(z;) = M; ve S'(x;) = m; olsun. Asagdaki ii¢ 6zelligi saglayan S(z) fonksi-
yonuna kiibik spline denir.
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a. S(z), V [z}, z;,1] alt araliginda parcah kiibik polinomdur.
b. S(z;) =U(z;),0< j < n.

c. S(z) € C?a, b].

S"(z;) = M; olmak tizere S(x) kiibik spline’s; My, My, ... , M, lere bagh
olarak elde edilecek ve My, My, ... , M, ler lineer denklem sisteminin bilin-
meyenleri olacaktir.

Daha sonra belirlenmek tizere My, My, ... , M,, degerlerini seqelim. S(z)
kiibik spline oldugundan her [z;, ;] arabgimda S”(z) birinci dereceden bir
polinom tammlar. [x;, ;4] arahfindaki kiibik spline fonksiyonunu S;(z) ile
gosterelim.

(z;, M;) ve (241, M;41) noktalan i¢in [z;, ;4] arabginda Lagrange in-
terpolasyon formitiliinden

M;(z1 — ) d M1z — z;)

(1.21)

yazilabilir. Burada Sj(z;) = M;, Sj(zjn) = Mjy1 0 < j <n-—1ve
SYa(@i) = Sj(xi41) 0 £ § < n — 2 olduguna dikkat edelim. Bdylece
T € [x;,%;41] igin S} (x) degerine sahip olan 5" (z) fonksiyonu [a, b} de stirekli
fonksiyon tammlar (S$”(z) kank ¢izgidir). (1.21) egitliginin iki defa integrali

ahnirsa;

M; M,
S;(z) ""é"}i'(xj+1 — ) + TJIJ: Sz -z +m
M; M;
Si(z) = '6'#(3:.1'4»1 — )%+ “6%1@ —z;* +mz+n

elde edilir. Hesaplamalarda kolayhk icin;

mr+n = (¢ —dj)x—cjz;+d;izin

= cjlz—z5) +dj(®j1 — 2)
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alnarak c; ve d; katsayilan integrasyon sabitleri olmak tizere

M. M.
Si(z) = g,':'(mm - z)’+ —g’,‘lﬂ(x —z;)® + ¢z — z;) + dj(zj11 — 7)

(1.22)

bulunur. $(z)’in stirekli yapilmas ve integrasyon kogullarinin saglanmas: icin
(1.22) de;

Si(x;) = Uj, Sij(@j41) =Uj1, 0<j<n~1

uygulamirsa;

M. M,
Uy = Si(ms) =5 (@sn1 —25)° + —2 (25— 2, + 5z — x7)

6h
+d;i(z41 — ;)

M.
61;:1 (41 — 2;)° + ¢j(@j41 — )

M.
Uisi = Si(zj) = g}f(mm —z;1)° +

+d;(Zj31 — Tj1a)
U, M;h
% = 3776

U1 Minh
h 6

ve Cj-——'

bulunur. Bulunan ¢; ve d; katsayilan (1.22) yerine yazihrsa 0 < j < n — 1

icin;
M; M; Ui Mjnh
Si(x) = ‘(SX](%'H —z)’+ —-Gll-zﬂ(x -z +( ;;Ll - ng )z — z;)
U; Mh
+H5 — ) (@in — ) (1.23)

sonucuna varilir.

(1.23) de tanmmlandigh gibi S;(z), ¢; ve d; olan integrasyon katsayilanmn
diizenlenmesi ile z; ve z;; ile aym degere sahip olacak gekilde belirlenir. Bu
diizenleme her [z;,z;;;] arahfinda bagmsiz olarak yapildigindan
Si(z;) = S;_4(z;), 5 = 1,...,n — 1 bagmtisim garantilemez (Yani S'(z)
stirekli olmayabilir). (1.23) tn tiirevi;
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M M; M;.1h U:. M.h
Si(z) = —hlasm -2 + L@ ) + ( ’“ -G -=)
M; U U h
SN N A7 T
(1.24)
olup kiibik spline olma gartlarinin saglanmas: icin son kogul [a, b] nin i¢ nok-

talann da S'(z)’ i stirekli yapmaktir. (1.24) denkleminde Sj(z;) = S}_,(z;),
1 £ j € n bagmtisim saglayacak bigimde segilen M;, 1 < j < n — 1 degerleri
ile S’(z) siirekli yapilabilir. Bsylece n+ 1 bilinmeyenli n— 1 denklem sistemi
elde edilir.

Siz;) = 12\2 (T2 — 2;)% + M’H —= (x5 — z5) + gﬂ%& - g(MjH - M;)
= “Mth + Ujﬂh— Uiy g(Mjﬂ ~ M)

Sia(zs) = —Ag:l (z;— 2;)% + %%(f’?j - ziq)" + .(ﬁ_:}gz:l i %(MJ‘ - M;_1)
= szh + 4 —hUj—l - g(M,- — M)

Si(z;) = S;_y(z;) esitliginden 1 < j < n — 1 olmak iizere;

M;h U; -U;- h Mh Ujpa—U; h
o ! — M= M) = ==+ f“h L — S (Mya — M)
6
hM; 1+ 4hM; + hM; = -’;(Uj+1 -2U; + Uj..l) (1.25)

bulunur. Bu sistemde M ve M, icin isteksel sabit degerleri belirlenip sag
tarafa gecirilirse (n — 1) X (n — 1) lineer sistemine sahip oluruz. Sistemin
matris formu b; = %(Uj.}.] — 2U; + Uj_1), 1 £ j £n— 1 olmak tizere;



13

(4h k0 10 s | [ o—nm ]
h 4h h M, b
0 h 4h h M, b
' = : (1.26)
h 4h h 0 M,_s br_s
h 4h h M,_, by
] 0 h 4h || Moy | |ba—hM, |

biciminde olur. Katsaylar matrisinde ticgensellik ve kégegensellik ozellikleri
vardir. Dolaysiyla tekil degildir. M;,... , M,_; bir tek ¢éziime sahip olur
(Coztim Mg ve M, lerin secimine baghdir). (1.26) dan M,,... , M, deger-
leri kolayhkla bulunabilir. Bu sonuglar (1.23) de yerine yazihrsa S(z) spline
fonksiyonu elde edilir. « € [a,b] igin S(e) degerinin bulunmas: gerektiginde,
a € [zj,%j4;1] arahginda (1.23) bagntis1 bulunur. Yani S;(e) = S(a) dir.
Hemen goriilecegi gibi My = M,, = 0 kiimesi alindiginda bir tek kiibik spline
fonksiyonu elde edilir. Bu kiibik spline fonksiyonuda dogal kiibik spline olarak
isimlendirilir.

Ug noktalardaki U(x)’in tiirevleri bilinirse U (z)’in daha iyi bir kiibik spline
olacagh digtintliir. S(z;) = U;, 0 < j < n oldugundan S(z) kiibik spline
fonksiyonu; S'(z,) = U'(z,) = my ve S'(zo) = U'(zo) = myp saglamahdir.
(1.24) den j =n — 1 i¢in;

M, -1 M-n, Un-—-Un-l
7 _ ] —_ n: . 2 — 2
U'lz,) = Sp_y(zn) oh (Tn —zn)" + oh (Tn — Tno1) +_"—"‘h
h
~——6-(Mn - M)
M, U,=Us,1 h
= h— - =(M, - M,_
h 5 + . 6(M n—1)
M, h U,-U,._
My = =2+ M,y + 1 (1.27)
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benzer bigcimde (1.24) de j = 0 icin;

M, M, U - U, h
U’(-’”ﬂ) = Sf)(-’b‘o) = "2";?(551 - xo)2 + 27:(-’170 - «’Mo)2 + _1_h___o - '6'(M1 - Mo)
_ My U;-Uy h
= —h 5 + - 6(M1 — My)
_ My h U, - Up
me = h 3 _6_M1 + ___h (1.28)

elde edilir. Bulunan bagntilar ve (1.25) denklemi ile birlikte S'(z)in siireklili-
gini saglar. (1.25), (1.27) ve (1.28) denklemleri birlikte distintildiigiinde
(n + 1) bilinmeyenli (n + 1) denklemden olugan denklem sistemi elde edilir.
Sistemin matris formm b; = %(Uj+1 —2U;4+Uj-1),1 < § < n—1 olmak {izere;

g g- 0 [ M, | UI;LUO—mo
h 4h h M, b
0 h 4h & M, by

N : (1.29)

h 4 h 0 M, _o bp—o
h 4h h M,_4 bn—y

h U, U,_

i 0 g 3 L M | M

elde edilir. Denklem sisteminden My, ... , M, kolayhkla bulunabilir ve (1.23)
de yerine yazihrsa elde edilen S(z) spline’ma D, spline’ denir. [4]

Simdi de S'(x;) = m; olmak tizere S(x) kiibik spline’mim mg, my, ... ,my,’le-
re bagh elde etmeye caligahm. Bu durumda mg, m,,... ,m, lneer denklem
sistemimizin bilinmeyenleri olacaktir. |

Daha sonra belirlenmek tizere mg, my, . . . , My, degerlerini segelim. [z, Z;41]
arahgindaki kiibik spline fonksiyonunu S;(z) ile gosterelim. (x;,m;) ve
(Zj4+1, mj+1) noktalan icin [z;,z;41] arahfindaki Hermit interpolasyon for-
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miiltinden;
Tiry — )z —z; z—2) x4 —
S_,(:B) — mj( J+1 ’32 ( J) _ mj+1( J) }Ez J+1 )
iy — )2 _ .
+U, (Tj41 — ) []zlgx z;) + h] (1.30)
z—z:)%[2z:1 —2)+h
(0 G Bl =) 41
esitlifine ulagabiliriz. Bu ifadenin iki defa tiirevini aldigimzda
Tin1 — )2z +x541 — 3T
S;(.’L') — mj( 3+1 )( ’:2 j+1 )
(z - z;)(2x;41 + x; — 32)
—Mj41 3
h
w68l — g - 2)
ve
2r:1+2; — 3x 22+ 21— 3T
S;I(m) — _2mj 7+1 h2 J _ 2mj+1( 3 ’,;;1 )
N (1.31)
+6 ths *(j41 + 25 — 27)
egitliklerini bulabiliriz.

Spline olabilme gartlarinin saglanabilmesi i¢in gerekli olan son kogul [a, b]
nin ic noktalarmda S”(z)% stirekli yapmaktir. (1.31) de S}(z;) = S;_;(z;),
1 < j < n bagmtism saglayacak bicimde secilen m;, 1 < j < n — 1 degerleri
ile S"(z) stirekli yapilabilir. Boylece;

'2.’L’j+1 +z;— 3z (2213]' + x4 — 3.’12])

Si(z;) = -2m,

L —2myp

h? h?
Usii — Us
+6Ji‘1}§—l($j+1 +z; — 2x;)
) . Ui — U
Sfe) = 4TS —oTm (U s
2x; 1 — 3z, 2Ty +2; — 3T;
SUy(z;) = —2mj—2 +$;:,21 % Qmj( s +hzJ 2
U, - U,_
+6----'—7‘-——}"3—'1"'1 (.’L‘j +xj1 — 2.’1:_7')
mi_1 m; U:. - U1
Sja(z) = 23— +457 - 6=
2C. YOKSEXOGRETIM KURULY
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elde ederiz. S;_,(z;) = S (z;) egitlifindende 1 < j < n — 1 olmak tizere;
hmj_l -+ 4hm, + hmj+1 = 3(Uj+1 - Uj_l) (132)

elde edilir.

Bu sistemde mgo ve my, isteksel sabit degerleri belirlenip sag tarafa geci-
rilirse (n—1) X (n—1) denklem sistemine sahip oluruz. Sistemin matris formu
b; = 3(Uj41 — Uj—1), 1 £ 5 < n— 1 olmak ilizere;

(4 h O 1 m | [ bi—hmo
h o 4h h my by
0 h 4h h ms by
| (1.33)
ho4h h 0 || mas bos
h 4h h My—_2 bn—1
I 0 h 4hJ | | _bn—-hmnd

biciminde olur. Katsayilar matrisinde {iggensellik ve kogegensellik &zellikleri
vardir. Dolaysiyla tekil degildir. my, ...,y bir tek ¢ozlime sahip olur.
Céztim mg ve m, lerin segimine baghdir. (1.33) den my,... ,Ma_y deger-
leri kolayca bulunabilir. Bu sonuglar (1.30) da yerine yazhrsa S(z) spline
fonksiyonu elde edilir.

Ucg noktalardaki U(z)’in ikinci tiirevleri bilinirse U(z) i¢in daha iyl bir
kiibik spline yaklagim olacag disgtintilir. S(z;) = Uj, 0 < j < n oldugundan
S(z) kibik spline fonksiyonu $"(zn) = U"(zn) = M, ve §"(z0) = U"(zo) =
M, esitliklerini saglamahdir. (1.31)’den j =n — 1 i¢in
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M. = Sﬁ—l(%) = U”(.’L'n) = —2my_1 2Zn + Zp-1 — 3Tp

h2
2 2-'L'n—l +z, — 3$n
U el Un_
+6—1T—_1 (Z‘n + Tp-1— 2$n)
_ aMn—1 my Up ~ Un-1
M, = 2 H +4 5 6 T3 (1.34)
olur, benzer bicimde 7 = 0 igin;
, 2z, +x9— 3
Mo = §3(z0) = U"(a0) = ~2mg—2 120 =28
220 + 1 — 3z U - U
—om,; =2 h; 2 +6 lh3 2 (21 + o — 220)
U, —
My = —4%'-1 - 2—"%1 +6-1— Yo (1.35)

elde edilir. Bulunan bu bagmtilar ve (1.32) denklemi birlikte S”(z)’in siirekli-
ligini saglar. (1.34), (1.35) ve (1.32) deklemleri birlikte diigtintiliirse (n + 1)
bilinmeyenli (n + 1) denklem sistemi elde edilir. Sistemin matris formu b; =

3(Uj1 — U;—1), 1 £ j < n—1 olmak iizere;

[ 4 2 1r 7 i Ul_Uo 1
Yy mo Mo — 6=
h 4h h my
0 h 4h h my
h 4h h O Myp—2 b2
h 4h h Ty —1 b1
2 4 n Un——l
I 0 ','l' ﬁ It My | i M, + 6-—————h2 |
(1.36)

dir. Bu denklem sisteminden my, . .. , My, kolayhkla bulunabilir ve (1.30)’da

yerine yazihrsa elde edilen S(x) spline’mna Iy spline’ denir.
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I¢ noktalar icin U (z) fonksiyonunun tiirev degerlerini hesaplayahm. Bunun
icin ilk olarak (1.24) denkleminde S}_,(z;) ve S)(z;) degerleri hesaplamrsa

M;_ M;
Sj1(z) = m;= __th_l(x] z;)? + _._1(:5] z;-1)°
U;—-U,_ h
+—]—hi—l — (M, — M;)

h h U; -U;_
mjz_Mj+—Mj 1+_J__Z..l

3 6 Mi- A (1.37)
ve ikinci olarakta
r M; M; 1
Sjlwi) = mj=—F (w1 —x)" + —22;}'(% - z;)*
Uiri— U,

+—’]ilh—-1 — 5 (Mir1 — Mj)

h h Ujy1 - U;

m; = —gMj 3 EM]'.H + J—H‘h""—] (138)

esitlikleri bulunur.

(1.31) denkleminde S}_,(x;) ve S} (z;) degerlerini hesaplamrsa

2z; + x;_y — 3z;
Spi(w;) = Mj=—2m; LT WA

2; 1+ x; — 3z
—2m; =2 = 1
h?

3

K2
U; - U;
+6——-TJ—‘1-(Z'J +.’E] 1— 2113])
2 4 Ui —U;
Mj = hm]_l + hm, - 6—h2——'}— (1.39)
esitligi ve ikinci olarakta
‘ 2z;1 + x; — 3T; 2z; + x4 — 3z;
Sjla;) = My=—2m, =TI =0 om,, SIT I
+edin

_"h_’l(mﬁl +z; — 2z;),

4 2 Ujiy1 = U;
M; = ~-’;mj - Emj+1 + GL;'?——J- (1.40)
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egitlikleri elde edilebilir. (1.37) denkleminden mj.; ve (1.38)’den m; egitlikleri
kullamhirsa;

h
Mjs1 = m; = 5 (M; + Mj) (1.41)

bagmtis1 kolayhkla elde edilebilir.
Elde ettigimiz ve ileride kullanacagimiz tiim kiibik spline egitlikleri agag-
daki tabloda gosterilmigtir.

Tablo 1.3: Kiibik spline egitlikleri

Mioy +4M; + Myyy = %(U‘.+1 o4 Ui
m;_y +4m; +my; = % (Ussr — Ui—1)
Mip1 — M5 = g(Mi + M)
- 2 gM + gMi—l + Uiz Ui _hUi‘l
m; = ~’§1M,- = %MM + Ui+1h— U;
M, = 277;:—1 y 4;:),,- _ 6Ui —thi—l
M, = __4'2% _ 2’1’77’.;7+1 + 6Ui+1h; U;

1.3.2 Kiibik B-spline

Herhangi bir [a, 8] arahgm alalm ve buarahfia = 2o < T < T3 < ... <
Zn = b geklinde n+1 tane noktaya bdlelim. z_n, T-mi1,.- - T-1,Zn41,- -+ , Tnim
noktalanda, [e,b]arahfmn diginda kalan noktalar olsun.  [Z_m,Znim]
iizerinde tammh
m+1

m+1 ™
Bk(t) = - IZ(—- ( )(xi-—‘m+k+1 —"t)—f-) k= —1107'“ 7n+m—2

(1.42)
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m. dereceden tamumh spline fonksiyonlan vardir. Buradaher k = —1,0,... ,n+
m—2i¢int < Z_mikt1, T > tpyn oldugunda Bi(t) = 0 ve

(T — 1) = { (Zimmirs1 — )™, t < Timmprs (1.43)
0 » 1> Tiomarsa
bigiminde tammhdir. B_1(t), Bo(t),. .. , Bntm-s(t) fonksiyonlarma m. derece-
den B-spline fonksiyonlar denir.

Bu verilen tammmlan kullanarak kiibik B-spline fonksiyonlarnm olustu-
rahm. Kiibik B-spline, [a, b] arahgimn digindaki £_3,Z_3, Z_1, Tn+1, Tni2, Tnis
noktalan ile beraber [x_3, 3] arahginda tammhdir. Her belirli ¢ igin kiibik
B-spline’mn Fi(z) = (z — t)3 fonksiyonunu hesaplarsak;

(x—1t)? ,t<z
(z—1)} = { (1.44)
0 ,t>zx

elde ederiz. Bir f fonksiyonun ileri fark formiili Af = f(z+ h) — f(z) olmak
tizere Fi(z) fonksiyonun

K(t) = A*Fi(z;) (1.45)
ileri farkim hesaplayalim.
Fi(z) parcah kiibik oldugundan t € [x_3, T3] icin kiibik spline oldugunu
gostermek kolaydir.

K({t) = A*Fy(z;)
= Fy(zj1a) — 4F(xj13) + 6Fy(j42) — 4Fi(z41) + Filzy)

= (Zja — 1)} —4miis — 1) +6(zj02 — )] — M@ja — )3 + (25— 13

(1.46)

Her t > ;44 icin K(t) = 0 oldugu, (z — 3)} tn tanmmundan agiktir.
Verilen ¢ icin z < t oldugunda Fi(z) = (z—t)3 t¢iincii dereceden polinomdur.
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z; 2 t oldugu zaman {iglincti dereceden bir polinom icin A*Fy(z;) ileri fark:
0’a esittir, yani

t> Tjpq VE t < z; 1(;in K(t) =0 (1.47)

dir. (z;—t)% bicimindeki kiibik spline’larm toplarmda kiibik spline’dir. Buna
gore K(t) kiibik spline olur. K(t) fonksiyonunu agik bicimde yazarsak;

[ (j0a— 1)° ~ 4z43 — 1)° + 6(zj40 — £)° — Hzj41 — )%, ¢y <t<zi
(@44 — t)° — 4(@j43 — 1)° + 6(z42 — 1)?, Tjy1 St < Tyyy
K(t) = { (zjra—1)®—4(zj43 — )%, Tive St < T4
(44— 1)?, Tir3 <t < Tjyq
L 0, diger yerlerde
(1.48)
esitligine ulaginz. Bu egitlikte; z; = o + jh, ziy; = z; + jh oldugundan
sirasiyla;

(Tjsa = —A(zjy3 —1)* = (43 —t+h)° —4(zj45 - 1)°
= (js — t)° +3(zj43 — 1)°h
+3(243 — A2 + B — A(zj0s — 1)

= h3 + 3h2($j+3 - t) + 3h($j+3 - t)2 - 3(£Cj+3 - t)3

(@44 — 8)° — Azjaz — 1)° + 6(zjr2 = 1)* = (201 —t +3h)° — 4(zj1 — t + 2h)°
+6(£L'j+1 —t+ h)3
= h3 + 3h2(t - .’L'j+1) + 3h(t - .'L'j+1)2

—3(t — zj41)°
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ve

(@544 — 1)° — Azjea — 1) + 6(zj2 — 1)° — 4(zj1 — 1) = (z; —t+4h)° - 4(z; —t +3h)°
+6(1L‘_7 —t+ 2h)3 — 4(.’17_7 —t+ h)3
= (t—x;)

elde edilir. Bu {i¢ egitligin tekrar diizenlenmesiyle (1.48) denklemi;

)
(t —z;)3, z; <t < xjn

B3 4+ 3h2(t — Tj1) + 3h(t — 2;41)% — 3(t — 2;41)%, Tit1 ST Tieo

K(t) = 9 h3 + 3h2(.’L‘j+3 - t) + 3h($j+3 - t)2 - 3(.’L‘j+3 —_ t)g, Tj+2 <t< Tj+3

(Tja — t)3, Zjr3 SE< Tjpg
L 0, diger yerler
(1.49)
gekline déniigiir ve
1 1 .4 .
B; = h—jK(t) = 3A(z;), j=~1,...,n+1 (1.50)

kitbik B-spline elde edilir. [18]

[a,b] arahgmm z; noktalarndaki béliintiisti, a = 2o < 21 < ... <2y =b
ve ¢;(x), z; bolinme noktalarmdaki kitbik B-spline’lar olsun. {b_1,%0,-- >
én>Dn41} Spline kiimesinin [a, b] aralif tizerinde tammlanan fonksiyonlar icin
bir baz olusturdugu bilinmektedir. U(z,t) analitik ¢oztimiine bir yaklagk
¢dziim olan Ux(z, 1), spline fonksiyonlar yardimyla

N+1

UN(x, t)y = ()6t (1.51)

i=-1

TC. YOKSEKOGRETIM KURGLY
DOKTMANTASYON MERKEZ!



geklinde tammlanabilir. Burada ¢,, kiibik B-spline fonksiyonu;

4
(iL' - mm—2)3) TE [zm-—27 xm-—l]

h® + 312 (2 ~ Tpey) + BH(T ~ 20y 1) — 3(z — Ty)?, =z € [Tme1, Tyn)]

1 3 2 2 3
bm(z) = 3 { A3+ 3k (Zm+1 — z) + 3h(Zmy1 — )2 — (Tmi1 — 2)%, T € [Tm, Tmyd]

(-’L'm+2 - $)3, T [$m+1, $m+2]
L 0, diger yerler
(1.52)

olarak tammmh ve h = (Tpmy1 — Zm) dir. @,,(z) spline fonksiyonu ve ilk iki
tirevi [Zm_2,Zmyo] araligimn diginda sifirdir. [T, Zppyy] arabf 4 ardigik
Ora—1» B> B 1 Py Kiibik B-spline fonksiyonlan tarafindan értiltr. Simdi
de T, noktasinda U(z,,) yaklasmmm belirleyelim. (1.51 ) yaklagik ¢ozlimiin-

den

U(zm) = bm-1 m—1(Zm) + 6mbp, (Tm) + Om+1Pmi1 (Zm) + Sm+2Pm12(Tm)

(1.53)
oldugundan ayrica
Pm1(zm) = El‘g(mmﬂ —Zp)¥=1
ml(Tm) = -}—Ll—a-[h3 + 3BTy — Tm) + SR(Tmg1 — Tm)? — 3(:vm+1 2 =4
1

Gms1(Tm) = }ﬁ[h3 + 3h2(Tm — Tm) + 3h(Tm — ZTm)? — 3(Tm — Zm)®] =1

Pmi2(Tm) = %[(xm —zp)3] =0
(1.54)

egitliklerinden
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olarak bulunur. Benzer yolla z,, noktasmmda U'(z,,) yaklagik tirevini be-
lirleyelim.

Ul(xm) = 5m—-1¢’m—1($m) + 5m¢’m($m) + 6m+1 :n+1($m) + 6m+2¢',m+‘2($m)

(1.56)
/ 3 3
m1(Tm) = —'Eg(.’rm,ﬂ —Z,)? = -7
G (Tm) = %[—3h2 — Bh(Tmi1 — Tm) + HTma1 — Tm)?] =
3 (1.57)
Pmir(Tm) = h3 [3’12 + 6h(Tpy, — L) — Hr — Tp)?Y] = 2
Pmi2(Tm) = 55[3(:1:,,, —~z,)% =0
esitliklerininde kullamlmasiyla
U'(zm) = %(5m+1 = bm-1) (1.58)

bulunur. Benzer sekilde

U"(:Bm) = 6m-1 (.’L'm) +6m :,n(xm) + 6m+1 m+1($m) + 6m+2¢m+2($m)

(1.59)
6 6
¢,7:’”1($m) = ;L_;;(mm+1 - a’m) = Eg
12
¢:;q,(-77m) = {6’1 - 18(:L'm zm)] —_=——
h3 +1 6 2 (1.60)
Ory1(@m) = [6h — 18(xm ~ 2m)] = 75

¢:,n+2($m) = 715[6(3:", —Zm)] =0

esitliklerinin kullamlmasiylada x,, noktasindaki ikinci tiirev;

6
U" (@m) = 75(6m-1 = 2m + mpa) (1.61)
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olarak bulunur.
Tablo 1.4: Béliinme noktalarindaki kiibik B-spline degerleri
T | Tmz|Tm-1]| &Tm Zmi1 | Tmao
dm(z)| O 1 4 1 0
S| 0 | 3rh| 0 |-3h| 0
#(z)| 0 |6/n2|—12/R%| 6/K2 | 0

Tablo 1.4 de diger béliimlerde kullanacagimiz béliinme noktalannda elde
edilen ¢,,(z), ¢,,(z) ve ¢, (z) kiibik B-spline egitlikleri verilmistir.

1.4 Burger Denklemi
A reel bir sabit olmak tizere;
Uy + UUyp — Wy = 0 (1.62)

formundaki lineer olmayan Burger denklemi hakkinda kisa bir inceleme ya-
pacagz.

Hopf [1] ve Cole [2], Burger denklemini lineer hale getirerek keyfi baglangic
ve smur kogullan kullanarak tam ¢ziiminil bulmuslardir. Rubin ve Khosla
[8], kiibik spline kullanarak kolokeysin metoduyla KTDD lerin sayisal ¢ozii-

miinii aragtirmms ve bu metodu Burger denkleminin saysal ¢6ziimii i¢in kullan-
| mglardir. Jain ve Holla [10], kiibik spline kullanarak bir ve iki boyutlu Burger
denkleminin sonlu farklar metodu ile sayisal ¢oziimii lizerinde cahgmslardar.
Jain ve Lohar [11], bir ve iki boyutlu Burger denklemlerini ikiye parcaladik-
tan sonra kiibik spline kullanarak sonlu farklar metoduyla saysal ¢oziimii
iizerinde cahgmglardir. Varoglu ve Finn [15], agirhkh rezidii metodunu kulla-
narak Burger denkleminin sayisal ¢ézlimiinii aragtirmiglardir. Christie, Grif-
fiths, Mitchell ve Sanz-Serna [17], kuadratik gekil fonksiyonlan kullanarak
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Burger denkleminin Petrov-Galerkin metoduyla saysal ¢ézlimtinii elde etmis-
lerdir. Caldwell, Wanless ve Cook [16], Galerkin sonlu elemanlar meto-
dunu kullanarak Burger denkleminin sayisal ¢éziimiinii vermiglerdir. Herbst,
Schoombie ve Mitchell [20], lineer ve kiibik sekil fonksiyonlan kullanarak
Burger denkleminin Petrov-Galerkin metoduyla sayisal ¢6ziimii iizerinde ¢ahs-
muglardir. Fletcher [21], bir ve iki boyutlu Burger denkleminin beg ve yedi nok-
tah sonlu farklar metoduyla, lineer, kuadratik ve kiibik sekil fonksiyonlarini
kullanarakta sonlu elemanlar metoduyla sayisal ¢oziimii tizerinde caligmig ve
buldugu sonuglan birbirleriyle kiyaslammgtir. Wang ve Kahawita [22], kiibik
spline kullanarak &zel formdaki KTDD’ler i¢in sayisal ¢éziim metodu aragtir-
muglar, metodu Burger denklemine uygulamg fakat saysal ¢ozlimiinii arastir-
mamiglar sadece basit iki KTDD’in saysal ¢dzlimiinii aragtirmig ve bulduk-
lan sonuclan analitik sonuclarla kiyaslammglardir. Evans ve Abdullah [23],
sonlu farklar metodunun bir uygulamas: olan explicit grup metodunu kulla-
narak Burger denkleminin sayisal olarak ¢tzmiisler ve metodun kararhhgm
incelemiglerdir. Nguyen ve Reynen [24], lineer gekil fonksiyonlan kullanarak
Burger denkleminin en kii¢iik kareler metoduyla gf‘yzmﬁglérdir. A.H. A Al L.
R. T. Gardner ve G. A. Gardner [26], kuadratik B-spline kullanarak Galerkin
metoduyla Burger denkleminin sayisal gdztimiinii aragtirmglar, metotlarinin
kararhhgm incelemiglerdir. A. H. A. Ali, L. R. T. Gardner ve G. A. Gard-
ner [27], kiibik spline kullanarak kolokeygin metoduyla Burger denkleminin
say1sal ¢oziimiinii aragtirmuglardir. Kakuda ve Tosaka [29], genellegtirilmig
sinir elemanlan yaklagmmm kullanarak Burger denkleminin sayisal ¢oziimii
fizerinde calismuglardir. Iskandar ve Mohsen [31], Burger denklemini ikiye
parcalayarak sonlu farklar metoduyla saysal ¢dziimii fizerinde ¢ahigmuglardir.
Jain, Shankar ve Singh [33], Burger denklemini tige parcaladiktan sonra kiibik
spline kullanarak sonlu farklar metodunu kullanarak sayisal ¢ozlimii tizerinde
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cahigmuglar ve yerel kesme hatasim bularak metotlanmn kararlihgm incelemis-
lerdir. Kutluay, Bahadir ve Ozdes [38], sonlu farklar metodunun bir uygula-
mas olan explicit ve tam explicit metotlarim kullanarak Burger denkleminin
saysal ¢ozlimiinti vermiglerdir

1.4.1 Test Problemleri

Lineer olmayan Burger denkleminin say1sal g6ziimii agagida verilen baglan-
gi¢c ve smur kogullan kullamlarak aragtinlmustar.
1. [a,b] tanim arahginda;

U(z,0) =sin(nz) a<z<b (1.63)

basglangic gart1 ve
Ua,t) = U(b,t)=0 t>0 (1.64)
Ula,t) = U'(h,t)=0 t>0 (1.65)

stir kogullan altindaki sayisal ¢oziim elde edilmistir.

Yukanda vermis oldugumuz baslangic ve smir gartlan altindaki lineer ol-
mayan Burger Denklemi i¢in analitik ¢éztimii Julian D. Cole tarafindan sonsuz
seriler cinsinden I; ler Bessel fonksiyonlan olmak tizere;

47r)\2 il; ( ) sin(jnz) exp(~j2miAt)
Ulz,t) = = (1.66)
Io( ) + 221 (2 )‘) cos(jmz) exp(—j2m2At)

olarak verilmigtir. [2]
2. Ikinci olarak lineer olmayan Burger Denklemi icin analitik ¢éziimiimiiz
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H. Nguyen&J. Reynen tarafindan £, = exp(si/\ olmak tizere;

1+ [ exp( 1 /\t
olarak verilmistir.

Bu test probleminde [a, b] tanim arahg olmak iizere;

Uz, t) = >1 (1.67)

x

Uz, 1) = - 5~ a<z<b (1.68)
T
1+ \/%exp(a)
baglangic sart: ve
Ula,t)=U(b,t) =0 t>1 (1.69)
sir gart: kullamlacaktir. [24]
- y / _ oz —pt—p)
3. Uciincili test probleminde; [a,b] tanim arahgmda 7 = —
olmak tizere;
Ulz,t) = ot p+ (2 — 1) exp(n)] a<z<b t>0 (1.70)
1+ exp(n)
analitik giztimll ve denklemde ¢ = 0 alarak 1 = -‘-”(L;—@
o+ 1+ (o — p) exp(n)]
U(z,0) = 1.71
(2,0) 1 + exp(n) (1.71)
baglangy¢ gartiyla beraber
Ulg,t)=1 U(b,t)=02 t>0 (1.72)

sir gartlan kullamlacaktir. [17]
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1.5 Regularized Long Wave (RLW) Denklemi

€ ve p reel sabitler olmak iizere;
Ut + Um + EUUm - /LUmzt = 0 (1.73)

formundaki lineer olmayan RIW denklemi {izerinde duracagiz.

D. H. Peregrine [3], ardigik dalgalann geligimini modellemek icin RIW
denklemini énermig ve denklemin sonlu farklar metodu ile ilk sayisal ¢oz{im-
lerini elde etmigtir. T. B. Benjamin, J. L. Bona ve J. J. Mahony [5] ise,
RIW denkleminin dalga denklemi ¢éztimlerini, daha yaygin olarak bilinen
Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin dalga denklemi ¢oztimlerine benzer-
ligini gostermiglerdir. J. C. Eilbeck ve G. R. McGuire [6], birinci ve ikinci
mertebeden iki adimh ve ikinci mertebeden li¢ adumh sonlu farklar metot-
larim kullanarak RIW denkleminin sayisal ¢éziimleri iizerinde cahgmiglardir.
Ayrica 1977 yilinda, ti¢ adumh sonlu farklar yéntemi tizerinde daha ayrintih
bir ¢caligma yapmglardir [9). C. J. Padam ve L. Iskandar [12}, farkh formdaki
sonlu farklar yéntemini kullanarak RIW denkleminin sayisal ¢oziimlerini ver-
miglerdir. M. E. Alexander ve J. LL. Morris [13], kiibik spline kullanarak
Galerkin metoduyla RLIW denkleminin saysal ¢gbziimiiyle ugragmglardir. L.
R. T. Gardner, G. A. Gardner [28] ve L.R.T. Gardner, I. Dag [35], kiibik B-
spline kullanarak Galerkin metoduyla RIW denkleminin sayisal ¢ozlimlerini
elde etmislerdir. Q. Chang, G. Wang ve B. Guo [30], RIW denklemi icin
korunumlu fark yéntemini vermiglerdir. Yéntemin yakinsaklik ve kararhhigm
ispatlamglardir. P. C. Jain, R. Shankar ve T. V. Singh [32], RIW denklemini
parcalayip kiibik spline kullanarak sonlu farklar metoduyla saysal ¢oziim-
lerini bulmuglardir. L. R. T. Gardner, G. A. Gardner ve 1. Dag [34], kuadratik
B-spline kullanarak Galerkin metoduyla RIW denkleminin saysal ¢oziimiini
yapmuslardrr. L. R. T. Gardner, G. A. Gardner ve A. Dogan [36], lineer
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sekil fonksiyonlan kullanarak RIW denkleminin en kiicitk kareler metoduyla
sayisal ¢oztimil tizerinde caligmglardir. L. R. T. Gardner, G. A. Gardner, F.
A. Ayoub ve N. K. Amein [37], kuintik B-spline kullanarak Petrov-Galerkin
metoduyla RIW denkleminin sayisal ¢oziimlerini yapmiglardir. I. Dag [39],
kuadratik B-spline kullanarak en kiiciik kareler metoduyla RLW denkleminin
sayisal gbziimiiyle ugragmsgdir. D. Bhardwaj ve R. Shankar [40], RILW denk-
lemini parcgalayip kuintik spline kullanarak sonlu farklar metoduyla sayisal
cozlimiinii, yerel kesme hatasim ve kararhhgini cahgmmglardir. 1. Dag ve M. N.
Ozer [41], kiibik B-spline kullanarak en kiiciik kareler yﬁntémiyle RIW denk-
leminin saysal goziimiinii elde etmiglerdir. A. Dogan [42, 43], kuadratik B-
spline kullanarak Petrov-Galerkin metoduyla ve lineer gekil fonksiyonlan kul-
lanarak Galerkin metoduyla RIW denkleminin sayisal ¢oziimlerini caligmmstir.

1.5.1 Test Problemleri

RIW denkleminin asagidaki baslangi¢ ve sinir kogullan ile birlikte sayisal
¢dzlimlerini arastiracagz.

1. Tek Dalga Olusumu

[a, b] arahginda tammh 3¢ genlikli, v = 1+¢c dalga mzlh RIW denkleminin
analitik gozimii k = 1 (ec/p(1 + ec))*/? olmak tizere

U(z,t) = 3csech®(kjz —zo— (L +ec)t]), a<z<b (1.74)

Peregrine [3] tarafindan bulunmusgtur.
(1.74) denkleminde ¢ = 0 ahnarak;

U(z,0) = 3csec h?(k[z — zo)) (1.75)

baglangic gartim ve
U(a,t) = U(b,t) =0 (1.76)
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sinir gartim kullanacagiz.
Sayisal metodumuzun analitik ¢dziimle olan uyumunu kontrol etmek icin;

L, = \/h f: |U; = (Un)sl°
=0 (1.77)
Lo = |lU~Unlle = max|U; ~ (Un);l

L, ve Ly hata normlanyla beraber Olver [14] tarafindan verilen sirasiyla
kiitle, momentum ve enerjiye karsihk gelen;

b N
Cl = fUdZI) ~ h Z (UN)',:,,
a m=1

b

Gy = [0 + W(Un)dz = B 3 (OWV + W@ (178)

b N
Ca = [(U% +30%)dz = h 3 [((Un)5)* + 3(Un )]
korunum kanunlarim inceleyecegiz.

2. Ardigik Dalgalarm Olugumu

Peregrine [3] tarafindan verilen ardigik dalgalarn olugumu test proble-
minde [a,b] tamm arahfimz olmak lizere;

.'.C—'Zc

U(2,0) = 0.5Us1 — tanh(=—=°) (1.79)

baslangi¢ sartim ve
Ula,t) = Up, U(b,t) =0 (1.80)

siir gartlarim kullanacagiz. Buradaki U(,0), t = 0 zamaninda durgun su
ylizeyinin #sttindeki suyun yfikseltisini gésterir. d ise durgun su ve derin su
arasindaki egimi temsil eder. Korunum sabitlerinin zamana gore degisimi
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analitik olarak;
o0
M, = —‘?-Cl = 4 [ Udz = Uy + -S—Ug = 0.1075,
dt o 2
i 2 9, 265
= —02 —_ f (U +/-L( z) )dx = UO + “"Uo == 0.011,

Ms = Zz?cs - f (U + 3U%)dz = 302 + (1 + 26)U + U = 0.034113

(1.81)
geklinde hesaplanabilir.



Boliim 2

Lineer Olmayan Burger
Denkleminin Kiibik Spline
Kolokeysin Metoduyla Sayisal

Coziimii

Bu béliimde lineer olmayan Burger denkleminin kiibik spline kolokeysin
metoduyla saysal gbziimii tamtildr. Birinci béliimde elde edilen kiibik spline
bagintilan kullamlarak lineer olmayan Burger denklemi sadece U;, m; ve M;’yi
igeren li¢ elemanh kogegensel matris sistemleriyle elde edildi. Metodun karar-
lihk analizi yapilarak sayisal ¢bziimiin dogrulugu test problemi kullanilarak
gosterildi.

33
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2.1 Lineer Olmayan Burger Denklemi,
Basglangi¢ ve Simr Sartlar

A pozitif parametre, ¢ ve z tilrevleri gostermek iizere [a,b] tamm
arahiginda

U+ UU, = AU, (2.1)
formundaki lineer olmayan Burger denkleminin;
Ua,t) = UB,t)=0 t>0
Ulfa,t) = U'(bt)=0 t>0 (2.2)
sir gartlan ve f(z) sonradan belirlenmek iizere
U(z,0) = f(=z) (2.3)

baglangi¢ sart: altindaki sayisal ¢oziimiinii bulmaya calisacagz.

2.2 Kiibik Spline Kolokeysin Metodu

z;’ler, [a, b] tamm arabgmdaki béliinme noktalarmn koordinatlar: olmak

lizere
a=20<21<...<zZy=b, h=z;—2;.4>0, j=1,2,... ,N
olsun. (2.1) denklemi
U, = ~UUy + \Uss (2.4)

formunda tekrar yazmhr; U; yaklagik ¢oziim (U,); = my, (Ug):i = M; ve
= —~UU, + AU, olmak iizere zamana gore tiirev i¢in sonlu fark yaklagim
kullamlarak diizenlenirse;

n+1 n

= (1= O+ 0 (2.5)
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elde edilir. (2.5) denklemi i¢in lineerligi bozan terim yerine Rubin ve Graves
[7] tarafindan kullamlan

(UU); ™ = Ur+im + UPm ™ — UPm{ (26)

egitlik kullamhrsa (2.5) denklemi

uptt —ur
R = 0Ty = O U
AAMT) + 0(=Um? — UPmt + UPm? + AMPH)
ve buradan da;

Ut = (U7 + (L 6)AH(-UPmt ~ UPTtml + UP e (27)
FAMP) + OAH(~UPmI + UPmy + AMP)} /(1 + 0Atm?)

olarak bulunur. (2.7) denklemi diizenlenirse;
F = {Ur+ (- 0)A=Urm;™" = Ur~imy + U7 'mi™

+AM?) + OALUPME } /(1 + 0Atm])

OALUT

~ 1+ 0Atm?
A0AL

© 1+6Atm?

Urt! = F; + Gm+t + S;iMpH (2.8)

formunda yazlabilir.

(2.8) denklemini birinci baliimde elde ettigimiz kiibik spline bagmtilarim
kullanarak sadece U;, m; ve M;’yi iceren ii¢ elemanh kogegensel matris sis-
temlerine doniigttrelim. (2.8) denkleminden swrasiyla U4, Upt! ve ULY
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egitlikleri hesaplamr ve bu esitliklerde bulunan M*4!, M+ ve M deger-

-1 i+1

lerinin yerine Tablo 1.3’de verilen kiibik spline bagntilan kullamhirsa

M= GomH +Fa+ ,S~_1(—4"ij11 - 2"'2:1 + GU"M };U?jll)
urtt = Gt +F+ S,-(~4m:;l+l — 2m:§11 + eUml ;2 U"nﬂ)
B o= Gaami 4+ Fia + Sin (2mi+1 + 4m:":+11 - GUZril ,:2 U:H'l)
ve bu denklemlerin diizenlenmesiyle;
G -8 g8 o ot [ Uptt - Py — 65, T
0 Gi—4% 2% mptt | = Ut - F - 65,5
0 281 Gpaafz | L™ ] | Upt - R 468, BT

matris sistemi elde edilir.
m, mi*! ve mf] bilinmeyenlerine gore matris sistemi goztiliir ve bu

esitlikler

3
n+1 n+1 n+l _ = n+1 _ yrn+l
my +4AmET +my = A (Upe -

denkleminde yerine yazahr ve bulunan denklem diizenlenirse,
A; = 72815841 + 12h%G;_1G;Sit1 — 36hG;_15;Si41 + 3M2Gi1GiGia
—12h2Gi_1SiGi+1 + h4GiGi+1 - 24h8i__1G,'S.,'+1 - 6h2Si_1GiGi+1

+24h8;_15:Git1 + 4B3G; Sy — 12R2S;S;41 — 4B3S,Gi
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B; = 60hG;_15:Sit1 + 4h'Gio1Gipa + 24h%G;_1S:Giy1 — 6h2G;_1G;Sip
+14h*Gi_18i41 — 60hS;_15:Giy1 — 14h3S;_1Giyy — 1445;_1 5511

—48h%S;_1Si11 — 6h%5;_1G:Giy4
C; = —4h%S;_\G; +4h*G;_;S; + h*G -1Gi — 3h%G;_,G,G; 14

~12h2G;_18;Git1 + 24hS;_1G;Siy1 + 12h%8;_1GiGiy1 + 7285;15;8:41
+36hS;-15:Giyy — 12R%S;1S; — 6h2G;_1G;Siy1 — 24hG; 1 5;5; 1

D; = —14h3S; 1F,Git1 + 4h3F;_1G;Siy1 — 48h2S;_1 F;S; 11 + 4h3G i—1S5iFi1
+14h3G; 1 F;Siiq + 4h*Gi_1 FiGiyy — 12h2F,_18;S;1 + h*F;_1GGitq

+h4Gi—lGiE+1 - 12h2si~lSiE+l - 4h33i-1Gin‘+1 — 4h¥F;_18:Gipy

olmak lizere
AU+ BUM + QUMY =D;  i=1,2,...,N-1  (29)
denklemn elde edilir.

2.8) denkleminden sirasiyla U4, Urt? ve U esitlikleri hesaplanip bu
-1 1 i+1
egitliklerde bulunan M["', Mt ve M[}' degerleri yerine Tablo 1.3’de ve
rilen kiibik spline esitlikleri kullamlirsa

n+1 n+1 n+1 Un+1
U::lil - Sz-—-l( 4 ;;. _ 2m;l +6U = i—1 ) — Gz—lm +1 +F
n+1 n+1 Uﬂ+1 U_n-{—l
n+l :—1 i—1 —_ n+1 F
UMt - Si(2 +42 -6t l) = Gt 4
'n+1 m{a+l Un U_n+1
U - z+1(2 +4 ;;H = e *—) = Gmi{ + Fin

elde edilir. Bu sistemin diizenlenmesiyle
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-6 Si—1 r nt1 i1 -
W e 0 Uril Gt — Si-1(4ﬂ';;'—l~ +25 )+ F,
i
. n+1 n+1
1+63% 0 Urtt | = | Gm* + 5,20 +45 )+ Fy
U-n'H n+1 n+1
6351 146552 i i Gipmi + S (@T5— + 4755 + Fyy

matris sistemine ulagilabilir. U', UM ve UZ! bilinmeyenlerine gore matris

1]

sistemi ¢oziiliir ve bu sonuclar;

i) + Ahmi 4 i = SUZR — U7

i

denkleminde yerine yazilarak bulunan denklem diizenlenirse;

A = _1_ _ 25; +48;_; — hG;_,
3k h3A,
B = _ii_ _ (2.5’,-“ + 485; — hG; A 25,1 +48; — th)
4 3h h3A; 44 h3A,;
c. = 1 (2Sz' + 4841 — hGi+1>
Y 3h h3A; .1
p. - Bu-FA FR-F

h2A; 41 h?A;

h2
olmak tizere
AmP + Bm!Mt + Cmfl =D,  i=12,...,N—-1 (2.10)
denklemi elde edilir.

(2.8) denkleminden sirastyla U, UPH ve UL esitlikleri ve Tablo 1.3 de
verilen kiibik spline bagmtilarindan m?*}!, m?*! ve m:’;’ll egitlikleri hesaplanirsa;

(]



n-+1 n+1
Ut-—l - Gz_lm
+1 n+1
+1 n+1
Ul"’fl-l - Gi+1mz+l
n+1 n+1
Ui N Ui—l

— mntl
h mi—l
n+l _ rro+l
Ui+1 Ui n+1
R ™
n+1 n+1
Ul+1 U:l n+1
Zik TP ot
h i+1
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Sz-lM ntl + -Fz-—l
S,;M,;n+l + F;

SipiMI + Fiy

h h

__Mn+1 —pntl

3 -1 + GM

h K h’ n

FMI + EM
h ho

_gMﬁﬁl - EM:' +1

elde edilir. Bu sistemin diizenlenmesiyle 6 bilinmeyenli 6 denklemden olusan

(1 0 0 -Gy 0 0 |7 vt ] [ SiaMpy 4 Fiy
0 1 0 0 -G, 0 Ut S;MM + F,
0 01 0 0 ~Gu||pmn Se MPA 4 Foyy
- % 0 -1 0 0 it F gMn+1 i 6Mn+1
0 p g 0 b0 || M+
0 —-% % 0 0 ~1 I miH | _ —gMiT;l _ gMn-l»l
matris sistemine ulagthr. UPY, UM, UL, mPL, mPve mP! bilinmeyen-

lerine gore matris sistemi gozultlr ve sonuclar

hmp + 4hm?t + A = 3URY - U

t

denkleminde yerine yazilarak diizenlenirse;

h Gi 2Gi._ S,;._
hy + 1 1

4 =3 60,  hA,
9h  Giy+2G;  2Gi+Gi 1 1
B = 3~ %a, oa TSGAS T A,
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h 2G;+G; S

C: = - -
6 TAVIRY hdiy
D _ Fu-F_ F-Fy
: hAi hA;
_ Gi—Giq
A = 1-———

olmak tlizere
AMM' + BMM + CMEl=D; i=1,2,... N-1 (2.11)

egitligi bulunur.

(2.9) denklemini ele alirsak U;, m; ve M;’lerden olugan ticgensel bir
matris sistemidir ve d"*! = {UgH, UPH, ... , UM} bilinmeyenler parametreleri
olmak tizere N + 1 bilinmeyen N — 1 denklemden olusur. (2.2) sinir gartlan
kullamlirsa;

Uptt = 0velUpt'=0 t>0
mgtt = Ovemy' =0 t>0 (2.12)

elde edilir. Siur gartlanndan gelen Uy = 0 ve Up™ = 0 esitlikleri sis-
teme dahil edilirse yeni denklem sistemi Thomas algoritmas1 kullamlarak
cozillebilen N — 1 bilinmeyen N — 1 denklemden olugan bir sisteme déniisiir.

2.3 Baslangi¢ Durumu ve Sayisal Hesaplamalar

t = 0 iken (2.3) baglangic sart1 kullamlarak d® = {U9,07,...,U%}
baglangic vektoril hesaplanabilir ve baglangic vektoril kullamlarak herbir bs-
liinme noktasindaki

3 .
m?—1+4m?+m?+1=ﬁ(U?+1— ), i=12,..., N-1

kiibik spline egitlii yardimyla birinci tiirev degerleri bulunabilir. Béliin-
me noktalarmdaki birinei tiirev degerleri bulunurken N +1 bilinmeyenli N ~1
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denklemden olugan bir denklem sistemi kargiimza ¢ikar. Denklem sistemine
(2.12) smr gartlarindan gelen mg*' = 0 ve miy"' = 0 degerlerini katarak
N — 1 denklem, N — 1 bilinmeyenden olugan yeni bir denklem sistemine
dontigtiiriilirse, béliinme noktalarindaki birinci tiirev degerleri Thomas algo-
ritmas1 kullamlarak hesaplanabilir. Ikinci tiirev degerleride

2md_, 4md U?-U?,

M = ; h*’—e e i=12,...,N
__4md 2 DU
M= -5 -7t
esitlikleri kullamlarak bulunabilir.

d' = {U3,U},... ,Uy}ikinci zaman adimindaki bilinmeyenler vektértinii
hesaplamak icin (2.8) denkleminde § = 1 alarak kapali ¢oziim aragtirihirsa
(2.8) denklemi

o= U? + AtUPm?
* 1+ Atmf
AtU?
Ci 1+ Atm?
A
5 - A
1+ Atm;
olmak lizere;
Ul = F, + G} + S; M} (2.13)

denklemine doniigtir. (2.9) esgitligi kullamhr ve bu egitlikte bulunan F;, G; ve
S; degerleri (2.13) denklemindeki degerler olarak alimrsa (2.9) denklem sis-
temi N+1 bilinmeyen N—1 denklemden olugan sisteme doniigiir. (2.12) olarak
elde ettigimiz sumr gartlan bu zaman adiminda kullanihrsa sistem; (N — 1) X
(N — 1)’lik yeni bir denklem sistemine déniigiir. Bu yeni denklem sistemi
Thomas algoritmas: yardumyla coziilebilir. Béylece d* = {U3, U}, ... ,Uy}
bilinmeyen vektorii elde edilir. Bunun sonucunda ikinci zaman adiminda her-



bir bélitnme noktasindaki
3
mi_; +4m] +m},, = - (U —UL),i=12,... ,N-1

kiibik spline egitligi kullamlarak birinci tiirev degerleri (ilk zaman admminda
yapilan benzer iglemlerle) bulunabilir. Ikinci tiirev degerleri

2m} , 4m! U}-U}

1 3 2 -1 .

M; = G + A -6 53 ,1=12,... N

am} 2ml! Ul -U}

1 _Amy 1~ Yo

M . ot 6 I

esitliklerinden hesaplanabilir.
d? = {UZ,U3%,... ,U%} tiglincli zaman adimindaki bilinmeyenler vektériinii
1

hesaplamak icin (2.8) denkleminde 6 = 2 alarak Crank Nicolson yaklagiom
kullanihrsa (2.8) denklemi;

JUL + 5 (CUImY — Ulmi + UPml + AM] + Upm;)

Bo= 2 + Atm}
AtU}
Gi = = 2+ Atm}
g At
2 + Atm}
olmak {izere;

denklemine dontigiir. (2.9) esitligi kullanihr ve bu egitlikte bulunan F;, G;
ve S; degerleri (2.14) denklemindeki degerler olarak ahmrsa (2.9) denklem
sistemi N + 1 bilinmeyen N — 1 denklemden olugan yeni bir sisteme dontigiir.
(2.12) simr gartlarmm bu zaman adim iginde kullamhrsa iki bilinmeyenin
elimine edilmesiyle N — 1 bilinmeyenli N — 1 denklemden olugan yeni bir
denklem sistemine ulagihr. Bu yeni denklem sistemi Thomas algoritmasi
yardimyla gézillebilir. Boylece d2 = {U2,U%,... ,U%} bilinmeyen vektort
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bulunur. Ugiincti zaman adimnda herbir béliinme noktasimndaki

3
mf_1+4m?+mf+1=E(Ui2+1—-U,.2_1), i=1,2,...,N—1

kiibik spline esitligi kullanilarak birinci tiirev degerleri (birinci ve ikinci zaman
adiminda yapilan benzer iglemlerle) ve

MQ — h hz_6 [ h2 1—1,121,2, ,N
4m?2 2m? U2-U2
M2 _ =g 1 1 0
0 h h 6 h?

bagintilariylada ikinci tiirev degerleri bulunabilir.

Sonraki tiim zaman adimlan icin n hesaplanacak zaman adim olmak tizere
d = {Ugt,Up*, ... , U} bilinmeyen vektorlerini hesaplarken {ictincii
zaman adiminda yapilan benzer iglemler yapihr. Omegin d® bilinmeyen vek-
toriinii bulmak i¢in d! ve d? bilinmeyen vektérleri kullamhr. Bu sekilde her
zaman adim icin gerekli olan bilinmeyen vektérler 6nceki iki zaman adimin-
daki vektorler kullamlarak istenen tiim zaman adimlan icin hesaplanabilir.

2.4  Metodun Kararhihk Analizi

Metodun kararhhgim incelemek igin Fourier kararhhk metodunu kul-
lanalim. Denklemi lineer duruma getirmek icin UU, teriminde U yerine g
sabiti kullanilirsa (2.1) denklemi

U, = Was — U, (2.15)

olur. (2.15) denkleminde zamana gore tiirev icin sonlu fark yaklagim kul-
lanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Urtl = U2 + (1 — ) At]AME — gm?] + 0AtDME! — gmiH] (2.16)
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denklemine ulagihr. (2.16) denkleminden U}, 4U%H ve Urt! esitliklerini

m—17
hesaplanip taraf tarafa toplamrsa;
Unty +4UR + Upiy = Up,_ +4U% + Uny + (1 — O)ALNME._, + 4M?
+Mp 1) — 9(mp,_y +4mp, +mP )] + OAUNMEF, + 4MrF 4 M)

_ n+1 n+1 n+1
g(mm—l + 4mm + mm+1 ]

denklemi elde edilir. Denklemde karsimiza cikan bagintilar icin birinci béliimde
hesapladigimz kiibik spline egitlikleri kullamlirsa

6
Unbs +4UZH 4+ URs = Un oy + AU + Ul + (1 DA (UR
QU+ Uz,) = go (Unyy — Un_y)] + 6AAS (Ut — aumi 4 ot
m m+1 gh m+1 m-—l) h2( m—1 m m+1)

3 n
'_g','i (Umill - U:ztll)]

ve bulunan bu denklem diizenlenirse;
3 6 12 n 3
Upti(l— 90Dt — OAtAS) + Upti(4 + 0ALAZ) + Uri(1+ 9ot
6 6 3
—0AtA) =Up_1(1+ (1= )AtA + (1 - 0)Atg>)

12 6 3
+Ur(4—-(1— B)At)\ﬁ) +Up (14 (11— o)At,\;ﬁ -(1- G)Atg-ﬂ)

elde edilir. Fourier kararhlik metodu geregince U = £"e®™, i = /-1
egitlikleri yukandaki denkleme uygulanirsa

. . y, 3
£reibmh(te=ih(] — goAt% - HAtA%) +&(4+ BAt)\;ll%) + e (14 gOAtE

6 . , 6 3
_ = £PiPmh[,—ifh — —_ - -
GALX 3 )] = ERePmile= (1 + (1 — 0)AtA st (1-6)Atg h)

12, | ion _oand — 1 -aad
+(4—(1——0)Atz\ﬁ)+e (1+(1 G)At)\hz (1 O)Atgh)]
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olur. Sh = a, € = cosa + isina ve e = cosa — isina esitliklerinin
kullamlmasiyla,;

3
€fcos (1 — goAL— — HAt)\ 6 s +1+ gQAt— — 0AtA= 2) + (4 + 0AtA— 2)

h
3 6 3
+isina(—1+ gBAtE + OAtA ; +1+ gGAtE - 0At)\-——)]

= cosa(l+ (1 - A % ra- O)Atg— F14(1— )At/\% —(1- G)Atg%)

(4—(1- a)At,\—) +isina(—1— (1~ B)AtA _a- )Atg%
H+(1-0AS — (1 DAig))

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yaplhrsa'
¢leosa(2 — GAt)\Ilz ) +isin a(gBAt ) +(4+ BAt/\ h2 )]

=cosaf2+ (1 — o)AtA )+ isina(—(1— G)Atg ) +(4—(1—6)Atx h2)

denklemine ulasihr. Bu denklemde

A = 2cosa+4
12
B e AﬁAt(l——cosa)
C = g%Atsina
~ olmak iizere;
§(A+6B+i0C)=A—-(1-0)B~i(1-0)C (2.17)

yazilabilir. Fourier kararhk metodu geregince |{]| < 1 olmahydi. Bu durumda
(2.17) denklemi igin;

L < JtA+eB-BpRta-epc: .
= (A+6By2 +02C*
(A+6B — B + (1 - 0)2C?
= (A+0BEt+Cr <! 218)
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kogulu elde edilir. (2.18) denklemi icin egitligin sol tarafimn dogrulandiga
agikardir. Géstermemiz gereken;

(A+6B—B)’+(1-0)’C* < (A+0B) 4+ 6°C? (2.19)
oldugu durumdur. (2.19) diizenlenirse;
(B>+C*(1—26)-24B <0 (2.20)

sartina ulagiir. B2+ C? > 0 ve 2AB > 0 olduklarmdan (2.20) esitliginin her
durumda saglanmasi 1 — 20 < 0 olmasina baghdir. Bu durumda da % <4é
olur. 6 € [0,1] oldugu biliniyordu, dyleyse Fourier kararhhk metoduna gore
metodumuz § € [%, 1] araliginda iken kararhdir.

2.5 Test Problemi

Bilgisayar programimzi (2.1) formundaki lineer olmayan Burger
denkleminin; (1.63) baglangic ve (1.64) simur sartlan altinda sayisal ¢oziimiinti
yapmak icin tasarladik. Tlk olarak program; A = 1, h = 0.25, At = 0.1 alarak
ve 0 < z < 1 tamm arahginda ¢t = 0.25 oluncaya kadar cahgtirildi. Daha
sonrada h = 0.125 ve h = 0.0625 icin aym hesaplamalar yapilarak bulunan
sayisal sonuclar ile analitik sonuclar farkh zamanlar icin diizenlenerek Tablo
2.1’de verildi.

Tabloyu inceledigimizde sayisal somuglar ile analitik sonuglarn en iyi uyumu;
en kiicitk konum artimnda sagladigy goriildii.



Tablo 2.1: A =1 iken h = 0.25, h = 0.125 ve h = 0.0625

degerleri icin spline sonugclan ile analitik sonuclann kiyaslanmas:

z t h=0.25]| h=0.125 | h = 0.0625 | Analitik Coziim

0 0.7071 0.7071 0.7071 0.7071

0.05 | 03734 0.4095 0.4125 0.4131

0.5 0.10 | 0.2202 0.2531 0.2536 0.2536
0.15 | 0.1334 0.1566 0.1566 0.1566

0.20 | 0.0814 0.0964 0.0964 0.0964

0.25 | 0.0510 0.0592 0.0592 0.0592

0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

0.05 | 0.5563 0.6024 0.6083 0.6091

050 0.10 | 0.3263 0.3692 0.3716 0.3716
0.15 | 0.1944 0.2266 0.2268 0.2268

0.20 | 0.1173 0.1387 0.1385 0.1385

0.25 | 0.0614 0.0845 0.845 0.0845

0 0.7071 0.7071 0.7071 0.7071

0.05 | 0.4263 0.4453 0.4492 0.4502

o 0.10 | 0.2444 0.2704 0.2726 0.2726
0.15 | 0.1423 0.1643 0.1644 0.1644

0.20 | 0.0843 0.0994 0.0994 0.0994

0.25 | 0.0501 0.0603 0.0603 0.0603
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Boliim 3

RLW Denkleminin Kiibik
Spline Kolokeysin Metoduyla

Sayisal Coziimii

Bu boliilmde RLW denkleminin kiibik spline kolokeysin metodu ile saysal
cozlimii tamtildi. Metodun kararhhk analizi gahsildi. REIW denkleminin tek
dalga ¢ozilimii ve ardigik dalgalar ¢goziimii elde edildi. Sayisal ¢oztimiin dogru-
lugu korunum sabitleri, L, ve Lo, hata normlan hesaplanarak her iki test
problemi icinde gésterildi.

3.1 RLW Denklemi, Baslangic ve Sinir Sart-
lan
€ ve p pozitif parametre, t ve z tiirevi géstermek lizere

Ut + Uz -+ eUUz - ,U'Um:z:t = (3.1)
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formundaki RLW denkleminin;
Ufa,t) = a1, U(b,t) = oy
U'(a,t) =0, U'(b,t) = 0
simr sart1 ve f(x) sonradan belirlenmek iizere
U(z,0) = f(z) (3.3)

baglangic sart: altindaki sayisal ¢oztimiinti arastiracagiz.

3.2 Kiibik Spline Kolokeysin Metodu
z;’ler, |a, b] tamm arahgindaki béliinme noktalarnin koordinatlan olmak
lizere
a=2<r1<...<2Zy=b h=z;—2;1>0, 7=1,2,... ,N
olsun. (3.1) formundaki RIW denklemini
U; — pUpgt = —(Up +eUUy) (3.4)

formunda tekrar yazar ve U; yaklagik ¢oziim, (Uy); = my, (Usz)i = M; ve
f = —(U, + eUU,) olmak tizere zamana gore tiirev icin sonlu fark yaklagim
kullamilarak diizenlenirse;

UrH —UP) — (M7 — MP) = (1= 0) At(f") + 8 At(f*): (3.5)
formunda yazlabilir. (3.5) denklemini lineer yapmak icin;
(UU)2* = Urtim} + UPmpt — Ulm] (3.6)
egitligi kullamhrsa (3.5) denklemi;
Urt (140 Atem?) = UP +pMPY — pM] — (1-0) At{m;
+e(UPmPt + UP'm? — U7 'mp™ Y} (3.7)
—0AH{m ! + (U mi — UPmi)}
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olarak elde edilir. (3.7) denklemi

UP — pM? — (1 — 8) At(m? + e(UPm] ™ + UP'm? — UP"'mP ™)) + e0AtUPmD

14 0Atem?
0At(—-1 — eUP)
1+ 0Atem?

- [

1+ 0Atem?
olmak lizere

Urt! = F; + G + S; M | (3.8)

formunda diizenlenebilir.

(3.8) denklemi; ikinci boliimde (2.8) denklemi igin yapilan benzer islem-
lerle sadece U;, m; ve M;’yi iceren iic elemanh kdgegensel matris sistemine
déniigebilir. Biz bunlardan bin olan (2.9) egitligini kullamr ve bu egitlikte
bulunan F;, G; ve S; degerleri, (3.8) denklemindeki degerler olarak ahmrsa
N +1 bilinmeyen N — 1 denklemden olugan bir denklem sistemi elde edilebilir.
(3.2) olarak béliimiin baginda verdigimiz simir gartlan kullamlirsa;

U(!)'l+1 = ay, Ux—!-l =
,£>0 (3.9)
mgt =0, myt' =0

yazilabilir. Sir gartlarmdan bulunan Uy = a; ve Uyt = o esitliklerinin
sisteme ilave edilmesiyle yeni denklem sistemi artik V — 1 bilinmeyen, N — 1
denklemden olugan yeni bir sisteme déniigiir ve bu sistem Thomas algoritmas:
yardimiyla ¢oziilebilir.

3.3 Baslangic Durumu ve Sayisal Hesaplamalar

Ik zaman adimnda (¢ = 0 amnda), (3.3) baglangic sart1 yardimiyla
d® = {US,U?,... ,U%} baslangig vektorii hesaplanabilir ve baglangic vektorti
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kullamlarak herbir béliinme noktasindaki;

Slw

mpy +4m) +mly, =~ (U, ~U2,),i=1,2,... ,N-1

kiibik spline egitliginden birinci tiirev degerleri bulunabilir. Birinci tiirev
degerleri hesaplamrken N +1 bilinmeyen, N — 1 denklemden olusan sisteminin
cozillmesi gerekir. Denklem sistemine (3.9) simr sartlanmdan gelen mj*™ = 0
ve mpt! = 0 egitliklerinin katilmasiyla N — 1 denklem, N — 1 bilinmeyenden
olusan yeni bir denklem sistemi elde edilir. Bulunan bu yeni sistem Thomas
algoritmasi 1le ¢oziilebilir. Boliinme noktalarindaki ikinci tiirev degerleri;

M? = T+ =6 J = =l i=1,2,...,N
4md 2m$ U -U?
0 _ 2y 1 1 0
M - =+ 6

kiibik spline esitlikleri kullanmlarak hesaplanabilir.

d* = {U3,U},... UL} ikinci zaman adimindaki bilinmeyenler vektoriinii
hesaplamak icin (3.8) denkleminde § = 1 alarak kapah ¢oziim arastinhrsa
(3.8) denklemi

U? — pM? + eAtUPm?

b= 1+ Atem?
o = At(—1 - eUP)
Y 14 Atemf
_ H
S o= 7 + Atem?
olmak lizere;
Uil = E + szzl + SiMil (3.10)

denklemine déniigiir. (2.9) esitligi kullanibir ve bu egitlikte bulunan F;, G;
ve S; degerleri (3.10) denklemindeki degerler olarak almrsa (2.9) denklem
sistemi N + 1 bilinmeyen N — 1 denklemden olugan bir sisteme doniigtir. (3.9)
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olarak elde ettigimiz simr sartlan bu zaman adim icinde kullamlirsa sistem;
(N —1) x (N — 1)'lik yeni bir sistemine déniigiir. Bu yeni denklem sistemide
Thomas algoritmas yardimiyla coziilebilir. Béylece d* = {U},U},... , Uy}
bilinmeyen vektorii elde edilebilir. Bunun somicunda ikinci zaman admminda
bsliinme noktalarinda

3
m3—1+4m‘:il+m‘}+1=z(l]ili—l-Uil—-l)1 i=1727"' ’N._.l

kiibik spline egitlikligi kullanilarak birinci tiirev degerleri (ilk zaman adiminda
yapilan benzer iglemlerle) kolayhkla bulunabilir. Ikinci tiirev degerleride;
+

M} = A h"~6 : = =1 i=1,2,... ,N
4ml  2m! Ul -yt
1 2y 1 1 0
My n R T

kiibik spline egitlikleri kullanilarak hesaplanabilir.
d?> = {U¢,U},... ,U%} ticlincti zaman adimmndaki bilinmeyenler vektoriinii
1
hesaplamak icin (3.8) denkleminde § = 3 alarak Crank Nicolson yaklagim
kullamlirsa (3.8)
_ U M} — 8o} + (U + U9 — UPm) + AU}

2 + Atem]
' 2 + Atem!
_ 2
S = 22 + Atem}
olmak lizere;

denklemine dontiglir. (2.9) esitligi kullamlir ve bu egitlikte bulunan F;, G; ve
S; degerleri (3.11) denklemindeki degerler olarak alimrsa (2.9) denklem sis-
temi N + 1 bilinmeyen N — 1 denklemden olugan bir sisteme doniigiir. (3.9)
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smir gartindan dolay: birinci tiirevin bélitnme noktalanmin baginda ve so-
nunda sifir oldugu kullanihrsa yeni denklem sistemi N — 1 bilinmeyen N — 1
denklemden olugan bir sisteme déniisiir ve bu sistem Thomas algoritmasi
yardimmyla cozillebilir. Béylece d? = {UZ,UZ,... ,U%} bilinmeyen vektorii
elde edillir. Bunun sonucunda ii¢lincti zaman adiminda herbir béliinme nok-
tasindaki;

3 ,
mt?—1+4m12+mz?+l = —’;([]12-}-1_0;2—1)7 = 1727"' 1N_1

kiibik spline egitligi kullamlarak birinci ttirev degerleri (ikinci zaman adiminda
yapilan benzer iglemlerle) bulunabilir. Ikinci tiirev degerleri icinde;

2m? , 4m? U} -U?

M? = o+ h‘——6 = =1l i=1,2,...,N
4m? 2m? U2 -—-U?
2 __ g 1 1 0
M - =+ 6=

esitlikleri kullamlarak hesaplamalar yapilabilir.

Uclincii zaman adimndan sonraki tiim zaman adimlan icin n hesaplanacak
zaman adum olmak iizere d™+! = {UF*!, U7, ... ,Un*1} bilinmeyenler vek-
torleri hesaplamirken énceki iki zaman adiminda bulunan bilinmeyenler vek-
torleri kullamhr.

3.4 Metodun Kararhhig ve Kesme Hatas

Simdi de yerel kesme hatasim elde edelim. Bunun igin U;, m; ve M;

yaklagimlan i¢in Taylor serisi agthmlan kullamlirsa;
r,=UPr—~ hm? + sh2M] — %h:‘(Umm)? +...

i-1

UP~t = Up — k(U] + 3K (Ua)} — 36 (Us)] + ...



Ulys = U + hm + $h2MP + 203 (Upsa)? +

U = U + k(U7 + 3k (Un)} + G (Ue)} +

Ui = UP = (hm + k(Up)?) + §(R*MP + 2hk(Usy)7 + k2(Un)7)
+5 (1 (Uaze)? — 302k (Uat)? + ShE2(Upge)?® — k3 (Upee)?) +

Urn = UP + (hm? = k(U)7) + 3(R*M — 2hk(Us)? + K*(U)?)
+5 (W3 (Uzea)? — 312k (Usat)} + 3hk?(Unse)? — K3 (Use)?) +

UZY = UP + (—hm} + k(U)?) + 3 (h2MP — 2hE(U,)} + k2 (Ua)?)
+5(—P* (Uswa)? + 38h2Kk(Uszr)} — 3hk? (Uzee)? + k¥ (Uise)?) +

URY = Up + (b + k(U)?) + 5 (W2 MP + 2hk(Un)? + k2 (Uw)7)
+3(h*(Uzzz)? + 3Bk (Usat)? + 3hk2 (Upes)? + K3 (Ue)?) +

mP_; = mi — hMP + 102 (Upea)? +

m; ™ =m} ~ k(Un)} + 35*(Uznr)? +

mpy = mf +hMP + 102 (Upse)? + . ..

mi = ml — (RMP + k(Uzt)?) + 3(h?*(Usge)? + 2hk(Ust)? + k2(Uzs)7) +

mir =mP + (AMP — k(Uzn)?) + 3(h?(Usge)? — 2hk(Usgt)? + k2(Uzs)?) + . . -

MP = MP — h(Ups)? +

M"}H =M+ h(Uzwz)? +
(3.12)

elde edilir. Bu esitlikler (3.8) denkleminde yerine yazilir ve bulunan F;, G; ve
S; degerleri (2.9) denkleminde kullamhrsa kesme hatas1
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k (66> (Un)? + 12620e(U)} (Unt)? + 126°0(Use)? + 126°0e (U2 )} (U)7] +
h? (26 Uzaz)? + 26 (Usat)? + 61°(Us)7 (Usa )7 + 26°6(U)7 (U )7] +
W2k (21%06 (Usas)7 (Ur)7 + 612°02 (Us)? (Uze)? — 6p0*(U)2 (U2)2)F +
12406(U )7 (Ugar)? — 6p8((Us)?)? — 6p0e(Ua)7 (Un)7] + . .. (3.13)

olarak bulunur. (3.13) denkleminde goriildiigli gibi kesme hatas1 8 € [0, 1]
olmak iizere O(k + h? + kh?) dir.

Fourier kararhhk metodu ile metodun kararhhgim inceleyelim. Denklemi
lineer hale getirebilmek icin UU, teriminde U yerine g sabiti kullamhrsa (3.1)
denklemi »

Us + Um(l + 59) - ﬂUmzt =0
olur ve (1 + £g) = A ahmrsa denklem
Ut - /LUmzt = "')‘Um

formunda bulunur. Esitligin sol tarafinda zamana gore sonlu fark yaklagim
kullamilir ve denklem dlizenlenirse

Ut = _XAL[(1 - 8)ymD, + Omi] + Un + Myt — pMp, (3.14)

bulunur. (3.14) denkleminden UZH, 4U%! ve ULt esitlikleri hesaplamp
taraf tarafa toplanirsa;

Ui + AU + Uty = —2A(1 = 0)(my,_; + 4my, +mp )

m

“AA(mEL + 4mPH ) + U,

AU, + U + p(MRES + 4MET 4+ M)
“ﬂ(M::z—l +4M;, + M::H»l)
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denklemine ulagihir. Denklemde kargimiza cikan bagintilar icin birinci béliimde
hesapladigimiz kiibik spline bagintilan kullambirsa
Unly +4URT + Unty = =M1 = 0)3(Unyy — Up_y) — AAGOE(URY) — Uzt
FUn—y +4UR + UR g + pis (Ut — 205+ + URH)

_“%(Ur’;‘»q =205, +Ur,4)

olur ve denklemin diizenlenmesiyle;

3 _ 6y n 12, . 3 6
Unti(l - AL — pog) + Unt (4 + pog) + Undi(1+ AL — =)
n 3 6 n 12 " 3 6
= Una(L+ A1 = )5 — p) + Un(4 4 pg3) + Upa(1 - M1 = 0)3 — )

elde edilir. Fourier kararhlik metodu geregince U = £"e#™ i = /-1
egitlikler1 yukandaki denkleme uygulamrsa

. ' 3 6 12 . 3 6
n iffmh —igh . N Sl 0h e oy —
£hePmhte="Ph(1 AAtHh uh2)+§(4+uh2)+§e (1+AAt0h ”h2)]
o A 3 6 12
=€n8'6 "‘[e Bh(1+)\At(1—9)-};—p7‘—2-)+(4+u7ﬁ)
. 3 6
+eh(1 = AAY(L = 6)> — =)

bulunur. Bh = a, €*® = cosa +isina ve e = cosa — isina egitlikleri

kullanilirsa;

3 6 3 6 12 . 3

Elcos (1 — /\Atﬂﬁ — bt 14 )\Atﬁﬁ - p—h—i) +(4+ ,uﬁ) +isina(-1+ )\Ate—};
6 3 6 3 6 3
— ——p=)]= —0)= —p— +1-AA(1-0)—
i +1+ )\AtOh o )] = cosa(l + AAL(1 H)h Pt 1 ( )h

6 12, 3. 6 23 6
-—ﬁ)+(4+uﬁ)+zsma(—1-)\At(1—9)—’;+uﬁ§+1-—)\At(1 H)h uh2)
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elde edilir. Gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla

12 . . 6 12
Efcos a(2 — /1.-,—1—2) + isin a()\AtG-};) +(4+ ”};5)]

6

— cosa(2 - p,%%) +isina(-MAl(1 - 6)7)

12
+(4+ ILP)
denklemine ulagihr. Bu denklem

12

12
A = oosa(2—u-’ﬁ) + (4+/Jr,'i5)

B = /\At%sina

olmak tizere;
£E(A+i0B)=A—- (1-6)iB (3.15)

formunda yazlabilir. Fourier kararhk metodu geregince || < 1 olmah idi.
Bu durumda (3.15) denklemi icin

2 r 202
. \/A+(1 0°B* _

A2y 6?B2
A%+ (1-06)2B? <
- A2+ ¢*B2  —

(3.16)

sartia ulasihr. (3.16) denklemi icin esitligin sol tarafimin dogrulandigh agikardr.

Gostermemiz gereken
A2+ (1-0)’B*< A+ 60°B? (3.17)
oldugu durumdur. (3.17) diizenlenirse;
(1-6?<¢ (3.18)

koguluna ulagihr. (3.18) denkleminin saglanmasi 1—26 < 0 olmasina baghdur.
6 € [0, 1] oldugunu biliniyordu. Bu durumda Fourier kararhilik metoduna gore
metodumuz 6 € [1,1] araliginda iken kararhdur.
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3.5 Test Problemleri

3.5.1 Tek Dalga Coziimii

Bu kisimda (1.74) denklemi ile verilen tek dalga analitik ¢dziimii ince-
lendi. Baglangi¢ kogulu olarak (1.75) denklemi ve simr kogulu olarakta (1.76)
esitlikleri kullamldi. € = pp = 1, 2o = 0 parametreleri ve —40 < z < 60 tamim
aralifh secilerek bu araligin i¢inde; 3c genlikli, sola yerlestirilmis tek dalganin
v = 1 + ec hizla saga dogru hareketi 0 < ¢ < 20 zaman arahginda incelendi.

Parametreler [36, 39, 42|, oldugu gibi konum artim h = 0.125, zaman
artimn At = 0.1 ve genligi 3¢ = 0.3 olarak ahndi. Alinan parametrelere gore
0.3 genlikli tek dalga ¢bziimii icin korunum sabitlerinin analitik degerleri;

Ci= %(f = 3.9799497

12¢2 + 48kc?u

G == =F — 081046249 (3.19)
2 3
Cs = 3—65— L 14 o sre007

olarak hesaplanabilir.

Program t = 20 oluncaya kadar ¢algtirildi. ¢ = 20 oldugu ana kadarki
cesitli zamanlardaki Ly, Lo, hata normlariyla beraber C;, C; ve C3 korunum
sabitleri Tablo 3.1 de verildi. Calisma boyunca korunum sabitlerimiz ile
(3.19) esitliginde verilen analitik sonuglarm birbiri ile oldukea uyumiu olduk-
lan goriildii. Sekil 3.1 de baslangi¢ fonksiyonu ile ¢ = 20 anmdaki sayisal
coziimiin grafigi ¢izildi. Sekil 3.2 de t = 20 amndaki sayisal ¢zlim ile ana-
litik gdziim arasindaki fark: temsil eden grafik cizildi. Grafik incelendiginde
maksimum hatanin dalganmn tepe noktas: civarlarinda oldugu gozlendi.
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Tablo 3.1: Tek dalga icin hata normlan ve korunum sabitleri
Genlik = 0.3,h = 0.125At =0.1,-40 < = < 60

Zaman L2 X 103 Lo X 103 Cl Cz 03
0 0.000 0.000 3.97992 | 0.810462 | 2.57900
4 0.191 0.083 3.97995 | 0.810276 | 2.57839
8 0.208 0.087 3.97997 | 0.810276 | 2.57839
12 0.234 0.095 3.97998 | 0.810276 | 2.57839
16 0.266 0.104 3.97998 | 0.810276 | 2.57839
20 0.301 0.114 3.97996 | 0.810276 | 2.57839
0.000f —| [\“\
030 —| ! i\.
b a.0001 —| ”{ \
=- ] R
] - |
0.10 — | \ ;
-0.0001 — \ f
] i V)
\
oo A A EE S A R S IS ‘
~40.00 2000 .00 x 2000 40.00 60.00 -40.00 -20.00 0.00 X 200 40.00 60.00

Sekil 3.1: ¢t = 0 ve t = 20 zamammndaki
tek dalga ¢ozlimii

Sekil 3.2 : ¢t = 20 zamamndaki hata

Parametreler aym olmak tizere 0.09 genlikli tek dalga ¢oziimil icin ko-

runum sabitlerinin analitik degerleri;
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Ci= %C = 2.1094075

_12c 4 48kc?pu

Cr=— = 0.1273017 (3.20)
36c?  144¢°
Cs= e + SR = (.3888060
olarak hesaplanabilir.

Dalga genligi 0.09 secilerek program tekrar gahstinidi. Bu parametrelere
gore program cahgtinldiktan sonra elde edilen hata normlan ve korunum
sabitlerinin cesitli zamanlardaki degerleri Tablo 3.2 de verildi. Cahgma boyunca
korunum sabitleri ile (3.20) egitliginde verdilen analitik sonuglarm birbiri ile
olduk¢a uyumiu olduklan gortldd. ¢ = 20 anndaki 0.09 genlikli tek dalga
cozlimil ile ¢ = 0 anindaki baslangic sartimn grafigi Sekil 3.3 de ¢izildi. Sekil
3.4 de analitik ¢oziim ile sayisal ¢bztim arasindaki fark: belirten grafik cizildi.
Bu grafik incelendiginde hatanm en sag kisimda (z = 60 aninda) oldugu
goriildii. Bunun sebebi ise tamm arahfmn son noktasimda analitik ¢oziimiln
0.00043 olmasiydi. Bilindigi gibi siur gartlanndan dolayr tamm arahgimn
baglangig ve bitig noktalannda sayisal ¢oziim 0 almmugti.

Tablo 3.2: Tek dalga icin hata normlan ve korunum sabitleri
Genlik = 0.09, h = 0.125, At = 0.1, —40 < z < 60.

Zaman | Ly X 10° | Lo, x 103 | G4 C, Cs
0 0.000 0.000 | 2.10702 | 0.12730 | 0.38880
4 0.149 0.193 | 2.10838 | 0.12729 | 0.38878
8 0.280 0.141 | 2.10928 | 0.12729 | 0.38878

12 0.397 0.151 2.10981 | 0.12729 | 0.38878
16 0.479 0.213 | 2.10981 | 0.12729 | 0.38878
20 0.547 0.431 | 2.10900 | 0.12729 | 0.38878
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S S
o
g

o

b4
e

~——
=l
-
R
HATA

000~y " . i . —
40.00

Sekil 3.3: ¢ = 0 ve t = 20 zamamndaki
tek dalga ¢ozlimii

Sekil 3.4: ¢t = 20 zamamndaki hata

Tablo 3.3 de genlik degerleri olarak sirasiyla 0.3 ve 0.09 secilerek farkh
konum ve zaman artimlariyla tek dalga c¢oziimii i¢cin hata normlan verildi.
Aym genlik degerleri arasinda inceleme yapildiginda konum artim degerleri
kiiciikken hata normlarmin daha kiigiik oldugu goriildii.

Tablo 3.3: Genlik = 0.3 Genlik = 0.09
h At | Ly x 10° | Lo x 103 h At | Ly x 10° | Lo x 103
0.025 | 0.025 | 0.031 0.013 0.025 | 0.025 | 1.110 0.431
0.05 | 0.05 | 0.076 0.028 0.05 | 0.05 | 0.928 0.432
0.125| 0.1 0.301 0.114 0.125| 0.1 0.547 0.432
0.25 | 0.2 1.197 0.454 0.25 | 0.2 0.287 0.432
05 | 04 4.824 1.826 05 | 04 0.536 0.432
1.0 | 0.8 | 19.238 7.155 1.0 | 038 1.757 0.548
40 | 0.8 | 86.866 30.006 40 | 08 4.442 1.277
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3.5.2 Ardigik Dalgalar Coziimii

Bu kisimda (1.79) baglangic sart1 ve (1.80) smir sart: kullamlarak ardigik
dalgalarin olugsumu incelendi.

Sayisal ¢oziimiimiiz icin Uy = 0.1, ¢ = 3/2, p = 0.16666667, h = 0.24,
At = 0.1 parametre degerleri ve —60 < z < 540 tamm arahg [36, 39]
referanslarinda oldugu gibi secildi. Baslangi¢c kogulunda d = 5 kullamlarak
program t = 400 zamamna kadar cahgtirlarak C;, C; ve C; korunum sabit-
leriyle beraber tamim aralig iginde olugan tiim dalgalarin maksimum yiiksek-
lik degerleri (Upax) Tablo 3.4 de farkh zamanlar icin verildi.

Tablo 3.4: Ardigik dalga sonuglan
Zaman | U,y T Cy 8% Cs
0 0.10000 | —60 | 6.01198 | 0.57630 | 1.78496

50 0.11031 | 48.480 | 11.38698 | 1.12631 | 3.49045
100 | 0.13694 | 102.24 | 16.76198 | 1.67632 | 5.19570
150 | 0.15754 | 156.24 | 22.13698 | 2.22635 | 6.90068
200 | 0.17029 | 210.48 | 27.51198 | 2.77638 | 8.60551
250 | 0.17786 | 264.96 | 32.88698 | 3.32642 | 10.31029
300 |0.18208 | 319.44 | 38.26198 | 3.87645 | 12.01504
350 | 0.18508 | 374.15 | 43.63698 | 4.42649 | 13.71979
400 | 0.18686 | 428.87 | 49.01198 | 4.97652 | 15.42453

Korunum sabitlerinin degigimini d = 5 olmak tizere Tablo 3.4 deki sonuglara

gore;

49. —6.011
M, = 90119i00601 98 — 01075

4.97652 — 0.57630
M, 00 0.0

KURULY
. YORSEKOCRETIL L
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15.42453 — 1.78496

My = = 0
3 100 0.034099

olarak hesaplanabilir. Bu sonuglan (1.81) denklemiyle hesaplanan analitik
sonuglar ile kiyaslandiginda sayisal sonuglarn tutarl olduklan goriildii.
Sekil 3.5'in solundaki grafikle d = 5 diislik egiminin kullamlmasiyla elde
edilen ardigik dalgamn profili gosterildi. Sag taraftaki grafikle de d = 2 yiiksek
egimiyle elde edilen ardigik dalgamn profili gésterildi. Yiiksek egim, baslangic
sartinda kullamldiginda gekilde daha fazla ardigik dalgalar olustugu gozlendi.

0.45 —

“ 1 i
R el
M )
ey — 9  F 4 & U
d=5 d=2

Sekil 3.5: ¢t = 400 zamanminda ardisik dalgalarin profili, Uy = 0.1,
h=0.24, At =0.1

Tamm arahgmizi —60 < z < 900 olarak genigleterek d = 5 ve d = 2
icin program ayn ayn tekrar caligtirildi. ¢ = 900 oluncaya kadarki olugan ilk
dokuz dalgamn maksimum yliksekliginin zamana gore grafikleri Sekil 3.6 da
goriintiilendi. Olusan ilk dokuz dalgamin maksimum genlikleri ve bu degerleri
aldiklan z koordinatlar Tablo 3.6 da verildi. d = 5 diigiik egimi i¢in ¢izdigimiz
grafikte yaklagik t = 600 zamanindan sonra ilk dalga i¢in maksimum genlik
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degeri sonraki zaman acimlarinda sabit kaldi. Bu durum zaman adimlan
ilerledikce ikinci, ii¢tincii ve dérdiincii olusan dalgalarda da goriildii.

020 0.20
7 i

0.1 — 218 —i

0.16 =4 0.16 —

U max
U max

0.14 ~4
0.14 —

0412 —
012 —

Time .00 200 400 600 800

d=5 d=2
Sekil 3.6: Dalgalarin geligimi

Tablo 3.6: ¢t = 900 zamaninda dalgalarin genlikleri

d=5 |d=2
Ik Dalga 0.1907 | 0.1938
Ikinci Dalga. 0.1839 | 0.1882

Uciincii Dalga 0.1788 | 0.1825
Dérdiincti Dalga | 0.1753 | 0.1774
Besinci Dalga 0.1708 | 0.1721
Altina Dalga 0.1652 | 0.1668
Yedinci Dalga. 0.1599 | 0.1617
Sekizinci Dalga. | 0.1545 | 0.1565
Dokuzuncu Dalga | 0.1491 | 0.1515




Bolim 4

Lineer Olmayan Burger
Denkleminin Kubik B-Spline
Kolokeysin Metoduyla Sayisal

ozumiu

Bu béliimde kiibik B-spline fonksiyonlan lineer olmayan Burger denk-
leminin kolokeysin metoduyla sayisal ¢oziimiinde kullamldi. Birinci boliimde
elde edilen kiibik B-spline bagintilan kullamlarak ii¢ test problemi iizerinde
cahsildi. Sayisal ¢oztimii temsil eden grafikler cizilerek sayisal metodumuzun
kararhh@ Fourier kararhlik analizi ile incelendi.
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4.1 Lineer Olmayan Burger Denklemi,
Baslangi¢ ve Simir Sartlan

A pozitif parametre, t ve z tiirevleri gostermek tizere [a,b] tamm

araliginda tammh
Us + UU; = AUy, (4.1)
formundaki lineer olmayan Burger denkleminin
Ua,t) =0y, Ub,t)=B, t>0 (4.2)
smir sartlan ve f(z) sonradan belirlenmek {izere
U(z,0) = f(z) a<z<b (4.3)

baslangi¢ sartlan altindaki sayisal ¢6zlimii tizerinde cahisacagiz.

4.2 Kiibik B-Spline Kolokeysin Metodu

z;’ler, [a, b] tamm araligindaki bsliinme noktalarinin koordinatlarn olmak

lizere
a=z<r<..<zy=b h=z;-2;.,>0, 7=1,2,... N
olsun. (4.1)’de tammlanan lineer olmayan Burger denklemini
U+UU, =AU, =0 0<2<1 (4.4)

formunda tekrar yazar ve (4.4) denkleminde f = UU, — \U,, olmak {izere
zamana gore tiirev icin sonlu fark yaklagimm kullamhrsa

1

LU UM + (1= 0)f" 05" =0
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olur ve denklemin diizenlenmesiyle
U™ ~ U™ + (1 - 0) AtJUUL)"* — A(Upz)"] + 8 AUU)™! = A(Upz)™] =0
(4.5)

elde edilir.
Denklemi lineer hale getirebilmek i¢in her z,, boliinme noktasinda (UU, )+

yerine;
(U = Ut (U, + Un(Un )i = Un (U ), (4.6)

egitligi yazlirsa (4.5) denklem;
Unt —UR + (L= 0) AU (U)ot + U X (Uy), — U Y (U)ot — AMUse)?)
+0 A HURH (Ua)p, + Un(Ua)t = Un (Ua)g, — MUz )3 ' =
(4.7)
formunda yazilabilir. Kiibik B-spline egitlikleri kullanilarak (4.7) diizenlenirse
Ly =68, +46,, + 6., Ly = §(5" 1~ 8m1)

Ly = 8y + 45, + 6,0, Ly = (6570 — 67.74)

3
“h
= ',‘;5(6" 1= 260, 4 i)

olmak tizere;
A+ 0 AtLy ~ 3 itLl — /\66’5; t) + 6 (4 + 40 Aty + AlziAt)
S(1+0 D tLy + 3 itL’ ~ Awhf ’) |
=Ly — (1~ 6) At{LyLy + LsLy ~ LaLy — ALs] + 8 AtLy Ly
(4.8)

denklem sistemine ulagiir. Bu sistem d**! = {6"1%, §1,... 60t} bilin-
meyenler vektorii olmak tizere liggensel bir matris sistemine kargilik gelir. Bu
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matris sistemi N +3 bilinmeyen N +1 denklemden olugan bir sistemdir. (4.2)
smur kogullan kullanilirsa

Ulzo) = 6771 + 4651 + 6711 = B, = "1 = B, — (462+! + &7
Ulzn) = 635 + 4651 + 3L = By == 64 = By — (63, + 4671
(4.9)

esitlikleri elde edilir. Bu egitlikler (4.7) denkleminde kullamldiginda Thomas
algoritmasiyla coziilebilen (N + 1) x (N + 1)’lik yeni bir matris sistemi elde

4.3 Baslangic Durumu ve Sayisal Hesaplamalar

Ik zaman adminda (¢ = 0 amnda), (4.3) baglangi¢ sart: kullamlarak
d® = {62,,6),...,6%1} baslangic vektorii hesaplanabilir. Kiibik B-spline
egitlikleri yardimiylada baglangi¢ vektérti kullamlarak ¢ = 0 aminda z,,,
m=0,1,..., N bélinme noktalarindaki

Uzm) = 521—1 + 46?71, + 6?n+1

3
U(zm) = E(6gn+1 - 6?1»—1)

6

U"(@m) = 35 By = 260 + 8p0)

 degerleri hesaplanabilir.

d = {61,,6;,... ,6}1} ikinci zaman adimindaki bilinmeyenler vektoriinii
hesaplarken (4.8) denkleminde § = 1 alarak kapah ¢éziim aragtirihirsa (4.8)
denklemi

3
+ 482 + 5?,,“ Ly =~ 6?n+1 —891)

L1=60 h(

m~—1
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olmak iizere;
3AtL, B6A¢t 12At
6t 1(1+ ALy — - LD )+ (@ + A ALy + A )+
3AtL, 6At
Sh1(14+ AtLy + - Lo 57) = Li+ AthLy

(4.10)

denklemine déniigiir. (4.10) denklem sistemi N + 3 bilinmeyen N + 1
denklemden olugan bir sistemdir. (4.9) olarak elde ettigimiz stmr sartlan bu
zaman adim igin kullanihrsa iki bilinmeyen elimine edilerek sistem (NN +1) x
(N + 1)’lik yeni bir denklem sistemine déniigiir. Bu yeni denklem sistemi
Thomas algoritmas: yardumyla giziilebilir. Boylece d* = {6%,,65,... ,6%,,}
bilinmeyenler vektorii elde edilir ve kiibik B-spline esitlikleri kullamlarak z,,,
m =0,1,... , N bélilnme noktalarindaki;

Ulzm) = 6},_,+46% + 5:n+1
Ulzm) = %(67171+1 ~ 6m-1)
U'(m) = 5 (Bhacs = 281+ 8y
degerleri hesaplanabilir.
d? = {82,,8},... , 6%} igiincii zaman adimmdaki bilinmeyenler vektsrii-

nii hesaplamak icin (4.8) denkleminde 6 = % alarak Crank Nicolson yaklagim
kullanihrsa (4.8) denklemi

3
Ly=6. ,+46. +6.,, Ly = 3 (1 = 8ma)
3
Ly =860 448 +62 ., Ly= E(‘g?nﬂ — 6m1)

6
L; = 55(‘51 1= 260+ 60p)
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olmak iizere;
AtLy, 3AtL 3At 6AtL
2 2 1 2
G (1 + 5 5 A % )+ 6, (4+2A 8Ly + X e )+
AtLy, 3 AtL 3AtL
2 2 1

At At
=1L - '2—[L1L4 + LsLy — LyLy — ALs) + TLILQ

(4.11)

denklemine doniigiir. (4.11) denklem sistemi N + 3 bilinmeyen N + 1
denklemden olugan bir sistem olup (4.9) olarak elde edilen simr sartlan bu za-
man adimnda kullamhrsa yeni denklem sistemi (V +1) X (N + 1)’Iik yeni bir
sisteme doniigiir. Bu yeni denklem sistemide Thomas algoritmas: kullamlarak
cozillebilir. Boylece d? = {62,87,... , 6%} bilinmeyenler vektorii elde edilir
ve kiibik B-spline esitlikleri kullamlarak Z,,, m = 0,1,... , N bélinme nok-
talarindaki

Ulxm) = 6%_, +46% + 62,

, 3
Uem) = 3= 6amy)

2 6
U,(wm) - ‘,ﬁ(‘sz -1 263n + 6?n+1)

degerleri hesaplanabilir.

Uglincii zaman adimindan sonraki tiim d™t = {§™1%, 65+, ... 651, } bi-
linmeyenler vektorleri hesaplamirken énceki iki zaman adiminda bulunan bi-
linmeyenler vektorleri kullamhir. Bu sekilde kalan tiim zaman adimlarinda
tiglincii adimda yapilan benzer iglemlerle hesaplamalar yapilabilir.

4.4 Metodun Kararhlik Analizi

Fourier kararhlik metodunu kullanarak metodumuzun kararhhigim aragti-
ralim. Burger denklemini lineer hale getirebilmek i¢in UU, teriminde U yerine
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g sabitini kullamhrsa (4.5) denklemi

Uz = Up 4 (1= 6) Atlg(Ua)y — MUse)a) + 6 5 tg(Ua) = AUse)i] = 0

olur. Elde edilen denklemde kiibik B-Spline egitlikleri kullamlarak denklem

diizenlenirse

3 n n
67:;11 + 46?:1 + 6;‘:—11 - (6 -1 + 46n + 6m+1) ( 0) A t[g'ﬁ(émi—l - 6m-1)

_A%((SZL—I — 287, + 6 1))+ 60 A t{g— (6"m++11 &)

m-—1

6 .
S (6 2+ B =0

ve buradan da

6"'“(1-9 OA1- g 0At)+6"+1(4+A 0At)

3 6
+omtl (1 + 939 At=A50 At)

—6"_1(1+g%(1—-0)[lt+)\—6—(1— 6) A t) + 8% (4 — A}f( —o) A1)

(1= g1~ 0) At+ A (1-6)AY)

esitligi elde edilir. Fourier kararhlik yontemi geregince &y, = £"e™, i = /—1

esitlikleri yukandaki denkleme uygulamrsa

) 12
gneiﬁmh[é-e»zﬂh(l — g§9 At— /\:29 A t) + 5(4 + AEEG JAN t)
+gezﬁh(1+g INEN Sont)
= £Mefmhe—Ph(1 4 g— (1 —0)At+ )‘ 5(1—0) At)

. A}f(l—G)At)+§e"”‘(1— 2( —0) At+ e S 1-0)an)
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bulunur. Bh = a ve €* = cosa + isina, €7** = cosa — isina egitlikleri

kullamlirsa;

£[cosa(1-—g OAt— A 0At+1+g%0At—)\:29At)

(4+>\1 6 At)+isinof— 1+gZ€At+A—6—0At+1+g 0At—,\60At)]

3
sa(1+gh
+,\: 1-6)At)+(4- 2=

(1-0) A+ (1——0)At+1—-g%(1—0)At

12
h2(1-0)m)

+isina(—1—g- (1—9)At—A (1—-)At+1~g%(1—- )At+A s(1—-0)At)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapihrsa
€lcos (2 — )\ HAt) + isina(g 60At) + (4+)\ 0At)]

=cosa(2—)\ﬁ(1—H)At)—}-isina(——gﬁ(l—é?)At) 4- )\ (1— 0) At)

denklemine ulasilir. Bu denklemde

A = 2cosa+4
12

B = h2 A t(1 - cos @)
C = gE Atsina
esitlikleri kullanihrsa
£(A+6B+1i0C)=A—-(1-0)B~i(l-0)C (4.12)
elde edilir. Fourier kararlik metodu geregince |£| < 1 olmah idi. Bu durumda
(4.12) denklemi i¢in;

(A+03—B)2+(1—0)2G2<1
= (A+6B)? + 6*C? =
(A+6B—-B)?+(1- )C2
= (A+6B)? + 6*C? -

-1

(4.13)
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sartma ulagihr. (4.13) denklemi icin esitligin sol tarafimn dogrulandigh agikardur.

Gostermemiz gereken durum;
(A+8B—B)*+(1-60)’C* < (A+6B)* +6°C* (4.14)
oldugu durumdur. (4.14) diizenlenirse
(B®+C*(1-20)—24B <0 (4.15)

koguluna ulagiir. B? + C?> > 0 ve 2AB > 0 olduklarindan (4.15) esitligin
her durumda saglanmas1 1 — 20 < 0 olmasina baghdir. 6 € [0,1] oldugunu
biliniyordu, bu durumda Fourier kararhhik metoduna gére metodumuz 6 €
[% , 1] arahginda iken kararhdir.

4.5 Test Problemleri

Bu bsliimde birinci béliimde lineer olmayan Burger denklemi i¢in verilen

test problemleri kullamlarak sayisal metodun dogrulugu kontrol edildi.
1. Birinci Test Problemi

Ik test probleminde sayisal ¢oziimiin dogrulugunu kontrol edebilmek icin
(1.66) denklemiyle beraber [0,1] tamm arahfnda; (1.63) baslangic sart1 ve
" (1.64) smnir gartlan kullamldi. Sayisal goziimde A = 1 parametresi ve zaman
artim olarakta At = 0.01 ahndi. Konum artimlan sirasiyla h = 0.25, h =
0.125 ve h = 0.0625 ahnarak hesaplanan sayisal ¢oziimler Tablo 4.1 de verildi.
Ttim sonuglar incelendiginde konum arahklan kiiciildiikce sayisal metodun
daha iyi sonuclar verdigi gozlendi ve h = 0.0625 icin yapilan hesaplamalarda

en iyi sonuclar bulundu.



Tablo 4.1: A =1 iken sayisal ve analitik sonuclarin kiyaslanmas:

z | t |h=025|h=0125|h=0.0625| Analitik Sonug
000 | 07071 | 07071 | 0.7071 0.7071
005 | 04077 | 04134 | 0.4148 0.4131
1gs | 010 | 02443 | 02528 | 02540 0.2536
0.15 | 01467 | 0.1546 | 0.1565 0.1566
0.20 | 00878 | 0.0945 | 0.0962 0.0964
0.25 | 0.0524 | 00576 | 0.0589 0.0502
0.00 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 1.0000
0.05 | 05968 | 0.6080 | 0.6108 0.6091
15y 010 | 03547 | 03684 | 03710 0.3716
0.15 | 02100 | 02234 | 0.2266 0.2268
0.20 | 01254 | 01355 | 0.1380 0.1385
025 | 0.0746 | 00821 | 0.0841 0.0845
0.00 | 07071 | 07071 | 0.7071 0.7071
0.05 | 04373 | 0.4480 | 0.4508 0.4502
17s | 010 | 02577 | 02685 | 02725 0.2726
0.5 | 01517 | 0.1619 | 0.1641 0.1644
0.20 | 00899 | 00971 | 0.0091 0.0064
0.25 | 00531 | 0.058 | 0.0600 0.0603
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A, h ve At icin secilen farkh durumlarda sayisal sonuclar ile analitik
sonuclar Tablo 4.2 de verildi. A igin kiiciik degerler alindiginda sayisal ydn-
temin daha iyi sonuclar verdigi goriildii.
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Tablo 4.2: t = 0.5 aninda sayisal sonuclarla

analitik sonuclarm layaslanmas:

A=0.01 A=0.01 A =0.001 A =0.001
h=1/36 Analitik h=1/216 Analitik
T At =0.01 Sonug At = 0.125 Sonug
0.500 0.589 0.589 0.613 0.595
0.556 0.649 0.649 0.673 0.656
0.611 0.707 0.707 0.730 0.715
0.667 0.762 0.762 0.784 0.772
0.722 0.814 0.814 0.833 0.826
0.778 0.861 0.861 0.875 0.876
0.833 0.902 0.902 0.903 0.921
0.889 0.934 0.934 0.898 0.959
0.944 0.951 0.937 0.802 0.959
1.000 0.000 0.000 0.000 0.000

2. Ikinci Test Problemi

fkinci test probleminde sayisal ¢éziimiin dogrulugunu kontrol edebilmek
igin (1.67) denklemiyle beraber [0, 1] tamm arahgnda (1.68) baglangic gart1
ve (1.69) sir sartlan kullamld.
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Sekil 4.1: A =0.005, h = 0.02, At = 0.1

Sekil 4.1 de cizilen grafik A = 0.005 iken 1 < t < 3.1 zaman arahnda
sayisal ¢cozlimiin hareketini gostermektedir. Zaman arttik¢a dalganmn tamm

arahg icinde hareketi incelendiginde ¢t = 1 amnda dalgamn belli konumdan

sonra sifirlandipy goriilmekte, bu durum zaman arttikca azalmakta ve son
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zaman adiminda ise olmamaktadir. Bu durum bu test problemi icin isten-
meyen bir durumdur. Sekil 4.2 de ¢izilen grafik A = 0.0005 iken 1 <t < 3.25
zaman arahgndaki yaklagik ¢éziimiin hareketini gostermektedir. Zaman art-
tikca dalgamin tamm arah@ icerisindeki hareketinin ilk duruma goére daha

kararh oldugu goriilmektedir.
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i
5
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040 —| / l
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bs
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X

Sekil 4.2: A = 0.0005, h = 0.005, At = 0.01



3. Ugiincii Test Problemi
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Son test probleminde sayisal ¢oziimiin dogrulugunu kontrol ederken (1.70)
denklemiyle beraber [0,1] tamm arahginda (1.71) baslangic sart1 ve (1.72)

i
1.00

simr gart: kullanildi.
100 —
\

1
0.80 —| \
060 — t=0

U
040 —| \
0.20 — \
T T j T
0.00 0.20 0.40 0.60 080
X

100

] \\
0 \
0.60 —|

U

- t=1

046 — \
“az0 L
T T T \
0.00 0.20 0.40 X 0.60 0.80

1
Sekil 4.3: A = 0.01, h = —, At = 0.025

36’
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t=0.5

0.00

020

0.80 ~—

060 —

040 —

020 —

0.00

020

; i
040 0.60 0.80 1.00

Sekil 4.3 de cizilen grafik A = 0.01 iken 0 < t < 1.5 zaman arah@mn-
daki sayisal ¢oziimiin haraketini géstermektedir. Dalgamn basglangic durumu
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z = 3 olup dalgamiz tamm arahgimizda soldan saga dogru p hizla haraket
etmektedir. Grafikler incelendiginde zaman ilerledikge sayisal ¢ozlimde bozul-
malar oldugu gériilmektedir. Hesaplanan saysal ¢bziimlerin farkhh konumlar-
daki degerleri ile analitik sonuclar Tablo 4.4 de verilmigtir.

Tablo 4.4: Sayisal sonuclar ve analitik
¢ozlimlerin kargilastiriimas: (A = 0.01)

h=1/36 Analitik

z At = 0.025 Sonug
0.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000
0.278 0.999 0.998
0.333 0.986 0.980
0.389 0.850 0.847
0.444 0.448 0.452
0.500 0.236 0.238
0.556 0.204 0.204
0.611 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200




Boéliim 5

RLW Denkleminin Kiibik
B-Spline Kolokeysin Metoduyla

Sayisal Coziimii

Bu béliimde RIW denkleminin kiibik B-spline kolokeysin metodu 1ile
saysal ¢éziimil tamtildi. Metodun kararhlik analizi gahsildi. RLW denkle-
minin tek dalga ¢6ziimii, ardigik dalgalar ¢6ziimii elde edildi. Sayisal ¢oziimiin
dogrulugu korunum sabitleri, L, ve L., hata normlar hesaplanarak gosterildi.

5.1 RLW Denklemi, Baslangic ve Simir Sart-
lar1

€ ve p pozitif parametre, x ve t tiirevi géstermek tizere [a,b] arahginda
tammbh

Ut + Um + EUUx - ﬂUmmt = 0, (51)
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formundaki RIW denkleminin

U(a’7 t) = ﬂl’ U(b7 t) = ﬁ2
(5.2)
Ua(a,0) =0, Us(b,0) =0

siir gartlar ve f(z) sonradan belirlenmek {izere
U(z,0) = (z) (5:3)

baglangic sart:1 altindaki sayisal gbziimiinii aragtiracagiz.

5.2 Kiibik B-spline Kolokeysin Metodu

(5.1) denklemini
(U = pUgz)e + Uz +eUU, =0 (5.4)

formunda tekrar yazar ve f = U, +UU, olmak lizere zamana gére tiirev icin
sonlu fark yaklagim kullamhrsa

Ut~y — U™ 4 pU?, + At(1 — 8)(UP + e(UU,)"™)

T

(5.5)
+A(UD + £(UU,)"1) = 0

denklemi bulunur.
(5.5) denklemini lineer hale getirebilmek igin her béliinme noktasinda
(UU,)™*! yerine

(UU)H = Up (Us) 4 Un(Ua)at* = Un(Uz ) (5.6)
egitligi kullamhrsa (5.5) denklemi lineer olarak;
Unt! = p(Usa )it = Uy + p(Usz) + (1 = 0)A[(Us)7,
+e{UnUz)p* + Un (Us )i — Up (U )r 7'} (5.7)

+AO[(Un)7t + e{Un (Un)yn + Up (Ua) 7 — U (Uz)7}] = 0
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formunda elde edilebilir. Birinci béliimde elde ettigimiz kiitbik B-Spline esit-
likleri (5.7) denkleminde kullamlirsa

L= Gy 445+ 6y La= 3 (6y — )

m-1 m-—1
L5 = 5nm—1 - 2671:5 + 6?n+1

olmak iizere;

§7H (1 u% - 0At% +e0ALL, — sGAt%Ll)

12 3 3
+6:1,+1(4 + ”ﬁ + 4e0AtLy) + 5:1‘:11(1 8 + 0Atﬁ + e0AtLy + 5«9At}—LL1)

Hh2
=L — u% Ls — (1—-0)At(Ly + eL1La + €LsLy — €L3L4) + 0cAtL; Ly

(5.8)
denklem sistemine ulagihr. Bu sistem d"*! = {§”1! 651, ... 60k, bilin-
meyenler vektoril olmak tizere iiggensel bir matris sistemine karsihik gelir. Bu
matris sistemi N + 3 bilinmeyen, N +1 denklemden olugan bir sistemdir. (5.2)
olarak verilen sinir kogullar1 kullanmhrsa

Ulzo) = 621" + 4865 + 6 = B, = 877" =, — (46,7 + 67*)
Ulzn) = 6’,{?111 + 45%/“ + 671?:31 =Py = 67\7?1 =Py - (ylt;r—ll + 45’1:1“)

(5.9)
esitlikleri bulunur. Bulunan bu egitlikler (5.8) denkleminde kullanihrsa Thomas
algoritmas: yardimiyla ¢oziilebilen (IV +1) x (IV +1)’lik yeni bir matris sistemi
elde edilir. |

5.3 Baslangic Durumu ve Sayisal Hesaplamalar

¢ = 0 iken (ilk zaman adim1), (5.3) baglangig sartindan d® = {62,683, ... ,
6311} baslangic vektorii bulunabilir ve kitbik B-spline esitlikleri yardimyla
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Zm, m=10,1,... , N boliinme noktalarindaki

Ulxm) = 891+ 46(r)n + 6(7)n+1
3
Ule) = 20— 80

(/4 6
Ullzn) = ﬁ(‘sgn-l — 260, + 69,41)

degerleri hesaplanabilir.

d' = {6',,8,. .. ,65,,} ikinci zaman adirmndaki bilinmeyenler vektoriinil
hesaplamak icin (5.8) denkleminde § = 1 alarak kapali ¢oziim bulunursa (5.8)
denklemi

Ly=8 _,+488 +8,.,, L= %(6(1)n+1 — bpy)

Ls = 89,1 — 280, + 80
olmak tizere;

6 3 3
6%_1(1 - ”ﬁ - Atﬁ -+ 6AtL2 = EAt"‘;Ll)
5 (4 12 4eAtL,) + 6 6 A3 AtL AL
+6m( + g tHaeat 2) + m+1(1_“h_2+ by +eatls e tﬁLl)

b L5 + EAtL1L2

=L1"P'ﬁ

(5.10)

" denklemine déniisiir. (5.10) denklem sistemi N +3 bilinmeyen, N+1 denklem-
den olugan bir sistemdir. (5.9) olarak elde ettigimiz simr gartlan bu zaman
admm icin kullamhrsa (N 41) x (N +1)’lik yeni bir denklem sistemi elde edilir.
Bu yeni denklem sistemi Thomas algoritmas: yardimmyla goziilebilir. Boylece
dt = {6~,,8,...,65,1} bilinmeyen vektorii elde edilir ve kiibik B-spline
esitlikleri kullamlarak ikinci zaman adiminda Z,,, m = 0,1,... , N béliinme
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noktalarmdaki
Ulzw) = 61 1+461 +6m+1
Ulzm) = (6m+1 m—1)
U'(zm) = ﬁ(al — 268 + 6701)
deg;erleri hesaplanabilir.
= {62,,83,... ,6%,,} lictincii zaman adimmindaki bilinmeyenler vek-

toriini hesapla.mak icin (5.8) denkleminde 8 = % alarak Crank Nicolson yak-
lagim kullamilirsa (5.8) denklemi

Li=é6,_ 1+ 46, + 63n+1 (6m+1 m—1)

L = 6p,_y + 460, + 60 =

( m+l " m—l)
Ls = 63n - 261 + 6m+1
olmak iizere;

2 (- —6— - At—3— + %AiLg - eAt-%Ll)
+62,(4 + p— 2t 25AtL2) + 62 (1~ p— 5+ At + - AtL2 + sAt——Ll)

- 2h
= L1 b [.LL5°h—2 = —"-(Lz + €L1L4 —+ €L3L2 —3 EL3L4) + AtL1L2

(5.11)
denklemine déniigiir. (5.11) denklem sistemi N +3 bilinmeyen N +1 denklem-
den olugan bir sistemdir. (5.9) olarak elde ettigimiz sinir sartlan bu zaman
adimmda kullandirsa (N + 1) X (N + 1)’lik yeni bir denklem sistemi elde
edilir. Bu yeni denklem sistemi Thomas algoritmas: yardimiyla ¢oziilebilen
bir sistemdir. Béylece d2 = {62,,62,...,6%,1} bilinmeyen vektérii elde
edilir ve kiibik B-spline egitliklerini kullanarak {iciincti zaman aciminda z,,
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m=10,1,... , N béliinme noktalarindaki

U(‘”m) = 5127;—1 + 46371 + 6?n+1

, 3
Ulzm) = ‘ﬁ(éfnﬂ _63n—1)

6
U"(xm) = 7;2'(63n~1 - 263n + 6fn+l)

degerleri hesaplanabilir.

Uctincii zaman acdiminda yapilan benzer islemler dérdiincii ve kalan tiim
zaman adimlarinda yapihirsa d"+! = {6711, 8641, ... | 63L} bilinmeyen vek-
torleri bulunabilir.

5.4 Metodun Kararlihk Analizi

Fourier kararliik metodunu kullanarak metodun kararhhgm inceleye-
lim. Denklemi lineer duruma getirmek i¢in UU, teriminde U yerine g sabiti

kullanihirsa (5.5) denklemi
URH — (U )Y — U + p(Use)™, + At(1 — 0)(Up)2, + eg(U)7)
+AO(Uz) i + eg(Uz)mH) =0

olur. Buldugumuz denklemde kiibik B-Spline esitlikleri kullamlarak denklem

diizenlenirse
k{3 6 k{4 T ({5 n n
é?n—r—ll + 46::1 + 6m4:l—11 - :u"’;i(amtll - 26m+1 + é‘m_l—_i—ll) - (6m—l + 46m + 6?n+1)
6 3 n n n
+ﬂﬁ§(‘5ﬂ 1= 260+ 6hg) AL - G)E[(6m+l — 6p1) +€9(60 11 — Om1)]

+A w%[(a::j;ll — E2H) +eg(6nth — 6] =0

ve buradan
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6 3

3 12
+1 1
5?"_1(1 - [1,"-1-5 - At();l- - Atﬁﬁsg) + 6?n+ (4 -+ 'uﬁ)
6 3 3
Hri (1= g + D07 + At eq)
6 3 3 N 12
= Oy (1= pgg + DL = O) 5 + At(1 ~ 0) - e9) + 6 (4 + p23)
6 3 3
+6;+1(1 - /.LEE - At(l has 9)5 - At(l - 0)—};59)

esitligi elde edilir. Fourier kararhilik metodu geregince 67, = £"e#™* § = \/—1
egitliklikleri yukandaki denkleme uygulamrsa

6

n_18m —1 3 3 12
EnePmhigemiPh(]1 — Mg~ Ataﬁ - At@Esg) + &4+ uﬁ;)

. 6 3 3
i8h g — _
+&eth(1 P + Atf ) + Atf hag)]
. , 6 3 3
— £ iBmh[ —iBh — — — —_ —_
£he [~ (1 'uh2 + At(1 H)h + At(1 G)hsg)
12 ) 6 3
4+ pomg) + €L~ ppy = A1~ 9),% — At(1~6)5eg)]

bulunur. Bh = @, € = cosa + isina ve e ** = cos @ — i sin a egitliklerinden
6 3 3 6 3 3
E[cos a1l — i Ateﬁ - Atﬂﬁsg +1-— ot Atﬂﬁ + Atﬁﬁeg)

12 . 6 3 3 6 3 3
+(4+ 'U'E?_) +isina(—1+ P + At@—’; + Ateﬁeg +1- brs + AtG-E + AtOEsg)]

6 3 3 6 3
= cosa(l — #Ez— + At(l — 9);; + At(l - 9)'}:69 +1- #Ei - At(l - H)ﬁ
3 12 .. 6 3 3
- At(l—- O)Esg) +(4+ ”Tﬁ) +isina(—1+ Bos — At(1 - B)E — At(1 — H)Esg

6 3 3

elde edilir ve gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla
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12, .. 6 6 12
€lcos (2 — '“};5) +isin a(AtO-ﬁ + At@zsg) +(4+ 'ufﬁ)]
12, 6
= cos (2 — “EE) +isina(— At(l— 0)1_1 — At(1 - 9)%59) +(4- )\lﬁg(l —-0)At)
12
+(4+ps3)

denklemine ulagilir. Bu denklemde

12

12
A = cosa(2~p3) + (4 +435)

B = sin a(At% + At%sg)
esitlikleri kullamhirsa
£(A+i0B)=A—-i(1-9)B (5.12)

elde edilir. Fourier kararhihk metodu geregince |¢| < 1 olmal idi. Bu durumda
(5.12) denklemi igin;

A? + (1 - 0)2B?
-1 <
A2+ 6B

A?+(1-6)*B?
0 < <1 :
- A4’ T (5.13)

sartma ulagilir. (5.13) denklemi icin egitligin sol tarafimn dogrulandig agikardr.

Gostermemiz gereken

A+ (1-6)2B%< A’ + 6?B? (5.14)
oldugu durumdur. (5.14) diizenlenirse
(1-6)?2<6® (5.15)

elde edilir. (5.15) denkleminin saglanmas) 1 — 26 < 0 olmasma baghdir. Bu
durumdada 1 < 6 olur. 6 € [0,1] oldugunu biliniyordu, o halde Fourier
kararlihk metoduna gére metodumuz 6 € [}, 1] arahginda iken kararhdur.
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5.5 Test Problemleri

5.5.1 Tek Dalga Coziimii

Bu kisimda tigiincii béliimde oldugu gibi; (1.74) denklemi ile verilen tek
dalga analitik ¢oziimii RIW denkleminin saysal gdziimii ile kiyaslanmasinda
kullamldi. Baslangi¢ kogulu olarak (1.75) denklemini ve simr kogulu olarakta
(1.76) esitlikleri kullamldi. € = 4 = 1, g = 0 parametreleri ve —40 < z < 60
tanim arah@ secilerek 3c genlikli, sola yerlegtirilmig tek dalgamn v =1+ ec
zla saga dogru hareketi 0 < ¢ < 20 zaman araliginda incelendi.

Parametreler [36, 39, 42] de, oldugu gibi konum artim ~ = 0.125, zaman
artimu At = 0.1 ve genlik 3¢ = 0.3 olarak ahndi. Bu aldigimz parametrelere
gore 0.3 genlikli tek dalga goziimii igin korunum sabitlerimizin analitik deger-
leri (3.19) esitligi ile tiglincii boliimde hesaplanmgti.

Program ¢ = 20 oluncaya kadar cahgtinldr ¢ = 20 oldugu ana kadar
cesitli zamanlardaki Lo, L, hata normlariyla beraber Cy, C; ve C3 korunum
sabitleri Tablo 5.1 de verildi. Cahsma boyunca korunum sabitleri ile (3.19)
esitliginde verilen analitik sonuclarin birbiri ile oldukca uyumlu olduklan
goriildii. Sekil 5.1 de baglangig fonksiyonu ile t = 20 amndaki sayisal ¢éztimiin
grafigi cizildi. Sekil 5.2 de sayisal ¢bziim ile analitik ¢éziim arasindaki fark
temsil eden grafik cizildi. Grafik incelediginde maksimum hatanin dalgamn
- tepe noktas: civarlarinda oldugunu gézlendi.
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Tablo 5.1: Tek dalga icin hata normlan ve korunum sabitleri
Genlik = 0.3,At =0.1,Az = 0.125,—-40 < z < 60

Zaman L2 x 103 Loo x 103 Cl Cg Cg
0 0.000 0.000 3.97992 | 0.81046 | 2.57901
4 0.192 0.082 3.97992 | 0.81028 | 2.57839
8 0.210 0.089 3.97993 | 0.81028 | 2.57839
12 0.236 0.097 3.97993 | 0.81028 | 2.57839
16 0.268 0.106 3.97992 | 0.81028 | 2.57839
20 0.304 0.116 3.97989 | 0.81028 | 2.57839
B 0.00010 — i[\\
|
“ /\ A
000005 —| | l
. B
5 / \ g | \ |
| / 0.00000 _M\\ jj \/———‘
i ‘\ s | |
/ \_ \/
T T T T ] -0.00010 T T -

Sekil 5.1 : t =0 ve t = 20 zamamndaki

tek

dalga ¢ozlimii

Sekil 5.2 : t = 20 zamanmindaki hata

Aym parametreler icin dalga genligi 0.09 secilerek program tekrar ¢ahgti-

nldiginda, elde edilen hata normlan ve korunum sabitlerinin gegitli zaman-

lardaki degerleri Tablo 5.2 de verildi. Calisma boyunca korunum sabitleri
ile (3.20) egitliginde verilen analitik sonuglarmm birbiri ile olduk¢a uyumlu
olduklan goriildii. ¢t = 20 anindaki 0.09 genlikli tek dalga ¢oziimii ile ¢ = 0
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anindaki baglangic sartimzin grafigi Sekil 5.3 de cizildi. Sekil 5.4 de anali-
tik ¢oziim ile saysal ¢oziim arasindaki fark: belirten grafik cizildi. Bu grafik
incelendiginde en biiyiik hatamin Sekil 3.4 de oldugu gibi tanim arahgimm en
son noktasinda oldugu goriildii. Bunun sebebi tigiincii béliimde agikladigh gibi
t = 20 aminda analitik ¢éziimiimiiz 0.00043 iken sayisal ¢éziimiimiiziin smr
sartlarindan dolay1 0 olmasiydi.

Tablo 5.2 : Tek dalga icin hata normlan ve korunum sabitleri
Genlik = 0.09, h = 0.125, At = 0.1, —40 < z < 60

Zaman | Ly x 10% | Ly, x 103 Ch Cy Cs
0 0.000 0.000 | 2.10707 | 0.12730 | 0.38880
4 0.418 0.232 | 2.10708 | 0.12729 | 0.38878
8 0.517 0.223 | 2.10688 | 0.12729 | 0.38878

12 0.541 0.214 2.10653 | 0.12729 | 0.38878
16 0.549 0.214 2.10591 | 0.12729 | 0.38878
20 0.570 0.431 2.10458 | 0.12729 | 0.38878

0.0004 —

-1 A

N —

HATA

T -0.0002

T T T
{ I ] i 1 t
2000 40.00 €0.00 ~40.00 -2000 0.00 20.00 40.00 €0.00

-40.00

N
3

/
/

Sekil 5.3:t = 0 ve t = 20 zamamndaki

tek

Sekil 5.4: ¢t = 20 zamanindaki hata
dalga céziimii
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Tablo 5.3 de ise genlik degerleri olarak sirasiyla 0.3 ve 0.09 secerek farkl

konum ve zaman artimlaryla tek dalga ¢oziimii icin hata normlan verildi.

Aym genlik degerleri arasinda inceleme yapildiginda konum artim degerleri

kiiciikken hata normlarmmn daha kiiciik oldugu goriildii.

Tablo 5.3: Genlik = 0.3 Genlik = 0.09
h At | Ly x10® | Lo x 10° h At | Ly x 10% | Lo x 10°
0.025 | 0.025 | 0.022 0.013 0.025 | 0.025 | 0.560 0.431
0.05 | 0.05 0.074 0.029 0.05 | 0.05 0.562 0.432
0.125 | 0.1 0.304 0.116 0.125] 0.1 0.570 0.432
0.25 | 0.2 1.071 0.425 0.25 | 0.2 0.594 0.432
0.5 0.5 4.869 1.853 0.5 0.5 0.746 0.432
1.0 0.8 19.404 7.195 1.0 0.8 1.806 0.552
4.0 0.8 87.144 30.081 4.0 0.8 4.286 1.288

5.5.2 Ardisik Dalgalarin Coéziimii

Bu kisimda (1.79) baslangic sarti ve (1.80) smur sartlan kullanlarak

archgik dalgalarm olugumu incelenecektir.

Sayisal ¢oziim icin Up = 0.1, ¢ = 3/2, p = 0.16666667, h = 0.24, At = 0.1
parametre degerleri ve —60 < z < 540 tamim arahg [36, 39] referanslarinda
oldugu gibi secildi. Baglangi¢ kogulunda d = 5 kullanilarak program t = 400
zamammna kadar cahgtinldi. Yapilan hesaplamalar sonucunda farkh zamanlar

icin verilen Cy, Cy ve C3 korunum sabitleriyle beraber tamm arahg icinde
olusan tiim dalgalarin maksimum yiikseklik degerleri (Upgax) Tablo 5.4 de

verilmigtir.
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Tablo 5.4: Ardisik dalga sonuclan
Zaman | Upg.x x Cy Cy Cs
0 0.10000 | —60 | 6.01198 | 0.57631 | 1.78496
50 0.11031 | 48.48 | 11.38698 | 1.12631 | 3.49045
100 | 0.13696 | 102.24 | 16.76198 | 1.67633 | 5.19574
150 | 0.15758 | 156.24 | 22.13698 | 2.22637 | 6.90076
200 | 0.17034 | 210.48 | 27.51198 | 2.77642 | 8.60564
250 | 0.17792 | 264.96 | 32.88698 | 3.32647 | 10.31047
300 | 0.18215 | 319.44 | 38.26198 | 3.87653 | 12.01529
350 | 0.18515 | 374.16 | 43.63698 | 4.42658 | 13.72009
400 | 0.18692 | 428.88 | 49.01198 | 4.97664 | 15.42490

Korunum sabitlerinin degigimini d = 5 olmak tizere Tablo 5.4 deki sonuclara
gore; 7

49.01198 — 6.01198

M, = T = 0.107500
4.97664 — 0.57631
- = 0.0110008
M, 400

M, = 15.4249(31(;)1.78496 —  0.034099

olarak hesaplanabilir. Bu sonuclan (1.81) denklemiyle hesaplanan analitik
sonuclar ile kiyaslamrsa sayisal sonuglarin oldukga iyi oldugu goriilebilir.
Sekil 5.5’in solundaki grafik ile, d = 5 diiglik egiminin kullamlmasiyla elde
edilen ardigik dalgamn profili gosterildi. Sag taraftaki grafik ile d = 2 yiiksek
efimiyle elde edilen ardigik dalganmin profili cizildi. Yiiksek egim, baslangic
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sartinda kullamldiginda, sekilde daha fazla ardigik dalgalar olustugu gézlendi.

020 -~ 020 ~—

Y
Ll

|

\

i i

U \\__ UU }L*

° i i
30000 350.00 400.00 450.00 §00.00 20000 300.00 400.00 500.00
X

Sekil 5.5: t = 400 zamaninda ardigik dalgalann profili, Uy = 0.1,
h=0.24, At = 0.1

Tamm arahgmmzi —60 < z < 1140 olarak genisleterek d = 5 ve d = 2
alarak program iki kez ayn ayn calistirdiginmzda; ¢t = 900 oluncaya kadarki
olugan ilk dokuz dalgamin maksimum yiiksekliginin zamana gore grafikleri
Sekil 5.6 da gériintiillenmisgtir. Olusan ilk dokuz dalganin maksimum genlikleri
ve bu degerleri aldiklan z koordinatlan Tablo 5.5 de verilmigtir.
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Sekil 5.6: Dalgalann gelisimi

Tablo 5.5: t = 900 zamamnda dalgalarin genliklen

d=5 |d=2
Ik Dalga 0.1938 | 0.1941
Ikinci Dalga 0.1878 | 0.1883

Uctincti Dalga 0.1820 | 0.1829
Dérdiincii Dalga | 0.1764 | 0.1774
Beginci Dalga 0.1708 | 0.1721
Altima Dalga 0.1653 | 0.1668
Yedinci Dalga. 0.1599 | 0.1617
Sekizinci Dalga. | 0.1545 | 0.1566
Dokuzuncu Dalga | 0.1491 | 0.1514




Boliim 6

Sonuclar ve Oneriler

Tezimizin 1kinci ve dordiincii bsliimiinde lineer olmayan Burger denklemi-
nin sayisal ¢oziimii, ligiincti ve besinci boliimde RIW denkleminin sayisal
¢oziimii iizerinde cahgtik.

Ikinci béliimde J. Caldwell tarafindan aragtinlan lineer olmayan Burger
denkleminin sayisal ¢oziimii, diger béliimlerde kullamlan sayisal ¢éziimler icin
bir temel oldu. Bu béliimde kullanilan lineerlegtirme tekmg diger boliimlerde
de kullanilarak sayisal ¢ézitimler aragtirildi.

Lineer olmayan Burger denkleminin sayisal ¢oziimiinii dérdiincii boliimde
bulduktan sonra ii¢ test problemi kullanarak metodumuzun dogrulugunu
kontrol ettik. Ik test problemimiz icin A = 1, At = 0.01 se¢imleri sonucunda
bulunan sayisal sonuclar ile aym parametreler i¢cin Burger denkleminin diger
sayisal coztimleriyle beraber farkh konum artunlan i¢in diizenlenerek Tablo
6.1 de analitik coéziimle birlikte verildi. Tablo incelendiginde baza konum ve
zamanlarda iyi sonuclar vermesine ragmen genel olarak bakildiginda dérdiincii
boltimde bulunan sayisal ¢oziimiin (K.B-s) bu test problemi i¢in iyi sonuclar
vermedigi goriildii.

95
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Birinci test problemi igin A = 0.01, h = 1/216 ve At = 0.01 secimi
ile t = 0.5 ammndaki sayisal ¢oziim Tablo 6.2. de verildi. Aym tabloda
[17] ve [27] sonuglanda verildi. [17] de, A = 1/18 ve At = 0.001 i¢in
hesaplamalar verilmigtir. J. Caldwell makalesinde bu incelemeyi yapmarmstir.
Tablo incelendiginde [27] tarafindan bulunan saysal coziimlerle kiibik B-
spline kolokeysin ¢oziimiiniin aym oldugunu ve analitik ¢oziimlerede oldukea
yakin oldugu goriildii.

Tablo 6.2: P.G.M: Petrov Galerkin Metodu, P.Y: Product Yaklagim,
C.D: Compact Differencing

¢z |KBs |PGM,[17 | PY,[17] | C.D, [17] | [27] | Ana. Son
0.500 | 0.589 0.589 0.589 0.589 0.589 0.589
0.556 | 0.649 0.649 0.649 0.648 0.649 0.649
0.611 | 0.707 0.707 0.707 0.709 0.707 0.707
0.667 | 0.762 0.762 0.762 0.760 0.762 0.762
0.722 | 0.814 0.813 0.814 0.820 0.814 0.814
0.778 | 0.861 0.860 0.861 0.852 0.861 0.861
0.833 | 0.902 0.895 0.907 0.917 | 0.902 0.902
0.889 | 0.934 0.911 0.952 0.911 0.934 0.934
0.944 | 0.951 0.764 0.774 0.964 0.951 0.937
1.000 | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Birinci test problemi i¢in parametreleri A = 0.0001, h = 5—1—6 ve At =
0.125 secerek program t = 0.5 amna kadar ¢ahgtinldiginda elde edilen sayisal
coziimler Tablo 6.3 de verildi. Tablo 6.2 deki sonuclarin aksine A degerinin
kiictik secildigi bu durumda saysal ¢oziimiin bozuldugu ve diger gbziimlere

gore daha kotil sonuglar verdigi gortildii.
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Tablo 6.3:

z |KBsK|PGM,[17] | PY,[17 | CD,[17] | [27] | Ana. Son
0.500 | 0.613 0.594 0.595 0.619 | 0.595| 0.595
0.556 | 0.673 0.656 0.656 0.621 | 0.657 | 0.656
0.611 | 0.730 0.715 0.715 0.764 |0.719| 0.715
0.667 | 0.784 0.772 0.772 0.718 | 0.778 | 0.772
0.722 | 0.833 0.826 0.826 0.887 |0.835| 0.826
0.778 | 0.875 0.876 0.876 0.819 |0.887 | 0.876
0.833 | 0.903 0.906 0.921 0978 10.927 | 0.921
0.889 | 0.898 0.902 0.960 0.908 |0.938| 0.959
0.944 | 0.802 0.835 0.854 1.046 | 0.881| 0.959
1.000 | 0.000 0.000 0.000 0.000 | 0.000| 0.000
Uclincii test problemi icin A = 0.01, h = L ve At = 0.025 secim-

leri ile program At

“h = 1/18 ve At = 0.001 degerleri i¢in yapilan kiibik B-spline kolokeysin
coziimil de (2) olarak gosterildi. Bu sonuclarinda analitik sonuglara yakin

36

— N AT it
kiibik B-spline kolokeysin metodunu sayisal ¢6ziimiiniin; [27] tarafindan bu-
lunan sayisal ¢oziimler ile hemen hemen aym oldugu, [17]'nin buldugu sayisal
¢oziimlerden ise iyi oldugu goriildii. [17] say1sal ¢6ziimiinii yaparken kullandig

oldugu ve [17]'nin tiim sayisal ¢dzlimlerinden daha iyi oldugu goriildii.

(1) olarak gosterilen
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Tablo 6.4:
(1) ()
Kubik | Kubik | P.GM PY CD =0.01
Bsp. | Bsp. | h=1/18 | h=1/18 | h=1/18 | h=1/36 | Analitik
T Kolo. Kolo. [17] [17] [17] [27] Sonug
0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000 1.000 1.000 1.030 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000 1.000 1.000 0.990 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000 1.000 1.000 0.973 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000 0.998 0.999 1.009 1.000 1.000
0.278 0.999 0.996 0.911 0.997 1.004 0.999 0.998
0.333 0.986 0.994 0.970 0.982 0.986 0.985 0.980
0.389 0.850 0.835 0.862 0.850 0.696 0.847 0.847
0.444 0.448 0.461 0.461 0.444 0.360 0.452 0.452
0.500 0.236 0.240 0.159 0.171 0.228 0.238 0.238
0.556 0.204 0.199 0.300 0.286 0.203 0.204 0.204
0.611 0.200 0.199 0.194 0.197 0.200 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200 0.213 0.211 0.200 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200 0.211 0.210 0.200 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200 0.188 0.190 0.200 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200 0.201 0.207 0.200 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200 0.191 0.193 0.200 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200 0.203 0.202 0.200 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
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RIW denkleminin sayisal ¢dziimiiniin dogrulugunu test etmek icin iki test
problemi iizerinde ¢ahgtik. Test problemlerimizin dogrulugunu Ly ve Lo,
hata normlariyla, korunum sabitlerini vererek inceledik.

Ik test problemi icin 0.3 genlikli, A = 0.125 konum artim ve At = 0.1
zaman artum kullanarak program cahgtinldi. ¢{ = 20 aminda bulunan hata
normlar1 ve korunum sabitleri ile daha énceki sayisal ¢oziimler de bulunan
degerler Tablo 6.5 de birlikte verildi. Tablo incelendiginde hata normlarina
gore en iyl ¢ozlimiin [42] de bulundugu gériildii. Bulunan korunum sabit-
lerinin analitik sonuclara bakilarak karglagtinldiginda en iyi sonuclarm, C;
icin kiibik spline kolokeysin de, Cs ve Cg icin [42] de bulundugu goriildii.

Tablo 6.5: Genlik 0.3 ahndiginda ¢ = 20 iken tek dalga icin

hata normlan ve korunum sabitleri

Metod Ly x 10 | Lo x 10° | Cy (3.97995) | C, (0.81046) | Cs (2.57901)
Kibikspline Kol. | 0.301 | 0.114 3.97996 0.81028 2.57839
Kibik B-spline Kol. | 0.304 | 0.116 3.97989 0.81028 2.57839
[36] 4688 | 1.755 3.98203 0.80865 2.57302
[41] 0.018 | 1.566 3.98203 0.84189 2.55830
[42] 0.227 | 0.081 3.97986 0.81040 2.57880
[43] 0511 | 0.198 3.98206 0.81116 2.58133

Tk test probleminde genligi 0.09 secerek program tekrar cahgtinldiginda
bulunan sayisal sonmuclar Tablo 6.6 da verildi. Genlik kiigiik iken bulunan
sonuclarin bityiik genlik alindifinda bulunan sonuglardan daha kétit oldugu
ve aym parametreler icin bulunan diger saysal ¢oziimlerinde metodlanmmza
gore daha tutarh olduklan goriildii.



Tablo 6.6: Genlik 0.09 alindiginda t = 20 iken tek dalga icin hata

normlan ve korunum sabitleri
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Metod Ly x 10° | Lo x 103 | Cy (2.10941) | C; (0.12730) | C5 (0.38881)
Kiibik spline Kol. 0.547 0.431 2.10900 0.12729 0.38878
Kiibik B-spline Kol. | 0.570 0.431 2.10458 0.12729 0.38878
[36] 0.347 0.239 2.10769 0.12726 0.38868
[41] 0.028 1.551 2.12887 0.12723 0.38858
[42] 0.537 0.316 2.10908 0.12732 0.38886
[43] 0.535 0.198 2.10906 0.12731 0.38882
Ikinci test probleminde d = 5 diigiik egimi kullamlarak Uy = 0.1, ¢ =
3/2, 0 = 1/6, h = 0.24, At = 0.1 parametre degerleri ve —60 < z < 540

tanimn arahg secilerek program ¢ = 400 ammna kadar cahstirildi. Korunum

sabitleri icin bulunan degerler korunum sabitlerindeki olusan degigimlerle bir-

likte {iglincii ve besinci boliimlerde verilmigti. Korunum sabitlerinde olugan
degisimler, [42] tarafindan yapilan calisma ve analitik coziimlerle birlikte
Tablo 6.7 de verildi. Tablo incelendiginde kiibik spline kolokeysin ve kiibik

B-spline kolokeysin ¢oziimlerinin analitik sonuglara ¢ok yakin oldugu ve diger

¢oztimden daha 1yi oldugu goriildii.

Tablo 6.7: t = 400 zamaninda ardisik dalgalarm korunum

sabitlerindeki degigimler
Metod M, (0.1075) | M,(0.011) | M;(0.34113)
Kiibik spline Kol. 0.1075 0.0110010 | 0.034099
Kiibik B-spline Kol. | 0.1075 0.0110008 | 0.034099
[42] 0.1052 0.0169000 | 0.033140
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Bu tezde RIW ve lineer olmayan Burger denklemlerinin; kiibik ve kiibik B-
spline fonksiyonlan kullanarak kolokeysin metoduyla sayisal ¢oziimleri aras-
tirldi.  Denklemlerde lineerligi bozan UU, terimi yerine [7] tarafindan ve-
rilen egitlik kullamldi. Bulunan sonuglarin; baz test problemleri icin énceki
sonugclara gore kotii sonuglar vermesine ragmen genelde tutarh olduklan goriil-
dii. Sonug olarak metodumuz; benzer tipteki kismi tiirevl diferensiyel denk-
lemlerin sayisal ¢éziimlerinin arandigh durumlarda kullamlabilecek uygun bir

yontemdir.
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