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OZET

Bu calisma alt1 boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde dogal yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel smirlihk, is-
tatistiksel Cauchy dizisi ve p pozitif bir reel sayiy1 gostermek iizere kuvvetli p-Cesaro
toplanabilirlik kavramlar: ile bunlara ait temel 6zellikler ve bunlar arasindaki iligkiler
verilmistir. Bunlardan bagka istatistiksel yakinsak dizilerin carpimina iligkin bir teorem

ve bu teoreme ait baz sonuglar eklenmistir.

Uciincii boliimde M-istatistiksel yakmsaklik, kuvvetli (V, \)-toplanabilirlik kavram-
lar1 verilmig; M-istatistiksel yakinsak dizilerin S kiimesi ile istatistiksel yakinsak dizilerin
S kiimesi ve kuvvetli (V, \)-toplanabilir dizilerin [V, A] kiimesi arasindaki iligkiler ince-
lenmigtir. Ayrica, A simfindaki farkhi A, g dizileri i¢in Sy ile S, [V, A] ile [V, ] ve S
ile [V, p] kiimeleri arasindaki iligkiler incelenmigtir. Bu boliimde de ikinci boliimdekine
benzer olarak A-istatistiksel yakisak dizilerin carpimina iligkin baz teorem ve sonuclar

verilmistir.

Dordiincii boliimde «. dereceden istatistiksel yakinsaklik, «. dereceden kuvvetli

p-Cesaro toplanabilirlik kavramlar: ve bunlar arasindaki iligkiler verilmistir.

Besinci boliimde bir say1 dizisi icin istatistiksel limit noktasi ve istatistiksel degme

noktasi kavramlar1 ve bunlar arasindaki iligki verilmistir.

kavramlar1 ve bunlar arasindaki iligki incelenmigtir. Ayrica bir dizinin istatistiksel
iist limit ve istatistiksel alt limitleri ile, istatistiksel degme noktalarmin I', kiimesi

arasindaki iligki incelenmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Dogal yogunluk, istatistiksel yakinsaklk, istatistik-
sel sinirlilik, kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik, M-istatistiksel yakinsaklik, .. dereceden

istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel limit ve degme noktasi, istatistiksel {ist ve alt limit.
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SUMMARY

Generalized Statistical Convergence and Statistical Limit Points

This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted the introduction

part.

In chapter two, we give the concepts of natural density, statistical convergence,
statistical boundedness, statistical Cauchy sequence, strong p-Cesaro summability and
their basic properties and the relationships between them. Furthermore a theorem of

multiplication of statistical convergent sequences and some results of this theorem are

added.

In chapter three, the concepts of A—statistical convergence, strong (V, A) —summability
are given; the relations between the set of A—statistical convergent sequences S, and
the set of statistical convergent sequences S, and the set of strongly (V, \) —summable
sequences [V, \] are examined. Also, the relations between the sets Sy and S, [V, A] and
[V, p], S\ and [V, p] for various sequences A, i in the class A are examined. Furthermore
some theorems and results of multiplication of A\—statistical convergent sequences are

introduced.

In chapter four, the concepts of statistical convergence of order «, strongly p-Cesaro

summability of order a and the relations between them are given.

In chapter five, the concepts statistical limit and statistical cluster points of a real

number sequence and the relation between them are given.

In the last chapter, the concepts statistical limit superior and limit inferior and the
relation between them are given. Also, the relations between statistical limit superior

(limit inferior) and I', the set of statistical cluster points are given.

Key Words: Natural density, statistical convergence, statistical boundedness,
strong p-Cesaro summability, A—statistical convergence, statistical convergence of order
«, statistical limit and statistical cluster points, statistical limit superior and limit

inferior.
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st — limsup x
st — liminf x

Cl.’L'

SIMGELER LiSTESI

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Pozitif reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Tiim yakinsak dizilerin uzay:

Tiim siirh dizilerin uzay:

x dizisinin supremum normu

A kiimesinin tiimleyeni

A kiimesinin dogal yogunlugu

A kiimesinin A-yogunlugu

A kiimesinin « yogunlugu

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:
M-istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:

a. dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:
x = (xy) dizisinin istatistiksel limiti

x = (zy) dizisinin «. dereceden istatistiksel limiti
Tiim reel ve kompleks terimli dizilerin uzay:
Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
Kuvvetli p-Cesaroto planabilir dizilerin kiimesi

a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
x dizisinin limit noktalarinin kiimesi

x dizisinin istatistiksel limit noktalarinin kiimesi
x dizisinin istatistiksel degme noktalarimin kiimesi
x dizisinin istatistiksel tist limiti

x dizisinin istatistiksel alt limiti

x dizisinin Cesaro toplami

Sinirl bir fonksiyon

Sifira yaklagan bir fonksiyon



1.GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik diisiincesi, Zygmund tarafindan 1935’te Varsova’da kendi
monografisinin ilk baskisinda yayimlandi ([18]). Istatistiksel yakinsaklik kavrami, Stein-
haus ([16]) ve Fast ([5]) tarafindan verildi ve daha sonra bagimsiz olarak Schoen-
berg([15]) tarafindan yeniden ortaya konuldu. Yillar boyunca ve farkli isimler al-
tinda istatistiksel yakinsaklik, Fourier analizi teorisi, ergodic teori, sayilar teorisi, 6l¢ii
teorisi, trigonometrik seriler, doniistim teorisi ve Banach uzaylarinda tartigildi. Daha
sonra Fridy ([6]), Connor ([4]), Savas ([14]), Mursaleen ([11]), Rath ve Tripathy ([12]),
Salat( [13]), ve digerleri tarafindan dizi uzaylar1 agisindan ve toplanabilirlikle iligk-
isi aragtirildi. Son yillarda, istatistiksel yakinsakligin genellemeleri, kuvvetli integral
toplanabilirligi caligmasinda ve yerel kompakt uzaylarda sinirl, siirekli fonksiyon ide-
allerinin yapisinda ortaya cikti. Istatistiksel yakinsaklik ve onun genellemeleri ayrica
dogal sayilarin Stone-Cech kompaktlastirmasinm alt kiimeleri ile iligkilidir. Bundan

bagka, istatistiksel yakinsaklik olasiliktaki yakinsaklik kavramiyla yakindan iligkilidir.

genellegtirilmeleri olan A-istatistiksel yakinsaklik ve «. dereceden istatistiksel yakin-
saklik kavramlari verilecektir. Ayrica istatistiksel yakinsak dizilerin ¢arpimina iligkin
baz1 sonuglar verilecek ve bu sonuclar M-istatistiksel yakinsak diziler i¢in de genisletile-
cektir. Daha sonra bir say1 dizisi i¢in istatistiksel limit ve degme noktasi, istatistiksel

iist ve alt limit kavramlar: verilecektir.



2. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Tanim 2.1 ([6]) N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere bir A C N alt kiimesinin
d (A) dogal yogunlugu, |{k <n:ke€ A}|, A kiimesinin n’i gegmeyen elemanlarinin

sayisini gostermek tizere

1
J(A) :hm5|{k§n:keA}|
ile tanimlanair.

d (N) =1 ve N dogal sayilar kiimesinin sonlu bir B C N alt kiimesi i¢in 6 (B) =0
oldugu agiktir. A°, A’'nin tiimleyenini gostermek iizere § (A°) =1 — § (A) dur.

Herhangi bir = () dizisinin terimleri bir P &zelligini dogal yogunlugu sifir olan
bir kiime diginda biitiin k’lar i¢in saghyorsa “(zj) dizisi hemen hemen her k i¢in P

ozelligini saghyor” denir ve kisaca h.h.k ile gosterilir.
Tanim 2.2 ([6]) Eger her ¢ > 0 i¢in
SH{keN: |z —L| >€})=0
ise © = (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

Istatistiksel yakinsakligin buna denk olan bir diger tanimi soyledir:
x = (x) bir dizi olmak iizere h.h.k icin |zx — L| < € olacak sekilde bir L sayisi

varsa r = (xy) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve S —limz, = L yazlir.

Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S ile gosterilir. Eger 6zel olarak L = 0
ise 7 = (x,) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel sifir dizilerinin kiimesi

So ile gosterilir. Buna gore

1
S = {x— (xg) : EIL,limEHkgn: |z, — L] > e} —0}

1
So = {x = (x) : AL, im — {k < n: |xg| > e}| = 0}
non

dir.

Yakisak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Ama bunun tersi dogru degildir.



Ornek 2.3 © = () dizisi

1, k=m?
T = m = 1,2,3,...

0, k+#m?

olarak tamimlansin. Ve > 0 i¢in
Hk<n:|lzg =0 >} <H{k<n:z, #0} < Vn

oldugundan

1
lim L [k < a0} < lim X2 = 0

n—oon, n—oo M,

elde edilir, yani S — limz;, = 0 dir. Ancak (x) dizisi yakinsak degildir.

Lemma 2.4([13]) S — klim x = L olmasi i¢in gerek yeter kogul § (K) = 1 ve

lim xy, = L olan bir K = {k1 < ko < ... <k, < ...} C N kiimesinin var olmasidir.

n—0o0

Lemma 2.5([13]) S —limzy = {1, S — limy, =I5 ve ¢ € R olsun. Bu durumda,
(i) S —lim (2, + ) =l +

(17) S —lim (czy) = cly

dir.

Ispat (1) S—limz, =1 ve S — limy, = Iy olsun. O halde her £ > 0 i¢in
€
6<{k€N:|xk—l1|2§}) —0

ve

5<{k€N2|yk—l2|Zg}):O

dir. [(zp +yx) — (I +12)] < |2k — L] + |yx — l2] oldugundan
5 5
Tl +ye) — (h+ ) 2 ek € bt lme—tl 2 Shu kbl = 5}
kapsamasi ve buradan da
5 €
: — > < : — > = : - > = =
6 ({h (o + ) =+ B) =) <6 ({k s m =l = S ) w6 ({ko =l = 5 }) =0

elde edilir. O halde S — lim (zy + yx) = {1 + [3 olur.



(i) ¢ = 0 durumu agiktir. ¢ # 0 olsun. [czx — cly| > € ise |zx — 1] = Foldugundan

{k ez —cly| > e} C {k: 2 — | zﬁ}
C

bulunur. Boylece
§({k : exy —cly| > e}) <6 ({k an — 1) > ﬁ}) ~0
c
esitsizliginden S — lim cxy, = cly elde edilir.

Lemma 2.5 den istatistiksel yakinsak dizilerin S kiimesinin bir lineer uzay oldugu

sonucu cikar. Istatistiksel yakimsak bir dizinin limiti varsa tektir.

Tanim 2.6([8]) d ({k: |zx| > B}) = 0 olacak sekilde bir B sayisi varsa © = (zy)
dizisine statistiksel sinarlider denir.

Istatistiksel sirh dizilerin kiimesi S, ile gosterilir.

Teorem 2.7 S—limzy, = [, S—limy, = l5 olsun. Bu durumda S—lim (x,yx) = l1l2

dir.

Ispat S —limay, = I;, S — limy, = I, olsun. Istatistiksel yakinsak bir dizinin aym

zamanda istatistiksel smirh oldugunu biliyoruz. Bu durumda, her € > 0 igin

1
lim5|{k§n: lzi| > B} = 0
1 €
Iim— | k<n: |zg—1]> =0
i s o> |
1 €
Im— |k <n: — | > — = 0
e L 2'—B+|z2|}'

olacak sekilde B > 0 ve [y, [ sayilar1 vardir. Simdi

S
E<n: —lila| > E<n: — 1| > 2.1
(b<n: -t 2e) € {k<ns -tz g} (20

S
kE<n: >BlUSk<n: — ] > —
o tb<ns falz BYufk<ns -l 2 g )

kapsamasinin gecerli oldugunu gosterelim. Bunun icin

ACBUCUD <= B°NC°ND*C A"



denkliginden yararlanalim. Yani

{kgn: |z — 1] < }ﬂ{kﬁn: || < B} (2.2)

S
B+ |ls]
S

kE<n: — bl < —
m{ <n: |y — o B+

} C Ak <n: |zpyr — Lils] < e}

oldugunu gosterelim: (2.2) kapsamasindaki arakesit kiimesinden alacagimiz ortak k’lar

icin
jox = h| < =———, |ax| < B ve |yp —lo| < =—
Tp — — |z ve — —_—
E— 4 B+ || k Yk — 2 B+ ||
esitsizlikleri saglanir. Bu k’lar icin
[weye — L] = [y — zils + 2ply — Ll
€ €
< |z — b+ |l |z —hL| < Bs——+|lo)| 5= =¢
<kl lye = L] + [lo] J2x — TN |2|B+|l2|

saglanir. Bu da (2.2) kapsamasinin dolayisiyla da (2.1) kapsamasimnin saglanmas: de-

mektir. Kiimelerin eleman sayis1 arasindaki

s(BUCUD) =s(B)+s(C)+s(D)—s(BNC)—s(CND)—s(BND)

+s(BNCND) < s(B)+s(C)+s(D)

bagmtisindan yararlanarak

S
E<n: |zpyr — lLils] > < |WkE<n: — L] >
o< o=l 22 < | frsns otz 2]

S
k<n: > B k<n: —bl2 5
+H{E<n: |l > }|+'{ sni o 2|—B+Ilzl}'

yazabiliriz. Esitsizligin her iki tarafini % ile carpip limit alirsak sag tarafin limiti sifir
olur. Dolayisiyla

1
lim — {k <n: |zgyr —lil >} =0

n—oon,

olur. Boylece S — lim (zy) = l1l2 elde edilir.

Uyari (71) € Ss, (y&) € S ise (zpyx) € S olmak zorunda degildir. Ornegin (),

(yx) dizilerini

T = n:1,2,3,...



yr = 1 (her k£ € N igin) olacak gekilde segelim. (xj) dizisi istatistiksel simirli, (yy) sabit

dizisi de 1’e yakinsak ve dolayisiyla 1’e istatistiksel yakinsaktir. (xjyy) dizisi igin

1, k=2n
TrYk = n=1273,...
0, k=2n-1

olup, bu dizi istatistiksel yakinsak degildir.

Yakinsak her dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsak olacagindan yukaridaki teo-

remden su sonug hemen elde edilir.

Sonug 2.8 Her k € N igin z;, # 0 olmak iizere x = (1) € c ve y = (yi) € S ise
xy € S dir.

Uyari (73,) € I ve (yp) € S ise (zpyr) € S olmasi gerekmez. Ornegin, (1), (yx)
dizilerini

1
o = (=1)" veyy =1+~

olacak sekilde segelim. (z) sirh, (yx) 1’e yakinsak ve dolayisiyla 1’e istatistiksel

yakinsaktir. Ancak

LYk = n=123,...
—1—%, k=2n—-1

olup, (zryx) dizisi istatistiksel yakinsak degildir.
Tanim 2.9 ([6]) Eger her € > 0 igin

1
lim—[{k <n:l|zy—an| >} =0

n—oon,

yani h.h.k i¢in |zx — zn| < € olacak sekilde bir N = N (¢) dogal sayis1 varsa x = (zy)

dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.10 ([6]) Asagidaki 6nermeler denktir:
(1) x = (xy) istatistiksel yakinsaktir,

(17) © = (zy,) istatistiksel Cauchy dizisidir,



(131) x = (x) dizisi igin 0 ({k : zx # yx}) = 0 (ya da h.h.k i¢in x = y;) olacak
sekilde yakinsak bir y = (yj,) dizisi vardir.

Sonug 2.11 ([6]) Eger (z), S —limx), = L olacak sekilde bir dizi ise, bu takdirde
limy, = L olacak sekilde (z)'nmn bir y = (yx) alt dizisi vardur.

Lemma 2.12 ([6]) Sonsuz ¢okluktaki & lar igin ¢ # 0 olacak sekilde bir ¢ = (t;)
say1 dizisi var ise h.h.k icin 2, = 0 ve Y77 | tyx), = oo olacak gekilde bir x = () dizisi

vardir.

Ispat Her k icin, m (k) > k* ve t,u4) # 0 olmak iizere {m (k)};o, pozitif tam-

sayilarin artan bir dizisi olsun. Bir z = (z}) dizisini

e =m (k)
T =
0, k #m (k)

ile tammlayalim. h.h.k igin 2 = 0 yani K := {k: x; # 0} olmak iizere § (K) = 0
oldugu aciktir. Ayrica
oo oo 1
X = ) t)Tmpk) = tmk—: I=00
3 et = Yt = e =

dur. Bu da ispat1 tamamlar.

Tanim 2.13 = = () kompleks terimli bir dizi olmak {izere eger
limn ! Z |z, — L| =0
" k=1
olacak gekilde bir L kompleks sayisi varsa, x dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro toplana-

bilirdir denir ve kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi [C, 1] ile gosterilir:

C, 1] = {x = (xy): 3L € C,limn‘lz |z, — L| = O}
k=1

dir.

x = (xy) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 bir reel say1 olsun. Eger

n
limn ™ Z |z, — L|P =
" k=1



olacak sekilde bir L kompleks sayis1 varsa = dizisi L sayisina kuvvetli p — Cesaro

toplanabilirdir denir. Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi w,, ile gosterilir
([4]):
w, = {x = (7)) : 3L € C,limn " Z |z, — L|P = 0}

k=1
dir.

Teorem 2.14 ([4]) 0 < p < oo olsun. Bu takdirde,

i) Bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olan bir dizi L sayisina ayni zamanda
istatistiksel yakinsaktir.

i1) Bir L sayisina istatistiksel yakinsak olan siirh bir dizi L sayisina aym zamanda

kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.

Ispat i) w tiim dizilerin uzayim gostermek tizere her 2 = (1) € w ve € > 0 icin

S o —LIP > [{k <n:la,— L > e}
k=1

yazilabilir. Buradan, eger x, L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise x, L’ye istatistiksel

yakinsaktir, sonucu ¢ikar.

i1) x smurhl, L'ye istatistiksel yakinsak ve K = ||z||_ + |L| olsun. € > 0 verilsin ve

N, secilsin 6yle ki her n > V. igin
n [{k <nlo,— L) > (g/2)'7}] < e/2K”

ve L, = {k <n: |z, — L| > (¢/2)"/7} olsun. Simdi n > N. igin

1 — 1
S o= L = (Y e = L 4 Y e — L)
k=1

k€L, kf§éLn
k<n
1 € 1 €
< = K? +=(n)(=
(1) K+ () (5)
2

elde ederiz. Bu da x = (x) dizisinin L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olmasidir.



3. A — ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
A = (\,) porzitif sayilarin azalmayan, co a giden ve
)\n+1 S )\n+17)\1 = 1

sartlarina sahip bir dizisi olsun. Bu gekilde tanimlanan tiim A = (\,,) dizilerinin kiimesi

A ile gosterilecektir.
Tanim 3.1 ([11]) Eger her € > 0 igin, I,, = [n — A\,, + 1, n] olmak iizere
1
hm)\—|{k€[n: |z, — L) > e} =0

ise x = (xy,) dizisi L’ye A—istatistiksel yakinsaktir denir. Tiim A-istatistiksel yakimsak

dizilerin kiimesi Sy ile gosterilir. A\, = n durumunda S nin S’e denk oldugu aciktur.

Genellestirilmis de la Vallée-Poussin Ortalamasi, I, = [n — A, + 1, n| olmak iizere

ile tamimlanir ([9]) .

Bir « = (zy,) dizisine, n — oo iken t,, () — L ise L sayisina (V, \) — toplanabilirdir
denir. Her n € N igin A\, = n ise (V,\) — toplanabilirlik (C,1)— toplanabilirlige
indirgenir. Sirasiyla L’ye kuvvetli Cesaro toplanabilir ve kuvvetli (V, \) — toplanabilir,

yani zy — L[C,1] ve , — L[V, \] olan = = (z},) dizilerinin kiimesi igin

1 n
C,1] = {x—(xk):ElL, lim52|xk—L|—O}
k=1

1
VAl = {x_(xk):ElLa QL@OA—ZI:U;C—LI—O}

"kel,

yazariz.
K C N olsun ve K'nin A — yogunlugu

1
Iy (K) = lim)\—|{keln:kel(}|

n—0o0

olarak tamimlansm. J, (K), A— yogunlugu \, = n durumunda 6 (K) dogal yogun-

luguna indirgenir.



Teorem 3.2 ([11]) A € A olsun. Bu durumda

(1) x), — L[V,\| = xp — L[S,] dir ve [V, \] C Sy kapsamas1 kesindir.
(17) Eger (x1) € lo ve zx — L (S)) ise bu durumda z;, — L[V, A].

(131) Sy Nloo = [V, A] Nl dur.

Ispat (i) € > 0 ve x, — L[V, \] olsun.

So—Ll= Y |m—Llzel{k €l : |, — L > &)

kel kEIp
|y —L|>e

yazabiliriz. Buradan x;, — L [V, \] = x;, — L (S)) olur.

Kapsamanin kesin oldugunu gostermek igin (\,) = (n) 6zel durumu igin

k, k=m?
oy = m=1,23, ..

0, k+#m?
seklinde tanmimh = = (zy) dizisini gdzoniine alalim.
1 1
)\—|{kefn:|xk—0| 25}|:E|{k§n: |xk—0|25}|§ﬂ—>0 (n — o0)
n n

yani x;, — 0(Sy) dir. Diger taraftan
1 1« 1
)\—Z|$k—0| :EZW—WZEZR—’% (n — o0)
" keln k=1 k=1
yani xj, - 0[V, A] dir.

(13) x, — L (Sy) ve (zx) € loo olsun. (xy) € ly oldugundan her k igin |z, — L| < M

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir. € > 0 verilsin.

I S o D Il (e’
k

n
el, " kel " kel

|zp—L|>e | —L|<e

M
yazabiliriz. Bu da z;, — L[V, ] anlamina gelir.

(131) dogrudan dogruya (7) ve (i¢) nin sonucudur.
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En az bir n, € N = {1,2,3,...} i¢cin N,,, = {no,no + 1,n, + 2, ...} olarak tanimlan-

7

sin. Bu durumda "her n € N,,,” ile " pozitif tamsayilarin sonlu sayilar1 digindaki her

n € N” kastedilecektir.

Teorem 3.3 ([3]) A = (\,) ve = (u,), A da her n € N, igin A, < p, olacak

sekilde iki dizi olsun.

(1) Eger
An
lim inf — >0 (3.1)
oo g,
ise S, C S\ dur.
(17) Eger
lim 22 — 1 (3-2)
noo f,

ise S\, C S, dir.

Ispat (i) Her n € N,,, icin A, < p,, oldugunu ve (3.1) in saglandigin varsayalim.

Bu durumda I,, C J,, ve boylece € > 0 i¢in
ke J,:|ley— L >e}| >k e€l,: |z, — L| > e}

yazabiliriz ve bu nedenle her n € N,,_ icin

1 An 1
—WkeJ,: |z, —L|> > Wkel,:|x,—L|>
o loe =Ll z e}l 2 =1 |k — L[ > &}
elde ederiz, burada J,, = [n — pu,, + 1, n] dir.
Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alarak ve (3.1) i kullanarak zy, — L (S,) = xy —

L (Sy) oldugunu boylece S, C Sy oldugunu buluruz.

(17) (zx) € Sy olsun ve (3.2) saglansm [, C J,, oldugundan £ > 0 olmak iizere her

n € N, i¢in
1 1
ke dyila—LI e} = —[n—p, 4L <k <n—A:lay - L > e}
Hn Hn

1
+,u— |{]€€[n : |l'k—L| ZEH
,Un_)\n

An 1

n

IN

1
+)\_|{k€[n:|xk—L|2€}|

11



yazabiliriz. Yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki birinci terim (3.2) den dolay: limﬁZL =
1 oldugundan ve ikinci terim x = (z) € Sy oldugundan n — oo iken 0 a gider. Bu,
n — oo iken Mi {k € J,: |z — L| > €}| — 0 oldugu ve boylece x, — L (S\) = x —

L (S,) oldugu anlamma gelir. Bu nedenle S\ C S, dir.
Teorem 3.3 ten agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.4 ([3])) A = (\,) ve u = (p,), A da her n € N, icin A, < p,, olacak
sekilde iki dizi olsun. Eger (3.2) saglaniyorsa S\ = S, dir.

Teorem 3.3 de p = (u,,) = (n) alarak agsagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.5 ([3]) A = (\,) € A olsun. lim 22 =1 ise Sy = S elde ederiz.

n—0o0

Teorem 3.6 ([3]) A = (\,), © = (u,) € A olsun ve her n € N, icin A, < p,
oldugunu varsayalim.

() (3.1) saglanrsa [V, u] C [V, A] dir,

(17) (3.2) saglanirsa [, N [V, A] C [V, u] dir,

(131) (3.2) saglanirsa lo, N[V, ] = 1o N[V, p] dir.

Ispat (1) Her n € N,,, igin \,, < p,, oldugu varsayilsm. Bu durumda I,, C J,, dir ve
bundan dolay1 her n € N, i¢in
—Z oy — L| > —Z |2 — L
Fin kedn ”ke[

yazabiliriz. Bu da

”keJ no e,

esitsizligini verir. Bu durumda son esitsizlikte n — oo igin limit alarak ve (3.1) i
kullanarak x, — L[V, u] = xx — L[V, A] elde ederiz. © = (xy) € [V, p] keyfi bir dizi
oldugundan [V, u] C [V, \] bulunur.

(17) x = (k) € loo N[V, A] herhangi bir dizi olsun. zy — L [V, A] ve (3.2) nin gegerli
oldugu varsayisin. = = (z1,) € l oldugundan her k igin |z, — L| < M olacak sekilde

bir M > 0 vardir. Simdi, A\, < p, ve boylece u_ln < ,\_1n oldugundan ve her n € N,,_ icin

12



I,, C J, oldugundan her n € N,,_ i¢in

”keJ ’u”keJn—In "kel,
L — A 1
< ”7M+—Z lzp — L
M, nkel
P "kel,

yazabiliriz. Yukaridaki egitsizligin sag tarafindaki birinci terim (3.2) geregince liinﬁ: =
1 oldugundan ve ikinci terim x; — L [V, A] olmasi nedeniyle n — oo i¢in 0’a gider.
Boylece zp, — L[V, A = xp — L[V, p] elde ederiz. x = (x) € Il N[V, A] keyfi bir
dizi oldugundan [, N [V, A] C [V, p] bulunur.

(i), (i) ve (i7) nin bir sonucudur.

Teorem 3.7 ([3]) Her n € N, igin A\, < p,, olmak iizere A, u € A olsun.
() (3.1) gegerli ise
wp — LIV, p] = zx — L(S))

dir ve baz1 A\, u € A igin [V, u] C Sy kapsamasi kesindir,

(17) (zx) € loo ve x, — L (Sy) ise bu durumda, (3.2) gegerli oldugunda xz, — L[V, ]
dir,

(131) (3.2) gegerli ise oo N S\ = loo N[V, p] dir.

Ispat (i) ¢ > 0 verilsin ve 2, — L[V, ] olsun. Simdi her £ > 0 icin

S - L2 lo—Ll> Y Jop— Ll zel{k €L, |o,— L > &}

kel
keJn kel ka—LTZE

yazabiliriz ve boylece her n € N, icin
—Z |2p — L > 1 |{ke[ lwp — L| > e}|e
P T, Py A
yazabiliriz.
Son egitsizlikte n — oo igin limit alarak ve (3.1) i kullanarak z, — L[V, y
oldugunda z, — L (S)) y1 elde ederiz. = = () € [V, pu] keyfi bir dizi oldugundan
[V, u] € Sy elde ederiz. Baza A\, € A igin [V, p] C S\ kapsamasmin kesin oldugunu
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gostermek icin, her n € N icin A\, = ”T“, i, = n alalim. Bu durumda lim%ZL = % > 0

n n

ve buradan [V, u] C Sy dir. x = (x)

?l»—l
oy
N
300

T =

olarak tanmimlansin. € > 0 verilmis olsun. Bu durumda her k > k. igin |z)| < e olacak

sekilde k., € N vardir. Simdi n — oo iken

1 1 n—1
— : > < — kot ¥n—1¢f
N Hk €1, : |z >e}] < N (k +n 2 )

2 —1
— <k0+€/ﬁ_3n >—>0

n—+1 2

oldugundan z; — 0(S)) elde ederiz. Diger taraftan her n € N icin

n?(n+1)°

14+224+33+483+ ... +n°= n

esitliginin saglandigim biliyoruz. Bu esitligi gbzoniine alarak, /n < [¥/n]+1 ve boylece

% > W oldugundan
1 1 & 1 & 1 & 1 « 1 &
=Dl = Sy me=s Y met s Y me> )y me= )y k
’u”keJn k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
k=m3 k#m3 k=m3 k=m3

1
— —<1+23+33+43+...+[€/ﬁ}3)
n

[/l (] +1)° [l (] + 1)’

= > — 00 (n — 00)

in 1([a +17

yazariz. Bunun i¢in x = (xy) ¢ [V, p]. Bu nedenle [V, u] C Sy kapsamasi kesindir.

(17) zx — L(Sy\) ve x = (x) € ly oldugu varsayilsin. Bu durumda her k igin

|z, — L] < M olacak sekilde bir M > 0 vardir. ui < A—ln oldugundan Ve > 0 ve her
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n € N, i¢in

iz:|33'k—[/| = i Z |l‘k—L|+,uiZ|l'k—L|

Nked, ’u”keJn—In Nkel,
< M+—=Y |z — L
/’LTL /’Lnkeln
A 1
Fon )\”keln
An 1 1
< (1——)M+r S Lt Y -l
Fn " kel " kel
|z —L|>e lxp—L|<e
An M
< (1—M—)M—i—)\—|{keln:|xk—L| >cl +e

yazariz. (3.2) yi kullanarak z;, — L (S)) oldugunda z, — L[V, ] elde ederiz. = =
(x1) € loo N Sy keyfi bir dizi oldugundan I, NSy C [V, u] olur.

(#4i) nin ispat1 (7) ve (i7) den agiktir.
Teorem 3.3 (i) ve Teorem 3.7 (i) den agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.8 ([3]) lim inf%: > 0ise S, N[V, u] C Sy dir.

n—0o0

lim 22 = 1, lim inf ﬁﬂ =1 > 0 anlamma gelir, bu (3.2) = (3.1) demek oldugun-

n—oohrfn n—oo n

dan, Teorem 3.7 de her n i¢in p,, = n alirsak agagidaki sonuclar: elde ederiz.

Sonug 3.9 ([3], [11]) lim 2= =1 ise, bu durumda
(1) (z1) € loo ve xp — L(S)) ise x, — L[C, 1],
(17) xp — L[C,1] ise 2y — L (S))

dir.

Teorem 3.7 de her n € N,,_ i¢in u,, = A, alirsak Teorem 3.2 (i) ve (i7) yi elde ederiz.
(Not : Bu durumda lim inf 22 = lim 22 =1 > 0 ve boylece (3.1) ve (3.2) saglamr).

Teorem 3.7 de her n € N, i¢in p,, = A, = n alirsak Teorem 2.14 (7) de p = 1 ile Teorem
3.2 yi elde ederiz.

Uyar: A = (\,) € A ve 0 < p < oo olsun.

1
VoA, p] = {x— (xx) : 3L, JL%OA_ZW—W_O}

" kel,
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tanimlansin. Bu durumda [V, A] nin yerine [V, A, p| ve [V, ] nin yerine [V, u, p] alrsak,
Teorem 3.6 [V, A, p] ve [V, u,p] i¢in saglanir.

Teorem 3.10 (zy), (yx) € S ise (xpyx) € Sy dir.
Ispat Teorem 2.7 nin ispatina benzerdir.

Sonug 3.11 A= (\,) ve u = (p,) A da her n € N,,_ i¢in A\, < p,, olacak sekilde

iki dizi olmak iizere lim 22 =1 olsun. Bu takdirde = € Sy ve y € S,, ise zy € S,, dir.

n—oorn

Ispat lim 22 = 1 olsun. Sonu¢ 3.4 den S\ = S,, olur ve bu nedenle z € S) ise

n—oorn

x € 5, elde edilir. Boylece Teorem 3.10 dan zy € S, bulunur.

Tanim 3.12 lim - {k € I,, . |z)| > B}| = 0 olacak sekilde bir B > 0 sayis1 varsa

(xy) dizisine A-istatistiksel smirhdir denir.

Teorem 3.13 A\ = (\,) ve u = (u,,) A da her n € N, i¢in A\, < pu,, olacak sekilde

iki dizi olmak iizere (zx) € Sy ve (yx) € S, ise (zxyx) € S, dir.

Ispat A = (\,) ve 4 = (p,) A da her n € N, icin \, < p, olacak sekilde iki
dizi olmak tizere (z3) € Sy ve (yx) € S, olsun. A-istatistiksel yakisak bir dizi aym
zamanda A-istatistiksel sinirh oldugundan (zj) A-istatistiksel simirhdir. Bu durumda,

her € > 0 i¢in

1

lim)\—|{k€[n: lzg| > B} = 0
I ]{kel g — ] > —° } 0
m — nt Tk — 1] = =
n-s50 A, = Bl

1 €

lim — (ke J,: — s > ——— =0
i =tz g

olacak sekilde B > 0 ve [y, [ sayilar1 vardir. Simdi

£
ke J,: — Ll > C kel,: -l > — 3.3
{ - 12|_e}_{ i — b B+|l2|} (3.3
£
U{kel,: |o>BYudked,: |yo—lo|>——
{ ol = B} { =t 2 e )

kapsamasinin gecerli oldugunu gosterelim. Bunun icin

ACBUCUD <= B°NC°ND*C A
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denkliginden yararlanarak (3.3) kapsamasi yerine

S
kel,: —h|<—=—=¢Nikel,: |z <B 3.4
{ben: m-nl<giplnten;: ml<n 3.4
9
Nek € J,: —1 —_— ke J,: — Ly <
{bens i<yt € e -t <2)

kapsamasimin gegerli oldugunu gosterelim: (3.4) kapsamasmdaki arakesit kiimesinden
alacagimiz ortak k’lar igin yani k € I, ler i¢in (\, < p,, oldugundan [,, C J, olur ve

I, N J, = I, dir)

€ €
Tp —h| < 55—, |2k < B ve — | < =
esitsizlikleri saglanir. Bu k’lar icin
lzhyr — Lila| = |opye — ply + wply — Ll < x| [yr — Lo + |lao| |21 — L]
€ €
< Bs—F—+ bl 5= =c¢
Brln T B

saglanir. Bu da (3.4) kapsamasinin dolayisiyla da (3.3) kapsamasinin saglanmas: de-

mektir. Kiimelerin eleman sayis1 arasindaki

s(BUCUD) =s(B)+s(C)+s(D)—s(BNC)—s(CND)—s(BND)

+s(BNCND) < s(B)+s(C)+s(D)
bagmtisindan yararlanarak

Hk € Jn: |xrye — lile| > €}

9
< kel,: —lL| > = kel,: > B
< [{rens m-niz g it v hens nlz my
S
kelJ,: —ly| > =~
| =12 g |

yazabiliriz. Buradan

1
— k€ Jn: |xeyr — Lils] > €}

n

g
< M_n {ke[n. |xk—l1|zB+|l2|}'
+i|{kel : |xk|>B}|—|—i {keJ: |yk—l2|>L}'
i ! - i ! ~ B+l
g
< x {ke[n: |xk—l1|zB+|l2|}'
+i|{kel : |gz:,,c|>B}|+i {keJ: |yk—l2|>L}'
An " = 1, g = B+ |ly]
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yazariz. n — oo i¢in limit alirsak, (xx) € Sy, (yx) € S, ve (xx) A-istatistiksel siirh

oldugundan sag tarafin limiti 0 olur. Dolayisiyla

olur. Boylece (zpyx) € S, elde edilir.

Teorem 3.14 A = (\,) ve u = (u,) A da her n € N,,, i¢in A\, < p,, olacak sekilde
iki dizi ve lim 2= = 1 olsun. Eger (z1) € [V, A\| Nl ve (yx) € [V, 1] ise (wxyr) € [V, y

n—oo 'n
dir.

Ispat (1;) € o, oldugundan |z| < M ve |z, — ;| < K olacak sekilde M, K € R*

vardir.
|zkyr — lils| = |xrys — Trla + xkle — Llo| < |zg| |ye — 2| + |l2] |2k — U]
esitsizliginden yararlanarak

1 1 1
— > lweyr = Lils| < — >0 |wr|lye — o] +— X2 |lo| |zx — 14

o, kedn nkeJn nkeJy
1 1 1
= — > |mellye =Ll +— > Ll =Ll +— > |la] |zx — 1]
nked, nkeJn—1In nkely,
M —A\n [
S N AR TNy LI SR
Hop kT, o, An kel,

yazariz. n — oo i¢in limit alirsak esitsizligin sag tarafi, (zy) € [V, A], (yx) € [V, p] ve

lim 2= = 1 oldugundan 0 olur. Boylece (x4y;) € [V, 1] bulunur.

n—oorfn
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4. o. DERECEDEN IiSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Tanim 4.1 ([2]) a, 0 < o < 1 olacak gekilde herhangi bir reel say1 olsun. N’in bir
E alt kiimesinin a — yogunlugunu

do (E) = limi|{k§n:k€E}|

n—oo N

mevcut limitiyle (sonlu ya da sonsuz) tanimlariz, burada [{k < n:k € E}| E’'nin n’yi
gecmeyen elemanlarinin sayisini gosterir.

x = (zp), a-yogunlugu sifir olan bir kiime diginda her k icin x;, P (k) ozelligini
saglayacak sekilde bir dizi ise bu durumda "« ya gore hemen her k icin” z, P (k) y
saglar deriz ve bunu "h.h.k(a)” ile kisaltiriz.

N’in sonlu her alt kiimesinin a-yogunlugunun sifir oldugu aciktir ve genel olarak
0 < a<1ligind,(E°) =1-4,(F) esitligi gecerli degildir; esitlik ancak o = 1 ise
gecerlidir.

Herhangi bir kiimenin a-yogunlugu o = 1 durumunda kiimenin dogal yogunluguna

indirgenir.
Lemma 4.2 (2]) E C Nolsun. 0 < a < <1lise dz(F) <0, (£) dir.
ispat 0<a< B <lolsun. Hern € Nigin n® < nP ve boylece n—lﬁ < n—la oldugundan
Litk<n:keB) <~ {{k<n:keR)
— n: — n:
nf = —ne T
yazilabilir. Bu esitsizlikten 05 (E) < d, (E) elde ederiz.

0 < a< B <1 olsun. Bu durumda, Lemma 4.2 den E’nin a-yogunlugu sifir
ise f-yogunlugu da sifir olur ve bir 0 < a < 1 i¢in E’'nin a-yogunlugu sifir ise dogal

yogunlugu da sifir olur.
Tamm 4.3 ([2]) v = (z;) € w ve 0 < a < 1 verilmis olsun. (zj) dizisine

1
lim —H{k<n:|z,—I[>e}/=0

n—oo M

olacak sekilde bir [ kompleks sayis1 varsa «. dereceden istatistiksel yakinsaktir denir.
x, I'ye a. dereceden istatistiksel yakinsaktir dedigimiz durumda her € > 0 i¢in h.h.k(«)

|z, — ] < e dur. Bu durumda S* — lim x;, = [ yazariz. Tiim «. dereceden istatistiksel
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yakinsak dizilerin kiimesi S® ile gosterilir. Tiim «. dereceden istatistiksel sifir dizilerinin

kiimesini gostermek i¢in S§ yazariz. Herbir 0 < o < 1 igin S§ C S oldugu agciktir.

a =1 icin «. dereceden istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ile aynidir.
a. dereceden istatistiksel yakinsakhk 0 < o < 1 i¢in iyi tamimhdir ancak o > 1 icin

iyi tamimh degildir. Bunun i¢in x = (x;) asagidaki gibi tanimlanmg olsun:
Tk = n=1223,..

Bu durumda o > 1 igin,

1
lim — |[{k <n:|zp— 1] > e} < lim —— =0

n—oo N n—oo 2N

ve

1
lim — |{k <n: |z > e} < lim —— =0

n—oon™ n—oo 2N o
dir. Boylece © = (x;) hem 1’e hem de 0’a «. dereceden istatistiksel yakimsak, yani

S —limx, =1 ve S — limx; = 0 olur. Ama bu miimkiin degildir.

a. dereceden istatistiksel yakinsaklhigin « > 1 icin iyi tanimli olmadigina iligkin bir
diger ornek
1, k=n?
Ty = n=123,..
0, k#n?

ile tamimh 0’a istatistiksel yakinsak x = (x;) dizisidir. Halbuki o > 1 i¢in,

1
lim - [k < ax— 1] > 2} < Tim Y2 = g

n—oo N n—oo N

ve

n—\/ﬁ_o

1
lim — {k <n:|xg| > e} < lim
n—oon™ n— oo n«

olmasi nedeniyle bu dizi hem 0’a ve hem de 1’e istatistiksel yakinsak olmaktadir. Bu

ise mumkiin degildir.

Teorem 4.4 ([2]) 0 < a <1 ve z = (24), y = (yr) kompleks say1 dizileri olsun.
(1) S* —limxy = x, ve ¢ € Cise S* —limcxy, = cx, dir.

(17) S —limzy, = z, ve S — limy;, = ¥y, ise S* — lim (2}, + yx) = xo + Yo dir.
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Ispat (i) ¢ = 0 durumu agiktir. ¢ # 0 oldugunu varsayalim. (i) nin ispati
1 1 €
— {k<n:lexg —cro| >} < — |9k <n:|xp— x| > —
ne ne |c|
esitsizliginden ve (i¢) nin ispat1

1 1
S MBS et ) — (@) 22l < -

{kgn: |z — 20| > g}’
1 €
+— Hk <nclyr — Yo| > —H
ne 2
esitsizliginden cikar.

Genel olarak S* nin S, dan farkli olduguna dikkat edilmeli. 0 < o < 1 igin A, = n®
alirsak S* C S, dir. a = 1 olmak iizere A\, = n® , yani \, = n ise S = 5, = § dir,
ki bu o = 1 olmak {iizere )\, = n® durumunda «. dereceden istatistiksel yakinsaklik,
istatistiksel yakinsaklik ve A-istatistiksel yakinsakligin denk olmasidir.

Yakinsak her dizinin «. dereceden istatistiksel yakinsak oldugunu yani herbir 0 <

a < 1icin ¢ C S* oldugunu gérmek kolaydir. Ama tersi dogru degildir. Ornegin,

1, k=nd
T = n=1,23, . (4.1)
0, k#n?

ile tammh z = (x,) dizisi & > 3 i¢in a.. dereceden istatistiksel yakinsaktir (S*—lim z), =

0), ama yakinsak degildir.

Tanim 4.5 ([2]) a, 0 < o < 1 olacak gekilde herhangi bir reel say1 ve p pozitif bir

reel say1 olsun. Bir x = (x) dizisine,

olacak gekilde bir [ kompleks sayis1 varsa «. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir
denir. Bu durumda z, I’ye . dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir deriz. o =1
icin a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik, p-Cesaro toplanabilirlige indirgenir.
Tiim «. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi wj, ile gosterilir. [ = 0

(0%
durumunda wg, yazarz.

Teorem 4.6 ([2],[1]) 0 < a < 3 < 1 olsun. Bu durumda S* C S* dir. a < f3 i¢in

(en azmdan a < % < B olacak gekildeki bir & € N varsa) kapsama kesindir.
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ispat0<04§ﬁ§1ise,her5>0i(;in
Lk lm—tl 2 e}l < S |k <n:lae—1 =)
nﬁ SN = & = e SN\ Tk = &

dir ve bu S* C S# oldugunu verir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin

1, k=n?
T = (4.2)
0, k#n?

ile tanimh = = (z) dizisini gozoniine alahm. Bu durumda, S? — limz;, = 0 yani

%<ﬁ§1i§inx€5’5 ama0<04§%i§inx§é30‘ dir.
Teorem 4.6 da g = 1 alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.7 ([2]) Bir dizi 0 < o < 1 igin {’ye a. dereceden istatistiksel yakinsak ise

I’ye istatistiksel yakisaktir, yani S* C S dir ve kapsama kesindir.

Teorem 4.8 ([2]) 0 < o < 1 olsun ve x = (z3), S* — limxz;, = [ olacak gekilde «.
dereceden istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda z = (z;) mn limy, = [

olacak sekilde bir y = (y) alt dizisi vardr.

Teorem 4.9 ([2]) 0 < o < < 1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. Bu durumda,

w, C wg dir ve kapsama a < 3 olacak sekildeki o ve § lar igin kesindir.

Ispat z = (2;) € wy olsun. 0 < o < B < 1 olmak iizere o ve 3 ve bir p pozitif

sayis1 verildiginde
I I
=D =P <= o — 1P
k=1 k=1

yazabiliriz ve bu wyy C w]f oldugunu verir.
Kapsamanin kesin oldugunu gostermek i¢in (4.2) de tammh x = (zy) dizisini
gozoniine alalim. Buna gore

1 « NG 1
- § _ NP vy
" i e 00 nf o pfos

1
5-3

dir. n — oo iken — 0 oldugundan wg — limx, = 0, yani % <p<liginze wg

n

dir, ama

-1 ] —
Vn S—Z|ﬂfk—0|p
nOé
k=1

nOé
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Ja-1

ve n — 00 iken ¥ == — o0 oldugundan 0 < a < % icin x ¢ w, dir. Bu ispat1 tamamlar.

Agagidaki sonug Teorem 4.9 un bir sonucudur.

Sonug 4.10 ([2]) 0 < o < § < 1 ve p porzitif bir reel say1 olsun. Bu durumda herbir

a € (0,1] ve 0 < p < oo igin wyy C w, dir.
Teorem 4.11 ([2]) 0 < a < 1ve 0 < p < g < oo olsun. Bu durumda wg C wy dir.

Bu teorem Maddox’a ait bir sonucun bir uzantisi olan Holder esitsizliginin basit bir

sonucudur ([10]).

Teorem 4.11 de o = 1 alirsak Maddoxun 0 < p < ¢ < o0 ise w, C w, sonucunu

elde ederiz.

Teorerm 4.12 ([2]) a ve 3, 0 < o < [ < 1 olacak sekilde sabit reel sayilar ve
0 < p < oo olsun. Eger bir dizi I’ye a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise bu

durumda bu dizi I’ye . dereceden istatistiksel yakinsaktir.

Ispat Herhangi bir = (2;) dizisi ve £ > 0 igin

S o =P >k <ncla—1] > e} e
k=1

ve boylece

1

= 1 1
Ezmk—ﬂpzﬁHkgn:|xk—l|25}|5”2ﬁ|{k§n:|xk—l|25}|5p

k=1
yazariz. Buradan x = (xj) U’ye a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise !’ye [.
dereceden istatistiksel yakinsaktir sonucu cikar.

Teorem 4.12 de = « alirsak agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.13 ([2]) a, 0 < o < 1 olacak sekilde sabit bir reel say1 ve 0 < p < oo
olsun. Eger bir dizi I’ye . dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise, bu dizi I’ye «.

dereceden istatistiksel yakinsaktir.

a = 1 durumunda eger bir dizi [’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise [’ye istatistiksel

yakinsaktir.
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Uyar1 Teorem 4.12 iin tersi genelde dogru degildir. Genel olarak 0 < a < 1 i¢in
sinirl ve a. dereceden istatistiksel yakinsak bir dizinin «. dereceden kuvvetli p-Cesaro

1 k#m?’

toplanabilir olmasinin gerekmedigini goriiriiz
ﬁa
m=123,..

Ty =
1, k=m?
ile tamml = = (z,) dizisi bu durum igin bir 6rnektir. = € I ve herbir @ (3 < a < 1)

icin x € S* oldugu aciktir. Ilk olarak her n > 2 pozitif tamsayisi icin

"1
;TE> n

esitsizliginin gecerli oldugunu hatirlayalim
} tanimlansm ve p = 1 alinsin

={k<n:k#m3*m=1,23

n

Dolal = Y lmd = Y lwl+ Y |l

k=1 k=1 1<k<n 1<k<n
k¢ Hn

k€eHn
=) —+ > 1> Y — TR vn
1<k<n 1<k<n 1<k<n
ke Hn kg Hn ke Hn
1
— 00, (n — 00)

_\/’ — na—l
2

oldugundan,

1 n
= |l =
k=1
elde ederiz ve boylece p =1 ise % <a<siginz e S*—wd olur
Sonug 4.14 ([2]) 0 < a <1 ve p bir pozitif reel say1 olsun. Bu durumda, w$ C S

Zixk|>—Z

dir. 0 < a < 1 ise kapsama kesindir
Ispat Sonug 4.13 ve Sonug 4.7 den w, C S elde ederiz. Kapsamanin kesin oldugunu

gostermek igin (4.1) de tammh z = (x;) dizisini gozoniine alahm. Bu durumda, S —
g o

& IYn—1

limz;, = 0 oldugu agiktir, yani z € S dir ama 0 < o < = ve p = 1 igin = ¢ w? dir
Gergekten,
i — 0P = >
30 >

k=1
—>ooolup0<04§%vep:1i§inx¢w dir. Sonug

ﬁ_l

na

oldugundan n — oo iken

olarak0<04§%vep:1iginx€5' w® dir
24



Sonug 4.7, Sonug 4.13 ve Teorem 2.14 (i7) den herbir « igin S* Nl C w, C S elde

ederiz, burada 0 < o <1 ve 0 < p < oo dir.
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5. ISTATISTIKSEL LIMIT NOKTALARI

Tanim 5.1 ([7]) z = (zy) bir dizi olmak tizere bu dizinin deger kiimesini gostermek
icin {xz), : k € N} yazacagiz. (wy(;), «’in bir alt dizisi ve K = {k(j) : j € N} olmak
tizere (wy(j)) verine {z} yazacagiz. §(K) = 0 olmasi durumunda {z}, ya sufor
yogunluklu bir alt dizi ya da ince bir alt dizi denir. Diger taraftan K sifir yogunluga
sahip degilse {2}, ya 2’in ince olmayan bir alt dizisi denir.

d (K) porzitif bir say1 ise ya da K dogal yogunluga sahip degilse {x},'nin 2’in ince

olmayan bir alt dizisi olduguna dikkat edilmelidir.

Tanim 5.2 ([7]) Bir x = () say1 dizisinin bir v sayisina yakinsayan, ince olmayan
bir alt dizisi varsa v sayisina x dizisinin bir istatistiksel limit noktas: denir.

2’in (klasik) limit noktalarinin kiimesini gosterelim.

Ornek 5.3
1, k=n?

T = n=1,273,..
0, k#n?
olsun. Bu durumda L, = {0,1}, A, = {0} dur.

Her x dizisi i¢gin A, C L, oldugu agiktir. A, ve L, in ¢ok farkli olabilecegini

gostermek icin A, = () iken L, = R olan bir x dizisi verelim.

Ornek 5.4 {ri}r—,, deger kiimesi tiim rasyonel sayilar olan bir dizi olsun ve x =
(xy) dizisi
Tn, k=n?
Tk = n=1273,..
k, k#n?
seklinde tanimlansin.
K = {k=n?:n €N} olmak iizere § (K) = 0 oldugundan A, = () dir. Fakat

{rg : k € N} kiimesi R’de yogun oldugundan L, = R bulunur.

Tanmm 5.5 ([7]) Her ¢ > 0 i¢in {k € N: |z — 7| < ¢} kiimesi sifir yogunluga

sahip degilse, v sayisina x dizisinin bir istatistiksel degme noktas: denir.
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Verilen bir x dizisi icin, 2’in tiim istatistiksel degme noktalarinin kiimesini I, ile

gosterelim. Her x dizisi icin I', C L, oldugu agiktr.
Onerme 5.6 ([7]) Herhangi bir x say1 dizisi icin A, C I, dir.
Ispat v € A, olsun. Bu durumda
. : 1 . .
limayy = v ve hmsupa Hk(j))<n: jeN}=d>0
J n

olacak sekilde dogal sayilarmn bir {k (j)} 2, dizisi vardir.

limzy ;) = v oldugundan, { VE }xk(j) — U} > 5} kiimesi sonlu bir kiimedir, boylece
J
{keN: |z, —v|<e} D{k(j): j € N}\{sonlu kiime}

dir. Buradan, sonsuz cokluktaki n ler i¢in

1 1 1 d
— <n: - > — ) g - — > —
ik <n: foo-vl <e) 22 {kG) jEN -0 () > S

olur. Boylece
S{keN: |zy—v|<e})#0
bulunur, bu da v € I';, dir.

Siradan limit noktalar: ile ilgili deneyimlerimiz bizi A, ve I', in esdeger oldugu

kabuliine gotiirse de asagidaki érnek bunun her zaman boyle olmadigini gosterir.

Ornek 5.7 & = () dizisi, k = 2"~ (2¢ + 1) ( p ve q dogal sayilar ve ¢ > 0) olmak
uzere

1
Ty = —
p

ile tanimlansin.
Herbir p igin 5<{k: T = 1—1)}) = 277 yani

gosterelim. x = (x,) dizisini

{k: T = %}H = n27? oldugunu

1 1 1
=(1,=-,1,=-,1,=-,1
(l'k) (727737727
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seklinde acik olarak yazarsak

p = ligin {k<mn: xk:1}|:g

1
{kgn: xk_§}'_%
n
8

-3

i}’ = n27P oldugunu goriiriiz.

p = 2igin

p = 3i¢gin

oldugunu ve sonug olarak herbir p i¢in Hk TS

1
5({k x—}) —27 s
p
oldugundan % € A, dir.

Simdi ¢ ({k 0< a2 < %}) = 27P oldugunu gosterelim:

Herbir p ic¢in

p=11i¢in 0 < x < 1 araligindaki xj, lar z) # 1 olanlardir, dolayisiyla
H{k:0< xp <1} =n—n2"' =n27!

dir.

p=2i¢in 0 < a3 < % araligindaki xy lar xy # 1 ve zy # %olanlardlr, dolayisiyla
1
'{k 0< 1, < 5}' =n— (n2_1 +n2_2) =n272

dir.
p=3i¢in 0 < z < % araligindaki xy lar xp # 1, xp # % ve x F# % olanlardir,

dolayisiyla
1 -1 -2 -3 -3
k:0< xk<§ :n—(nQ +n27°+n2 ):n2

dir. Benzer sekilde devam edilerek herbir p igin Hk 0< < i}’ = n27P bulunur.
Boylece 0 € ', dir ve I', = {0} U { }OO

1
pJ, _

. elde ederiz.

0 ¢ A, oldugunu iddia ediyoruz. Bunun i¢in {z}, sifir limite sahip bir dizi iken
d (K') = 0 oldugunu gosterelim. Bunun igin de énce herbir p igin Hk eK,: x> %H =
n27P oldugunu gosterelim:

p =1 1icin z; > 1 sartini saglayan xj lar sadece z; = 1 olanlardir, dolayisiyla
Hk e K,: x> 1} =n2"!
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dir.

p =2 i¢in z;, > 1 sartim saglayan x lar o), = 1 ve x;, = 1 olanlardir, dolayisiyla

1
'{kEKnI T > 5}' :n2_1+n2_2

dir.
p = 3 icin zp > % sartin1 saglayan xjy lar x; = %, Ty = % ve xp = 1 olanlardir,
dolayisiyla
'{k e K,: x,> %}' =n2 1 4+n2724n273

dir. Benzer sekilde devam edilerek herbir p icin Hk eK,: x> ]—1)}’ = n27? bulunur.

ez fren <l

< 27 +0(1)

Boylece herbir p icin

|Kn| =

olur. Buradan § (K) < 277 olur ve p keyfi oldugundan ¢ (K) = 0 bulunur.
Sonug 5.8 ([17]) S —limxz, = v ise A, =T, = {v} dir.

Ispat Once A, = I', oldugunu goésterelim. Bunun icin bir L € A,ve bir a € T,

a—L
2

alalim ve L # a oldugunu kabul edelim. ¢ < } } secerek
{keN: |z —L|>e} D{keN: |z, —a| <&}
kapsamasini yazabiliriz. Buradan yogunluga gecersek
SH{keN: |z, —L|>e})>6({keN: |z —al <e}) (5.1)
elde ederiz. () dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan

Sk eN: |og—L| >}) =0

dir ve (5.1) den
SH{keN: |zy—al<e})=0

bulunur. Bu ise a’nin istatistiksel degme noktasi olmasiyla celisir. O halde L = a

olmak zorundadir. L ve a keyfi oldugundan A, =T", = {L} olur.
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S — lim z; = v oldugundan
S{keN: |zy—v|>e})=0
dir. Buradan
S{keN: |y —v|<e})#0

dir. Buise v € I, olmasidir. Boylece A, =T", = {v} bulunur.

Bu sonucun tersi dogru degildir, yani A, = I', = {v} olmas1 S —lim ), = v olmasim

gerektirmez. Ornegin x = () dizisi
k
T = [1+(—1) }k
olacak sekilde alimirsa A, = I'; = {0} dir, fakat (z;) dizisi istatistiksel yakinsak degildir.

Ornek 5.9 2 = (0,0,1,0,3,1,0,4,2,1,0,4,2,3,1,..) dizisi verilsin. Bu dizi [0, 1]
araliginda diizgiin dagihmhdir, boylece L, = [0, 1] dir ve ayn1 zamanda herhengi bir d
uzunluklu alt aralikta z;’larin yogunlugu araligin boyuna esittir. Ayrica [0, 1] deki her
v icin
SH{keN: zpe(y—e,v+e)})>e>0

dir. Buradan I', = [0, 1] dir.

Diger taraftan v € [0,1] ve {z},, v’'ye yakinsayan bir alt dizi ise, bu durumda
d (K) = 0 oldugunu iddia ediyoruz. Bu iddiay: ispatlamak i¢in, € > 0 verilmig olsun.

Her n icin

|K,| = {keK,: |zx—v|<e}|+|{k€ Ky: |zp—v| > el
< 2n+0(1)

dir. Buradan § ({k (j)}) < 2¢ ve ¢ keyfi oldugundan 6 ({k (j)}) = 0 elde ederiz. Boylece
A, = 0 dir.

Ornek 5.7°den A,’in kapal bir nokta kiimesi olmasi gerekmedigini goriiriiz. Buna
ragmen agagidaki énerme I',’in L, gibi daima kapali bir nokta kiimesi oldugunu ifade

eder.

larmin ', kiimesi kapali bir nokta kiimesidir.
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Ispat p, I',’in bir y1gilma noktasi olsun. Bu durumda e > 0 i¢in 'y, (p — &,p + ¢€)
araligindaki bazi v noktalarm igerir. (p — e, p + ¢) agk araligi aym zamanda bir agik
kiime oldugundan

(7—5/,7—1—5/) Cp—e,p+e) (5.2)
olacak gekilde bir & > 0 secilebilir. v € I';, oldugundan § ({k DX € (”y —& v+ 5/) }) =+
0 dir ve (5.2) kapsamasindan dolay1 6 ({k: xp € (p —e,p+¢€)}) #0dir. Budape T,

oldugunu verir. Boylece I', biitiin yigilma noktalarmi igerdiginden kapali bir kiimedir.

Teorem 5.11 ([7]) x = (x)) ve y = (yx), hemen her £ i¢in x; = y; olan diziler ise

bu durumda A, = A, ve I', =T, dir.

Ispat § ({k: x, #yx}) = 0 varsayilsm ve v € A, olsun, yani {z},, 2’in v'ye
yakinsayan, ince olmayan bir alt dizisi olsun. 6 ({k : k € K, x; # y}) = 0 oldugundan,
{k:k € K ve x;, = y;,} kiimesinin sifir yogunluga sahip olmadig1 sonucu ¢ikar. Ustelik
bu kiime {y}, nn v’ye yakinsayan, ince olmayan bir {y},~ alt dizisini verir. Buradan
v e N, ve A, €A, bulunur. Simetrik olarak A, C A, oldugunu goriirtiz, bu nedenle
A, = A, dir.

Simdi de I';, = I') oldugunu gosterelim: v € I'; olsun. § {k € N: zp #yx}) =0
oldugundan § ({k € N: xp =y, }) #0dwr. K :={k € N: z; =y, } diyelim. Here > 0
icin
SH{keN: |z, —~v| <e}) #0oldugundan 6 ({k € K : |y, — | <e}) # 0 elde edilir.

{keK: lyw—7l<et C{keN: |y —9]<e}

oldugundan 6 ({k € N: |y, — 7| <e}) # 0 olur, bu da v € T, dir. Boylece I';, C T’

elde edilir. Benzer sekilde I', C I'; bulunur ve sonug olarak I'; = I', elde edilir.

Teorem 5.12 ([7]) = bir say1 dizisi olmak tizere, h.h.k icin zy = yx ve L, =T,
olacak sekilde bir y dizisi vardir; tistelik y'nin deger kiimesi, z’in deger kiimesinin bir

alt kiimesidir.

Onerme 5.13 ([7]) = = () bir say1 dizisi ve M := {k € N: 1z, < 24,1} olsun.

d (M) =1 ve x, M’de simurh ise = dizisi istatistiksel yakinsaktir.

Ispat {z},,, = say1 dizisinin monoton alt dizisi olmak tizere, § (M) = 1 ve z, M’de

sinirh olsun. {z},, = y alalim. 0 (M) = 1 oldugundan h.h.k i¢in z}, = y; olur. z, M’de
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sinirhr oldugundan, y simirh bir dizidir. {z},;, M’de monoton artan oldugundan y
monotondur. Bu durumda Monoton Yakinsaklik Teoremi’nden y yakisaktir. O halde
h.h.k icin z;, = y; ve y yakinsak oldugundan Teorem 2.10 dan x dizisi istatistiksel

yakinsaktir.

Not: Bu Onermenin M := {k € N: x; > 24,1} olmasi halinde de gecerli olacag

aciktir.

Teorem 5.14 ([7]) x = (1) sinirli ince olmayan bir alt diziye sahip bir say1 dizisi

ise x, bir istatistiksel degme noktasina sahiptir.

Ispat Bir z = (x;) say1 dizisi, smirli ve ince olmayan bir alt diziye sahip olsun.
Teorem 5.12 den L, = I', ve  ({k € N: y; # x1}) = 0 olacak sekilde bir y dizisi
vardir. Bu durumda y, sinirhi ve ince olmayan bir alt diziye sahiptir, boylece Bolzano-

Weierstrass Teoremi'nden L, # ) dir, buradan I';, # () dir.

Sonug 5.15 ([7]) x = () sirh bir say1 dizisi ise, x bir istatistiksel degme nok-

tasina sahiptir.

Asagidaki teorem Heine-Borel Ortii Teoremi’nin istatistiksel bir benzeridir. x smirh
bir say1 dizisi olmak {izere X, {z) : k € N} U L, kompakt kiimesini gostersin. Heine-
Borel Teoremi’nin dizisel bir versiyonu bize, {J,}, X yi orten acik kiimelerin bir kollek-
siyonu ise, {.J,} in, X yi érten sonlu bir alt kolleksiyonunun var oldugunu séyler. Bu
sonucun istatistiksel bir benzerini olugturmak i¢in, I', ile L, in yerini degistirelim ve x
dizisinin istatistiksel kapamg: dedigimiz X := {z} : k € N} UT, kiimesi tanimlansin.

X in kapali bir kiime olmasi gerekmez. Gercekten X kapali bir kiime olsaydi

X ={z: keN}UL, =X

olurdu. Bu ise L, =I', olmasini gerektirirdi.

Teorem 5.16 ([7]) x = (x}) sinwrh bir say1 dizisi ise, {x : &k € N\K }UI', kompakt

bir kiime olacak sekilde ince bir {z} - alt dizisine sahiptir.

Ispat Teorem 5.12 yi kullanarak, K = {k € N: z, # y;.} olmak iizere L, = T,
{yr: k€ N} C {zy: ke N} ve §(K) = 0 olacak sekilde simirh bir y = (y;) dizisi
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segebiliriz. Bu durumda
{z,: ke N\K}UT, ={y,: ke N}UL,

elde edilir ve y siirli bir dizi oldugundan Heine-Borel Teoremi’ne gore esitligin sag

tarafi kompakttir. Bu da {z; : n k € N\K} UT, kiimesinin kompakt oldugunu verir.

Uyar1 Teorem 5.16 daki kompakt kiime igin I', in yerine A, i kullanamaya-
cagimiza dikkat etmeliyiz. Ornek 5.7 de, A, = {i :peN } ve N’deki her p igin
o ({k eN: z, = ]l)}) = 277 dir. {2}, herhangi bir ince alt dizi ise bu durumda
her p icin § ({k eN\K : x; = ]—1)}) = 277 dir ve iistelik {z; : k € N\K} hala bir
limit noktas1 olarak sifira sahiptir. Dolayisiyla {z; : k& € N\K} U A, kiimesi kompakt
degildir.
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6. ISTATISTIKSEL UST LIMIT ve ALT LIMIT
x = (xy) bir reel say1 dizisi olmak tizere,
B,={beR: §({k: x> b}) #0}

ve

Ay ={aeR: §({k: xp <a}) #0}

olsun.

Tanim 6.1 ([8]) x = (xy) bir reel say1 dizisi olmak tizere, 2’in istatistiksel iist ve

alt limaitler: sirasiyla

sup B, B, #0

st — limsup z :=

st — liminf x :=

seklinde tanimlanir.

Ornek 6.2. n ve m birer dogal say1 olmak iizere v = (x) dizisi

(

kE, k=m? ve k=2n
2, k=m? ve k=2n+1
T =
1, k#m? ve k=2n
\O, E#m? ve k=2n+1

ile tanimlansin.

x dizisi simirsiz olmasina ragmen istatistiksel sinirhdir. Ciinkii bu dizi sadece cift
tamkare indisli terimler i¢in sinirsiz ve bu indis kiimesinin yogunlugu sifirdir. Bu
durumda B, = (—o0,1) ve A, = (0,00) dir ve boylece st — limsupz = 1 ve st —
liminfz = 0 dir. Ayrica x dizisi istatistiksel yakinsak degildir. Ciinkii indislerinin
kiimesinin yogunlugu sifirdan farkli olan ve 0’a ve 1’e yakinsayan iki ayr1 alt dizisi

vardir. Ayrica x’in istatistiksel degme noktalarmimn kiimesinin I', = {0,1} olduguna

34



ve st — liminf x bu kiimenin en kiiciik elemani iken, st — limsup x in bu kiimenin en
biiyiik elemani olduguna dikkat edelim. Bu gozlem, en kiigiik {ist sinir ve en biiyiik alt

sinir tartigmasiyla kanitlanabilen agagidaki teoremin temel diigiincesini 6nermektedir.
Teorem 6.3 ([8]) 8 = st — limsup « sonlu ise her £ > 0 i¢in
S{k: zp>p—c})#O0ved({k: x> P +¢c})=0 (6.1)
dir. Tersine (6.1) gegerli ise her £ > 0 i¢in 5 = st — limsup z dir.

Ispat Tamm 6.1 den § sonlu olduguna gore, B, = {b€ R : 6 ({k: zx > b}) #0}
olmak tizere § = sup B, dir. Bu durumda her b € B, icin b < 8 ve her ¢ > 0 i¢in

b > 8 — e olacak gekilde bir b € B, vardir.
{k: xp>b} CH{k: o >0 —¢}
oldugundan
SHEk: zp,>b}) <d({k: x> —¢€})

elde edilir. Bu esitsizlikte sol taraf sifirdan farkli oldugundan sag taraf da sifirdan
farkhdir.
b < [ ise her ¢ > 0 icin b+ ¢ < 8 + ¢ oldugundan,

{k: xp>b+e} D{k: x> 5 +¢}

olur. Ayrica § = sup B, ve b € B, oldugundan her £ > 0 i¢in b+ ¢ ¢ B, elde edilir.

Bu durumda,

S({k: ax>b+e))>6({k: ap>pB+e})

esitsizliginde sol taraf sifira esit oldugundan sag taraf da sifira esittir.
Tersine (6.1) gergeklensin. § ({k: =, > —¢€}) # 0 oldugundan § — ¢ € B, dir,
yani B, # () dir. sup B, = (3 oldugunu yani

1)¥b € B,iginb<p

2)Ve > 0Oig¢indb. € B, 25 —e<b.

kogullariin saglandigim gosterelim.
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b € B, i¢in b > [ oldugunu kabul edelim. (6.1) denVe > 0igind ({k: z, > 5 +¢})
= 0 dir, dolayisiyla b > (5 igin de 6 ({k: xx > b}) = 0 olur. Oysa b € B, oldugundan
d({k: x> b}) # 0 dir. Bu nedenle Vb € B, i¢in b < 3 olmak zorundadir.

Ve > 0 i¢in 3 — € € B, oldugundan b, = 3 — § segebiliriz. (6.1) den b. € B, olur.

Boylece 2. kosul da saglanmig olur.
Teorem 6.4 ([8]) a = st — liminf = sonlu ise her € > 0 i¢in
S{k: zp<a+e})#0ved({k: zp<a—e})=0 (6.2)
dir. Tersine, her € > 0 i¢in (6.2) gegerli ise o = st — lim inf z olur.

Ispat o = st — liminf 2 sonlu olsun. Tanim 6.1 den « sonlu oldugundan
Ay ={aeR: §({k: zp <a}) #0}

olmak iizere a = inf A, dir. Bu durumda her a € A, icin aw < a dir ve her € > 0 icin

a < a + ¢ olacak gekilde bir a € A, vardir. Ayrica
{k: axp<a} CH{k: o, < a+e}
oldugundan
S{k: zp<a}) <d{k: xpr<a+e})

elde edilir. Bu esitsizlikte sol taraf sifirdan farkli oldugundan sag taraf da sifirdan
farkhdir.

a > « ise her € > 0 i¢in @ — ¢ > o — € oldugundan,
{k: xp<a—e} 2{k: xp<a—c¢e}

bulunur. Ayrica o = inf A, ve a € A, oldugundan her ¢ > 0 i¢in a —e ¢ A, elde edilir.
Bu durumda

S{k: zp<a—c})>6({k: x <a—e})
esitsizliginde sol taraf sifira esit oldugundan sag taraf da sifira esittir.
Tersine (6.2) gergeklensin. 0 ({k: x, < a+¢}) # 0 oldugu icin o + ¢ € A, olup
A, # 0 dir. inf A, = a oldugunu yani
1)Wa € A,icina<a

2)Ve > Oiginda. € A, da.<a+¢
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kogullariin saglandigim gosterelim.

da € A, igin @ > a oldugunu kabul edelim. (6.2) denhere > 0igind ({k: zx < o —¢e}) =
0 dir, dolayisiyla @ < « igin de 6 ({k: xx < a}) = 0 olur. Oysa a € A, oldugundan
d({k: xr <a}) # 0 dir. Bu nedenle o < a olmak zorundadir.

Ve > 0 i¢in a4 ¢ € A, oldugundan a. = a + 5 segebiliriz ve (6.2) den a. € A, dir.

Istatistiksel degme noktalar: tanimi ile Teorem 6.3 ve Teorem 6.4 den st — lim sup
ve st — liminfz in, en biiyiik ve en kiigiik istatistiksel degme noktasi oldugu anlami

gikarilabilir. Agagidaki teorem bu fikri kuvvetlendirmektedir.
Teorem 6.5 ([8]) Herhangi bir = (z}) dizisi i¢in
st — liminf x < st — limsupx
dir.

Ispat 1. Durum: st —limsupz = —oo olsun. Bu B, = () olmasim gerektirir, dyle
ki her b € Rigin 0 ({k: x> b}) =0 dir. Buradan her b€ Rigin § ({k: z <b}) =1
yazabiliriz. O halde her @ € Ri¢in § ({k: xp < a}) # 0 olur ve buradan st —liminf x =
—o0 elde edilir.

2. Durum: st —limsupx = oo olsun. Bu durum aciktir.

3. Durum: st—limsupx = [ sonlu ve st —liminf x = a olsun. € > 0 i¢cin f+¢ € A,

ve bu durumda o < 3 + € oldugunu gosterelim.

Teorem 6.3 den 3 = sup B, oldugundan ({k x> [P+ %}) = 0 dir. Bu durumda

(s mezse5)) =

olur ve bu da § ({k: z, < f+¢}) = 1 olmasi gerektirir. Buradan 5+ ¢ € A, olur

ve a = inf A, tanimindan o < 3 4 ¢ elde edilir. ¢ keyfi oldugundan o < (3 gerceklenir.
Teorem 6.5 ten ve tanimdan, herhangi bir x dizisi i¢in
liminfz < st — liminf 2 < st — limsupx < limsup x (6.3)
oldugu agiktir.

Sinirli her dizinin istatistiksel anlamda da, klasik anlamda da alt ve ist limit deger-

leri vardir. Sinirh bir dizi istatistiksel limit noktalarina sahip olmayabilir fakat varsa
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istatistiksel limit noktalarinin en biiytigiiniin bu smirli dizi icin istatistiksel {ist limit

oldugunu soyleyemeyiz. Bunun i¢in asagidaki érnegi inceleyelim.

Ornek 6.6 u = {0,1,0,2,1,0,4,2,1,0,1,2,%,1,0,...} diizgiin dagihml dizisini
alalim ve x5;,_1 := 0 ve w9, := uy olarak tanimlayalim.

st —limsupx = 1 dir, ¢iinkii Teorem 6.3 den 6 ({k: z > 1 —¢}) = 5 dir. Ayrica
0, 2’in tek istatistiksel limit noktasidir, ciinkii Ornek 5.9 dan u, hicbir limit noktasma

sahip degildir. Buradan, z’in en biiyiik istatistiksel limit noktasi 0 dir, fakat st —

limsupx =1 dir.

Teorem 6.7 ([8]) Istatistiksel simrh z dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi icin
gerek yeter kogul

st — liminf x = st — limsupx

olmasidir.

Ispat o := st —liminfx ve 8 := st — limsupx olsun. Ilk olarak st — limz = L
ve ¢ > 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda 6 ({k : |z — L| > €}) = 0 dir, boylece
6 ({k: 2, > L +¢}) =0 olur. Iddia ediyoruz ki 8 < L dir, boyle oldugunu gosterelim:

Kabul edelim ki § > L olsun. Bu durumda § — ¢ > L + ¢ olacak sekilde bir ¢ > 0
vardir. Boylece

{k:xpy>L+e} D{k: x>0 —¢}

elde ederiz. Buradan
Sk :zxy>L+e})>0({k: x>0 —¢})

bulunur. FEsitsizligin sol tarafi sifira esit oldugundan sag tarafi da sifira egittir. Bu
durum (6.1) deki ifadeyle geligir. O halde 5 < L olmaldir.

Ayrica x dizisi istatistiksel yakinsak oldugundan § ({k : 2 < L —e}) = 0 elde ed-
eriz, bu da L < « olmasini gerektirir. Simdi bunu gosterelim:

Kabul edelim ki L > « olsun. Bu durumda L — ¢ > a + ¢ olacak sekilde bir £ > 0
vardir. Boylece

{k:apy<L—e} D{k:x,<a+e}

elde ederiz. Buradan
SHk:azr<L—e})>0{k:a, <a+e})
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bulunur. Sol taraf sifira esit oldugundan sag taraf da sifira esittir. Bu durum (6.2)
ifadesiyle geligir. O halde L < o olmalidir.

£ < L ve L < «a esitsizliklerinden 8 < « elde edilir. Ayrica Teorem 6.5 ten o < f3
dir. Boylece o = 8 olup gereklilik ispatlanmig olur.

Simdi yeterliligi gosterelim. Kabul edelim ki o« =  ve L := « olsun. ¢ > 0 olmak

tizere Teorem 6.3 ve Teorem 6.4 iin (6.1) ve (6.2) ozelliklerinden

5({k:xk>L+g}):Ove5<{k:xk<L—g}):O

elde edilir. Boylece 0 ({k : |z, — L| > ¢}) = 0 bulunur, yani st —lim z;, = L elde edilir.

Teorem 6.8 ([8]) z dizisi iistten smirh ve 5 := st—lim sup x sayisma C; —toplanabilir

ise, bu durumda z, 5’ya istatistiksel yakinsaktir.

Ispat z’in (’ya istatistiksel yakinsak olmadigini varsayalim. Teorem 6.7 den st —
liminfz < § olacaktir. Buradan § ({k : x; < u}) # 0 olacak sekilde p < (3 sayis1 vardir.
Gergekten de Teorem6.4 den § ({k : x < a + ¢}) # 0 olup, en azindan p := a+¢ sayist
vardir.

K':={k: 2 < pu} olsun. f'min tammndan, her ¢ > 0icin § ({k: 2, > B +¢}) =0
dir.

K' ={k:p<az,<B+e}ve K" :={k:m, >B+¢c} olsun ve B := sgpxk < 00

olsun. 9 (K /) # (0 oldugundan, sonsuz c¢okluktaki n’ler icin

1)
- ’Kn >d>0 (6.4)

olacak sekilde bir d sayis1 vardir. Ayrica her n igin, § ({k: x> S+¢}) =0 ve

"

K = {k:p<axp<pPBret=A{k:xxy>pn{k:z <pB+e}
= (1) n(x")
()

n—|K,

olup — < — oldugundan
(Ciz), = lixk:l > Tt~ > Tt~ >
T k=1 " kek!, " kek! " pek!”
< H)K,; +ﬁ+5)Kg +E K
n n n
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IN

M}KT’;}JF(BJFE) (1—’%’”) +0(1)
= —}Lnn}(ﬁ—l—e—,u)—l—ﬁ—l—e—l—o(l)

< —d(B+e—p)+p+e+o(1)
gerceklenir. € > 0 keyfi oldugundan
liminf (Ciz), <8 —d(f—p) <p

elde edilir. Bu durumda z, f’ya C)—toplanamaz. Celigki elde ettik. O halde st —

lim x;, = [ olmaldir.
Alttan simirhlik icin de benzer bir sonug elde ederiz.

Sonug 6.9 z dizisi alttan siirli ve o := st — lim inf = sayisina C; —toplanabilir ise,

bu durumda x, a’ya istatistiksel yakimsaktir.

Agagidaki 6rnekte gorecegiz ki Teorem 6.8 deki tist sinir kogulu ihmal edilemez ve

hatta en zayif varsayimiyla bu sart istatistiksel iist sinir garti ile de degistirilemez.

Ornek 6.10 x = (2;) dizisi

VE, k tamkare
Ty = 0, k tek tamkare degil
1, k ¢ift tamkare degil
ile tanimlansin.
d({k:azx=0}) = 3 = 6({k:2r=1}) oldugundan st — liminfz = 0 ve st —
limsup z = 1 oldugu acgiktir. Bu nedenle z, istatistiksel yakinsak degildir. Ayrica

5({k;|xk|>1}):5({k:xk:ﬁ}):é({k:k:ﬁ}):@

oldugundan, z’in istatistiksel sinirli olduguna dikkat edelim. Geriye Ciz in st —
limsup # = 1 limitine sahip oldugunu gostermek kaldi. K? tamkarelerin kiimesini, K°

ve K sirasiyla tek ve ¢ift tamkare olmayanlarin kiimesini gostersin. [t] = maks {k : k < t}
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olmak {izere

elde edilir.

1 1 1

— Z T+ — Z T+ — Z Tk

N keke n keK} n keK?
1in—+yn 1

Llln=vn] 1
n 2 "< m

= 14+0(1)
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