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ÖZET

Bu çal¬̧sma alt¬ bölümden oluşmaktad¬r. ·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde do¼gal yo¼gunluk, istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k, is-

tatistiksel Cauchy dizisi ve  pozitif bir reel say¬y¬ göstermek üzere kuvvetli -Cesàro

toplanabilirlik kavramlar¬ ile bunlara ait temel özellikler ve bunlar aras¬ndaki ili̧skiler

verilmi̧stir. Bunlardan başka istatistiksel yak¬nsak dizilerin çarp¬m¬na ili̧skin bir teorem

ve bu teoreme ait baz¬ sonuçlar eklenmi̧stir.

Üçüncü bölümde -istatistiksel yak¬nsakl¬k, kuvvetli ( )-toplanabilirlik kavram-

lar¬ verilmi̧s; -istatistiksel yak¬nsak dizilerin  kümesi ile istatistiksel yak¬nsak dizilerin

 kümesi ve kuvvetli ( )-toplanabilir dizilerin [ ] kümesi aras¬ndaki ili̧skiler ince-

lenmi̧stir. Ayr¬ca, ¤ s¬n¬f¬ndaki farkl¬   dizileri için  ile , [ ] ile [ ] ve 

ile [ ] kümeleri aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir. Bu bölümde de ikinci bölümdekine

benzer olarak -istatistiksel yak¬nsak dizilerin çarp¬m¬na ili̧skin baz¬ teorem ve sonuçlar

verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde . dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k, . dereceden kuvvetli

-Cesàro toplanabilirlik kavramlar¬ ve bunlar aras¬ndaki ili̧skiler verilmi̧stir.

Beşinci bölümde bir say¬ dizisi için istatistiksel limit noktas¬ ve istatistiksel de¼gme

noktas¬ kavramlar¬ ve bunlar aras¬ndaki ili̧ski verilmi̧stir.

Son bölümde ise bir say¬ dizisi için istatistiksel üst limit ve istatistiksel alt limit

kavramlar¬ ve bunlar aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧stir. Ayr¬ca bir dizinin istatistiksel

üst limit ve istatistiksel alt limitleri ile, istatistiksel de¼gme noktalar¬n¬n ¡ kümesi

aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧stir.

ANAHTAR KEL·IMELER: Do¼gal yo¼gunluk, istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistik-

sel s¬n¬rl¬l¬k, kuvvetli -Cesàro toplanabilirlik, -istatistiksel yak¬nsakl¬k, . dereceden

istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistiksel limit ve de¼gme noktas¬, istatistiksel üst ve alt limit.
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SUMMARY

Generalized Statistical Convergence and Statistical Limit Points

This thesis consists of six chapters. The …rst chapter is devoted the introduction

part.

In chapter two, we give the concepts of natural density, statistical convergence,

statistical boundedness, statistical Cauchy sequence, strong -Cesàro summability and

their basic properties and the relationships between them. Furthermore a theorem of

multiplication of statistical convergent sequences and some results of this theorem are

added.

In chapter three, the concepts of ¡statistical convergence, strong ( )¡summability

are given; the relations between the set of ¡statistical convergent sequences  and

the set of statistical convergent sequences , and the set of strongly ( )¡summable

sequences [] are examined. Also, the relations between the sets  and , [ ] and

[],  and [ ] for various sequences   in the class ¤ are examined. Furthermore

some theorems and results of multiplication of ¡statistical convergent sequences are

introduced.

In chapter four, the concepts of statistical convergence of order , strongly -Cesàro

summability of order  and the relations between them are given.

In chapter …ve, the concepts statistical limit and statistical cluster points of a real

number sequence and the relation between them are given.

In the last chapter, the concepts statistical limit superior and limit inferior and the

relation between them are given. Also, the relations between statistical limit superior

(limit inferior) and ¡ the set of statistical cluster points are given.

Key Words: Natural density, statistical convergence, statistical boundedness,

strong -Cesàro summability, ¡statistical convergence, statistical convergence of order

, statistical limit and statistical cluster points, statistical limit superior and limit

inferior.

iv



S·IMGELER L·ISTES·I

N : Do¼gal say¬lar kümesi

R : Reel say¬lar kümesi

R+ : Pozitif reel say¬lar kümesi

C : Kompleks say¬lar kümesi

 : Tüm yak¬nsak dizilerin uzay¬

1 : Tüm s¬n¬rl¬ dizilerin uzay¬

kk1 :  dizisinin supremum normu

 :  kümesinin tümleyeni

 () :  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

 () :  kümesinin -yo¼gunlu¼gu

 () :  kümesinin  yo¼gunlu¼gu

 : ·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬

 : -istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬

 : . dereceden istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬

 ¡ lim :  = () dizisinin istatistiksel limiti

 ¡ lim :  = () dizisinin . dereceden istatistiksel limiti

 : Tüm reel ve kompleks terimli dizilerin uzay¬

[ 1] : Kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi

 : Kuvvetli -Cesàroto planabilir dizilerin kümesi


 : . dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi

 :  dizisinin limit noktalar¬n¬n kümesi

¤ :  dizisinin istatistiksel limit noktalar¬n¬n kümesi

¡ :  dizisinin istatistiksel de¼gme noktalar¬n¬n kümesi

¡ lim sup :  dizisinin istatistiksel üst limiti

¡ lim inf  :  dizisinin istatistiksel alt limiti

1 :  dizisinin Cesàro toplam¬

 (1) : S¬n¬rl¬ bir fonksiyon

 (1) : S¬f¬ra yaklaşan bir fonksiyon
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1.G·IR·IŞ

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k düşüncesi, Zygmund taraf¬ndan 1935’te Vaŗsova’da kendi

monogra…sinin ilk bask¬s¬nda yay¬nland¬ ([18]). ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬, Stein-

haus ([16]) ve Fast ([5]) taraf¬ndan verildi ve daha sonra ba¼g¬ms¬z olarak Schoen-

berg([15]) taraf¬ndan yeniden ortaya konuldu. Y¬llar boyunca ve farkl¬ isimler al-

t¬nda istatistiksel yak¬nsakl¬k, Fourier analizi teorisi, ergodic teori, say¬lar teorisi, ölçü

teorisi, trigonometrik seriler, dönüşüm teorisi ve Banach uzaylar¬nda tart¬̧s¬ld¬. Daha

sonra Fridy ([6]), Connor ([4]), Sava̧s ([14]), Mursaleen ([11]), Rath ve Tripathy ([12]),

Salat( [13]), ve di¼gerleri taraf¬ndan dizi uzaylar¬ aç¬s¬ndan ve toplanabilirlikle ili̧sk-

isi ara̧st¬r¬ld¬. Son y¬llarda, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n genellemeleri, kuvvetli integral

toplanabilirli¼gi çal¬̧smas¬nda ve yerel kompakt uzaylarda s¬n¬rl¬, sürekli fonksiyon ide-

allerinin yap¬s¬nda ortaya ç¬kt¬. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k ve onun genellemeleri ayr¬ca

do¼gal say¬lar¬n Stone-µCech kompaktla̧st¬rmas¬n¬n alt kümeleri ile ili̧skilidir. Bundan

başka, istatistiksel yak¬nsakl¬k olas¬l¬ktaki yak¬nsakl¬k kavram¬yla yak¬ndan ili̧skilidir.

Bu çal¬̧smada bir say¬ dizisi için istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬, bunlar¬n baz¬

genelleştirilmeleri olan -istatistiksel yak¬nsakl¬k ve . dereceden istatistiksel yak¬n-

sakl¬k kavramlar¬ verilecektir. Ayr¬ca istatistiksel yak¬nsak dizilerin çarp¬m¬na ili̧skin

baz¬ sonuçlar verilecek ve bu sonuçlar -istatistiksel yak¬nsak diziler için de geni̧sletile-

cektir. Daha sonra bir say¬ dizisi için istatistiksel limit ve de¼gme noktas¬, istatistiksel

üst ve alt limit kavramlar¬ verilecektir.
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2. ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Tan¬m 2.1 ([6]) N do¼gal say¬lar kümesini göstermek üzere bir  ½ N alt kümesinin

 () ̧ ̧̧, jf ·  :  2 gj,  kümesinin ’i geçmeyen elemanlar¬n¬n

say¬s¬n¬ göstermek üzere

 () = lim


1


jf ·  :  2 gj

ile tan¬mlan¬r.

 (N) = 1 ve N do¼gal say¬lar kümesinin sonlu bir  ½ N alt kümesi için  () = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. , ’n¬n tümleyenini göstermek üzere  () = 1¡  ()d¬r.

Herhangi bir  = () dizisinin terimleri bir  özelli¼gini do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan

bir küme d¬̧s¬nda bütün ’lar için sa¼gl¬yorsa “() dizisi hemen hemen her  için 

özelli¼gini sa¼gl¬yor” denir ve k¬saca  ile gösterilir.

Tan¬m 2.2 ([6]) E¼ger her   0 için

 (f 2 N : j ¡ j ¸ g) = 0

ise  = () dizisi  say¬s¬na   denir.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n buna denk olan bir di¼ger tan¬m¬ şöyledir:

 = () bir dizi olmak üzere h.h.k için j ¡ j   olacak şekilde bir  say¬s¬

varsa  = () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve ¡ lim =  yaz¬l¬r.

Tüm istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi  ile gösterilir. E¼ger özel olarak  = 0

ise  = () dizisine istatistiksel s¬f¬r dizisi denir. ·Istatistiksel s¬f¬r dizilerinin kümesi

0 ile gösterilir. Buna göre

 =

½
 = () : 9 lim



1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

¾

0 =

½
 = () : 9 lim



1


jf ·  : jj ¸ gj = 0

¾

d¬r.

Yak¬nsak her dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Ama bunun tersi do¼gru de¼gildir.

2



Örnek 2.3  = () dizisi

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 3 

0  6= 2

olarak tan¬mlans¬n. 8  0 için

jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj · jf ·  :  6= 0gj ·
p


oldu¼gundan

lim
!1

1


jf ·  :  6= 0gj · lim

!1

p



= 0

elde edilir, yani  ¡ lim = 0 d¬r. Ancak () dizisi yak¬nsak de¼gildir.

Lemma 2.4([13])  ¡ lim
!1

 =  olmas¬ için gerek yeter koşul  () = 1 ve

lim
!1

 =  olan bir  = f1  2          g ½ N kümesinin var olmas¬d¬r.

Lemma 2.5([13])  ¡ lim = 1,  ¡ lim  = 2 ve  2 R olsun. Bu durumda,

()  ¡ lim ( + ) = 1 + 2

()  ¡ lim () = 1

d¬r.

·Ispat ()  ¡ lim = 1 ve  ¡ lim  = 2 olsun. O halde her   0 için


³n

 2 N : j ¡ 1j ¸


2

o´
= 0

ve


³n

 2 N : j ¡ 2j ¸


2

o´
= 0

d¬r. j( + )¡ (1 + 2)j · j ¡ 1j+ j ¡ 2j oldu¼gundan

f : j( + )¡ (1 + 2)j ¸ g µ
n
 : j ¡ 1j ¸



2

o
[
n
 : j ¡ 2j ¸



2

o

kapsamas¬ ve buradan da

 (f : j( + )¡ (1 + 2)j ¸ g) · 
³n

 : j ¡ 1j ¸


2

o´
+
³n

 : j ¡ 2j ¸


2

o´
= 0

elde edilir. O halde  ¡ lim ( + ) = 1 + 2 olur.

3



()  = 0 durumu aç¬kt¬r.  6= 0 olsun. j ¡ 1j ¸  ise j ¡ 1j ¸ 
jjoldu¼gundan

f : j ¡ 1j ¸ g µ
½
 : j ¡ 1j ¸



jj

¾

bulunur. Böylece

 (f : j ¡ 1j ¸ g) · 

µ½
 : j ¡ 1j ¸



jj

¾¶
= 0

eşitsizli¼ginden  ¡ lim  = 1 elde edilir.

Lemma 2.5 den istatistiksel yak¬nsak dizilerin  kümesinin bir lineer uzay oldu¼gu

sonucu ç¬kar. ·Istatistiksel yak¬nsak bir dizinin limiti varsa tektir.

Tan¬m 2.6([8])  (f : jj  g) = 0 olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = ()

dizisine   denir.

·Istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesi 1 ile gösterilir.

Teorem 2.7 ¡lim = 1, ¡lim  = 2 olsun. Bu durumda ¡lim () = 12

dir.

·Ispat  ¡ lim = 1,  ¡ lim  = 2 olsun. ·Istatistiksel yak¬nsak bir dizinin ayn¬

zamanda istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gunu biliyoruz. Bu durumda, her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : jj ¸ gj = 0

lim
!1

1



¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ 1j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄ = 0

lim
!1

1



¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ 2j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄ = 0

olacak şekilde   0 ve 1 2 say¬lar¬ vard¬r. Şimdi

f ·  : j ¡ 12j ¸ g µ
½
 ·  : j ¡ 1j ¸



 + j2j

¾
(2.1)

[ f ·  : jj ¸ g [
½
 ·  : j ¡ 2j ¸



 + j2j

¾

kapsamas¬n¬n geçerli oldu¼gunu gösterelim. Bunun için

 µ  [  [ ()  \  \ µ 

4



denkli¼ginden yararlanal¬m. Yani
½
 ·  : j ¡ 1j 



 + j2j

¾
\ f ·  : jj  g (2.2)

\
½
 ·  : j ¡ 2j 



 + j2j

¾
µ f ·  : j ¡ 12j  g

oldu¼gunu gösterelim: (22) kapsamas¬ndaki arakesit kümesinden alaca¼g¬m¬z ortak ’lar

için

j ¡ 1j 


 + j2j
, jj   ve j ¡ 2j 



 + j2j
eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Bu ’lar için

j ¡ 12j = j ¡ 2 + 2 ¡ 12j

· jj j ¡ 2j+ j2j j ¡ 1j  


 + j2j
+ j2j



 + j2j
= 

sa¼glan¬r. Bu da (22) kapsamas¬n¬n dolay¬s¬yla da (21) kapsamas¬n¬n sa¼glanmas¬ de-

mektir. Kümelerin eleman say¬s¬ aras¬ndaki

 ( [  [) =  () +  () +  ()¡  ( \ )¡  ( \)¡  ( \)

+  ( \  \) ·  () +  () +  ()

ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlanarak

jf ·  : j ¡ 12j ¸ gj ·
¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ 1j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄

+ jf ·  : jj ¸ gj+
¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ 2j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄

yazabiliriz. Eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬ 1

ile çarp¬p limit al¬rsak sa¼g taraf¬n limiti s¬f¬r

olur. Dolay¬s¬yla

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ 12j ¸ gj = 0

olur. Böylece  ¡ lim () = 12 elde edilir.

Uyar¬ () 2 1, () 2  ise () 2  olmak zorunda de¼gildir. Örne¼gin (),

() dizilerini

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 3   

0  = 2¡ 1
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 = 1 (her  2 N için) olacak şekilde seçelim. () dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬, () sabit

dizisi de 1’e yak¬nsak ve dolay¬s¬yla 1’e istatistiksel yak¬nsakt¬r. () dizisi için

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 3   

0  = 2¡ 1

olup, bu dizi istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Yak¬nsak her dizi ayn¬ zamanda istatistiksel yak¬nsak olaca¼g¬ndan yukar¬daki teo-

remden şu sonuç hemen elde edilir.

Sonuç 2.8 Her  2 N için  6= 0 olmak üzere  = () 2  ve  = () 2  ise

 2  dir.

Uyar¬ () 2 1 ve () 2  ise () 2  olmas¬ gerekmez. Örne¼gin, (), ()

dizilerini

 = (¡1) ve  = 1 +
1



olacak şekilde seçelim. () s¬n¬rl¬, () 1’e yak¬nsak ve dolay¬s¬yla 1’e istatistiksel

yak¬nsakt¬r. Ancak

 =

8
>>><
>>>:

1 + 1

  = 2

 = 1 2 3   

¡1¡ 1

  = 2¡ 1

olup, () dizisi istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Tan¬m 2.9 ([6]) E¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡  j ¸ gj = 0

yani h.h.k için j ¡  j   olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ varsa  = ()

dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.10 ([6]) Aşa¼g¬daki önermeler denktir:

()  = () istatistiksel yak¬nsakt¬r,

()  = () istatistiksel Cauchy dizisidir,

6



()  = () dizisi için  (f :  6= g) = 0 (ya da h.h.k için  = ) olacak

şekilde yak¬nsak bir  = () dizisi vard¬r.

Sonuç 2.11 ([6]) E¼ger (),  ¡ lim =  olacak şekilde bir dizi ise, bu takdirde

lim  =  olacak şekilde ()’n¬n bir  = () alt dizisi vard¬r.

Lemma 2.12 ([6]) Sonsuz çokluktaki  lar için  6= 0 olacak şekilde bir  = ()

say¬ dizisi var ise h.h.k için  = 0 ve
P1

=1  =1 olacak şekilde bir  = () dizisi

vard¬r.

·Ispat Her  için,  ()  2 ve () 6= 0 olmak üzere f ()g1=1 pozitif tam-

say¬lar¬n artan bir dizisi olsun. Bir  = () dizisini

 =

8
>>><
>>>:

1
()

  =  ()

0  6=  ()

ile tan¬mlayal¬m. h.h.k için  = 0 yani  := f :  6= 0g olmak üzere  () = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca

1X

=1

 =
1X

=1

()() =
1X

=1

()
1

()

=
1X

=1

1 =1

dur. Bu da ispat¬ tamamlar.

Tan¬m 2.13  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere e¼ger

lim

¡1

X

=1

j ¡ j = 0

olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa,  dizisi  say¬s¬na kuvvetli Cesàro toplana-

bilirdir denir ve kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi [ 1] ile gösterilir:

[ 1] =

(
 = () : 9 2 C lim


¡1

X

=1

j ¡ j = 0

)

d¬r.

 = () kompleks terimli bir dizi ve   0 bir reel say¬ olsun. E¼ger

lim


¡1
X

=1

j ¡ j = 0

7



olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa  dizisi  say¬s¬na   ¡ µ

 denir. Kuvvetli p-Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi  ile gösterilir

([4]):

 =

(
 = () : 9 2 C lim


¡1

X

=1

j ¡ j = 0

)

d¬r.

Teorem 2.14 ([4]) 0   1 olsun. Bu takdirde,

) Bir  say¬s¬na kuvvetli p-Cesàro toplanabilir olan bir dizi  say¬s¬na ayn¬ zamanda

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

) Bir  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olan s¬n¬rl¬ bir dizi  say¬s¬na ayn¬ zamanda

kuvvetli p-Cesàro toplanabilirdir.

·Ispat )  tüm dizilerin uzay¬n¬ göstermek üzere her  = () 2  ve   0 için

X

=1

j ¡ j ¸ jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

yaz¬labilir. Buradan, e¼ger , ’ye kuvvetli p-Cesàro toplanabilir ise , ’ye istatistiksel

yak¬nsakt¬r, sonucu ç¬kar.

)  s¬n¬rl¬, ’ye istatistiksel yak¬nsak ve  = kk1 + jj olsun.   0 verilsin ve

 seçilsin öyle ki her    için

¡1
¯̄©
 ·  : j ¡ j ¸ (2)1

ª¯̄
 2

ve  =
©
 ·  : j ¡ j ¸ (2)1

ª
olsun. Şimdi    için

1



X

=1

j ¡ j =
1


(
X

2

j ¡ j +
X

 2
·

j ¡ j)


1


(



2
) +

1


()(



2
)

=


2
+



2
= 

elde ederiz. Bu da  = () dizisinin ’ye kuvvetli p-Cesàro toplanabilir olmas¬d¬r.
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3.  ¡ ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

 = () pozitif say¬lar¬n azalmayan, 1 a giden ve

+1 ·  + 1 1 = 1

şartlar¬na sahip bir dizisi olsun. Bu şekilde tan¬mlanan tüm  = () dizilerinin kümesi

¤ ile gösterilecektir.

Tan¬m 3.1 ([11]) E¼ger her   0 için,  = [¡  + 1 ] olmak üzere

lim
!1

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj = 0

ise  = () dizisi ’ye ¡  denir. Tüm -istatistiksel yak¬nsak

dizilerin kümesi  ile gösterilir.  =  durumunda  n¬n ’e denk oldu¼gu aç¬kt¬r.

Genelleştirilmi̧s de la Vallée-Poussin Ortalamas¬,  = [ ¡  + 1 ] olmak üzere

 () =
1



X

2



ile tan¬mlan¬r ([9]) .

Bir  = () dizisine, !1 iken  ()!  ise  say¬s¬na ( )¡ 

denir. Her  2 N için  =  ise ()¡ toplanabilirlik ( 1)¡ toplanabilirli¼ge

indirgenir. S¬ras¬yla ’ye kuvvetli Cesàro toplanabilir ve kuvvetli ( )¡ toplanabilir,

yani  !  [ 1] ve  !  [ ] olan  = () dizilerinin kümesi için

[ 1] =

(
 = () : 9 lim

!1

1



X

=1

j ¡ j = 0

)

[ ] =

(
 = () : 9 lim

!1

1



X

2

j ¡ j = 0

)

yazar¬z.

 ½ N olsun ve ’n¬n ¡ ̧̧

 () = lim
!1

1


jf 2  :  2 gj

olarak tan¬mlans¬n.  ()  ¡ yo¼gunlu¼gu  =  durumunda  () do¼gal yo¼gun-

lu¼guna indirgenir.
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Teorem 3.2 ([11])  2 ¤ olsun. Bu durumda

()  !  [] =)  !  [] d¬r ve [ ] ½  kapsamas¬ kesindir.

() E¼ger () 2 1 ve  !  () ise bu durumda  !  [].

()  \ 1 = [ ] \ 1 d¬r.

·Ispat ()   0 ve  !  [ ] olsun.

X

2

j ¡ j ¸
X

2
j¡j¸

j ¡ j ¸  jf 2  : j ¡ j ¸ gj

yazabiliriz. Buradan  !  [ ] =)  !  () olur.

Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu göstermek için () = () özel durumu için

 =

8
>>><
>>>:

  = 2

 = 1 2 3 

0  6= 2

şeklinde tan¬ml¬  = () dizisini gözönüne alal¬m.

1


jf 2  : j ¡ 0j ¸ gj = 1


jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj ·

p



! 0 (!1)

yani  ! 0 () d¬r. Di¼ger taraftan

1



X

2

j ¡ 0j = 1



X

=1

j ¡ 0j = 1



X

=1

 !1 (!1)

yani  9 0 [ ] d¬r.

()  !  () ve () 2 1 olsun. () 2 1 oldu¼gundan her  için j ¡ j ·

olacak şekilde bir   0 say¬s¬ vard¬r.   0 verilsin.

1



X

2

j ¡ j =
1



X

2
j¡j¸

j ¡ j+ 1



X

2
j¡j

j ¡ j

· 


jf 2  : j ¡ j ¸ gj+ 

yazabiliriz. Bu da  !  [ ] anlam¬na gelir.

() do¼grudan do¼gruya () ve () nin sonucudur.
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En az bir ± 2 N = f1 2 3 g için N± = f± ± + 1 ± + 2 g olarak tan¬mlan-

s¬n. Bu durumda "  2 N±" ile "pozitif tamsay¬lar¬n sonlu say¬lar¬ d¬̧s¬ndaki her

 2 N" kastedilecektir.

Teorem 3.3 ([3])  = () ve  = ()  ¤ da her  2 N± için  ·  olacak

şekilde iki dizi olsun.

() E¼ger

lim
!1

inf



 0 (3.1)

ise  µ  d¬r.

() E¼ger

lim
!1




= 1 (3.2)

ise  µ  dir.

·Ispat () Her  2 N± için  ·  oldu¼gunu ve (31) in sa¼gland¬¼g¬n¬ varsayal¬m.

Bu durumda  ½  ve böylece   0 için

jf 2  : j ¡ j ¸ gj ¸ jf 2  : j ¡ j ¸ gj

yazabiliriz ve bu nedenle her  2 N± için

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj ¸ 



1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj

elde ederiz, burada  = [ ¡  + 1 ] dir.

Son eşitsizlikte !1 için limit alarak ve (31) i kullanarak  !  () =)  !

 () oldu¼gunu böylece  µ  oldu¼gunu buluruz.

() () 2  olsun ve (32) sa¼glans¬n  ½  oldu¼gundan   0 olmak üzere her

 2 N± için

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj =

1


jf ¡  + 1 ·  · ¡  : j ¡ j ¸ gj

+
1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj

·  ¡ 


+
1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj

·
µ
1¡ 



¶
+

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj

11



yazabiliriz. Yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki birinci terim (32) den dolay¬ lim





=

1 oldu¼gundan ve ikinci terim  = () 2  oldu¼gundan  ! 1 iken 0 a gider. Bu,

!1 iken 1

jf 2  : j ¡ j ¸ gj ! 0 oldu¼gu ve böylece  !  () =)  !

 () oldu¼gu anlam¬na gelir. Bu nedenle  µ  dir.

Teorem 3.3 ten aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.4 ([3])  = () ve  = ()  ¤ da her  2 N± için  ·  olacak

şekilde iki dizi olsun. E¼ger (32) sa¼glan¬yorsa  =  dir.

Teorem 3.3 de  = () = () alarak a̧sa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.5 ([3])  = () 2 ¤ olsun. lim
!1



= 1 ise  =  elde ederiz.

Teorem 3.6 ([3])  = ()   = () 2 ¤ olsun ve her  2 N± için  · 

oldu¼gunu varsayal¬m.

() (31) sa¼glan¬rsa [ ] µ [ ] d¬r,

() (32) sa¼glan¬rsa 1 \ [ ] µ [ ] dir,

() (32) sa¼glan¬rsa 1 \ [ ] = 1 \ [ ] dir.

·Ispat () Her  2 N± için  ·  oldu¼gu varsay¬ls¬n. Bu durumda  µ  dir ve

bundan dolay¬ her  2 N± için

1



X

2

j ¡ j ¸ 1



X

2

j ¡ j

yazabiliriz. Bu da
1



X

2

j ¡ j ¸ 


1



X

2

j ¡ j

eşitsizli¼gini verir. Bu durumda son eşitsizlikte  ! 1 için limit alarak ve (31) i

kullanarak  !  [ ] =)  !  [ ] elde ederiz.  = () 2 [] key… bir dizi

oldu¼gundan [ ] µ [ ] bulunur.

()  = () 2 1 \ [ ] herhangi bir dizi olsun.  !  [ ] ve (32) nin geçerli

oldu¼gu varsay¬ls¬n.  = () 2 1 oldu¼gundan her  için j ¡ j ·  olacak şekilde

bir   0 vard¬r. Şimdi,  ·  ve böylece 1

· 1


oldu¼gundan ve her  2 N± için
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 ½  oldu¼gundan her  2 N± için

1



X

2

j ¡ j =
1



X

2¡

j ¡ j+ 1



X

2

j ¡ j

·  ¡ 


 +
1



X

2

j ¡ j

·
µ
1¡ 



¶
 +

1



X

2

j ¡ j

yazabiliriz. Yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki birinci terim (32) gere¼gince lim





=

1 oldu¼gundan ve ikinci terim  !  [ ] olmas¬ nedeniyle  ! 1 için 0’a gider.

Böylece  !  [ ] =)  !  [ ] elde ederiz.  = () 2 1 \ [ ] key… bir

dizi oldu¼gundan 1 \ [ ] µ [ ] bulunur.

()  () ve () nin bir sonucudur.

Teorem 3.7 ([3]) Her  2 N± için  ·  olmak üzere   2 ¤ olsun.

() (31) geçerli ise

 !  [ ] =)  !  ()

d¬r ve baz¬   2 ¤ için [ ] ½  kapsamas¬ kesindir,

() () 2 1 ve  !  () ise bu durumda, (32) geçerli oldu¼gunda  !  [ ]

dir,

() (32) geçerli ise 1 \  = 1 \ [] dir.

·Ispat ()   0 verilsin ve  !  [ ] olsun. Şimdi her   0 için

X

2

j ¡ j ¸
X

2

j ¡ j ¸
P
2

j¡j¸

j ¡ j ¸  jf 2  : j ¡ j ¸ gj

yazabiliriz ve böylece her  2 N± için

1



X

2

j ¡ j ¸ 


1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj 

yazabiliriz.

Son eşitsizlikte  ! 1 için limit alarak ve (31) i kullanarak  !  [ ]

oldu¼gunda  !  () y¬ elde ederiz.  = () 2 [ ] key… bir dizi oldu¼gundan

[] µ  elde ederiz. Baz¬   2 ¤ için [ ] ½  kapsamas¬n¬n kesin oldu¼gunu
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göstermek için, her  2 N için  = +1
2
  =  alal¬m. Bu durumda lim






= 1
2
 0

ve buradan [ ] µ  d¬r.  = ()

 =

8
>>><
>>>:

1

  6= 3

  = 3

olarak tan¬mlans¬n.   0 verilmi̧s olsun. Bu durumda her   ± için jj   olacak

şekilde ± 2 N vard¬r. Şimdi !1 iken

1


jf 2  : jj ¸ gj · 1



Ã
± +

3
p
¡ 3

r
¡ 1

2

!

=
2

+ 1

Ã
± +

3
p
¡ 3

r
 ¡ 1

2

!
! 0

oldu¼gundan  ! 0 () elde ederiz. Di¼ger taraftan her  2 N için

1 + 23 + 33 + 43 + + 3 =
2 (+ 1)2

4

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬ biliyoruz. Bu eşitli¼gi gözönüne alarak, 3
p
  [ 3

p
]+1 ve böylece

1

 1

([ 3
p
]+1)

3 oldu¼gundan

1



X

2

jj =
1



X

=1

 =
1



X

=1

=3

 +
1



X

=1

 6=3

 
1



X

=1

=3

 =
1



X

=1

=3



=
1



³
1 + 23 + 33 + 43 + +

£
3
p

¤3´

=
[ 3
p
]

2
([ 3
p
] + 1)

2

4


[ 3
p
]

2
([ 3
p
] + 1)

2

4 ([ 3
p
] + 1)

3 !1 (!1)

yazar¬z. Bunun için  = () 2 [ ]. Bu nedenle [] ½  kapsamas¬ kesindir.

()  !  () ve  = () 2 1 oldu¼gu varsay¬ls¬n. Bu durumda her  için

j ¡ j ·  olacak şekilde bir   0 vard¬r. 1

· 1


oldu¼gundan 8  0 ve her
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 2 N± için

1



X

2

j ¡ j =
1



X

2¡

j ¡ j+ 1



X

2

j ¡ j

·  ¡ 


 +
1



X

2

j ¡ j

·
µ
1¡ 



¶
 +

1



X

2

j ¡ j

·
µ
1¡ 



¶
 +

1



X

2
j¡j¸

j ¡ j+ 1



X

2
j¡j

j ¡ j

·
µ
1¡ 



¶
 +




jf 2  : j ¡ j ¸ gj+ 

yazar¬z. (32) yi kullanarak  !  () oldu¼gunda  !  [ ] elde ederiz.  =

() 2 1 \  key… bir dizi oldu¼gundan 1 \  µ [ ] olur.

() nin ispat¬ () ve () den aç¬kt¬r.

Teorem 3.3 () ve Teorem 3.7 () den a̧sa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.8 ([3]) lim
!1

inf 


 0 ise  \ [ ] ½  d¬r.

lim
!1




= 1 lim
!1

inf 


= 1  0 anlam¬na gelir, bu (32) =) (31) demek oldu¼gun-

dan, Teorem 3.7 de her  için  =  al¬rsak aşa¼g¬daki sonuçlar¬ elde ederiz.

Sonuç 3.9 ([3], [11]) lim
!1



= 1 ise, bu durumda

() () 2 1 ve  !  () ise  !  [ 1],

()  !  [ 1] ise  !  ()

d¬r.

Teorem 3.7 de her  2 N± için  =  al¬rsak Teorem 3.2 () ve () yi elde ederiz.³
 : Bu durumda lim

!1
inf 


= lim

!1



= 1  0 ve böylece (31) ve (32) sa¼glan¬r
´
.

Teorem 3.7 de her  2 N± için  =  =  al¬rsak Teorem 2.14 () de  = 1 ile Teorem

3.2 yi elde ederiz.

Uyar¬  = () 2 ¤ ve 0   1 olsun.

[  ] =

(
 = () : 9 lim

!1

1



X

2

j ¡ j = 0

)
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tan¬mlans¬n. Bu durumda [ ] n¬n yerine [  ] ve [ ] nin yerine [  ] al¬rsak,

Teorem 3.6 [  ] ve [  ] için sa¼glan¬r.

Teorem 3.10 (), () 2  ise () 2  d¬r.

·Ispat Teorem 2.7 nin ispat¬na benzerdir.

Sonuç 3.11  = () ve  = () ¤ da her  2 N± için  ·  olacak şekilde

iki dizi olmak üzere lim
!1




= 1 olsun. Bu takdirde  2  ve  2  ise  2  dir.

·Ispat lim
!1




= 1 olsun. Sonuç 3.4 den  =  olur ve bu nedenle  2  ise

 2  elde edilir. Böylece Teorem 3.10 dan  2  bulunur.

Tan¬m 3.12 lim
!1

1

jf 2  : jj ¸ gj = 0 olacak şekilde bir   0 say¬s¬ varsa

() dizisine -istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

Teorem 3.13  = () ve  = () ¤ da her  2 N± için  ·  olacak şekilde

iki dizi olmak üzere () 2  ve () 2  ise () 2  dir.

·Ispat  = () ve  = () ¤ da her  2 N± için  ·  olacak şekilde iki

dizi olmak üzere () 2  ve () 2  olsun. -istatistiksel yak¬nsak bir dizi ayn¬

zamanda -istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gundan () -istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Bu durumda,

her   0 için

lim
!1

1


jf 2  : jj ¸ gj = 0

lim
!1

1



¯̄
¯̄
½
 2  : j ¡ 1j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄ = 0

lim
!1

1



¯̄
¯̄
½
 2  : j ¡ 2j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄ = 0

olacak şekilde   0 ve 1 2 say¬lar¬ vard¬r. Şimdi

f 2  : j ¡ 12j ¸ g µ
½
 2  : j ¡ 1j ¸



 + j2j

¾
(3.3)

[f 2  : jj ¸ g [
½
 2  : j ¡ 2j ¸



 + j2j

¾

kapsamas¬n¬n geçerli oldu¼gunu gösterelim. Bunun için

 µ  [  [ ()  \  \ µ 
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denkli¼ginden yararlanarak (33) kapsamas¬ yerine
½
 2  : j ¡ 1j 



 + j2j

¾
\ f 2  : jj  g (3.4)

\
½
 2  : j ¡ 2j 



 + j2j

¾
µ f 2  : j ¡ 12j  g

kapsamas¬n¬n geçerli oldu¼gunu gösterelim: (34) kapsamas¬ndaki arakesit kümesinden

alaca¼g¬m¬z ortak ’lar için yani  2  ler için ( ·  oldu¼gundan  µ  olur ve

 \  =  dir)

j ¡ 1j 


 + j2j
, jj   ve j ¡ 2j 



 + j2j

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Bu ’lar için

j ¡ 12j = j ¡ 2 + 2 ¡ 12j · jj j ¡ 2j+ j2j j ¡ 1j

 


 + j2j
+ j2j



 + j2j
= 

sa¼glan¬r. Bu da (34) kapsamas¬n¬n dolay¬s¬yla da (33) kapsamas¬n¬n sa¼glanmas¬ de-

mektir. Kümelerin eleman say¬s¬ aras¬ndaki

 ( [  [) =  () +  () +  ()¡  ( \ )¡  ( \)¡  ( \)

+  ( \  \) ·  () +  () +  ()

ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlanarak

jf 2  : j ¡ 12j ¸ gj

·
¯̄
¯̄
½
 2  : j ¡ 1j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄+ jf 2  : jj ¸ gj

+

¯̄
¯̄
½
 2  : j ¡ 2j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄

yazabiliriz. Buradan

1


jf 2  : j ¡ 12j ¸ gj

· 1



¯̄
¯̄
½
 2  : j ¡ 1j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄

+
1


jf 2  : jj ¸ gj+ 1



¯̄
¯̄
½
 2  : j ¡ 2j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄

· 1



¯̄
¯̄
½
 2  : j ¡ 1j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄

+
1


jf 2  : jj ¸ gj+ 1



¯̄
¯̄
½
 2  : j ¡ 2j ¸



 + j2j

¾¯̄
¯̄
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yazar¬z.  ! 1 için limit al¬rsak, () 2 , () 2  ve () -istatistiksel s¬n¬rl¬

oldu¼gundan sa¼g taraf¬n limiti 0 olur. Dolay¬s¬yla

lim
!1

1


jf 2  : j ¡ 12j ¸ gj = 0

olur. Böylece () 2  elde edilir.

Teorem 3.14  = () ve  = () ¤ da her  2 N± için  ·  olacak şekilde

iki dizi ve lim
!1




= 1 olsun. E¼ger () 2 [ ] \ 1 ve () 2 [ ] ise () 2 [ ]

dir.

·Ispat () 2 1 oldu¼gundan jj ·  ve j ¡ 1j ·  olacak şekilde  , 2 R+

vard¬r.

j ¡ 12j = j ¡ 2 + 2 ¡ 12j · jj j ¡ 2j+ j2j j ¡ 1j

eşitsizli¼ginden yararlanarak

1



P
2
j ¡ 12j ·

1



P
2
jj j ¡ 2j+

1



P
2
j2j j ¡ 1j

=
1



P
2
jj j ¡ 2j+

1



P
2¡

j2j j ¡ 1j+
1



P
2
j2j j ¡ 1j

· 



P
2
j ¡ 2j+

 ¡ 


j2j +
j2j


P
2
j ¡ 1j

yazar¬z.  ! 1 için limit al¬rsak eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬, () 2 [ ], () 2 [ ] ve

lim
!1




= 1 oldu¼gundan 0 olur. Böylece () 2 [ ] bulunur.
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4. . DERECEDEN ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Tan¬m 4.1 ([2])  0   · 1 olacak şekilde herhangi bir reel say¬ olsun. N’in bir

 alt kümesinin  ¡ ̧̧

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

mevcut limitiyle (sonlu ya da sonsuz) tan¬mlar¬z, burada jf ·  :  2 gj ’nin ’yi

geçmeyen elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬ gösterir.

 = (), -yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan bir küme d¬̧s¬nda her  için ,  () özelli¼gini

sa¼glayacak şekilde bir dizi ise bu durumda " ya göre hemen her  için"   () y¬

sa¼glar deriz ve bunu "h.h.k() " ile k¬salt¬r¬z.

N’in sonlu her alt kümesinin -yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r oldu¼gu aç¬kt¬r ve genel olarak

0    1 için  (
) = 1 ¡  () eşitli¼gi geçerli de¼gildir; eşitlik ancak  = 1 ise

geçerlidir.

Herhangi bir kümenin -yo¼gunlu¼gu  = 1 durumunda kümenin do¼gal yo¼gunlu¼guna

indirgenir.

Lemma 4.2 ([2])  µ N olsun. 0   ·  · 1 ise  () ·  () dir.

·Ispat 0   ·  · 1 olsun. Her  2 N için  ·  ve böylece 1

· 1


oldu¼gundan

1


jf ·  :  2 gj · 1


jf ·  :  2 gj

yaz¬labilir. Bu eşitsizlikten  () ·  () elde ederiz.

0   ·  · 1 olsun. Bu durumda, Lemma 4.2 den ’nin -yo¼gunlu¼gu s¬f¬r

ise -yo¼gunlu¼gu da s¬f¬r olur ve bir 0   · 1 için ’nin -yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise do¼gal

yo¼gunlu¼gu da s¬f¬r olur.

Tan¬m 4.3 ([2])  = () 2  ve 0   · 1 verilmi̧s olsun. () dizisine

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

, ’ye  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r dedi¼gimiz durumda her   0 için h.h.k()

j ¡ j   dur. Bu durumda  ¡ lim =  yazar¬z. Tüm  dereceden istatistiksel
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yak¬nsak dizilerin kümesi  ile gösterilir. Tüm  dereceden istatistiksel s¬f¬r dizilerinin

kümesini göstermek için 
0 yazar¬z. Herbir 0   · 1 için 

0 ½  oldu¼gu aç¬kt¬r.

 = 1 için  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistiksel yak¬nsakl¬k ile ayn¬d¬r.

 dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k 0   · 1 için iyi tan¬ml¬d¬r ancak   1 için

iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Bunun için  = () aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧s olsun:

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 3 

0  6= 2

Bu durumda   1 için,

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ 1j ¸ gj · lim

!1



2
= 0

ve

lim
!1

1


jf ·  : jj ¸ gj · lim

!1



2
= 0

d¬r. Böylece  = () hem 1’e hem de 0’a  dereceden istatistiksel yak¬nsak, yani

 ¡ lim = 1 ve  ¡ lim = 0 olur. Ama bu mümkün de¼gildir.

 dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n   1 için iyi tan¬ml¬ olmad¬¼g¬na ili̧skin bir

di¼ger örnek

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 3 

0  6= 2

ile tan¬ml¬ 0’a istatistiksel yak¬nsak  = () dizisidir. Halbuki   1 için,

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ 1j ¸ gj · lim

!1

p



= 0

ve

lim
!1

1


jf ·  : jj ¸ gj · lim

!1

¡
p



= 0

olmas¬ nedeniyle bu dizi hem 00a ve hem de 1’e istatistiksel yak¬nsak olmaktad¬r. Bu

ise mümkün de¼gildir.

Teorem 4.4 ([2]) 0   · 1 ve  = (),  = () kompleks say¬ dizileri olsun.

()  ¡ lim = ± ve  2 C ise  ¡ lim  = ± d¬r.

()  ¡ lim = ± ve  ¡ lim  = ± ise  ¡ lim ( + ) = ± + ± d¬r.
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·Ispat ()  = 0 durumu aç¬kt¬r.  6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m. () nin ispat¬

1


jf ·  : j ¡ ±j ¸ gj · 1



¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ ±j ¸



jj

¾¯̄
¯̄

eşitsizli¼ginden ve () nin ispat¬

1


jf ·  : j( + )¡ (± + ±)j ¸ gj · 1



¯̄
¯
n
 ·  : j ¡ ±j ¸



2

o¯̄
¯

+
1



¯̄
¯
n
 ·  : j ¡ ±j ¸



2

o¯̄
¯

eşitsizli¼ginden ç¬kar.

Genel olarak  n¬n  dan farkl¬ oldu¼guna dikkat edilmeli. 0    1 için  = 

al¬rsak  µ  d¬r.  = 1 olmak üzere  =  , yani  =  ise  =  =  dir,

ki bu  = 1 olmak üzere  =  durumunda  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k,

istatistiksel yak¬nsakl¬k ve -istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n denk olmas¬d¬r.

Yak¬nsak her dizinin  dereceden istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu yani herbir 0 

 · 1 için  ½  oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Ama tersi do¼gru de¼gildir. Örne¼gin,

 =

8
>>><
>>>:

1  = 3

 = 1 2 3 

0  6= 3

(4.1)

ile tan¬ml¬  = () dizisi   1
3
için  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r (¡lim =

0), ama yak¬nsak de¼gildir.

Tan¬m 4.5 ([2])  0   · 1 olacak şekilde herhangi bir reel say¬ ve  pozitif bir

reel say¬ olsun. Bir  = () dizisine,

lim
!1

1



X

=1

j ¡ j = 0

olacak şekilde bir  kompleks say¬s¬ varsa  dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilirdir

denir. Bu durumda , ’ye  dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilirdir deriz.  = 1

için  dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilirlik, -Cesàro toplanabilirli¼ge indirgenir.

Tüm  dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi 
 ile gösterilir.  = 0

durumunda 
± yazar¬z.

Teorem 4.6 ([2],[1]) 0   ·  · 1 olsun. Bu durumda  µ  d¬r.    için

(en az¬ndan   1

  olacak şekildeki bir  2  varsa) kapsama kesindir.
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·Ispat 0   ·  · 1 ise, her   0 için

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj · 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj

d¬r ve bu  µ  oldu¼gunu verir. Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu göstermek için

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

0  6= 2

(4.2)

ile tan¬ml¬  = () dizisini gözönüne alal¬m. Bu durumda,  ¡ lim = 0 yani
1
2
  · 1 için  2  ama 0   · 1

2
için  2  d¬r.

Teorem 4.6 da  = 1 al¬rsak a̧sa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.7 ([2]) Bir dizi 0   · 1 için ’ye  dereceden istatistiksel yak¬nsak ise

’ye istatistiksel yak¬nsakt¬r, yani  µ  dir ve kapsama kesindir.

Teorem 4.8 ([2]) 0    1 olsun ve  = (),  ¡ lim =  olacak şekilde 

dereceden istatistiksel yak¬nsak bir dizi olsun. Bu durumda  = () n¬n lim  = 

olacak şekilde bir  = () alt dizisi vard¬r.

Teorem 4.9 ([2]) 0   ·  · 1 ve  pozitif bir reel say¬ olsun. Bu durumda,


 µ 

 d¬r ve kapsama    olacak şekildeki  ve  lar için kesindir.

·Ispat  = () 2 
 olsun. 0   ·  · 1 olmak üzere  ve  ve bir  pozitif

say¬s¬ verildi¼ginde
1



X

=1

j ¡ j · 1



X

=1

j ¡ j

yazabiliriz ve bu 
 µ 

 oldu¼gunu verir.

Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu göstermek için (42) de tan¬ml¬  = () dizisini

gözönüne alal¬m. Buna göre

1



X

=1

j ¡ 0j ·
p



=

1

¡
1
2

dir. ! 1 iken 1

¡
1
2
! 0 oldu¼gundan 

 ¡ lim = 0, yani 1
2
  · 1 için  2 



d¬r, ama p
¡ 1


· 1



X

=1

j ¡ 0j
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ve !1 iken
p
¡1

!1 oldu¼gundan 0    1

2
için  2 

 d¬r. Bu ispat¬ tamamlar.

Aşa¼g¬daki sonuç Teorem 4.9 un bir sonucudur.

Sonuç 4.10 ([2]) 0   ·  · 1 ve  pozitif bir reel say¬ olsun. Bu durumda herbir

 2 (0 1] ve 0   1 için 
 µ  dir.

Teorem 4.11 ([2]) 0   · 1 ve 0     1 olsun. Bu durumda 
 ½ 

 d¬r.

Bu teorem Maddox’a ait bir sonucun bir uzant¬s¬ olan Hölder eşitsizli¼ginin basit bir

sonucudur ([10]).

Teorem 4.11 de  = 1 al¬rsak Maddox’un 0      1 ise  ½  sonucunu

elde ederiz.

Teorerm 4.12 ([2])  ve , 0   ·  · 1 olacak şekilde sabit reel say¬lar ve

0   1 olsun. E¼ger bir dizi ’ye  dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilir ise bu

durumda bu dizi ’ye  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat Herhangi bir  = () dizisi ve   0 için

X

=1

j ¡ j ¸ jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

ve böylece

1



X

=1

j ¡ j ¸ 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj  ¸ 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

yazar¬z. Buradan  = () ’ye  dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilir ise ’ye 

dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r sonucu ç¬kar.

Teorem 4.12 de  =  al¬rsak aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.13 ([2])  0   · 1 olacak şekilde sabit bir reel say¬ ve 0    1

olsun. E¼ger bir dizi ’ye  dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilir ise, bu dizi ’ye 

dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

 = 1 durumunda e¼ger bir dizi ’ye kuvvetli -Cesàro toplanabilir ise ’ye istatistiksel

yak¬nsakt¬r.
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Uyar¬ Teorem 4.12 ün tersi genelde do¼gru de¼gildir. Genel olarak 0    1 için

s¬n¬rl¬ ve  dereceden istatistiksel yak¬nsak bir dizinin  dereceden kuvvetli -Cesàro

toplanabilir olmas¬n¬n gerekmedi¼gini görürüz.

 =

8
>>><
>>>:

1p

  6= 3

 = 1 2 3 

1  = 3

ile tan¬ml¬  = () dizisi bu durum için bir örnektir.  2 1 ve herbir 
¡
1
3
  · 1

¢

için  2  oldu¼gu aç¬kt¬r. ·Ilk olarak her  ¸ 2 pozitif tamsay¬s¬ için

X

=1

1p


p


eşitsizli¼ginin geçerli oldu¼gunu hat¬rlayal¬m.

 = f ·  :  6= 3 = 1 2 3 g tan¬mlans¬n ve  = 1 al¬ns¬n.

X

=1

jj =

X

=1

jj =
X

1··
2

jj+
X

1··
2

jj

=
X

1··
2

1p

+
X

1··
2

1 
X

1··
2

1p


p


oldu¼gundan,

1



X

=1

jj =
1



X

=1

jj 
1



X

=1

1p



1


p
 =

1

¡
1
2

!1 (!1)

elde ederiz ve böylece  = 1 ise 1
3
   1

2
için  2  ¡

 olur.

Sonuç 4.14 ([2]) 0   · 1 ve  bir pozitif reel say¬ olsun. Bu durumda, 
 ½ 

dir. 0    1 ise kapsama kesindir.

·Ispat Sonuç 4.13 ve Sonuç 4.7 den 
 ½  elde ederiz. Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu

göstermek için (41) de tan¬ml¬  = () dizisini gözönüne alal¬m. Bu durumda,  ¡

lim = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r, yani  2  dir ama 0    1
3
ve  = 1 için  2 

 d¬r.

Gerçekten,
1



X

=1

j ¡ 0j = 1



X

=1

jj ¸
3
p
¡ 1



oldu¼gundan ! 1 iken
3p¡1

! 1 olup 0   · 1

3
ve  = 1 için  2 

 d¬r. Sonuç

olarak 0   · 1
3
ve  = 1 için  2  ¡ 

 d¬r.
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Sonuç 4.7, Sonuç 4.13 ve Teorem 2.14 () den herbir  için  \ 1 ½  ½  elde

ederiz, burada 0   · 1 ve 0   1 d¬r.
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5. ·ISTAT·IST·IKSEL L·IM·IT NOKTALARI

Tan¬m 5.1 ([7])  = () bir dizi olmak üzere bu dizinin de¼ger kümesini göstermek

için f :  2 Ng yazaca¼g¬z.
¡
()

¢
, ’in bir alt dizisi ve  = f () :  2 Ng olmak

üzere
¡
()

¢
yerine fg yazaca¼g¬z.  () = 0 olmas¬ durumunda fg ya  

̧    ya da     denir. Di¼ger taraftan  s¬f¬r yo¼gunlu¼ga

sahip de¼gilse fg ya ’in      denir.

 () pozitif bir say¬ ise ya da  do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip de¼gilse fg ’n¬n ’in ince

olmayan bir alt dizisi oldu¼guna dikkat edilmelidir.

Tan¬m 5.2 ([7]) Bir  = () say¬ dizisinin bir  say¬s¬na yak¬nsayan, ince olmayan

bir alt dizisi varsa  say¬s¬na  dizisinin bir    denir.

Her  say¬ dizisi için ¤ ile ’in istatistiksel limit noktalar¬n¬n kümesini ve  ile

’in (klasik) limit noktalar¬n¬n kümesini gösterelim.

Örnek 5.3

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 3 

0  6= 2

olsun. Bu durumda  = f0 1g, ¤ = f0g d¬r.

Her  dizisi için ¤ µ  oldu¼gu aç¬kt¬r. ¤ ve  in çok farkl¬ olabilece¼gini

göstermek için ¤ = ; iken  = R olan bir  dizisi verelim.

Örnek 5.4 fg1=1, de¼ger kümesi tüm rasyonel say¬lar olan bir dizi olsun ve  =

() dizisi

 =

8
>>><
>>>:

  = 2

 = 1 2 3 

  6= 2

şeklinde tan¬mlans¬n.

 := f = 2 :  2 Ng olmak üzere  () = 0 oldu¼gundan ¤ = ; d¬r. Fakat

f :  2 Ng kümesi R’de yo¼gun oldu¼gundan  = R bulunur.

Tan¬m 5.5 ([7]) Her   0 için f 2 N : j ¡ j  g kümesi s¬f¬r yo¼gunlu¼ga

sahip de¼gilse,  say¬s¬na  dizisinin bir  ̧  denir.
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Verilen bir  dizisi için, ’in tüm istatistiksel de¼gme noktalar¬n¬n kümesini ¡ ile

gösterelim. Her  dizisi için ¡ µ  oldu¼gu aç¬kt¬r.

Önerme 5.6 ([7]) Herhangi bir  say¬ dizisi için ¤ µ ¡ dir.

·Ispat  2 ¤ olsun. Bu durumda

lim

() =  ve lim


sup

1


jf () ·  :  2 Ngj =   0

olacak şekilde do¼gal say¬lar¬n bir f ()g1=1 dizisi vard¬r.

lim

() =  oldu¼gundan,

©
 :

¯̄
() ¡ 

¯̄
¸ 

ª
kümesi sonlu bir kümedir, böylece

f 2 N : j ¡ j  g ¶ f () :  2 Ng n f Äg

dir. Buradan, sonsuz çokluktaki  ler için

1


jf ·  : j ¡ j  gj ¸ 1


jf () :  2 Ngj ¡ 1


 (1) ¸ 

2

olur. Böylece

 (f 2 N : j ¡ j  g) 6= 0

bulunur, bu da  2 ¡ dir.

S¬radan limit noktalar¬ ile ilgili deneyimlerimiz bizi ¤ ve ¡ in eşde¼ger oldu¼gu

kabulüne götürse de aşa¼g¬daki örnek bunun her zaman böyle olmad¬¼g¬n¬ gösterir.

Örnek 5.7  = () dizisi,  = 2¡1 (2 + 1) (  ve  do¼gal say¬lar ve  ¸ 0) olmak

üzere

 =
1



ile tan¬mlans¬n.

Herbir  için 
³n

 :  =
1


o´
= 2¡ yani

¯̄
¯
n
 :  =

1


o¯̄
¯ = 2¡ oldu¼gunu

gösterelim.  = () dizisini

() = (1
1

2
 1

1

3
 1

1

2
 1

1

4
 1

1

2
 1

1

3
 1

1

2
 1

1

5
 1   )

27



şeklinde aç¬k olarak yazarsak

 = 1 için jf ·  :  = 1gj = 

2

 = 2 için

¯̄
¯̄
½
 ·  :  =

1

2

¾¯̄
¯̄ = 

4

 = 3 için

¯̄
¯̄
½
 ·  :  =

1

3

¾¯̄
¯̄ = 

8
...

oldu¼gunu ve sonuç olarak herbir  için
¯̄
¯
n
 :  =

1


o¯̄
¯ = 2¡ oldu¼gunu görürüz.

Herbir  için



µ½
 :  =

1



¾¶
= 2¡  0

oldu¼gundan 1

2 ¤ dir.

Şimdi 
³n

 : 0   
1


o´
= 2¡ oldu¼gunu gösterelim:

 = 1 için 0    1 aral¬¼g¬ndaki  lar  6= 1 olanlard¬r, dolay¬s¬yla

jf : 0    1gj = ¡ 2¡1 = 2¡1

dir.

 = 2 için 0   
1
2
aral¬¼g¬ndaki  lar  6= 1 ve  6= 1

2
olanlard¬r, dolay¬s¬yla

¯̄
¯̄
½
 : 0   

1

2

¾¯̄
¯̄ = ¡

¡
2¡1 + 2¡2

¢
= 2¡2

dir.

 = 3 için 0    1
3
aral¬¼g¬ndaki  lar  6= 1,  6= 1

2
ve  6= 1

3
olanlard¬r,

dolay¬s¬yla
¯̄
¯̄
½
 : 0   

1

3

¾¯̄
¯̄ = ¡

¡
2¡1 + 2¡2 + 2¡3

¢
= 2¡3

dir. Benzer şekilde devam edilerek herbir  için
¯̄
¯
n
 : 0   

1


o¯̄
¯ = 2¡ bulunur.

Böylece 0 2 ¡ dir ve ¡ = f0g [
n

1


o1
=1

elde ederiz.

0 2 ¤ oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunun için fg , s¬f¬r limite sahip bir dizi iken

 () = 0 oldu¼gunu gösterelim. Bunun için de önce herbir  için
¯̄
¯
n
 2  :  ¸ 1



o¯̄
¯ =

2¡ oldu¼gunu gösterelim:

 = 1 için  ¸ 1 şart¬n¬ sa¼glayan  lar sadece  = 1 olanlard¬r, dolay¬s¬yla

jf 2  :  ¸ 1gj = 2¡1
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dir.

 = 2 için  ¸ 1
2
şart¬n¬ sa¼glayan  lar  = 1

2
ve  = 1 olanlard¬r, dolay¬s¬yla

¯̄
¯̄
½
 2  :  ¸

1

2

¾¯̄
¯̄ = 2¡1 + 2¡2

dir.

 = 3 için  ¸ 1
3
şart¬n¬ sa¼glayan  lar  = 1

3
,  = 1

2
ve  = 1 olanlard¬r,

dolay¬s¬yla ¯̄
¯̄
½
 2  :  ¸

1

3

¾¯̄
¯̄ = 2¡1 + 2¡2 + 2¡3

dir. Benzer şekilde devam edilerek herbir  için
¯̄
¯
n
 2  :  ¸ 1



o¯̄
¯ = 2¡ bulunur.

Böylece herbir  için

jj =

¯̄
¯̄
½
 2  :  ¸

1



¾¯̄
¯̄+

¯̄
¯̄
½
 2  :  

1



¾¯̄
¯̄

· 2¡ + (1)

olur. Buradan  () · 2¡ olur ve  key… oldu¼gundan  () = 0 bulunur.

Sonuç 5.8 ([17])  ¡ lim =  ise ¤ = ¡ = fg d¬r.

·Ispat Önce ¤ = ¡ oldu¼gunu gösterelim. Bunun için bir  2 ¤ve bir  2 ¡

alal¬m ve  6=  oldu¼gunu kabul edelim.  
¯̄
¡
2

¯̄
seçerek

f 2 N : j ¡ j ¸ g ¶ f 2 N : j ¡ j  g

kapsamas¬n¬ yazabiliriz. Buradan yo¼gunlu¼ga geçersek

 (f 2 N : j ¡ j ¸ g) ¸  (f 2 N : j ¡ j  g) (5.1)

elde ederiz. () dizisi istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan

 (f 2 N : j ¡ j ¸ g) = 0

d¬r ve (51) den

 (f 2 N : j ¡ j  g) = 0

bulunur. Bu ise ’n¬n istatistiksel de¼gme noktas¬ olmas¬yla çeli̧sir. O halde  = 

olmak zorundad¬r.  ve  key… oldu¼gundan ¤ = ¡ = fg olur.
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 ¡ lim =  oldu¼gundan

 (f 2 N : j ¡ j ¸ g) = 0

d¬r. Buradan

 (f 2 N : j ¡ j  g) 6= 0

d¬r. Bu ise  2 ¡ olmas¬d¬r. Böylece ¤ = ¡ = fg bulunur.

Bu sonucun tersi do¼gru de¼gildir, yani ¤ = ¡ = fg olmas¬ ¡ lim =  olmas¬n¬

gerektirmez. Örne¼gin  = () dizisi

 =
h
1 + (¡1)

i


olacak şekilde al¬n¬rsa ¤ = ¡ = f0g d¬r, fakat () dizisi istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Örnek 5.9  =
¡
0 0 1 0 1

2
 1 0 1

3
 2
3
 1 0 1

4
 2
4
 3
4
 1   

¢
dizisi verilsin. Bu dizi [0 1]

aral¬¼g¬nda düzgün da¼g¬l¬ml¬d¬r, böylece  = [0 1] dir ve ayn¬ zamanda herhengi bir 

uzunluklu alt aral¬kta ’lar¬n yo¼gunlu¼gu aral¬¼g¬n boyuna eşittir. Ayr¬ca [0 1] deki her

 için

 (f 2 N :  2 ( ¡   + )g) ¸   0

d¬r. Buradan ¡ = [0 1] dir.

Di¼ger taraftan  2 [0 1] ve fg , ’ye yak¬nsayan bir alt dizi ise, bu durumda

 () = 0 oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bu iddiay¬ ispatlamak için,   0 verilmi̧s olsun.

Her  için

jj = jf 2  : j ¡ j  gj+ jf 2  : j ¡ j ¸ gj

· 2+ (1)

dir. Buradan  (f ()g) · 2 ve  key… oldu¼gundan  (f ()g) = 0 elde ederiz. Böylece

¤ = ; dir.

Örnek 5.7’den ¤’in kapal¬ bir nokta kümesi olmas¬ gerekmedi¼gini görürüz. Buna

ra¼gmen a̧sa¼g¬daki önerme ¡’in  gibi daima kapal¬ bir nokta kümesi oldu¼gunu ifade

eder.

Önerme 5.10 ([7]) Her  = () say¬ dizisi için, ’in istatistiksel de¼gme nokta-

lar¬n¬n ¡ kümesi kapal¬ bir nokta kümesidir.

30



·Ispat , ¡’in bir y¬¼g¬lma noktas¬ olsun. Bu durumda   0 için ¡, (¡   + )

aral¬¼g¬ndaki baz¬  noktalar¬n¬ içerir. (¡  + ) aç¬k aral¬¼g¬ ayn¬ zamanda bir aç¬k

küme oldu¼gundan ³
 ¡ 

0
  + 

0
´
µ (¡   + ) (5.2)

olacak şekilde bir 0  0 seçilebilir.  2 ¡ oldu¼gundan 
¡©
 :  2

¡
 ¡ 

0
  + 

0¢ª¢ 6=
0 d¬r ve (52) kapsamas¬ndan dolay¬  (f :  2 (¡   + )g) 6= 0 d¬r. Bu da  2 ¡

oldu¼gunu verir. Böylece ¡ bütün y¬¼g¬lma noktalar¬n¬ içerdi¼ginden kapal¬ bir kümedir.

Teorem 5.11 ([7])  = () ve  = (), hemen her  için  =  olan diziler ise

bu durumda ¤ = ¤ ve ¡ = ¡ dir.

·Ispat  (f :  6= g) = 0 varsay¬ls¬n ve  2 ¤ olsun, yani fg , ’in ’ye

yak¬nsayan, ince olmayan bir alt dizisi olsun.  (f :  2   6= g) = 0 oldu¼gundan,

f :  2  ve  = g kümesinin s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip olmad¬¼g¬ sonucu ç¬kar. Üstelik

bu küme fg n¬n ’ye yak¬nsayan, ince olmayan bir fg0 alt dizisini verir. Buradan

 2 ¤ ve ¤ µ ¤ bulunur. Simetrik olarak ¤ µ ¤ oldu¼gunu görürüz, bu nedenle

¤ = ¤ dir.

Şimdi de ¡ = ¡ oldu¼gunu gösterelim:  2 ¡ olsun.  (f 2 N :  6= g) = 0

oldu¼gundan  (f 2 N :  = g) 6= 0 d¬r.  := f 2 N :  = g diyelim. Her   0

için

 (f 2 N : j ¡ j  g) 6= 0 oldu¼gundan  (f 2  : j ¡ j  g) 6= 0 elde edilir.

f 2  : j ¡ j  g µ f 2 N : j ¡ j  g

oldu¼gundan  (f 2 N : j ¡ j  g) 6= 0 olur, bu da  2 ¡ dir. Böylece ¡ µ ¡

elde edilir. Benzer şekilde ¡ µ ¡ bulunur ve sonuç olarak ¡ = ¡ elde edilir.

Teorem 5.12 ([7])  bir say¬ dizisi olmak üzere, h.h.k için  =  ve  = ¡

olacak şekilde bir  dizisi vard¬r; üstelik ’nin de¼ger kümesi, ’in de¼ger kümesinin bir

alt kümesidir.

Önerme 5.13 ([7])  = () bir say¬ dizisi ve  := f 2 N :  · +1g olsun.

 () = 1 ve ,  ’de s¬n¬rl¬ ise  dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat fg ,  say¬ dizisinin monoton alt dizisi olmak üzere,  () = 1 ve ,  ’de

s¬n¬rl¬ olsun. fg =  alal¬m.  () = 1 oldu¼gundan h.h.k için  =  olur. ,  ’de
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s¬n¬rl¬ oldu¼gundan,  s¬n¬rl¬ bir dizidir. fg ,  ’de monoton artan oldu¼gundan 

monotondur. Bu durumda Monoton Yak¬nsakl¬k Teoremi’nden  yak¬nsakt¬r. O halde

h.h.k için  =  ve  yak¬nsak oldu¼gundan Teorem 2.10 dan  dizisi istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

Not: Bu Önermenin  := f 2 N :  ¸ +1g olmas¬ halinde de geçerli olaca¼g¬

aç¬kt¬r.

Teorem 5.14 ([7])  = () s¬n¬rl¬ ince olmayan bir alt diziye sahip bir say¬ dizisi

ise , bir istatistiksel de¼gme noktas¬na sahiptir.

·Ispat Bir  = () say¬ dizisi, s¬n¬rl¬ ve ince olmayan bir alt diziye sahip olsun.

Teorem 5.12 den  = ¡ ve  (f 2 N :  6= g) = 0 olacak şekilde bir  dizisi

vard¬r. Bu durumda , s¬n¬rl¬ ve ince olmayan bir alt diziye sahiptir, böylece Bolzano-

Weierstrass Teoremi’nden  6= ; dir, buradan ¡ 6= ; dir.

Sonuç 5.15 ([7])  = () s¬n¬rl¬ bir say¬ dizisi ise,  bir istatistiksel de¼gme nok-

tas¬na sahiptir.

Aşa¼g¬daki teorem Heine-Borel Örtü Teoremi’nin istatistiksel bir benzeridir.  s¬n¬rl¬

bir say¬ dizisi olmak üzere  , f :  2 Ng [  kompakt kümesini göstersin. Heine-

Borel Teoremi’nin dizisel bir versiyonu bize, fg,  yi örten aç¬k kümelerin bir kollek-

siyonu ise, fg in,  yi örten sonlu bir alt kolleksiyonunun var oldu¼gunu söyler. Bu

sonucun istatistiksel bir benzerini oluşturmak için, ¡ ile  in yerini de¼gi̧stirelim ve 

dizisinin istatistiksel kapan¬̧s¬ dedi¼gimiz  := f :  2 Ng [ ¡ kümesi tan¬mlans¬n.

 in kapal¬ bir küme olmas¬ gerekmez. Gerçekten  kapal¬ bir küme olsayd¬

 = f :  2 Ng [  = 

olurdu. Bu ise  = ¡ olmas¬n¬ gerektirirdi.

Teorem 5.16 ([7])  = () s¬n¬rl¬ bir say¬ dizisi ise, f :  2 Nng[¡ kompakt

bir küme olacak şekilde ince bir fg alt dizisine sahiptir.

·Ispat Teorem 5.12 yi kullanarak,  = f 2 N :  6= g olmak üzere  = ¡,

f :  2 Ng µ f :  2 Ng ve  () = 0 olacak şekilde s¬n¬rl¬ bir  = () dizisi
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seçebiliriz. Bu durumda

f :  2 Nng [ ¡ = f :  2 Ng [ 

elde edilir ve  s¬n¬rl¬ bir dizi oldu¼gundan Heine-Borel Teoremi’ne göre eşitli¼gin sa¼g

taraf¬ kompaktt¬r. Bu da f : n  2 Nng [ ¡ kümesinin kompakt oldu¼gunu verir.

Uyar¬ Teorem 5.16 daki kompakt küme için ¡ in yerine ¤ i kullanamaya-

ca¼g¬m¬za dikkat etmeliyiz. Örnek 5.7 de, ¤ =
n

1

:  2 N

o
ve N’deki her  için


³n

 2 N :  =
1


o´
= 2¡ dir. fg herhangi bir ince alt dizi ise bu durumda

her  için 
³n

 2 Nn :  =
1


o´
= 2¡ dir ve üstelik f :  2 Nng hala bir

limit noktas¬ olarak s¬f¬ra sahiptir. Dolay¬s¬yla f :  2 Nng [ ¤ kümesi kompakt

de¼gildir.
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6. ·ISTAT·IST·IKSEL ÜST L·IM·IT ve ALT L·IM·IT

 = () bir reel say¬ dizisi olmak üzere,

 = f 2 R :  (f :   g) 6= 0g

ve

 = f 2 R :  (f :   g) 6= 0g

olsun.

Tan¬m 6.1 ([8])  = () bir reel say¬ dizisi olmak üzere, ’in  Ä 

  s¬ras¬yla

¡ lim sup  :=

8
>>><
>>>:

sup,  6= ;

¡1,  = ;

¡ lim inf  :=

8
>>><
>>>:

inf ,  6= ;

+1,  = ;

şeklinde tan¬mlan¬r.

Örnek 6.2.  ve  birer do¼gal say¬ olmak üzere  = () dizisi

 =

8
>>>>>><
>>>>>>:

,  = 2 ve  = 2

2,  = 2 ve  = 2+ 1

1,  6= 2 ve  = 2

0,  6= 2 ve  = 2+ 1

ile tan¬mlans¬n.

 dizisi s¬n¬rs¬z olmas¬na ra¼gmen istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Çünkü bu dizi sadece çift

tamkare indisli terimler için s¬n¬rs¬z ve bu indis kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. Bu

durumda  = (¡1 1) ve  = (01) d¬r ve böylece  ¡ lim sup = 1 ve  ¡

lim inf  = 0 d¬r. Ayr¬ca  dizisi istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. Çünkü indislerinin

kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬rdan farkl¬ olan ve 0’a ve 1’e yak¬nsayan iki ayr¬ alt dizisi

vard¬r. Ayr¬ca ’in istatistiksel de¼gme noktalar¬n¬n kümesinin ¡ = f0 1g oldu¼guna
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ve  ¡ lim inf  bu kümenin en küçük eleman¬ iken,  ¡ lim sup in bu kümenin en

büyük eleman¬ oldu¼guna dikkat edelim. Bu gözlem, en küçük üst s¬n¬r ve en büyük alt

s¬n¬r tart¬̧smas¬yla kan¬tlanabilen aşa¼g¬daki teoremin temel düşüncesini önermektedir.

Teorem 6.3 ([8])  = ¡ lim sup  sonlu ise her   0 için

 (f :    ¡ g) 6= 0 ve  (f :    + g) = 0 (6.1)

d¬r. Tersine (61) geçerli ise her   0 için  = ¡ lim sup  dir.

·Ispat Tan¬m 6.1 den  sonlu oldu¼guna göre,  = f 2 R :  (f :   g) 6= 0g

olmak üzere  = sup dir. Bu durumda her  2  için  ·  ve her   0 için

   ¡  olacak şekilde bir  2  vard¬r.

f :   g µ f :    ¡ g

oldu¼gundan

 (f :   g) ·  (f :    ¡ g)

elde edilir. Bu eşitsizlikte sol taraf s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gundan sa¼g taraf da s¬f¬rdan

farkl¬d¬r.

 ·  ise her   0 için +  ·  +  oldu¼gundan,

f :   + g ¶ f :    + g

olur. Ayr¬ca  = sup ve  2  oldu¼gundan her   0 için  +  2  elde edilir.

Bu durumda,

 (f :   + g) ¸  (f :    + g)

eşitsizli¼ginde sol taraf s¬f¬ra eşit oldu¼gundan sa¼g taraf da s¬f¬ra eşittir.

Tersine (61) gerçeklensin.  (f :    ¡ g) 6= 0 oldu¼gundan  ¡  2  dir,

yani  6= ; dir. sup =  oldu¼gunu yani

1) 8 2  için  · 

2)8  0 için 9 2  3  ¡   

koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterelim.
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9 2  için    oldu¼gunu kabul edelim. (61) den 8  0 için  (f :    + g)

= 0 d¬r, dolay¬s¬yla    için de  (f :   g) = 0 olur. Oysa  2  oldu¼gundan

 (f :   g) 6= 0 d¬r. Bu nedenle 8 2  için  ·  olmak zorundad¬r.

8  0 için  ¡  2  oldu¼gundan  =  ¡ 
2
seçebiliriz. (61) den  2  olur.

Böylece 2. koşul da sa¼glanm¬̧s olur.

Teorem 6.4 ([8])  = ¡ lim inf  sonlu ise her   0 için

 (f :   + g) 6= 0 ve  (f :   ¡ g) = 0 (6.2)

dir. Tersine, her   0 için (62) geçerli ise  = ¡ lim inf  olur.

·Ispat  = ¡ lim inf  sonlu olsun. Tan¬m 6.1 den  sonlu oldu¼gundan

 = f 2 R :  (f :   g) 6= 0g

olmak üzere  = inf  dir. Bu durumda her  2  için  ·  d¬r ve her   0 için

   +  olacak şekilde bir  2  vard¬r. Ayr¬ca

f :   g µ f :    + g

oldu¼gundan

 (f :   g) ·  (f :   + g)

elde edilir. Bu eşitsizlikte sol taraf s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gundan sa¼g taraf da s¬f¬rdan

farkl¬d¬r.

 ¸  ise her   0 için ¡  ¸  ¡  oldu¼gundan,

f :   ¡ g ¶ f :   ¡ g

bulunur. Ayr¬ca  = inf  ve  2  oldu¼gundan her   0 için ¡  2  elde edilir.

Bu durumda

 (f :   ¡ g) ¸  (f :    ¡ g)

eşitsizli¼ginde sol taraf s¬f¬ra eşit oldu¼gundan sa¼g taraf da s¬f¬ra eşittir.

Tersine (62) gerçeklensin.  (f :    + g) 6= 0 oldu¼gu için  +  2  olup

 6= ; dir. inf  =  oldu¼gunu yani

1)8 2  için  · 

2)8  0 için 9 2  3   + 
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koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterelim.

9 2  için    oldu¼gunu kabul edelim. (62) den her   0 için  (f :   ¡ g) =

0 d¬r, dolay¬s¬yla    için de  (f :   g) = 0 olur. Oysa  2  oldu¼gundan

 (f :   g) 6= 0 d¬r. Bu nedenle  ·  olmak zorundad¬r.

8  0 için +  2  oldu¼gundan  = + 
2
seçebiliriz ve (62) den  2  dir.

·Istatistiksel de¼gme noktalar¬ tan¬m¬ ile Teorem 6.3 ve Teorem 6.4 den ¡ lim sup 

ve  ¡ lim inf  in, en büyük ve en küçük istatistiksel de¼gme noktas¬ oldu¼gu anlam¬

ç¬kar¬labilir. Aşa¼g¬daki teorem bu …kri kuvvetlendirmektedir.

Teorem 6.5 ([8]) Herhangi bir  = () dizisi için

¡ lim inf  · ¡ lim sup 

dir.

·Ispat 1. Durum: ¡ lim sup = ¡1 olsun. Bu  = ; olmas¬n¬ gerektirir, öyle

ki her  2 R için  (f :   g) = 0 d¬r. Buradan her  2 R için  (f :  · g) = 1

yazabiliriz. O halde her  2 R için  (f :   g) 6= 0 olur ve buradan ¡lim inf  =

¡1 elde edilir.

2. Durum: ¡ lim sup =1 olsun. Bu durum aç¬kt¬r.

3. Durum: ¡lim sup =  sonlu ve ¡lim inf  =  olsun.   0 için + 2 

ve bu durumda  ·  +  oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 6.3 den  = sup oldu¼gundan 
¡©
 :    + 

2

ª¢
= 0 d¬r. Bu durumda


³n

 :  ·  +


2

o´
= 1

olur ve bu da  (f :    + g) = 1 olmas¬n¬ gerektirir. Buradan  +  2  olur

ve  = inf  tan¬m¬ndan  ·  +  elde edilir.  key… oldu¼gundan  ·  gerçeklenir.

Teorem 6.5 ten ve tan¬mdan, herhangi bir  dizisi için

lim inf  · ¡ lim inf  · ¡ lim sup · lim sup (6.3)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

S¬n¬rl¬ her dizinin istatistiksel anlamda da, klasik anlamda da alt ve üst limit de¼ger-

leri vard¬r. S¬n¬rl¬ bir dizi istatistiksel limit noktalar¬na sahip olmayabilir fakat varsa
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istatistiksel limit noktalar¬n¬n en büyü¼günün bu s¬n¬rl¬ dizi için istatistiksel üst limit

oldu¼gunu söyleyemeyiz. Bunun için a̧sa¼g¬daki örne¼gi inceleyelim.

Örnek 6.6  =
©
0 1 0 1

2
 1 0 1

3
 2
3
 1 0 1

4
 2
4
 3
4
 1 0   

ª
düzgün da¼g¬l¬ml¬ dizisini

alal¬m ve 2¡1 := 0 ve 2 :=  olarak tan¬mlayal¬m.

¡ lim sup = 1 dir, çünkü Teorem 6.3 den  (f :   1¡ g) = 
2
dir. Ayr¬ca

0, ’in tek istatistiksel limit noktas¬d¬r, çünkü Örnek 5.9 dan , hiçbir limit noktas¬na

sahip de¼gildir. Buradan, ’in en büyük istatistiksel limit noktas¬ 0 d¬r, fakat  ¡

lim sup  = 1 dir.

Teorem 6.7 ([8]) ·Istatistiksel s¬n¬rl¬  dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için

gerek yeter koşul

¡ lim inf  = ¡ lim sup

olmas¬d¬r.

·Ispat  :=  ¡ lim inf  ve  :=  ¡ lim sup olsun. ·Ilk olarak  ¡ lim = 

ve   0 oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda  (f : j ¡ j ¸ g) = 0 d¬r, böylece

 (f :    + g) = 0 olur. ·Iddia ediyoruz ki  ·  dir, böyle oldu¼gunu gösterelim:

Kabul edelim ki    olsun. Bu durumda  ¡    +  olacak şekilde bir   0

vard¬r. Böylece

f :   + g ¶ f :    ¡ g

elde ederiz. Buradan

 (f :   + g) ¸  (f :    ¡ g)

bulunur. Eşitsizli¼gin sol taraf¬ s¬f¬ra eşit oldu¼gundan sa¼g taraf¬ da s¬f¬ra eşittir. Bu

durum (61) deki ifadeyle çeli̧sir. O halde  ·  olmal¬d¬r.

Ayr¬ca  dizisi istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan  (f :   ¡ g) = 0 elde ed-

eriz, bu da  ·  olmas¬n¬ gerektirir. Şimdi bunu gösterelim:

Kabul edelim ki    olsun. Bu durumda  ¡   +  olacak şekilde bir   0

vard¬r. Böylece

f :   ¡ g ¶ f :   + g

elde ederiz. Buradan

 (f :   ¡ g) ¸  (f :    + g)
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bulunur. Sol taraf s¬f¬ra eşit oldu¼gundan sa¼g taraf da s¬f¬ra eşittir. Bu durum (62)

ifadesiyle çeli̧sir. O halde  ·  olmal¬d¬r.

 ·  ve  ·  eşitsizliklerinden  ·  elde edilir. Ayr¬ca Teorem 6.5 ten  · 

d¬r. Böylece  =  olup gereklilik ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi yeterlili¼gi gösterelim. Kabul edelim ki  =  ve  :=  olsun.   0 olmak

üzere Teorem 6.3 ve Teorem 6.4 ün (61) ve (62) özelliklerinden


³n

 :   +


2

o´
= 0 ve 

³n
 :   ¡ 

2

o´
= 0

elde edilir. Böylece  (f : j ¡ j ¸ g) = 0 bulunur, yani ¡ lim =  elde edilir.

Teorem 6.8 ([8])  dizisi üstten s¬n¬rl¬ ve  := ¡lim sup say¬s¬na 1¡toplanabilir

ise, bu durumda , ’ya istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat ’in ’ya istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬n¬ varsayal¬m. Teorem 6.7 den  ¡

lim inf    olacakt¬r. Buradan  (f :   g) 6= 0 olacak şekilde    say¬s¬ vard¬r.

Gerçekten de Teorem6.4 den  (f :    + g) 6= 0 olup, en az¬ndan  := + say¬s¬

vard¬r.


0
:= f :   g olsun. ’n¬n tan¬m¬ndan, her   0 için  (f :    + g) = 0

d¬r.


00
:= f :  ·  ·  + g ve  000

:= f :    + g olsun ve  := sup


  1

olsun. 
¡

0¢ 6= 0 oldu¼gundan, sonsuz çokluktaki ’ler için

1



¯̄
¯ 0



¯̄
¯ ¸   0 (6.4)

olacak şekilde bir  say¬s¬ vard¬r. Ayr¬ca her  için,  (f :    + g) = 0 ve


00

= f :  ·  ·  + g = f :  ¸ g \ f :  ·  + g

=
³

0
´
\
³

000
´

µ
³

0
´

olup

00



·

¡
0




oldu¼gundan

(1) =
1



P
=1

 =
1



P
20

 +
1



P
200

 +
1



P
2000








¯̄
¯ 0



¯̄
¯+  + 



¯̄
¯ 00



¯̄
¯+ 



¯̄
¯ 000



¯̄
¯
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· 

¯̄

0


¯̄


+ ( + )

Ã
1¡

¯̄

0


¯̄



!
+  (1)

= ¡
¯̄

0


¯̄


( + ¡ ) +  + +  (1)

· ¡ ( + ¡ ) +  + +  (1)

gerçeklenir.   0 key… oldu¼gundan

lim inf (1) ·  ¡  ( ¡ )  

elde edilir. Bu durumda , ’ya 1¡toplanamaz. Çeli̧ski elde ettik. O halde  ¡

lim =  olmal¬d¬r.

Alttan s¬n¬rl¬l¬k için de benzer bir sonuç elde ederiz.

Sonuç 6.9  dizisi alttan s¬n¬rl¬ ve  := ¡ lim inf  say¬s¬na 1¡toplanabilir ise,

bu durumda , ’ya istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Aşa¼g¬daki örnekte görece¼giz ki Teorem 6.8 deki üst s¬n¬r koşulu ihmal edilemez ve

hatta en zay¬f varsay¬m¬yla bu şart istatistiksel üst s¬n¬r şart¬ ile de de¼gi̧stirilemez.

Örnek 6.10  = () dizisi

 =

8
>>><
>>>:

p
,  tamkare

0,  tek tamkare de¼gil

1,  çift tamkare de¼gil

ile tan¬mlans¬n.

 (f :  = 0g) = 1
2
=  (f :  = 1g) oldu¼gundan  ¡ lim inf  = 0 ve  ¡

lim sup  = 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle , istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. Ayr¬ca

 (f : jj  1g) = 
³n

 :  =
p

o´

= 
¡©
 :  = 2

ª¢
= 0

oldu¼gundan, ’in istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼guna dikkat edelim. Geriye 1 in  ¡

lim sup  = 1 limitine sahip oldu¼gunu göstermek kald¬. 2 tamkarelerin kümesini, 0

ve1 s¬ras¬yla tek ve çift tamkare olmayanlar¬n kümesini göstersin. [] =  f :  · g
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olmak üzere

(1) =
1



P
2±

 +
1



P
21



 +
1



P
22





= 0 +
1



[ ¡
p
]

2
+

1



P
·
p




= 1 +  (1)

elde edilir.
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