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OZET

Beg baliimden olugan bu cahgmanin ik boltimiinde bulamk sayllarm kisa bir
tarthgesinden bahsedilmis ve konunun daha iyi anlagilmast icin giinliitk hayattan drnek-
ler veribmigtir.

Ikinci beltimde ilerki beliimlerde kullanilacak baz temel tamum ve teoremler veril-
migtir.

Uglincii boltimde bir kitmenin 3. dereceden yoguntuk kavram: aciklamp, bu kavram
yardmuyla 3. dereceden istatistiksel yakinsakhk tammlandiktan sonra (. dereceden
kuvvetli p— Cesaro toplanabilirlik ile arasmdaki iligkiler inceleniistir. Ayrica istatis-
tiksel yakmsakhgin genellestirilmis bir hali olan 3. dereceden A — istatistiksel yakinsak-
hk kavram: verilmistir.

Dérdiincit boliimde, bulamk kiime, bulanik say1 ve bulantk say1 dizisi kavramlar
tammlanms ve bulark say dizisi kavramian tanimlanmig ve bulank sayilar arasmdaki
baz cebirsel iglemlerden ve bu sayilarn olugturdugu L {R) bulamk sayilar kitmesinin
iizerinde tammlanan metrigin yapist incelenmigtir. Daha sonra bulanik say: dizisi ve bu
dizilerin baz temel tzellikleri verilip bulanik say1 dizilerinin yakinsakligi, istatistiksel
yakinsakligr ve kuvvetli p— Cesaro yakinsakhg gibi kavramlar ve ayrica A = (,) dizisi,
pozitif sayilarm A1 < A, -+ 1, A = 1 gartina sahip, oo a giden ve azalmayan bir dizi
olmak tizere bu dizinin yardimiyla bulamk say: dizilerinin A— istatistiksel yakinsakhi
ve A— toplanabilirligi haklanda kisa bilgiler ve trnekler verilmigtir.

Beginci boliimde genellestirilmis fark dizileri kullamlarak 0 < f < 1ve A = (\,) €
A dizisi icin bulamk say1 dizilerinin 8. dereceden A~ istatistiksel yakinsak dizilerin
S2 (AP uzay1 ve §. dereceden A— toplanabilir dizilerin wi (A7) uzayr tammlanarak
bu uzaylara iligkin baz1 teoremler verilmigtir. Aynca A sunfina ait A = (A,) ve = (u,)
dizileri i¢in Sy (AR), S5 (AZ) L wh (AR, p) , w] (AT, p) uzaylan arasmdaki kapsama ilis-
kileri incelenmistir.

Ayrica bir f modiilis fonksiyonu kullamlarak 3. dereceden kuvveth Ap— Cesdro
toplanabilir ve 3. dereceden AV — istatistiksel yalansak dizi siuiflan arasmdaki baz:
kapsama bagintilar: veritrigtir.

Anahtar Kelimeler: Bulamk say1 dizisi, Istatistiksel yakinsakhk, Cesaro toplana-
bilme, Modiiliis fonksiyonu, Fark dizileri
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SUMMARY

Some Properties of Fuzzy Numbers Sequences

The first chapter of this thesis that consist of five chapters, we mention a short
history of the fuzzy numbers and in order to understanding the topic we give some
examples from daily Iife.

In the second chapter, we give some fundamental definitions and theorems which
will be used in the next chapters.

In the third chapter, we will explain a statement that has density of order 8 and
by using this concept statistical convergence of order 8 will be defined and relations
between strongly p— Cesaro summmability of order 5 will be given. In addition, the
concept of A— statistically convergent of order 8 that generalized case of statistically
convergent is given.

In the fourth chapter, we analyse the fuzzy set and some algebraic properties be-
tween the fuzzy numbers and metric defined on L (R) fuzzy number set which generated
by these numbers. We define the concepts of fuzzy number, fuzzy set and sequence of
fuzzy numbers and moreever we give some properties of the sequences fuzzy numbers;
Convergence, boundedness, statistical convergence and strongly p—Cesaro summability
of in the sequences fuzzy numbers and moreover, by a nondecreasing positive A = (A, )
sequence that Ay < A, 4 1,A = 1 and goes to oo, short information and examples
about A— statistically convergent and A summability of the sequences fuzzy numbers
is given.

In the fifth chapter, by using generalized difference sequence for A a sequence that
A= () € Aand 0 < B < 1 the sequences of fuzzy numbers of SP (AT) the space
of A~ statistical convergence of order 8 and the w? (A7) space of A~ summable se-
quence of order 2 are defined and some theorems about these spaces are given. Also
for belong to A class A = (),) and g = {u,) sequences inclusion relations between
SY(AR), SE(AR),wh (A%, p), and w] (AT, p) spaces are examined.

Also, by using a modulus function f some inclusion relations between strongly Ap—
Cesaro summable sequence of order § and AT~ statistical convergence sequence of

order [ are given.



Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Statistical convergence, Cesiro sunma-

bility, Modulus function, Difference sequences
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1. GIRis

1965 de Zadeh [26] dogruluk derecesi ¢ok degerli bir mantik olan bulamk kiime
teorisini ortaya atmustir. Bulanik kitme teorisi kiimelerle elemanlart arasindaki iligkiyi
geleneksel siyah veya beyaz bakis agis1 yerine bize yeni bir agyla gézlem ve inceleme
olanafi saflarmistir. Cesitli pratik islemlerde goriiien bir kiime ile bir elemamn arasmdaki
sahip olmanm yannda sahip olamama gibi bir olasihfin da olabileceginl bize anlatir.
Bu bakig acis1 bize kesin kiime teorisine yeni bir sistem olanag saglamistir.

Bulanik kitme teorisi hayattaki bir ¢ok seyi derecesine gire igerir. Bir siyah- beyaz
fotograf sadece siyah veya beyaz degildir. Tipik bir resimde farkli seviyelerde bir ¢ok gri
golge gizlemlenebilir. Bilgisayar bilimcileri ve mithendisleri uzun zamandir bu gergegi
kabul etmiglerdir.

Ornegin, bir pikselde parlaklik 0 i.Ee 256 degerleri arasindadir. 0 degeri siyaha,
256 deger] beyaza kargibk gelirken 0 ile 256 arasmdaki degerler gri renginin tonlarma
kargilik gelirler.

Bir klasik kiime; sonlu, sayiabilir veya sayilamayan bir nesneler veya elemanlar
toplulugu olarak tamumlanir. Her bir eleman ya bir 4, (4 € X) kiimesinin elemamdir
veya degildir. 11k durumdaki, “z, A ya aittir” ifadesi doru, sonraki ifade ise yanhstar.

Boyle bir kiasik kiime farkl gekillerde de gosterilebilir:

Kiimenin elemanlar: numaralandinilarak kiime analitik olarak gosterilebilir. Ornegin
kitmenin eleman: olmasi igin sartlar belirtilebiliv A = {z : 2 < 5}, veya {iye elemanlar
karakteristik fonksiyon kullamtlarak tanimlanabilir. Bu durumda fiyeler 1 ile tye ol
mayanlar 0 ile gosterilir. Bir bulanik kiimesi icin karakteristik fonksiyon verilen kii-
menin elemanlar: i¢in farkli degerlerdeki iiyelik tanimlanabilir,

Zadeh [26] tarafindan yayinlanan bu ¢alisma, modern anlamda belirsizlik kavramimn
degerlendirilmesinde dnemli bir nokta olarak kabul edilir. Zadeh [26], bu galigmada
kesin olmayan smmrlara sahip nesnelerin olusturdugu bulanik kiime teorisini ortaya
koymustur.

Bulamk kiuneler, bog obmayan bir X kiimesinin ilgili elemanlarima goére gbz oniine

alinir. Temel disgiince, her bir x € X elemamnn [0, 1] arabfinda degerler alan bir 4 ,(z)



tiyelik derecesine (dogruluk derecesinin uygulanabilirlik derecesi) atanmasidir. Burada
palx) = 0, ityelifin olmamasing; 0 < pa(z) < 1 kismi iiyelife ve p(z) = 1 de tam
iiyelige karsilik gelir. Zadeh’e gore X in bir bulamk alt kiimesi en az bir g : X — [0, 1]

fonksiyonu i¢in X x [0, 1] kiimesinin bog olmayan bir {{x, uz,{z) : # € X))} alt kiimesidir.

Ornegin:
0 < 1ise
palz) =4 H(z—1) 1<z <1005
1 100 < z ise

ile tamaml ¢ : R — [0, 1] fonksiyonu reel 1 den bilyiik saydarnn bulamuk kitmesine bir
srnek olarak verilebilir (Sekil 1.1.1). Siiphesiz iiyelik derece fonksiyonunun pek ¢ok

farkli uygun segimleri vardir.

[ TN
1
[]
’
1
1
! B

ol 1 100

Sekif 1.1.1. Bir bulamk kiime

X in klasik anlamdaki bir A alt kiimesi icin tyelik ihtimalleri sadece iiyesizlik ve
tam tyeliktir. Buna gére boyle bir kiime, kendisinin u, @ X — [0, 1] karakteristik

fonksiyonuyla X kiimesi tizerinde verilen bir bulanik kiimesiyle tanumlanabilir, yani

0, = ¢ Aise
pg (x) =
1, z€ Aise
ile tammlanabilir.

Bulamk say1 kavrami diigtincesi ilk kez 1972 de Chang ve Zadeh [28] tarafindan
tammlanrmigtir. Bulamk sayimn cebirsel 6zellikleri pek ¢ok yazar tarafmdan incelen-
mistir. Bulamk say: dizileri ve cebirsel ozellikleri ik defa Matloka [35] tarafindan
galisthmistir. Nanda, [32] sinirh ve yakinsak bulanik say: dizilerin uzayim ¢alisimg ve bu
uzaylarin birer tam metrik uzay olduklarmi gostermistir. Bulanik dizilerin istatistiksel
yakinsakhg ve istatistiksel Cauchy kavramlan ilk defa Nuray ve Savag [36] tarafindan

verilmigtir. Daha sonra bulamk sayi dizilerinin Cesaro toplanabilirligi tamm Sub-

rahmanyam [38] tarafindan ¢ahsilmis olup bu tamm Kwon {39] tarafindan genelleg



tirilip istatistiksel yakinsaklk ile kuvvetli p— Cesaro toplanabilme arasindalki iligkileri
incelenigtir. Aytar [55] tarafindan bulamk say1 dizilerinin istatistiksel yigilma noktalar
ve istatistiksel limit kavramlari cabsimustir. Aynica, Tuncer ve Benli [56] bulanmk say1
dizilerinin A- istatistiksel limit kavrammmn temel sonuglarmm incelemiglerdir. Yalkin
zamanlarda Talo ve Bagar [57-58] bulamk say1 dizilerinin temel sonuglarini geniglet-
tiler, aym zamanda Talo ve Bagar [52] quasi normlu I, (F), ¢(F), co(F) ve I,(F) klasik
kiimelerinin bulamk say: dizileri tizerinde galismiglardir. Daha sonra Bagar [59] bulank

say1 dizleri ile ilgili ¢alismalar ayrintili hir sekilde incelemigtir.



2. GENEL KAVRERAMLAR
2.1. Temel Tamm ve Teoremler

Tamm 2.1.1.

X bog olmayan bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

4 A xX— X
KxX X

fonksiyonlarn agagidaki ozellikleri saghyorsa X kiimesine K cismi {izerinde bir vektor
(lineer) uzay: denir. Her A\, p € K ve z,y, 2z € X igin;

Dz+y=y+z

{z+y)+z=z+(y+2)

3} Vr € X icin z + 6 = z olacak gekilde bir # € X vardur.

4} vz € X igin z + (—z) = 4 olacak gekilde bir —z € X vardr.

Sl ==z

6) Az +y) = Az + Ay

Ty (A+ )z = Az + px

8) AMuz) = (M) z dir [1].

Tamm 2.1.2.

X bog olmayan bir kiime olsun. Her z,y, z € X icin;

M1) d(z,y) =2 0

M2)d(z,y)=0<=>2z=y

M3) d(z,y} = d(y, z)

M4) d(z, 2) < d{z,y) + d{y, z)
ozelliklerine sahip d : X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X, d) ikilisine de metrik
uzay denir [1].
Tanum 2.1.3.

(X, d) bir metrik uzay ve = = (z,) X de bir dizi olsun. Eger Ve > 0 igin 3ng = ngy(e)
oyle ki n > ng oldugunda

d(z,,z) <e¢

4



olacak sekilde bir z € X varsa (z,) dizisi X de yakinsaktir denir ve z,, — = veya

lim 2, = = seklinde gosterilir [1}.

T2 OO

Tamum 2.71.4.
Bir (X, d) bir metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakisak ise bu metrik uzaya tam

metrik uzay denir [1].

Tamum 2.1.5.

X, K cismi izerinde bir lineer uzay olmak iizere;

Ml X—=K

z — |z

fonksiyonu asagidaki ozellikleri saghyorsa, ||| fonksiyonu X iizerinde bir norm ve
(X, |- ikilisine de bir normlu uzay denir.

N1 ffzll 2 0,(z € X)

N2) liz]| =0 & z=0,(z e X)

N3) llaz| = alizll, (e € K,z € X)

NA) ffz +yll < llzli + llyll, (=,y € X) dir [2].

Tanum 2.1.6.
Bir (X, ||} normlu uzayinda aldigimz her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina

yakimsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay: ady verilir [2].

Tanun 2.1.7.
Kompleks terimli tiim z = ()}, (k= 1,2,3,...) dizilerinin climlesini w ile gostere-

cefiz. w, = (z1),y = (yp) ve « bir skaler olmak iizere
T4y = (T + ye)

ax = (axy)

geklinde tanumlanan iglemler altinda bir lineer uzayiwdir [3]. w nin her alt lineer uzayina

dizi uzay1 denir. Bu cabgmada sik sik kullanacagimiz

loo = {w = {xx) s sup |zx| < cx)}
k

5



sirhy,

¢ = {x = (&) liin T mevcut}

yvakinsak ve

Co = {3: = (z4) : lim 2, = U}

sifira yalkansak diziler uzay:

el = sup

normu ile birer Banach uzaydir.

Tamm 2.1.8.

X bir dizi uzay1 ve Banach uzay olsun. Eger;
T X - Comelz) =2, (k=1,2,3,..)
déntigiimi siirekli ise X e bir BK—uzay: denir [3].

Tanim 2.1.9.

Bir X vektor uzaymn bir V' alt kiimesi verilsin. Eger y1, y2 € ¥ oldugunda

My, ya) =4y €Y y=dn+{1-Np,0<A<1jcyY

oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir [2].

Teorem 2.1.10.
Bir X Banach uzayimn bir Y alt uzayimn tam olmasi icin gerek ve yeter kosul V

nin X de kapah olmasidir [2].

Tanmm 2.1.11.

Bir A < R kiimesinin her agk ortiistiniin sonlu bir alt ortist varsa A ya kompakt
kiime denir. Yani A kiimesi kompakt ise her A agik értistiniin sonlu sayida, drnegin n
tane, acik kilmeden olugan bir {4; € A:7=1,2,3,...,n} alt sumfi vardir ve A C Ln) A;

i==]

yazlabilir [4].



Tamm 2.1.12. (Hausdorfl Metrigi)
(X, d) bir tam metrik uzay olsun. X in bos olmayan bitttin kompakt alt kiunelerinin
smifim (X)) ile gosterelim. A, B € A(X) kiimeleri igin A kiimesinin B kiimesine

uzakligl burada d(z, B) = ing d(z,y) dir.
e
d{A, B) = supd(z, B)
EA

seklinde tanimlamr, A ve B kiimeleri i¢in genellikle d(A, B) # d(B, A) dir (Sekil 2.1.1).

Sekil 2.1.1. Iki kiimenin hirbirine uzakiiklan

Burada d(A, A} = 0 oldugu agiktir. A, B, € A(X) kiimeleri i¢in

d(A, B) < d(A,C) + d(C, B)

bagintist saglanir. Gergekten, her z € ' noktast icin

d(A,B) = sup infd(z,y) <sup inf [d(z,2z) + d(z,y)]
B zed VEB

zEA VE
< supd(z, z) + infd{z,v), (V2 € C)
wEA veB
yazilabilir. Bu bagint1 sag taraftaki her iki terimde de C kiimesinin her » noktasim
yerlegtirdigimizde gegerli olduguna gore birinci terimde d{z, z) uzakhgim minimum,

ikinci terimde ise d(z,y) uzakh@m maksimum yapan z noktalanm kullanirsak

d(A, B) < sup infd{z, z) + sup infd(z,y) = d(A,C) +d(C, B)

zeC #€C 2eC YEB

buluruz.
Simdi A(X) tizerinde bir A : B{X) x A(X) — RYU{0} fonksiyonunu her A, B € A(X)
1¢in
h(A, B) = max {d(A, B),d(B, A)}

7



seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyon #A(X) tizerinde metrik sartlarmu saglar. Yani bu

h kiime fonksiyomu ger¢ekten bir metrik olup Hausdorff metrigi adim alr [5].
2.2. Istatistiksel Yakinsaklik

[statistiksel yakinsaklik tarim 1951 de Fast [6] tarafindan kisa bir not olarak veril-
migtir. Schoenberg [7] istatistiksel yakinsakligr toplanabilme metodu olarak incelemis
ve istatistiksel yakinsakhfin bazi temel dzelliklerini belirtmigtir. Her iki matematikci de
sinrly, istatistiksel yakingak bir dizinin Cesaro toplanabilir oldugunu ifade etmiglerdir.
Daha sonra istatistiksel yakmsakhk Buck [8], Connor [9], Salat [10], Mursaleen [11],
Savag [12], Fridy ve Orhan [13] gibi bir ¢ok matematikel tarafindan cabsilmugtir. Son
zamanlarda bu kavram pek ¢ok yazar tarafindan 6l¢tim teorisine, trigonometrik serilere,
lokal konveks uzaylara, toplanabilirlik teorisine, Banach uzaylarnna ve bulamk kiime

teorisine uygulanmusgtir.

Tamm 2.2.1.

K < N olmak tizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu
5(K)=lim S [{k<n:keK)|
n—co N

seklinde tammlamr. Burada [{k < n:k € K}| ifadesi A kiimesinin n den biiyiik ol
mayan elemanlarnin sayismi gostermektediz.

Eger § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kitme denir [14].

Tanim 2.2.2.

Herhangi bir z = () dizisinin terimleri bir P ozelligini sifix yogunluklu bir kiune
disinda biittin k lar icin saghyorsa, (x;) dizisi hemen hemen her % icin P ozelligini
sagliyor denir ve “h.h.&” biciminde gosterilir [15].

Dogal yogunluk kavramindan faydalamlarak istatistiksel yakimsakhk tanmm agag-

daki gibi verilebilir.

Tamm 2.2.3.

z = (z1) kompleks terimli bir dizi olmak tzere, her £ > 0 igin

lém}u|{!€§n:|a:k—LlZs}|mO

-0 T



veya h.h.k icin |zg — L| < £ olacak gekilde bir L sayisi varsa x = (x;) dizisi L sayisma

istatistiksel yakinsaktir denir ve S — limz = L veya 7, - L biciminde gosterilir.
Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger, &zel olarak L = 0 ise

x = (z;) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin

kiimesi Sy ile gosterilir. Buna gore;
S = {mﬂ(ask) :lim}~|{k§n:|a:;;——L| >e} =0, HLE(C}
n TE
ve
1
Sy = {a: = (z}) :lim—?; [k <n:|zg| = e} m{)}

seklinde tammlidir [15].
Acgikea goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakmsaktir. Yani lmzy, = L

ise S —limz = L dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Gerg¢ekten;

1, k=m?ise (m=1,2,..)

0, k+#m?ise

Ly =

- geklinde tanimlanmig © = {x;) dizisini gz éniine alalm. Her ¢ > 0 igin
Wk <n:lz)zell <|{k<n x40} <vn

oldugundan

.‘gimE [{k <n:ze# 0} < iiln—\/j = 0
T 7 T
elde edilir. Bu § ~ limz = 0 oldufu anlammna gelir. Ancak (z;) yakinsak degildir.

Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi sinirh olmak zorunda degildir. Yani £,

ve S uzaylar birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlan vardir. Gergekten;

, = mise {m=12, ..
VE, k=m?i 2

1, k#m?ise

Iy =

taraftan, ¢ = (1,0,1,0,...) dizisi storhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel valkinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani § — limz = L; ve

S —limz = Ly ise Ly = Ly dir.



Tanim 2.2.4.
Bir = (z;) kompleks terimli dizisini gbz oniine alalim. ¢ > 0 verilsin. Eger h.h.k
icin |z — zn] < € olacak gekilde bir N = N (¢) dofal sayis1 varsa yani;
JLIEO%I{kSn:Mkme[ >edl=0

ise x = (z;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [15].

Teorem 2.2.5.
Bir z = (x;) dizisi istatistiksel yakinsak ise aym zamanda istatistiksel Cauchy

dizisidir {15].

ispat:

Burada, “yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.” teoreminin ispatina benzer bir yol
takip edilecektir. S ~limzy, = L ve ¢ > 0 olsun. Bu durumda, A.h.k. icin |z, — L] < §
dar.

Eger N, |zy — L| < § olacak gekilde secilirse,

imk'"ﬂ?Nl:MkwL“f*waN]Sl:l’;;——Li-!—].’EN*L]< +

SRR

geklinde olur.

Teorem 2.2.6.
S—lmz=a,5—limy =b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde;
i) S —limexy, = ca
i1} S — Hm (&, + yr) = a + b dir [6].

Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kitmesi bir lineer uzay olur.

Teorem 2.2.7.
Agagidaki onermeler denktir.
1) x dizisi istatistiksel yakinsaktir,
i) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) h.h.k igin z;, = y). olacak sekilde yakinsak bir y = (y,) dizisi vardar {15].
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2.3. Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik

Bu kisunda, kuvvetli Cesaro toplanabilme ile istatistiksel yakmsaklk arasindaki

iliski incelenecektir.

Tanum 2.3.1.

z = {x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger

1 7
lim - Z T =L
k]

olacak gekilde bir L sayisi varsa, = dizisi L ye Cesaro toplanabilirdir denir. Cesaro

toplanabilir dizilerin kiimesi ¢ ile gosterilecektir. Buna gore;

1 T
o1 = {x = () : lim}; Z(:ck — L) =0, en az bir L i(;in}
k=1

dir. Eger z dizisi L ye Cesaro toplanabilir ise bu oy —~ limz = L yazlarak gosterilir

[16).

Feorem 2.3.2.
x = () dizisi L ye yakinsak ise {z3) dizisi L ye ¢y yakmsaktir [16].

Ispat. = = () dizisi L ye yakinsak olsun. Verilen herhangi bir £ > 0 saysi i¢in

k > Ny olunca |z — L| < § olacak gekilde pozitif bir NV, tamsayist meveuttur. Simdi;

1 n
;%Z:lﬂk—'.[;

_ xy+m+mnmL‘

7

ry+ .. +x, —nlL
n

(x: — LY+ ... + {zn, ~L)‘
n

($N1+1 "“'L) '1'...+($n~‘L)
T

|z1 — L+ ... + |zn, — L]
n

+|$N1+1 — L+ ...+ |z ~ L

i

AN

+

vazilabilir. K = maz {|z, — L|, ..., |z, — L{} alimrsa, n > N; i¢in

1 4 ot x, —~nl <N1K+(n-—N1)€
n oon 2n

11



elde edilir. V n > Ny igin —71; < m5= olacak gekilde N; bulabiliriz. Bu durumda n > Ny

PR
icin
R N e (1 ¢ {n—Npe
RPN A A
) -2 2n

olur. Aynca =2t < 1 oldugundan N = max { Ny, No} aluursa her n > N igin

1 n
- g z — L
n

k=1

bulumr. Bu da ispat: tamainlar.

Ty + ...+,
n

1+ o+ Zp —nL -
12

+- =€

lez

£
2

b M

Bu teoremin tersi dogru degildir, yani o; yakinsak bir dizi yakinsak olmayabilir.

degildir.

Tamm 2.3.3.

x = () kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say: olsun. Eger

1 ¥
lim ~ Sl - LP =0
k=1

olacak gekilde bir L sayist varsa z dizisi L ye kuvvetli p— Cesaro toplanabilirdir denir.
Bu durumda w, — lim« = L yazilr. Kuvvetli p— Cesaro yakmsak dizilerin ctimlesi w,

ile gosterilecektir [17]. Yani;

TS o
Wy = {$ = (T hmg ZI’EL ~ LI" =0, en az bir L 1(;.111}

k=1

dir.

Teorem 2.3.4.

0 < p < co olsun. Bu taktirde

i) Bir L saysina kuvvetli p— Cesaro yakinsak olan bir dizi L sayisima aym zamanda
istatistiksel yakinsaktir.

i1) Bir L sayisma istatistiksel yakmsak olan smurh bir dizi L sayisina aym zamanda
kuvvetli p— Cesaro yakmsaktir [17].

Ispat. i) z € w, ve lim2 Z |z, — L|? = 0 olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir
fe==1

12



g > {igin

Jf=

%gmww = > ;kaf,lué > lwe— LY

1€k<n 1<k
log—Li<e lex—Lize

v

i
—Y—Lsp|{k§n: |z — L| = e}

n
yazilabilir. Burada n — oo icin limit almirsa lim 2 E |2z — L|” = 0 olmas:
k=1

1
]jm;;]{lcgnzlzklezs}}mO

olmasim gerektirir, bir bagka ifadeyle w, — limz = L olmast S — limz, = L oldugu
sonucuny verir.
i) Suurk bir 2 = () dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve K = |jz||  + L

diyelim. ¢ = 0 verilsin. N, sayisiu her n > N, igin

<=
2E?

i {kgn:|kaL|z(§)’l’}

olacak sekilde secelim ve

Ln:{kgn:lkale (g)%}

olarak tanmumlayalim. Bu taktirde her n > N, igin

N DI e I
k=1

k<n k<n

k€ Ln k&L

17 ne £ £ €
< = FF w)<w =
n(ZEP tng)sgty=e

elde edilir. Buradan = = (z;) dizisinin L saymisina kuvvetli p— Cesaro yakinsak oldugu

sonucu cikar,

2.4. Fark Dizileri

Fark dizisi ve baz: fark dizi uzaylan, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [18] tarafindan

tanmmlanmsgtir.
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Tanimm 2.4.1.
x = {z;,) kompleks terimli bir dizi ve Az = (25 — Txy1) olmak fzere £y (A}, c(A)

ve ¢ (A) dizl uzaylan

loo {A) = {z = (z3) 1 Az € £},
ANy = {z = (z): Az € ¢},

o {A) ={z = (2) : Dz € co},
seklinde tanimlamyr. Kizmaz [18], bu uzaylarm
lzlly = lz] + [| Azl

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gostermistir. Daha sonra Et ve Colak {19], Colak
ve Bt {20], A%z = (), Ax = {2 — Tpq1), Az = (A7xp) = (A™ g — A apy,),
AMg), = Z (=1)" (T} @pss olmak tizere;

=0

boo (A™) = {z = (z3) : A"z € £},
c{A™) = {z = (z,) : A™z € ¢},

e (A™) = {3 = (z) : A"z €} (m & N),

dizi uzaylarim tammlamis ve bu uzaylarnmn

zlls = > lail + a™2],
FE= |

normu ile birer Banach uzay1 olduklarm gostermiglerdir.
Daha sonra Et ve Nuray [21], X herhangi bir dizi uzay: olmak tizere yukanidaki
dizi uzaylartm X (A™) dizi uzaylarnna genigleterek bu uzaylarin baz ozelliklerini in-

celemistir. Fark dizi uzaylar ile ilgili baz: dzellikleri goyle siralayabiliriz.

Teorem 2.4.2.
Efer X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [21].

Teorem 2.4.3.
Fger X C Vise X (A™) C Y (A™) dir [21].

14



Teorem 2.4.4.

Bger X, ||-Il normu ile bir Banach uzay ise X {(A™) uzay1 da
lally =Dl + A",
(=
normu ile bir Banach uzayidir {211

Tanmumn 2.4.5.
7 = (z;) kompleks terimli bir dizi olsun. Buna gore her £ > () igin

lim 2 |{k < n: |A™e — L] > e}] =0

- T
vani h.huk. icin |A™x, — L] < € ise z = (zx) dizisi L sayisina A™— istatistiksel yakin-
saktir denir. A™-- istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S (A™) ile gosterilir. Ozel
olarak I = 0 olmast halinde S5 (A™), yani sitfira A™- istatistiksel yakmsak dizilerin

uzay! elde edilir [24].

Sonug 2.4.6.
S (A™) uzay1 bir lineer uzaydir [21].

2.5. A— Istatistiksel Yakinsakhk

A = () dizisi, pozitif sayrlarm A1 < A, 4+ 1, A = 1 sartim saglayan, n — oo igin
oo a 1raksayan ve azalmayan bir dizi olsun. Bu sartlan saglayan A dizilerinin ktimesini
A ile gosterilir. I, = [n — A, -+ 1,n] olmak iizere geneilestirilmis de la Vallée-Poussin

ortalamas,

tn(z) == :\~1~"~ ka

" g In

geklinde tanimlanr.
Eger n — oo iken {,(z) — L ise z = {x) dizisine L sayisina (V, A) — toplanabilirdir
denir [22].

Eger A, = n ise bu durumda (V, A) - toplanabilme w,— toplanabilmeye indirgenir.
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Tamm 2.5.1.
Her £ > 0 icin,
lim % (B €@, [me—L| > e} =0

sartlar1 saglanwrsa ® = {x;) dizisi L ye A— istatistiksel yakinsakliktir veya L ye Sy
yakinsaktar denir [11]. Bu durumda Sy — limz = L veya z; — L{S)) yamlhr. A\, = n

tzel halinde S, ile S uzaylari birbirine denk oluzr.

Teorem 2.5.2.
A € A olsun. Bu taktirde;
i)z~ LV, A ise 2, — L(S)) ve [V, A] C S, kapsamas1 kesindir.
i) Bger x € Iy, ve x;, — L(S,) ise z. — L[V, A] dur.
1) Sh oo = [V, A M oo dir [1].

Teorem 2.5.3.

S € S, olmasi igin gerek ve yeter kogul lim 22 % 0 olmasidir [11].
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3. GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boltimde bir kiimenin 8. dereceden yogunlugu kavramui tanumlamp, bu kavram
yardimuyla 3. dereceden istatistiksel yakinsaklik tamimlanacak ve 3. dereceden kuvvetli
p— Cesaro toplanabilirlik ile arasindaki iligkiler verilecektir. Ayrica istatistiksel yakin-
sakhgin genellegtirilmnig bir hali olan 5. dereceden A— istatistiksel yalansakiik kavrami

tanmumlanacaktir.
3.1. 8. Dereceden Istatistiksel Yakinsakhk

Say: dizileri icin . dereceden istatistiksel yakinsaklik itk defa Gadjiev ve Orhan [23]
tarafindan verilmigtir. Daha sonra Colak [24], 3. dereceden istatistiksel yakisakhk

kavramu ile ilgili temel kavramlan asagidaki gibi vermistir.

Tanim 3.1.1.

0 < # < 1 olsun. Bir X kiimesinin 8 yogunlugu,

1
ds (K) = lim = H{k <n:ke K} (limit sonlu yada sonsuz olabilir)

ile tamumlamr [24]. Bilindigi gibi [{k <n:k € K}| K nn n den biiyiik olmayan ele-
manlarinin sayisin gostermektedir.
Eger z = (z¢), B ya gore sifir yogunluklu bir kiime hari¢ differ biitiin £ lar icin
P(k) ozelligini sagliyorsa, o zaman bu diziye h.h.k(3) igin P(k) tzelligini saglar denir.
N nin sonlu her altkiimesinin 8 yogunlugu sifirdir ve 85 (K¢) = 1 — dp (K} egithigi
0 < 8 < 1 icin genelde dogru degildir. Bu egitlik sadece 8 =1 igin saglamr.

Teorem 3.1.2.
K C N herhangi bir kilme olsun. Bu durumda 0 < § <y < 1ise §,(K) < d5(K)
dir [24].

Ispat. 0 < 8 < v < 1 olsun Bu durumda n® < n" olacagindan her n € N igin & < %

olur.

1 1
;{{kﬁn:k@ff}ls;L—B-Hkgn:kEK}]
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olup bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alimrsa d., (K} < dg (K) elde edilir.
Buna gore 0 < # < v < 1 i¢in effer K kiimesinin § yogunlugu sifir ise v yogunlugu
da sifirdir. Eger 0 < 8 < 1 sartint saglayan en az bir 8 igin K kimesinin 3 yogunlugu

sifir ise, K nin dogal yogunlugu da sifir olur.

Tanmm 3.1.3.

T = {z) € wve ) < B <1 verilsin. Eger her e > 0 i¢in,

nlgtgo—ﬁ%Hkgn lzp — L| > ¢} =0

olacak sekilde bir L sayisi varsa, o zaman {z;) dizisi I ye §. dereceden istatistiksel
yakinsaktir denir. () dizisinin L ye /5. dereceden istatistiksel yakinsak olmas: halinde
S# —limz, = L seklinde yamlw. S. dereceden istatistiksel yakinsak biitim dizilerin
kitmesi S ile gosterilir. S2 da A. dereceden 0 a istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini
gosterecektir. _

Her 8 € (0,1] igin Sg C S# oldugu aciktir. . dereceden istatistiksel yakinsaklik
B = 1 icin istatistiksel yakinsakhk ile cakigir [24].

Teorem 3.1.4.
0< B < 1vez=(2;),y = (y) birer kompleks say1 dizileri olsunlar.
i) Eger §% — limx;, = 2y ve ¢ € C ise o zaman SP — lim czy, = czo
ii) Bger S% —lim zj, = g ve % —limy, = yp ise 0 zaman 5% —lim(ze +ye) = zo+10

dir [24).

Tanmm 3.1.5.
0< B <1vepeR" olsun. Efer;

1l E
hmgﬁzmk — L =10
k=1

olacak gekilde bir L saywst varsa, o zaman z = (x,,) dizisi 8. dereceden kuvveth p—
Cesaro toplanabilirdir denir. B. dereceden kuvvetli p— Cesaro toplanabilirlik, f = 1
icin kuvvetli p— Cesaro toplanabilirlige indirgenir. 5. dereceden kuvvetli p— Cesaro
toplanabilir dizilerin wzay1 wﬁ ile gosterilir. Yani,

1 k3
8 _ = T E : . .
Lu'p {f (.’L‘;c) : lim ??”B - |32'k LIP o G, en az bir L 1@11’1}
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dir. 0 a 3. dereceden kuvvetli p— Cesaro toplanabilir dizilerin uzay: ise wgp ile gosteri-

lecektir |24].

Teorem 3.1.6.
0<fB <y <1olsun §% C 87 ve B < v sartim saglayan en az bir 3, € (0,1] igin

bu kapsama kesindir [24].

Sonug 3.1.7.
Eger 0 < 8 < 1 icin bir dizi L saymisina 3. dereceden istatistiksel yakisak ise, o

zaman bu dizi I ye istatistiksel yakmnsaktwr, yani % C S *dir [24].

Teorem 3.1.8.
0 < B <1vex = (x) dizisi L ye 3. dereceden istatistiksel yakmsak olsun. Bu

durumda lim y;, = L olacak sekilde z = (z;) dizisinin bir {y,) alt dizisi vardir [24].

Teorem 3.1.9.
0 < 8 <+ <1 vep bir pozitif reel say1 olsun. Bu durumda w? C w7 dir ve en az

bir f < v igin bu kapsama, kesindir {24].

Sonug 3.1.10.
0<fB<vy<1vepc R olsun. Bu durumda
i) wf = wJ olmas! igin gerek ve yeter sart § = v olmasidur.

it) Her 3 € (0,1] ve 0 < p < oo igin wh C w, dir [24].

Teorem 3.1.11.
0<B<1lvel<p<g< oo olsun Budurumda w? C wf olur. Teorem 3.1.9 da

~v=1ahnmsa 0 < p < g < 00 igin wy C w, olur [24].

Teorem 3.1.12.
D<B<y<lved<p<ooolsun. Efer bir dizi L sayisina 8. dereceden kuvvetli

p— Cesaro toplanabilir ise bu durumda. L ye -y. dereceden istatistiksel yakimsaktir [24].

Sonuc 3.1.13.
0<pB<1lveld<p<ooolsun. Bir dizi L ye 8. dereceden kuvvetli p— Cesaro

toplanabilir ise bu durumda L ye 3. dereceden istatistiksel yakinsaktir [24].
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Sonug 3.1.14.
0<fg<1vepeR" olsun. Bu durumda wf C § dir. Eger 0 < 8 < 1 ise kapsama
kesindir [24]. |

3.2. (. Dereceden \— Istatistiksel Yakmsaklik

Tanym 3.2.1.
Ae Avef e (0,1 osun. I = [n— A, +1,n] ve M A, nin 8. kuvveti yani
X = (M) = (A?,/\g’f, A2 ) olmak {izere her & > 0 icin,

1
Jm gk € Lo — L] 2 e} =0

ise ¢ = (z;) dizisi L ve 3. dereceden A~ istatistiksel yakinsakliktir veya L ye Sf
yakmsaktir denir [25]. Bu durumda S? — lima = L veya ), — L (S’f) yazlir. A, =n
ozel halinde Sf ile S? uzaylari birbirine denk olur.

8. dereceden A istatistiksel yakinsakbik 0 < 8 < 1 igin iyi tanmmhdir, fakat 8 > 1

icin iyi taniml degildir.

Teorem 3.2.2.
0<pB<lvez=(z),y = (yp) birer kompleks say1 dizileri olsunlar.
i) Eger S'f - limz; = zg ve ¢ € € ise 0 zaman Sf — im ez, = cxy
i) Eger 87 —lim z, = z ve $% _limyy, = yp ise 0 zaman Sf —lim(zy, +ye) = zo+ Yo

cur [25].

Tamm 3.2.3.
0 < B <1vepeR* olsun. Eger,

.1
hmﬁZ]mmLP:O

" kely
olacak sekilde bir L kompleks sayis1 varsa, o zaman z = () dizisi 8. dereceden kuvvetli

B

(V,A) yakinsaktir denir. . dereceden kuvvetli (V, A) yakinsak dizilerin kiimesini wy

ile gisterecegiz. Yani;

}_ ki3
wf,p = {x = {xy) : lim 7 Z lzp — LI =0, en az bir L igin}

kel
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dir. 0 a 3. dereceden kuvvetli (V, A) dizilerin uzay ise wf’o‘p ile gosterilecektir [25].

Teorem 3.2.4.

S C S‘f olmas! i¢in gerek ve yeter kogul lim %?* > 0 ohmasidir [23].

n—rCQ

Teorem 3.2.5.

0 < B <1olsun. wf’p C 87 olup bu kapsama kesindir [25).

Teorem 3.2.6.
0<fB<y<1ign S‘f C S) olup bu kapsama en az bir 8 < v igin kesindir [25].

Teorem 3.2.7.

8

0 < B <7 £ 1 ve p pozitif reel sayist igin wy

C wy, dir ve bu kapsama en az bir

B <« i¢in kesindir [25].
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4. BULANIK KUMELER VE BULANIK SAYI DIZILERI

Bu boliimiin ik kismmda bulanik kiimenin tanimm ve bam ozellikleri verildi. ITkinci
kisimda bulanik sayilar arasindaki baz cebirsel iglemler ve bu saydann olusturdugu
L{R) bulamk sayilar kiimesinin fizerinde tammlanan metrigin yapisi incelenmigtir.
Ugiineii kusimda ise bulank sayr dizisi ve bu dizilerin bazi temel ozellikleri verilip bu-
Jantk say1 dizilerinin yakinsakligy, istatistiksel yakmsakligl ve kuvvetli p— Cesaro yakin-
sakh@ gibi kavramlar ve ayrica A = (A,) dizisi, pozitif sayilann Apy1 S A+ 1,4 = 1
sartina sahip, oo a giden ve azalmayan bir dizi olmak {izere bu dizinin yardiryla bu-
lamk say1 dizilerinin A— istatistiksel yakinsakliffi ve A— toplanabilirligi hakkinda kisa

bilgiler ve drnekler verilmistir.

4.1. Bulamik Kiimeler

Bulanik kitmeyi tanimlamadan énce bir kiimenin karakteristik fonksiyonunu tamm-

lamak gerekir. Karakteristik fonksiyon agagidaki gibi tammlanar.

Tanmum 4.1.1.

X herhangi bir kitme ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda,

1, z€ Aise

pa (@) = ,
0, z¢Aise

seklinde tammlanan p, : X — {0, 1} fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyo-

nu denir. Buna gére X in bir A alt kiimesini karakteristik fonksiyon yardmmyla
A={ze X pu,(z)=1}

seklinde tammlayabiliriz.
Karakteristik fonksiyonu kullanarak X in herhangi bir elemanmm A kiimesinin
eleman olup olmadigini kesin olarak anlayabiliriz.

Zadeh [26] tarafindan tammlanan bazi tammlar agsagida verilmigtir:
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Tanim 4.1.2.

X, elemanlan1 z ile gosterilmis bir nesneler kiimesi olsun. X ktimesinde bir A
bulank kitmesi, X deki herbir noktay [0, 1] arahifmdaki bir reel sayiya karsihik getiren
bir g, {z) kerakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir.

X deki bir A bulanik kiimesinden bahsedilirken u4 : X — [0, 1] geklinde bir karak-
teristik fonksiyon daima meveuttur. Bu fonksiyon z € A i¢in p,{(z) € [0,1},2 ¢ A
icin p4 (z) = 0 bigiminde tammlamr. Bu gekilde tanumlanmis karakteristik fonksiyona
bundan sonra tiyelik fonksiyornu denilecektir.

Uyelik fonksiyonunun tammindan yararlanarak bir A bulamlk kiimesi,
A={z€ X :p,lz) 0,1}

seklinde tanimlanabilir. Burada p, (z) in degeri A bulamk kiimesindeki z noktasimn
tiyelik derecesini gostermektedir. Buna gore g, (z) in 1 e en yakin degeri, A bulanik
kitmesindeki z in en yitksek tiyelik derecesidir. Eger A kiimesi klasik anlamda, bir kiime
ise ityelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Burada p, (2) = 1 veya iy (z) =0
olmas! z in A ya ait olmas! veya olmamas: demektir. Buna gore py (), A kiimesinin

bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenmis olur.

Tanumm 4.1.3.

BEger 1u(zy) = 1 olacak gekilde bir o € X varsa A bulamk kiimesine normaldir

denir,
Ornek 4.1.4.
2ed z € [3,5] ise
plz) = =2t g (5,22 ise
&, diger durumlarda

bulamk kitmesi z = 5 i¢in 1 degerini aldifindan normaldir.

Tamm 4.1.5.
A bir bulanik kiime olsun ve « € (0, 1] verilsin. A bulanik kitmesinin o~ kesimi A*

ile gosterilir ve

At ={r e X :py(z) za}
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seklinde tamimlanir. Ozel olarak 0— kesim kiimesi ¢l {z € X : p, (z) > 0} seklinde
tammlanir.
Bu tanimn benzeri olan ve bulanik kitmelerde sik kullamlan "destek" kavrami su

sekilde tammlanabilir.

Tamm 4.1.6.
A bir bulank kitme olsun. A nin destegi (support), tiyelik derecesi sifir olmayan

biitiin noktalarin kiimesidir yani;

supp {(A) = {z € X : py (z) > 0}

seklinde tanimiamnr.
Konvekslik kavrami, klasik kiimelerdeki pek ¢ok 6zellik korunacak sekilde bulamk
kiimelere genigletilebilir. Bu kavram, bulanik sayimn tanmun: yapabilmek icin gerekli

olan énemli dzelliklerden birisidir.

Tanim 4.1.7.
X, n boyutlu R Oklid uzay1 olsun. Bir A € X bulamk kiimesinin konveks olmasi
icin gerek ve yeter sart her « € [0, 1] igin A* kiimesinin konveks olmasidir.

Konveksligin diger bir tanum ise goyle verilebilir.

Tamm 4.1.8.
Bir A bulamk kitmesinin konveks olmas: igin gerek ve yeter sart her A € [0,1] ve

her 1,29 € X igin

pa (Azy + (1 = Ayzg) > min {p, (21), gy (m2)}

esitsizliginin saglanmasidir.

4.2. Bulamk Sayilar

Bulanik saymnm tanimini vermeden énce reel sayllarda arahk kavramm tammla-

yalim.
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Tamm 4.2.1.

a ve b iki reel sayi olmak iizere

{reR:a<z<b}

seklinde tanimlanan reel say1 kiimesine kapali bir aralik denir.

A bir aralik olmak iizere bu araligin u¢ noktalanm A ve A ile gosterecegfiz. Yani
A= LAM,K} seklinde bir gosterim kullanacagiz. Ayrica bir [g, a} aralifinu a reel sayisma
karsilik getirecegiz.

A ve B yukandaki gekilde tanimlanmig iki aralik olmak iizere reel sayilar i¢in tanum-
lanmis olan “<” ve “<” siralama bagmtilarmm arahklar icin agagidaki gibi geniglete

biliriz:

|
IA
!

A<Bes AL Bve

b
A
]

A<B& A< Bve

“<” hagimtist 12 {izerinde kismi siralama bagmtisidir.
A ve B araliklan birer say1 gibi diigiinilebilecegi icin bu araliklarm olusturdugu

kiimede toplama iglemi A = [A,-}ﬂ ve B = [W.B_,E] olmak tizere

[4,7) + [B,B] = [A+ B, A+ T

seklinde tanymlanir. Buna gore iki arabgm toplam yine bir araliktir.

A ve B araliklan arasindaki gtkarma islemi de

[47) - [8,5] = [4-B,4- 5]

geklinde tanumlanir.
Reel sayilar dogrusu iizerindeki biitiin kapal ve stmrh [A, ﬁ] araliklarimm kiimesini

D ile gosterelim. Herhangl iki A, B € D i¢in araliklar lizerindeki Hausdorfl metrigi

d(A, B) = max (]A - B|,|A - B|)
seklinde tammlanir. Burada {D,d) bir tam metrik uzaydir {27].

25



Tamim4.2.2.
Bir reel bulanik sayr agsagidali sartlan saglayan bir X : R — [0, 1] fonksiyonudur.
i) X normaldir.
1) X bulamk konvekstir.
i19) X lstéen yan siirekhidir.

iv) X kompakttir [28].

Ornek 4.2.3.

r—2, x€[2,3] ise

X(x) = bz z € (3,5] ise
0,  diger durumlarda
seklinde tammlanan X : R — [0, 1] fonksiyonu, bir bulanik sayisicir ve tiyelik fonksiyonu-

nurn grafigi agagidaki gibidir:

0 2 3 5

Sekil4.2.1. 8irbulanik say:

Biitiin reel bulamk sayilar kitmesini L (R) ile gésterecefiz. L (R) kiimesinde bazi arit-
metik iglemler su gekilde tanimlamr.
X,Y € L{R) bulanik sayilarinin toplam ve farks sirasiyla
(X +Y)(2) = sup min{X (y),Y ()}
T=Y 42
ve

(X —Y)(z) = sup min{X (y),Y (2)}

g R4
seklindedir [29].
X ve Y gibi iki bulamk sayimin a— kesim kiimelerine goire toplamu ve fark ise gu

sekilde tanmnlamr. X ve ¥ nin a— kesim kiimeleri o € [0,1] igin X* = [X * X7 ve
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Ye = [Y*,Y"] olsun. Bu takdirde
(X +Y) = [X*+Y*, X"+ 77,
(wa)az[ﬁma_?a,ya_xa]’ -

cir.

Bir X bulanik sayisinin bir k& € R reel sayisiyla carpimi da
E-X* kX1, k>0 ise
(o x) = § AN
[!c Xk X "] , diger durumlarda

seklindedir.
Burada (X® 4+ V%) = X* £ Y* ve (k- X)* = kX® yazmlabilir. Bunu agaffidaki gibi

basit cebirsel iglemler yaparak gésterebiliriz.

Xe+Voe={zeR: X(z)zat+{zeR:Y(z) > a}
={zeR: X(z)+Y(z) > 2> a}
={zeR: (X +Y)(z) > 20 >}
= (X+Y)*

(k- X)*={zeR:(kX)(z}>a}
={zeR:kX(z)> a}
=k{zeR: X{z) > o}
= kX"
dir.
Her bir reel sayr kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebilir. Ayrica bu-

lanik sayimn tanimuna gore her bir karakteristik fonksiyon bir bulamk sayt olur. Yani

r € R igin 7 € L{R) bulanik sayis1

I, z=rise
0, zrise

seklinde tammlamr. Boylece her r reel sayist icin 7 = [r,r] seklinde bir gosterimi

7(z) =

vardir. Bu diisiinceden hareketle R reel sayilar kiimesi, I (R) bulamk sayilar kiimesine

gomiilebilir [30-31].
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Bulanik sayilar kilmesi tizerindeki siralama bagintisi, reel araliklar arasmdaki siralama,
bagmtisina benzerlik gdsterir.

X,Y € L{R) i¢in “<” kismi siralama bagintis:
X<V &vVaeldlign X* <YY" ve X <Y©
seklinde tanunlanr [30].

Tanm 4.2.4.

A C L(R) kiimesi verilsin. Her X € A bulank says icin X < U olacak sekilde
bir U bulamk sayis: varsa A kiimesine iistten sirhdir ve U bulamk sayisina da A
kitmesinin bir tist simirt denir. Eger A kiimesinin her p st st igin U € poise U
bulanik sayisina A kiimesinin en kiigiik tist simr (supremumu) denir. Bir kiume igin
alttan smirhhk ve infimum kavramlan da benzer sekilde tanimlanir [32].

L (R) iizerinde X ve Y gibi iki bulamk say: arasindaki uzakhiy hesaplamak igin

d:LR)x L(R) - R

d(X,Y)= sup dy(X*, Y%
0<a<l

metrigi kullamlacaktir. Burada dy Hausdorff metrigidir ve
dy (X2, V*) = max (|X* - Y|, X" - Y°)

seklinde tammlamr. (L {R) ,cf) , bir tam metrik uzaydir {33].
C (R™) ,R™ sklid uzaymun bos olmayan, kompakt ve konveks biitin alt kitmelerinin
ailesini gostersin. Bu takdirde C (R") tizerinde toplama ve skalerle carpma her A, B €

C (R™) igin

A+B={z:z=z+y z€ Avey€ B}

ve her A € C(R™) ve A € Rigin
M={z:2= XAz, z € A}

seklinde tanimlamr. Buradaki toplama ve carpma. iglemleri C (R™) tizerinde bir lineer
yapl iiretir.

A ve B kitmeler] arasindaki uzakhk
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o (A, B) = inf ||la — bj|, sup inf Jla ~ b
doo (4, B) = max {1}5 Inf fla — bl sup inf la !I}
Hausdorff metrigiyle tanimlamr. Burada ||-| sembolit ile R deki alsitmis Oklid normu

gosterilmektedir. (C (R}, §..) uzaymm bir tam metrik uzay oldugu bilinmektedir.

Bir bulanik sayinn tanum asagidaki bigimde genellestirilebilir.

Tanmm 4.2.5.

n—boyutlu Oklid uzay1 R tizerindeki bir bulanik say1 agagidaki gartlan saglayan
bir X : R™— [0, 1] fonksiyonudur:

i) X pormaldir, yani X {zg) = 1 olacak gekilde en az bir z¢ € R™ mevcuttur,

i1) X bulamk konvekstir, yani herhangi z,y € R® ve 0 £ A < 1 icin

Xz+(1=XNy >mn{X(z), X (y)}

" egitsizligi saflanr,

41} X tstten yarl stireklidir,

i) X¥ = {z e R*: X () > 0} kitmesinin kapanigi kompakttir.

R” iizerindeki biitiin bulamk sayilann kiimesi L (R™) ile gosterilir. 0 < o < 1 igin
X kesim kiimesini géz oniine alalom. Tammdan, X* € C (R*) oldugu agktir. L (R™)

deki toplama ve skaler ile carpma X, Y € L (R™) ve k € R olmak tizere

(X +Y)"=X*+Y"ve (kX}® = kX"
seklinde tanumlanr.
Simdi, herbir 1 < ¢ < oo igin

i

d, (X,Y) = ( /0'1 Soo (X°, V)0 da:) '

ve

doo = SUP oo (X% V%)
0<a<l

metriklerini tanunlayahim. ¢ < s igin d, < d, olmak lizere

doo (X, Y) = qlwiﬂ,};, dy (X,Y)
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oldugu agiktir. {C (R}, d,) metrik uzayl tamdix [34].
Bundan sonraki kisimlarda d, yerine d notasyonu kullamlacaktir. Agikga n == 1 igin

L (R™) kiimesinden L (R) ve iizerinde tamml metrik elde edilir.
4.3. Bulank Say1 Dizileri ve Baz Ozellikleri

Bulamk say1 dizisi ilk defa 1986 yilinda Matloka [35] tarafindan tanmimlanmig ve
diziyle ilgili temel kavramlar agagidaki gibi verilmistir.

Tamm 4.3.1.
Bulamk sayilannm bir X = (X,) dizisi, dofal sayilar kiimesinden L (R™) igine
tamuml bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir k pozitif tamsayisma bir X (k)

bulantk sayist karsihk gelir. Bundan sonraki bsliimlerde X (k) yerine X yazacagiz.

Tanmm 4.3.2.
Xo € L(R") ve ¢ > 0 verilsin. Buna gore Xy bulamk sayisimn e—komsulugu
d (X, Xy) < € olacak gekilde bittin X bulamk sayilarimm kiimesidir. Bir X, bulanik

sayisinin e—komsgulugu K (X, €) ile gosterilir.

Tanim 4.3.3.

X = {X) bir bulamk say: dizisi olsun. Her ¢ > 0 sayms igin £ > N iken
d (X5, Xo) < € olacak sekilde bir N = N{&) sayws1 mevcut ise (X)) dizisi yakinsak-
fir ve limiti Xy dir denir. Bu durumda lim X = Xy yazilir. Eger Him X, mevcut
degilse (Xy) dizisi waksaktir denir.

Biitiin yakmsak bulank say: dizilerinin kiimesini ¢ (F) ile gosterecegiz.

Ornek 4.3.4.

ﬁ"ﬁx+ 1, =z€ [MM,O] ise

%
Xe(z)=4q —Z5e+1, ze (0,5 ise
0, diger durumlarda

geklindeki X = (X} bulanik say1 dizisini géz oniine alahm. Bu dizinin limiti
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r+1, ze[~1,0] ise
Xo{z)=4q ~z+1, =ze(0,1]ise
0, diger durumlarda.

bulamk saysidir {Sekil 4.3.1).

3 2 &1 o0l s o2 32

Sekil 4.3.1. (% bulanik sayl dizisinin X bulanik sayising yakinsamasi

Teorem 4.3.5.
Yakinsak bir X = (X}) bulanik say: dizisinin limiti tektir.

Teorem 4.3.6.

X = (X,) ve Y = (Y,) bulanik say1 dizilerinin limitleri sirasiyla Xo ve ¥ olsun. Bu
durumda agagidaki dzellikler saglanir.

) m (X, + Y) = Xo + Yo,

i1) lim (X — Yi) = Xo — Y0,

i) lim (X;..Yz) = Xo.Yo,

iv) lim (%) = %Q, (Eger biitin & lar igin 0 ¢€suppY ve 0 ¢suppYp).

Tanim 4.3.7.
Her ¢ > 0 igin k,m > N oldugunda d{Xj, X} < ¢ olacak gekilde pozitif bir

N = N(¢) tamsayis1 mevcutsa X = (X)) bulamk say1 dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 4.3.8.
Her k& € N sayist icin L < X, < U olacak sekilde L ve U bulank sayilan mevcut
ise X = (X}) bulamk say: dizisine simrlidir denir. Biitiin simrh bulanik say1 dizilerinin

kiimesint £, (F) ile gosterecegiz.
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Teorem 4.3.9.

Yakimsak her bulantk say1 dizisi sinirhdar.

Tanim 4.3.10.
Bir X = (X}.) bulanik say1 dizisini ve dogal sayilarin artan bir {k, } dizisini gbzoniine

alalim. Bu durumda {Xy, ) dizisine (X)) dizisinin bir alt dizisi denir.

Teorem 4.3.11.
Yalinsak bir X = (X}) bulanik say1 dizisinin her alt dizisi de yakmsaktir ve alt

dizinin lmiti X = (X)) dizisinin limiti ile aynidir.

Tanim 4.3.12.

X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Her £ > 0} icin,

n?{n-é {k <n:d(Xe, Xo) = e} =0
olacak gekilde bir Xy bulamk sayis1 meveut ise, yani h.h.k igin d (X, Xo) < ¢ egitsiz-
ligini safilayan bir X, bulamk sayist varsa X = (X)) bulank say1 dizisi Xy bulamk
sayisma istatistiksel yakmsaktir denir. (X} dizisi X, bulanik saymsina istatistiksel
yakinsak ise S{F) — lim X, = Xy veya Xy — Xo (S5 (F)) yazilr.

S (F) ile istatistiksel yakmsak bulamk say: dizilerinin kilmesini gosterecegiz. Ozel
olaxak X = 0 alinirsa S (F) yerine Sy (F) yazacagys [36).

Bilindigi gibi sonlu bir kitmenin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolayr ¢ (F) C

S (F) kapsamasi agiktir, Bu kapsamanin kesin oldugunu da agagidaki srnekte gorebi-

lixiz.

Ornek 4.3.13.
X == (X)) bulamk say1 dizisini

-

r—k+1, z&lk-1F ise
k=n? ise
—~z+k+1, ze(kk+1]ise
Xy (z) = (n=1,23,.)
0, diger durumlarda
Xo(z), k # n? ise
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olacak bicimde tamumlayalim. Burada

r+3, z€l|-3 -2 ise
Xo{z)=< —x -1, z€ (-2 —1]ise

0, diger durumlarda

olup, her ¢ > 0 i¢in,

{k e N:d (X, Xo) > e} €{1,4,9,16,...}
oldugundan § ({k € N: d(X,, Xp) > ¢}) = 0 dir. Bu nedenle X = (X;) dizisi Xp a
istatistiksel yakmsaktir. Ancak {k € N:d (X, Xo) = ¢} kitmesi sonlu olmadif igin
(X,) dizisi Xy a yakinsak degildir (Sekil 4.3.2).

A
e 1 X Xa

i
]
]
]
]
'
;
5

oy P ——

o
>

321 01 2 3 5 8 10

Sekil 4.3.2. Istatistksel siirll, fakat sinir almayan bulantk say) dizisi

S(F) ve fo (F) uzaylart birbirlerini kapsamazlar. Yukandaki drnekte verilen
X = (X;) bulank say: dizisini goz oniine alahm. Bu dizi istatistiksel yalkinsaktir
fakat sinirh degildir. Simdi de smurh olup istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi &rnegi

verelim.

Ornek 4.3.14.
T, z & [0,1] ise

U(z)=<4 ~z+2, ze(1,2ise
0, diger durnmlarda

ve
T —4, r € [4,5] ise

Up(z)=¢ —z+6, ze(56ise
0, diger durumlarda

olmak iizere
Uy, k tekise

Ug, k Qifﬁ ise
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seklinde tanimlanan (X)) bulanik say1 dizisi szurhdir, ancak istatistiksel yalkinsak

degildir (Sekil 4.3.3).

Uy Uz

o &

of 1 5

P
-

Sekil 4.3.3, istatistikset yakinsak olmayan, ancak
sirh olan bir bulanik say dizisi

Yakinsak her bulamk say: dizisi aym zamanda hem istatistiksel yakinsak hem de
szl oldugundan S (F) N £, (F) # 0 dir. Hatta ¢(F) C S(F) N { (F) kapsamasi

kesindir. Bununla ilgili bir drnek agagida verilmigtir:

Ornek 4.3.15.
X == (X}) bulamk say1 dizisini

#

ﬁﬁim"“]’"l, re [—"—“fz,()] ise b e
X (z) = TRl we (0,5 e n=1,2,3.)
0, diger durumlarda
\ Xo (2), k # n? ise
seklinde tammlayalim. Burada
T —5, x € [5,6] ise
Xolz)=4¢ —z+7, z€(67] ise
0, diger durumlarda

olup X = (X,) dizisi hern stirhdir hem de X bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir.
Ancak bu dizi yakmnsak degildir (Sekil 4.3.4).
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Seki 4.3 4. Istatistiksel yak insak, fakat yaknsak dmayan bir bulank say) dizisi

Teorem 4.3.16.
X = {X,) bir bulanik say1 dizisi olsun. Bu durumda h.h.k. i¢in X = ¥}, olacak

sekilde yakinsak bir Y = (Y;) dizisi varsa X dizisi istatistiksel yakmsaktir [37].

Tamm 4.3.17.
X = (X;) bir bulamk say1 dizisi olsun. Eger

1
lim —
n—+0a Fl

> d (X, Xo) =0
fom=l

olacak sekilde bir X bulanik sayis1 varsa X = (X;) bulamk say1 dizisi Xy bulanik

sayisina Cesaro yakinsaktir denir [38].

Uyar: 4.3.18.
X = (Xi) bulanik say1 dizisi bir Xy bulamk sayisma yakinsak ise ayni zamanda
X, a Cesaro toplabilirdir, fakat tersi dogru degildir. Simdi tersinin hex zaman saglan-

madigma dair agagidaki gibi bir ornek verelim.

Ornek 4.3.19.
{X}) bulanik say1 dizisini agagidaki gibi tammlayahm:

1, kcift ise
X = B :
~1, k tek ise

Agiktir ki (X,) dizisi yakinsak degildir, fakat 0 bulamk sayisima Cesaro yaknsaktir.
Gergekten, S, = 1 3 X; olmak tizere d(Sa,0) = 0 ve d{Sz+1,0) = 5 yazlabilir,
Jw=l

dolayistyla k — oo icin d(S,,0) — 0 dir.



Tanim 4.3.20.
X = (X,) bir bularuk say1 dizisi ve p bir pozitif reel say1 olsun. Eger
R »
lim =y [d(Xe, Xo)" = 0

n-—+00 Tl
k==l
olacak gekilde bir X, bulamk sayis: varsa X = (Xj) bulanik say1 dizisi Xy bulanik
sayisina lkuvvetli p— Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli p—Cesaro yakmsak bulanik

say1 dizilerinin kémesini w {F, p) ile gbsterecegiz. Bir baska ifadeyle

w(F,p) = {X = (Xy) JLIEO%Z [d (X, Xo)]” =0, en az bir X, igin}
k=1

dir. X = (X;) bulanik say: dizisi Xq bulanmk sayisia kuvvetli p— Cesaro yakmsak ise

Xy — Xo (w(F,p)) vazacagrz (39].

Teorem 4.3.21.
0 < p < coolsun. Eger bir X = (X} bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina kuvvetli

p— Cesaro yakmsak ise aym zamanda X, bulamk sayisina istatistiksel yakmsaktir {39].

Teorem 4.3.22.
0 < p < oo olsun. Eger simrh bir X = (X;) bulamk say1 dizisi Xy bulanik sayisima
istatistiksel yakinsak ise bu takdirde X bulamk saysina kuvvetli p— Cesaro yakinsaktir

[40}.

Ornek 4.3.23.

(X)) bulantk say1 dizisini agagidaki gibi gbz oniine alalmn:

k1, ze[-1,0] ise
. 0.2 k= n? ise
I z € (0, 2] ise

Xplz) =4 * g (n=1,23,.)
0, diger durumlarda

\ 0, diger durumlarda
Bu dizinin a— seviye kilmesi
o [2&{:2} 2wkaa] , b o n? ise
k —
0,0, diger durumlarda
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7

1
seklinde hesaplanir. Buradan p =1 i¢in lim — z [d (X, X0)]" = 0 olup {X}) bulanik

nwoo’n,k

say1 dizisinin 0 bulanik sayisina kuvvetli p— Cesaro toplanabilir oldugu anlagilir (Sekil

4.3.5).

-2 A2 280 "z 28 2

Sekt 4.3.5. (X bulansk say) dizisirén O bufanik sayisina
kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdis

Tanim 4.3.24.
A = (\,) dizisi, pozitif sayilarin Ans1 € Ap + 1,A; = 1 gartina sahip, co a giden
ve azalmayan bir dizi olsun. X = (X;) bir bulamk say1 dizisi ve p bir pozitif reel say

olsun. Eger;

lim -)-\—-Z Xk,Xg)

An =00 s
olacak sekilde bir X bulanik sayis1 varsa X = (Xj) bulanik say1 dizisi X bulanik
sayisina kuvvetli Ap— toplanabilirdir denir. Kuvvetli A~ toplanabilir bulamk say

dizilerinin kimmesini wy (F, p) ile gosterecegiz. Bir bagka ifadeyle

wy (F,p) = {X = (X)) lim = Z (X, X0))P = 0, en az bir X, n;m}

dir. X = (X) bulamk say1 dizisi X, bulamk sayisina kuvvetli A— toplanabilir ise
Xy > Xo (wy (F,p)) vazacagz [39].

Tanim 4.3.24.

X = (X}) bir bulamk say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 igin,
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lim -/—\1— Ik € I d (Xe Xo) = €} = 0

oluyorsa X = (X)) bulamk say: dizisi Xo bulanik sayma A— istatistiksel yalinsak- -
tir denir. Bu takdirde Sy (F) — lim X = Xp yambr. Bulamk sayilarn bitin A

istatistiksel yalinsak dizilerin kitmesini Sy (F) ile gosterecegiz {40].

Teorem 4.3.25.
Eger X = (X)) bulamk say: dizisi X bulamk say dizisine kuvvetli A— toplanabilir
ise X bulamk sayisma A— istatistiksel yalansaktir [40]. |

Teorem 4.3.26.

lim inf 2 > 0 olsun. Eger X = (X,) bulamk say1 dizisi Xo sayisina istatistiksel

00

yakinsak ise aym zamanda A— istatistiksel yakinsaktir [40].

Ispat. £ > 0 verilsin.

{k‘gnid(Xk,X()) 25} 2 {k € In:d(Xk?Xo) ZE}

oldugundan
1 1
Sk s d(X Xo) 2 et 2 —~|{k € I : d(X, Xo) 2 £}

An 1
— 2 ke L (X, Xo) 26
—_— Hk el d(X,L Xo) C}l

dir. Bu ifadede n — oo i¢in limit ahmrsa ve lim inf '—";:‘ > 0 oldugundan sag taraf da
T OO

sifira gider. Bu X = (X}) bulanik say1 dizisinin Xy sayisina A~ istatistiksel yakinsak
oldugu ifade eder.
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5. BULANIK SAYI DIiZILERINDE 3. DERECEDEN ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Bulamk sayilann fark dizileri kavramu ilk olarak Savag [41] tarafindan verilmistir.
Altmn v.d. [42-43], Bt v.d. [44], Colak v.d [45] ve Altmok v.d. [46] bulanik sayilarinin
genellegtirilmis fark dizilerinin istatistiksel yakinsaklik kavramlarm tammlamislardir.

Say1 dizileri icin 8. dereceden istatistiksel yakmsaklik kavram Gadjiev ve Orhan
[23] tarafindan ilk defa verilmigtir. Daha sonra . dereceden istatistiksel yakmsak ile
kuvvetli p~ Cesaro toplanabilme kavramlan arasindaki iliski Colak [24] tarafindan in-
celenmistir. Ayrica say1 dizileri igin 3. dereceden A— istatistiksel yakinsaklik kavram
Colak ve Bektas [25], Colak [47] tarafindan cahgiimstir. Bulamk sayr dizileri igin
aym kavramlar Altmok v.d. [48], Altmok [49] tarafindan tamimlanmgtir. Bu bolumde
lanik say1 dizilerinin 3. dereceden A— istatistiksel yakimsak dizilerin Sf (AR} uzayr ve
B. dereceden A-- toplanabilir dizilerin w? (AZ) uzayr tanumlanip ve bu uzaylara iligkin
bazi teoremler verilmistir. Ayrica A smufina ait A = (\,) ve p = (,) dizileri icin
SY(AR), SE(AR), wh (A%, p), w) (AR, p) uzaylan arasmdaki kapsama iligkileri ince-

lenmigtir.
5.1. Bulamk Say: Dizilerinde 3. Dereceden A7~ Istatistiksel Yakisakhk

Tanmm 5.1.1.

X = (X,) bir bulanik say1 dizisi olsun. Eger {A™X, : k € N} bulanik sayilar kiimesi
sinirly ise X = {X}) bulanik say1 dizisine A™— smirhdir denir. Bu durumda her k € N
icin K < A™X,, < M olacak gekilde K ve M bulanik sayilar mevcuttur.

Eger her ¢ > 0 ve her & > N igin d{A™X,, Xop) < ¢ olacak sekilde pozitif bir
N = N(g) tamsayist meveut ise X = (Xi) bulanik say dizisi Xo bulanik sayisma
A™— yakmnsaktir denir. Burada A™X = (A™X}) = (A™ X}, - A" X ), AX =
(Xp — Xpg1) ve AVX = (X;), m € N dir. £, (A7), c(AF) ve ¢ (A}) ile sasiyla
bitttin A™— simrlr, A™— yakinsak ve sifira A™- yakinsak bulamk sayi dizilerinin

sinfflarmi gosterecegiz [42].
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foo (A), c(ATR) ve cp (AR) bulank dizi stmflan smursiz ve yakinsak olmayan bu-

lamk dizileri de ihtiva eder. Simdi bununla ilgili bir érnek verelim:

Ornek 5.1.2.
z—k+1, ze€lk-—-1Fk] ise

Xp(z) = —z+k+1, ze(kk+l]ise
0, diger durumlarda
seklinde tanimlanan X = (X,) bulanik say1 dizisini gz oniine alalun. (Xy) dizisi A™-
sl ve A™— yakmsak bir dizidir. Ancak bu dizi ne smurh ne de yakinsaktir.

Gergekten, (X} bulamk say1 dizisinin a— kesim kitmesi « € [0, 1] icin

Xe=lk-1+oak+1—al

AXE = [~3 4 20,1 — 20

olup, buradan m € N igin yukandaki sekilde m defa fark almaya devam edilirse
A"XE = 2™ a—1),2™(1 — w))

elde edilir. Bu takdirde Xo® = [2™(a — 1),2™(1 — @)] olmak tizere m > 2 i¢in (A™ Xy}

bulanmik say1 dizisi Xy bulamk sayisina yakinsaktir. Ayrica bu dizi simrh bir dizidir.
Buna gore A™— sirh diziler simfi ve A™— yakmsak dizilerin simflan, sl ve

yakinsak bulamk dizi simflarindan daha geneldir. Ayrica co (AR) C ¢(AF) C o (A%)

olup bu kapsama kesindir.

Ornek 5.1.3,

z -2, z € [2,3] ise
—z+4, x2€34ise p ,ktekise
0, diger dururnlarda
Xk (93) = < 4
z -5, z € [5,6] ise

—x 47,  x€(6,7ise p ,kciftise

0, diger durumlarda

\

bulamk say1 dizisini gz oniine alahm. Bu dizi A™— simrh oldugu halde A™ - yakinsak
depildir. Cercekten, (X;) bulamk say1 dizisi igin a— kesim kiimesi o € [0, 1] olmak

uzere,
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24+ a,4—a], ktekise
5+ 0,7—al, kcift ise

olup buradan

[2a—5,~1—2a], ktekise
AXE =
1+ 2,5 2a], kciftise

ayn zamanda m € N icin yukandaki gekilde m defa fark almaya devam edilirse

27 — om-1l5 —om=2 _9ma) [ tek ise

APXE =
[2mq 4 22 2l - 2 ke Gift ise

elde edilir. Bu takdirde m > 2 icin (A™X}) dizisi sinihdir, ancak yakimsak degildir.

Tanum 5.1.4.

X = (X)) bir bulamk say: dizisi olsun. £ > 0 igin

1im§—z (k< n: d(A™ X, Xo) > e} =0

olacak sekilde bir X, bulamk sayist mevcut ise, yani h.h.k icin d{A™X;, Xo) < ¢
esitsizligini saglayan bir Xp bulamk sayis1 varsa X = (Xj) bulanik sayi dizisi Xo
bulanik sayisina A™— istatistiksel yakinsaktir denir. (X)) dizisi Xy bulamk sayisina
A™— istatistiksel yakmnsak ise S(F} — ImA™X, = Xy veya A™X, — Xo(S(F))
yazilir. Tiim A™— istatistiksel yakinsak bulamk say: dizilerinin kilmesini S (A%) ile
gosterecefiz [42].

Klasik kiimeler icin (z,) dizisi £ ye istatistiksel yakinsarken (A™z;) dizisi 0 a ista-
tistiksel yakmsar (yani z), > £ ise A"z, > 0). Asa@idaki 6rnek bunun bulanik say

dizileri i¢in gecerli olmadigim gosterir.

Ornek 5.1.5.

(X)) bulamk say1 dizist asafidaki gibi tammlansin:
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T — Kk, E<e<k41
k =n? ise
~z4+k+2, k+l<oc<k+2
n=1,23.)
0, diger durumlarda
Xy (z) =
€z 2, 2<e<3
—z 44, Jcx<4 , diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda
buradan
. E+o,k+2—a, k =n? ise
k =
2+ a,4—q), diger durumlarda
ve
[k — 4+ 2a,k — 2a], k = n? ise
AXE =< [k—1+4+20,~k+3=2a], k+1l=n?ise (n>1)
2+ 20,2 — 20, diger durumlarda
elde edilir. . Boylece £ = [2+ a,4 — o] olmak lzere X “» £y dir ve m € N igin

yukaridaki sekilde m defa fark almaya devam edilirse. £5 = [2™(a — 1),2"(1 ~ «)]
olmak tizere A™X,, = £y dir. Burada £§ = [2™ (o — 1), 2"(1 — o] # 0° dur.

Tanm 5.1.6.
X = (X) bir bulamk say: dizisi, A™ fark operatéri ve § € (0,1 olsun. Bu

durumda her £ > 0 igin

lim :\% (k€ I : d(A™X,, Xo) = e} = 0

oluyorsa X = (X}) bulanik say1 dizisi Xy bulanik sayisina 5. dereceden A}~ istatistik-
sel yakinsaktir denir. Bu takdirde SE(F) ~lim A™ Xy = Xo yazihir. Tiim §. dereceden
AT istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini Sf (AR ile gosterecegiz.

A = 1 icin AT~ istatistiksel yakinsalkhk ile 8. dereceden A}~ istatistiksel yakin-
saklik aymidir. 3 € (0,1] igin 8 dereceden AT~ istatistiksel yakinsaklik iyl tanml
oldugu halde 8 > 1 icin iyi tamml degildir (Bkz. Ornek 5.1.7).
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Ornek 5.1.7.

f y
-3, 3< 2 <4ise
—z+5  d<xz<5ise , K tek ise
0, diger dururnlarda
Xi {z) =
r—1,  1<z<2ise
—x+3,  2<z<3ise , K cift ise
\ 0, diger durumlarda )

bulanik say1 dizisini alahm. Bu takdirde (X3) ve (A™X}) dizilerinin o~ seviye kiimelerini

sirasiyla
[3+¢,5—af, ktekise
Xeg =4
1+ a,3—a, kcift ise
ve
2", 2™(2 — )], k tek ise
wrxg = | ezl

2™~ 2),~2™a], k cift ise

seklinde hesaplayabiliriz. Buradan § > 1 icin

+1

. 1 Mmooy jo 1 )\'n

T}Lr{.lO—XEHkan:d(A Xk,£1)25}fér}f}ilo[ Q]Ag =0
ve

. 1 moYyo Jo 1 W)\n +l

fi 3 € 120X 19 2 1 < Ji P =0

elde edilir, burada 1§ = [27,2™(2—a)] ve § = [27(a —2),—2™0a] olmak Uzere
X = (X,) dizisi {, ve Iy bulamk sayilanmn ikisine de 8. dereceden A}~ istatistile-
sel yakinsak olur {Sekil 5.1.1). Bu ise A7 — istatistiksel yakinsaklik tammm geregince

miimkiin degildir.

AX(=h) kG A (kg AN (keil AXg fklek) A% (ktek} A" {24} {k tek}

X o) X (klek)

Sekil 51,1, (%4 bulanik sayr dizist/, ve lye S dereceden A —istatistiksel yakinsakbr,
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Sonug 5.1.8.

3. dereceden AT— istatistiksel yakinsakhgm tanmumnda 8 min segimi Snemli rol
oynadigr gibi aym zamanda k € N olmak lzere A, = ¥n geklinde ahmirsa § > &k
icin, X = (X) bulanik say: dizisi X, bulanik sayisina 8. dereceden AY'~— istatistiksel

yakinsak olmaz.

Tanim 5.1.9.

B € (0,1] ve p bir pozitif reel say1 olsun. Bu durumda

T}E—rnc}o B z AmXR.? XO}]
n kel

olacak gekilde bir X, bulanik sayis: varsa X = (X} bulank say1 dizisi X, bulanik
sayisma 3. dereceden kuvvetli A} — Ceséro toplanabilirdir denir.

B = 1 olmas halinde §. dereceden kuvvetli AT — Cesaro toplanabilme, kuvvetli
AT~ Cesaro toplansbilmeye indirgenir. B. dereceden tim kuvvetli AY - Cesaro

toplanabilir dizilerin kitmesini w? (A%, p) ile gosterecegiz.

Teorem 5.1.10.

X = (X)) ve Y = (¥}) iki bulamk say: dizisi ve § € (0,1] olsun. Bu takdirde

1) S8 (AT) — lim X, = Xg ve ¢ € R ise S§ (A} — lim X = cX, dir.

i) S (AT) —lim X, = Xg ve P (AR) —lim ¥, = Y5 ise S (AR) —lim (X, + Yi) =
Xo+ Yo dir.

ispat. i)

1{](; eI, d(CAmX;” C_X{)) }! <

{k € I, s d(A™ Xy, Xo) > I%}’

;stol*"‘
:ﬁ[""

dar.
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i)
1
Fl{k €1, :d(A™ (X +¥y), Xo +Y5) 2 e}

. :
< g b € L (A" Xy, Xo) + d (A", ¥0) 2 e}

T

< Lfren anmx,x 2 £}
# (e a2 £)

esitsizligi gozoniine ahndiginda istenilen sonug kolayca elde edilir. A, =n,8=1,m =0
alindiinda istatistiksel yakinsakhk, A- istatistiksel yakinsallik ve 3. dereceden AT~
istatistiksel yalinsakhik kavramlarnnm ¢akistigima dikkat etmek gerekir.

Aym zamanda, [46] dan 57 (A7) mn Sy (AZ) e esit olmadifini belirtmemiz gerekir.
Eger, 0 < 8 < 1ise A, = n? icin S (A%) C Sx (A%) olur. Eger, 8 = 1 ve m = 0 igin
A, =7 aldigimizda S7 (AZ) = Sy (AR) = S (F) sonucunu elde ederiz [46].

Her A™— yakmsak X = (X) bulamk say1 dizisinin 3. dereceden AY'— yakinsak
oldugunu gérmek kolaydir. Fakat tersi genelde dofru degildir, agagidaki trnekte bunu

gorebiliriz.
Ornek 5.1.11.
X = (X;) bulamk say1 dizisini agagidaki gibi tanimlayalm:

1 3

r—3, 3<r<4ige

-2 + 5, 4 <z <5ise k=n®ise
0, diger durumlarda
X (2} =
z, 0<zr<1ise

~54+2 l<z<2ise p k#ndise
0, diger durumlarda )

\

Bu durumda (X} ve (A™X,) dizilerinin o~ seviye kiimeleri

B+a,b5—a, k=n’ise

X =
[,2—0q], k#n®ise
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ve
142,35 — 2a], k= n? ise
AXP =< -5+ 2 ~1~2a), k+1=n’ise
[—2 + 2,2 — 20a], difer durumlarda
seklindedir.  Bu sekilde m defa fark islemine devam edilirse § > 1 iin
X¢ = [2™(e~ 1),2™(1 - a)] olmak tizere X = (X) dizisinin X, bulanik sayismma 8.
dereceden A™ - istatistiksel yakmsak oldugu goriilebilir fakat bu dizi A™— yakinsak

degildir.

Teorem 5.1.12.

0< B << 1olsun. Eger X = (X;) bulamk say: dizisi X, bulamk sayisma 3.
dereceden AT~ istatistiksel yakinsak ise bu takdirde bu dizi Xy bulamk saysina 7.
dereceden AT— istatistiksel yakinsaktir. Yani 8 (A7) C SY (A7) dir ve bu kapsama

B3 < vy olacak gekildeki § ve v sayilar i¢in kesindir.
Ispat. 0 < 8 <~ <1 olsun. Bu takdirde her ¢ > 0 igin

1
oldugundan S¢ (AZ) C 57 (AR) elde edilir.

1
|{f€ = d(Aka,Xo) > 8}‘ < F I{k = d(Aka,Xo) > E}i

Simdi bu kapsamamn kesin oldugunu gésterelim. Bunun igin X = (X} bulamk

sayr dizisini agagidaki gibi tanimlayalim:

z -k, E<z<k+4+1ise
k= n?

—r4+k+2, E4+1 <z <k+2ise
(n=1,2,3,..) ise

0, diger durumlarda
Xy (z) = <
x4 1, —1 <z <0ise
~z-+1, <z <]ise = Xp diger durumlarda

0, diger durumlarda

\

Bu durumda (X)) ve {AX}) dizilerinin o— seviye kiimelerini sirasiyla

o k+ o, k+2— 0o, kE=n?ise
’\’,‘ pusied
[@—1,1—al, diger durumlarda
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ve
[3a + 2,8 — 3a], k=n? ise

AXP =4 [-8+3c,-2-3a], k+1=n’lise
3+ 3q,3 - 3a], difer durumlarda
seklinde buluruz. Ozel olarak A, = n alimrsa ve yukandaki sekilde m defa fark almaya

devam edilirse,

Jim % (k€ L d([A™X", [Xol™) 2 e} < lim 2

n—od T

yazabiliriz. Boylece Xg& = [2™(a — 1),2™(1 — a)] olmak tizere v € (3,1] igin (X5)

dizisinin X, bulanik sayisina . dereceden A}~ istatistiksel yakinsak oldugu gortlir.

Fakat bu dizi 8 € (0,3] igin AT~ istatistiksel yakinsak degildir.

Sonuc 5.1.13.
B e (0,1 igin X = (Xj) dizisi Xp bulamk sayisina 3. dereceden AT~ ista-
tistiksel vakinsak ise bu dizi Xy bulamk saymsina AT istatistiksel yakinsaktir yani

5% (A%) € Sy (AR) dir ve bu kapsama kesindir.

Teorem 5.1.14.

S{AR) C .S‘f (A} olmasi igin gerek ve yeter §££rt lim inf ﬁnﬁ > 0 olmasidir.

fspat. Ik olarak lim inf A0 oldugunu kabul edelim. ¢ > 0 alalim,

Nt OO b

{E<n:d(A™Xy, Xo) > e} D {k €L, d(A" Xy, Xo) = €}

oldugundan,
Lk <ntd (A" X0) 2 €} 2 2 [k € s d(A™Xi Xo) 2 e}

Mo m

k23

dir. Her iki taraftan n — oo i¢in limit alirsak 3. dereceden AT~ istatistiksel yakinsak

oldugu goriiiir.
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Kabul edelim ki lim inf —)’f-? = () olsun agagida verilen drnegi ele alalun. lim inf -%Lg =

’8 Tor OO T2
0 oldugundan ~)~:~:~;'~'— < % (j = 1,2,3,...) olacak sekilde (n;) alt dizisini elde edebiliriz.

Simdide (X;) bulamk say dizisini,

( p

T — 3, 3<r<4ise
—Z + 3, 4<x<5ise ? k € I, ise
0, diger durumiarda
KX (z) = q

z -1, 1<z <2ise

43, 2<z<3ise p difer durumlarda

| 0, diger durumlarda )

geklinde alahm. (X} dizisinin o— seviye kiimesini hesapladigmuzda,

N [3+ab—af, k€l ise
[Xe]" =

1+ ®,3—al, diger durumlarda
bulunur. Buradan (X)) dizisinin istatistiksel yakmsak oldugu halde AT - istatistiksel
yakinsak olmadigh sonucu gikar. (X)) dizisi Sonug 5.1.14. teki Sf (A7) < Sy (AF)
kapsamasiyla 8. dereceden istatistiksel yakinsak olmadigy goridir, delayisiyla bu bir

geligkidir. O halde lim inf 5;? > dir.

ki e s

Feorem 5.1.15.

D<B<y<1vep>0olsun. X = (X;) bulank say dizisi X; bulanik sayisma
B. dereceden kuvvethi A~ Cesdro toplanabilir ise bu takdirde bu dizi X sayisma 7.
dereceden kuvvetli A} — Cesaro toplanabilirdir. Yani wl (A%, p) C w] (AR, p) dir ve

bu kapsama 8 < 7 olacak sekildeki baz1 § ve -y igin kesindir.

Ispat. 0 < 8 <y <1iken X = (X;) dizisi X, sayiswa 5. dereceden kuvvetli AT~

Cesaro toplanabilir olsun. Bu durumda p > 0 igin

O AKX < 55 3 (AT Xo))

o kely 7 ke,

yazabilitiz. Buradan esitlifin sag tarafi n — oo i¢in sifira gittiginden X = (X)) dizisi

Xo sayisma v dereceden kuvvetli A~ Cesaro toplanabilirdir. Yani wf (AT py C

w (A%, p) dir.
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Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin X = (X3) bulanik say1 dizisini agafidaki

sekilde tanumlayalim.

( 3
z— 3, 3<x <4 ise
—z4+5  4<z<5ise , k=nd
G, diger durumlarda
x—1, 1 <2 <2 ise
—r+3, 2<z<3ise , k#n?
| 0, diger durumlarda )
[3+a,5—af, k= n® ise
XE ==

[1+a,3—a], diger durumlarda
Bu taktirde (X3) ve (AX,) nin a— seviye kiimelerini agagidaki gekilde tammlaya-

biliriz.

[2¢r,4 — 2e)] k=n?ise
AXE = [2c — 4, —2¢v] k+1=n?ise
20— 2,2~ 2,  diger durumlarda

Buradan ), = n ve m defa farkim aldipimemda m > 1,v € ( %, 1] ve p=1igin

";\}1,7 i {d (Aﬂth’Xg)]P < M (51)

™ keln W
elde edilir. (5.1) esitsiziliginin sag tarafl n — oo i¢in sifira gittiginden X = (Xi)
dizisi X sayisia 7. dereceden kuvvetli AY — Cesaro toplanabilirdir. Burada X§ =

[2m (e — 1), 2™ (@ — 1)] dur. Diger taraftan 8 € (0,1] ve p =1 igin,

3
om[¥m—1 1 i a e
—"'[\—T/{;’““]" < “)""\“g; [d(A™X7, X3P (5.2)
T kel

egitsizligi elde edilir. (5.2) esitsiziliginin saf tarafi » — oo icin sifira gittiginden
X = (Xy) dizisi Xo saysina 8. dereceden kuvvetli A% — Cesaro toplanabilir olmadig

goriiliiv. Bu ispat1 tamamlar.

Sonug 5.1.16.
0< 8 <y<1vep>0olsun Bu takdirde;
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i) wf (AT p) = w) (AR, p) olmas: icin gerek ve yeter sart § = v olmasidur.

1) Her 8 € (0,1] igin w’ (A2, p) C wy (A%, p) dir.

Teorem 5.1.17.
D<p<g<oovef €(01] olsun. Efer bir X = (Xj) bulamk say1 dizisi Xy
bulanik sayisma 8. dereceden kuvvetli AT~ Ceséro toplanabilir ise bu takdirde X

bulanik sayisma 3. dereceden kuvvetli A, — Cesaro toplanabilirdir, yani w’f (A% q) ©

wl (AR, p) dir.

Teorem 5.1.18.

0 < B <+ <1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger bir X = (X}) bulanik say1 dizist
Xo bulanik sayisma 8. dereceden kuvvetli A — Cesaro toplanabilir ise bu takdirde X
bulanik sayisima v. dereceden AT — istatistiksel yakinsaktir, yani wf (A%, p) C ST (AR)

dir.

fspat. p > 0ve 0 < 8 <« < 1olsun ve ¢ > 0 verilsin. Herhangi bir X = (X;) bulanik

SEATX, X = > [dA™Xe Xo)) + SO [d(A™X Xo)f
kel kely, keln
LA™ X, Xo)<e AAM X, Xo)>e

ve dolayisiyla

> S @A X0 2 [{k € L [d(AT X Xo)l 2 e} "

kG,
d(A™ X1, Xo)>e

buradan da,

1

= A (AT X, Xo) > 5 keI, d(A™ Xy, Xo) > e} &P
1

= ;:; ]{k erl,: d(AmXL,X()) = £}| o

yazilabilir. Boylece efer bir X = (X)) dizisi X bulanik sayisina 3. dereceden kuvvetli
AT~ Cesaro toplanabilir ise bu dizi X bulamk sayisina y. dereceden AT — istatistiksel

yakimsaktir.
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Sonug 5.1.19.
B e(0,1]ve 0 < p < oo olsun. Eger bir (X) bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina
3. dereceden kuvvetli A%~ Cesaro toplanabilir ise bu durumda Xo bulamk sayisina

3. dereceden AT'— istatistiksel yakinsaktir. Yani wh (A, p) © S5 (AR) dir.

Sonug 5.1.20. B € (0,1) ve 0 < p < oo olsun. Eger X = (X;) bulanik say1 dizisi
X, bulamlk say dizisine 3. dereceden kuvvetli A} — Cesaro toplanabilir ise X bulanik
sayisma AV — istatistiksel yakinsakfir. Yani wh (AR, p) © Sy (AR) dir. 8 € (0,1) icin

kapsama kesindir.

Teorem 5.1.21.
MpeAvevVn e Nigin A, < p, olsun. v ve 8 saylar, 0 < v < 8 < 1 olacak
sekilde iki reel say1 olsun.

Bu taktlirde;

i) lim 1nf~21 > 0ise SE(AR) C 57 (M%) (5.3)
@) lim 25 = 1 ise 8] (AF) C SE(AR) (5.4)
dir.

fspat. i) Vn € N icin (5.3) saglansin. A, < g, oldugundan I, = [n— A, +1,n] C
Jo = [0 — p,, + 1,n] olup € > 0 igin

(ke d,:d(A™X,, Xo) = €} 2 {k € [n: d{A™ X3, Xo) 2 €}

yazabiliriz. Buradan,

A1

ﬁ /\'y I{k €l d(AthXO) = 8}*

pﬁmej L A(A™ X, Xo) 2 €}] =

elde edilir. (5.3) kullamlirsa S% (AF) C S} (A%) olur.
i) X = {X;) € S (AR) olsun ve (5.4) saglansmn I, C J, oldufundan ¢ > § ve her
Yn & N igin
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1
p (ke J,: d{A™X,, Xo) = €}

= %i{nwunw <k <n—An:d(ATX, Xo) = €}
[

1
+5 {k € In : d (A7 X, Xo) 2 ¢}l

Tt

~)\
< e |{f»ef d(A™ X, Xo) = €}
L
P )\3
)\!3

S (.u‘?'a . 1) + — 1{,lu & I'.'? d(Akaa XD) > 6}

< (55 +---1{A € I, : d (A" Xy, Xo} = e}|

yazabiliriz. lim £2 = 1 ve X = (X;) € SY (AF) oldugundan ST(AR) C SE(A%) olur.

Teorem 5.1.;:;03; agagidaki iki sonug elde edilir.
Sonug 5.1.22.
M€ Ay € {0,1] olsun ve (5.3) saglansin. Bu taktirde,
i) SU(AR) € SY(AR),
i) S, (A%) € SY(AR),
i#1) 5. (AF) C S, (AP),
dir.

Sonug 5.1.23.
M€ A,y € (0,1] olsun ve (5.4) saglansin. Bu taktirde,
) 57 (A9 € 57(08),
i) 5 (AF) C S, (AF),
i) 5, (A) C 5, (A%),
dar.

Teorem 5.1.24.

Mup € AveVne Nigin A, < p, olsun. v ve 8 sayilan, 0 < v < § < 1 olacak
sekilde iki reel say1 olsun. Bu taktirde,

i) (5.3) saglamrsa wh (AR, p) € w) (AR, p),

i) (5.4) saiflansin ve lo, (AR Nw] (A%, p) C wl (AR, p),

dir.
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ispat. 1) (5.3) tin saglandipim kabul edelim. Vn € Nicin A, < p, oldugundan I,, € J,

olup,

3 2 (A™ Xy, X0

Hnge g,
olup wﬁ (AT, p) Cw) (AR, p) elde edilir.
i1) X = (X3) € loo (AR)Nw] (A, p) olsun ve (5.4) saglansm. X = (X) € I (AR)
oldugundan her k i¢in d(A"X}, Xo) € M olacak gekilde M > 0 sayist vardir. Her

e.rtbl:iv’

z [d(A™ X, Xo)]P

¥n € N icin,

I’ ki 1 T
ﬁz (A" X X = — Y. [dAX, X)) + 5 [dA™ X, Xo)f
Hr ke, Hn e o1, el

A 1
< (B My + 557 [d (A7 X, Xo)P
o ’u"'kc:ln
1
< P "Xy, Xo)IP
< (G- g AT )

olur. Buradan, X = (X;) € w] (AR, p) dir. Béylece I, (AR)Nw) (AR, p) C wh (AR, p)

bulunur.

Sonug 5.1.25.

A= (AL ve po= (p,), A de Vo € N igin A, < p, olacak sekilde iki dizi olsun.
v €{0,1] icin (5.3) saglanirsa,

i) wl (A%, p) C wi(AZ p),

i) w, (A%, ) C wy (A%, p),

iii) wu (AR, p) C wx (A%, p),

dar.

Sonug 5.1.26.

A= (M) ve po= (4,), A deV¥n € Nigin A, < p, olacak gekilde iki dizi olsun.
v € (0,1] igin (5.4) saglamrsa, agagidaki Snermeler dogrudur:

i) b (AF) N (A2, ) € wl(A2,5),

) loo (A) N ] (AZ,7) C w (AZ,p).

dir.
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Teorem 5.1.27.

D<y<B<1,0<p<oove € A olsun.

i) (5.3) saglansin. Bir dizi Xo a kuvvetli wf (A%, p) — toplanabilir ise Xo a 53 (A%) —
istatistiksel valansakfir.

i) (5.4) sagflansin ve X = (X,), A™— smrh bir dizi olsun. Bu dizi X, a kuvvetli

wh (A%, p) — toplanabilirdir.

ispat. i) X = (X)) € w? (AR, p) olsun ve & > 0 alahm. Bu taktirde,

STAATX X 2 > [dATXL X = Y [d(A™ X, Xo)

keJdn kel KEln
d(A™ X}, Xo) e

ek e L, : d(A™ Xy, Xo) > £}

v

ve biylece,

1 1
Y WAL X0 2 k€L d(ATXe, Xo) 2 e}l 7
11;;6']“ n
A

l T
2 ;—Erll{kEInd(A? X;C,XO)EEHEP

yazabiliriz. Buradan (5.3) saglandigh igin X = (X) dizisi X, a kuvvetli w? (A%, p)
toplanabilir ise Xy a 5 (AR} — istatistiksel yakinsakiir.

i) Xp — Xo(ST(AR)) ve X = (Xi) € le (A%) olsun. Bu taktirde her £ i¢in
d{A™ X}, Xo) < M olacak sekilde M > 0 vardir.

Her ¢ > 0 igin,
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1 1
52 [dA™X, X = = > [dA™Xe, X)) + —5 > [d (A7 X, Xo)"
i T Hn e 7o 1 Hr ket
Ao
< (Bt D (AT, X))
Hn kel
~ M 1
< (Hﬂw‘é.__ﬁ)Mp R _EZ ]:d (AmX;g,XQ)]p
m P’”kern
!LTL m -
< (G- I)M?+}\ﬁ > AT X))
d(Am’te;::BCn)zﬁ
1
sy [AmX, X))
An kel
d{Am X, Xo)<e
Mo, M m A
< (G- 0M 4 S € T A7 X Xo) 2 e} + S5
< ("i%—l)Mw——l{keI d(AmeXo)”}'“*"f\Lﬂ

olup, (5.4) saglandigr icin X = (X,) dizisi Xy a SY (A}) istatistiksel yakinsak ise Xj a
kuvvetli w’ (AR, p) toplanabilirdir.

Sonug 5.1.28.

A= (M) ve = (p,), A de A, < p, olacak gekilde iki dizi olsun. v € (0,1] igin
(5.4} saglamrsa,

i) wl (AF,p) C ST (AD),

i) w0, (A2, p) € ST (AF),

ii6) w, (AF,p) € 51 (AF),

dir.

Sonug 5.1.29.
A= (M) ve p= (1), A de A, £ p, olacak gekilde iki dizi olsun. v € (0,1] icin
(5.4) saglamrsa,
i) loo (AR) N ST(AF) € wi (AR, p),
11) loo (AF) N S (AF) © w (B, D)
ii1) loo (AF) N SX (AF) € wu (AR, p),
dir.



5.2 Modiiliis Fonksiyonu ve AP~ fstatistiksel Yakinsaklik

Bu kusunda bir f modiliis fonksiyonu ve A™— fark operatorit kullanarak 3. derece-
den kuvvetli AT Cesaro toplanabilme ve 3. dereceden istatistiksel yakimsaklik arasimn-

daki iligkiler verilmistir.

Tanmm 5.2.1.

Asgapidaki sartlan saglayan bir J : [0,00) — [0, 00) fonksiyonuna modiiliis fonksiyo-
nu denir.

i) f{z) = 0 olmas i¢in gerek ve yeter gart = = 0 olmasidir.

i) z,y 2 0icin f(z+y) < f(@)}+ (),

i14) f artandir,

iv) f fonksiyonu z = 0 noktasinda sagdan siireklidir [50].

Ruckle [51} tarafindan L{f) = { = = (z) : i f(|zx]) < oo p dizi uzay: f modiiliis
fonksiyonu yardimiyla tanmmlanmis ve bu dizik;;aylnin baz dzellikleri incelenmistir.
Bir modiiliis fonksiyonu siurh veya sirsiz olabilir. Ornegin, f (z) = 27, (0 <p < 1)
simrsiz ve f (z) = 77 smirhdr.

Son zamanlarda modiiliis fonksiyonlari pek ¢ok matematikgi tarafindan ¢ahsilmigtir.
Orneggin Talo ve Basar [52], Colak v.d. (53] ve Sarma [54] f modiiliis fonksiyonu

yardimi ile bulanik say1 dizilerinin ve bazi topolojik dzellikleri ile birlikte bazi kapsama

bagintilarini vermislerdir.

Tanmm 5.2.2.
f bir modiiliis fonksiyonu, A™ fark operatorii, p == (p,,) kesin pozitif reel say1 dizisi

ve 3 € (0,1] herhangi bir reel say1 olsun. wf (A, f,p) dizi smifim

wf (A}, £,p) = {x = (Xe): Jim 5 3 U (@(AXe X =0, 3y € L(R)}

L =5 P
seklinde tanimlayahm. Asaidaki teoremlerde p = (p;) dizisini sinh ve 0 < b =

infr pr < pre < sup, pr = H < oo olarak alacagz.
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Teorem 5.2.3.
B < ~ olacak sekilde herhangi 8,7 € (0, 1] reel sayilarim alalim ve [ bir modiiliis
fonksiyonu olsun. Bu takdirde wh (NE, f,p) C ST{AF) dir.

fspat. X ¢ wf (A%, f,p) olsun ve e > 0 verilsin. Bu takdirde A% < A7 oldugundan

her bir n i¢in

1 e . 1 - .
Jim Y (F(d(A™ X, Xo))) =7 > [F (d (A™ X, Xo))]™
7 et n kel
d(AT X, Xo) e

T S 1IN o)

3B
A kel
A X, Xo)<e

2;&1’ ST PO X X))

kel,
d(AXy,Xo)ze

1
~ Z [f (A7 X, Xohi™
d(Amr;?k{’ko) <e

1
= o e
” keln
d(AT Xy, Xo) Ze

S min (I @ 1F 17
d(Am‘g&{%)ze

> Z%"j [k € L2 (A" X, Xo) > e}min ([f @)", [ ")

v +
2

v
::%z‘ B

yazilabilir, X € wf (A%, f,p) oldugundan n — oo iken yukandalki egitsizligin sol
tarafi sifira yaklagie. min ([ f (e)}h Af (s)]f“r) > () oldugundan n — oo iken yukaridaki
esitsizligin sag tarah da sifira yaklagir. Bu ise wf (A, f,p) © ST (AR) oldufunu

gosterir.

Teorem 5.2.4.
8 < v olacak gekilde herhangi 8,7 € (0, 1] reel sayilanm alahm. Eger f modiiliis
fonksiyonu sirh ve lim f;:;.: =1 ise bu takdirde 5} (A}) C wh (AR, f,p) dir.

fspat. X € S7(Ax) ve A = (\,) € A olsun. f nin smirh oldugunu kabul edelim.
g > 0 verilsin ve 3, ve ¥, toplamlan sirasiyla k € I, d (AT Xy, Xo) > e ve k €
L. d(A™ X, Xo) < e ifadelerini gostersin. [ sinurh oldugundan her t > Oigin f(t) < K

olacak sekilde bir K tamsayis: vardir. Bu takdirde her n igin M < AT oldugundan,
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% [F (A7 X, Xo))* < 15 2 1 (A" X2, Xo))

(z FAA (A X, X)) + D [f (d (A" X, Xo))}’”‘)

(Z ax (K", K™) +Z [F&)) )

1

mz:l’“’“ *ml"" ;stni*“‘

< max ( Kh K”) N Hkel,:d(A™X;, Xo) > e}
+max (£(e)", 1 ()"

yazilabilir. X € S (A%) oldugundan n — oo iken yukandaki esitsizligin sag tarafin-
daki ilk terim sifira yaklagir ve ikinci terim istenildigi kadar kiigiik yapilabilir. Bu ne-
denle yukandaki esitsizligin sol tarah da sifira yaklagir. Dolaysiyla X € wf (AT, f.p)
dir.

Teorem 5.2.5.

Herhangi bir v € {0,1] reel sayis: ve liniihé = 1 olsun. Bu takdirde S] (A%) =
wf (A2, f,p) olmas: i¢in gerek ve yeter sart f modiilis fonksiyonunun suurh ohmasidir.
Ispat. f sl ve lim 2 =3 = 1 olsun. Bu durumda Teorem 5.2.3 ve Teorem 5.2.4 den

ST(AR) = w/\ (AR, £, p) e.;;ltiigi elde edilir.

58



6. SONUQC

Bu tezde, Nuray ve Savas [36] tarafindan tammlanan istatistiksel yakmsak bulamk
say1 dizilerinin uzay1, 0 < 8 < 1 ve A = (},) dizisi kullanarak 5% (AF) (8. dereceden
AT—istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi) uzayma genellestirildi. Ayrnica p bir pozitif
reel say1 olmak iizere 'wf (AT, p) {B. dereceden kuvvetli AT~ Cesaro toplanabilir bu-
jamk say1 dizileri) uzay: tanumland: ve bu uzaylar arasinda kapsama iligkileri incelendi.

Ayrica A smufina ait A = (\,) ve u = (1) dizileri igin SY (A%), 85 (AR), wh (AR, p),
w) (AT, p) uzaylan arasmdaki kapsama iligkileri incelendi.

Son olarak bir f modiiliis fonksiyonu kullanilarak 3. dereceden kuvvetli Ap— Cesaro
toplanabilir ve 8. dereceden AT~ istatistiksel yalinsak dizi siuiflan arasmdaki baz

kapsama bagintilar verildi.
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