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OZET

Fourier in yapmis oldugu caligsmalar, uygulamali matematik alaninda 6nemli bir yer tutar.
Fourier serileri, adi ve kismi tiirevli denklemleri igeren problemlerin ¢oziimiinde,
elektromagnetik teorisinde, akustikte, 1s1 akiminda, mate- matik ve fizigin bir ¢ok alaninda
kullanilmaktadir.

Bugiin uygulamali Matematik, Fizik ve Miihendislik problemlerinde ¢ok kullanilan bir
yontem de integral doniisiimleridir. Bunlarin 6nemli bir béliimiinii Fourier doniigiimleri
olusturur. Fourier doniisiimii, integrallerin hesabi, serilerin toplanmasi, kismi tiirevli diferensiyel
denklemlerin sinir deger problemlerinin ¢oziimleri gibi modern bilimin uygulamalarinda sikc¢a
kullanilmaktadir.

Bu tez ¢alismasinin 1. bdliimiinde periyodik fonksiyonlarin tanimi ve 6zelikleri, Fourier
serileri, Fourier kosiniis ve Fourier siniis serileri ve kompleks fourier serilerinin tanimlari
verilmis ve bunlarla ilgili 6rnekler ¢oziilmiistiir. Ayrica Mathematica paket programa ile, verilen
bir fonksiyonun Fourier katsayilar1 ve Fourier seri a¢ilimi1 bulunmustur

2. boliimde ise, Fourier integralinin bulunmasi, Fourier integralinin komp- leks sekli, tek ve
cift fonksiyonlar i¢in Fourier integrali incelenmistir. Ayrica Fourier doniisiimlerinin, Fourier
siniis ve Fourier kosiniis doniisiimlerinin tanim ve 6zellikleri 6rneklerle agiklanmistir.
Mathematica programi ile de Fourier doniisiimleri yapilmistir.

Son boliimde, kismi diferensiyel denklemlerin sinir deger problemlerinin Fourier dontigiimii
ile ¢oziimleri bulunmaktadir.

Tezde Mathematica5.0 versiyonu kullanilmistir. Tezin i¢eriginde kullanilan Mathematica
hesaplar1 bir disket halinde arka kapaktadir..

SUMMARY

The studies that Fourier had done takes important place in applied mathematics. Fourier
series are used in the problems which contain ordinary and partial differential equations,
electromagnetic theory, acoustic, heat problems and also most part of mathematics and physics.

In current time, another method which used in applied mathematics and physics is integral
transformations. The Fourier transforms are big part of them. Fourier tranforms are being used,
frequently in calculation integrals, sum of series, solving boundary value problems of partial
differential equations.

In the first chapter of this thesis study, description and properties of periodic functions,
Fourier series, Fourier cosiniis and Fourier siniis series and description of complex Fourier series
are given and examples about these are solved. Furthermore, Fourier coefficients and Fourier
series expansions of a function that is given with Mathematica program has been found.

In the second chapter, finding Fourier integrals, complex forms of Fourier integrals, odd and
even functions for Fourier integrals are examined. Also, Fourier transforms, Fourier siniis and
Fourier cosintis transforms, description and properties are explained with examples. And also
Fourier transform calculations have been done by Mathematica program.

In the last chapter, boundary value problems have solved by Fourier transforms.

In thesis, Mathematica5.0 has been used. The mathematica calculations which have been
used in this thesis were given as a disk at the back front of the material.
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Fourier Serileri
Giris

Bu boliimde, Fourier serileri hakkinda genel bilgilerle bazi temel 6zellikler verilecek, Fourier
katsayilarinin bulunmasi, Fourier siniis ve kosiniis serileri ve kompleks Fourier serileri
incenelecektir. Ayrica Mathematica paket programi yardimiyla 6rneklerde verilen
fonksiyonlarin Fourier katsayilar1 bulunup seri agilimlar1 yapilacaktir.

Fourier serilerine gegmeden dnce periyodik fonksiyonlari tanimlayarak bazi 6zelliklerini
verelim.

Periyodik Fonksiyonlar
Herhangi bir f{x) fonksiyonunda, her x igin,

fx+L) = fx)
esitligi saglantyorsa, f{x) fonksiyonuna periyodik fonksiyon ve L degerine de periyod denir.
Ornek 1.1: sinx = sin(x + 27) = sin(x + 47) = sin(x + 67) =... oldugundan ’sinx"
fonksiyonu k = 1,2,.. i¢in 27,4, 6m7,...,2kr periyodlarina sahip olan periyodik bir

fonksiyondur. )
Periyodik Fonksiyonlarin Bazi Ozellikleri
fperiyodik bir fonksiyon f{x + L) = f{x) olsun.
a+L)2 L2

1) j j(x)dxzj. fx)dx

a-L/2 -L/2

dir.a = L/2 allnlsa
L2

I fx)dx = I fx)dx

L2
bulunur. E
2) j fx)dx j fx)dx,
L2
3) g(x) f Sfu)du ise I flx)dx = 0 oldugunda
gx+L) = g(x) dir. L e
4) I fx)dx J. Slx)dx dir.

Fourier Serllerl

2L periyodlu bir f{(x) fonksiyonunun Fourier serileri veya Fourier agilimlari,

+Z (an cosM + b, sin ”Zx 1.2.1

seklindeki bir trigonometrik seri ile tammlamr, ao, an ve b, (n = 1,2,...) Fourier katsayilar1
olarak adlandirilir.

f(x) fonksiyonu 2L periyodlu, (—L, L) araliginda tanimlanmis bir fonksiyon olsun. f{x)
fonksiyonunun (1.2.1)seklinde bir Fourier serisine agilabilmesi i¢in asagidaki Dirichlet
sartlarimi saglamasi gerekir:

a) f(x) fonksiyonu, (—L, L) araliginda siirekli veya parcali siireklidir.

b) f(x) fonksiyonunun bir periyod i¢indeki maksimum ve minimumlari sonlu sayida olmalidir
(f'(x) tiirevi pargali siirekli olabilir ).

¢) f{x) fonksiyonunun bir periyod araligindaki mutlak integrali,



J' f(x)|dx = sonlu < o
olmalidir.
Dirichlet Teoremi

(—m, ) araliginda tanimlanan 27 periyodlu f{x) fonksiyonu , Dirichlet sartlarini sagliyorsa,
(—n, ) araliginda (1.2.1) Fourier serisine agilabilir ve Fourier serisi,

1) f{x) fonksiyonunun siirekli oldugu noktalarda (araligin iginde) f{x) fonksiyonuna
yakinsak,

2) f{x) fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalarda,
fix+0)+fx-0)

2

degerine yakinsak,
3) Araligin x = —z , x = & ug noktalarinda,

f(=r+0)+f(nr - 0)
2

degerine esit olur.
Boylece f{x) fonksiyonunun Fourier serisi,

— 4o :
fx) = > +Z (a,cosnx + b, sinnx) 1.2.2
n=1
seklinde gosterilir.
Fourier Katsayilarinin Hesaplanmasi
Bu kisimda Fourier katsayilarini hesaplayacagiz.

ao Katsayisinin Hesabi
(1.2.2) serisinin her iki tarafinin [-7, 7] araliginda integrali alinirsa,

J fx)dx = I |:% +Z (ancosnx + b, sinnx) :|dx

T -
V3

T o
a .
= I Ddx + E (a,cosnx + b, sinnx)dx

n=1

2
T -7 n=1
_ a0
=5 X 7|ﬂ
= aomw
oldugundan, a, katsayisi,
ap = % If(x)dx 1.2.3

T

olarak bulunur.
a, Katsayisinin Hesabi
(1.2.2) serisinin her iki tarafini cosnx ile ¢arpar ve [-r, 7] araliginda integ- ralini alirsak,



/1

T o0
.[ f(x) cos nxdx :J % +Z (ancosnx + b, sinnx) |cosnxdx

T - n=1
/4 T oo
a
:J 7°cosnxdx +I E @, COS nx cos nxdx
- -7 n=1
T oo
+I E b, sinnx cos nxdx
-7 n=1
T oo T
a
= I 70 cos nxdx + E I @, COS NX COS nxdx
- n=1-m

w T
+E j b,, sin nx cos nxdx

n=1 -1 ,

\ g

0

oo T

=ZI a, COS nx COS nxdx
n=1-m

= an i

7 x|

-

anm

oldugundan, a, katsayisini,

a, = % j f(x) cos nxdx 1.2.4
olarak buluruz.
b, Katsayisinin Hesabi1
Benzer sekilde, (1.2.2) serisinin her iki tarafini sinnx ile ¢arpar ve [—n, 7] araliginda

integralini alirsak, b, katsayist,
T

b, = % jﬂx) sinnxdx 1.2.5
olarak bulunur. Boylece (1.2.2) Fourier serisinde, katsayilar n = 0,1,2,... i¢in,
ap = % If(x)dx , ay = % If(x)cosnxdx,
by =L If(x)sinnxdx 1.2.6
"= , 2.

=T
olarak bulunur.

Ayrica Fourier katsayilarini ve Fourier serisini Mathematica paket programi yardimi ile de
bulabiliriz. Fourier katsayilar1 ve Fourier serisinin bulunmasi i¢in kullanilan Mathematica
komutlar su sekildedir.

X = —% ilex = % araliginda,
FourierCoefficient[expr,x,n]  expr periyodik fonksiyonunun

iistel seri aciliminda n. katsay1



FourierSinCoefficient[expr,x,n] siniis seri agiliminda n. katsay1
FourierCosCoefficient[expr,x,n] kosiniis seri agiliminda n. katsay1

L
2

FourierSeries[expr,x,K] expr periyodik fonksiyonunun

__ 1 _ 5
x = —5 ilex = 5 araliginda,

k.mertebeden iistel seri agilimi
FourierTrigSeries[expr,x,k] k.mertebeden trigonometrik seri agilimi
fonksiyonun periyodu

FourierParameters->{a,b} 7] ]‘3 fyetd
x)e™ dx

(zﬂ)lfa

Ornek 1.2: (Sekil 1.1) de verilen (-, ) araliginda tammlanmis 27 periyodlu f(x) = x
fonksiyonunun Fourier serisini bulunuz.

f(x)

29T, e/

A

Jr 29T 391

v

(Sekill.1)

Coziim 1.2: Verilen fonksiyon (—x, ) araliginda siirekli, fakat u¢ noktalarda siireksizdir. Bu
noktalarda f{x) fonksiyonu,

f(—ﬂ) _ ﬂ_”+0)2+ﬂ77:_0) _ —n+r =0

2
fm) =0
degerlerini alir ve Fourier katsayilari,
ao=%‘[xdx=0 , an=%“.xcosnxdx:0

b, = % I xsinnxdx = —% cosnm = —(—1)”%
dir. Boylece, f(x) fonksiyonunun Fourier seri agilimi,
i) = x = 2(siny - SI2E . sindx _sindr ) (rcx <)

olarak bulunur. x = %7 i¢in seri f{x) fonksiyonunun degerine degil de, f{x) fonksiyonunun sagdan
ve soldan aldig1 degerlerin aritmetik ortalamasina, yani yukarida buldugumuz gibi sifira yaklasir.
x = %7 i¢in serinin her terimi sifirdir. f{—7) = f{nr) =0

Simdi (-x, ) araliginda tanimlanmis 27 periyodlu f{x) = x fonksiyonunun Fourier
katsayilarini ve trigonometrik Fourier serisini Mathematica programu ile bulalim.

Once << Calculus‘FourierTransform‘ komut paketi yiiklenmelidir.

<< Calculus‘FourierTransform*

f=x




X
Fonksiyonun grafigini Plot komutu ile ¢izdirelim.
al = Plot[x + 2 Pi, {x, -3 Pi, -Pi}, DisplayFunction -> Identity];
a2 = Plot[x, {x, -Pi, Pi}, DisplayFunction -> Identity];
a3 = Plot[x - 2Pi, {x, Pi, 3Pi}, DisplayFunction -> Identity]|;
grfk = Show[al, a2, a3, DisplayFunction -> $DisplayFunction,
AspectRatio -> Automatic];
3t
ot

=7, -5 -2.5 1t 2.5 5 7.5
2t
_3 L

flx) = x fonksiyonunun ilk katsayilarin1 FourierCoefficient, FourierCosCoefficient,
FourierSinCoefficient komutlar1 yardimiyla bulalim.

FourierCoefficient[f, x, 0, FourierParameters -> {0, 1/(2Pi)}]

0

FourierCosCoefficient|[f, x, 0, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

0

FourierCosCoefficient|[f, x, 1, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

0

FourierCosCoefficient|[f, x, 2, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

0

a, katsayisi,

FourierCosCoefficient[f, x, n, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

0

dir.

FourierSinCoefficient[f, x, 1, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

2

FourierSinCoefficient[f, x, 2, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

-1

b, katsayisi,

FourierSinCoefficient[f, x, n, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

2 (-1)"

n

bulunur. f{x) = x fonksiyonunun trigonometrik Fourier serisini bulabilmek i¢in
FourierTrigSeries komutunu kullanacagiz. Seri agiliminin ilk terimi,

FourierTrigSeries|[f, x, 0, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

0

bulunur. 1k iki terim toplamu,

FourierTrigSeries[f, x, 1, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

2 Sin[x]

seklindedir. n = 1,2,...1i¢in seri toplamini elde edebiliriz

FourierTrigSeries|[f, x, 2, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

2 Sin[x] - Sin[2 x]

FourierTrigSeries[f, x, 3, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

2
238in[x] - Sin[2 x] + 3 Sin[3 x]

Fourier Kosinus Ve Fourier Sinus Serileri



Tek Ve Cift Fonksiyonlar
Bir f{x) fonksiyonu (—a,a) araliginda
1. fl—x) = —f(x) ise, f{x) fonksiyonuna tek fonksiyon denir ve

I fx)dx =0

dir. Ornegin, x3, x> — 3x3,sinx, tan 3x. .. fonksiyonlar tek fonksiyondur.
2. fl—x) = flx) ise, f{x) fonksiyonuna ¢ift fonksiyon denir ve

]iﬂx)dx =2 j.f(x)dx
a 0

dir. Ornegin, x*, 2 x° + 4x% + 5,cosx,e* + e, ... fonksiyonlar ¢ift fonksiyondur.
Fourier Kosiniis Serisi
f(x) fonksiyonu ¢ift fonksiyon ise, Fourier katsayilart,

ap = % Iﬂx)dx , ap = % Iﬂx) cosnxdx , b, =0
0 0
olarak bulunur. Cift fonksiyonun Fourier serisi,

o0
fx) = % +Z a, COSnx
n=1

seklindedir. Bu seriye Fourier kosiniis serisi denir. Cift fonksiyonun Fourier serisinde yalniz
kosiniis terimleri ( veya kosiniis terimi olarak alabilecegimiz bir sabit) bulunur.
Fourier Siniis Serisi
f(x) fonksiyonu tek fonksiyon ise, Fourier katsayilari,

ap=0 , a,=0 , bn:%J.f(x)sinnxdx
0

olarak bulunur. Tek fonksiyonun Fourier serisi,

fx) =Z b, sinnx

n=1

seklindedir. Bu seriye Fourier siniis serisi denir. Tek fonksiyonun Fourier serisinde yalniz siniis

terimleri bulunur.
Ornek 1.3: (-, ) araliginda,

-1, -w<x<0
fix) = 1, O<x<nm
0, x=0,x=+x

seklinde tanimlanan 27 periyodlu fonksiyonun Fourier serisini bulunuz.

Coziim 1.3: f{—x) = —f(x) esitligi saglandigindan, f{x) fonksiyonu tek fonksiyondur (orijine

gore simetrik). Buna gore Fourier serisi,

fx) ZZ b, sinnx

n=1

seklinde olmalidir. Fourier katsayilari,

1.3.1

1.3.2



ap =0 a, =0

0 0, ift i
I 1.sinnxdx = %(1 — (_l)n) _ { n ¢1It 1S€
0

4 .
-, ntekise

b, =

Ao

olarak bulunur. O halde f{x) fonksiyonunun Fourier seri agilimi,

flx) = X (sinx + Sin33x +ot smgin_—ll)x +...)
bulunur.

Ornek 1.4: (Sekil 1.2) de verilen (-, ) araliginda tammlanmis 27 peryodlu f{x) = |x|
fonksiyonunun Fourier serisini bulunuz.

fx)
A

291 9Jr gr 291

A

X

(Sekil 1.2)

Coziim 1.4: f{—x) = f(x) oldugundan, f{x) fonksiyonu ¢ift fonksiyondur (O, eksenine gore
simetrik). f(x) = x fonksiyonunu (0, ) araliginda kosiniis serisine agalim.

o0
x| = % +Z a, COSnx
n=1

olacaktir. Fourier katsayilari,
T

ao:%jxdx:n

0

] 0, n ¢ift ise
an = % Ixcosnxdx= #[(—1)"—1] = 4 n=2k+1
0

T = 1,2,

olarak hesaplanir. Boylece;

=L -4 (cosx+ cos3v |, Cosk+ D)x +>

2 7 3T (Qk+1)?
elde edilir. Bu seride x = 0 igin f{0) = 0 oldugundan,

2 _ 1 1
T —8<1+ 9t 35 +>
esitligi bulunur.

f(x) fonksiyonunun grafigini ¢izerek, Fourier katsayilarini ve trigonometrik Fourier serisini
Mathematica paket programi ile hesaplayalim.

<< Calculus‘FourierTransform*

f = Abs|x]

Abs[x]

b1 = Plot[Abs[x + 2 Pi], {x, -3 Pi, -Pi}, DisplayFunction -> Identity];

b2 = Plot[Abs|x], {x, -Pi, Pi}, DisplayFunction -> Identity];



b3 = Plot[Abs[x - 2 Pi], {x, Pi, 3Pi}, DisplayFunction -> Identity];
grfk = Show[b1, b2, b3, DisplayFunction -> $DisplayFunction, AspectRatio ->

Automatic];
|
0.5

-7.5 -5 -=2.5 2.5 5 7.5

Siniis seri acilimindaki katsayilar sira ile,

FourierSinCoefficient[f, x, 1, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]
(l)TourierSinCOefﬁcient[f, X, 2, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]
(l)TourierSinCOefﬁcient[f, X, n, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

(s)eklindedir. Goriildigi gibi b, katsayilar1 0 dir. Buradan seri agiliminda siniislii terim

olmadigin1 anliyoruz. Kosiniis seri acilimindaki katsayilar sira ile,

FourierCosCoefficient|[f, x, 0, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

Tt

2

FourierCosCoefficient|[f, x, 1, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]
4

s

FourierCosCoefficient|[f, x, 2, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]
0
FourierCosCoefficient|[f, x, 3, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

A
9
dir. a, katsayist,
FourierCosCoefficient|[f, x, n, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]
2 (-1+(-1)"

n

olarak bulunur. Trigonometrik Fourier serisinin terim terim toplami agsagidaki gibidir.
FourierTrigSeries|[f, x, 0, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

T
2
FourierTrigSeries|[f, x, 1, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

7T 4 Cos[X]

2 T

FourierTrigSeries[f, x, 2, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

7T 4 Cos[x]

2 7T

FourierTrigSeries|[f, x, 3, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]



7T 4 Cos[x] 4 Cos[3x]

2 T 97

FourierTrigSeries|f, x, 5, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

7T 4 Cos[x] 4 Cos|[3 x] 4 Cos[5 x]

2 7T 9 25

Yarim Aralikta Fourier Siniis ve Fourier Kosintis Serileri

Bir yarim aralikta Fourier siniis veya kosiniis serisinde sadece siniis terimleri veya sadece
kosiniis terimleri bulunur. Bir fonksiyona yarim aralikta karsilik gelen Fourier serisi istenirse,
fonksiyon genel olarak (0,7) araliginda tanimlanir ve tek veya ¢ift olarak siniflandirilir. Boylece
araligin diger yarisi olan (-r,0) aralifinda da tanimlanmais olur. Verilen araliga gore Fourier

katsayilarini bulalim.
I. (-, ) araliginda Fourier agilim1 i¢in Fourier katsayilari,

ap = # Iﬂx)dx

an = % Iﬂx) cos nxdx

-

% j f(x) sinnxdx

by

formiilleri ile hesaplanir. Eger f(x) ¢ift fonksiyon ise, yine (—z,7) araliginda n = 1,2,...igin

Fourier katsayilar1 ,

an = % f(x) cos nxdx,
b, =0,
olacaktir.
Eger f(x) tek fonksiyon ise , (—r, ) araliginda n = 1,2,...i¢in Fourier katsayilari,
ap =0,
a, =0,

by = % I f(x) sin nxdx,
0

olacaktir.

I1. Eger verilen fonksiyonun (0, 27) araligindaki Fourier seri ag¢ilimi isteniyorsa, Fourier

katsayilari,



ao

2r
1
> J' fx)dx
0
2r

an = % _[f(x) cos nxdx

0
2n

b, = % _[ f(x) sinnxdx
0
olarak bulunur.
IIL. Aralik (0,2L) oldugu zaman, Fourier katsayilarini bulmak i¢in £ = 2= degisken
degistirmesi yapilir. Bu durumda ¢(&) = f{x) ve 0 < & < 27 alinarak,

#(E) = ao +Z (ancosné + b, sinné) 133

n=1

bulunur. Burada,

an

2r
L | 4. cos(né).de
0

27
b= 3 | 9(&).sin(n). dg
0

seklinde tanimlanmaktadir. § = Z* ifadesini (1.3.3) denkleminde yerine yazdigimizda, Fourier
katsayilari,

2L
_ 1
ao = 57 jﬂx)dx
0

2L
-1 nrx
an = 7 jf(x).cos 7 .dx
0

2L

1 - X

7 If(x).sm 7 .dx
0

b

ve boylece Fourier serisi

fix) = ao+3 (ancos 25 + b, sin 22X )

n=1

olarak bulunur.
IV. Aralik (-L, L) oldugu zaman, Fourier katsayilarin1 bulmak i¢in yine & = Z* degisken
degistirmesi yapilir. Bu durumda Fourier katsayilari,



L

1

2L I Sx)dx,
-L

apg =
L
-1 nmx
an =7 If(x)cos T dx,
L
L
_ 1 - NTTX
by, = 7 If(x)sm 17 dx,

L
bulunur. Eger fonksiyon ¢ift ise, Fourier katsayilari,

L
ap = % Iﬂx)dx,
0

L
_ 2 X
an =7 If(x)cos dx,

L
0
b, =0,
fonksiyon tek ise, Fourier katsayilari,
ap =0,
a, =0,

L
_ 2 . ATTX
b, = T If(x)sm T dx,

0

olarak bulunur.

V. Aralik (C,C + 2L) ise, Fourier katsayilari,
C+2L

- L
aop = 27 I f(X)dX,
C

C+2L

_ 1 nmx.
an = 7 I f(x) cos T dx,
c

C+2L
1 . NTX
T I flx) sin T dx,
C

by

seklinde hesaplanir.

Ornek 1.5: (0, ) araligindaki f{x) = x? fonksiyonunun Fourier siniis ve Fourier kosiniis seri
acilimlarini bulunuz.

Coziim 1.5:

i) fx) = x? fonksiyonunun orijine gore simetrigini alarak (-z,0) araligina uzatirsak, (-r, )

araliginda 27 periyodlu tek fonksiyon elde etmis oluruz. Bu fonksiyonun Fourier katsayilari,

T n’n
0
oldugundan, Fourier siniis serisi,
¥2 = 2ﬂ<smx _ sin2x _ sin3x _) _ ﬁ(smx _ sin3x +>
1 2 3 T 13 33

seklindedir. Goriildiigii gibi x = 0, x = 7 de fonksiyonun ve serinin degeri sifirdir. (x = 7




stireksizlik noktasi )
ii) f(x) = x? fonksiyonunun Oy eksenine gore simetrigini alarak (-z,0) arali§ina uzatalim.
Fonksiyon ¢ift oldugundan, Fourier kosiniis serisine agilir. Fourier katsayilari,

/a

ao:%ijdxzz?)i , anz%I)czcos;wcczbc:(—1)”;—2 , bn=0
0

0
seklinde bulunur ve Fourier serisi,

2 _ x? - n COSNX
X = T +4 Z (—1) n—2
n=1
olarak elde edilir. x = 0 i¢in serinin toplami1 f{0) = 0 oldugundan,
7[_2 =1-= l + l — L +
12 4 9 16 7
olarak bulunur.

Kompleks Fourier Serileri

Fourier serisinde, trigonometrik fonksiyonlar yerine tlistel kompleks eslenik fonksiyonlari
kullanarak seri acilimlarini basitlestirebiliriz.

_ Qo :
fix) = > +Z (a,cosnx + b, sinnx) 1.4.1
n=1
Fourier serisini iistel sekle getirmek igin,
e™ = cosnx + isinnx 1.4.2
e™™ = cosnx — isinnx 1.4.3
degerlerini kullanalim. (1.4.2) ve (1.4.3) denklemlerini taraf tarafa toplar ve 2 ile bolersek,

cosnx = %(e"”x + e7m) 1.4.4
elde ederiz. (1.4.2) ve (1.4.3) denklemlerini taraf tarafa ¢ikarir ve 2i ile bolersek,
: — L inx _ ,—inx
sinnx = - (e e ") 1.4.5
buluruz. Buradan % = —j ifadesini kullanarak,
ancosnx + b, sinx = %an(ein" + e ) + %bn(e"”x — ei™)
_ L 7 inx L ; —inx
=5 (an — iby)e™ + > (an + iby)e
buluruz. Burada,
_ n—iby _ ntiby
Cn = 3 ve ¢, = 3 1.4.6

yazarsak,
a,cosnx + b, sinx = c,e™ + c_,e” "™

esitligini elde ederiz. Boylece co = 5~ diyerek, (1.4.1) trigonometrik Fourier serisinin kompleks
sekli,

fx) = co +Z (che™ + c_,e™™) 1.4.7

n=1
haline gelir. Burada ¢, ve c_,, (1.4.6) ile verilen a,, b, degerlerine baglh katsayilardir. Son
olarak, (1.4.7) serisi,

[ -1
fx) = co +Z cpe™ +Z c_ e’ 1.4.8
n=1 n=-o0



seklinde yazilarak,

fx) =2 che™
A n=04+1,42,...

= = } fx)e ™ dx

elde edilir. Burada.f{x) fonksiyonuna, kompleks Fourier serisi ve ¢, ye ise f{x) fonksiyonunun
kompleks Fourier katsayisi denir.
2L periyodlu bir fonksiyon i¢in kompleks Fourier serisi ve kompleks Fourier katsayzsi,

o0
f(X) ZZ Cneinn:x/L

n=—00

L
Cp = i If(x)e—inﬂx/de
-L

n=0,%£1,£2,...

seklindedir.
Ornek 1.7: f(x) = e*, -7 < x < w ve fix + 2x) = f{x) olarak tanimlanan f{x) fonksiyonunun
kompleks Fourier serisini bulunuz.

Coziim 1.7: (1.4.9) formiillerinden kompleks Fourier katsayzsi,

Ccp = L I exe—inxdx _ L 1 i e(l—in)x 7|Z
n 2r 1 —in o
-

bulunur. Burada ¢, katsayisinin pay ve paydasini 1 + in le ¢arpar ve
einﬂ: — e—inﬂ — (_l)n
esitligini kullanirsak,
_ 1+in n
e = S LI C1yrer - e )
buluruz. Son olarak 2 sinh ifadesml kullanarak f{x) fonksiyonunun kompleks Fourier serisini,

SlIlhﬂ.' 1+ m
X 1)” mx T < <
e E -1 L1 in? (—r<x<m

seklinde elde ederiz.

f(x) fonksiyonunun kompleks Fourier katsayilarini ve tistel Fourier seri agilimini
Mathematica paket programi ile bulalim.

<< Calculus‘FourierTransform*

f = Exp|x]

X
e

c1 =Plot[Exp|x + 2 Pi], {x, -3 Pi, -Pi}, DisplayFunction -> Identity];

c2 = Plot[Exp[x], {x, -Pi, Pi}, DisplayFunction -> Identity];

¢3 = Plot[Exp|x - 2Pi], {x, Pi, 3Pi}, DisplayFunction -> Identity];

grfk = Show|cl, c2, ¢3, DisplayFunction -> $DisplayFunction, AspectRatio ->
Automatic];

1.4.9

1.4.10



n=0,1,2,... i¢cin kompleks Fourier katsayilari,
FourierCoefficient|[f, x, 0, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]
—e e

27
FourierCoefficient|f, x, 1, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

(5 - 1) sinhpn]

T
FourierCoefficient[f, x, 2, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

(L - %) Sinh([r]

(€3}

7T
FourierCoefficient[f, x, n, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]
(-1)"Sinh[]

(1+1in)rx

seklinde bulunur. Kompleks Fourier seri agilimini bulabilmek i¢in FourierSeries komutunu
kullanalim,
FourierSeries|f, x, 0, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

27
FourierSeries|[f, x, 1, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]
e e (%7—;)e’jXSinh[ﬂ} (%Jr%)erSinh[ﬂ]

271 7T 7T

FourierSeries|[f, x, 2, FourierParameters -> {-1, 1/(2Pi)}]

) (5-3) e*sirnin] ) (2 +) e*sirhir] ) (£-2) e**simin] ) (3

27 s s s

—e”+ "

olarak bulunur.

. 1, 0<x<1 ) )
Ornek 1.8: f(x) = * ( periyod 2L = 2 ) fonksiyonunun kompleks
0, 1<x<?2
Fourier serisini bulunuz.

Coziim 1.8: Fourier katsayilari,



c+2L
_ L —innx/L
Y I fx)e dx

L =1 ve ¢ = 0 alinarak,

Cn

1 2
L —inmx —inmx
3 |:J. (1)e ™™ dx +I (0)e ™" dlx
0 1
1

% J. e—inn:xdx
0
1

_ —inmx1!
- 2inm [ o
_ 1 _ pinm
- 2inr (=)

bulunur. ¢, katsayisi, n = 0 igin ¢y = % seklinde belirsiz bir ifade vermektedir. Bu bakimdan ¢y
degeri i¢in n = 0 verilerek yeniden hesaplanirsa,
c+2L

1 - _ 1
o = 5 do 3L J.f(x)dx

olup,L = 1vec = 0igin

2
(1)dx + j (0)dx

1

1
2

S — = o

= =

bulunur. Oyleyse verilen f{(x) fonksiyonunun Kompleks Fourier serisi,

Ax) :Z 1 (1- e—inn)einnx

2inm
olarak gosterilir veya,

e " = cosnrw —isinnw = (=1)"
esitligi kullanilirsa,

2inm

f) =7 S [1 = (1) e
bulunur.(n = 0 i¢in e”* in katsayisi olarak ¢ = % aliacak)

flx) fonksiyonunun kompleks Fourier katsayilarint ve Fourier serisini Mathematica programi
yardimi ile bulalim.

<< Calculus‘FourierTransform*

f=If[0<x<1,1,0]

Iflo0<x<1,1,0]

FourierCoefficient|[f, x, 0, FourierParameters -> {0, 1}]

1
2

FourierCoefficient|[f, x, 1, FourierParameters -> {0, 1}]



s
FourierCoefficient|[f, x, 2, FourierParameters -> {0, 1}]

0
FourierCoefficient[f, x, n, FourierParameters -> {0, 1}]

i(-1+ (-1

2Nt

Fourier serisi,
FourierSeries|[f, x, 0, FourierParameters -> {0, 1}]

1
2

FourierSeries|[f, x, 1, FourierParameters -> {0, 1}]

1 I-Le—ZJLNX I-L(EZILHX

Bl _
2 7T 7T

FourierSeries|[f, x, 2, FourierParameters -> {0, 1}]

je—2lﬂx jGZLNX

1
Bl _
2 T s

seklinde bulunur.

Fourier Integralleri Ve Fourier Donlisumleri

Fourier serileri, Dirichlet kosullarini saglayan periyodik fonksiyonlar1 igeren ¢esitli
problemlerin ¢ézlimiinde giiglii bir aragtir. Birgok mekanik ve elektrik sistemlerde genel
periyodik karisikliklara yanit bulmay1 olanakli kilar. Diger yandan, gii¢ ya da voltaj iceren birgok
problem (mekanik - elektrik sistemleri v.s.) periyodik degildir. Bu tiir fonksiyonlar i¢in Fourier
serisini kullanamay1z. Fakat verilen bir periyodik fonksiyonun periyodu sonsuza gittiginde,
serinin yaklastig1 limitini (eger varsa) inceleyerek, periyodik olmayan fonksi- yonlarin uygun bir
gosterimini elde edebiliriz. Bu tiir problemleri ¢6zmek i¢in Fourier integralini kullanacagiz.
Fourier integrali, elektrik kominikas- yonunda, bazi integrallerin hesaplanmasinda ve kismi
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilir. Bu boliimde Fourier integrallerinin bulunmast,
kompleks Fourier integrali, tek ve ¢ift fonksiyonlar i¢cin Fourier integralleri incelenmistir. Fourier
doniisimlerinin elde edilisine, Fourier siniis ve kosiniis doniistimlerine yer verilmistir. Ayrica
verilen bir fonksiyonun Fourier doniisiimiiniin bulunmasinda Mathematica paket programindan
da yararlanilmistir.

Fourier Integralinin Bulunmasi
flx + L) = flx) fonksiyonunda, L — oo i¢in , yani (L peryodu sonsuza giderse) f{x)
fonksiyonunun periyodikligi ortadan kalkar. O halde Fourier serisini bdyle problemlerin
¢dziimiinii igerecek sekilde genisletmeliyiz. Ornegin,
—% <x< % icin f{lx) = e™ ve flx + L) = f(x) ile tanimlanan L periyodlu fonksiyonda, L
periyodu sonsuza giderse, bu fonksiyon periyodik olmaz.

O halde f{x + L) = f(x) periyodik fonksiyonunun

_ ao 2nwx. . 2nmx.
fx) = > +Z (ancos 7 + b, sin 7 2.1.1

n=1

Fourier serisini gdzoniine alalim. Burada,



C+L

-2
ao = ¢ Iﬂx)dx 2.1.2
c
C+L
-2 2nmx.
an =% Iﬂx)cos 7 dx 2.1.3
c
C+L
-2 . 2nwx
b, = T Iﬂx)sm 7 dx 2.1.4
c
katsayilarinda C yi -% alirsak,
L2
ap = % j fx)dx 2.15
L2
L2
a, =2 j Sx) cos 21X gy 2.1.6
L2
L2
-2 . 2nwx.
by = 2 [ Awsin LY gy 2.1.7

—-L/2

elde ederiz, U, = 2% alir ve a,_a, , b, katsayilarini f{x) fonksiyonunda yerine yazarsak,

L2 % L2
-1 2
fx) = T .[f(v)dv+ 7 Z cos Uy,x J.f(v)cosUnvdv
-L2 n=1 -L2
L2
+sin Uy,x J.f(v)sinUnvdv 2.1.8

L2
buluruz. U, — U, = AU, dersek, AU, =2L—” yazilir. Boylece istedigimiz formiil,

L2 o L2
fx) = % I fv)dv + % Z cos U, xAU, I fv)cos Upvdv
-L/2 n=1 -L/2
L2
+sinUnAUy [ f00) sinUyvay 2.1.9

-L/2

seklinde elde edilir. Bu formiil sonlu istenildigi kadar biiyiik L ler i¢in gegerlidir. L yi sonsuza
gotiiriirsek, f{x) fonksiyonunun periyodikligi ortadan kalkar. O halde,

I |fix)|dx integrali varsa (L sonsuz i¢in)

—00

L2
L [ Av)av integrali sifira gider. Ayn zamanda AU, =2& de sifira yaklasacagindan (2.1.9)

L2
daki integralin sinirlar1 0 — oo a olup belirli bir integrali gosterecektir. O halde aradigimiz
formiil,

fix) = % I |:cosux Iﬂv) cosuvdv + sinux Ij(v) sinuvdv:|du 2.1.10
0 - -

00 00

seklinde olur. Burada ,



A(u) =J' f(v) cosuvdv

ve
B(u) =I Sv) sinuvdv
alinirsa,

o) = %

[A(u) cosux + B(u) sinux|du

S =38

integrali elde edilir. Bu integrale f{x) fonksiyonunun Fourier Integrali denir.

Fourier integralinin Kompleks Sekli

Fourier integralini kompleks formda yazabilmek i¢in (2.1.10),

fix) = % I |:cosux _[ fv) cosuvdv + sinux If(v) sinuvdv:|du

0
has olmayan integralini,

—00 —00

fx) = % IJ fv)[cosuxcosuv + sinux sinuv]dvdu
0—©
bi¢ciminde ¢ift katli has olmayan integral seklinde yazabiliriz. Burada,
cos(ux — uv) = cosu(x —v) = coSuxcosuy + sinuxsinuyv
esitligini (2.2.2) denkleminde kullanirsak,

fx) = % I |:If(v)cosu(x—v)dv:|du

0

—00

formiiliinii elde ederiz. Burada cosu(x — v) u degiskenine gore ¢ift fonksiyon oldugundan ,

fix) = ﬁ I |:Iﬂv)cosu(x—v)dv:|du

yazilabilir. Benzer olarak sinu(x — v) tek fonksiyon oldugundan,

o0

fx) = i I |:If(v)sinu(x—v)dv:|du =0

—0 —

yazilabilir. (2.2.4) ve (2.2.5) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

fx) = ﬁ T |:Tﬂv)ei“(x‘v)dv:|du

—00

elde edilir. Buna f{x) fonksiyonunun Fourier integralinin kompleks sekli denir.

(2.2.6) ya esdeger olarak, e™™™) yerine trigonometrik degeri yazilirsa, f{x) fonksiyonunun

trigonometrik ifadesi,

fx) = % I |:Iﬂv)cosu(x—v)dv:|du
0

—00

seklinde elde edilir.

2.1.11

2.1.12

2.1.13

2.2.1

222

223

224

225

2.2.6

2.2.7



Fourier Teoremi

f(x) fonksiyonu, herhangi sonlu bir aralikta pargali siirekli, araligin her noktasinda sagdan ve
soldan tiirevlenebilir olsun ve

o0

[ 1)
integrali bulunsun. Bu durumda, f{x) fonksiyonu (2.2.7) Fourier Integrali ile gosterilebilir.

Buna karsilik f{x) fonksiyonunun siireksizlik noktalarinda , f{x) fonksi- yonunun (2.2.7)
Fourier Integrali, f{x) fonksiyonunun sagdan ve soldan li- mitlerinin aritmetik ortalamasina
yakinsar.

Bu teoremi daha agik soyle ifade edebiliriz:

f(x) fonksiyonu her sonlu aralikta Dirichlet sartlar1 sagliyor ve (—oo, ) araliginda mutlak
integrallenebilir bir fonksiyon ise (2.2.7) Fourier integrali, f{x) fonksiyonunun siirekli oldugu her
yerde f(x) degerine ve siireksiz oldugu noktalarda ise sag ve sol limitlerinin aritmetik
ortalamasina esittir. Yani her x i¢in,

fix+0) ;ﬂx -0) = % II fv) cosu(x — v)dvdu

O—KX}

esitligi saglanir. Bu teoreme Fourier teoremi denir.

Ornek 2.1:
I, <1
X) =
A { 0, [xl>1

olarak tanimlanan fonksiyonun Fourier Integralini bulunuz.
Coziim 2.1: Once genel formiildeki 4(u) ve B(u) degerlerini hesapla- yalim. Bunun i¢in ,

0 1

I
A(u) = I fv)cosuvdv = I cosuvdv = %sinuv |
5 5 -1

= L(sinu—sin(-w)) = L (sinu— (~sinw)) = 25104

ve benzer olarak,
1

B(u) :I fv) sinuvdv = I sinuvdv = 0

= -1

elde edilir. Bu degerler,
Sy =L j [A(u) cos wx + B(u) sinux]du
0
formiiliinde yerine yazilirsa,

fo) = 7

[2% cosux + Osinux]du

Sinu cos ux
S du

Ao

S =8 O = 8

bulunur.
f(x) fonksiyonunun x = *1 noktasindaki ortalama degeri,

_ 140 _ 1



olur. Boylece Fourier integrali teoremine gore,

fx) = % J' sinugosux du
0
formiiliinde f{x) fonksiyonunun yukaridaki degerini yerine yazarsak,

, —1l<x<ligin

o0
sinu cos ux _ _ .
I S du = , x = %1 i¢in

oS &y o

0 , x<-l,x>1igin

integralinin degeri bulunmus olur. Bu integrale Dirichletin Siireksizlik Faktorii denilmektedir.
Ornek 2.2: Ornek (2.1) i su sekilde ¢oziilebiliriz. (2.2.7) formiiliinden,

fx) % I |: f(v)cosu(x—v)dv:|du
0

© 1

% I Icosu(x—v)dv du

—00

0 -1

L (sinuCe + 1) = sinu(x - 1))du

2 Sinu cos ux
T u du

o'—'SO'—;S

bulunur. Verilen f{x) fonksiyonunun, x = ¥1 noktasindaki ortalama degeri,

_ 140 _ 1
oldugundan Fourier teoremine gore f{x) fonksiyonunun Fourier integralinde ayn1 sonucu buluruz.

Ornek 2.3: (2.1) 6rneginden faydalanarak

sinu _ =
| Shtdu= %

0
oldugunu gosteriniz. )
Coziim 2.3: Bunun i¢in, Ornek 2.1. de buldugumuz,
fx) = % J‘ sinuflosux du
0
formiiliinde, 6zel olarak x = 0 alirsak,

f0) = 2 [ sinw g,
0

buluruz. f{0), f(x) fonksiyonunun tanimindan,

f(0)=1’2Ll:1

dir.O halde aradigimiz ¢6ziim,

sinu du =1

2
T u

S = 8

veya



o0
sinu _
o du 5

0

olarak bulunur.

Tek ve Cift Fonksiyonlar igin Fourier  integrali

Cift Fonksiyonun Fourier Integrali
f(x) fonksiyonunun ¢ift olmasi halinde,

A(u) =2 Iﬂv) cosuvdy 2.4.1
0
ve
B(u) = 0 2.42

olur. Buna bagli olarak Fourier integrali de,

f) = L | AGu) cosuxdx 2423

S =38

olarak bulunur.
Ornek 2.4: f(x) = e , a > 0 fonksiyonunun Fourier integralini hesaplayiniz.
Coziim 2.4: f{x) = e = f[-x) = e = f(x) = f{—x) oldugundan, fonksiyon ¢ift
fonksiyondur. O halde B(u) = 0 dir.

A(u) =2 j e cosuvdv
0
ifadesine iki kez kismi integrasyon uygulanirsa,

0 t
A(u) =2 I e cosuvdv = 2 lim I e ¥ cosuvdv

-0

0 0

{ e =_(=>-e"dv=dl
=

cosuvduv = dw = w = Lsinuv

t t
. _ . e v . t a DT
= 2 lim I e cosuvdv =2 lim o sinuy |+ I e ¥ sinuvdv
{00 >0 0

0 0
II. kismi integrasyonla ,

{ e = ¢ = —edy = df
=

sinuvdv = dw = w = —L cosuv

t
t
. —-av —av 2
= 2lim | & —sinuv - 2 —cosuv | - J. cosuve dvy
t—0 u 0 u
0
t t
. . 2 -av -av
2 lim I e @cosuvdv = 2 lim TR |:eTsmuv— ae—czosuvi|}
>0 u-+a u
{00 0 0
Au) = —24

2, 2
u-+a
bulunur. Bu deger f(x) fonksiyonunun Fourier integralinde yerine yazilirsa,



_ x| — 2a COS Uux
Sy = et = 3 [ cosun g
0
elde edilir. Boylece,

— 8

coSux — T ,-apx|
2 du 2a
0
integralinin degeri bulunmus olur.
Tek Fonksiyonlarin Fourier Integrali
f{x) fonksiyonunun tek fonksiyon olmasi halinde,
A(w) =0 2.4.4

veE

B(u) =2 I fv) sinuvdv 245
0
olup buna bagli olarak da f{x) fonksiyonunun Fourier integrali de,

fix) = % I B(u) sinuxdx 2.4.6
0
olarak bulunur.
Ornek 2.5: Ornek(2.4)teki fix) = e (x > 0 igin) fonksiyonun
fl—x) = —flx) tek fonksiyon olarak tanimlanmasi halinde,
A(u) =0

olur ve

B(u) =2 I e~ sinuvdy
0
has olmayan integralden iki kez kismi integrasyon uygulamakla,

2u
B(u) =
W) u? +a®
bulunur. Bu deger,
-1 :
fx) =+ IB(u) sin uxdu
0
formiiliinde yerine yazilirsa,
_ 1 2 -
fx) = = I % faz sinuxdu
0
elde edilir. Buradan da,
usinux g
I aal du = 7e

0
integralinin degeri hesaplanmis olur. Burada elde edilen,

0
cosux — U ,-alx|
I 2 2 du 2a €
u-+a
0
Ve



o0

u sinux
— —du= L
J' u? + a? 2
0
integrallerine Laplace integralleri denir.

Fourier Donusumleri
Fourier doniistimleri belirli integralin hesabinda, serilerin toplanmasinda, frekans spektrumun
belirlenmesinde (elektrik tekniginde) ve diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinde kullanilir. Biz
burada sadece serilerin toplanmasi ve belirli integrallerin hesaplanmasi lizerinde duracagiz.
Ayrica Fourier doniisiimlerinin Mathematica paket programui ile hesabina yer verecegiz.
Fourier Dontistimlerinin Bulunmasi
Fourier integralinin kompleks sekli,

Aﬂx)z-%; j [Iuﬂwemwwvadu 25.1

—00 —00

dir. Bu integrali agsagidaki sekilde yazabiliriz:

fx) = i T]: fv)e™ e ™ dvdu

—00—00

# T eiux|: Tf(v)e‘iuvdv:|du 2.5.2

—00

Burada,

1 .
F(u v)e "y = X 253
W = = j ) )]
seklinde tanimlanan F(u«) fonksiyonuna , f{x) fonksiyonunun Fourier doniisiimii denir ve bu
integral dontisimi Ff(x)] ile gosterilir. x degiskeninin tiim reel degerleri i¢in tanimlanan f{x)
ana fonksiyonu (orijinal fonksiyon), reel veya kompleks olabilir.

F'[F(u)] sembolii ise, ters operatordiir.

2r

f(x) fonksiyonuna da F(u) fonksiyonunun Ters Fourier Doniistimii denir. (2.5.3) ve (2.5.4)
formiillerine Fourier doniisiim ¢ifti denir.

Orneklere gegmeden 6nce Mathematica programinda Fourier déniisiimii, Fourier siniis ve
Fourier kosiniis doniisiimii ve ters Fourier doniisiimii i¢cin kullanilan komutlar1 verelim.

fay = == [ Fwedu = 7 [F(u)] 2.5.4

FourierTransform|[expr,x,u] expr nin Fourier doniistimii
InverseFourierTransform|[expr,u,x] expr nin ters Fourier doniistimii
FourierSinTransform[expr,x,u] Fourier siniis doniistimii
FourierCosTransform|[expr,x,u] Fourier kosiniis doniisimii

InverseFourierSinTransform[expr,u,x] Ters Fourier siniis doniisiimii
InverseFourierCosTransform|[expr,u,x] Ters Fourier kosiniis dontlisiimi

Ornek 2.6: f(x) = k fonksiyonunun 0 < x < a ve f{x) = 0 iken Fourier doniisiimiinii
bulunuz.
Coziim 2.6: (2.5.3) Fourier doniisiimii formiiliinde, verilen araliklarin kullanirsak,



L[ s k(e —1 k(1 —e™)
F(u) = ke ™ dx = - =
) V27 I V27 ( —iu ) ius2m
0

elde ederiz. Bu ise bize Fourier doniisiimiiniin genelde kompleks degerli bir fonksiyon olacagini

gosterir.
1, x|<T
Pr(x) = x|
0, xl>T

Ornek 2.7:
fonksiyonunda 6zel olarak 7 = 1 alinarak bulunan,
1, k<1
fx) =
0, [x>1
fonksiyonunun Fourier dontigiimiinii bulunuz.

Coziim 2.7: (2.5.3) Fourier doniisiimii formiiliinden,

© 1

F(u) = —1/;_7[ I fe™dy = 1 I e""dy

bulunur ve e = cosuv — isinuv oldugundan,
1 1

1 i .
F(u cosuvdy — sinuvdv
) 2 '[ f2n J.

-1 -1

1 1 1 . 1

= L Llgnw | + —L—Lcosuv |

2z ! = Jar ¥ =

e -1

;ﬂ [ Sigu _ S’ngl_”) + %(cosu— (cos(—u)):|
1 sinu sinu
+ +0
1 o) sinu

Sor o

_ [2 sinu
T U

elde edilir. Ozel olarak # = 0 alinirsa,

Fy = |2
bulunur.

f(x) fonksiyonuna uyguladigimiz Fourier doniisiimiinii Mathematica paket programi ile de
bulalim. Once fonksiyonu tanimlayalim.

<< Calculus‘FourierTransform*

f=If[-1<x<1,1,0]

Ifl-1<x<1,1,0]

f(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii FourierTransform komutu ile,

FourierTransform|[f, x, u]

\/i Sin[u]

u

olarak buluruz.



. , x<0 . .
Ornek 2.8: u(x) = * 0 birim basamak fonksiyonu olmak iizere,
, x>

fix) = e®u(x),a > 0 fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii bulunuz.
Coziim 2.8:

1 —ax i 1 —(a+i 1 1

F(u) = e We iy = e @iy = -

) mj m_[ m(aﬂu)
0

veya
1 a U
Flu) = —
@) m(a2+u2 la2+u2)
elde edilir.
Ornek 2.9: f(x) = e’ , a > 0 olarak tanimlanan Gauss fonksiyonun Fourier

donilistimiini bulunuz.

Coziim 2.9: F(u) = j e~ gminr gy =I e~a(Prinda) gy integralini <e‘“2/4“e”2/4”> ile carparak,

—00
o0

F(u) = ‘/21’_77: I €7u2/4”€_a(x2+i¥l_x_£l_22)dx

—00
o0
—u24 )2
e I e (50D dx
VN2

buluruz. Burada Ja (x + 44 ) = t doniisiimii yapilirsa,
—u2/4a 1 _ 42
Fu)=e —— | edt/Ja
V2 j Ja
Euler integrali elde edilir. Bu integralin degeri /7 dir. Boylece Gauss fonksi- yonunun Fourier
doniistimii,

f eiax2 _ F u) = 1 efuz/4a

[ ] =P = —=

olarak bulunur.
FourierTransform komutu ile f{x) fonksiyonunun Fourier doniistimiinii bulalim,
<< Calculus‘FourierTransform*
FourierTransform[Exp[-a*x"2], x, u]

W

e 4a
V2 A a
Buldugumuz sonuca InverseFourierTransform komutu ile ters donlisiim uygulayarak

fonksiyonun kendisini elde edelim.
InverseFourierTransform[%, u, x|

—a X2
e

Fourier Kosiniis ve Fourier Siniis Doniisiimleri

fix) = # T |:]?ﬂv)eiu(x—v)dv:|du

Fourier integralini alalim,
I. Eger f(x) cift fonksiyon ise ,



cos uxdu I f(v) cosuvdv

0

F.(u) = ‘/; Tf(v) cosuvdy
0

o) =

S = 8

yazilabililir.Burada,

olarak alinirsa,

FF.w)] =fx) = E IFc(u) cosuxdu

0
bulunur. (2.5.6) esitligine Fourier kosiniis doniislimii, (2.5.6) ve (2.5.7) esitliklerinin ikisine
birden Fourier kosiniis doniigiim formiilleri denir.

.. 1, 0<x<l ) .
Ornek 2.10: f{x) = 0 . olarak tanimlanan fonksiyonun, Fourier
) Xz
kosiniis doniisiimiinii bulunuz.

Coziim 2.10:
Fe(u) = ‘/% Iﬂv)cosuvdv

0
1
1 .
= ‘/% Icosuvdv = ‘/% %sinuv | = ‘/% Siy
o 0
olarak bulunur.

Verilen fonksiyona Fourier kosiniis doniisiimii uygulamak i¢in FourierCosTransform
komutunu kullanalim.

f=If[0<x<1,1,0]

Ifl0<x<1,1,0]

FourierCosTransform|f, x, u]

Ji Sin[u]

u

II. Eger f{x) tek fonksiyon ise,

fo) = %

o0

sin uxdu j f(v) sinuvdv

0

Fs(u) = ‘/% Tf(v) sinuvdv
0

S =38

yazilabilir. Burada,

olarak alinirsa,

FUFsw)] =flx) = «/; st(u) sinuxdu

0

bulunur. (2.5.9) esitligine Fourier Siniis doniigiimii, (2.5.9) ve (2.5.10) esitliklerinin ikisine birden

Fourier Siniis doniisiim formiilleri denir.

2.5.5

2.5.6

2.5.7

2.5.8
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2.5.10



1 , 0

olarak tanimlanan fonksi- yonun, Fourier
o

Ornek 2.11: f(x) = {

siniis doniistimiinii bulunuz.
Coziim 2.11: (2.5.9) esitligindeki formiilden, f{x) fonksiyonunun Fourier siniis doniistimii,

Fi(u) = «/% Off(v) sinuvdv

0
! 1
= ‘/% I sinuvdv = ‘/% (—%cosuv |> = ‘/% (—1 _5OS“>
0
0
olarak bulunur.

f(x) fonksiyonuna FourierSinTransform komutu ile Fourier siniis doniisiimii uygulayalim.
f=If[0<x<1,1,0]
Iflo<x<1,1,0]
FourierSinTransform|f, x, u]
2 -2 Cos[u]

V2 u

Fourier Déniisiimiiniin Ozelikleri
1) Lineerlik 6zeligi:
a, b sabitler ve F[f1(x)] = F1(u) , F{f2(x)] = F2(u) olmak iizere,

Flafi1(x) + bfa(x)] = aF1(u) + bF»(u) 2.5.11
dir. Gergekten,
Flafi) + b)) = — = j [afi () + bo(x)Je ™ dx
— 1 T —iux 1 f —iux
= NS J;) af1(x)e "™ dx + N ‘[0 bf>(x)e " dx
= aF1(u) + bF,(u)
bulunur.
2)a + 0,a € R olmak iizere, F[f(ax)] = ﬁF(%) dir.
Gergekten,
Flflax)] = \/;_77.' I flax)e ™ dx
-1 [ ~i( 4 Yax
N J flax)e dx 2.5.12

—00
ax = v doniistimil yapalim.
a > 0ise,

o0

Flflax)] = % ;ﬂ J.f(v)e*"(%)vdv

—00

a < 0ise (2.5.12) integrali,

00

1 ~i(ewdv 1 1 —i(% ) g
v)e ta = v)e e v

00



olur. Boylece,

Ffax)] = 1F( ) 2.5.13

elde edilir.
3) Oteleme 6zeligi: F[fix)] = F(u) ise, F[f(x —a)] = e F(u) dir.
Bu 6zeligin dogrulugunu su sekilde gostebiliriz.

1 .
x—a)] = — x—a)e™dx
e =) = 7= jw fax—a)
Burada x — a = v dersek,
f[f(x _ a)] _ 1 —iu(v+a)dv
or -
. 1 .
= plau Ve My
yors j )
bulunur. Boylece
Ffix —a)] = e™F(u) 2.5.14

elde edilir.

5) Tiirevlerin Fourier doniisiimii:

f(x) n defa tiiretilebilir, f{x) ve ' (x) mutlak integrali olan fonksiyonlar olsun. Ayrica f{x) ve
ilk (n — 1) ci mertebeye kadar tiirevleri x - *oo igin sifir ise yani,

lim f™(x) = 0 v=0,1,...(n-1)) 2.5.15

X—oo

dir. Bundan baska, F[f(x)] = F(u) ise f' ™ (x) in Fourier doniisiimii,

FIP ()] = (iu)"F(u)
dir.
a) Once /' (x) fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii gosterelim.

Af @] = = [ feiwax

P
= mﬂx)e i | +iu J_ j fx)e ™ dx
olur. (2.5.15) geregince, ilk terim sifir olup,
FIf (x)] = iu F(u) 2.5.16
bulunur.
b)

FIf' ()] = J;_ﬂ j 1" (e dx

f’(x)eflux | +iu J. f(x)efluxdx

J_ J_

u \/;_77.' J;) f(x)e ™ dx
iuliv F(u)]
(iu)*F(u)

A )]



olur. Buradan n. mertebeden tiirevin Fourier doniisiimii,

FIf"(x)] = (iu)"F(u) 2.5.17
elde edilir.

) (x), f(x), £ (x) diizgiin par¢ali siirekli ve x — oo i¢in fx), /' (x) - 0 fonksiyonlar olsunlar.
/" (x) nin kosiniis ve siniis Fourier déniisiimiinii f{x) ve f'(x) degerlerine bagl olarak
hesaplayalim:

/" (x) fonksiyonuna Fourier kosiniis doniigiimii uygulanirsa,
Felf'(x)] = 1/% If/(x)cosuxdx
0

olur. Burada kismi integral alirsak,

Felf'x)] = Ef’(x) COS UX T +u‘/; If’(x) sin uxdx
0 0

- /%f’(x)cosux | +‘/% uf(x) sinux | —uz‘/% J.f(x)cosuxdx
0 0
0

veya f(x) ve f'(x) fonksiyonlarinin her ikisi de x — oo i¢in sifira yaklasacagindan,

Felf' ()] = ~[f ()], — u?Fe(u) 2.5.18
buluruz. Benzer islemlerlef” (x) fonksiyonunun Fourier siniis dontistimii,
Flf' @] = ulfl)], g — u?Fs(u) 2.5.19

olarak bulunur.
6) Integralin Fourier doniisimii

h _ Fw
f[ I ﬂﬂdf} == 2.5.20
Faltung Integrali
f1(x),f2(x) fonksiyonlari ile tanimlanan
[ fi@ha-ndr = fin) 2521

integraline, (-o0,0) araliginda f1(x) ve f>(x) fonksiyonlarinin Faltungu denir. Simgesel olarak
JSixfo = flx)
seklinde gosterilir.
Eger f1(x) , f2(x) fonksiyonlari,mutlak integrallenebilir ve integral, Lebesgue anlaminda ise
f1 * f> Faltungu var olup, mutlak integrallenebilirdir (biitiin x degerleri igin). integral Riemann
anlaminda ise f1 (x) fonksiyonunun biitiin x degerleri i¢in sinirl1, f>(x) fonksiyonunun mutlak

integrallenebilir olmas1 Faltungun varligi i¢in yeterlidir. O halde fi * f> Faltungu biitiin x
degerleri i¢in siireklidir.

firfs =] A@fG-)dr 2522

Faltung Teoremi
f1(x) , f2(x) fonksiyonlari,mutlak integrallenebilir ve F';(u),f1(x) fonksiyonunun, F»(u) da
f2(x) fonksiyonunun Fourier doniigiimii ise
FIfi(x) * f2()] = F1(u)F2(u)
dir.



Ispat: fi(x) * f>(x) Faltunguna Fourier doniisiimii uygulayalim.

Fli(x) * f2(x)] = (x) * f2(x)]e ™ dx

s Iw 7
= ﬁ IO |:_]if1 (0)fa(x — T)dr:|e"'”xdx

= ﬁ :[Ofl(r)|::[0f2(x—r)e‘i”xdx:|dr

Icteki integral yerine dteleme dzeligini kullanarak,

\é; Ljﬂx—ﬂém%xszXX—ﬂ]=eWU%W)

yazilir. Boylece,

o0

@) * ()] = Jé_n j fi@e ™ Fy(u)dr
= [ﬁ _J;Ofl(r)e"'mdr:|F2(u)
veE
FIfix) x fo(x)] = Fr(u)F2(u) 2.5.23

bulunur. Ters formiil ise

f1(x) * f2(x) = ﬁ j Fi(u)F>(u)e™ du 2.5.24

seklindedir.

Kismi Diferensiyel Denklemler icin
Baslangic Ve Sinir Deger Problemlerinin

Fourier Donusumu lle Cozumleri
Giris
Bu boéliimde, kismi tiirevli diferensiyel denklemler i¢in baslangi¢ ve sinir deger problemlerini
Fourier doniistimii yardimiyla ¢ozecegiz. Buradaki amacimiz, bazi bolgelerin sinirlarinda
diferensiyel denklemin ¢6ziim fonksiyonu i¢in ¢esitli varsayimlar yaparak veya verilerle ¢6zimu
bulmaktir. Once bu béliimde kullanacagimiz iki degiskenli fonksiyonlarin Fourier doniistimlerini
ve Ozeliklerini verelim.
v(x,y) fonksiyonunun,
Fourier doniisiimii,
1 .
v(ix,)] = V(u,y) = —— | v(x,y)e ™ dx 3.1.1
Flv(x,y)] y T I y
Bu doniisiimiin ters doniisiimii,

ve) = = [ Vet 312

seklindedir.



Fourier siniis doniisiimii,

Vi(u,y) = ‘/% I v(x,y) sinuxdx 3.1.3
0
Ters Fourier siniis donlistimii:
_ |2 .
v(x,y) = % I Vs(u,y) sinuxdu 3.14
0
Fourier kosiniis doniisiimii,
_ |2
Ve(u,y) = | 5 J. v(x,y) cos uxdx 3.1.5
0
Ters Fourier kosiniis doniistimii:
_ |2
vx,y) = % I V(u,y) cosuxdu 3.1.6
0
v(x,y) Fonksiyonunun Fourier Déniisiimiiniin Ozelikleri:
i)
f(&) = iuF(v) 3.1.7
ox
oldugunu gosterelim.
f(&> =L [ g =1 e‘i”wi viu—1 ve " dx
Ox J2r I ox J2rn ;V_’_L) J2rn I
0
= uF(v)
i)
62
f(@T‘Z)) = —u’F(v) 3.1.8
oldugunu gosterelim.
82v ) — 1 I 621/ fux — piux 1 & 7 1 T & —iux
.7:( o = o e dx e o o 7!)0 + u—27r J. o € dx
—0 0 —00
. 1 ov i
= iu e dx
V2r - Ox
iul::(v)
= (iu)*F(v)
= —u’F(v)
olur. Buradan n. mertebeden tiirevin Fourier doniisiimii,
ﬂ) — (iu)"
f( 2V ) = (w)'F) 3.1.9
olarak bulunur.
iii)
@) _ 0
f( ) — 2 ) 3.1.10

oldugunu gosterelim.



o0

& — 1 & —iux :i 1 —iux
7(6:) Jpr ot dx azm_jve dx
_ 0
- atf(v)
o"v ) _
a 6t"> Gt”]:(v)
Fourier DOnUsUimunun Kismi Turevli Denk- lemlere

Uygulanmasi
a ve b sabitler olmak iizere, ikinci mertebeden iki degiskenli kismi tiirevli diferensiyel
denklemi,
al¥ + v fi0) SX 4 /) B+ 0 = M)
seklinde alalim.
Bu denklemde x - oo i¢in v - 0 olsun. Ayricax = 0 i¢in v Veya Y tiirevinin degeri

verildiginden, bu verilenler sinir kosullarini olusturur. Boyle bir denkleme Fourier kosiniis veya

siniis dénﬁsﬁmlerinin uygulamasi genel bir ¢o6ziim yontemi verir.

v, g; , a <= fonksiyonlarinin siirekli ve Fourier doniisiimiiniin gerektirdigi kosullar

sagladigini varsayalim.
Daha 6nce gosterdigimiz (2.5.18) ve (2.5.19) esitliklerini kullanacagiz

Flf' 0] = -lf ()] o —u?Fe(u)
Flf' (0] = ulflx)] o — u?Fs(u)

Burada,
fc[v]:Uc fs[v]:Us fcm:Fc f'sl:/]:Fs
gosterimlerini kullanir ve (3.2.1) denklemine Fourier kosiniis doniisiimiinii uygularsak,
o[ Ly |+ o+ 7] 10 L5+ 20) 2 +f3(y>v} - )]
buluruz. Ayrica,

110) 8%+ /) 8+ A0y = [fl 0) L5+ /0) L +f3(y>}
yazar ve
SN (y) +L0) 5 +f3 0 =
diferensiyel operatoriinii kullanirsak, (3 2.2) denklernml,
a}"[g‘z’ }+b}"[v]+ FILv] = F.f]
olarak yazariz. (2.5.18) denklemi kullanilirsa,
a[_<%>x:o - uzUC} +bU, +J. Lv cosuxdx = F

0
olur. y degiskenine gore olan tiirev alma islemi ile x degiskenine gore olan in- tegrasyon islemi
yer degistirebileceginden,

a[—(@) - uzUc} +bU, +LU, = F,
ox x=0

yazilabilir. Benzer sekilde, siniis doniistimiiniin ve (2.5.19) esitliginin (3.2. 1) denklemine
uygulanmasiyla,

3.1.11

3.2.1

2.5.18
2.5.19
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323



a[-u?Us + u(v) o] + bU; + LU, = F 3.2.4

elde edilir.

Boylece x = 0 noktasinda % degerinin bilinmesi ile (3.2.3) denklemi U, ye gore y
degiskenli bir diferensiyel denklem, ayn1 sekilde x = 0 noktasinda v degerinin bilinmesi ile de
(3.2.4) denklemi, U; ye gore adi bir diferensiyel denklem olur.

U; veya U, den biri bulununca, ters doniisiime gecerek v(x,y) ¢6ziimii elde edilir. Eger x,
(—o0,00) araliginda degisirse, x - Foo i¢in v » 0 kosulu ile tistel Fourier doniisiimii kullanilir. Bu
durumda diferensiyel denklem daha genel sekli ile alinabilir.

a , b ve c sabitler, L ise y degiskenine gore lineer diferensiyel operatorii olmak iizere,

a%+b% +cev+lv=f 3.2.5

denklemine Fourier doniisiimiiniin uygulanmasi ve (3.1.9)

f[ﬂ} — (i)"F(v)

ox”"
esitliginin kullanilmasi ile F[v] = U olmak iizere (3.2.5) denkleminden,
—au*U+ibuU+cU+ LU = F 3.2.6

seklinde U ya gore y degiskenli diferensiyel denklem bulunur. Bu denklem ¢6ziilerek U ve sonra
da ters doniisiime gecerek v(x,y) bulunur.

Eger diferensiyel denklemde v nin x degiskenine gore birinci mertebeden tiirevi bulunuyorsa,
siniis veya kosiniis doniistimil uygulanmasiyla bulunan denklemde, hem U, hem de U
bulunacaktir.

Simdi miihendislikte ¢cok kullanilan bazi kismi diferensiyel denklemler i¢in sinir deger
problemlerini Fourier doniisiimii yardimi ile ¢ozelim.

Ornekler
Ornek 3.1: Yarim sonsuz bir ortamda lineer 1s1 akim1 denklemi olan
Qv _ 28 33.1

ot ox?
i¢in baslangi¢ ve sinir kosullari,
t>0 , x=0 igin v=wg
t=0, x=0 i¢gin v=20

olup, x - o iken v, & — oo varsayiliyor. Bu kosullar altinda diferensiyel denklemin ¢ziimiinii

ox
bulunuz.
Coziim 3.1: v(x,?) fonksiyonunun Fourier siniis doniisiimiinii,

Fiv(x,0)] = ‘/; I v(x, 1) sinuxdx = V(u,t)
0

ile gosterir ve (3.3.1) denklemine Fourier siniis doniisimii uygularsak,

|2 [ v _ 22 [ v
= I Py sinuxdx = ¢ = o sinuxdx 3.3.2

0 0
buluruz. Burada esitligin sol tarafi (3.1.10) a gore,

|2 & [ . oV, dVy
T o Ivsmuxdx— 5 dl
0

olacaktir. (2.5.19) ve sinir kosullarina gore,

s
‘/% —gt;/ sinuxdx = u | % vo — u*Vs

0




oldugundan, (3.3.2) denklemi,

davs 2
5 e 2y, = czu‘/ = V0

seklinde ¢ degiskenine gore birinci mertebeden lineer diferensiyel denkleme doniisiir. Bu
denklemin ¢6ziimiinii DSolve komutunu kullanarak bulalim.
DSolve[V’[t] + ¢ 2*u*2*V[t] == c¢*2*u*Sqrt[2/Pi]*v, V]t], t]

J b
Tt
2ty

e C[l]”

t = 01i¢in v(x,0) = 0 olur. Buradan C(1) = E -2 bulunur. O halde bu denklemin ¢6ziimii

olan V5,
_ 2 Vo e 22
Ve=\7 u (1=

seklindedir. Ters doniisiim formiilii (2. 5. 10) kullanilirsa,
vix,t) = F' [Vs(u,0)]

- /% J. /% ‘Zl—o(l—e‘czuzl)sinuxdu
0

o0

o0
2vg sinux j, _ 2vg SINuUX ,—c2u g,
T u T u

0 0
bulunur. ilk integralin £ oldugunu biliyoruz (S:32 Ornek2.3). Ikincisi ise,

SlIlMX —c u?t
E s
0

dir. Boylece 1s1 denkleminin ¢ozimi,

v(x,t) = vo(l —erf’ cf )

olarak bulunur. Ayni sonuca Mathematica paket programini kullanarak da ulasabiliriz.V;
fonksiyonuna InverseFourierSinTransform komutu ile ters Fourier siniis dontisiimi
uygularsak,

_ (e—c2 tul )

InverseFourierSinTransform|{Sqrt[2/ Pi] v (1 }rua, ¥]
u

( Abs[x]
{*V l*l + Erf —

|
\ 2+ c?t ])l Slgn[X]}

sonucunu elde ederiz.

> 2 . . . . -

Ornek 3.2: cz% = % diferensiyel denkleminin —o < x < o , ¢# > 0 araliginda
29

x| - o icinv >0

v(x,0) = e™

kosulu altindaki ¢6ziimiinti Fourier doniistimii uygulayarak bulunuz.
Coziim 3.2: Bu kez diferensiyel denkleme, (3.1.1) l'jstel Fourier doniistimii uygulanirsa,

o0

2_ 1 62\/ 7lux — 8\/ 7luxd
‘ r - 02 ¢ 27r '[ )




olur, burada F[v] = Vile gosterip, (3.1.8)
o*v | _
A Lr]=wro
esitligini kullanirsak,

_ 22y~ O _iux
cu‘v 6tJ-ve dx

_oy 2y = dv
cuV 7
t bagimsiz degiskenli bir diferensiyel denklem buluruz. Bunun integrali alinirsa,

V= A(u)ect

olur. u nun fonksiyonu olan 4(u) integrasyon sabitini, baslangi¢ kosullarina gore belirlemek igin
once bu kosullardaki V" degerini, v nin doniistimiinden bulalim:

t =0ikenv = e™ kosuluna gore

V=Fv] = \/é_ I e e (lx

yazilir. Bu ise Gauss Integrali olup,

1
V=——e4 333
J2
seklindedir. FourierTransform komutunu kullanarak ayni1 sonucu bulalim.
FourierTransform[Exp[-x”2], x, u]

e

| J>‘L:N

<
Nl

V = A(u)e"**" denkleminin ¢ = 0 i¢in degerini, buldugumuz (3.3.3) degerine esitlersek,

olur. Boylece,

1 w2 20
V = e T e Ut
2
—(1+4c26)u?
po L 3.3.3°

elde edilir. Buradan ters doniistime gegerek v(x,?) fonksiyonu bulalim. (3.3.3”) ve (2.5.13)
F ' F(au)] = LAL) formiillerinden,

~(1+4c20)u? __ X2
y = Fl |:Le 7 :| -1 e (+dck)
V2 J1+4c%
elde edilir.
V" denklemine ters Fourier doniisiimii uygulamak i¢in InverseFourier Transfom komutunu
kullanarak 1s1 denkleminin ¢6ziimiinii kisaca bulabiliriz.



2

_u-
2t © 4

InverseFourierTransform|e —, u, X|

- X2
e 1+t

Vi+acit
Ornek 3.3: iki ucu belirlenmis sonsuz uzunluktaki bir telin serbest titresimleri:
—o < x < o olmak {izere sonsuz uzunluktaki telin dis kuvvetlerin etkisinde kalmadan

hareketini ele alacagiz. Hareket, denge durumundan ayirarak (biraz ¢cekmekle) ve belirli bir hiz
vererek baslar. Denklemi,

ov _ 22
267‘2’ = GT; 334

C

dir. Bu denklemin,
t =0 icin v(x,0) = f(x)

%hzo = kO(X)

baslangi¢ kosullarina uyan ¢oéziimlerini bulunuz.
Coziim 3.3: (3.3.4) denklemine iistel Fourier doniisiimii uygulayalim.

o0

ot?

—o0 —

ﬂe""”“a’x =2 I %e‘”‘xdx 33.5
X

oldugundan,
Flv(x,0)] = Ulu,1)
almir ve (3.1.8) F[ %] = —u?F(v) ve (3.1.11) kullanilirsa,

22 I ve ™ dx = c?(~u*U)

ot?
d’U _ _cAlU
dr?
LU L 22y g 33.6

dr
t degiskenine gore lineer bir diferensiyel denklem elde edilir. (3.3.6) denkleminin ¢ézlimiinii

DSolve komutu ile,
DSolve[U”[t] + ¢ 2*u”2*U|[t] == 0, U]t], t]

{{U[t] - C[1]Cos[ctu]+C[2]Sin[ctu]}}
seklinde buluruz. Bu denklemi
Flv(x,t)] = Uu,t) = C(1)cosuct + C(2) sinuct 3.3.7
olarak yazarbiliriz. Verilen kosullara gore, C(1) ve C(2) katsayilarin1 bulmak igin,
t = 0icin v(x,0) = f(x)

ve
Flv(x,0)] = Ffx)] = F(u) 3.3.8
oldugu kullanilirsa, (3.3.7) denkleminin ¢ = 0 i¢in degeri
U(u,0) = C(1)

ve (3.3.8) denkleminden



F(u) = C(1)
olarak bulunur.
C(2) katsayist,

ov
ot 1=

. ko(x)
oldugundan,
U(u,t) :I ve " dx

—00

denkleminden tiirev alinarak bulunur, ¢ = 0 i¢in,

dU(U,O) _OO GV(X,O) —iux
yr _J. e "dx

- j ko (x) e dx
oldugundan,
dU(u,0)

= Vo) = j Feo(x) e dx 3.3.9

elde edilir. Diger taraftan (3.3.7) denkleminin ¢ ye gore tiirevinin ¢ = 0 i¢in degeri ve (3.3.9)
denkleminden,

olarak bulunur. Boylece (3.3.6) denkleminin ¢6ziimii, (3 3.7) denkleminden,
Ulu,t) = F(u) cosuct + —— ( ) sinuct

seklinde bulunur. Bu esitlikten ters dontigiime gecersek,
v(v,1) = [U(u ]

_L ux L f Vo(u) : iux
=5 IF(u)cosucte du + o J. e sSinucte™ du

— -0

buluruz. Burada cosuct ve sinuct i¢in Euler formiilleri kullanilirsa,

v(x,t) = %[# J‘ F(u)(eiuct+e—iuct)eiuxdu

2c7r

J‘ VO(u) ( iuct _ iuct)eiuxdu:|

v(x,t) = %

L iu(x+ct) iu(x—ct)
|:27[ I F(u)(e +e )du

j Vo(u)( iu(eet) _ iu(x—ct))du:| 3.3.10

—00

2(:7[

bulunur.

0

fy) = é I F(u)e™du

—00



gore ilk integral,

T — L iu(xFet)
Sfix Fct) o I F(u)e du

olarak hesaplanir. fkinci integral, (2.5.20) formiilii,

F|:jf(r)dr:| - W [F(”) ] If(r)dr

yi animsayarak,

0 V ' 71
ﬁ J. %e’”(x‘c’)du =I ko(7)dr , (x—ct=1)
L T V()(M) iu(x+ct) _‘[2 —
> J. e du —I ko(t)dr , (x+ct=1)

esitliklerini yazarsak,
x+ct

L f VO(M) iu(x+ct) VO(M) lu(x—cl)
v j S i<ty — j du j ko(z)dz_j ko(7)dz

—0 —o0 71 x—ct

seklinde bulunur. O halde (3.3.10) denkleminin ¢6ziimii,

x+ct
-1 _ 1
V06 1) = LI+ o)+ fle = en] + o [ ko(@yar 33.11
x—ct
olarak elde edilir.
Ik hizin ¢t = 0 da ko = 0 olmas1 halinde (3.3.11) ¢dziim fonksiyonu,

v(x,t) = %[f(x +ct) + fx —ct)]

olur.

Ornek 3.4: Yarim sonsuz telin serbest titresimleri :

(0,0) noktasina bagli Ox ekseninin pozitif yonii dogrultusunda gerilmis bir tel ele alalim. Bu
durumda, transvers (yanlama) serbest titresimler,

Q*v _ 20%

or? ox?
dalga denklemini saglar.

t = 0icin v(x,0) = Ax), % =0 (x>0)
=0

ve
v(0,¢) =0 (biitiin ¢ ler igin)
kosullar1 verilsin.Buna gore bu sinir deger probleminin ¢éziimiinii bulunuz.
Coziim 3.4: Diferensiyel denkleme Fourier siniis dénﬁsﬁmﬁ uygulanirsa,
v sinuxdx = c? I 2% v sinuxdx
or*

0 0
oldugundan,

Filv] =

alinir ve verilen kosullar kullanilirsa,



d2 U_y
dr*

= A2luv) _, — u?Us]

= —c*u*U
d*Us _
7 + Czung =0
diferensiyel denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii,
Us(u,t) = A(u) cosuct + B(u) sinuct
seklindedir. Baslangi¢ kosullari,
t = 0iken v(x,0) = fix) = U;(u,0) = Fs(u)
ov. _ oU,
Ot |0 0 - ot lio

=0
oldugundan,
Alu) = Fs(u) , Bu)=0
bulunur. Bunlara gore,
Us(u,t) = Fs(u)cosuct

olur. Ters doniisiim uygulanilirsa,

FUUs,0)] = 2 | Fo(u) cosuctsinuxdu

Fy(u)[sinu(x + ct) + sinu(x — ct) |du

v(x,t) = %

S =83 O =8

yazilir.

FUF,w)] = flx) = % Fy(u) sinuxdu

S =38

oldugundan, ¢6ziim
v(x,1) = %[/(x +ct) +flx —ct)]

olarak elde edilir.

Ornek 3.5: 2 + 22 — Laplace denkleminin, 0 < x < o0, 0 < y < @ araliklarinda
ox? oy?

degismesi halinde,

v(x,0) = v(x,a) =0 x>0 (baslangig)
v(0,y) =1- % 0<y<a (sinmr)

kosullarina uyan ¢éziimiinii bulunuz. Ayrica x - o icin v - 0 oldugu varsayiliyor.

Coziim 3.5: Diferensiyel denkleme Fourier siniis doniisiimii uygular ve
Fi[v] = Uy alirsak,

0>y | 0%
i R Ui T
f[axz "oy }

o0 2 o0
I % sinuxdx + % sinuxdx = 0
0 0
U
u(v) o —u*Us + e =0

veya sinir kosulunu kullanirsak



d*U, _ y
W —uZUS = —u(l — E
diferensiyel denklemini elde ederiz. y degiskenine gore lineer olan bu diferensiyel denklemin
genel ¢coziimiinii DSolve komutunu kullanarak bulalim.

DSolve[U”[y] - u*2 Uly] == -u(1 - (y/a)), Ulyl, yI

{ﬁﬂw-ei;f+éwcuj+eﬂycpﬂ}

Us = Ci(w)e™ + Cr(u)er + <2 3.3.12
oldugundan sinir kosulu , y = 0 ve y = a i¢cin v = 0 olacagindan, U; = 0 bulunur.
(3.3.12) denkleminde, y = 0,y = a i¢in U; = 0 degerleri yazilarak,
0=Ci+Co+ k-

0= Cie® + Cre™

denklemlerinden C,, C, katsayilari,

Ci — —_e _ e
1 u(eau _ e—au) 2 C2 u(eau _ e—au)
olarak bulunur.
Cy,C; degerleri (3.3.12) denkleminde yerine yazilirsa,

eu(y_a) — e_u(y_a) a—y

US = u(eau _ e—au) au
veya
U, - smhL.t(y—a) N aa—uy
u sinhua
elde edilir. Ters doniisiim uygulanirsa,
—1 _ _ 2 [ sinhu(y —a) . 2(a-y) T sin ux
FolUs] = v(x,y) = % I snha sinuxdu + —— _[ L -du
0 0

bulunur.
Sag taraftaki birinci integralin F-siniis tablosundan aldigimiz [9] degeri ile ikinci integralin
r/2 degerini denklemde yerlerine yazarsak,

v(x,y) = % arctan (tan @y -a) tanh H) 4

2a 2a a
buluruz.
Ornek 3.6: Yarim diizlemde,
%g+%%:o O = 0)
Laplace denklemi igin,
Sinir kosulu :v(x,0) = flx) —0 <X <®

Baslangic kosulu : v(x,y) - 0,p —» oo burada p = (x2 + »2)"*dir.

olarak veriliyor. Problemin ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim 3.6: Denkleme Fourier doniisiimiinii uygulanirsa,

0? 0?
k= *f[ag} =0

v ] = —u’F(v) ile

82
ox?

oldugundan, (3.1.8) .7-"[



@)Uy + 25 [ ve ey =0
veya
d’U _
. uw?U =10
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii,
Uu,y) = Cie™ + Cre™ 3.3.13

oldugundan, verilen kosullara gére C;, C» fonksiyonlar1 belirlenmelidir.
Baslangic kosulu,

v(x,y) - 0ig¢in,
Uuy) -0 y->o

olur. [x| - o« i¢inde, v(x,y) - 0 olacagindan (Riemann-Lebesque lemmasi) C; = 0 olmasini
gerektirir.
Siir kosulundan,

v(x,0) = flx), Uu,0) = F(u) 3.3.14
bulunur. Burada F(u), f(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimiidiir. (3.3. 14) denkleminden,
Uu,y) = F(u)e

bulunur. v(x,y) ifadesini bulmak i¢in Faltung teoremini kullanacagiz.
Vi) =[ fiof G- o 3.3.15

dir. Burada f1(x) yi F(«) nin tersi yani f1(x) = f{x) ve
fo(x) = Flle ] = =2 '™ alinir ve (3.3.15) denkleminde yerine yazilirsa v(x,y),

x24y?
v(x,y) = % J. ( Andt

»>0)

x—t)2+y2 ’

olarak bulunur.
Ornek 3.7: Sonsuz seritte (band) Laplace diferensiyel denklemi:
Laplace denkleminin 0 < y < a bandinda,

v(x,0) = fix) , vix,a) = g(x) 3.3.16
sinir kosulunu saglayan ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim 3.7: Bu problem belirli sicaklikta tutulan iki duvar arasindaki sicaklik dagilimini
tanimlamaktadir.
(3.3.16) smir kosullarindan,

Uw,0) = F(u), Uu,a) = G(u)

kosullar1 bulunur. F(u) ve G(u) , f{x) ve g(x) fonksiyonlarinin Fourier doniistimleridir.
Laplace denklemine Fourier doniisiimiinii uygulayarak

Uu,y) = Ci(u)e™™ + Ca(u)e™ 3.3.17

denklemini bulmustuk. C;, C, smir kosullarina gore belirtilecek keyfi fonksiyonlardir.
(3.3.17) denklemi ve U(u,0) = F(u) , U(u,a) = G(u) den elde edilen,

F(u) = Ci(u) + Ca(u)
Gu) = Ci(u)e ™™ + Cr(u)e™

sisteminden C;(u) ve C»(u) ¢oziilerek, (3.3.17) denkleminde yerine yazilirsa,



_ sinh(a — y)u
Ulu,y) = F(“)m +G(u)

bulunur. U(u,y) fonksiyonunun ters doniisiimii olan v(x,y) ¢6ziimiinii bulmada Faltung
Teoremininde (2.5.22) ve (2.5.23) esitliklerini kullanacagiz.

sinh(yu)

sinh(au) O<y<a)

[ sinh(yu) :| _
4 [ sinh(aw) | ~ ¥ 318
almarak v(x,y) ¢oziimii,
V(o) = [ fOkGe—ta - y)de+ [ g(OkGe = 1.y)dr 33.19

elde edilir (0 < y < a) . Bu denklemin ¢ekirdegi olan k(x,y) fonksiyonunu bulmak i¢in,
(3.3.18) yerine, :;“h(y") nin u degiskenine gore ¢ift fonksiyon olmasi nedeniyle kosiniis

nh(au)
doniisiimii kullanilirsa,
k(ry) = |: sinh(yu) :| 1 sin(zy/a)
Y sinh(au) 2a cosh(rx/a) + cos(nyla)
bulunur. Bu degeri (3.3.19) denkleminde yerine yazarak,
_ sin(my/a) ft)dt
V) = 2a |: I cosh(z(x — t)/a) — cos(ny/a)

o g()dr
cosh(z(x — t)/a) + cos(my/a)

—00

elde edilir.
Ornek 3.8: g vy 22§ = C%% dalga denkleminin v(x,y,0) = f{x,y) = ve av(xy 2 W=0
sartlarina uyan ¢oziimiin,

v(x,y,t) = ﬁ I I F(u,n) cos(ct‘/u2 + 02 )e ) dudn

oldugunu ve burada
Flun) = 2= [ | foepetemaxdy

oldugunu gosteriniz.
Coziim 3.8: Verilen denkleme 6nce x e gére sonra y ye gore Fourier dénﬁsﬁmﬁ uygulayalim.

0% v 6 v 1 0%y
lllxd + lllxd mxd
27r I 3 27r I c2 P27 6t2 gy



o0 00

2 . .
1 1 J' J‘ g:eluxeznydxdy
x

2 2@
—00—00
00 00 o0 00
1 1 v iux i _ 1 1 1 0% iux i
+ — j_f Ll dxdy = — LY otX oY
Tz o o Y= T e o Y
—00—00 —00—00
o0 o0
1 % iux J‘ iny
o caedx | eWdy
—00 —00
o0 o0 o0 00
1 o%v i iux _ 1 % L i(ux+ny)
+5— I “e'Vd _[ edx = — e dxd
2r 6y2 Y 2rc? or? Y
—00 —00 —00—00

00

o0 o0 o0
1 0% iux J‘ iny _ 1 iux ov |*® - J' iux Ov_ I iny
S pexd dx | edy = S-| "2 v | e"Zrdx e'dy
—00

—00

—00 —00 —00

3 [ evdy(iu(evxy.))I”,

—00
o0

—iu J. eiux

v(x,y,t)dx

—00

= 30 [ ] Gud)em vy, netdrdy

—00—00

= 3 [ [ veopetemdrdy

—00—00

= (—u?)5 II v(x, y, £)e' ) dxdy

= _u2 V(un n, t)
buluruz. Benzer yolla,
1 I _azv i(ux+my) — _n2
3 ¢ dxdy = —n~V(u,n,1)
elde edilir.
Zv - 2 .
%2# I J. %e“““"”dxdy = C%%i I v(x,y,)e ™) dxdy
_ 1 02V (u,n,t)
T2 or?
bulunur.

L i(ux+mny) —
L [ [ v et miaxdy = V.0

oldugu ortaya ¢ikar. Bu degerleri denklemde yerine yazarsak,

*V(u,n,t
L EHURD v, - 0V,
0*V(u,n,t
c%—gjz” ) 4w V) = 0

denklemi bulunur.



2
L+ W +n*) =0=r=xicju’ +1n?

V(u, m, t) = aleic [u2+n2 ¢ + ble_l'c [uZin? 1
bulunur. v(x,y,0) = fx,y) ye dnce x sonra y ye gore Fourier donilisiimii uygulanirsa,

- v(x,y,0)e ™M dxdy = —— fx,y)e™ ) dxdy
I w1

—o0—00 —00—00

V(u,n,0) = F(u,n)
bulunur. Coziimde yerine yazarsak,

olup,

F(u,n) =a; + b,

olur. Diger sart av(xyt) , =0
1=

QLT[ .[ J. v(x,p, 0)e" ™ Mdxdy = 0 = %V(”an’tﬂzzo =0

ot 2
olur.
aV(uanat) _ . 2 2 ic1/u2+1121_ . 2 2 —ic1/u2+1]2t _
Q& o allc‘/u +n‘e blzc‘/u +ne =0

(@ —b1)icvu2+n2 =0=>a-b=0=a =b = Fun) =a
V(u,n,t) = %F(u,n) (eic{uz+n2t + e—ic1lz[2+n2t>

= %F(u,n)Z cos(ct,/u2 +n? )

bulunur.Boylece ters doniistimden,

v(x,p, 1) = # T ]3 F(u,n) cos (ct,/u2 +n? )e‘“”’“*””dudn

elde edilir.

Ornek 3.9: £ + £ = 0 denkleminin (—o0 < x < @, y > 0)
i) x - tooigin, v(x,y) > 0=0,%—>0,8—"—>0

i) v(x,0) = fx) , M*” =0

y=0
sartlarina uyan (;ozumunﬁ bulunuz.

Coziim 3.9: v(x,y) fonksiyonunun Fourier doniigiimiinii ,

Flvx,p)] = v(x,y)e™dx = V(u,y)

!

ile gosterip, verilen denkleme Fourier doniisiimii uygulayahm

e ™dx =0

27[ _J‘ av ey + —— m J‘ 6y

_J‘ av —zuxdx+ J_ j

T(3.1.9) F(Zx) = (iw)"F(v) ve (3.1.11) f( e =

ot"

v(x,y)e ™dx = 0
27r

E -2 F(v) ozeliklerinden

yararlanarak



0>V (u,y)
—= =0

oy?

denklemi elde edilir. Bu denklemin karakteristik polinomu a? + u* = 0 dir. Buradan,
a = tiu® olur.

(i) Vi, ) +

V(u,y) = A(u)e™ + B(u)e ™
bulunur. Baslangi¢ sartlarindan v(x,0) = f{x) fonksiyonuna Fourier doniisiimii uygularsak,

ﬁ J. v(x,0)e ™ dx = ﬁ If(x)e‘i“xdx = V(u,0) = F(u)
bulunur. Diger yandarz ’
%ﬁ _[ v(x,y)e ™dx = 0 = %V(x,y) =0
olur. Buradan ¢6ziim, ’
V(u,y) = A@u)e™> + Bu)e ™ = V(u,y) = A(u) cosu®y + B(u) sinu?y
yazilir. Baslangi¢ sartlarindan, 7(u,0) = A(u) = F(u) bulunur.

—aVéz’y) = —A(u)u? sinu’y + B(u)u? cosu’y = %;’y) =Bwu*=0
u # 0 oldugundan, B(u) = 0 dir. O halde baslangi¢ sartlarina uyan ¢6ziim,
V(u,y) = F(u)cosu?y

dir. Bu denkleme ters Fourier doniisiimii uygularsak,

V) = = [ Vay)er=du

1 2. i
= F(u) cosu=ye™du
Nz I () cosuy

bulunur.



KAYNAKLAR

[1] Abell, M. L.and Braselton, J.P.,1993, Differential Equations with Mathematica, Geoorgia
Southern University Statesboro, Geoergia, 631p.

[2] Brown, J. W.,1993, Fourier Series And Boundary Value Problems, Ruel V. Churchill-5th
ed-New York:McGraw-Hill, XVI, 348p.

[3] Cinar, M. ve Caliskan, F., 1995, Mathematica ile programlama, Beta Basimevi, Istanbul,
VI1,261s.

[4] Dym, H., 1972, Fourier Series And Integrals, Academic Press, New York, X, 295p.

[5] Korner, T.W.,1988, Fourier Analysis, Cambridge University Press, XI[,591p.

[6] Kreyszig, E., 1993, Advenced Engineering Mathematics,Ohio State
University,Ohi0,968p.

[7] Ozer, N. ve Eser, D.,1996, Diferensiyel Denklemler(Teori ve Uygulamalar),Birlik
Yay.,Eskisehir,501s.

[8] Uyan, B. , 1980, Cziimlii Problemlerle Diferensiyel Denklemler, I.T.U., 1980,-VIII,
372s.

[9] Yarasa, R.,1976, Fourier Analizi, Caglayan Basimevi, 1976,-VIII+224s.

[10] Yasar, 1. B., 1988, Uygulamali Matematik, Gazi Universitesi,Ankara,375s



