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ÖZET

BAZI L·INEER OLMAYAN KISM·I D·IFERENS·IYEL

DENKLEMLER·IN ÇÖZÜMÜNDE KULLANILAN ANAL·IT·IK VE

YARI ANAL·IT·IK METOTLAR

Bu çal¬̧sma alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬d¬r. Bu bölümde dalgalar hakk¬nda temel

bilgiler verilip çal¬̧smada kullan¬lan denklemler tan¬t¬ld¬.

·Ikinci bölümde; çal¬̧smada kullan¬lan temel tan¬mlar verildi.

Üçüncü bölümde; baz¬lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümünde

kullan¬lan analitik ve yar¬analitik metotlar incelendi.

Dördüncü ve beşinci bölüm ise çal¬̧sman¬n orijinal k¬sm¬n¬kapsamaktad¬r.

Dördüncü bölümde; üçüncü bölümde analizleri yap¬lan geni̧sletilmi̧s tanh metodu,

genelleştirilmi̧s tanh metodu, genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodu ve

homotopi perturbasyon metodu kullan¬larak birinci bölümde verilen k¬smi diferen-

siyel denklemlerin hareketli dalga çözümleri ve seri çözümleri elde edildi.

Beşinci bölümde; Kaup�Kupershmidt denkleminin, Drinfeld-Sokolov-Wilson

denklem sisteminin ve Hirota-Satsuma denklem sisteminin genelleştirilmi̧s Riccati

denklemi dönüşüm metodu ile dördüncü bölümde elde edilen hareketli dalga çözüm-

leri ve seri çözümlerinin say¬sal sonuçlar¬irdelendi.

Alt¬nc¬bölüm ise; çal¬̧sman¬n sonuç k¬sm¬olup elde edilen sonuçlar literatürde

bulunan çal¬̧smalarla desteklenerek genel bir de¼gerlendirme yap¬ld¬.

Anahtar Kelimeler: Dalgalar, Dengeleme terimi, Analitik çözüm, Seri çözüm,

Hareketli dalga çözümü, Geni̧sletilmi̧s tanh metodu, Genelleştirilmi̧s tanh metodu,

Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşümmetodu, Homotopi perturbasyon metodu,

Kaup�Kupershmidt denklemi, Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemi, Hirota-Satsuma

denklem sistemi.
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SUMMARY

ANALYTICAL AND SEMI ANALYTICAL METHODS USED IN

THE SOLITIONS OF SOME NONLINEAR PARTIAL

DIFFERENTIAL EQUATIONS

This study is constructed in six chapters.

The �rst chapter has been devoted to the introduction and in this chapter fun-

damental informations of the waves and equations which are used to this study are

given.

In the second chapter; fundamental de�nitions which are used to study are given.

In the third chapter; it is made analyze of analytical and semi analytical methods

which are used to solve of some nonlinear partial di¤erential equations.

The fourth and �fth chapters contain original part of this study.

In the fourth chapter; it is obtained travelling wave solutions and series solutions

for equations which are considered in the �rst chapter by using the generalized

tanh method, the extended tanh method, the generalizing Riccati equation mapping

method and homotopy analysis method which are given in chapter three.

In the �fth chapter; it is discussed numerical results of series solutions and travel-

ling wave solutions for Kaup�Kupershmidt equation, Drinfeld-Sokolov-Wilson equa-

tions, Hirota-Satsuma equations which are obtained in chapter four.

The sixth chapter has been devoted to the conclusion. In this chapter, it is made

a generalized assessment by supporting results which are obtained in this study with

some studies in literature.

Keywords: Waves, Balance term, Analytical solution, Series solution, Trav-

elling wave solution, Extended tanh method, Generalized tanh method, General-

izing Riccati equation mapping method, Homotopy perturbation method, Kaup�

Kupershmidt equation, Drinfeld-Sokolov-Wilson equations, Hirota-Satsuma equa-

tions.
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Şekil 1. Bir periyodik dalga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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Şekil 16. Benjamin-Bona-Mahony denkleminin u5(x; t)

çözümü için iki boyutlu periyodik dalga gra�¼gi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Şekil 20. Kaup�Kupershmidt denkleminin u3(x; t)(Re)

çözümü için iki boyutlu periyodik dalga gra�¼gi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Şekil 25. Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodu ile
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Do¼gada meydana gelen olaylar¬n matematiksel modellenmesi genellikle lineer

ve lineer olmayan diferensiyel denklemler ile aç¬klan¬r. Bu denklemlerin özellikleri

hakk¬nda bilgi veren analitik çözümler büyük bir öneme sahiptir. Bu nedenle son za-

manlarda özellikle uygulamal¬matematik alan¬nda lineer olmayan k¬smi diferensiyel

denklemlerin hareket eden dalga çözümleri üzerine odaklan¬lm¬̧st¬r. Bu dalga çözüm-

leri, dalgan¬n yap¬s¬ve dalgalar¬n birbirleri ile olan etkileşimleri gibi birçok konuda

uygulama sahas¬nda çal¬̧san bilim adamlar¬na ilham vermektedir. Bu çözümlerin

elde edilmesi için lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemlerin analitik çözüm-

lerini veren birçok etkili metot geli̧stirilmi̧stir. Bu metotlar¬n ço¼gu sadece lineer

olmayan k¬smi diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Çünkü bu metotlar¬n i̧sleyi̧si

�dengeleme terimi�olarak adland¬r¬lan ve en yüksek mertebeden lineer terim ile en

yüksek mertebeden lineer olmayan terimin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬na dayan¬r.

Dalga ifadesi 19. yüzy¬ldan itibaren daha çok önem kazanm¬̧s ve çeşitli çal¬̧s-

malara konu olmuştur. Cisimlerin bir nokta etraf¬nda, o noktaya eşit uzakl¬ktaki

iki nokta aras¬nda gidip gelme hareketine titreşim, bu titreşim hareketi ile enerjinin

esnek bir ortamda iletilmesine dalga denir. Hareketi eşit zaman aral¬klar¬ile tekrar-

lanan dalgalara periyodik dalga denir ve bir tam dalgan¬n oluşum süreci dalgan¬n

periyodudur. Periyot birimi saniye olarak al¬n¬r. Şekil 1 de bir periyodik dalga

gra�¼gi gösterilmektedir [1].
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Şekil 1. Bir periyodik dalga

Dalgalar¬n tan¬mlanmas¬nda dalgalar¬n boyu, frekans¬, h¬z¬, genli¼gi ve uzan¬m¬

önemli rol oynar. Ard¬̧s¬k iki dalga tepesi ya da çukuru aras¬ndaki uzakl¬¼ga dalga

boyu, 1 saniyede oluşturulan dalga say¬s¬na dalgan¬n frekans¬, dalgan¬n birim zaman-

daki yer de¼gi̧stirmesine dalga h¬z¬, dalga çukuru ya da tepesinin denge konumuna

uzakl¬¼g¬na dalgan¬n genli¼gi, dalga üzerindeki bir noktan¬n denge konumuna uzak-

l¬¼g¬na dalgan¬n uzan¬m¬ denir. Bir dalga ve özellikleri şekil 2 de gösterilmektedir

[1].

Şekil 2. Bir dalga ve özellikleri
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Dalgalar titreşim yönlerine göre enine dalga ve boyuna dalga olarak isimlendirilir-

ler. Titreşim do¼grultusu yay¬lma do¼grultusuna dik olan dalgalara enine dalga,

titreşim do¼grultusu yay¬lma do¼grultusuna paralel olan dalgalara boyuna dalga denir

[1].

Bir k¬smi diferensiyel denklemde bulunan ba¼g¬ml¬u de¼gi̧skeninin �ziksel özellik-

lerini irdelemek oldukça önemlidir. Bu nedenle bu tezde, baz¬lineer olmayan k¬smi

diferensiyel denklemlerin �ziksel özelliklerini irdelemek amac¬yla periyodik dalga

çözümlerini elde etmek için kullan¬lan ve literatürde var olan analitik metotlar¬n

tarihsel olarak analizi yap¬l¬p bu metotlardan üçü kullan¬larak Koup-Kupershmidt

denklemi, Drinfeld-Sokolov-Wilson (DSW) denklem sistemi, Hirota-Satsuma denk-

lem sistemi, Benjamin-Bona-Mahony denklemi ve beşinci mertebeden Lax KdV

denkleminin hareket eden dalga çözümleri elde edilmi̧stir.

Beşinci mertebeden lineer olmayan

ut + 45u
2ux � 15
uxuxx � 15uu3x + u5x = 0 (1.1)

denkleminde 
 reel sabiti farkl¬de¼gerler ald¬kça (1.1) denkleminin özellikleri de¼gi̧sim

gösterir. Örne¼gin (1.1) denklemi 
 = 5
2
al¬n¬rsa

ut + 45u
2ux �

75

2
uxuxx � 15uu3x + u5x = 0 (1.2)

şeklindeki Koup-Kupershmidt denklemi elde edilir. 
 = 1 al¬n¬rsa (1.1) denklemi

Sawada-Kotera denklemi olarak adland¬r¬l¬r [2]. Hereman ve Nuseir, Koup-Kupershmidt

denkleminin iki ve üç-soliton çözümlerini elde etmi̧s ve buna ba¼gl¬ olarak çoklu

soliton çözümlerinin analitik formlar¬n¬n oldukça farkl¬oldu¼gunu ve Sawada-Kotera

denklemindekinden daha kar¬̧s¬k yap¬lara sahip oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r [3]. Micheline

Musette ve Caroline Verhoeven Koup-Kupershmidt denkleminin N�soliton çözüm-

lerini tan¬mlam¬̧st¬r [4]. Parker, Hirota metodunu kullanarak Koup-Kupershmidt

denklemini bilineerleştirmi̧s, tekli soliton çözümünü oluşturmuş ve çoklu soliton

çözümlerini elde etmek için bilineer dönüşüm metodunu uygulam¬̧st¬r [5]. Koup-
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Kupershmidt denklemi kuantum mekani¼ginde ve nonlineer optikte yayg¬n olarak

kullan¬lmaktad¬r.

Genelleştirilmi̧s Drinfeld-Sokolov-Wilson(DSW) denklem sistemi

ut + �wwx = 0; (1.3)

wt + �wxxx + 
uwx + "wux = 0

şeklindedir [6,7]. Geng Xian-Guo ve Wu Li-Hua, genelleştirilmi̧s DSW denklem

sisteminde �; �; 
; " sabitlerini � = �3; � = 
 = �2; " = �1 alarak aşa¼g¬daki DSW

denklem sistemini geli̧stirmi̧stir [8].

ut � 3wwx = 0; (1.4)

wt � 2wxxx � 2uwx � wux = 0

Genelleştirilmi̧s DSW denklem sisteminde �; �; 
; " sabitlerinin farkl¬de¼gerleri için

Wei-Min Zhang semi-invers metodu ile varyasyonel esaslar¬kullanarak tam singüler

peryodik dalga çözümlerini ve solitary çözümlerini elde etmi̧s [9], Esmaeil Alibeiki

ve Ahmad Neyrameh homotopi pertürbasyon metodu ile yaklaş¬k çözümlerini elde

etmi̧s [10] ve ·Inç ayr¬̧s¬m metodu ile yaklaş¬k çözümlerini oluşturmuştur [11]. DSW

denklem sistemi, topolojik alan teorilerinin modellenmesinde, �ber optik, plazma ve

ak¬̧skanlar¬n hareketlerinde yayg¬n olarak kullan¬lmaktad¬r.

ut =
1

2
uxxx + 3uux � 3wwx (1.5)

wt = �wxxx � 3uwx

denklem sistemi ile verilen Hirota-Satsuma denklem sistemi bilimin çeşitli alan-

lar¬nda kompleks �ziksel olgularda özellikle plazma �zi¼ginde ve ak¬̧skanlar¬n hareket

bilimde yayg¬n olarak kullan¬lmaktad¬r. A.A. Mohammad veM. Can, Hirota-Satsuma

denklem sistemine painleve analizi uygulay¬p tam çözümlerini elde etmi̧stir [12].
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Benjamin-Bona-Mahony denklemi,

ut + ux + uux � uxxt = 0 (1.6)

şeklinde verilir. I. E.Inan ve arkadaşlar¬, Benjamin-Bona-Mahony denkleminin tam

çözümlerini cebirsel bir metot ile elde etmi̧slerdir [13]. P.G. Estevez ve arkadaşlar¬

bu denklemin genel şekli için hareketli dalga çözümlerini elde etmi̧slerdir [14] ve A.

S. Alo� bu denkleme Jacobi eliptik fonksiyon aç¬l¬m metodunu uygulam¬̧st¬r [15].

Beşinci mertebeden KdV denkleminin genel formu a; b; c ve d sabitler olmak

üzere,

ut + au2ux + buxuxx + cuuxxx + duxxxxx = 0 (1.7)

şeklindedir. a = 30; b = 30; c = 10 ve d = 1 al¬n¬rsa (1.7) denklemi Lax KdV

denklemi olarak adland¬r¬l¬r ve aşa¼g¬daki gibi yaz¬l¬r [16];

ut + 30u
2ux + 30uxuxx + 10uuxxx + uxxxxx = 0:

Bu denkleme M. Ghasemia ve arkadaşlar¬homotopi pertürbasyon metodunu uygu-

lay¬p yaklaş¬k çözümlerini elde etmi̧slerdir [16].
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2. BÖLÜM

2.1. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1.1. Bir fonksiyonu ve onun çeşitli mertebeden türevlerini içeren

matematiksel denklemler diferensiyel denklemler olarak isimlendirilir. Tek bir ba¼g¬m-

s¬z de¼gi̧skene göre türev içeren diferensiyel denklemlere adi türevli diferensiyel denk-

lemler denir. Bir diferensiyel denklemin mertebesi denklemde görülen en yüksek

mertebeden türevin mertebesidir. n: mertebeden bir adi türevli diferensiyel denk-

lem genel olarak,

F
�
x; y; y

0
; : : : ; y(n)

�
= 0 (2.1)

kapal¬formunda gösterilebilir [17].

Bir a < x < b aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir � fonksiyonunun a < x < b aral¬¼g¬nda

bulunan her x için tan¬ml¬ve ilk n. mertebeden türeve sahip fonksiyonu,

F
�
x;�(x);�

0
(x); : : : ;�(n)(x)

�
= 0

ise � fonksiyonuna F
�
x; y; y

0
; : : : ; y(n)

�
= 0 denkleminin çözümüdür denir.

Bir adi türevli diferensiyel denklemin genel çözümü, denklemin mertebesi kadar

sabit de¼geri parametre olarak kabul eden bir e¼gri ailesi olarak ortaya ç¬kar. Çözüm

fonksiyonundaki sabitlere verilen herbir de¼gere kaŗs¬l¬k bulunan çözüme de özel

çözüm denir [17].

Tan¬m 2.1.2. ·Içinde en az iki ba¼g¬ms¬z ve bir ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken ile ba¼g¬ml¬

de¼gi̧skenin ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlere göre çeşitli basamaktan k¬smi türevlerini kapsayan

denklemlere k¬smi türevli diferensiyel denklemler denir. z ba¼g¬ml¬; x ve y ba¼g¬ms¬z

de¼gi̧skenler olmak üzere bir k¬smi türevli diferensiyel denklem genel olarak

F (x; y; z; zx; zy; zxx; zxy; zyy; : : :) = 0 (2.2)
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şeklinde ifade edilir. Burada,

zx =
@z

@x
; zy =

@z

@y
; zxx =

@2z

@x2
; zxy =

@2z

@x@y
; zyy =

@2z

@y2
; : : :

şeklindedir [18].

n tane ba¼g¬ms¬z ve bir tane ba¼g¬ml¬de¼gi̧skene sahip k¬smi türevli denklemlerin

genel şekli

x = (x1; x2; : : : ; xn) ; z = z(x)

olmak üzere

F (x1; x2; : : : ; xn; z; zx1 ; zx2 ; : : : ; zxn ; zx1x1 ; zx1x2 ; : : :) = 0

formundad¬r. Burada x1; x2; : : : ; xn ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenleri; z ise ba¼g¬ml¬de¼gi̧skeni

göstermekte ve

zxi =
@z

@xi
; zxiyj =

@2z

@xi@yj
; i; j = 1; 2; : : : ; n

dir.

Bir k¬smi türevli diferensiyel denklemi özdeş olarak sa¼glayan ve key� fonksiyon

veya key� parametre içermeyen bir fonksiyona bu k¬smi türevli denklemin bir özel

çözümü denir. Di¼ger taraftan bir k¬smi türevli denklemin mertebesi kadar (sürekli

türetilebilir) key� fonksiyon kapsayan ve denklemi özdeş olarak sa¼glayan bir yüzey

ailesine bu k¬smi türevli denklemin genel çözümü denir [18].

Tan¬m 2.1.3. E¼ger bir k¬smi türevli diferensiyel denklemdeki ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken

(veya ba¼g¬ml¬ de¼gi̧skenler) ve bunlar¬n denklemdeki bütün k¬smi türevleri birinci

dereceden ve denklem, ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken ile onun türevleri parantezinde yaz¬ld¬¼g¬nda

katsay¬lar yaln¬zca ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineer

diferensiyel denklemdir denir. Aksi halde lineer olmayan diferensiyel denklem denir

[18].
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Tan¬m 2.1.4. Bir k¬smi türevli diferensiyel denklemin genel çözümü, denklemin

mertebesi kadar key� fonksiyon içerir. Bu nedenle, adi diferensiyel denklemlere

k¬yasla k¬smi türevli diferensiyel denklemlerin çözümlerini bulmak daha zordur.

Başlang¬çta modellenen probleme uygun çözümün bulunabilmesi için problem oluş-

turulurken baz¬yard¬mc¬şartlar gerekir. Bu şartlar genel olarak iki başl¬k alt¬nda

toplanabilir [19].

(i) S¬n¬r şartlar¬: S¬n¬r şartlar¬k¬smi türevli diferensiyel denklemin sa¼gland¬¼g¬


 bölgesinin � s¬n¬r¬ boyunca sa¼glanmas¬ gereken şartlard¬r. S¬n¬r şartlar¬n¬n üç

farkl¬şekli �; � ve g fonksiyonlar¬� üzerinde tan¬ml¬fonksiyonlar olmak üzere özel

isimleriyle şu şekildedir:

Dirichlet şart¬: u� = g;

Neumann şart¬: @u
@n�

= g;

Kar¬̧s¬k (mixed) veya Robin şart¬: �u+ � @u
@n
= g:

(ii) Başlang¬ç Şartlar¬ : Başlang¬ç şartlar¬ sistemin başlang¬c¬nda 
 bölgesi

boyunca sa¼glanmas¬gereken şartlard¬r. Genel olarak, başlang¬ç şartlar¬fonksiyonun

ve zamana göre türevinin kombinasyonu şeklindedir.

Başlang¬ç şartlar¬yla birlikte verilmi̧s k¬smi türevli diferensiyel denkleme �Cauchy

problemi� denir.

·Ikinci mertebeden, iki ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenli bir k¬smi türevli diferensiyel denklem

Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu+G = 0

genel şekliyle verilebilir. Burada A;B;C;D;E; F katsay¬fonksiyonlar¬ve G fonksi-

yonu da sabit veya de¼gi̧sken içeren fonksiyondur. Bu denklem, � = B2 � 4AC

diskriminant¬n¬n i̧saretine göre,

� > 0 ise Hiperbolik,

� = 0 ise Parabolik,

� < 0 ise Eliptik

olarak isimlendirilir [19].
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ut+ c
2uxx = 0 şeklindeki difüzyon (¬s¬) denklemi parabolik tipte bir k¬smi türevli

diferensiyel denklem, utt � c2uxx = 0 şeklindeki dalga denklemi hiperbolik tipte bir

k¬smi türevli diferensiyel denklem ve uxx+uyy = 0 şeklindeki laplace denklemi eliptik

tipte bir k¬smi türevli diferensiyel denklemdir [19].

Tan¬m 2.1.5. Herhangi bir tipteki problemin çözümü, aşa¼g¬daki üç şart¬sa¼glarsa

problem, " iyi durumlu", en az bir şart¬sa¼glamaz ise "kötü durumlu" olarak ad-

land¬r¬l¬r. Bu şartlar aşa¼g¬daki şekilde ifade edilmektedir;

1) Varl¬k,

2) Teklik,

3) Kararl¬l¬k.

Pratikte bir denklemin çözümünün varl¬¼g¬n¬ ifade etmenin en iyi yolu prob-

lemdeki bütün şartlar¬sa¼glayan ve problemde yerine konuldu¼gunda denklemi sa¼glayan

bir çözüm yap¬land¬rmakt¬r. E¼ger çözümün tekli¼gi gösterilirse denklemin çözümü bu-

lunmuş demektir. Adi diferensiyel denklemlere göre k¬smi diferensiyel denklemlerde

çözüm tasvirleri seri veya integraller gibi limit yöntemleri içerir ve çözümler her za-

man elementer fonksiyonlar¬n kapal¬ şekillerinde ifade edilemez. Bu durumda, bir

yaklaş¬k çözüm ele al¬n¬r, e¼ger başlang¬ç şart¬ndaki küçük bir de¼gi̧sim, çözüme küçük

bir de¼gi̧siklik olarak yans¬rsa bu çözüme kararl¬d¬r denir ve çözüm kararl¬kabul edilir

[20].

Tan¬m 2.1.6. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri

üzerinde ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin ayn¬de¼gerleri için verilen şartlar alt¬nda çözümlerinin

problemine başlang¬ç de¼ger problemi, verilen şartlara da başlang¬ç şartlar¬ad¬verilir

[20].

Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun türevleri üzerinde ba¼g¬m-

s¬z de¼gi̧skenin farkl¬de¼gerleri için verilen şartlar alt¬nda çözümlerinin problemine

s¬n¬r de¼ger problemi, verilen şartlara da s¬n¬r şartlar¬ ad¬verilir [20].
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Tan¬m 2.1.7. Kompleks de¼gi̧skenli bir f fonksiyonu, bir z0 noktas¬n¬n belli bir

D(z0; �) komşulu¼gundaki bütün noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f , z0 noktas¬nda

analitiktir denir [21].

E¼ger kompleks de¼gi̧skenli bir f fonksiyonu, bir S kümesinin bütün noktalar¬nda

analitikse f , S üzerinde analitiktir denir. Bir f fonksiyonu, C kompleks say¬lar

kümesinin tüm noktalar¬nda analitikse, f�e tam fonksiyon denir [21].

Tan¬m 2.1.8. D kapal¬bölgesinde f(x; y) fonksiyonu tan¬ml¬olsun. E¼ger her

(x; y1) 2 D ve (x; y2) 2 D çiftleri için

jf(x; y1)� f(x; y2)j � K jy1 � y2j (2.7)

olacak şekilde bir K say¬s¬bulunabiliyorsa, f(x; y) fonksiyonu D üzerinde Lipschitz

koşulunu sa¼gl¬yor denir [17].

Tan¬m 2.1.9. Diferensiyel denklemler için varl¬k ve teklik teoremi aşa¼g¬daki

şekilde ifade edilebilir [17]:

y0 = f(x; y); y(x0) = y0 (2.8)

başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m. D bölgesi, merkezi (x0; y0) noktas¬nda olan

jx� x0j � a; jy � y0j � b (2.9)

şeklinde tan¬mlanan bir dikdörtgensel bölge olsun.

max jf(x; y)j =M

ve (2.8) denklemindeki f fonksiyonu ve @f
@y
k¬smi türevi D de y0ye göre Lipschitz

koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda h = min(a; b
M
; 1
K
) olmak üzere aşa¼g¬daki özelliklere

sahip olan bir F (x) fonksiyonu ve jx� x0j � h aral¬¼g¬vard¬r.

i) y = F (x), (2.8) denkleminin jx� x0j � h aral¬¼g¬nda bir çözümüdür.

ii) F (x) fonksiyonu jx� x0j � h aral¬¼g¬nda jF (x)� y0j � b eşitsizli¼gini sa¼glar.
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iii) F (x0) = y0 d¬r.

iv) (i), (ii), (iii) özelliklerinin hepsini birden sa¼glayan, jx� x0j � h aral¬¼g¬nda

tan¬ml¬olan F (x) fonksiyonu bir tanedir.

Tan¬m 2.1.10. X ve Y boş olmayan kümeler ve D � X olsun. D�nin her

eleman¬na Y �nin bir eleman¬n¬kaŗs¬l¬k getiren bir kurala D�den Y �ye bir operatör

veya dönüşüm denir [20].

Tan¬m 2.1.11. X ve Y ayn¬bir K cismi üzerinde iki lineer uzay ve A : X ! Y

operatörü verilsin. X0 cümlesi X uzay¬n¬n bir alt uzay¬olsun. E¼ger 8x; y 2 X0 ve

8�; � 2 K için

A (�x+ �y) = �A (x) + �A (y)

ise A operatörüne lineer operatör denir [20].

Tan¬m 2.1.12. L, D(L) tan¬m bölgesinde s¬n¬rl¬lineer bir operatör olmak üzere,

Ly = �y eşitli¼gini sa¼glayan y(x) 6= 0 fonksiyonu mevcut ise ��ya L operatörünün

özde¼geri, y(x; �) fonksiyonuna ise ��ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon denir [20].

Tan¬m 2.1.13. f : A � R ! R olsun. k pozitif bir reel say¬olmak üzere

8x 2 A için f(x+ k) = f(x) eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise f fonksiyonuna periyodiktir denir

ve k�ya da f fonksiyonunun periyodudur denir [20].

Tan¬m 2.1.14. Lineer olmayan herhangi bir diferensiyel denklemde en yüksek

mertebeden lineer olan terim @qu
@�q

ve en yüksek mertebeden lineer olmayan terim

up(@
ru
@�r
)s ile verilsin. M dengeleme terimi olmak üzere M + q = Mp + s(M + r)

eşitli¼gi yaz¬labilir [22].

Tan¬m 2.1.15. X ve Y iki uzay ve I = ft : 0 � t � 1g olsun. � : X � I ! Y

sürekli bir dönüşümü 8x 2 X için �(x; 0) = f(x) ve �(x; 1) = g(x) oluyor ise

f; g : X ! Y dönüşümlerine homotopiktirler denir ve f � g ile gösterilir. � : f ! g

ise �, f�den g�ye bir homotopi kurar şeklinde ifade edilir [21].
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3. BÖLÜM

L·INEER OLMAYAN KISM·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER·IN

ÇÖZÜMÜNDEKULLANILANBAZI ANAL·IT·IK VE YARI ANAL·IT·IK

METOTLAR

Bu bölümde lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümünde kulan¬lan

tanh metodu, geni̧sletilmi̧s tanh metodu, genelleştirilmi̧s tanh metodu, genelleşti-

rilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodu ve homotopi pertürbasyon metodu (HPM)

olarak bilinen metodlar¬n analizi yap¬l¬p bu metotlar¬n i̧sleyi̧si hakk¬nda bilgi verile-

cektir.

3.1. Tanh Metodu

Tanh metodu 1992 y¬l¬nda Mal�iet taraf¬ndan oluşturulmuştur [23]. Bu çal¬̧s-

mas¬nda Mal�iet,

U(u; ut; ux; uxx; :::) = 0 (3.1)

şeklinde verilen bir k¬smi diferensiyel denklemin hareket eden dalga çözümünü bul-

mak için u(x; t) = q(�) olmak üzere � = �(x; t) = x�Qt gibi bir koordinat gözönüne

alarak bu koordinata göre (3.1) denklemini adi diferensiyel denkleme dönüştürerek

yeniden yazm¬̧st¬r. Burada Q dalga h¬z¬n¬göstermektedir.

Adi diferensiyel denklem elde edildikten sonra G(�) = tanh� olmak üzere

d

d�
= (1�G2)

d

dG
;

d2

d�2
= (1�G2)(�2G d

dG
+ (1�G2)

d2

dG2
;

d3

d�3
= (1�G2)((6G2 � 2) d

dG
� 6G(1�G2)

d2

dG2
+ (1�G2)2

d3

dG3
)

türevleri ile (3.1) denklemi için aranan

u(x; t) =

nX
i=0

aiG
i(�) (3.2)
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çözümünün elde edilen adi diferensiyel denklemde yerine yaz¬lmas¬yla Gi(�)

(i = 0; 1; 2; :::; n) katsay¬lar¬n¬n eşitli¼ginden bir cebirsel denklem sistemi bulunur.

Bulunan bu cebirsel denklem sisteminde ai (i = 0; 1; 2; :::; n) katsay¬lar¬elde edilir

ve bu katsay¬lar (3.2) serisinde yerlerine yaz¬larak (3.1) denkleminin dalga çözümü

bulunmuş olur. Burada n; en yüksek mertebeden lineer olan terim ile lineer olmayan

terimlerin dengelenmesiyle bulunabilen parametredir ve an 6= 0 d¬r.

Bu metot yard¬m¬yla baz¬k¬smi diferensiyel denklemlerin hareketli dalga çözüm-

leri elde edilmi̧stir [24�27].

3.2. Geni̧sletilmi̧s Tanh Metodu

Geni̧sletilmi̧s tanh metodu 2000 y¬l¬nda Fan taraf¬ndan oluşturulmuştur [28]. Bu

metotla tanh metodu aras¬ndaki tek fark şudur; tanh metot ile (3.1) denklemi için

sadece G(�) = tanh� fonksiyonu kullan¬l¬rken geni̧sletilmi̧s tanh metodunda ise

G0(�) = A+G2(�) (3.4)

Riccati diferensiyel denkleminin çözümleri olarak elde edilen

A < 0 iken,

G(�) = �
p
�A tanh(

p
�A�); (3.5)

G(�) = �
p
�A coth(

p
�A�)

A = 0 iken,

G(�) = �1
�

(3.6)

A > 0 iken,

G(�) =
p
A tan(

p
A�); (3.7)

G(�) = �
p
A cot(

p
A�)

fonksiyonlar¬ile (3.1) denkleminin hareketli dalga çözümleri elde edilir. Burada

hareketli dalga çözümünün tipi, A n¬n durumuna göre (3.5)�(3.7) eşitliklerinde

görüldü¼gü gibi belirlenebilir [29-32].
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3.3. Genelleştirilmi̧s Tanh Metodu

2004 y¬l¬nda Chen ve Zhang, (3.1) denkleminin hareketli dalga çözümlerini

elde etmek için yukar¬da bahsedilen tanh metotlar¬nda kullan¬lan Riccati diferensiyel

denklemlerinden farkl¬olarak

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�) (3.8)

şeklinde bir Riccati diferensiyel denklemi alarak genelleştirilmiş tanh fonksiyon metodunu

sunmuşlard¬r [33]. Burada 0 = d
d�
; � = �(x; t) = x � Qt ve A;B;C sabitlerdir.

(3.8) denkleminin çözümleri olarak göz önüne al¬nan aşa¼g¬daki fonksiyonlar ile (3.1)

denkleminin hareketli dalga çözümleri yaz¬labilir.

1. A = C = 1; B = 0 ise

G(�) = tan�;

2. A = C = �1; B = 0 ise

G(�) = cot�;

3. A = 1; C = �1; B = 0 ise

G(�) = tanh�; G(�) = coth�;

4. A = C = 1
2
; B = 0 ise

G(�) = tan�� sec�; G(�) = csc�� cot�; G(�) = tan�
1�sec� ;

5. A = C = �1
2
; B = 0 ise

G(�) = cot�� csc�; G(�) = sec�� tan�; G(�) = cot�
1�csc� ;

6. A = 1
2
; C = �1

2
; B = 0 ise

G(�) = coth�� csch�; G(�) = tanh�� i sech� (i2 = �1); G(�) = tanh�
1�sech� ;

G(�) = coth�
1�i csch� ;

7. A = 1; B = �2; C = 2 ise

G(�) = tan�
1+tan�

;

8. A = 1; B = 2; C = 2 ise

G(�) = tan�
1�tan� ;
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9. A = �1; B = 2; C = �2 ise

G(�) = cot�
1+cot�

;

10. A = �1; B = �2; C = �2 ise

G(�) = cot�
1�cot� ;

11. A = B = 0, C 6= 0 ise

G(�) = �1
C�+c0

;

12. C = 0, B 6= 0 ise

G(�) = exp(B�)�A
B

Bu metot ile (3.1) denklemi için aranan çözüm an 6= 0 olmak üzere,

u(x; t) =
nX
i=0

aiG
i(�) (3.9)

şeklindedir. Bu metot yard¬m¬ ile ·I.E. ·Inan lineer olmayan �ziksel bir modelin

hareketli dalga çözümlerini elde etmi̧stir [34].

3.4. Genelleştirilmi̧s Riccati Denklemi Dönüşüm Metodu

u = u(x; t) bilinmeyen fonksiyon, U , u = u(x; t) fonksiyonunun bir polinomu

olmak üzere genel formda lineer olmayan bir k¬smi diferensiyel denklem

U(u; ut; ux; uxx; :::) = 0 (3.10)

şeklinde verilsin. Bu metodun en önemli ad¬mlar¬(G0=G) -aç¬l¬m metodu [35,36] ile

birlikte aşa¼g¬daki şekilde aç¬klanabilir [37-39]:

1. Ad¬m:

u(x; t) = q(�); � = x�Qt (3.11)

hareketli dalga de¼gi̧skeni olsun. (3.11) denklemi (3.10) denkleminde yaz¬l¬rsa, q(�)

için � ye göre adi türevler içeren

V (q; q�; q��; q���; :::) = 0: (3.12)
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adi diferensiyel denklemi elde edilir.

2. Ad¬m:(3.12) denklemi mümkün oldu¼gunca terim terim integrallenip, integral

sabitleri elde edilir. Bu sabitler kolayl¬k aç¬s¬ndan s¬f¬r al¬nabilir.

3. Ad¬m: an 6= 0 olmak üzere

q(�) =
nX
i=0

ai(
G0(�)

G(�)
)i (3.13)

yaz¬labilir. Buradaki G(�);A;B;C belirli sabitler ve C 6= 0 olmak üzere aşa¼g¬daki

genelleştirilmi̧s riccati denkleminin çözümüdür:

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�): (3.14)

4. Ad¬m: (3.12) denklemindeki en yüksek mertebeden lineer terimler ile lineer

olmayan terimler aras¬nda dengeleme yap¬l¬p pozitif n tamsay¬s¬elde edilir.

5. Ad¬m: (3.14) denklemi (3.13) denkleminde yerine yaz¬l¬p daha sonra (3.12)

denkleminde yerine yaz¬l¬r. (3.12) denkleminde ayn¬mertebedeki terimlerin kat-

say¬lar¬n¬n eşitli¼ginden Gm(�) ve G�m(�) (m = 0; 1; 2; :::) terimlerinin katsay¬lar¬

s¬f¬ra eşitlenir. Böylece ai (i = 1; 2; :::; n),A;B;C ve Q için cebirsel denklem sistem-

leri elde edilir.

6. Ad¬m: Mathematica program¬yard¬m¬yla 5. ad¬mda elde edilen denklem

sistemleri çözülüp ai (i = 1; 2; :::; n) ve Q de¼gerleri elde edilir. Böylece n de¼geri ile

5. ad¬mda bulunan de¼gerler (3.14) denklemi ile birlikte (3.13) denkleminde yerine

yaz¬l¬p (3.10) denkleminin tam çözümleri elde edilir.

(3.14) denkleminin yirmi yedi çözüm içeren dört farkl¬tipi aşa¼g¬daki şekildedir

[38]:
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1. Tip: B2 � 4AC > 0 ve BC 6= 0 veya AC 6= 0 iken, (3.14) denkleminin

çözümü aşa¼g¬daki gibidir:

G1 =
�1
2C
(B +

p
B2 � 4AC tanh(

p
B2 � 4AC

2
�));

G2 =
�1
2C
(B +

p
B2 � 4AC coth(

p
B2 � 4AC

2
�));

G3 =
�1
2C
(B +

p
B2 � 4AC(tanh(

p
B2 � 4AC �)� i sech(

p
B2 � 4AC �)));

G4 =
�1
2C
(B +

p
B2 � 4AC(coth(

p
B2 � 4AC �)� csch(

p
B2 � 4AC �)));

G5 =
�1
4C
(2B +

p
B2 � 4AC(tanh(

p
B2 � 4AC

4
�) + coth(

p
B2 � 4AC

4
�)));

G6 =
1

2C
(�B +

p
(R2 + P 2) (B2 � 4AC)� P

p
B2 � 4AC cosh(

p
B2 � 4AC�)

P sinh(
p
B2 � 4AC�) +R

);

G7 =
1

2C
(�B +

p
(R2 � P 2) (B2 � 4AC) + P

p
B2 � 4AC sinh(

p
B2 � 4AC�)

P cosh(
p
B2 � 4AC�) +R

);

G8 =
2A cosh(

p
B2�4AC
2

�)
p
B2 � 4AC sinh(

p
B2�4AC
2

�)�B cosh(
p
B2�4AC
2

�)
;

G9 =
�2A sinh(

p
B2�4AC
2

�)

B sinh(
p
B2�4AC
2

�)�
p
B2 � 4AC cosh(

p
B2�4AC
2

�)
;

G10 =
2A cosh(

p
B2 � 4AC�)p

B2 � 4AC sinh(
p
B2 � 4AC�)�B cosh(

p
B2 � 4AC�)� i

p
B2 � 4AC

;

G11 =
2A sinh(

p
B2 � 4AC�)

�B sinh(
p
B2 � 4AC�) +

p
B2 � 4AC cosh(

p
B2 � 4AC�)�

p
B2 � 4AC

;

G12 =
4A sinh(

p
B2�4AC
4

�) cosh(
p
B2�4AC
4

�)

�2B sinh(
p
B2�4AC
4

�) cosh(
p
B2�4AC
4

�) + 2
p
B2 � 4AC cosh2(

p
B2�4AC
4

�)�
p
B2 � 4AC

Burada P ve R, R2�P 2 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir.
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2. Tip: B2 � 4AC < 0 ve BC 6= 0 veya AC 6= 0 iken, (3.14) denkleminin

çözümü aşa¼g¬daki gibidir:

G13 =
1

2C
(�B +

p
4AC �B2 tan(

p
4AC �B2

2
�));

G14 =
�1
2C
(B +

p
4AC �B2 cot(

p
4AC �B2

2
�));

G15 =
1

2C
(�B +

p
4AC �B2(tan(

p
4AC �B2 �)� sec(

p
4AC �B2 �)));

G16 =
�1
2C
(B +

p
4AC �B2(cot(

p
4AC �B2 �)� csc(

p
4AC �B2 �));

G17 =
1

4C
(�2B +

p
4AC �B2(tan(

p
4AC �B2

4
�)� cot(

p
4AC �B2

4
�)));

G18 =
1

2C
(�B + �

p
(P 2 �R2) (4AC �B2)� P

p
4AC �B2 cos(

p
4AC �B2�)

P sin(
p
4AC �B2�) +R

);

G19 =
1

2C
(�B � �

p
(P 2 �R2) (4AC �B2) + P

p
4AC �B2 cos(

p
4AC �B2�)

P sin(
p
4AC �B2�) +R

):

Burada P ve R; P 2 �R2 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir.

G20 =
�2A cos(

p
4AC�B2
2

�)
p
4AC �B2 sin(

p
4AC�B2
2

�) +B cos(
p
4AC�B2
2

�)
;

G21 =
2A sin(

p
4AC�B2
2

�)

�B sin(
p
4AC�B2
2

�) +
p
4AC �B2 cos(

p
4AC�B2
2

�)
;

G22 =
�2A cos(

p
4AC �B2�)p

4AC �B2 sin(
p
4AC �B2�) +B cos(

p
4AC �B2�)�

p
4AC �B2

;

G23 =
2A sin(

p
4AC �B2�)

�B sin(
p
4AC �B2�) +

p
4AC �B2 cos(

p
4AC �B2�)�

p
4AC �B2

;

G24 =
4A sin(

p
4AC�B2
4

�) cos(
p
4AC�B2
4

�)

�2B sin(
p
4AC�B2
4

�) cos(
p
4AC�B2
4

�) + 2
p
4AC �B2 cos2(

p
4AC�B2
4

�)�
p
4AC �B2

:

3. Tip: A = 0 ve BC 6= 0 iken, d1 belirli bir sabit olmak üzere (3.14) denklemi

nin çözümü

G25 =
�Bd1

C(d1 + cosh(B�)� sinh(B�))
;

G26 =
�B(cosh(B�) + sinh(B�))

C(d1 + cosh(B�) + sinh(B�))
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şeklindedir.

4. Tip: C 6= 0 ve B = A = 0 iken, c1 belirli bir sabit olmak üzere (3.14)

denkleminin çözümü

G27 =
�1

C�+ c1

şeklindedir.

3.5. Homotopi Pertürbasyon Metodu (HPM)

Bu metodun temel kavramlar¬n¬tan¬mlamak için

A(u)� f(r) = 0; r 2 
 (3.15)

lineer olmayan diferensiyel denklemi

B(u; @u=@n) = 0; r 2 � (3.16)

s¬n¬r koşullar¬ile verilsin [40].

Burada A bir genel diferensiyel operatörü, B s¬n¬r operatörü, f(r) bilinen bir

analitik fonksiyon ve �, 
 tan¬m kümesinin s¬n¬r¬d¬r.

Burada A operatörü, lineer terim L ve lineer olmayan terim N olarak iki bölüme

ayr¬labilir. Bu nedenle (3.15) denklemi

L(u) +N(u)� f(r) = 0 (3.17)

şeklinde yaz¬labilir. p 2 [0; 1] ve r 2 
 olmak üzere

H(V; p) = (1� p) [L(V )� L(u0)] + p [A(V )� f(r)] = 0 (3.18)

veya

H(V; p) = L(V )� L(u0) + pL(u0) + p [N(V )� f(r)] = 0 (3.19)

şartlar¬n¬sa¼glayan bir

V (r; p) : 
� [0; 1]! R (3.20)
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homotopisi kurulsun. Burada u0; (3.16) s¬n¬r şartlar¬n¬sa¼glayan (3.15) denkleminin

başlang¬ç yaklaş¬m¬d¬r.

(3.18) ve (3.19) denklemlerinden p parametresi 0�dan 1�e de¼gi̧sirken

H(V; 0) = L(V )� L(u0) = 0

H(V; 1) = L(V ) +N(V )� f(r) = 0

eşitlikleri yaz¬l¬r. Burada H(V; 0) ve H(V; 1) homotopiktirler.

(3.18) ve (3.19) denklemlerinin çözümünün, p nin bir kuvvet serisi olarak yaz¬la-

bildi¼gi varsay¬l¬rsa

V = V0 + pV1 + p2V2 + : : : ; (3.21)

olur.

(3.21) eşitli¼ginde p! 1 için limit al¬n¬rsa (3.15) denkleminin yaklaş¬k çözümü

u = lim
p!1

V = V0 + V1 + V2 + : : : (3.22)

şeklinde bulunur. (3.22) serisi pek çok durum için yak¬nsakt¬r. Bununla beraber,

yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬lineer olmayan operatör A(v) ye ba¼gl¬d¬r [41,42].
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4. BÖLÜM

BAZI L·INEEROLMAYANKISM·I D·IFERENS·IYELDENKLEMLER·IN

ANAL·IT·IKVEYARI ANAL·IT·IKÇÖZÜMLER·I ·IÇ·INUYGULAMALAR

Bu bölümde üçüncü bölümde analizleri yap¬lan geni̧sletilmi̧s tanh metodu, genel-

leştirilmi̧s tanh metodu, genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodu ve HPM

kullan¬larak baz¬lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemlerin analitik ve yar¬ana-

litik çözümleri elde edilecektir.

4. 1. Geni̧sletilmi̧s Tanh Metodu ·Için Uygulamalar

4.1.1. Kaup�Kupershmidt Denkleminin Geni̧sletilmi̧s Tanh Metodu

·Ile Analitik Çözümleri

ut + 45u
2ux �

75

2
uxuxx � 15uuxxx + uxxxxx = 0 (4.1)

Kaup�Kupershmidt denklemini ele alal¬m [2]. u2ux, uxuxx, uuxxx terimlerinden biri

ile uxxxxx aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa dengeleme terimi m = 2 olur.

Böylece � = �(x; t) = x�Qt olmak üzere, u(x; t) = q(�) dönüşümü yap¬l¬rsa

�Qq0 + 45q2q0 � 75
2
q0q00 � 15qq00 + q00000 = 0 (4.2)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem � ye göre bir kez integrallenirse

�Qq + 15q3 � 45
4
(q0)

2 � 15qq00 + q0000 +K = 0 (4.3)

denklemi elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.

Dengeleme terimi m = 2 oldu¼gundan a2 6= 0 olmak üzere

q = a0 + a1G(�) + a2G
2(�) (4.4)
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dönüşümü yap¬l¬p

G0(�) = A+G2(�)

Riccati diferensiyel denklemi kullan¬l¬rsa

�Qa0 + 15a
3
0 + 16A

2a1G(�)�Qa1G(�) + 40Aa1G
3(�)

+ 24a1G
5(�)� 30Aa0a1G(�)� 30a0a1G3(�)

+ 45a20a1G(�)�
45

4
A2a21 �

105

2
Aa21G

2(�)� 165
4
a21G

4(�)

+ 45a0a
2
1G

2(�) + 15a31G
3(�) + 16A3a2 �Qa2G

2(�)

+ 136A2a2G
2(�) + 240Aa2G

4(�) + 120a2G
6(�)� 30A2a2a0

� 120Aa0a2G2(�)� 90a0a2G4(�) + 45a20a2G2(�)

� 75A2a1a2G(�)� 240Aa1a2G3(�)� 165a1a2G5(�)

+ 90a0a1a2G
3(�) + 45a21a2G

4(�)� 75A2a22G2(�)� 210Aa22G4(�)

� 135a22G6(�) + 45a0a22G4(�) + 45a1a22G5(�) + 15a32G6(�) = 0

elde edilir. Burada G(�)�nin ayn¬kuvvetlerinin katsay¬lar¬s¬f¬ra eşitlenirse a0; a1,

a2, Q ve K için cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu cebirsel denklem sistem-

lerinden

i) a0 =
2A

3
; a1 = 0; a2 = 1; Q = A2; K =

2A3

9
;

ii) a0 =
16A

3
; a1 = 0; a2 = 8; Q = 176A2; K = �1664A

3

9
;

elde edilir.

i) A < 0 iken

G(�) = �
p
�A tanh(

p
�A�);

G(�) = �
p
�A coth(

p
�A�)

oldu¼gundan

u1(x; t) =
2A

3
� A tanh2(

p
�A(�A2t+ x));
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u2(x; t) =
2A

3
� A coth2(

p
�A(�A2t+ x))

A = 0 iken

G(�) = �1
�

oldu¼gundan

u3(x; t) =
1

x2

A > 0 iken

G(�) =
p
A tan(

p
A�);

G(�) = �
p
A cot(

p
A�)

oldu¼gundan

u4(x; t) =
2A

3
+ A tan2(

p
A(�A2t+ x));

u5(x; t) =
2A

3
+ A cot2(

p
A(�A2t+ x))

ve

ii) A < 0 iken

G(�) = �
p
�A tanh(

p
�A�);

G(�) = �
p
�A coth(

p
�A�)

oldu¼gundan

u6(x; t) =
16A

3
� 8A tanh2(

p
�A(�176A2t+ x));

u7(x; t) =
16A

3
� 8A coth2(

p
�A(�176A2t+ x))

A = 0 iken

G(�) = �1
�

oldu¼gundan

u8(x; t) =
8

x2
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A > 0 iken

G(�) =
p
A tan(

p
A�);

G(�) = �
p
A cot(

p
A�)

oldu¼gundan

u9(x; t) =
16A

3
+ 8A tan2(

p
A(�176A2t+ x));

u10(x; t) =
16A

3
+ 8A cot2(

p
A(�176A2t+ x))

fonksiyonlar¬ ile (4.1) Kaup�Kupershmidt denkleminin hareketli dalga çözümleri

elde edilir.

(a) (b)

Şekil 3. Kaup�Kupershmidt denkleminin u1(x; t) ve u4(x; t) çözümü için üç

boyutlu periyodik dalga görünümü, a) u1(x; t)(A = �1) b) u4(x; t) (A = 1)
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 4. Kaup�Kupershmidt denkleminin u4(x; t) çözümü için iki boyutlu periyodik

dalga gra�¼gi, a) t = 0 , b) t = 1, c) t = 3; d) t = 5:

Yukar¬da Şekil 4 de zaman ilerledikçe Kaup�Kupershmidt denkleminin u1(x; t)

çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmektedir.

25



4.1.2. Drinfeld-Sokolov-Wilson Denklem Sisteminin Geni̧sletilmi̧s Tanh

Metodu ·Ile Analitik Çözümleri

ut � 3wwx = 0; (4.5)

wt � 2wxxx � 2uwx � wux = 0

Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemini ele alal¬m [8]. ut ile 3wwx ve wxxx ile

uwx aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa dengeleme terimi m = 2 ve n = 1 olur. Böylece

� = �(x; t) = x � Qt olmak üzere, u(x; t) = q(�) ve w(x; t) = s(�) dönüşümü

yap¬l¬rsa

�Qq0 � 3ss0 = 0; (4.6)

�sq0 �Qs0 � 2qs0 � 2s000 = 0 (4.7)

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Dengeleme terimi m = 2 ve n = 1 oldu¼gun-

dan a2 6= 0 olmak üzere

q = a0 + a1G(�) + a2G
2(�); (4.8)

s = b0 + b1G(�) (4.9)

dönüşümü yap¬l¬p

G0(�) = A+G2(�)

Riccati diferensiyel denklemi kullan¬l¬rsa

�AQa1 �Qa1G
2(�)� 2AQa2G(�)� 2Qa2G3(�)� 3Ab0b1

�3b0b1G2(�)� 3Ab21G(�)� 3b21G3(�) = 0;

�Aa1b0 � a1b0G
2(�)� 2Aa2b0G(�)� 2a2b0G3(�)� AQb1 � 4A2b1

�Qb1G2(�)� 16Ab1G2(�)� 12b1G4(�)� 2Aa0b1 � 2a0b1G2(�)

�3Aa1b1G(�)� 3a1b1G3(�)� 4Aa2b1G4(�)� 4a2b1G4(�) = 0
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elde edilir. Burada G(�)�nin ayn¬kuvvetlerinin katsay¬lar¬s¬f¬ra eşitlenirse a0; a1,

a2; b0; b1 ve Q için cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu cebirsel denklem

sistemlerinden

i) a0 =
�Q� 4A

2
; a1 = 0; a2 = �3;

b0 = 0; b1 =
p
2Q;

ii) a0 =
�Q� 4A

2
; a1 = 0; a2 = �3;

b0 = 0; b1 = �
p
2Q

elde edilir.

i) A < 0 iken,

G(�) = �
p
�A tanh(

p
�A�);

G(�) = �
p
�A coth(

p
�A�)

oldu¼gundan

u1(x; t) =
�Q� 4A

2
+ 3A tanh2(

p
�A(�Qt+ x));

w1(x; t) = �
p
�2AQ tanh(

p
�A(�Qt+ x));

u2(x; t) =
�Q� 4A

2
+ 3A coth2(

p
�A(�Qt+ x));

w2(x; t) = �
p
�2AQ coth(

p
�A(�Qt+ x))

A = 0 iken

G(�) = �1
�
;

oldu¼gundan

u3(x; t) = �Q
2
� 3

(�Qt+ x)2
;

w3(x; t) = �
p
2Q

�Qt+ x
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A > 0 iken

G(�) =
p
A tan(

p
A�);

G(�) = �
p
A cot(

p
A�)

oldu¼gundan

u4(x; t) =
�Q� 4A

2
� 3A tan2(

p
A(�Qt+ x));

w4(x; t) =
p
2AQ tan(

p
A(�Qt+ x));

u5(x; t) =
�Q� 4A

2
� 3A cot2(

p
A(�Qt+ x));

w5(x; t) = �
p
2AQ cot(

p
A(�Qt+ x))

ve

ii) A < 0 iken,

G(�) = �
p
�A tanh(

p
�A�);

G(�) = �
p
�A coth(

p
�A�)

oldu¼gundan

u6(x; t) =
�Q� 4A

2
+ 3A tanh2(

p
�A(�Qt+ x));

w6(x; t) =
p
�2AQ tanh(

p
�A(�Qt+ x));

u7(x; t) =
�Q� 4A

2
+ 3A coth2(

p
�A(�Qt+ x));

w7(x; t) =
p
�2AQ coth(

p
�A(�Qt+ x))

A = 0 iken

G(�) = �1
�
;

oldu¼gundan

u8(x; t) = �Q
2
� 3

(�Qt+ x)2
;

w8(x; t) =

p
2Q

�Qt+ x
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A > 0 iken

G(�) =
p
A tan(

p
A�);

G(�) = �
p
A cot(

p
A�)

oldu¼gundan

u9(x; t) =
�Q� 4A

2
� 3A tan2(

p
A(�Qt+ x));

w9(x; t) = �
p
2AQ tan(

p
A(�Qt+ x));

u10(x; t) =
�Q� 4A

2
� 3A cot2(

p
A(�Qt+ x));

w10(x; t) =
p
2AQ cot(

p
A(�Qt+ x))

fonksiyonlar¬ile (4.5) DSW denklem sisteminin hareketli dalga çözümleri elde edilir.
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(a)

(b)

Şekil 5. DSW denklem sisteminin u2(x; t); w2(x; t) ve u4(x; t); w4(x; t) çözümleri

için üç boyutlu periyodik dalga görünümü,

a) u2(x; t); w2(x; t) (A = �1; Q = 4) b) u4(x; t); w4(x; t) (A = 1; Q = 4):

Burada sol taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri u(x; t) çözümleri için, sa¼g

taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri w(x; t) çözümleri için çizilmi̧stir.
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 6. DSW denklem sisteminin u4(x; t); w4(x; t) çözümü için iki boyutlu

periyodik dalga gra�¼gi, a) t = �0:5 , b) t = 0, c) t = 0:5, d) t = 1:

Yukar¬da Şekil 6 da zaman ilerledikçe DSWdenklem sisteminin u4(x; t) vew4(x; t)

çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmektedir.
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4.1.3. Hirota-Satsuma Denklem Sisteminin Geni̧sletilmi̧s TanhMetodu

·Ile Analitik Çözümleri

ut =
1

2
uxxx + 3uux � 3wwx; (4.10)

wt = �wxxx � 3uwx

Hirota-Satsuma denklem sistemini ele alal¬m [12]. � = �(x; t) = x�Qt olmak üzere,

u(x; t) = q(�) ve w(x; t) = s(�) dönüşümü yap¬l¬rsa

�Qq0 � 3qq0 + 3ss0 � 1
2
q000 = 0; (4.11)

�Qs0 + 3qs0 + s000 = 0 (4.12)

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. wxxx ile uwx ve uxxx ile uux; wwx terim-

lerinden biri aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa dengeleme terimi m = 2 ve n = 2 olur.

Dengeleme terimi m = 2 ve n = 2 oldu¼gundan a2 6= 0 olmak üzere

q = a0 + a1G(�) + a2G
2(�); (4.13)

s = b0 + b1G(�) + b2G
2(�) (4.14)

dönüşümü yap¬l¬p

G0(�) = A+G2(�)

Riccati diferensiyel denklemi kullan¬l¬rsa

� AQa1 � A2a1 �Qa1G
2(�)� 4Aa1G2(�)� 3a1G4(�)

� 3Aa0a1 � 3a0a1G2(�)� 3Aa21G(�)� 3a21G3(�)� 2AQa2G(�)

� 8A2a2G(�)� 2Qa2G3(�)� 20Aa2G3(�)� 12a2G5(�)
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� 6Aa0a2G(�)� 6a0a2G3(�)� 9Aa1a2G2(�)� 9a1a2G4(�)� 6Aa22G3(�)

� 6a22G5(�) + 3Ab0b1 + 3b0b1G2(�) + 3Ab21G(�) + 3b21G3(�) + 6Ab0b2G(�)

+ 6b0b2G
3(�) + 9Ab1b2G

2(�) + 9b1b2G
4(�) + 6Ab22G

3(�) + 6b22G
5(�) = 0;

� AQb1 + 2A
2b1 �Qb1G

2(�) + 8Ab1G
2(�) + 6b1G

4(�) + 3Aa0b1

+ 3a0b1G
2(�) + 3Aa1b1G(�) + 3a1b1G

3(�) + 3Aa2b1G
2(�)

+ 3a2b1G
4(�) + 2AQb2G(�) + 16A

2b2G(�)� 2AQb2G(�)

+ 40Ab2G
3(�) + 24b2G

5(�) + 6Aa0b2G(�) + 6a0b2G
3(�)

+ 6Aa1b2G
2(�) + 6a1b2G

4(�) + 6Aa2b2G
3(�) + 6a2b2G

5(�) = 0

elde edilir.

Burada G(�)�nin ayn¬kuvvetlerinin katsay¬lar¬s¬f¬ra eşitlenirse a0; a1, a2; b0; b1,

b2 ve Q için cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu cebirsel denklem sistem-

lerinden

i) a0 =
Q� 8A
3

; a1 = 0; a2 = �4;

b0 =
2(�

p
2Q+ 2

p
2A)

3
; b1 = 0; b2 = 2

p
2;

ii) a0 =
Q� 8A
3

; a1 = 0; a2 = �4;

b0 = �2(�
p
2Q+ 2

p
2A)

3
; b1 = 0; b2 = �2

p
2

elde edilir.

i) A < 0 iken

G(�) = �
p
�A tanh(

p
�A�);

G(�) = �
p
�A coth(

p
�A�)
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oldu¼gundan

u1(x; t) =
Q� 8A
3

+ 4A tanh2(
p
�A(�Qt+ x));

w1(x; t) =
2(�

p
2Q+ 2

p
2A)

3
� 2
p
2A tanh2(

p
�A(�Qt+ x));

u2(x; t) =
Q� 8A
3

+ 4A coth2(
p
�A(�Qt+ x));

w2(x; t) =
2(�

p
2Q+ 2

p
2A)

3
� 2
p
2A coth2(

p
�A(�Qt+ x))

A = 0 iken

G(�) = �1
�

oldu¼gundan

u3(x; t) =
Q

3
� 4

(�Qt+ x)2
;

w3(x; t) = �2
p
2Q

3
+

2
p
2

(�Qt+ x)2

A > 0 iken

G(�) =
p
A tan(

p
A�);

G(�) = �
p
A cot(

p
A�)

oldu¼gundan

u4(x; t) =
Q� 8A
3

� 4A tan2(
p
A(�Qt+ x));

w4(x; t) =
2(�

p
2Q+ 2

p
2A)

3
+ 2
p
2A tan2(

p
A(�Qt+ x));

u5(x; t) =
Q� 8A
3

� 4A cot2(
p
A(�Qt+ x));

w5(x; t) = �2(�
p
2Q+ 2

p
2A)

3
� 2
p
2A cot2(

p
A(�Qt+ x))

ii) A < 0 iken

G(�) = �
p
�A tanh(

p
�A�);

G(�) = �
p
�A coth(

p
�A�)
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oldu¼gundan

u6(x; t) =
Q� 8A
3

+ 4A tanh2(
p
�A(�Qt+ x));

w6(x; t) = �2(�
p
2Q+ 2

p
2A)

3
+ 2
p
2A tanh2(

p
�A(�Qt+ x));

u7(x; t) =
Q� 8A
3

+ 4A coth2(
p
�A(�Qt+ x));

w7(x; t) = �2(�
p
2Q+ 2

p
2A)

3
+ 2
p
2A coth2(

p
�A(�Qt+ x))

A = 0 iken

G(�) = �1
�

oldu¼gundan

u8(x; t) =
Q

3
� 4

(�Qt+ x)2
;

w8(x; t) =
2
p
2Q

3
� 2

p
2

(�Qt+ x)2

A > 0 iken

G(�) =
p
A tan(

p
A�);

G(�) = �
p
A cot(

p
A�)

oldu¼gundan

u9(x; t) =
Q� 8A
3

� 4A tan2(
p
A(�Qt+ x));

w9(x; t) = �2(�
p
2Q+ 2

p
2A)

3
� 2
p
2A tan2(

p
A(�Qt+ x));

u10(x; t) =
Q� 8A
3

� 4A cot2(
p
A(�Qt+ x));

w10(x; t) = �2(�
p
2Q+ 2

p
2A)

3
� 2
p
2A cot2(

p
A(�Qt+ x))

fonksiyonlar¬ile Hirota-Satsuma denklem sisteminin hareketli dalga çözümleri elde

edilir.
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(a)

(b)

Şekil 7. Hirota-Satsuma denklem sisteminin u1(x; t); w1(x; t) ve u5(x; t),w5(x; t)

çözümleri için üç boyutlu periyodik dalga görünümü,

a) u1(x; t); w1(x; t)(A = �1; Q = 4);b) u5(x; t), w5(x; t)(A = 1; Q = 4)

Burada sol taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri u(x; t) çözümleri için, sa¼g

taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri w(x; t) çözümleri için çizilmi̧stir.

36



(a) (b)

(c) (d)

Şekil 8. Hirota-Satsuma denklem sisteminin u5(x; t) ve w5(x; t) çözümü için iki

boyutlu periyodik dalga gra�¼gi, a) t = �0:5 , b) t = 0, c) t = 0:5, d) t = 1:

Yukar¬da Şekil 8 de zaman ilerledikçe Hirota-Satsuma denklem sisteminin u5(x; t)

ve w5(x; t) çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmek-

tedir.
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4. 2. Genelleştirilmi̧s Tanh Metodu ·Için Uygulamalar

4.2.1. Kaup�Kupershmidt Denkleminin Genelleştirilmi̧s TanhMetodu

·Ile Analitik Çözümleri

ut + 45u
2ux �

75

2
uxuxx � 15uuxxx + uxxxxx = 0 (4.15)

Kaup�Kupershmidt denklemini ele alal¬m [2]. � = �(x; t) = x � Qt olmak üzere

u(x; t) = q(�) dönüşümü yap¬l¬rsa

�Qq0 + 45q2q0 � 75
2
q0q00 � 15qq000 + q00000 = 0;

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem � ye göre bir kez integrallenirse

�Qq + 15q3 � 45
4
(q0)

2 � 15qq00 + q0000 +K = 0 (4.16)

denklemi elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.

uxxxxx ile u2ux, uxuxx, uuxxx terimlerinden biri aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa den-

geleme terimi m = 2 olur.

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�) (4.17)

olmak üzere a2 6= 0 için

q = a0 + a1G(�) + a2G
2(�) (4.18)

seçilebilir.

(4.18) denklemi (4.16) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve a0; a1; a2, Q ve K için elde

edilen denklemde Mathematica yard¬m¬yla G(�)0nin kuvvetlerinin katsay¬lar¬s¬f¬ra

eşitlenirse, bu sistemin çözümünden
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i) a0 =
B2 + 8AC

12
; a1 = BC; a2 = C2;

Q =
B4 � 8AB2C + 16A2C2

16
;

K =
�B6 + 12AB4C � 48A2B2C2 + 64A3C3

288
; (4.19)

ii) a0 =
2(B2 + 8AC)

3
; a1 = 8BC; a2 = 8C

2;

Q = 11
�
B4 � 8AB2C + 16A2C2

�
;

K =
26 (B6 � 12AB4C + 48A2B2C2 � 64A3C3)

9

elde edilir.

(4.19) (i) durumu için bu denklemler (4.18) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve (4.17)

denkleminin özel çözümleri kullan¬l¬rsa (4.15) denkleminin aşa¼g¬daki hareketli dalga

çözümleri elde edilir:

u1(x; t) =
2

3
+ tan2(t� x);

u2(x; t) =
2

3
+ cot2(t� x);

u3(x; t) = �
2

3
+ tanh2(t� x);

u4(x; t) = �
2

3
+ coth2(t� x);

u5(x; t) =
1

6
+
1

4

�
tan(

t

16
� x)� sec( t

16
� x)

�2
;

u6(x; t) =
1

6
+
1

4

�
� csc( t

16
� x) + cot(

t

16
� x)

�2
;
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u7(x; t) =
1

6
+
1

4

�
tanh( t

16
� x)

1� sech( t
16
� x)

�2
;

u8(x; t) =
1

6
+
1

4

�
� cot( t

16
� x)� csc( t

16
� x)

�2
;

u9(x; t) =
1

6
+
1

4

�
sec(

t

16
� x) + tan(

t

16
� x)

�2
;

u10(x; t) =
1

6
+
1

4

�
cot( t

16
� x)

�2
(1� csc( t

16
� x))2

;

u11(x; t) = �
1

6
+
1

4

�
� coth( t

16
� x)� csch( t

16
� x)

�2
;

u12(x; t) = �
1

6
+
1

4

�
� tanh( t

16
� x)� i sech(

t

16
� x)

�2
; (4.20)

u13(x; t) = �
1

6
+
1

4

�
tanh( t

16
� x)

1� sech( t
16
� x)

�2
;

u14(x; t) = �
1

6
+
1

4

�
coth( t

16
� x)

1� i csch( t
16
� x)

�2
;

u15(x; t) =
5

3
+ 4

tan(t� x)

1� tan(t� x)
+ 4

�
tan(t� x)

1� tan(t� x)

�2
;

u16(x; t) =
5

3
+ 4

tan(t� x)

1 + tan(t� x)
� 4

�
tan(t� x)

1 + tan(t� x)

�2
;

u17(x; t) =
5

3
+ 4

cot(t� x)

1� cot(t� x)
+ 4

�
cot(t� x)

1� cot(t� x)

�2
;

u18(x; t) =
5

3
� 4 cot(t� x)

1 + cot(t� x)
+ 4

�
cot(t� x)

1 + cot(t� x)

�2
;

u19(x; t) = C2
�

�1
Cx+ c0

�2
:
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(a) (b)

Şekil 9. Kaup�Kupershmidt denkleminin u1(x; t) ve u12(x; t)(Im) çözümleri için üç

boyutlu periyodik dalga görünümü, a) u1(x; t),b) u12(x; t)(Im)

(a) (b)

(c) (d)

Şekil 10. Kaup�Kupershmidt denkleminin u12(x; t)(Im) çözümü için iki boyutlu

periyodik dalga gra�¼gi, a) t = �1, b) t = 1, c) t = 3, d) t = 5:
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Yukar¬da Şekil 10 da zaman ilerledikçe Kaup�Kupershmidt denkleminin u12(x; t)(Im)

çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmektedir.

4.2.2. Drinfeld-Sokolov-Wilson Denklem Sisteminin Genelleştirilmi̧s

Tanh Metodu ·Ile Analitik Çözümleri

ut � 3wwx = 0; (4.21)

wt � 2wxxx � 2uwx � wux = 0

Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemini ele alal¬m [8]. � = �(x; t) = x � Qt

olmak üzere u(x; t) = q(�) ve w(x; t) = s(�) dönüşümü yap¬l¬rsa

�Qq0 � 3ss0 = 0; (4.22)

�sq0 �Qs0 � 2qs0 � 2s000 = 0;

denklem sistemi elde edilir.

ut ile 3wwx ve wxxx ile uwx aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa dengeleme terimim = 2

ve n = 1 olur.

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�) (4.23)

olmak üzere a2 6= 0 için

q = a0 + a1G(�) + a2G
2(�); (4.24)

s = b0 + b1G(�)

seçilebilir. (4.24) denklemleri (4.22) denklemlerinde yerine yaz¬l¬rsa a0; a1; a2; b0; b1

ve Q için cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde Mathematica yard¬m¬yla

G(�)0nin kuvvetlerinin katsay¬lar¬s¬f¬ra eşitlenirse, bu sistemin çözümünden
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i) a0 =
�B2 � 8AC � 2Q

4
; a1 = �3BC; a2 = �3C2;

b0 =
B
p
Qp
2
; b1 = C

p
2Q;

ii) a0 =
�B2 � 8AC � 2Q

4
; a1 = �3BC; a2 = �3C2; (4.25)

b0 = �B
p
Qp
2
; b1 = �C

p
2Q

elde edilir.

� = �(x; t) = x�Qt olmak üzere (4.25) (i) eşitlikleri (4.24) denkleminde yerlerine

yaz¬l¬r ve (4.23) denkleminin özel çözümleri kullan¬l¬rsa (4.21) denklem sisteminin

aşa¼g¬daki hareketli dalga çözümleri elde edilir:

u1(x; t) =
�8� 2Q

4
� 3 tan2 �;

w1(x; t) =
p
2Q tan�;

u2(x; t) =
�8� 2Q

4
� 3 cot2 �;

w2(x; t) =
p
2Q cot�;

u3(x; t) =
8� 2Q
4

� 3 tanh2 �;

w3(x; t) =
p
2Q tanh�;

u4(x; t) =
8� 2Q
4

� 3 coth2 �;

w4(x; t) =
p
2Q coth�;

u5(x; t) =
�2� 2Q

4
� 3
4
(� tan�� sec�)2 ;

w5(x; t) =

p
Qp
2
(� tan�� sec�) ;
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u6(x; t) =
�2� 2Q

4
� 3
4
(� csc�+ cot�)2 ;

w6(x; t) =

p
Qp
2
(� csc�+ cot�) ;

u7(x; t) =
�2� 2Q

4
� 3
4

�
tan�

1� sec�

�2
;

w7(x; t) =

p
Qp
2

�
tan�

1� sec�

�
;

u8(x; t) =
�2� 2Q

4
� 3
4
(� cot�� csc�)2 ;

w8(x; t) =

p
Qp
2
(� cot�� csc�) ;

u9(x; t) =
�2� 2Q

4
� 3
4
(sec�+ tan�)2 ; (4.26)

w9(x; t) = �
p
Qp
2
(sec�+ tan�) ;

u10(x; t) =
�2� 2Q

4
� 3
4

�
cot�

1� csc�

�2
;

w10(x; t) =

p
Qp
2

�
cot�

1� csc�

�
;

u11(x; t) =
2� 2Q
4

� 3
4
(� coth�� csch�)2 ;

w11(x; t) =

p
Qp
2
(� coth�� csch�) ;

u12(x; t) =
2� 2Q
4

� 3
4
(� tanh�� i sech�)2 ;

w12(x; t) =

p
Qp
2
(� tanh�� i sech�) ;
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u13(x; t) =
2� 2Q
4

� 3
4

�
tanh�

1� sech�

�2
;

w13(x; t) =

p
Qp
2

�
tanh�

1� sech�

�
;

u14(x; t) =
2� 2Q
4

� 3
4

�
coth�

1� i csch�

�2
;

w14(x; t) =

p
Qp
2

�
coth�

1� i csch�

�
;

u15(x; t) =
�20� 2Q

4
� 12 tan�

1� tan� � 12
�

tan�

1� tan�

�2
;

w15(x; t) =
p
2Q� 2

p
2Q

�
tan�

1� tan�

�
;

u16(x; t) =
�20� 2Q

4
+ 12

tan�

1 + tan�
� 12

�
tan�

1 + tan�

�2
;

w16(x; t) = �
p
2Q� 2

p
2Q

�
tan�

1 + tan�

�
;

u17(x; t) =
�20� 2Q

4
� 12

�
cot�

1� cot�

�
� 12

�
cot�

1� cot�

�2
;

w17(x; t) = �
p
2Q+ 2

p
2Q

�
cot�

1� cot�

�
;

u18(x; t) =
�20� 2Q

4
+ 12

�
cot�

1 + cot�

�
� 12

�
cot�

1 + cot�

�2
;

w18(x; t) = �
p
2Q+ 2

p
2Q

�
cot�

1 + cot�

�
;

u19(x; t) =
�Q
2
� 3C2

(C�+ c0)
2 ;

w19(x; t) = � 2
p
2�

c0 + C�
:
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(a)

(b)

Şekil 11. DSWdenklem sisteminin u12(x; t)(Im); w12(x; t)(Im) ve u14(x; t)(Re); w14(x; t)(Re)

çözümleri için üç boyutlu periyodik dalga görünümü,

a) u12(x; t)(Im); w12(x; t)(Im)(Q = 4), b) u14(x; t)(Re); w14(x; t)(Re)(Q = 4).

Burada sol taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri u(x; t) çözümleri için, sa¼g

taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri w(x; t) çözümleri için çizilmi̧stir.
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 12. DSW denklem sisteminin u12(x; t)(Im) ve w12(x; t)(Im) çözümü için iki

boyutlu periyodik dalga gra�¼gi, a) t = �1, b) t = 0 ,c) t = 1, d) t = 2:

Yukar¬da Şekil 12 de zaman ilerledikçe DSW denklem sisteminin u12(x; t)(Im)

ve w12(x; t)(Im) çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri

görülmektedir.
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4.2.3. Hirota-Satsuma Denklem Sisteminin Genelleştirilmi̧s TanhMetodu

·Ile Analitik Çözümleri

ut =
1

2
uxxx + 3uux � 3wwx; (4.27)

wt = �wxxx � 3uwx

Hirota-Satsuma denklem sistemini ele alal¬m [12]. � = �(x; t) = x�Qt olmak üzere

u(x; t) = q(�) ve w(x; t) = s(�) dönüşümü yap¬l¬rsa

�Qq0 � 3qq0 + 3ss0 � 1
2
q000 = 0 (4.28)

�Qs0 + 3qs0 + s000 = 0;

denklem sistemi elde edilir.

wxxx ile uwx ve uxxx ile uux; wwx terimlerinden biri aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa

dengeleme terimi m = 2 ve n = 2 olur.

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�) (4.29)

olmak üzere a2 6= 0 için

q = a0 + a1G(�) + a2G
2(�); (4.30)

s = b0 + b1G(�) + b2G
2(�)

seçilebilir.

(4.30) denklemleri (4.28) denklemlerinde yerine yaz¬l¬r ve a0; a1; a2; b0; b1; b2 ve

Q için elde edilen cebirsel denklem sisteminden Mathematica yard¬m¬yla G(�)0nin

48



kuvvetlerinin katsay¬lar¬s¬f¬ra eşitlenirse, bu sistemin çözümünden

i) a0 =
�B2 � 8AC +Q

3
; a1 = �4BC; a2 = �4C2;

b0 =

p
2B2 + 8

p
2AC � 4

p
2Q

6
; b1 = 2

p
2BC; b2 = 2

p
2C2; (4.31)

ii) a0 = �B
2 + 8AC �Q

3
; a1 = �4BC; a2 = �4C2;

b0 = �
p
2B2 + 8

p
2AC � 4

p
2Q

6
; b1 = �2

p
2BC; b2 = �2

p
2C2

elde edilir. (4.31) (i) eşitlikleri (4.30) denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa (4.27) denk-

lem sisteminin aşa¼g¬daki hareketli dalga çözümleri elde edilir:

u1(x; t) = �8�Q

3
� 4 tan2 �;

w1(x; t) = ��8
p
2 + 4

p
2Q

6
+ 2
p
2 tan2 �;

u2(x; t) =
�8 +Q
3

� 4 cot2 �;

w2(x; t) =
8
p
2� 4

p
2Q

6
+ 2
p
2 cot2 �;

u3(x; t) =
8 +Q

3
� 4 tanh2 �;

w3(x; t) = �8
p
2 + 4

p
2Q

6
+ 2
p
2 tanh2 �;

u4(x; t) =
8 +Q

3
� 4 coth2 �;

w4(x; t) = �8
p
2 + 4

p
2Q

6
+ 2
p
2 coth2 �;

u5(x; t) =
�2 +Q
3

� (� tan�� sec�)2 ;

w5(x; t) =
2
p
2� 4

p
2Q

6
+

p
2

2
(� tan�� sec�)2 ;

u6(x; t) =
�2 +Q
3

� (� csc�+ cot�)2 ;

w6(x; t) =
2
p
2� 4

p
2Q

6
+

p
2

2
(� csc�+ cot�)2 ;
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u7(x; t) =
�2 +Q
3

�
�

tan�

1� sec�

�2
;

w7(x; t) =
2
p
2� 4

p
2Q

6
+

p
2

2

�
tan�

1� sec�

�2
;

u8(x; t) =
�2 +Q
3

� (� cot�� csc�)2 ;

w8(x; t) =
2
p
2� 4

p
2Q

6
+

p
2

2
(� cot�� csc�)2 ;

u9(x; t) =
�2 +Q
3

� (sec�+ tan�)2 ;

w9(x; t) =
2
p
2� 4

p
2Q

6
+

p
2

2
(sec�+ tan�)2 ;

u10(x; t) =
�2 +Q
3

�
�

cot�

1� csc�

�2
;

w10(x; t) =
2
p
2� 4

p
2Q

6
+

p
2

2

�
cot�

1� csc�

�2
;

u11(x; t) =
2 +Q

3
� (coth�� csch�)2 ; (4.32)

w11(x; t) = �2
p
2 + 4

p
2Q

6
+

p
2

2
(� coth�� csch�)2 ;

u12(x; t) =
2 +Q

3
� (� tanh�� i sech�)2 ;

w12(x; t) = �2
p
2 + 4

p
2Q

6
+

p
2

2
(� tanh�� i sech�)2 ;

u13(x; t) =
2 +Q

3
�
�

tanh�

1� sech�

�2
;

w13(x; t) = �2
p
2 + 4

p
2Q

6
+

p
2

2

�
tanh�

1� sech�

�2
;

u14(x; t) =
2 +Q

3
�
�

coth�

1� i csch�

�2
;

w14(x; t) = �2
p
2 + 4

p
2Q

6
+

p
2

2

�
coth�

1� i csch�

�2
;

u15(x; t) =
�20 +Q

3
� 16 tan�

1� tan� � 16
�

tan�

1� tan�

�2
;

w15(x; t) =
20
p
2� 4

p
2Q

6
+ 8
p
2
tan�

1� tan� + 8
p
2

�
tan�

1 + tan�

�2
;
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u16(x; t) =
�20 +Q

3
+ 16

tan�

1 + tan�
� 16

�
tan�

1 + tan�

�2
;

w16(x; t) =
20
p
2� 4

p
2Q

6
� 8
p
2
tan�

1� tan� + 8
p
2

�
tan�

1� tan�

�2
;

u17(x; t) =
�20 +Q

3
� 16 cot�

1� cot� � 16
�

cot�

1� cot�

�2
;

w17(x; t) =
20
p
2� 4

p
2Q

6
+ 8
p
2
cot�

1� cot� + 8
p
2

�
cot�

1� cot�

�2
;

u18(x; t) =
�20 +Q

3
+ 16

cot�

1 + cot�
� 16

�
cot�

1 + cot�

�2
;

w18(x; t) =
20
p
2� 4

p
2

6
� 8
p
2
cot�

1� cot� + 8
p
2

�
cot�

1� cot�

�2
;

u19(x; t) =
Q

3
� 4C2

�
�1

C�+ c0

�2
;

w19(x; t) = �4
p
2Q

6
+ 2
p
2C2

�
�1

C�+ c0

�2
:
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(a)

(b)

Şekil 13. Hirota-Satsuma denklem sisteminin u8(x; t); w8(x; t) ve u12(x; t)(Re); w12(x; t)(Re)

çözümleri için üç boyutlu periyodik dalga görünümü (Q = 4)

a) u8(x; t); w8(x; t), b) u12(x; t)(Re); w12(x; t)(Re):

Burada sol taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri u(x; t) çözümleri için, sa¼g

taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri w(x; t) çözümleri için çizilmi̧stir.
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 14. Hirota-Satsuma denklem sisteminin u12(x; t) ve w12(x; t) çözümü için iki

boyutlu periyodik dalga gra�¼gi, a) t = 0, b) t = 1, c) t = 2, d) t = 3:

Yukar¬da Şekil 14 de zaman ilerledikçe Hirota-Satsuma denklem sisteminin u12(x; t)

ve w12(x; t) çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmek-

tedir.
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4. 2. 4. Benjamin-Bona-Mahony Denkleminin Genelleştirilmi̧s Tanh

Metodu ·Ile Analitik Çözümleri

ut + ux + uux � uxxt = 0 (4.33)

Benjamin-Bona-Mahony denklemini ele alal¬m [13]. � = �(x; t) = x � Qt olmak

üzere u(x; t) = q(�) dönüşümü yap¬l¬rsa

�Qq0 + q0 + qq0 +Qq000 = 0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem � ye göre bir kez integrallenirse

q �Qq +
q2

2
+Qq00 +K = 0 (4.34)

denklemi elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.

uux ile uxxt aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa dengeleme terimi m = 2 olur.

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�) (4.35)

olmak üzere, a2 6= 0 için

q = a0 + a1G(�) + a2G
2(�) (4.36)

seçilebilir. (4.36) denklemi (4.34) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve a0; a1; a2 ve Q

için elde edilen cebirsel denklemde Mathematica yard¬m¬yla G(�) �nin kuvvetlerinin

katsay¬lar¬s¬f¬ra eşitlenirse, bu sistemin çözümünden,

a0 = �1 +Q�B2Q� 8ACQ;

a1 = �12QBC; a2 = �12QC2; (4.37)

K =
1

2
(�1 + 2Q+Q2 �B4Q2 + 8AB2CQ2 � 16A2C2Q2)

elde edilir. (4.37) denklemleri (4.36) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve (4.35) denkle-

minin özel çözümleri kullan¬l¬rsa (4.33) denkleminin aşa¼g¬daki hareketli dalga çözüm-
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leri elde edilir:

u1(x; t) = �1� 7Q� 12Q tan2 �;

u2(x; t) = �1� 7Q� 12Q cot2 �;

u3(x; t) = �1 + 9Q� 12Q tanh2 �;

u4(x; t) = �1 + 9Q� 12Q coth2 �;

u5(x; t) = �1�Q� 3Q (� tan�� sec�)2 ;

u6(x; t) = �1�Q� 3Q (� csc�� cot�)2 ;

u7(x; t) = �1�Q� 3Q tan2 �

(1� sec�)2 ;

u8(x; t) = �1�Q� 3Q (� cot�� csc�)2 ;

u9(x; t) = �1�Q� 3Q (sec�+ tan�)2 ;

u10(x; t) = �1�Q� 3Q cot2 �

(1� csc�)2 ; (4.38)

u11(x; t) = �1 + 3Q� 3Q (� coth�� csch�)2 ;

u12(x; t) = �1 + 3Q� 3Q (� tanh�� i sech�)2 ;

u13(x; t) = �1 + 3Q� 3Q
�

tanh�

1� sech�

�2
;

u14(x; t) = �1 + 3Q� 3Q
�

coth�

1� i csch�

�2
;

u15(x; t) = �1� 19Q� 48 tan�

1 + tan�
� 48

�
tan�

1 + tan�

�2
;

u16(x; t) = �1� 19Q� 48 tan�

1� tan� + 48
�

tan�

1� tan�

�2
;

u17(x; t) = �1� 19Q� 48 cot�

1 + cot�
� 48

�
cot�

1 + cot�

�2
;

u18(x; t) = �1� 19Q� 48 cot�

1� cot� � 48
�

cot�

1� cot�

�2
;

u19(x; t) = �1 +Q�B2Q:

55



(a) (b)

Şekil 15. Benjamin-Bona-Mahony denkleminin u5(x; t) ve u13(x; t) çözümleri için

üç boyutlu periyodik dalga görünümü(Q = 4) a) u5(x; t), b) u13(x; t)

(a) (b)

(c) (d)

Şekil 16. Benjamin-Bona-Mahony denkleminin u5(x; t) çözümü için iki boyutlu

periyodik dalga gra�¼gi, a) t = �1, b) t = 0, c) t = 1, d) t = 2:
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Yukar¬da Şekil 16 da zaman ilerledikçe Benjamin-Bona-Mahony denkleminin

u5(x; t) çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmekte-

dir.

4. 2. 5. Beşinci Mertebeden Lax KdV Denkleminin Genelleştirilmi̧s

Tanh Metodu ·Ile Analitik Çözümleri

ut + 30u
2ux + 30uxuxx + 10uuxxx + uxxxxx = 0 (4.39)

Lax KdV denkleminde [16], � = �(x; t) = x � Qt olmak üzere u(x; t) = q(�)

dönüşümü yap¬l¬rsa

�Qq0 + 30q2q0 + 30q0q00 + 10qq000 + q00000 = 0;

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem � ye göre bir kez integrallenirse

�Qq + 10q3 + 10(q0)2 + 10qq00 + q0000 +K = 0 (4.40)

denklemi elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.

u2ux; uxuxx veya uuxxx ile uxxxxx aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa m = 2 olur.

� = �(x; t) = x�Qt ve

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�); (4.41)

olmak üzere, a2 6= 0 için

q = a0 + a1G(�) + a2G
2(�) (4.42)

seçilebilir.

(4.42) denklemi (4.40) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve a0; a1; a2, Q ve K için elde

edilen denklemde Mathematica yard¬m¬yla G(�) �nin kuvvetlerinin katsay¬lar¬s¬f¬ra

eşitlenirse, bu sistemin çözümünden a0; a1; a2, Q ve K de¼gerleri elde edilir:
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i) a0 =
1

12

�
�5B2 +

p
13B2 � 40AC + 8

p
13AC

�
;

a1 = (�5 +
p
13)BC; a2 = (�5 +

p
13)C2;

Q =
1

4

�
19B4 � 5

p
13B4 � 152AB2C + 40

p
13AB2C + 304A2C2 � 80

p
13A2C2

�
;

K =
1

27
(40B6 + 11

p
13B6 + 480AB4C � 132

p
13AB4C � 1920A2B2C2

+528
p
13A2B2C2 + 2560A3C3 � 704

p
13A3C3) (4.43)

ii) a0 =
1

12

�
�5B2 �

p
13B2 � 40AC � 8

p
13AC

�
;

a1 = (�5�
p
13)BC; a2 = (�5�

p
13)C2;

Q =
1

4

�
19B4 + 5

p
13B4 � 152AB2C � 40

p
13AB2C + 304A2C2 + 80

p
13A2C2

�
;

K =
1

27
(40B6 + 11

p
13B6 + 480AB4C � 132

p
13AB4C � 1920A2B2C2

+528
p
13A2B2C2 + 2560A3C3 � 704

p
13A3C3)

(4.43) (i) eşitlikleri (4.42) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve (4.41) denkleminin özel

çözümleri kullan¬l¬rsa (4.39) denkleminin aşa¼g¬daki hareketli dalga çözümleri elde

edilir:

u1(x; t) =
1

12
(�40 + 8

p
13) + (�5 +

p
13) tan2(

1

4
(304� 80

p
13)t� x);

u2(x; t) =
1

12
(�40 + 8

p
13) + (�5 +

p
13) cot2(

1

4
(304� 80

p
13)t� x);

u3(x; t) =
1

12
(�40 + 8

p
13) + (�5 +

p
13) tanh2(

1

4
(304� 80

p
13)t� x);

u4(x; t) =
1

12
(�40 + 8

p
13) + (�5 +

p
13) coth2(

1

4
(304� 80

p
13)t� x);

u5(x; t) =
1

12
(�10 + 2

p
13) +

1

4
(�5 +

p
13)(� tan(1

4
(19� 5

p
13)t� x)

� sec(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2;

u6(x; t) =
1

12
(�10 + 2

p
13) +

1

4
(�5 +

p
13)(cot(

1

4
(19� 5

p
13)t� x)

� csc(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2;
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u7(x; t) =
1

12
(�10 + 2

p
13) +

1
4
(�5 +

p
13) tan2(1

4
(19� 5

p
13)t� x)

(1� sec(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2

;

u8(x; t) =
1

12
(�10 + 2

p
13) +

1

4
(�5 +

p
13)(� cot(1

4
(19� 5

p
13)t� x)

� csc(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2;

u9(x; t) =
1

12
(�10 + 2

p
13) +

1

4
(�5 +

p
13)(sec(

1

4
(19� 5

p
13)t� x)

+ tan(
1

4
(19� 5

p
13)t� x))2;

u10(x; t) =
1

12
(�10 + 2

p
13) +

1
4
(�5 +

p
13) cot2(1

4
(19� 5

p
13)t� x)

(1� csc(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2

;

u11(x; t) =
1

12
(10� 2

p
13) +

1

4
(�5 +

p
13)(� coth(1

4
(19� 5

p
13)t� x)

� csch(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2;

u12(x; t) =
1

12
(10� 2

p
13) +

1

4
(�5 +

p
13)(�i sech(1

4
(19� 5

p
13)t� x)

� tanh(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2;

u13(x; t) =
1

12
(10� 2

p
13) +

1
4
(�5 +

p
13) tanh2(1

4
(19� 5

p
13)t� x)

(1� sech(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2

;

u14(x; t) =
1

12
(10� 2

p
13) +

1
4
(�5 +

p
13) coth2(1

4
(19� 5

p
13)t� x)

(1� i csch(1
4
(19� 5

p
13)t� x))2

;

u15(x; t) =
1

12
(�100 + 20

p
13)�

(20� 4
p
13) tan(1

4
(304� 80

p
13)t� x)

1� tan(1
4
(304� 80

p
13)t� x)

+
(�20 + 4

p
13) tan2(1

4
(304� 80

p
13)t� x)

(1� tan(1
4
(304� 80

p
13)t� x))2

;
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u16(x; t) = � 1
12
(100� 20

p
13) +

(20� 4
p
13) tan(1

4
(304� 80

p
13)t� x)

1 + tan(1
4
(304� 80

p
13)t� x)

+
(�20 + 4

p
13) tan2(1

4
(304� 80

p
13)t� x)

(1 + tan(1
4
(304� 80

p
13)t� x))2

;

u17(x; t) =
1

12
(�100 + 20

p
13)�

(20� 4
p
13) cot(1

4
(304� 80

p
13)t� x)

1� cot(1
4
(304� 80

p
13)t� x)

+
(�20 + 4

p
13) cot2(1

4
(304� 80

p
13)t� x)

(1� cot(1
4
(304� 80

p
13)t� x))2

;

u18(x; t) =
1

12
(�100 + 20

p
13)�

(�20 + 4
p
13) cot(1

4
(304� 80

p
13)t� x)

1 + cot(1
4
(304� 80

p
13)t� x)

+
(�20 + 4

p
13) cot2(1

4
(304� 80

p
13)t� x)

(1 + cot(1
4
(304� 80

p
13)t� x))2

;

u19(x; t) =
(�5 +

p
13)C2

(Cx+ c0)2
.

(a) (b)

Şekil 17. Beşinci mertebeden Lax KdV denkleminin u4(x; t) ve u18(x; t) çözümleri

için üç boyutlu periyodik dalga görünümü,a) u4(x; t), b) u18(x; t)
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 18. Beşinci mertebeden Lax KdV denkleminin u4(x; t) çözümü için iki boyutlu

periyodik dalga gra�¼gi, a) t = �1, b) t = 0, c) t = 1, d) t = 2:

Yukar¬da Şekil 18 de zaman ilerledikçe beşinci mertebeden Lax KdV denkleminin

u4(x; t) çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmekte-

dir.
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4. 3. Genelleştirilmi̧s Riccati Denklemi Dönüşüm Metodu ·Için Uygu-

lamalar

4.3.1. Kaup�Kupershmidt Denkleminin Genelleştirilmi̧s Riccati

Denklemi Dönüşüm Metodu ·Ile Analitik Çözümleri

ut + 45u
2ux �

75

2
uxuxx � 15uuxxx + uxxxxx = 0 (4.45)

Kaup�Kupershmidt denklemini ele alal¬m [2]. Bu denkleme

u(x; t) = q(�); � = x�Qt (4.46)

dönüşümü uygulan¬rsa (4.45) denklemi

�Qq0 + 45q2q0 � 75
2
q0q00 � 15qq000 + q00000 = 0 (4.47)

olur. (4.47) denklemi � ye göre bir kez integrallenirse

�Qq + 15q3 � 45
4
(q0)

2 � 15qq00 + q0000 +K = 0 (4.48)

elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.

uxxxxx ile u2ux; uxuxx; uuxxx terimlerinden biri aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa den-

geleme terimi m = 2 olur.

O halde (4.48) denkleminin çözümü,

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�) (4.49)

olmak üzere,

q = a0 + a1(
G0(�)

G(�)
) + a2(

G0(�)

G(�)
)2; (4.50)

şeklinde düşünülebilir.
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(4.50) denklemi (4.48) denkleminde yerine yaz¬l¬p, Gk(�) veG�k(�) (k = 0; 1; 2; :::)

terimlerinin katsay¬lar¬ s¬f¬ra eşitlenirse elde edilen cebirsel denklem sisteminden

Mathematica yard¬m¬yla a0; a1; a2; K ve Q terimleri elde edilir.

a0 =
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

a1 = �B;

a2 = 1; (4.51)

Q =
1

16
(B4 + 112B2AC + 256C2A2);

K =
1

288
(�B6 + 264B4AC � 4224B2C2A2 + 4096C3A3):

(4.51) eşitlikleri kullan¬larak (4.45) denkleminin çözümleri aşa¼g¬daki gibi bulunur:

1. Tip: B2 � 4AC > 0 ve BC 6= 0 veya AC 6= 0 iken,

 =
p
B2 � 4AC ,� =

p
4AC �B2 ve � = x� 1

16
(B4 + 112B2AC + 256C2A2)t

olmak üzere, (4.45) denkleminin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u1(x; t) = (
 2 sech2( 

2
�)

2(B +  tanh( 
2
�))
)2 �B(

 2 sech2( 
2
�)

2(B +  tanh( 
2
�))
) +

1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u2(x; t) = (�
 2 csch2( 

2
�)

2(B +  coth( 
2
�))
)2 �B(�

 2 csch2( 
2
�)

2(B +  coth( 
2
�))
) +

1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u3(x; t) = (� 
2(�1 + (tanh( �)� i sech( �))2

2(B +  (tanh( �)� i sech( �)))
)2

�B(� 
2(�1 + (tanh( �)� i sech( �))2

2(B +  (tanh( �)� i sech( �)))
) +

1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u4(x; t) = (� 
2(�1 + (coth( �)� csch( �))2
2(B +  (coth( �)� csch( �))) )

2

�B(� 
2(�1 + (coth( �)� csch( �))2
2(B +  (coth( �)� csch( �))) ) +

1

12

�
B2 � 16AC

�
;
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u5(x; t) = (�
 2 csch2( 

2
�)

2B +  (coth( 
4
�) + tanh( 

4
�))
)2 �B(�

 2 csch2( 
2
�)

2B +  (coth( 
4
�) + tanh( 

4
�))
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u6(x; t) = (
P ( 2

p
P 2 +R2 cosh( �)�  2(P �R sinh( �))

(R + P sinh( �))(BR�  
p
P 2 +R2 +  P cosh( �) +BP sinh( �))

)2

�B( P ( 2
p
P 2 +R2 cosh( �)�  2(P �R sinh( �))

(R + P sinh( �))(BR�  
p
P 2 +R2 +  P cosh( �) +BP sinh( �))

)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u7(x; t) = (
P 2(P +R cosh( �)�

p
R2 � P 2 sinh( �))

(R + P cosh( �))(BR�  
p
R2 � P 2 +BP cosh( �)�  P sinh( �))

)2

�B( P 2(P +R cosh( �)�
p
R2 � P 2 sinh( �))

(R + P cosh( �))(BR�  
p
R2 � P 2 +BP cosh( �)�  P sinh( �))

)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
:

Burada P ve R, R2�P 2 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir.

u8(x; t) = (
 2 sech( 

2
�)

2B cosh( 
2
�)� 2 sinh( 

2
�))
)2 �B(

 2 sech( 
2
�)

2B cosh( 
2
�)� 2 sinh( 

2
�))
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u9(x; t) = (
 2 csch( 

2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))
)2 �B(

 2 csch( 
2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u10(x; t) = (
1

2
sech( �)(�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �))(1

+
4AC cosh2( �)

((B cosh( �)� i )�  sinh( �))2
+

2B cosh( �)

�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �)
)2

�B(1
2
sech( �)(�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �))

(1 +
4AC cosh2( �)

((B cosh( �)� i )�  sinh( �))2
+

2B cosh( �)

�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �)
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;
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u11(x; t) = (
csch( �)( cosh( �)�  )2 �  2 sinh( �)

2(( cosh( �)�  )�B sinh( �))
)2

�B(csch( �)( cosh( �)�  )2 �  2 sinh( �)

2(( cosh( �)�  )�B sinh( �))
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u12(x; t) = (
 2 csch( 

2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))
)2 �B(

 2 csch( 
2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
:

2. Tip: B2 � 4AC < 0 ve BC 6= 0 veya AC 6= 0 iken,

� =
p
4AC �B2

olmak üzere, (4.45) denklemlerinin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u13(x; t) = (
�2 sec2( �

2
�)

2(B � � tan( �
2
�))
)2 �B(

�2 sec2( �
2
�)

2(B � � tan( �
2
�))
) +

1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u14(x; t) = (
�2 csc2( �

2
�)

2(B + � cot( �
2
�))
)2 �B(

�2 csc2( �
2
�)

2(B + � cot( �
2
�))
) +

1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u15(x; t) = (
�2(1 + (tan (��)� sec (��))2)
2(B � �(tan (��)� sec(��)) )

2 �B(
�2(1 + (tan (��)� sec (��))2)
2(B � �(tan (��)� sec(��)) )

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;
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u16(x; t) = (
�2(1 + (cot (��)� csc (��))2)
2(B + �(cot (��)� csc(��)) )

2 �B(
�2(1 + (cot (��)� csc (��))2)
2(B + �(cot (��)� csc(��)) )

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u17(x; t) = (
�2 csc2

�
�
2
�
�

2B + �(cot
�
�
4
�
�
� tan( �

4
�))
)2 �B(

�2 csc2
�
�
2
�
�

2B + �(cot
�
�
4
�
�
� tan( �

4
�))
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u18(x; t) = (
P (�2

p
�P 2 +R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
�P 2 +R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

)2

�B( P (�2
p
�P 2 +R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
�P 2 +R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u19(x; t) = (
P (��2

p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
P 2 �R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

)2

�B( P (��2
p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
P 2 �R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
:

Burada P ve R; P 2 �R2 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir.

u20(x; t) = (
�2 sec( �

2
�)

2(B cos( �
2
�) + � sin( �

2
�))
)2 �B(

�2 sec( �
2
�)

2(B cos( �
2
�) + � sin( �

2
�))
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u21(x; t) = (�
�2 csc( �

2
�)

2� cos( �
2
�)� 2B sin( �

2
�)
)2 �B(�

�2 csc( �
2
�)

2� cos( �
2
�)� 2B sin( �

2
�)
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;
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u22(x; t) = (�1
2
sec(��)((B cos(��)� �) + � sin(��))(1 +

4AC cos2(��)

((B cos(��)� �) + � sin(��))2

� 2B cos(��)

(B cos(��)� �) + � sin(��)
)2 �B(�1

2
sec(��)((B cos(��)� �) + � sin(��))

(1 +
4AC cos2(��)

((B cos(��)� �) + � sin(��))2
� 2B cos(��)

(B cos(��)� �) + � sin(��)
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u23(x; t) = (
csc(��)(� cos(��)� �)2 � �2 sin(��)

2((� cos(��)� �)�B sin(��))
)2 �B(

csc(��)(� cos(��)� �)2 � �2 sin(��)

2((� cos(��)� �)�B sin(��))
)

+
1

12

�
B2 � 16AC

�
;

u24(x; t) = (�
2�2 csc( �

2
�)

4� cos( �
2
�)� 4B sin( �

2
�)
)2 �B(�

2�2 csc( �
2
�)

4� cos( �
2
�)� 4B sin( �

2
�)
) +

1

12

�
B2 � 16AC

�
:

3. Tip: A = 0 ve BC 6= 0 iken, d1 belirli bir sabit olmak üzere (4.45) denklem-

lerinin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u25(x; t) = (
B(cosh(B�)� sinh(B�))
cosh(B�)� sinh(B�) + d1

)2 �B(
B(cosh(B�)� sinh(B�))
cosh(B�)� sinh(B�) + d1

) +
1

12
B2;

u26(x; t) = (
Bd1

cosh(B�) + sinh(B�) + d1
)2 �B(

Bd1
cosh(B�) + sinh(B�) + d1

) +
1

12
B2:

4. Tip: C 6= 0 ve A = B = 0 iken, c1 belirli bir sabit olmak üzere (4.45)

denklemlerinin çözümü,

u27(x; t) = (�
C

C�+ c1
)2

şeklinde elde edilir.
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 19. Kaup�Kupershmidt denkleminin u3(x; t)(Im); u3(x; t)(Re); u13(x; t) ve

u21(x; t) çözümleri için üç boyutlu periyodik dalga görünümü,

a) u3(x; t)(Im)(A = 1; B = 3; C = 2); b) u3(x; t)(Re)(A = 1; B = 3; C = 2);

c) u13(x; t)(A = 3; B = 1; C = 2); d) u21(x; t)(A = 3; B = 1; C = 2):
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 20. Kaup�Kupershmidt denkleminin u3(x; t)(Re) çözümü için iki boyutlu

periyodik dalga gra�¼gi, a) t = �0:01 , b) t = 0, c) t = 0:02; d) t = 0:05:

Yukar¬da Şekil 20 de zaman ilerledikçe Kaup�Kupershmidt denkleminin u3(x; t)

çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmektedir.
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4.3.2. Drinfeld-Sokolov-Wilson Denklem Sisteminin Genelleştirilmi̧s

Riccati Denklemi Dönüşüm Metodu ·Ile Analitik Çözümleri

ut � 3wwx = 0; (4.52)

wt � 2wxxx � 2uwx � wux = 0

Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemini ele alal¬m [8]. � = x�Qt olmak üzere

u(x; t) = q(�); (4.53)

v(x; t) = s(�)

dönüşümü (4.52) denklemine uygulan¬rsa

�Qq0 � 3ss0 = 0; (4.54)

�sq0 �Qs0 � 2qs0 � 2s000 = 0

elde edilir. (4.52) denkleminde ut ile wwx ve wxxx ile wux; uwx terimlerinden biri

aras¬nda dengeleme yap¬l¬rsa m = 2 ve n = 1 elde edilir.

Böylece (4.52) denkleminin çözümü,

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�) (4.55)

olmak üzere,

q = a0 + a1(
G0(�)

G(�)
) + a2(

G0(�)

G(�)
)2;

s = b0 + b1(
G0(�)

G(�)
); (4.56)

şeklindedir.

(4.56) denklemi (4.54) denkleminde yerine yaz¬l¬p, Gk(�) veG�k(�) (k = 0; 1; 2; :::)

terimlerinin katsay¬lar¬ s¬f¬ra eşitlenirse elde edilen cebirsel denklem sisteminden
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Mathematica yard¬m¬yla a0; a1; a2; b0; b1 ve Q terimleri elde edilir:

a0 =
1

4

�
�B2 + 16AC � b21

�
;

a1 = 3B;

a2 = �3; (4.57)

b0 = �Bb1
2
;

Q =
b21
2
:

(4.57) eşitlikleri kullan¬larak (4.52) denkleminin çözümleri aşa¼g¬daki gibi bu-

lunur:

1. Tip: B2 � 4AC > 0 ve BC 6= 0 veya AC 6= 0 iken

 =
p
B2 � 4AC ,� =

p
4AC �B2 ve � = x� tb21

2

olmak üzere, (4.52) denklemlerinin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u1(x; t) =
1

4
(�B2 + 16AC � b21)�

3 4 sech4( 
2
�)

2(B +  tanh( 
2
�))2

+ 3
B 2 sech2( 

2
�)

2(B +  tanh( 
2
�))

;

w1(x; t) = �Bb1
2
+

 2 sech2( 
2
�)b1

2(B +  tanh( 
2
�))

;

u2(x; t) = �
3B 2 csch2( 

2
�)

2(B +  coth( 
2
�))

�
3 4 csch4( 

2
�)

4(B +  coth( 
2
�))2

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w2(x; t) = �Bb1
2
�

 2 csch2( 
2
�)b1

2(B +  coth( 
2
�))

;

u3(x; t) =
1

4
(�B2 + 16AC � b21)�

3B 2(�1 + (tanh( �)� i sech( �))2

2(B +  (tanh( �)� i sech( �)))

�3 
4(�1 + (tanh( �)� i sech( �)2)2

4(B +  (tanh( �)� i sech( �)))2
;

w3(x; t) = �Bb1
2
� b1

 2(�1 + (tanh( �)� i sech( �))2

2(B +  (tanh( �)� i sech( �)))
;
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u4(x; t) = �3B 
2(�1 + (coth( �)� csch( �))2

2(B +  (coth( �)� csch( �))) � 3 
4(�1 + (coth( �)� csch( �))2)2
4(B +  (coth( �)� csch( �)))2

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w4(x; t) = �Bb1
2
� b1

 2(�1 + (coth( �)� csch( �))2
2(B +  (coth( �)� csch( �))) ;

u5(x; t) =
1

4
(�B2 + 16AC � b21)�

3 4 csch4( 
2
�)

2B +  (coth( 
4
�) + tanh( 

4
�))2

�
3B 2 csch2( 

2
�)

2B +  (coth( 
4
�) + tanh( 

4
�))

;

w5(x; t) = �Bb1
2
� b1

 2 csch2( 
2
�)

2B +  (coth( 
4
�) + tanh( 

4
�))

;

u6(x; t) =
3BP ( 2

p
P 2 +R2 cosh( �)�  2(P �R sinh( �))

(R + P sinh( �))(BR�  
p
P 2 +R2 +  P cosh( �) +BP sinh( �))

� 3P 2( 2
p
P 2 +R2 cosh( �)�  2(P �R sinh( �))2

(R + P sinh( �))2(BR�  
p
P 2 +R2 +  P cosh( �) +BP sinh( �))2

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w6(x; t) = �Bb1
2
+ b1

P ( 2
p
P 2 +R2 cosh( �)�  2(P �R sinh( �))

(R + P sinh( �))(BR�  
p
P 2 +R2 +  P cosh( �) +BP sinh( �))

;

u7(x; t) =
3BP 2(P +R cosh( �)�

p
R2 � P 2 sinh( �))

(R + P cosh( �))(BR�  
p
R2 � P 2 +BP cosh( �)�  P sinh( �))

� 3P 2 2(P +R cosh( �)�
p
R2 � P 2 sinh( �))

(R + P cosh( �))2(BR�  
p
R2 � P 2 +BP cosh( �)�  P sinh( �))2

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w7(x; t) = �Bb1
2
+ b1

P 2(P +R cosh( �)�
p
R2 � P 2 sinh( �))

(R + P cosh( �))(BR�  
p
R2 � P 2 +BP cosh( �)�  P sinh( �))

:

Burada P ve R, R2 � P 2 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir.
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u8(x; t) = �
3 4 sech2( 

2
�)

2B cosh( 
2
�)� 2 sinh( 

2
�))2

+
3B 2 sech( 

2
�)

2B cosh( 
2
�)� 2 sinh( 

2
�))

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w8(x; t) = �Bb1
2
+ b1

 2 sech( 
2
�)

2B cosh( 
2
�)� 2 sinh( 

2
�))

;

u9(x; t) = �
3 4 csch2( 

2
�)

(2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))2

+
3B 2 csch( 

2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w9(x; t) = �Bb1
2
+ b1

 2 csch( 
2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))

;

u10(x; t) = (
3

2
B sech( �)(�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �))

(1 +
4AC cosh2( �)

((B cosh( �)� i )�  sinh( �))2
+

2B cosh( �)

�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �)

+
3

4
sech2( �)(�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �))2

(1 +
4AC cosh2( �)

((B cosh( �)� i )�  sinh( �))2
+

2B cosh( �)

�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �)
)

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w10(x; t) = �Bb1
2
+ b1(

1

2
sech( �)(�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �))

(1 +
4AC cosh2( �)

((B cosh( �)� i )�  sinh( �))2
+

2B cosh( �)

�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �)
);

u11(x; t) =
3B csch( �)( cosh( �)�  )2 �  2 sinh( �)

2(( cosh( �)�  )�B sinh( �))

�3(csch( �)( cosh( �)�  )2 �  2 sinh( �))2

4(( cosh( �)�  )�B sinh( �))2
+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w11(x; t) = �Bb1
2
+ b1

csch( �)( cosh( �)�  )2 �  2 sinh( �)

2(( cosh( �)�  )�B sinh( �))
;

73



u12(x; t) = �3
 4 csch2( 

2
�)

(2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))2

+
3B 2 csch( 

2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w12(x; t) = �Bb1
2
+ b1

 2 csch( 
2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))

:

2. Tip: B2 � 4AC < 0 ve BC 6= 0 veya AC 6= 0 iken

� =
p
4AC �B2

olmak üzere, (4.52) denklemlerinin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u13(x; t) =
1

4
(�B2 + 16AC � b21)�

3�4 sec4( �
2
�)

4(B � � tan( �
2
�))2

+
3B�2 sec2( �

2
�)

2(B � � tan( �
2
�))

;

w13(x; t) = �Bb1
2
+ b1

�2 sec2( �
2
�)

2(B � � tan( �
2
�))

;

u14(x; t) =
3B�2 csc2( �

2
�)

2(B + � cot( �
2
�))

�
3�4 csc4( �

2
�)

4(B + � cot( �
2
�))2

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w14(x; t) = �Bb1
2
+ b1

�2 csc2( �
2
�)

2(B + � cot( �
2
�))

;

u15(x; t) =
3B�2(1 + (tan (��)� sec (��))2)
2(B � �(tan (��)� sec(��)) � 3�

4(1 + (tan (��)� sec (��)))2
4(B � �(tan (��)� sec(��))2

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w15(x; t) = �Bb1
2
+ b1

�2(1 + (tan (��)� sec (��))2)
2(B � �(tan (��)� sec(��)) ;

u16(x; t) =
3B�2(1 + (cot (��)� csc (��))2)
2(B + �(cot (��)� csc(��)) � 3�

4(1 + (cot (��)� csc (��))2)2
4(B + �(cot (��)� csc(��))

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w16(x; t) = �Bb1
2
+ b1

�2(1 + (cot (��)� csc (��))2)
2(B + �(cot (��)� csc(��)) ;
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u17(x; t) =
1

4
(�B2 + 16AC � b21)�

3�4 csc4
�
�
2
�
�

2B + �(cot
�
�
4
�
�
� tan( �

4
�))2

+
3B�2 csc2

�
�
2
�
�

2B + �(cot
�
�
4
�
�
� tan( �

4
�))

;

w17(x; t) = �Bb1
2
+ b1

�2 csc2
�
�
2
�
�

2B + �(cot
�
�
4
�
�
� tan( �

4
�))

;

u18(x; t) =
3BP (��2

p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
�P 2 +R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

� 3P 2(��2
p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))2

(R + P sin(��))2(BR� �
p
�P 2 +R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w18(x; t) = �Bb1
2
+ b1

P (��2
p
�P 2 +R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
�P 2 +R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

;

u19(x; t) =
3BP (��2

p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
P 2 �R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

� 3P 2(��2
p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��)))2

(R + P sin(��))2(BR� �
p
P 2 �R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w19(x; t) = �Bb1
2
+ b1

P (��2
p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
P 2 �R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

:

Burada P ve R; P 2 �R2 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir.

u20(x; t) = �3
�4 sec2( �

2
�)

4(B cos( �
2
�) + � sin( �

2
�))2

+
3B�2 sec( �

2
�)

2(B cos( �
2
�) + � sin( �

2
�))

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w20(x; t) = �Bb1
2
+ b1

�2 sec( �
2
�)

2(B cos( �
2
�) + � sin( �

2
�))

;
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u21(x; t) = �3
�4 csc2( �

2
�)

(2� cos( �
2
�)� 2B sin( �

2
�))2

�
3B�2 csc( �

2
�)

2� cos( �
2
�)� 2B sin( �

2
�)

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w21(x; t) = �Bb1
2
� b1

�2 csc( �
2
�)

2� cos( �
2
�)� 2B sin( �

2
�)
;

u22(x; t) = �3
2
B sec(��)((B cos(��)� �) + � sin(��))(1 +

4AC cos2(��)

((B cos(��)� �) + � sin(��))2

� 2B cos(��)

(B cos(��)� �) + � sin(��)
+
3

4
sec2(��)((B cos(��)� �) + � sin(��))2

(1 +
4AC cos2(��)

((B cos(��)� �) + � sin(��))2
� 2B cos(��)

(B cos(��)� �) + � sin(��)

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w22(x; t) = �Bb1
2
� 1
2
b1 sec(��)((B cos(��)� �) + � sin(��))

(1 +
4AC cos2(��)

((B cos(��)� �) + � sin(��))2
� 2B cos(��)

(B cos(��)� �) + � sin(��)
);

u23(x; t) =
3B csc(��)(� cos(��)� �)2 � �2 sin(��)

2((� cos(��)� �)�B sin(��))
� 3 csc(��)(� cos(��)� �)2 � �2 sin(��)

4((� cos(��)� �)�B sin(��))2

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w23(x; t) = �Bb1
2
+ b1

csc(��)(� cos(��)� �)2 � �2 sin(��)

2((� cos(��)� �)�B sin(��))
;

u24(x; t) = �
12�4 csc2( �

2
�)

(4� cos( �
2
�)� 4B sin( �

2
�))2

�
6B�2 csc( �

2
�)

4� cos( �
2
�)� 4B sin( �

2
�)

+
1

4
(�B2 + 16AC � b21);

w24(x; t) = �Bb1
2
� b1

2�2 csc( �
2
�)

4� cos( �
2
�)� 4B sin( �

2
�)
:

76



3. Tip: A = 0 ve BC 6= 0 iken, d1 belirli bir sabit olmak üzere (4.52) denklem-

lerinin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u25(x; t) =
1

4
(�B2 � b21)�

3B2(cosh(B�)� sinh(B�))2
(cosh(B�)� sinh(B�) + d1)2

+
3B2(cosh(B�)� sinh(B�))
cosh(B�)� sinh(B�) + d1

;

w25(x; t) = �Bb1
2
+ b1

B(cosh(B�)� sinh(B�))
cosh(B�)� sinh(B�) + d1

;

u26(x; t) =
1

4
(�B2 � b21)�

3B2d21
(cosh(B�) + sinh(B�) + d1)2

+
3B2d1

cosh(B�) + sinh(B�) + d1
;

w26(x; t) = �Bb1
2
+ b1

Bd1
cosh(B�) + sinh(B�) + d1

:

4. Tip: C 6= 0 ve A = B = 0 iken, c1 belirli bir sabit olmak üzere (4.52)

denklemlerinin çözümü,

u27(x; t) = �b
2
1

4
� 3C2

(C�+ c1)2
;

w27(x; t) = �b1
C

C�+ c1

şeklindedir.
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(a)

(b)

Şekil 21. DSW denklem sisteminin u20(x; t); w20(x; t) ve u25(x; t); w25(x; t) çözüm-

leri için üç boyutlu periyodik dalga görünümü

a) (A = 1; B = 1; C = 1; b1 = 2); b) (A = 0; B = 3; b1 = 2; d1 = 1):

Burada sol taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri u(x; t) çözümleri için, sa¼g

taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri w(x; t) çözümleri için çizilmi̧stir.
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 22. DSW denklem sisteminin u20(x; t) ve w20(x; t) çözümü için iki boyutlu

periyodik dalga gra�¼gi(A = 1; B = 1; C = 1; b1 = 2); a) t = 0, b) t = 1, c) t = 2,

d) t = 3:

Yukar¬da Şekil 22 de zaman ilerledikçe DSW denklem sisteminin u20(x; t) ve

w20(x; t) çözümü için sa¼ga do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmek-

tedir.
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4.3.3. Hirota-Satsuma Denklem Sisteminin Genelleştirilmi̧s Riccati

Denklemi Dönüşüm Metodu ·Ile Analitik Çözümleri

ut =
1

2
uxxx + 3uux � 3wwx; (4.58)

wt = �wxxx � 3uwx

Hirota-Satsuma denklem sistemini ele alal¬m [12]. � = x�Qt olmak üzere

u(x; t) = q(�);

v(x; t) = s(�);

dönüşümü (4.58) denklemine uygulan¬rsa

�Qq0 � 3qq0 + 3ss0 � 1
2
q000 = 0; (4.59)

�Qs0 + 3qs0 + 3s000 = 0:

(4.58) denkleminde wxxx ile uwx ve uxxx ile uux; 3wwx terimlerinden biri aras¬nda

dengeleme yap¬l¬rsa m = 2 ve n = 2 elde edilir. Böylece (4.58) denkleminin çözümü,

G0(�) = A+BG(�) + CG2(�) (4.60)

olmak üzere,

q = a0 + a1(
G0(�)

G(�)
) + a2(

G0(�)

G(�)
)2; (4.61)

s = b0 + b1(
G0(�)

G(�)
) + b2(

G0(�)

G(�)
)2

şeklindedir.

(4.61) denklemi (4.59) denkleminde yerine yaz¬l¬p, Gk(�) veG�k(�) (k = 0; 1; 2; :::)

terimlerinin katsay¬lar¬ s¬f¬ra eşitlenirse elde edilen cebirsel denklem sisteminden

Mathematica yard¬m¬yla a0; a1; a2; b0; b1; b2 ve Q terimleri elde edilir:
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a0 =
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

a1 = 2B;

a2 = �2; (4.62)

b0 = �B(�8AC + b21)

2b1
;

b2 = 0;

Q =
1

8

�
2B2 + 16AC � 3b21

�
:

1. Tip: B2 � 4AC > 0 ve BC 6= 0 veya AC 6= 0 iken

 =
p
B2 � 4AC ve � =

p
4AC �B2

olmak üzere, (4.58) denklemlerinin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u1(x; t) = �2(
 2 sech2( 

2
�)

2(B +  tanh( 
2
�))
)2 + 2B

 2 sech2( 
2
�)

2(B +  tanh( 
2
�))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w1(x; t) = b1
 2 sech2( 

2
�)

2(B +  tanh( 
2
�))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

u2(x; t) = �2(�
 2 csch2( 

2
�)

2(B +  coth( 
2
�))
)2 � 2B

 2 csch2( 
2
�)

2(B +  coth( 
2
�))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w2(x; t) = �b1
 2 csch2( 

2
�)

2(B +  coth( 
2
�))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

u3(x; t) = �2(� 
2(�1 + (tanh( �)� i sech( �))2

2(B +  (tanh( �)� i sech( �)))
)2 � 2B 

2(�1 + (tanh( �)� i sech( �))2

2(B +  (tanh( �)� i sech( �)))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w3(x; t) = �b1
 2(�1 + (tanh( �)� i sech( �))2

2(B +  (tanh( �)� i sech( �)))
� B(�8AC + b21)

2b1
;
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u4(x; t) = �2(� 
2(�1 + (coth( �)� csch( �))2
2(B +  (coth( �)� csch( �))) )

2 � 2B 
2(�1 + (coth( �)� csch( �))2
2(B +  (coth( �)� csch( �)))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w4(x; t) = �b1
 2(�1 + (coth( �)� csch( �))2
2(B +  (coth( �)� csch( �))) �

B(�8AC + b21)

2b1
;

u5(x; t) = �2(�
 2 csch2( 

2
�)

2B +  (coth( 
4
�) + tanh( 

4
�))
)2 � 2B

 2 csch2( 
2
�)

2B +  (coth( 
4
�) + tanh( 

4
�))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w5(x; t) = �b1
 2 csch2( 

2
�)

2B +  (coth( 
4
�) + tanh( 

4
�))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

u6(x; t) = �2( P ( 2
p
P 2 +R2 cosh( �)�  2(P �R sinh( �))

(R + P sinh( �))(BR�  
p
P 2 +R2 +  P cosh( �) +BP sinh( �))

)2

+2B
P ( 2

p
P 2 +R2 cosh( �)�  2(P �R sinh( �))

(R + P sinh( �))(BR�  
p
P 2 +R2 +  P cosh( �) +BP sinh( �))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w6(x; t) = b1
P ( 2

p
P 2 +R2 cosh( �)�  2(P �R sinh( �))

(R + P sinh( �))(BR�  
p
P 2 +R2 +  P cosh( �) +BP sinh( �))

�B(�8AC + b21)

2b1
;

u7(x; t) = �2( P 2(P +R cosh( �)�
p
R2 � P 2 sinh( �))

(R + P cosh( �))(BR�  
p
R2 � P 2 +BP cosh( �)�  P sinh( �))

)2

+2B
P 2(P +R cosh( �)�

p
R2 � P 2 sinh( �))

(R + P cosh( �))(BR�  
p
R2 � P 2 +BP cosh( �)�  P sinh( �))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w7(x; t) = b1
P 2(P +R cosh( �)�

p
R2 � P 2 sinh( �))

(R + P cosh( �))(BR�  
p
R2 � P 2 +BP cosh( �)�  P sinh( �))

�B(�8AC + b21)

2b1
:

Burada P ve R, R2 � P 2 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir.
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u8(x; t) = �2(
 2 sech( 

2
�)

2B cosh( 
2
�)� 2 sinh( 

2
�)
)2 + 2B

 2 sech( 
2
�)

2B cosh( 
2
�)� 2 sinh( 

2
�)

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w8(x; t) = b1
 2 sech( 

2
�)

2B cosh( 
2
�)� 2 sinh( 

2
�)
� B(�8AC + b21)

2b1
;

u9(x; t) = �2(
 2 csch( 

2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�)
)2 + 2B

 2 csch( 
2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�)

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w9(x; t) = b1
 2 csch( 

2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�)
� B(�8AC + b21)

2b1
;

u10(x; t) = �2(1
2
sech( �)(�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �))

(1 +
4AC cosh2( �)

((B cosh( �)� i )�  sinh( �))2
+

2B cosh( �)

�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �)
)2

+2B(
1

2
sech( �)(�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �))(1

+
4AC cosh2( �)

((B cosh( �)� i )�  sinh( �))2
+

2B cosh( �)

�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �)
)

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w10(x; t) = b1(
1

2
sech( �)(�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �))

(1 +
4AC cosh2( �)

((B cosh( �)� i )�  sinh( �))2

+
2B cosh( �)

�(B cosh( �)� i ) +  sinh( �)
)� B(�8AC + b21)

2b1
;
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u11(x; t) = �2(csch( �)( cosh( �)�  )2 �  2 sinh( �)

2(( cosh( �)�  )�B sinh( �))
)2

+2B
csch( �)( cosh( �)�  )2 �  2 sinh( �)

2(( cosh( �)�  )�B sinh( �))
+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w11(x; t) = b1
csch( �)( cosh( �)�  )2 �  2 sinh( �)

2(( cosh( �)�  )�B sinh( �))
� B(�8AC + b21)

2b1
;

u12(x; t) = �2(
 2 csch( 

2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))
)2 + 2B

 2 csch( 
2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w12(x; t) = b1
 2 csch( 

2
�)

2 cosh( 
2
�)� 2B sinh( 

2
�))

� B(�8AC + b21)

2b1
:

2. Tip: B2 � 4AC < 0 ve BC 6= 0 veya AC 6= 0 iken,

� =
p
4AC �B2

olmak üzere, (4.58) denklemlerinin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u13(x; t) = �2(
�2 sec2( �

2
�)

2(B � � tan( �
2
�))
)2 + 2B

�2 sec2( �
2
�)

2(B � � tan( �
2
�))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w13(x; t) = b1
�2 sec2( �

2
�)

2(B � � tan( �
2
�))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

u14(x; t) = �2(
�2 csc2( �

2
�)

2(B + � cot( �
2
�))
)2 + 2B

�2 csc2( �
2
�)

2(B + � cot( �
2
�))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w14(x; t) = b1
�2 csc2( �

2
�)

2(B + � cot( �
2
�))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

u15(x; t) = �2(�
2(1 + (tan (��)� sec (��))2)
2(B � �(tan (��)� sec(��)) )

2 + 2B
�2(1 + (tan (��)� sec (��))2)
2(B � �(tan (��)� sec(��))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w15(x; t) = b1
�2(1 + (tan (��)� sec (��))2)
2(B � �(tan (��)� sec(��)) �

B(�8AC + b21)

2b1
;
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u16(x; t) = �2(�
2(1 + (cot (��)� csc (��))2)
2(B + �(cot (��)� csc(��)) )

2 + 2B
�2(1 + (cot (��)� csc (��))2)
2(B + �(cot (��)� csc(��))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w16(x; t) = b1
�2(1 + (cot (��)� csc (��))2)
2(B + �(cot (��)� csc(��)) �

B(�8AC + b21)

2b1
;

u17(x; t) = �2(
�2 csc2

�
�
2
�
�

2B + �(cot
�
�
4
�
�
� tan( �

4
�))
)2 + 2B

�2 csc2
�
�
2
�
�

2B + �(cot
�
�
4
�
�
� tan( �

4
�))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w17(x; t) = b1
�2 csc2

�
�
2
�
�

2B + �(cot
�
�
4
�
�
� tan( �

4
�))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

u18(x; t) = �2( P (�2
p
�P 2 +R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
�P 2 +R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

)2

+2B
P (�2

p
�P 2 +R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
�P 2 +R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w18(x; t) =
P (�2

p
�P 2 +R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
�P 2 +R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

u19(x; t) = �2( P (��2
p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
P 2 �R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

)2

+2B
P (��2

p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
P 2 �R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w19(x; t) = b1
P (��2

p
P 2 �R2 cos(��) + �2(P +R sin(��))

(R + P sin(��))(BR� �
p
P 2 �R2 + �P cos(��) +BP sin(��))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

Burada P ve R; P 2 �R2 > 0 eşitsizli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬reel sabitlerdir.
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u20(x; t) = �2(
�2 sec( �

2
�)

2(B cos( �
2
�) + � sin( �

2
�))
)2 + 2B

�2 sec( �
2
�)

2(B cos( �
2
�) + � sin( �

2
�))

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w20(x; t) = b1
�2 sec( �

2
�)

2(B cos( �
2
�) + � sin( �

2
�))

� B(�8AC + b21)

2b1
;

u21(x; t) = �2(�
�2 csc( �

2
�)

2� cos( �
2
�)� 2B sin( �

2
�)
)2 � 2B

�2 csc( �
2
�)

2� cos( �
2
�)� 2B sin( �

2
�)

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w21(x; t) = �b1
�2 csc( �

2
�)

2� cos( �
2
�)� 2B sin( �

2
�)
� B(�8AC + b21)

2b1
;

u22(x; t) = �2(�1
2
sec(��)((B cos(��)� �) + � sin(��))(1 +

4AC cos2(��)

((B cos(��)� �) + � sin(��))2

� 2B cos(��)

(B cos(��)� �) + � sin(��)
)2 + a1(�

1

2
sec(��)((B cos(��)� �) + � sin(��))

(1 +
4AC cos2(��)

((B cos(��)� �) + � sin(��))2
� 2B cos(��)

(B cos(��)� �) + � sin(��)
)

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w22(x; t) = b1(�
1

2
sec(��)((B cos(��)� �) + � sin(��))(1 +

4AC cos2(��)

((B cos(��)� �) + � sin(��))2

� 2B cos(��)

(B cos(��)� �) + � sin(��)
)� B(�8AC + b21)

2b1
;

u23(x; t) = �2(csc(��)(� cos(��)� �)2 � �2 sin(��)

2((� cos(��)� �)�B sin(��))
)2

+2B
csc(��)(� cos(��)� �)2 � �2 sin(��)

2((� cos(��)� �)�B sin(��))
+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w23(x; t) = b1
csc(��)(� cos(��)� �)2 � �2 sin(��)

2((� cos(��)� �)�B sin(��))
� B(�8AC + b21)

2b1
;

86



u24(x; t) = �2(�
2�2 csc( �

2
�)

4� cos( �
2
�)� 4B sin( �

2
�)
)2 � 2B

2�2 csc( �
2
�)

4� cos( �
2
�)� 4B sin( �

2
�)

+
1

8

�
�2B2 + 16AC � b21

�
;

w24(x; t) = �b1(
2�2 csc( �

2
�)

4� cos( �
2
�)� 4B sin( �

2
�)
)� B(�8AC + b21)

2b1
:

3. Tip: A = 0 ve BC 6= 0 iken, d1 belirli bir sabit olmak üzere (4.58) denklem-

lerinin çözümü aşa¼g¬daki şekildedir:

u25(x; t) = �2( B(cosh(B�)� sinh(B�))
cosh(B�)� sinh(B�) + d1

)2 + 2B
B(cosh(B�)� sinh(B�))
cosh(B�)� sinh(B�) + d1

+
1

8

�
�2B2 � b21

�
;

w25(x; t) = b1
B(cosh(B�)� sinh(B�))
cosh(B�)� sinh(B�) + d1

� Bb21
2b1

;

u26(x; t) = �2( Bd1
cosh(B�) + sinh(B�) + d1

)2 + 2B
Bd1

cosh(B�) + sinh(B�) + d1
+
1

8

�
�2B2 � b21

�
;

w26(x; t) = b1
Bd1

cosh(B�) + sinh(B�) + d1
� Bb21
2b1

:

4. Tip: C 6= 0 ve A = B = 0 iken, c1 belirli bir sabit olmak üzere (4.58)

denklemlerinin çözümü

u27(x; t) = �2(� C

C�+ c1
)2 +

1

8

�
�b21

�
;

w27(x; t) = �b1
C

C�+ c1

şeklindedir.

87



(a)

(b)

Şekil 23. Hirota-Satsuma denklem sisteminin u17(x; t); w17(x; t) ve u26(x; t); w26(x; t)

çözümleri için üç boyutlu periyodik dalga görünümü

a)(A = 2; B= 2; C = 1; b1 = 2); b) (A = 0; B= 1; C = 1; b1 = 2; d1 = 5):

Burada sol taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri u(x; t) çözümleri için, sa¼g

taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri w(x; t) çözümleri için çizilmi̧stir.
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(a) (b)

(c) (d)

Şekil 24. Hirota-Satsuma denklem sisteminin u26(x; t) ve w26(x; t) çözümü için iki

boyutlu periyodik dalga gra�¼gi (A = 0; B = 1; C = 1; b1 = 2; d1 = 5), a) t = �1, b)

t = 1, c) t = 3, d) t = 5:

Yukar¬da Şekil 24 de zaman ilerledikçe Hirota-Satsuma denklem sisteminin u26(x; t)

ve w26(x; t) çözümü için sola do¼gru hareket eden periyodik dalga gra�kleri görülmek-

tedir.
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4. 4. Homotopi Pertürbasyon Metodu ·Için Uygulamalar

4.4.1. Kaup�Kupershmidt Denkleminin HPM ·Ile Yaklaş¬k Çözümü

Kaup�Kupershmidt denklemi [2],

u0 = u(x; 0) = u25(x; 0) =
1

12
+

(cosh(x)� sinh(x))2
(1 + cosh(x)� sinh(x))2 �

cosh(x)� sinh(x)
1 + cosh(x)� sinh(x)

başlang¬ç şart¬ile verilsin. HPM kullan¬larak (4.1) denklemini çözmek için aşa¼g¬daki

homotopi kurulabilir.

(1� p)
h
_Y � _u0

i
+ p

�
_Y + 45Y 2Y 0 � 75

2
Y 0Y 00 � 15Y Y 000 + Y 00000

�
= 0: (4.63)

Burada

_Y =
@Y

@t
; Y 0 =

@Y

@x
; Y 00 =

@2Y

@x2

olmak üzere,

Y = Y0 + pY1 + p2Y2 + p3Y3 + : : :

_Y = _Y0 + p _Y1 + p2 _Y2 + p3 _Y3 + : : :

Y 0 = Y 0
0 + pY 0

1 + p2Y 0
2 + p3Y 0

3 + : : : (4.64)

Y 00 = Y 00
0 + pY 00

1 + p2Y 00
2 + p3Y 00

3 + : : :

yaz¬labilir. (4.72), (4.73) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa p nin kuvvetlerinin kat-

say¬lar¬n¬n eşitli¼ginden aşa¼g¬daki Y0; Y1; Y2; Y3; Y4 de¼gerleri elde edilir.
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Y0 =
1

12
+

(cosh(x)� sinh(x))2
(1 + cosh(x)� sinh(x))2 �

cosh(x)� sinh(x)
1 + cosh(x)� sinh(x) ;

Y1 = �1
8
t(csch(x))3(sinh(

x

2
))4;

Y2 = �
t2(�2 + cosh(x))(sech(x

2
))4

4096
;

Y3 =
1

12582912
t3(sech(

x

2
))10(18235� 19970 cosh(x)) + 4640 cosh(2x)� 350 cosh(3x)

+5 cosh(4x)� 12904 sinh(x) + 4664 sinh(2x)� 264 sinh(3x) + 4 sinh(4x));

Y4 =
1

25769803776
t4(sech(

x

2
))15(11918212224 cosh(

x

2
)� 16790641812 cosh(3x

2
)

+5869742740 cosh(
5x

2
)� 681935216 cosh(7x

2
) + 22175472 cosh(

9x

2
)

�108548 cosh(11x
2
) + 4 cosh(

13x

2
) + 91872687180 sinh(

x

2
)� 43336343115 sinh(3x

2
)

+9251856475 sinh(
5x

2
)� 812094730 sinh(7x

2
) + 24032970 sinh(

9x

2
)

�137525 sinh(11x
2
) + 5 sinh(

13x

2
)):

Bu de¼gerler kullan¬larak

u(x; t) = lim
p!1

Y = Y0 + Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + :::

=
1

12
�
t2(�2 + cosh(x)) sech4(x

2
)

4096
�
t csch3(x) sinh4(x

2
)

8

+
sech2(x

2
)(cosh(x)� sinh(x))

4
+
� cosh(x) + sinh(x)
1 + cosh(x)� sinh(x)

+
1

12582912
t3 sech10(

x

2
)(18235� 19970 cosh(x) + 4640 cosh(2x)

�350 cosh(3x) + 5 cosh(4x)� 12904 sinh(x) + 4664 sinh(2x)

�264 sinh(3x) + 4 sinh(4x) + 1

25769803776
t4 sech15(

x

2
)
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(11918212224 cosh(
x

2
)� 16790641812 cosh(3x

2
) (4.65)

+5869742740 cosh(
5x

2
)� 681935216 cosh(7x

2
) + 22175472 cosh(

9x

2
)

�108548 cosh(11x
2
) + 4 cosh(

13x

2
) + 91872687180 sinh(

x

2
)

�43336343115 sinh(3x
2
) + 9251856475 sinh(

5x

2
)� 812094730 sinh(7x

2
)

+24032970 sinh(
9x

2
)� 137525 sinh(11x

2
) + 5 sinh(

13x

2
)) + :::

elde edilir. Say¬sal sonuçlar A = 0; B= 1; C = 1 ve d1 = 1 için elde edilmi̧stir.

4.4.2. Drinfeld-Sokolov-Wilson Denklem Sisteminin HPM ·Ile Yaklaş¬k

Çözümü

DSW denklem sistemi [8],

u0 = u(x; 0) = u25(x; 0) =
5

2
� 27(cosh(3x)� sinh(3x))2
(2 + cosh(3x)� sinh(3x))2

+
27(cosh(3x)� sinh(3x))
2 + cosh(3x)� sinh(3x) ; (4.66)

w0 = w(x; 0) = w25(x; 0) = �
3

2
+
3(cosh(3x)� sinh(3x))
2 + cosh(3x)� sinh(3x)

başlang¬ç şartlar¬ile verilsin. HPM kullan¬larak (4.5) denklem sistemini çözmek için

(1� p)
h
_Y � _u0

i
+ p

h
_Y � 3ZZ 0

i
= 0; (4.67)

(1� p)

�
�
Z � �

w0

�
+ p

�
�
Z � 2Z 000 � 2Y Z 0 � ZY 0

�
= 0: (4.68)

homotopileri kurulabilir. Burada

_Y =
@Y

@t
; Y 0 =

@Y

@x
; Y 00 =

@2Y

@x2
;

�
Z =

@Z

@t
; Z 0 =

@Z

@x
; Z 00 =

@2Z

@x2

olmak üzere,

Y = Y0 + pY1 + p2Y2 + p3Y3 + : : :

_Y = _Y0 + p _Y1 + p2 _Y2 + p3 _Y3 + : : :

Y 0 = Y 0
0 + pY 0

1 + p2Y 0
2 + p3Y 0

3 + : : : (4.69)

Y 00 = Y 00
0 + pY 00

1 + p2Y 00
2 + p3Y 00

3 + : : :
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Z = Z0 + pZ1 + p2Z2 + p3Z3 + : : :
�
Z =

�
Z0 + p

�
Z1 + p2

�
Z2 + p3

�
Z3 + : : :

Z 0 = Z 00 + pZ 01 + p2Z 02 + p3Z 03 + : : : (4.70)

Z 00 = Z 000 + pZ 001 + p2Z 002 + p3Z 003 + : : :

yaz¬labilir. (4.69) ve (4.70), (4.67) ve (4.68) denklemlerinde yerine yaz¬l¬rsa p nin

kuvvetlerinin katsay¬lar¬n¬n eşitli¼ginden elde edilen denklemlerden aşa¼g¬daki Y0; Y1;

Y2; Y3; Y4 ve Z0; Z1; Z2; Z3; Z4 de¼gerleri elde edilir.

Y0 =
5

2
� 27(cosh(3x)� sinh(3x))2
(2 + cosh(3x)� sinh(3x))2 ;

Y1 =
81t(cosh(3x

2
) + 3 sinh(3x

2
))

(3 cosh(3x
2
) + sinh(3x

2
))3

;

Y2 =
243e3x(1� 8e3x + 4e6x)t2

4(1 + 2e3x)4
;

Y3 =
243e3x(�1 + 22e3x � 44e6x + 8e9x)t3

8(1 + 2e3x)5
;

Y4 =
729e3x(1� 52e3x + 264e6x � 208e9x + 16e12x)t4

64(1 + 2e3x)6
;

Z0 = �3
2
+
3(cosh(3x)� sinh(3x))
2 + cosh(3x)� sinh(3x) ;

Z1 =
9t

(3 cosh(3x
2
) + sinh(3x

2
))2
;

Z2 =
27e3x(1 + 2e3x)t2

4(1 + 2e3x)3
;

Z3 =
27e3x(1� 8e3x + 4e6x)t3

8(1 + 2e3x)4
;

Z4 =
81e3x(�1 + 22e3x � 44e6x + 8e9x)t4

64(1 + 2e3x)5
:
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Bu de¼gerlerin kullan¬lmas¬yla,

u(x; t) = lim
p!1

Y = Y0 + Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + :::

= �5
2
+
243e3x(1� 8e3x + 4e6x)t2

4(1 + 2e3x)4
+
243e3x(�1 + 22e3x � 44e6x + 8e9x)t3

8(1 + 2e3x)5

+
729e3x(1� 52e3x + 264e6x � 208e9x + 16e12x)t4

64(1 + 2e3x)6
(4.71)

+
81t(cosh(3x

2
) + 3 sinh(3x

2
))

(3 cosh(3x
2
) + sinh(3x

2
))3

+
27(cosh(3x)� sinh(3x))
2 + cosh(3x)� sinh(3x)

+
27(� cosh(6x) + sinh(6x))
(2 + cosh(3x)� sinh(3x))2 + :::

ve

w(x; t) = lim
p!1

Z = Z0 + Z1 + Z2 + Z3 + Z4 + :::

= �3
2
+
27e3x(1 + 2e3x)t2

4(1 + 2e3x)3
+
27e3x(1� 8e3x + 4e6x)t3

8(1 + 2e3x)4
(4.72)

+
81e3x(�1 + 22e3x � 44e6x + 8e9x)t4

64(1 + 2e3x)5
+

9t

(3 cosh(3x
2
) + sinh(3x

2
))3

+
3(cosh(3x)� sinh(3x))
2 + cosh(3x)� sinh(3x) + :::

elde edilir. Say¬sal sonuçlarA = 0; B = 3; C = 1; d1 = 2 ve b1 = 1 için elde edilmi̧stir.
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4.4.3. Hirota-Satsuma Denklem Sisteminin HPM ·Ile Yaklaş¬k Çözümü

Hirota Satsuma denklem sistemi [12],

u0 = u(x; 0) = u25(x; 0) = �
3

8
� 2(cosh(x)� sinh(x))2
(2 + cosh(x)� sinh(x))2

+
2(cosh(x)� sinh(x))
2 + cosh(x)� sinh(x) ; (4.73)

w0 = w(x; 0) = w25(x; 0) = �
1

2
+

cosh(x)� sinh(x)
2 + cosh(x)� sinh(x)

başlang¬ç şartlar¬ile verilsin. HPM kullan¬larak (4.10) denklemini çözmek için aşa¼g¬-

daki homotopi kurulabilir:

(1� p)
h
_Y � _u0

i
+ p

�
_Y � 1

2
Y 000 � 3Y Y 0 + 3ZZ 0

�
= 0; (4.74)

(1� p)

�
�
Z � �

w0

�
+ p

�
�
Z + Z 000 + 3Y Z 0

�
= 0: (4.75)

Burada

_Y =
@Y

@t
; Y 0 =

@Y

@x
; Y 00 =

@2Y

@x2
;

�
Z =

@Z

@t
; Z 0 =

@Z

@x
; Z 00 =

@2Z

@x2
;

olmak üzere,

Y = Y0 + pY1 + p2Y2 + p3Y3 + : : :

_Y = _Y0 + p _Y1 + p2 _Y2 + p3 _Y3 + : : :

Y 0 = Y 0
0 + pY 0

1 + p2Y 0
2 + p3Y 0

3 + : : : (4.76)

Y 00 = Y 00
0 + pY 00

1 + p2Y 00
2 + p3Y 00

3 + : : :

Z = Z0 + pZ1 + p2Z2 + p3Z3 + : : :
�
Z =

�
Z0 + p

�
Z1 + p2

�
Z2 + p3

�
Z3 + : : :

Z 0 = Z 00 + pZ 01 + p2Z 02 + p3Z 03 + : : : (4.77)

Z 00 = Z 000 + pZ 001 + p2Z 002 + p3Z 003 + : : :
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yaz¬labilir. (4.76) ve (4.77), (4.74) ve (4.75) denklemlerinde yerine yaz¬l¬rsa p nin

kuvvetlerinin katsay¬lar¬n¬n eşitli¼ginden elde edilen denklemlerden aşa¼g¬daki Y0; Y1;

Y2; Y3; Y4 ve Z0; Z1; Z2; Z3; Z4 de¼gerleri elde edilir.

Y0 = �3
8
� 2(cosh(x)� sinh(x))2
(2 + cosh(x)� sinh(x))2 +

2(cosh(x)� sinh(x))
2 + cosh(x)� sinh(x) ;

Y1 =
t(�2 + cosh(x)� sinh(x))(cosh(x)� sinh(x))

2(2 + cosh(x)� sinh(x))3 ;

Y2 =
ex(1� 8ex + 4e2x)t2

32(1 + 2ex)4
;

Y3 = �e
x(�1 + 22ex � 44e2x + 8e3x)t3

768(1 + 2ex)5
;

Y4 =
ex(1� 52ex + 264e2x � 208e3x + 16e4x)t3

24576(1 + 2ex)6
;

Z0 = �1
2
+

cosh(x)� sinh(x)
2 + cosh(x)� sinh(x) ;

Z1 = � t

4(3 cosh(x
2
)� sinh(x

2
))2
;

Z2 =
ex(�1 + 2ex)t2
64(1 + 2ex)3

;

Z3 = �e
x(1� 8ex + 4e2x)t3
1536(1 + 2ex)4

;

Z4 =
ex(�1 + 22ex � 44e2x + 8e3x)t4

49152(1 + 2ex)5
:

Bu de¼gerler kullan¬larak,

u(x; t) = lim
p!1

Y = Y0 + Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + :::

= �3
8
� ex(1� 8ex + 4e2x)t2

32(1 + 2ex)4
� ex(�1 + 22ex � 44e2x + 8e3x)t3

768(1 + 2ex)5

+
ex(1� 52ex + 264e2x � 208e3x + 16e4x)t3

24576(1 + 2ex)6
(4.78)

+
t(�2 + cosh(x)� sinh(x))(cosh(x)� sinh(x))

2(2 + cosh(x)� sinh(x))3

� 2(cosh(x)� sinh(x))2
(2 + cosh(x)� sinh(x))2 +

2(cosh(x)� sinh(x))
2 + cosh(x)� sinh(x) + :::
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w(x; t) = lim
p!1

Z = Z0 + Z1 + Z2 + Z3 + Z4 + :::

= �1
2
+
ex(�1 + 2ex)t2
64(1 + 2ex)3

� ex(1� 8ex + 4e2x)t3
1536(1 + 2ex)4

(4.79)

+
ex(�1 + 22ex � 44e2x + 8e3x)t4

49152(1 + 2ex)5

� t

4(3 cosh(x
2
)� sinh(x

2
))2
+

cosh(x)� sinh(x)
2 + cosh(x)� sinh(x) + :::

elde edilir. Say¬sal sonuçlar A = 0; B= 1; C = 1; d1 = 2 ve b1 = 1 için elde edilmi̧stir.
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5. BÖLÜM

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ R·ICCAT·I DENKLEM·I DÖNÜŞÜMMETODU

VE HPM ·ILE ELDE ED·ILEN DE¼GERLER·IN KARŞILAŞTIRILMASI

Bu bölümde Kaup�Kupershmidt denkleminin, DSW denklem sisteminin

ve Hirota-Satsuma denklem sisteminin genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm

metodu ile 4. bölümde elde edilen analitik çözümleri ile yaklaş¬k çözümlerini kaŗs¬laşt¬r-

mak amac¬yla üç boyutlu ve iki boyutlu gra�kleri oluşturulmuş, mutlak hatalar¬n¬

görebilmek için tablolar çizilmi̧stir.

(a)

(b)
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(c)

(d)

(e)

Şekil 25. Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodu ile elde edilen ana-

litik çözüm ve HPM ile elde edilen yaklaş¬k çözümün üç boyutlu görünümü a)Kaup�

Kupershmidt denkleminin u25(x; t) çözüm fonksiyonu için analitik çözümün ve yak-

laş¬k çözümünün üç boyutlu görünümü, b) DSW denklem sisteminin u25(x; t) çözüm
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fonksiyonu için analitik çözümün ve yaklaş¬k çözümünün üç boyutlu görünümü,

c) DSW denklem sisteminin w25(x; t) çözüm fonksiyonu için analitik çözümün ve

yaklaş¬k çözümünün üç boyutlu görünümü, d) Hirota-Satsuma denklem sisteminin

u25(x; t) çözüm fonksiyonu için analitik çözümün ve yaklaş¬k çözümünün üç boyutlu

görünümü, e) Hirota-Satsuma denklem sisteminin w25(x; t) çözüm fonksiyonu için

analitik çözümün ve yaklaş¬k çözümünün üç boyutlu görünümü.

Burada sol taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri analitik çözümler için, sa¼g

taraftaki üç boyutlu dalga görünümleri yaklaş¬k çözümler için çizilmi̧stir.

(a)

(b)
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(c)

Şekil 26. Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodu ile elde edilen ana-

litik çözüm ve HPM ile elde edilen yaklaş¬k çözümün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬ a) Kaup�

Kupershmidt denkleminin u25(x; t) çözüm fonksiyonu için analitik çözümün ve yak-

laş¬k çözümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬, b) DSW denklem sisteminin u25(x; t) ve w25(x; t)

çözüm fonksiyonu için analitik çözümün ve yaklaş¬k çözümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬,

c) Hirota-Satsuma denklem sisteminin u25(x; t) ve w25(x; t) çözüm fonksiyonu için

analitik çözümün ve yaklaş¬k çözümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬.

Tablo 1. Kaup�Kupershmidt denkleminin u25(x; t) analitik çözümü ile HPM ile

elde edilen yaklaş¬k çözümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

ju(x; t)� Y4(x; t)j

t x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 1.82631�10�6 2.7907�10�5 1.39062�10�4 4.36001�10�4 1.05932�10�3

0.2 1.76211�10�6 2.72265�10�5 1.36202�10�4 4.27886�10�4 1.04086�10�3

0.3 1.33492�10�6 2.07323�10�5 1.039�10�4 3.26705�10�4 7.95172�10�4

0.4 6.60889�10�7 1.02470�10�5 5.1323�10�5 1.61333�10�4 3.92602�10�4

0.5 8.29851�10�8 1.42477�10�6 7.37662�10�6 2.35725 �10�5 5.79289�10�5
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Tablo 2. DSW denklem sisteminin u25(x; t) analitik çözümü ile HPM ile elde

edilen yaklaş¬k çözümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

ju(x; t)� Y4(x; t)j

t x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 5.14014�10�6 1.71351�10�4 1.34796�10�3 5.84989�10�3 1.82736�10�2

0.2 2.11921�10�6 7.58932�10�5 6.38226�10�4 2.94856�10�3 9.76937�10�3

0.3 3.63999�10�7 6.15542�10�6 1.51325�10�6 1.97637�10�4 1.26043�10�3

0.4 1.61998�10�6 4.96841�10�5 3.57517�10�4 1.40828�10�3 3.9512�10�3

0.5 1.84�10�6 5.9035�10�5 4.47478�10�4 1.87261�10�3 5.64205 �10�3

Tablo 3. DSW denklem sisteminin w25(x; t) analitik çözümü ile HPM ile elde

edilen yaklaş¬k çözümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

jw(x; t)� Z4(x; t)j

t x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 7.89991�10�8 2.0407�10�6 1.15759�10�5 3.15006�10�5 4.17026 �10�5

0.2 2.00499�10�7 6.19242�10�6 4.50302�10�5 1.80119�10�4 5.16626 �10�4

0.3 2.26713�10�7 7.26351�10�6 5.50056�10�5 2.30152�10�4 6.94086�10�4

0.4 1.90208�10�7 6.22154�10�6 4.81729�10�5 2.06413�10�4 6.38524�10�4

0.5 1.30321�10�7 4.33465�10�6 3.41597�10�5 1.49108�10�4 4.70336�10�4
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Tablo 4. Hirota Satsuma denklem sisteminin u25(x; t) analitik çözümü ile HPM

ile elde edilen yaklaş¬k çözümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

ju(x; t)� Y4(x; t)j

t x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 1.92535�10�12 6.14997�10�11 4.66131�10�10 1.96049�10�9 5.97121�10�9

0.2 1.71935�10�12 5.48585�10�11 4.1535�10�10 1.74505�10�9 5.3094�10�9

0.3 1.45539�10�12 4.6377�10�11 3.50722�10�10 1.47179�10�9 4.47273�10�9

0.4 1.15769�10�12 3.68436�10�11 2.78228�10�10 1.1659�10�9 3.53803�10�9

0.5 8.49987�10�13 2.6994�10�11 2.03439�10�10 8.50786�10�10 2.57657�10�9

Tablo 5. Hirota Satsuma denklem sisteminin w25(x; t) analitik çözümü ile HPM

ile elde edilen yaklaş¬k çözümün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

jw(x; t)� Z4(x; t)j

t x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 4.45755�10�14 1.36369�10�12 9.87166�10�12 3.95649�10�11 1.14555�10�10

0.2 4.67959�10�14 1.55448�10�12 1.22355�10�11 5.33673�10�11 1.68349�10�10

0.3 1.26232�10�13 4.09134�10�12 3.14324�10�11 1.33976�10�10 4.1347�10�10

0.4 1.91847�10�13 6.17473�10�12 4.71769�10�11 2.00004�10�10 6.13992�10�10

0.5 2.41973�10�13 7.77056�10�12 5.92175�10�11 2.50415�10�10 7.66833�10�10
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Yukar¬daki tablolarda HPM kullan¬larak n. mertebeden yaklaş¬k çözümün hata

analizi için,

Yn(x; t) =

nX
j=0

Yj;

Zn(x; t) =
nX
j=0

Zj:

eşitlikleri kullan¬lm¬̧st¬r.

Kaup�Kupershmidt denkleminin, DSW denklem sisteminin ve Hirota-Satsuma

denklem sisteminin HPM ile elde edilen say¬sal sonuçlar¬n¬n analitik çözüm ile kaŗs¬laş-

t¬r¬lmas¬Tablo 1-5 de verilmi̧stir. Bu tablolarda görüldü¼gü gibi seri çözümlerinin

sadece beş terimi göz önüne al¬narak analitik çözüme yak¬n de¼gerler elde edilmi̧stir.

Ayr¬ca Şekil 26 da, HPM ile elde edilen seri çözümlerin gerçek çözüme yak¬n de¼gerler

ald¬¼g¬görülmektedir.
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6. BÖLÜM

SONUÇ

Lineer veya lineer olmayan adi ve k¬smi türevli diferensiyel denklemlerin analitik

çözümleri bu denklemlerin modelledi¼gi olaylar¬n özelliklerini belirledi¼ginden uygula-

mal¬matematik alan¬nda önemli bir yere sahiptir. Bu nedenle özellikle uygulamal¬

matematik alan¬nda çal¬̧san bilim adamlar¬ bu denklemlerin hareket eden dalga

çözümleri üzerine çal¬̧sm¬̧slar ve bu çözümleri elde edebilmek için birçok analitik

metot geli̧stirmi̧slerdir. Bu metotlardan üçü bu çal¬̧smada üçüncü bölümde incelen-

mi̧stir. ·Incelenen metotlar¬n i̧sleyi̧si dengeleme terimine dayand¬¼g¬için sadece lineer

olmayan k¬smi diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Bu metotlarda dengeleme te-

rimi kullan¬larak oluşturulan bir de¼gi̧sken dönüşümü alt¬nda ele al¬nan k¬smi diferen-

siyel denklem adi bir diferensiyel denkleme dönüştürülmüş, daha sonra bu adi difer-

ensiyel denklem çözülerek k¬smi diferensiyel denklemin analitik çözümüne ulaş¬lm¬̧st¬r.

Bu metotlar¬n birbirlerinden farkl¬olan taraf¬seçilen Riccati diferensiyel denklemi-

nin ve dolay¬s¬yla kullan¬lan çözüm fonksiyonunun farkl¬olmas¬d¬r.

Dördüncü bölümde geni̧sletilmi̧s tanh metodu, genelleştirilmi̧s tanh metodu ve

genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodu kullan¬larak Kaup�Kupershmidt

denklemi, Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemi ve Hirota-Satsuma denklem sis-

teminin hareket eden dalga çözümleri elde edilmi̧stir. Dalgalar¬n hareketlerini in-

celeyebilmek için baz¬ çözümlerin belli zaman aral¬klar¬nda iki boyutlu gra�kleri

çizilmi̧stir. Dalgalar¬n hangi yönde hareket etti¼gini belirleyebilmek için animasyon

gra�klerinden faydalan¬lm¬̧st¬r. Yap¬lan literatür taramas¬nda DSW denklem sis-

teminin Riccati denklemi dönüşüm metodu kullan¬larak daha önce çözümlerinin bu-

lundu¼gu ancak di¼ger çözümlerinin bu çal¬̧sma ile elde edilen yeni çözümler oldu¼gu

görülmüştür [43]. Benzer şekilde Kaup�Kupershmidt denkleminin, Hirota-Satsuma

denklem sisteminin, Benjamin-Bona-Mahony denkleminin ve beşinci mertebeden

Lax KdV denkleminin bu çal¬̧smada kullan¬lan metotlarla daha önce çözümlerinin
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elde edilmedi¼gi ve bu denklemlerin başka metotlarla bulunan çözümlerinin burada

bulunan çözümlerden farkl¬oldu¼gu görülmüştür. Bu nedenle bu yeni çözümler bu

çal¬̧sma ile literatüre kazand¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca bu çal¬̧sman¬n 4.2, 4.3.1 ve 4.3.3

bölümleri yay¬nlanm¬̧st¬r [44-45].

·Incelenen denklemlerin bu üç metotla elde edilen çözümlerinin birbiriyle ili̧skisini

görebilmek için seçilen Riccati diferensiyel denkleminde sabitlere belirli de¼gerler ver-

ilerek incelemeler yap¬lm¬̧st¬r. Geni̧sletilmi̧s tanh metodu ile Genelleştirilmi̧s tanh

metodundan elde edilen çözümleri inceleyebilmek için Genelleştirilmi̧s tanh meto-

dunda B = 0 ve C = 1 al¬narak elde edilen çözümler Geni̧sletilmi̧s tanh metodunda

bulunan çözümlerle kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r.Geni̧sletilmi̧s tanh metodu ile Genelleştirilmi̧s

Riccati denklemi dönüşüm metodundan elde edilen çözümleri inceleyebilmek için

Geni̧sletilmi̧s tanh metodunda B = 0 ve C = 1 oldu¼gundan A < 0 iken elde

edilen çözümler Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodunda 1:tipte elde

edilen çözümlerle, A > 0 iken elde edilen çözümler Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi

dönüşüm metodunda 2:tipte elde edilen çözümlerle, A = 0 iken elde edilen çözümler

Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodunda 4:tipte elde edilen çözümle

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Benzer şekilde Genelleştirilmi̧s tanh metodu ile Genelleştirilmi̧s

Riccati denklemi dönüşüm metodundan elde edilen çözümleri inceleyebilmek için

Genelleştirilmi̧s tanh metodunda A = C = 1; B = 0; A = C = �1; B = 0;

A = C = 1
2
; B = 0; A = C = �1

2
; B = 0; A = 1; C = 2; B = �2; A = 1; C = 2;

B = 2; A = �1; C = �2; B = 2 ve A = �1; C = �2; B = �2 durumlar¬Genelleştir-

ilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodunda 2:tipte elde edilen çözümlerle, A = 1;

C = �1; B = 0 ve A = 1
2
; C = �1

2
; B = 0 durumlar¬Genelleştirilmi̧s Riccati den-

klemi dönüşümmetodunda 1:tipte elde edilen çözümlerle, A = B = 0; C 6= 0 durumu

Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodunda 4:tipte elde edilen çözümlerle

kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu şekilde olabilecek bütün durumlar incelenmi̧s olup çözümlerin

birbirlerinden farkl¬oldu¼gu görülmüştür. Bu üç metot, bulunan çözüm say¬s¬yla da
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farkl¬l¬k göstermektedir.En fazla çözüm Genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm

metodundan elde edilmi̧s olup bu durum bu metodun avantaj¬olarak gösterilebilir.

Baz¬ lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümleri analitik olarak

elde edilemeyebilir. Bu durumda dördüncü bölümde verilen ve yar¬analitik metot-

lar olarak bilinen HPM gibi seri çözüm bulma esas¬na dayanan metotlar yard¬m¬yla

bu denklemlerin yaklaş¬k çözümüne ulaş¬lm¬̧st¬r [46]. Bu seri çözüm aran¬rken bir

başlang¬ç şart¬ndan hareketle serinin di¼ger terimleri bulunmuştur. Bu nedenle bu

bölümde bu denklemlerin genelleştirilmi̧s Riccati denklemi dönüşüm metodundan

elde edilen analitik çözümlerinden herhangi biri al¬narak t = 0 başlang¬ç şart¬al-

t¬nda HPM uygulanm¬̧s ve yaklaş¬k çözümleri bulunmuştur. ·Incelenen problemin seri

çözümünde ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlere belirli bir aral¬kta verilen de¼gerlerden elde edilen

say¬sal sonuçlar ile analitik çözümü aras¬ndaki fark¬n mutlak de¼gerine bak¬larak

çözümlerin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬ yap¬labilir. Bu nedenle beşinci bölümde elde edilen

analitik çözümleri ile yaklaş¬k çözümleri kaŗs¬laşt¬rmak amac¬yla üç boyutlu ve iki

boyutlu gra�kler oluşturulmuş, mutlak hatalar¬n¬görebilmek için tablolar çizilmi̧stir.

Tablolara bak¬ld¬¼g¬nda mutlak hatan¬n s¬f¬ra oldukça yak¬n de¼gerler alarak yaklaş¬k

çözümün analitik çözüme yaklaşt¬¼g¬görülmüştür.
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