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OZET

BAZI LINEER OLMAYAN KISMi DIiFERENSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMUNDE KULLANILAN ANALITIK VE
YARI ANALITiK METOTLAR

Bu ¢alisma alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim c¢alismanin giris kismidir. Bu boliimde dalgalar hakkinda temel
bilgiler verilip calismada kullanilan denklemler tanitildi.

Ikinci boliimde; calismada kullanilan temel tanimlar verildi.

Uciincii boliimde; bazi lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde
kullanilan analitik ve yar1 analitik metotlar incelendi.

Dordiincii ve beginci boliim ise ¢alismanin orijinal kismini kapsamaktadir.

Dordiincii boliimde; ticiincii boliimde analizleri yapilan genigletilmis tanh metodu,
genellegtirilmis tanh metodu, genellegtirilmis Riccati denklemi doniigiim metodu ve
homotopi perturbasyon metodu kullanilarak birinci béliimde verilen kismi diferen-
siyel denklemlerin hareketli dalga ¢oziimleri ve seri ¢oziimleri elde edildi.

Besinci boliimde; Kaup—Kupershmidt denkleminin, Drinfeld-Sokolov-Wilson
denklem sisteminin ve Hirota-Satsuma denklem sisteminin genellegtirilmis Riccati
denklemi doniisiim metodu ile dordiincii boliimde elde edilen hareketli dalga ¢oziim-
leri ve seri ¢oziimlerinin sayisal sonuglar: irdelendi.

Altinc1 boliim ise; ¢alismanin sonug kismi olup elde edilen sonuglar literatiirde

bulunan ¢aligmalarla desteklenerek genel bir degerlendirme yapildi.

Anahtar Kelimeler: Dalgalar, Dengeleme terimi, Analitik ¢oziim, Seri ¢oziim,
Hareketli dalga ¢oziimii, Genigletilmig tanh metodu, Genellestirilmis tanh metodu,

Genellegtirilmis Riccati denklemi doniisiim metodu, Homotopi perturbasyon metodu,

Kaup—Kupershmidt denklemi, Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemi, Hirota-Satsuma

denklem sistemi.

v



SUMMARY
ANALYTICAL AND SEMI ANALYTICAL METHODS USED IN
THE SOLITIONS OF SOME NONLINEAR PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

This study is constructed in six chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction and in this chapter fun-
damental informations of the waves and equations which are used to this study are
given.

In the second chapter; fundamental definitions which are used to study are given.

In the third chapter; it is made analyze of analytical and semi analytical methods
which are used to solve of some nonlinear partial differential equations.

The fourth and fifth chapters contain original part of this study.

In the fourth chapter; it is obtained travelling wave solutions and series solutions
for equations which are considered in the first chapter by using the generalized
tanh method, the extended tanh method, the generalizing Riccati equation mapping
method and homotopy analysis method which are given in chapter three.

In the fifth chapter; it is discussed numerical results of series solutions and travel-
ling wave solutions for Kaup—Kupershmidt equation, Drinfeld-Sokolov-Wilson equa-
tions, Hirota-Satsuma equations which are obtained in chapter four.

The sixth chapter has been devoted to the conclusion. In this chapter, it is made
a generalized assessment by supporting results which are obtained in this study with
some studies in literature.

Keywords: Waves, Balance term, Analytical solution, Series solution, Trav-
elling wave solution, Extended tanh method, Generalized tanh method, General-
izing Riccati equation mapping method, Homotopy perturbation method, Kaup—
Kupershmidt equation, Drinfeld-Sokolov-Wilson equations, Hirota-Satsuma equa-

tions.
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1. BOLUM
GIRIS

Dogada meydana gelen olaylarin matematiksel modellenmesi genellikle lineer
ve lineer olmayan diferensiyel denklemler ile aciklanir. Bu denklemlerin 6zellikleri
hakkinda bilgi veren analitik ¢oziimler biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu nedenle son za-
manlarda ozellikle uygulamali matematik alaninda lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin hareket eden dalga ¢oziimleri {izerine odaklanilmigtir. Bu dalga ¢oziim-
leri, dalganin yapisi ve dalgalarin birbirleri ile olan etkilegimleri gibi bircok konuda
uygulama sahasinda calisan bilim adamlarina ilham vermektedir. Bu ¢oziimlerin
elde edilmesi i¢in lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin analitik ¢oziim-
lerini veren bircok etkili metot geligtirilmistir. Bu metotlarin ¢ogu sadece lineer
olmayan kismi diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Ciinkii bu metotlarin isleyisi
“dengeleme terimi” olarak adlandirilan ve en yiiksek mertebeden lineer terim ile en
yiiksek mertebeden lineer olmayan terimin karsilagtirilmasina dayanir.

Dalga ifadesi 19. yiizyildan itibaren daha ¢ok tnem kazanmig ve gesitli calig-
malara konu olmustur. Cisimlerin bir nokta etrafinda, o noktaya esit uzaklhiktaki
iki nokta arasinda gidip gelme hareketine titregim, bu titresim hareketi ile enerjinin
esnek bir ortamda iletilmesine dalga denir. Hareketi egit zaman araliklar ile tekrar-
lanan dalgalara periyodik dalga denir ve bir tam dalganin olugum siireci dalganin
periyodudur. Periyot birimi saniye olarak alimir. Sekil 1 de bir periyodik dalga
grafigi gosterilmektedir [1].



Sekil 1. Bir periyodik dalga

Dalgalarin tanimlanmasinda dalgalarin boyu, frekansi, hizi, genligi ve uzanima
onemli rol oynar. Ardigik iki dalga tepesi ya da ¢ukuru arasindaki uzakhiga dalga
boyu, 1 saniyede olusturulan dalga sayisina dalganin frekans:, dalganin birim zaman-
daki yer degistirmesine dalga hiz:, dalga ¢ukuru ya da tepesinin denge konumuna
uzakligina dalganin genligi, dalga izerindeki bir noktanin denge konumuna uzak-

higina dalganin uzanyme denir. Bir dalga ve ozellikleri gekil 2 de gosterilmektedir

1].
o

| l——Dlalga boyu —H
A

Y

.. Genlk
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| ——Dalga boyu —m 'b\
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Sekil 2. Bir dalga ve ozellikleri



Dalgalar titresim yonlerine gore enine dalga ve boyuna dalga olarak isimlendirilir-
ler. Titresim dogrultusu yayilma dogrultusuna dik olan dalgalara enine dalga,
titresim dogrultusu yayilma dogrultusuna paralel olan dalgalara boyuna dalga denir
[1].

Bir kismi diferensiyel denklemde bulunan bagimlh u degiskeninin fiziksel ¢zellik-
lerini irdelemek oldukc¢a 6nemlidir. Bu nedenle bu tezde, bazi lineer olmayan kismi
diferensiyel denklemlerin fiziksel ozelliklerini irdelemek amaciyla periyodik dalga
¢oziimlerini elde etmek icin kullanilan ve literatiirde var olan analitik metotlarin
tarihsel olarak analizi yapilip bu metotlardan tigii kullanilarak Koup-Kupershmidt
denklemi, Drinfeld-Sokolov-Wilson (DSW) denklem sistemi, Hirota-Satsuma denk-
lem sistemi, Benjamin-Bona-Mahony denklemi ve beginci mertebeden Lax KdV
denkleminin hareket eden dalga ¢oziimleri elde edilmigtir.

Besinci mertebeden lineer olmayan
Uy + 45uuy — 157Ugtyy — 15utsy + tsy = 0 (1.1)

denkleminde + reel sabiti farkh degerler aldik¢a (1.1) denkleminin 6zellikleri degisim

gosterir. Ornegin (1.1) denklemi v = g alinirsa
ug + 45u u, — 5 Uallzz — 15uus, + us, =0 (1.2)

seklindeki Koup-Kupershmidt denklemi elde edilir. v = 1 almirsa (1.1) denklemi
Sawada-Kotera denklemi olarak adlandirihir [2]. Hereman ve Nuseir, Koup-Kupershmidt
denkleminin iki ve ii¢-soliton coziimlerini elde etmis ve buna bagh olarak coklu
soliton ¢oziimlerinin analitik formlariin oldukca farkli oldugunu ve Sawada-Kotera
denklemindekinden daha karigik yapilara sahip oldugunu ispatlamigtir [3]. Micheline
Musette ve Caroline Verhoeven Koup-Kupershmidt denkleminin N —soliton ¢oziim-
lerini tanimlamigtir [4]. Parker, Hirota metodunu kullanarak Koup-Kupershmidt
denklemini bilineerlestirmis, tekli soliton coziimiinii olusturmus ve coklu soliton

¢oziimlerini elde etmek igin bilineer doniisiim metodunu uygulamistir [5]. Koup-

3



Kupershmidt denklemi kuantum mekaniginde ve nonlineer optikte yaygin olarak
kullanilmaktadir.

Genellestirilmis Drinfeld-Sokolov-Wilson(DSW) denklem sistemi

u + aww, = 0, (1.3)

wy + BWepr + YUW, + cwu, = 0

seklindedir [6,7]. Geng Xian-Guo ve Wu Li-Hua, genellestirilmis DSW denklem
sisteminde «, (3, 7, € sabitlerini « = —3, 8 = v = —2,¢ = —1 alarak agagidaki DSW

denklem sistemini geligtirmigtir [8].

u — 3ww, = 0, (1.4)

Wy — 2Wepe — 2uW, — WU, = 0

Genellestirilmis DSW denklem sisteminde «, 3, 7, € sabitlerinin farkli degerleri icin
Wei-Min Zhang semi-invers metodu ile varyasyonel esaslar1 kullanarak tam singiiler
peryodik dalga ¢oziimlerini ve solitary ¢oziimlerini elde etmis [9], Esmaeil Alibeiki
ve Ahmad Neyrameh homotopi pertiirbasyon metodu ile yaklagik ¢oziimlerini elde
etmis [10] ve In¢ ayrisim metodu ile yaklagik ¢oziimlerini olugturmustur [11]. DSW
denklem sistemi, topolojik alan teorilerinin modellenmesinde, fiber optik, plazma ve

akigkanlarin hareketlerinde yaygin olarak kullanilmaktadir.

U = SUses + 3uu, — 3ww, (1.5)

W = —Wapy — SUW,

denklem sistemi ile verilen Hirota-Satsuma denklem sistemi bilimin gegitli alan-
larinda kompleks fiziksel olgularda 6zellikle plazma fiziginde ve akigkanlarin hareket
bilimde yaygin olarak kullanilmaktadir. A.A. Mohammad ve M. Can, Hirota-Satsuma

denklem sistemine painleve analizi uygulayip tam ¢oziimlerini elde etmistir [12].



Benjamin-Bona-Mahony denklemi,
Up + Uy + Uy — Uggy = 0 (1.6)

seklinde verilir. 1. E.Inan ve arkadaglari, Benjamin-Bona-Mahony denkleminin tam
¢oziimlerini cebirsel bir metot ile elde etmislerdir [13]. P.G. Estevez ve arkadaglar
bu denklemin genel gekli i¢in hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmiglerdir [14] ve A.
S. Alofi bu denkleme Jacobi eliptik fonksiyon ac¢ilim metodunu uygulamistir [15].

Besginci mertebeden KdV denkleminin genel formu a, b, ¢ ve d sabitler olmak
lizere,

Up + auPuy + buyptyy + CUUprr + AUppppe = 0 (1.7)

seklindedir. a = 30, b = 30, ¢ = 10 ve d = 1 almirsa (1.7) denklemi Lax KdV
denklemi olarak adlandirilir ve agagidaki gibi yazilir [16];

Bu denkleme M. Ghasemia ve arkadaglar1 homotopi pertiirbasyon metodunu uygu-

layip yaklagik ¢oziimlerini elde etmiglerdir [16].



2. BOLUM

2.1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1.1. Bir fonksiyonu ve onun c¢esitli mertebeden tiirevlerini iceren
matematiksel denklemler diferensiyel denklemler olarak isimlendirilir. Tek bir bagim-
siz degigskene gore tiirev iceren diferensiyel denklemlere adi tiirevli diferensiyel denk-
lemler denir. Bir diferensiyel denklemin mertebesi denklemde goriilen en yiiksek
mertebeden tiirevin mertebesidir. n. mertebeden bir adi tiirevli diferensiyel denk-

lem genel olarak,
F<xayay/7"'7y(n)> :O (21)

kapal formunda gosterilebilir [17].

Bir a < x < b araliginda tamimlh bir ® fonksiyonunun ¢ < z < b araliginda

bulunan her x i¢in tanimli ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu,
F (x,q)(x),@'(x),...,QD(”)(x)) —0

ise ® fonksiyonuna F' (a:, TR ,y(”)) = 0 denkleminin ¢éziimddiir denir.

Bir adi tiirevli diferensiyel denklemin genel ¢éziimi, denklemin mertebesi kadar
sabit degeri parametre olarak kabul eden bir egri ailesi olarak ortaya ¢ikar. Coziim
fonksiyonundaki sabitlere verilen herbir degere karsilik bulunan ¢oziime de dzel

¢oziim denir [17].

Tanim 2.1.2. Icinde en az iki bagimsiz ve bir bagimh degisken ile bagimh
degigkenin bagimsiz degiskenlere gore gesitli basamaktan kismi tiirevlerini kapsayan
denklemlere kismi tiirevli diferensiyel denklemler denir. z bagiml; x ve y bagimsiz

degiskenler olmak iizere bir kismi tiirevli diferensiyel denklem genel olarak
F('I7y727z$72y7ZII7Z£Ey7Zyy7~--) :O (2.2)
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seklinde ifade edilir. Burada,

0z 0z 0%z 0%z 0%z

e = 7~ Zy:a_ya Zm:@, ng:@x—ay’ zyy:a_y27---

oz’
seklindedir [18].

n tane bagimsiz ve bir tane bagimh degiskene sahip kismi tiirevli denklemlerin

genel sekli

x=(r1,%T2,...,2T), z=2z(x)

olmak tizere
F(21,%9, . Tny 2, Zogs Zags -+ o s 2y Zorwys Zayzey - -) = 0

formundadir. Burada x, s, ..., z, bagimsiz degiskenleri; z ise bagiml degiskeni
gostermekte ve

0z Pz 19

2y, = . 1,] = n
X axz bl TiYj axzay] I 9 I I )

dir.

Bir kismi tiirevli diferensiyel denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon
veya keyfi parametre icermeyen bir fonksiyona bu kismi tiirevli denklemin bir ézel
¢oziimi denir. Diger taraftan bir kismi tiirevli denklemin mertebesi kadar (siirekli
tiiretilebilir) keyfi fonksiyon kapsayan ve denklemi 6zdes olarak saglayan bir yiizey

ailesine bu kismi tiirevli denklemin genel ¢éziimi denir [18].

Tanim 2.1.3. Eger bir kismi tiirevli diferensiyel denklemdeki bagiml degisken
(veya bagimh degiskenler) ve bunlarin denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci
dereceden ve denklem, bagimli degisken ile onun tiirevleri parantezinde yazildiginda
katsayilar yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineer
diferensiyel denklemdir denir. Aksi halde lineer olmayan diferensiyel denklem denir

18].



Tanim 2.1.4. Bir kismi tiirevli diferensiyel denklemin genel ¢oziimii, denklemin
mertebesi kadar keyfi fonksiyon icerir. Bu nedenle, adi diferensiyel denklemlere
kiyasla kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak daha zordur.
Baslangicta modellenen probleme uygun ¢oziimiin bulunabilmesi i¢in problem olus-
turulurken bazi yardimci sartlar gerekir. Bu sartlar genel olarak iki baglik altinda
toplanabilir [19].

(i) Swmar sartlar : Siir sartlar kismi tiirevli diferensiyel denklemin saglandig
Q) bolgesinin I' sinir1 boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Sinir sartlarimin iig
farkl sekli o, 8 ve g fonksiyonlar: I' iizerinde taniml fonksiyonlar olmak iizere ¢zel
isimleriyle su gekildedir:

Dirichlet sarty : ur = g,

Neumann sarty : %F =g,

Karisik (mized) veya Robin sarty : ou + ﬁ% =g.

(it) Baslangi¢ Sartlar : Baglangig sartlar sistemin baglangicinda © bolgesi
boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Genel olarak, baslangi¢ sartlar: fonksiyonun
ve zamana gore tiirevinin kombinasyonu seklindedir.

Baglangig sartlariyla birlikte verilmig kismi tiirevli diferensiyel denkleme "Cauchy

problemi’ denir.

Ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli bir kismi tiirevli diferensiyel denklem
Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Buy + Fu+ G =0

genel sekliyle verilebilir. Burada A, B, C, D, E, F' katsay1 fonksiyonlar1 ve GG fonksi-
yonu da sabit veya degisken iceren fonksiyondur. Bu denklem, A = B? — 4AC
diskriminantinin isaretine gore,

A > 0 ise Hiperbolik,

A = 0 ise Parabolik,

A < 0 ise Eliptik

olarak isimlendirilir [19].



us + g, = 0 seklindeki difiizyon (1s1) denklemi parabolik tipte bir kismi tiirevli
diferensiyel denklem, wu; — c?u,, = 0 seklindeki dalga denklemi hiperbolik tipte bir
kismi tiirevli diferensiyel denklem ve u,, +u,, = 0 seklindeki laplace denklemi eliptik

tipte bir kismi tiirevli diferensiyel denklemdir [19].

Tanim 2.1.5. Herhangi bir tipteki problemin ¢6ziimii, agsagidaki ii¢ sart1 saglarsa
problem, " iyi durumlu”, en az bir sart1 saglamaz ise "koti durumlu"” olarak ad-
landirilir. Bu sartlar asagidaki sekilde ifade edilmektedir;

1) Varlik,

2) Teklik,

3) Kararlilik.

Pratikte bir denklemin c¢oziimiiniin varhigini ifade etmenin en iyi yolu prob-
lemdeki biitiin sartlari saglayan ve problemde yerine konuldugunda denklemi saglayan
bir ¢oziim yapilandirmaktir. Eger ¢coziimiin tekligi gosterilirse denklemin ¢oztimii bu-
lunmus demektir. Adi diferensiyel denklemlere gore kismi diferensiyel denklemlerde
¢oziim tasvirleri seri veya integraller gibi limit yontemleri icerir ve ¢oziimler her za-
man elementer fonksiyonlarin kapali sekillerinde ifade edilemez. Bu durumda, bir
yaklagik ¢oziim ele alinir, eger baglangic sartindaki kiiciik bir degisim, ¢oziime kiigiik
bir degisiklik olarak yansirsa bu ¢oziime kararlidir denir ve ¢oziim kararl kabul edilir

120].

Tanim 2.1.6. Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri
tizerinde bagimsiz degiskenin ayni degerleri icin verilen sartlar altinda ¢oziimlerinin
problemine baslangi¢ deger problems, verilen sartlara da baslangi¢ sartlar, adi verilir
[20].

Diferensiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri tizerinde bagim-
siz. degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar altinda ¢oziimlerinin problemine

sinar deger problemi, verilen sartlara da sinir sartlar adi verilir [20].



Tanim 2.1.7. Kompleks degiskenli bir f fonksiyonu, bir z; noktasinin belli bir
D(zo, §) komgulugundaki biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f, zo noktasinda
analitiktir denir [21].

Eger kompleks degiskenli bir f fonksiyonu, bir S kiimesinin biitiin noktalarinda
analitikse f, S tizerinde analitiktir denir. Bir f fonksiyonu, C' kompleks sayilar

kiimesinin tiim noktalarinda analitikse, f’e tam fonksiyon denir [21].

Tanim 2.1.8. D kapal bolgesinde f(x,y) fonksiyonu tanimh olsun. Eger her
(x,y1) € D ve (z,y2) € D ciftleri i¢in

|f($7y1)_f(x7y2)| S[<|y1_y2| (27)

olacak gekilde bir K sayis1 bulunabiliyorsa, f(x,y) fonksiyonu D iizerinde Lipschitz

kosulunu saglyor denir [17].

Tanim 2.1.9. Diferensiyel denklemler icin varhk ve teklik teorem: asagidaki

sekilde ifade edilebilir [17]:

/

y = f2,y), y(xo) = yo (2.8)

baglangi¢ deger problemini ele alalim. D bélgesi, merkezi (¢, yo) noktasinda olan
|z — ol <a, |y—yo| <D (2.9)

seklinde tanimlanan bir dikdortgensel bolge olsun.

max|f(z,y)| = M

ve (2.8) denklemindeki f fonksiyonu ve g—i kismi tiirevi D de y'ye gore Lipschitz
kogulunu saglasin. Bu durumda h = min(a, %, %) olmak {iizere asagidaki ozelliklere
sahip olan bir F(z) fonksiyonu ve |x — x| < h aralig vardir.

i) y = F(z), (2.8) denkleminin |z — x| < h araliginda bir ¢oziimiidiir.

ii) F(x) fonksiyonu |z — x| < h arahginda |F(x) — yo| < b egitsizligini saglar.
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iii) F'(xg) = yo dur.
iv) (i), (ii), (iii) ozelliklerinin hepsini birden saglayan, |x — x¢| < h araliginda

taniml olan F'(z) fonksiyonu bir tanedir.

Tanmim 2.1.10. X ve Y bog olmayan kiimeler ve D C X olsun. D’nin her
elemanina Y’nin bir elemanim karsilik getiren bir kurala D’den Y’ye bir operatir

veya dondigiim denir [20].

Tanmim 2.1.11. X ve Y aym bir K cismi iizerinde iki lineer uzay ve A: X — Y
operatorii verilsin. X ciimlesi X uzaymin bir alt uzay: olsun. Eger Vx,y € X, ve
Vo, € K igin

A(ar + fy) = aA(z) + A (y)

ise A operatoriine lineer operatér denir [20].

Tanmim 2.1.12. L, D(L) tamim bolgesinde siirh lineer bir operatér olmak iizere,
Ly = My esitligini saglayan y(z) # 0 fonksiyonu mevcut ise N'ya L operatdriiniin

dzdegeri, y(x, A) fonksiyonuna ise A’ya karsilik gelen ézfonksiyon denir [20].

Tanim 2.1.13. f: A C R — R olsun. k pozitif bir reel say1 olmak iizere
Vo € Aigin f(z+ k) = f(x) esitligi saglaniyor ise f fonksiyonuna periyodiktir denir
ve k’ya da f fonksiyonunun periyodudur denir [20].

Tanim 2.1.14. Lineer olmayan herhangi bir diferensiyel denklemde en yiiksek

. . q . . .
mertebeden lineer olan terim g—gif ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim

uP (g%?)s ile verilsin. M dengeleme terimi olmak tizere M + q = Mp + s(M + r)

esitligi yazilabilir [22].

Tanim 2.1.15. X ve Y ikiuzay ve [ = {t: 0 <t <1} olsun. ¢ : X x [ =Y
siirekli bir dontisiimii Vo € X i¢gin  ¢(x,0) = f(z) ve ¢(z,1) = g(x) oluyor ise
f,9: X — Y doniigiimlerine homotopiktirler denir ve f = g ile gosterilir. ¢ : f — ¢

ise ¢, f’den g’ye bir homotopi kurar seklinde ifade edilir [21].
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3. BOLUM

LINEER OLMAYAN KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMUNDE KULLANILAN BAZI ANALITiK VE YARI ANALITIiK
METOTLAR

Bu boéliimde lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kulanilan
tanh metodu, genigletilmis tanh metodu, genellestirilmis tanh metodu, genellesti-
rilmis Riccati denklemi doniisiim metodu ve homotopi pertiirbasyon metodu (HPM)
olarak bilinen metodlarin analizi yapilip bu metotlarin igleyisi hakkinda bilgi verile-

cektir.
3.1. Tanh Metodu

Tanh metodu 1992 yilinda Malfliet tarafindan olugturulmugtur [23]. Bu calig-
masinda Malfliet,

U (w, g, Uy, Uy -..) = 0 (3.1)

seklinde verilen bir kismi diferensiyel denklemin hareket eden dalga ¢oziimiinii bul-
mak i¢in u(x,t) = q(¢) olmak iizere ¢ = ¢(x,t) = x—Qt gibi bir koordinat gozoniine
alarak bu koordinata gore (3.1) denklemini adi diferensiyel denkleme déniigtiirerek
yeniden yazmistir. Burada () dalga hizin1 gostermektedir.

Adi diferensiyel denklem elde edildikten sonra G(¢) = tanh ¢ olmak iizere

o= a-a
d% = (1- GQ)(—QG% + (1 — GQ)dd—;,
d% = (1-G?)((6G* - 2)% —6G(1— Gz)dd—;2 + (1 - G2)2dd—(;)
tiirevleri ile (3.1) denklemi i¢in aranan
a.t) = Y0 G (o) 32)

1=0
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¢oziimiiniin elde edilen adi diferensiyel denklemde yerine yazilmasiyla G*(¢)
(1 = 0,1,2,...,n) katsayilarinin esitliginden bir cebirsel denklem sistemi bulunur.
Bulunan bu cebirsel denklem sisteminde a; (i = 0, 1,2, ...,n) katsayilar elde edilir
ve bu katsayilar (3.2) serisinde yerlerine yazilarak (3.1) denkleminin dalga ¢oziimii
bulunmus olur. Burada n, en yiiksek mertebeden lineer olan terim ile lineer olmayan
terimlerin dengelenmesiyle bulunabilen parametredir ve a,, # 0 dir.

Bu metot yardimiyla bazi kismi diferensiyel denklemlerin hareketli dalga ¢oziim-

leri elde edilmigtir [24-27].
3.2. Genisgletilmis Tanh Metodu

Genigletilmis tanh metodu 2000 yilinda Fan tarafindan olugturulmustur [28]. Bu
metotla tanh metodu arasindaki tek fark sudur; tanh metot ile (3.1) denklemi i¢in

sadece G(¢) = tanh ¢ fonksiyonu kullanilirken genigletilmis tanh metodunda ise
G'(¢) = A+ G*(9) (3.4)

Riccati diferensiyel denkleminin ¢oziimleri olarak elde edilen

A < 0 iken,
G(¢) = —vV—Atanh(v-A9), (3.5)
G(¢) = —vV—Acoth(v~A9)
A = 0 iken,
G(6) = > (3.6)
A > 0 iken,

G(¢) = VAtan(VAg), (3.7)
G(9) = —VAcot(VAg)

fonksiyonlari ile (3.1) denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri elde edilir. Burada
hareketli dalga ¢oziimiiniin tipi, A nin durumuna gore (3.5)—(3.7) esitliklerinde

goriildiigii gibi belirlenebilir [29-32].
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3.3. Genellestirilmis Tanh Metodu

2004 yilimda Chen ve Zhang, (3.1) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini
elde etmek icin yukarida bahsedilen tanh metotlarinda kullanilan Riccati diferensiyel

denklemlerinden farkl olarak

G'(¢) = A+ BG(9) + CG*(¢) (3.8)

seklinde bir Riccati diferensiyel denklemi alarak genellestirilmis tanh fonksiyon metodunu
sunmuglardir [33]. Burada ' = fb’ ¢ = ¢(x,t) = x — Qt ve A; B; C sabitlerdir.
(3.8) denkleminin ¢oziimleri olarak goz éniine alinan agagidaki fonksiyonlar ile (3.1)
denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri yazilabilir.

1. A=C=1,B=0ise

G(¢) = tan ¢,
2. A=C=-1,B=0ise
G(¢) = cot ¢,

3. A=1,C=—-1,B=0ise

G(¢) = tanh ¢, G(¢) = coth ¢,

4. AzCz%,Binse

G(¢) = tan ¢ £ sec ¢, G(¢) = csc ¢ — cot ¢, G(¢) = 1tias1¢lef¢’
5. A:C:—%,B:()ise

G(¢) = cot ¢ £ cscp, G(¢) = secd — tan ¢, G(P) = 1iitsf¢’

6. A=1, C=—-1 B=0ise

G(¢) = coth ¢ + csch, G(¢) = tanh ¢ + isechg (i* = —1), G(¢) = {Fmri,
coth

G(0) = s

7. A=1, B=-2 C=2ise

G(0) = Tt

8. A=1,B=2,C =2ise

G(0) = 5t
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9. A=—-1,B=2,C=—-2ise

G(¢) = 1Jcrc<):tof¢7
10. A=—-1,B=-2,C=—2ise
G(9) = =2,

11. A=B=0,C#0ise
G(d) = Goras
12. ¢ =0, B#0ise

_ exp(Bg)—-A
G(g) = =252

Bu metot ile (3.1) denklemi i¢in aranan ¢oziim a,, # 0 olmak iizere,
u(a,t) = a:G'(9) (3.9)
i=0

seklindedir. Bu metot yardimi ile I.E. Inan lineer olmayan fiziksel bir modelin

hareketli dalga ¢ziimlerini elde etmistir [34].

3.4. Genellestirilmis Riccati Denklemi Do6niisiim Metodu
u = wu(z,t) bilinmeyen fonksiyon, U, u = wu(z,t) fonksiyonunun bir polinomu

olmak iizere genel formda lineer olmayan bir kismi diferensiyel denklem
U(u, Uy, Uy Uggey -.) = 0 (3.10)

seklinde verilsin. Bu metodun en 6nemli adimlar (G'/G) -agihm metodu [35,36] ile

birlikte agagidaki sekilde agiklanabilir [37-39]:

1. Adim:
u(z,t) = q(9), p=x—Qt (3.11)

hareketli dalga degiskeni olsun. (3.11) denklemi (3.10) denkleminde yazilirsa, ¢(¢)

icin ¢ ye gore adi tiirevler iceren
V(q: 45, o6, dpog: ---) = 0. (3.12)

15



adi diferensiyel denklemi elde edilir.
2. Adim:(3.12) denklemi miimkiin oldugunca terim terim integrallenip, integral

sabitleri elde edilir. Bu sabitler kolaylik agisindan sifir alinabilir.

3. Adim: a, # 0 olmak iizere

) (3.13)

"G (o)

yazilabilir. Buradaki G(¢); A, B, C belirli sabitler ve C' # 0 olmak iizere agagidaki

genellegtirilmis riccati denkleminin ¢oztimiudiir:

G'(¢) = A+ BG(¢) + CG* (o). (3.14)

4. Adim: (3.12) denklemindeki en yiiksek mertebeden lineer terimler ile lineer

olmayan terimler arasinda dengeleme yapilip pozitif n tamsayisi elde edilir.

5. Adim: (3.14) denklemi (3.13) denkleminde yerine yazilip daha sonra (3.12)
denkleminde yerine yazilir. (3.12) denkleminde ayni mertebedeki terimlerin kat-
sayilarinin esitliginden G™(¢) ve G"™(¢) (m = 0,1,2,...) terimlerinin katsayilar:
sifira egitlenir. Boylece a; (1 =1,2,...,n),A, B,C ve @ i¢in cebirsel denklem sistem-

leri elde edilir.

6. Adim: Mathematica programi yardimiyla 5. adimda elde edilen denklem
sistemleri ¢oziiliip a; (i = 1,2, ...,n) ve @) degerleri elde edilir. Boylece n degeri ile
5. adimda bulunan degerler (3.14) denklemi ile birlikte (3.13) denkleminde yerine

yazilip (3.10) denkleminin tam ¢oziimleri elde edilir.

(3.14) denkleminin yirmi yedi ¢ziim igeren dort farkh tipi agagidaki sekildedir
[38]:

16



1. Tip: B?—4AC >0 ve BC # 0 veya AC # 0 iken, (3.14) denkleminin

¢oziimii agagidaki gibidir:

_ 2 __
G - 2—5(3 VB 4A0tanh<BT4AO 5).
244
Gy — 2—01(3 VB 4ACcoth(BTC 5)),
Gy = ;—é(B + v B? — 4AC (tanh(v B2 — 4AC ¢) £isech(vV B? —4AC ¢))),
Gy = 2_—1(B + VB2 — 4AC(coth(V B2 — 4AC ¢) £ csch(vV B2 —4AC ¢))),
/R2 __ /R2 _

Gs = 40(23 + VB? — 2AC (tanh( Y2 24C 4‘40 ) + coth(B—W ),
a i(—B N V(R + P?) (B? 4AC) Pv/B2 — 4AC cosh(v/ B2 — 4AC gb))

¢ 7 2C Psinh(v/B? —4AC¢) + R
a - L B+ V/(R?2 — P?) (B% — 4AC)) + P\/B? — 4AC sinh(vVB? — 4AC (p))

T 2C P cosh(v/B? —4AC¢) + R
o 2A cosh(¥ES44C g)

*  VB? = 2AC sinh(YEIAC gy _ B cosh(YEEAAC gy
o —2A Sinh(—vmg“cgb)

 Bsinh(¥ESEAC o) _ /BT — 2AC cosh(YEAAC )
G = 2A cosh(v B? — 4AC)

" /B? = 4ACsinh(vB? — 4AC¢) — B cosh(vVB2 — 4AC¢) + iv/B2 — 4AC
G 2Asinh(v/ B% — 4AC9)

YT _Bsinh(VB? — 4AC¢) + VB2 — 4AC cosh(v B2 — 4AC¢) £ VB2 — 4AC
o 4A sinh(—vB224AC¢) cosh(—vBQfAOgb)

12 =

—2B sinh(YEAC 4 cosh (YEAAC ) + 20/B2 — 4AC cosh?®(YE44Cg) — /B2 — 4AC

Burada P ve R, R%2 — P? > 0 esitsizligini saglayan sifirdan farkl reel sabitlerdir.
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2. Tip: B? —4AC < 0 ve BC # 0 veya AC # 0 iken, (3.14) denkleminin

¢oziimii agagidaki gibidir:

G13 = 20( B -+ \/4AC B2 1.';2:11'1(%_32 ¢)),

G14 = 20(3"‘ V4AO BQCO)C(LLAC(f_B2 Qb)),

G5 = 210( B+ V4AC — B2(tan(V4AC — B2 ¢) + sec(V4AC — B2 ¢))),

Gig = 2C(B—I—\/ZLAC’ B?(cot(V4AC — B? ¢) £ csc(V4AC — B? ¢)),

Gir = (2B VIAC— Blean(LAC T ) oon(HACE ),

a. _ L (_B+i\/ (P? — R?) (4AC — B?) — P\/AAC — B2 cos(V/4AC — B2¢))
T 90 Psin(vV4AAC — B2p) + R

G = L(—B— +./(P? — R?) (4AC — B?) + P\/4AC — B2 cos(V4AC — B%ﬁ))
RS Psin(vV4AC — B2¢) + R

Burada P ve R, P?— R? > 0 esitsizligini saglayan sifirdan farkl reel sabitlerdir.
—92A COS(—MA?BQ })

Gy = VAAC — B2 sin(YHAC=B2 ) | B cos(VAATB2 gy’
Gy — 24 sin(@@

-B sin(@qﬁ) + mcos(@qﬁ) 7
Gy — —2A cos(vVAAC — B2¢)

VAAC — B?sin(v4AC — B%¢) + B cos(V4AC — B2¢) + /4AC — B?’
Cos = 2Asin(vV4AC — B2¢)

—Bsin(vV4AC — B2p) + V4AC — B2 cos(V4AC — B2¢) + VAAC — B?’
Gt — AA sin(VAAC=E2 ) cog(VAAC=E" 4

—2B sin(—v“f—BngS) cos(—“‘“j‘BQqﬁ) + 2v4AC — B? cosQ(—“lAf_Bng) —VAIAC - B?
3. Tip: A =0 ve BC # 0 iken, d; belirli bir sabit olmak iizere (3.14) denklemi

nin ¢oztimii

o —Bd,

S C(dy + cosh(B¢) — sinh(B¢))’
o _ _—Blcosh(Bg) + sinh(B¢))

26 —

C(dy + cosh(B¢) + sinh(Bg))

18



seklindedir.

4. Tip: C # 0ve B = A = 0 iken, ¢; belirli bir sabit olmak iizere (3.14)

denkleminin ¢oziimii

seklindedir.
3.5. Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM)
Bu metodun temel kavramlarini tanimlamak icin
Alu) — f(r)=0, reQ
lineer olmayan diferensiyel denklemi
B(u,0u/On) =0, rerl

siur kogullar ile verilsin [40].

(3.15)

(3.16)

Burada A bir genel diferensiyel operatorii, B sinir operatorii, f(r) bilinen bir

analitik fonksiyon ve I', {2 tanim kiimesinin siniridir.

Burada A operatorii, lineer terim L ve lineer olmayan terim N olarak iki boliime

ayrilabilir. Bu nedenle (3.15) denklemi
L(u) + N(u) — f(r) =0

seklinde yazilabilir. p € [0, 1] ve r € 2 olmak iizere

H(V,p) = (1 =p) [L(V) = L(uo)] + p[A(V) = f(r)] = 0

veya

H(V,p) = L(V) = L(uo) + pL(uo) + p[N(V) — f(r)] =0

sartlarini saglayan bir

V(r,p) : Q2 x[0,1] = R

19

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



homotopisi kurulsun. Burada wug, (3.16) siir sartlarin saglayan (3.15) denkleminin
baglangic yaklagimidir.
(3.18) ve (3.19) denklemlerinden p parametresi 0’dan 1’e degisirken

H(V,0) = L(V)) = L(uo) = 0

HWV,1)=L(V)+ N(V)— f(r)=0

esitlikleri yazilir. Burada H(V,0) ve H(V, 1) homotopiktirler.
(3.18) ve (3.19) denklemlerinin ¢tziimiiniin, p nin bir kuvvet serisi olarak yazla-

bildigi varsayilirsa

V=Vo+pVi+pVat..., (3.21)

olur.

(3.21) esitliginde p — 1 igin limit alinirsa (3.15) denkleminin yaklagik ¢oziimii
u:MW:%+%+%+”. (3.22)
p—)

seklinde bulunur. (3.22) serisi pek ¢ok durum igin yakinsaktir. Bununla beraber,

yakinsaklik araligi lineer olmayan operator A(v) ye baghdir [41,42].
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4. BOLUM

BAZI LINEER OLMAYAN KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
ANALITIK VE YARI ANALITIK COZUMLERI iCIN UYGULAMALAR

Bu boliimde tigiincii boliimde analizleri yapilan genisletilmis tanh metodu, genel-
lestirilmis tanh metodu, genellestirilmig Riccati denklemi doniisiim metodu ve HPM
kullanilarak bazi lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin analitik ve yar1 ana-

litik ¢oziimleri elde edilecektir.
4. 1. Genisletilmis Tanh Metodu i¢in Uygulamalar

4.1.1. Kaup—Kupershmidt Denkleminin Genisletilmis Tanh Metodu

Ile Analitik Coziimleri
uy + 4buu, — 7u$um — 15Uty + Upppgr = 0 (4.1)

Kaup-Kupershmidt denklemini ele alalim [2]. Uy, Uplgy, Wllyy, terimlerinden biri
ile Uyyprre arasinda dengeleme yapilirsa dengeleme terimi m = 2 olur.

Boylece ¢ = ¢(z,t) = = — Qt olmak iizere, u(z,t) = q(¢) doniigiimii yapilirsa
/ 2/ 75 1 I " "
—Qq +45¢7q — 544 —15¢q¢" +q¢" =0 (4.2)
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢ ye gore bir kez integrallenirse

45
—Qq + 15¢° — 1 (@)* —15q¢" +¢" + K =0 (4.3)

denklemi elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.

Dengeleme terimi m = 2 oldugundan as # 0 olmak iizere

¢ = ap+ a1G(9) + a2G*(9) (4.4)
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dontistimii yapilip

G'(¢p) = A+ G*(9)

Riccati diferensiyel denklemi kullanilirsa

— Qag + 15a3 + 164%a,G(¢) — Qa1G(¢) + 40Aa,G*(¢)

+ 24a,G(¢) — 30AagarG(¢) — 30apa;G* ()

+ 45a3a,G(p) — %A%ﬁ - 1—g5Aa§G2(¢) — %d{’a‘*(@

+ 45a0aiG*(¢) + 15a3G*(¢) + 16 A%ay — QaaG?()

+ 136 A%a9G?(¢) + 240AaaG*(¢) + 120a2G%(¢) — 30A%aza

— 120Aa0asG?($) — 90agas G ($) + 45a2a,G2(p)

— T5A%a1a5G(¢) — 240Aa,a,G3(¢) — 165a1a,G°(9)

+ 90aga1a2G> (@) + 45a2a,G*(¢) — T5A%a3G*(¢) — 210Aa3G* ()

— 135a5G®(¢) + 45a0a3G* (@) + 45a1a5G°(¢) + 15a3G%(¢) = 0

elde edilir. Burada G(¢)nin ayni kuvvetlerinin katsayilar1 sifira egitlenirse ag, a1,

asz, () ve K icin cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu cebirsel denklem sistem-

lerinden
24 2A3
Z) ap = ?7 CL1:O, &2:17 Q:A27 KZT?
164 1664A3
i) ag = = a =0, ay=8, Q=1764% K =— 5

elde edilir.
i) A <0 iken

G(¢p) = —v—Atanh(vV—Ap),
G(¢) = —+v—Acoth(v—Ap)

oldugundan

uy(z,t) = % — Atanh®(vV—A(— A% + 1)),
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us(x,t) = %4 — Acoth?(V/—A(—A% + 1))

A =0 iken
1
G(d) = ——
(¢) p
oldugundan
1
ug(x,t) = )
A > 0 iken
G(o) = \/Ztan(\/Z@,
G(¢) = —VAcot(VAg)
oldugundan
2A

usle,t) = 5+ Atan®(VA(—A% + 1)),

us(z,t) = % + Acot?(VA(—A% + x))

ve

i) A <0 iken

G(p) = —v—Atanh(v—Ag),

G(¢p) = —vV—Acoth(vV—A9p)
oldugundan
16 A 9 9
'Lbﬁ(iC,t) = T — 8A tanh (\/ —A(—176A t+ CL')),
16A 9 9
ur(z,t) = -5 - 8A coth*(v —A(—176 A%t + x))
A =0 iken
1
G(p) =—-—
(¢) 5
oldugundan
8
u8(x7t) = P



A > 0 iken

G(o) = \/Ztan(\/Z(ﬁ),
G(¢) = —VAcot(VAg)

oldugundan

16A
ug(z,t) = GT + 8A tan?(VA(—176A% + x)),

16A
uip(z,t) = 6T + 8A cot>(VA(-176A% + x))

fonksiyonlar ile (4.1) Kaup—Kupershmidt denkleminin hareketli dalga ¢oziimleri
elde edilir.

(a) (b)

Sekil 3. Kaup—Kupershmidt denkleminin u;(x,t) ve ug(x,t) ¢oziimii igin iig

boyutlu periyodik dalga goriiniimii, a) uq(z,t)(A = —1) b) uy(z,t) (A=1)
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Sekil 4. Kaup—Kupershmidt denkleminin uy(z, t) ¢oziimii i¢in iki boyutlu periyodik
dalga grafigi, a) t =0,b)t=1,¢c) t=3,d) t =5.

Yukarida Sekil 4 de zaman ilerledikge Kaup—Kupershmidt denkleminin us(z,t)

¢Oziimii icin saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmektedir.
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4.1.2. Drinfeld-Sokolov-Wilson Denklem Sisteminin Genisletilmis Tanh
Metodu Ile Analitik Coziimleri
u — 3ww, = 0, (4.5)
Wy — 2Wape — 20W, — WU, = 0
Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemini ele alalm [8]. wu; ile 3ww, ve Wy, ile
uw, arasinda dengeleme yapilirsa dengeleme terimi m = 2 ve n = 1 olur. Boylece
¢ = ¢(x,t) = v — Qt olmak iizere, u(z,t) = q(¢) ve w(z,t) = s(¢) doniigiimii

yapilirsa

—Qq —3ss' =0, (4.6)
—s5q¢' — Qs —2qs' — 25" =0 (4.7)

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Dengeleme terimi m = 2 ve n = 1 oldugun-

dan as # 0 olmak iizere
q = Qp + alG(qb) + CL2G2(¢>, (48)

doniigtimii yapilip

G'(¢p) = A+ G*(9)

Riccati diferensiyel denklemi kullanilirsa

—AQal — Q&1G2(¢) — 2AQG2G(¢) — 2Qa2G3(¢) — 3Abob1
—3bob1G*(¢) — 3ABIG(¢) — 3bTG°(4) = O,

—Aa1b0 — a1b0G2(¢) — 2Aa2b0G(¢) — 2a2b0G3(¢) — Ale — 414261
—Qb1G?(¢) — 16Ab1G*(p) — 12b:G*(¢) — 2Aaghy — 2aeb1G*(9)
—3Aa1b1G(¢) — 3(11b1G3(¢) - 4Aa2b1G4(q§) — 4a2b1G4(gb) =0
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elde edilir. Burada G(¢)nin ayni kuvvetlerinin katsayilar1 sifira egitlenirse ag, a1,

as, by, by ve @ igin cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu cebirsel denklem

sistemlerinden
Z) ag = _CQT_ZLA, (ll:O, CL2:—3,
bo — 0, bl — \/@,
i) ap = #, 4 =0, ay — —3,
bo = 0, by =—12Q
elde edilir.
i) A <0 iken,
G(¢p) = —vV—Atanh(vV—A9¢),
G(¢p) = —v—Acoth(vV—A9p)
oldugundan
uy(z,t) = # + 3Atanh*(vV/—A(—Qt + 1)),
wy(z,t) = —y/—2AQtanh(vV—-A(-Qt + x)),
ug(z,t) = _QT_LLA + 3A coth?(V—A(—Qt + 7)),
wy(x,t) = —+/—2AQcoth(vV—A(—Qt + x))
A =0 iken
1
G(o) = —=
(¢) 5
oldugundan
_ 9 3
us(r,1) = 2 (—Qt+xz)?
ws(x,t) = _ﬂ
—Qt+x
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A > 0 iken

G(¢) = VAtan(VAg),

G(¢) = —VAcot(VAg)
oldugundan
ug(z,t) = _Q2_4A—3Atan2(x/2(—cgt+x)),
wi(z,t) = /2AQtan(VA(=Qt + ),
us(z,t) = _Q2_4A—3Acot2(\/2<—cgt+x)),
ws(2,t) = —/24Q cot(VA(—Qt + )

G(¢p) = —v—Atanh(v/—Ap),

G(¢p) = —v/—Acoth(v/—Ap)
oldugundan
ug(z,t) = — 2_ 14 34 tanh?(v/—A(—Qt + 1)),
we(z,t) = +/—2AQ tanh(vV—A(-Qt + z)),
ur(z,t) = —¢ 2_ 4 + 3A coth?(V—A(—Qt + z)),
wr(x,t) = +/—2AQ coth(v—A(=Qt + z))
A =0 iken
1
G(d) = ——
(¢) 5
oldugundan
_ @ 3
ug(z,t) = 9 (—Qt + z)?’
wg(x,t) = V20
—Qt+x



A > 0 iken

G(p) = \/Ztan(\/Zqﬁ),

G(¢) = —VAcot(VAgp)
oldugundan
ug(z,t) = # — 3Atan’(VA(=Qt + z)),
wo(z,t) = —+/24Q tan(VA(—Qt + 2)),
uio(z,t) = _QT_ZLA — 3Acot> (VA(-Qt + x)),
wio(z,t) = /2AQ cot(VA(—Qt + x))

fonksiyonlari ile (4.5) DSW denklem sisteminin hareketli dalga ¢tziimleri elde edilir.
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(b)

Sekil 5. DSW denklem sisteminin us(xz,t), we(z,t) ve uy(z,t), wy(z,t) ¢oziimleri
i¢in ti¢ boyutlu periyodik dalga goriintimii,

a) us(x,t),ws(z,t) (A=—1,Q =4) b) uy(x,t),wy(z,t) (A=1,Q =4).

Burada sol taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriintimleri u(z,t) ¢oziimleri icin, sag

taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriiniimleri w(z,t) ¢oziimleri igin ¢izilmigtir.

30



s

YA U
AT AT

— WK —  wxf)

(a) (b)
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—  wxt) — WX

(c) (d)

Sekil 6. DSW denklem sisteminin wuy(z,t), wy(z,t) ¢oztimii igin iki boyutlu
periyodik dalga grafigi, a) t = —0.5,b) t=0,c) t=0.5,d) t = 1.
Yukarida Sekil 6 da zaman ilerledikge DSW denklem sisteminin uy(z, t) ve wy(z, t)

¢Oziimii icin saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmektedir.
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4.1.3. Hirota-Satsuma Denklem Sisteminin Genisletilmis Tanh Metodu

le Analitik Céziimleri

U = U + 3ut, — 3ww,, (4.10)

W = —Wege — SUWy

Hirota-Satsuma denklem sistemini ele alalim [12]. ¢ = ¢(z,t) = x — Qt olmak iizere,

u(z,t) = q(¢) ve w(z,t) = s(¢) doniigiimii yapilirsa
/ / / 1 "
—Qq — 3qq + 3ss’ — 50" = 0, (4.11)

—Qs' +3¢s'+ 5" =0 (4.12)

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. w,,, ile uw, ve Uz, ile uu,, ww, terim-
lerinden biri arasinda dengeleme yapilirsa dengeleme terimi m = 2 ve n = 2 olur.

Dengeleme terimi m = 2 ve n = 2 oldugundan ay # 0 olmak tizere
q = ag+ a1G(9) + a,G*(9), (4.13)

dontistimii yapilip

G'(¢) = A+ G*(9)

Riccati diferensiyel denklemi kullanilirsa

— AQa; — A%a; — Qa,G*(¢) — 4Aa1G*(¢) — 3a,G*(9)
— 3Aa0a1 — 3a0a1G2(q§) — SACL%G((ﬁ) — 3&%G3<¢) — 2AQG/2G<¢>
— 8A%a,G(P) — 2QayG?(¢) — 20Aa2G? (¢) — 12a2,G?(9)
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— 6AagasG (@) — 6agasG*(¢) — 9Aa1a2G*(¢) — 9a1a2G*(¢) — 6Aa3G*(¢)
— 6a5G° () + 3Abgby + 3bobi G*(9) + 3AVIG(p) + 367G (¢) + 6 AbbaG ()
+ 6boba G2 (@) + 9Ab by G? (@) + 910G (p) + 6ADEG3(9) + 6b2GP(¢) = 0,

— AQb; + 2A%b; — QbiG*(9) + 8AbG*(9) + 6b,G*(9) + 3Aagh,
+ 3ab1 G*(9) + 3Aa16:G(8) + 3a1b:G*(¢) + 3Aazb, G* (o)

+ 3asb1GH(p) + 2AQb,G(¢) + 16 A%b,G(¢) — 2AQbG ()

+ 40AbyG? (¢) + 24byGP(¢) + 6 AagheG(¢) + 6aghaG* ()

+ 64a1bsG*(9) + 6a102G* (@) + 6 AazbaG*(¢) + 6a202G(¢) = 0

elde edilir.
Burada G(¢)’nin aym kuvvetlerinin katsayilar sifira esitlenirse ag, a1, as, bo, b1,
by ve @ icin cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu cebirsel denklem sistem-

lerinden

Q —8A

i) ag = 7 @= 0, ay= —4,

b = 2(_‘/§Q3+ 2V24) o b —avE
i) ag = Q_38A, ar =0, ay=—4,

b = AV2QE24) s

3

elde edilir.
i) A <0 iken

G(¢p) = —vV—Atanh(vV—Ap),
G(¢) = —+v—Acoth(v—Ap)
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oldugundan
uy(x,t)
wy (z,t)

ug(z,t)

oldugundan

A > 0 iken

oldugundan
ug(z,t)
wy(z,t)

us(x,t)

ws(x,t) =

i1) A <0 iken

Q—8A
3

+ 4 A tanh?(vV—A(—Qt + 2)),

— V24 tanhZ(M(—Qt + 1)),

2(—V2Q + 2v/24)
3

Q- 8A
3

+ 4 A coth?(V—A(—Qt + z)),

—2v2A coth?(vV—A(—=Qt + z))

_2(—vV2Q +2V24)
3

Q—8A

Q 4

3 (—Qt+x2)?
2V2Q V2

3 (—Qt + x)?

= VAtan(VAg),
= —VAcot(vAg)

— 4Atan’(VA(=Qt + z)),
2(—V2Q + 2v/24)
3

1+ 2v/2A tan2(\/Z(—Qt + 1)),

Q—8A

—4A CotQ(\/Z(—Qt + 7)),
| 2(=V2Q +2V24)
3

— 2V2A cot?(VA(=Qt + z))

—V/—Atanh(vV—Ag),
—v/—Acoth(v/—A9)

34



oldugundan

ug(x,t) = ¢ _38A + 4 A tanh?(vV—A(—Qt + 2)),
we(x,t) = —2(_\/§Q3+ 2v24) + 2v/2A tanh?(vV—A(—Qt + z)),
ur(x,t) = ¢ _38A + 4A coth?(V—A(—Qt + x)),
wr(z,t) = — 2(_\/§Q3+ 2v24) + 2v2A coth?(V—A(—Qt + z))
A =0 iken
1
G(9) = =5
oldugundan
_ @ 14
uS(xvt) - 3 (—Qt—f-[L‘)?,
wg(x,t) = 2v2Q — 2v2
YT 3 (—Qtta)
A > 0 iken
G(o) = \/Ztan(\/zﬁb),
G(9) = —VAcot(VAg)
oldugundan
ug(z,t) = ¢ _38A — 4Atan®(VA(-Qt + z)),
wy(z,t) = —2(_\/§Q3+ 2v24) — 2V2A tan® (VA(—-Qt + z)),
uo(z,t) = ¢ _38A — 4Acot?(VA(-Qt + ),
wio(z,t) = —2(_\@@;— 2v24) — 2V2A cot> (VA(—-Qt + 1))

fonksiyonlari ile Hirota-Satsuma denklem sisteminin hareketli dalga ¢oziimleri elde

edilir.
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(b)

Sekil 7. Hirota-Satsuma denklem sisteminin w;(z,t), wy(z,t) ve us(x,t),ws(x,t)
¢oziimleri icin ii¢ boyutlu periyodik dalga goriiniimii,

a) uy(z,t),w(x,t)(A=—-1,Q =4),b) us(z,t), ws(z,t)(A=1,Q =4)

Burada sol taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriintimleri u(x,t) ¢oziimleri igin, sag

taraftaki ti¢ boyutlu dalga goriiniimleri w(z,t) ¢oziimleri igin ¢izilmigtir.
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— uxb — uxp

— W&l —  wxb)

— uxf) -40F — uxp)

—  Waxf) — W&l

(c) (d)

Sekil 8. Hirota-Satsuma denklem sisteminin wus(x,t) ve ws(x,t) ¢oziimii i¢in iki

boyutlu periyodik dalga grafigi, a) t = —0.5,b) t=0,c) t =0.5,d) t = 1.

Yukarida Sekil 8 de zaman ilerledik¢e Hirota-Satsuma denklem sisteminin us(z, t)

ve ws(z, t) ¢oziimil igin saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriillmek-

tedir.
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4. 2. Genellestirilmis Tanh Metodu i¢in Uygulamalar
4.2.1. Kaup—Kupershmidt Denkleminin Genellestirilmis Tanh Metodu

ile Analitik Céziimleri
uy + 4buu, — 7umum — 150Uy py + Upppes = 0 (4.15)

Kaup—Kupershmidt denklemini ele alalim [2]. ¢ = ¢(x,t) = = — Qt olmak {izere
u(x,t) = q(¢) doniigiimii yapilirsa

75
_Qq/ + 45q2q/ _ ?q/q/l _ 15qq//l _|_ q/l/// — O,
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢ ye gore bir kez integrallenirse

45
—Qq+15¢° — —(¢)* = 15¢¢" + ¢"" + K =0 (4.16)
4

denklemi elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.
Uppzae 11€ UL, Upllyy, Ullyy, terimlerinden biri arasinda dengeleme yapilirsa den-

geleme terimi m = 2 olur.
G'(¢) = A+ BG(¢) + CG*(¢) (4.17)

olmak {izere as # 0 igin
¢ = ag + a1 G(¢) + a2G*(¢) (4.18)
secilebilir.
(4.18) denklemi (4.16) denkleminde yerine yazilir ve ag, a1, az, @ ve K i¢in elde

edilen denklemde Mathematica yardimiyla G(¢)nin kuvvetlerinin katsayilar: sifira

esitlenirse, bu sistemin ¢6ziimiinden
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B? + 8AC

Z) ag = T, CllzBO, agzcz,
B* — 8AB*C + 16 A2C*?
Q = 16 ,
—B% + 12AB*C — 48A2B2C? 4A3C3
o + C — A8 B°C* + GAA'CY (419)
288
2(B%* + 8AC
ZZ) apg = %, a1:8BC, a2:8C2,

Q = 11(B*—8AB’C +16A°C?),
26 (B® — 12AB*C + 48A2B2C? — 64A%C®)
9

elde edilir.

(4.19) (i) durumu i¢in bu denklemler (4.18) denkleminde yerine yazilir ve (4.17)
denkleminin 6zel ¢oziimleri kullanilirsa (4.15) denkleminin agagidaki hareketli dalga
¢oziimleri elde edilir:

2 2
uy(z,t) = 3 + tan®(t — z),
2
ug(z,t) = 3 + cot?(t — 1),
2
ug(z,t) = -3 + tanh?(t — ),

2
ug(z,t) = —3 + coth?(t — ),

11 t t ?
us(x,t) = 8 + 1 (tan(1—6 —x)+ sec(ﬁ - x)) :

11 t t ?
ug(z,t) = 6 +7 (— CSC(E —x)+ COt(E — a:‘)) :
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U7(1’,

Ulg({E, t) =

U19<.77, t)

oo

)

5)
).
i)

L, 1 tanh(s —a) 2
6 4 \1l+xsech(t—z)/) "’
11 t t ?
6+Z (—cot(——x):l:csc(16 —x)) ,
11 t t 2
G +t1 (sec(E — )+ tan(ﬁ - x)> :

2
1+1 (COt(% z))
6  4(l+ese({f—x))?
1 1 t t
5 + 1 (— coth(1—6 — ) :i:csch(E —x
1 1 t t
—6+Z(—tanh(ﬁ—x)j:isech(ﬁ—x

2
_1_1_1 tanh(& — )
6 4 \lxsech(L—x))
1+1 coth(& —xz)
6 4\lxicsch(f—x)/) "’
5 tan(t — ) tan(t — )
!
3 1 — tan(t — z) 1 —tan(t —z
§+4 tan(t — x) 4 tan(t — x)
3 1+ tan(t — z) 1+ tan(t — x
5 cot(t — x) cot(t — x)
- +4—F+1
3+ 1 —cot(t — z) i (1—cott—x
?_4 cot(t — x) 4 cot(t — x)
3 1+ cot(t — z) 1+ cot(t — =
—1

OZE"—CO

) |
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Sekil 9. Kaup—Kupershmidt denkleminin u;(x,t) ve ujs(z,t)(Im) ¢dziimleri igin iig

boyutlu periyodik dalga goriintimii, a) u(x,t),b) uis(z,t)(Im)

X

-005F

-010F

-015F

-020+

-025F

(c) (d)

Sekil 10. Kaup-Kupershmidt denkleminin wujs(z,)(Im) ¢oziimii i¢in iki boyutlu

periyodik dalga grafigi, a) t = —1,b)t=1,¢)t=3,d) t =5.
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Yukarida Sekil 10 da zaman ilerledik¢e Kaup—Kupershmidt denkleminin w1 (2, t)(Im)

¢ozlimii icin saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmektedir.

4.2.2. Drinfeld-Sokolov-Wilson Denklem Sisteminin Genellestirilmis
Tanh Metodu ile Analitik Céziimleri

u — 3ww, = 0, (4.21)
Wy — 2Wepy — 2UW, — WU, = 0
Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemini ele alalim [8]. ¢ = ¢(x,t) = x — Qt
olmak {izere u(x,t) = q(¢) ve w(z,t) = s(¢) doniigiimii yapilirsa
—Qq —3ss’ = 0, (4.22)
—sq¢ — Qs —2qs' — 25" = 0,
denklem sistemi elde edilir.

uy ile 3ww, ve Wy, ile uw, arasinda dengeleme yapilirsa dengeleme terimi m = 2

ve n = 1 olur.

G'(¢) = A+ BG(9) + CG*(¢) (4.23)

olmak iizere as # 0 igin

q = ag+a1G(d) + axG*(9), (4.24)
S = bo + blG(¢)

secilebilir. (4.24) denklemleri (4.22) denklemlerinde yerine yazilirsa ag, a1, as, bo, by
ve ( icin cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde Mathematica yardimiyla

G(¢)'nin kuvvetlerinin katsayilar: sifira egitlenirse, bu sistemin ¢oziimiinden
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B2 —8AC —2Q

i) ag = 1 , a1 = —3BC, ay = —3C?,
by = %@, b = C/2Q,

i) ay = —B - 8;“ — QQ, ay = —3BC, ay = —3C?, (4.25)
by = —B—\g@, by = —C\/2Q

elde edilir.
¢ = ¢(z,t) = v—Qt olmak tizere (4.25) (i) esitlikleri (4.24) denkleminde yerlerine
yazilir ve (4.23) denkleminin 6zel ¢oziimleri kullanihirsa (4.21) denklem sisteminin

agsagidaki hareketli dalga ¢oziimleri elde edilir:

w(z,t) = #—Man%,

wy(z,t) = /2Qtan ¢,

up(z,t) = %—%0%,

wy(z,t) = 1/2Qcot ¢,

us(z,t) = 5 _42Q — 3tanh? ¢,

ws(z,t) = +/2Qtanh ¢,

ug(z,t) = 5 _42Q — 3coth? ¢,

wy(z,t) = /2Qcoth¢,

us(z,1) = #-Z(—tawﬂem)?,
ws(z,t) = \/—\/g(—tan¢:l:secq§),
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ug(z, 1)
we(x,t)
ur(z,t)
wr(x,t)
ug(z,t)
wg(x, )
ug(z, 1)
wy(x, 1)
uo(x, t)
wio(x, t)
uyp (2, t)
wir(z,t)

U2 (l’ s t)

wlZ(xv t) -

-2-2Q 3

4 1!
\/T?(—cscgbﬂLCOtﬁb)a
—2-2Q 3( tang

4 _Z(lzl:semb) ’
VQ tan ¢
ﬁ(liseccﬁ)’

-2-20Q 3 2
y _Z(—cotqb:i:CSCQb) g

\/T?(—cot¢icsc¢)7

- ; = z (sec ¢ + tan ¢) (4.26)

— csc ¢ + cot ¢)2>

_\/—\/g(secqbﬂLtan(/))a

—2-2Q 3( cote \°
1 _Z(licsmb) 7

VQ cot ¢
\/5(1icscgz§>7

2-2Q 3

_ % (Zcothd + ’
7 4( coth ¢ &+ csc ho)”,

VaQ
W (— coth ¢ £ cscho),
2 —4262 _ 2 (— tanh ¢ + i sec hep)? |

V_\g(_tanwiz'sech@,
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us(z, t)
wiz(z, t)
ui4(z, t)
wia(x, t)
us(z, t)
wis(x, t)
uig(z,t)
wig(z, t)
urr(z, t)
wyr(z,t)
us(z, 1)
wig(z,t)

ulg(l', t)

le(xa t) -

2-20Q 3

2

1+ secho

4 4

1+ icscho

—20 — 2Q t

12

tanh ¢

4 4 <1 + sec ho
VQ tanh ¢
7 (o)
-2Q 3 coth ¢

< 1 +icsche
VQ coth ¢
7 (i)

)

an ¢

VEQ- 23 1

—20 — 2Q

4 1—tang

+12

tan ¢
— tan gb>

tan ¢

—20 — 2Q
— 12
|

4 1+tang

vaQ -2y (

Vg +2va

—20 — 2Q)

VaQ+2va

—Q 3C?

2 (Co+ 00)2’

2v2¢
Co —|—C¢

tan ¢
1+ tano

).
).

o

Y

o

)

tan ¢ 2
1 —tan ¢)

tan ¢ 2
1+ tano

cot ¢ )_12(1ioz(i¢

1 —coto

cot ¢
1 —coto¢

)

o ) -1z (1ioct;(i¢

12
i (1+cot¢

cot @
14 coto
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Sekil 11. DSW denklem sisteminin ua(x, t)(Im), wia(z, t)(Im) ve uys(z, t)(Re), wis(z, t)(Re)

¢oziimleri icin ti¢ boyutlu periyodik dalga goriiniimii,
a) uia(x,t)(Im), wia(z, t)(Im)(Q = 4), b) us(z,t)(Re), wis(z,t)(Re)(Q = 4).

Burada sol taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriintimleri u(z,t) ¢oziimleri icin, sag

taraftaki ti¢ boyutlu dalga goriiniimleri w(z,t) ¢oziimleri igin ¢izilmigtir.
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0010 -
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— uxp —  uxf) -0015F

— W& —  wxh

(c) (d)

Sekil 12. DSW denklem sisteminin uy2(z, t)(Im) ve wia(z, t)(Im) ¢oziimii icin iki
boyutlu periyodik dalga grafigi, a) t = —1,b) t=0,c) t=1,d) t = 2.

Yukarida Sekil 12 de zaman ilerledikge DSW denklem sisteminin u(z, t)(Im)
ve wig(z,t)(Im) ¢oziimii i¢in saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri

goriilmektedir.
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4.2.3. Hirota-Satsuma Denklem Sisteminin Genellestirilmis Tanh Metodu

le Analitik Céziimleri

1
U = U + 3ut, — 3ww,, (4.27)

W = —Wege — SUWy

Hirota-Satsuma denklem sistemini ele alalim [12]. ¢ = ¢(x,t) =  — Qt olmak iizere

u(z,t) = q(¢) ve w(z,t) = s(¢) doniigiimii yapilirsa

1
—Qq — 3qq’ + 3ss’ — §q/" =0 (4.28)

—Qs +3¢s' + 5" = 0,

denklem sistemi elde edilir.
Weze i€ uw, ve Uy, ile uu,, ww, terimlerinden biri arasinda dengeleme yapilirsa

dengeleme terimi m = 2 ve n = 2 olur.
G'(¢) = A+ BG(¢) + CG?*(¢) (4.29)
olmak {iizere as # 0 igin

q = a0+ a1G(9) + axG?(9), (4.30)
5 = by+bG(d) + byG*(9)

secilebilir.
(4.30) denklemleri (4.28) denklemlerinde yerine yazilir ve ag, ay, as, by, by, bs ve

icin elde edilen cebirsel denklem sisteminden Mathematica yvardimiyla G(¢) nin
Q ig ¥ yla G(¢)
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kuvvetlerinin katsayilar: sifira egitlenirse, bu sistemin ¢oziimiinden

Z) Qo
bo
ZZ) Qo

bo

—B? -84
= 830+Q, a1 = —4BC, as =
V2DB? 4+ 8V2AC — 44/2Q
6
2 _
= —B +8§C Q, aq :—4BC, a9 =
_V2B? +8V2AC - 4v2Q
6 ?

. by = 2V2BC, by = 2V/2C2,

by = —2V2BC, by =

—407,
(4.31)
—4C?,

—2V20?

elde edilir. (4.31) (i) esitlikleri (4.30) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.27) denk-

lem sisteminin agagidaki hareketli dalga ¢oziimleri elde edilir:

uy(z,t) =
wy(z,t) =
upl,t) =
wy(w,t) =
us(z,t) =
wy(w,t) =
us(z,t) =
wy(z,t) =
us(z,t) =
ws(z,t) =
ug(z,t) =

we(x,t) =

—% — 4tan? ¢,

_—8V2+4v2Q
6

— 4 cot? ¢,

8V2 - 4v2Q
6

— 4 tanh? ¢,
C8V2+4v2Q

6
8+Q@ .
3

+ 2v/2 tan? o,

—8+Q
3
8v2 —

8+Q

+ 2v/2 cot? ¢

+ 2v/2tanh? ¢
oth? ¢,
8vV2 4+ 42

6
_Q;LQ — (—tan ¢ £ sec §)?,

2V2 - 4V2Q V}
6
210 — (—cscp 4 cot @),

3
V2 - 42Q V‘
6

tan ¢ =+ sec ¢)

~Z (—csco + cot p)?,
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ur(x,t)
wr(z,t)
ug(z, )
ws(z,t)
ug(z,t)
wy(z,t)
uio(z, 1)
wio(, 1)
uyy(x, t)
wir(x, )
w2 (2, t)

wia(z, 1)
uz(z,t)
wi3(7,t)
u4(x, t)
wig(z, t)
u5(, t)

U)15(.T, t)

_2+Q_< tan ¢ )2

3 1 +seco
2V/32 — 4\/_Q V2 [ tang \?
6 T 2 (1j:sec¢)
_QJQ—(—COth:tCSCQS)Qv
2v2 64\/_Q \/_( cot ¢ =+ csc @),
—23+Q_(sec¢+tan¢)2,
2v2 - 4v2Q f

— + — (sec¢+tan¢)
—24Q cote \°
3 _<1j:cscqz5)

2v2 -4v2Q V2 ([ cotd )’
T—i_?(licscqﬁ)

2+@Q ; Q_ (coth ¢ =+ csc hg)?,

2V244V2Q \/_
6

2
+TQ — (—tanh¢ + zsechgb)2 ,

w \/_( tanhqbi—zsechgb)
2+Q_( tanh ¢ )2
3 1+ secho
ERAEQ VB (o’
6 2 \1+secho
2+Q_( coth ¢ )2
3 1 +icscho

R0 V(oo )’

(— coth ¢ =+ csc hep)?

6 2 m;s

2
~20+Q o tang o[ tang
3 1 —tang 1 —tan¢

2
20\/__4\/§Q+8\/§ tan ¢ —|—8\/§( tan ¢ )

6 1 —tan ¢ 1+ tan¢

20

(4.32)



ug(z, t)
wig(z, t)
ur7(z, t)
wir(x, t)
ug(z, t)
wig(z,t)
urg(z, 1)

W19 (ZL’, t)

~20 t t 2
tQ g tand o _tand
3 1+ tan¢ 1+ tan ¢

2012 — 4\/_Q_8\/— tanqs \/‘( tan ¢ >2

6 an ¢ 1 —tan¢
-20+Q cot ¢ cote \?
3 1—c to 1—cot¢>)
202 — 44/2Q) cot ¢ cot @ 2
6 +8\/§1—cot¢+8\/§(1—cot¢) ’

2
—20+Q+16 cot ¢ 16 cot ¢
3 1+ coto 1+ coto

20\/_ — 442 cot ¢ cot ¢ 2
6 _8\/_1—cotgb+8\/_(1—c0t¢) ’

Q . of -1\
§_4C (C¢+Co) ’

2
4‘/_Q 2f02<0¢_i )
Co

ol



ST

RS SE e
GSeeisesy | ¥
AL
‘-qv

()

;%’4-

il i g Yy

T e (P e o A

A
OSNSRRET
LA :

i ay <7

2

25 e 0 . N
.C:..Q A A Ay iy
4"" Ar" 4

11 .
AN AN
ity oy
iy

(b)

Sekil 13. Hirota-Satsuma denklem sisteminin ug(z, t), ws(z, t) ve uiz(x, t)(Re), wia(z, t)(Re)
¢oziimleri igin {i¢ boyutlu periyodik dalga goriintimii () = 4)
a) US(xv t)a wg(fE, t)a b) 'LL12(£C, t)(R@), wlZ(xa t)(Re)

Burada sol taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriintimleri u(z,t) ¢oziimleri icin, sag

taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriiniimleri w(z,t) ¢oziimleri igin ¢izilmigtir.
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— — uxp

—  WxH —  Wwxf)

— uxbh — uxb

— Wxp) — WX

(c) (d)

Sekil 14. Hirota-Satsuma denklem sisteminin ua(x,t) ve wia(z,t) ¢oziimii igin iki

boyutlu periyodik dalga grafigi, a) t =0,b) t=1,¢) t=2,d) t = 3.

Yukarida Sekil 14 de zaman ilerledik¢e Hirota-Satsuma denklem sisteminin us(z, t)
ve wia(x, ) ¢oziimii i¢in saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmek-

tedir.
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4. 2. 4. Benjamin-Bona-Mahony Denkleminin Genellestirilmis Tanh
Metodu Ile Analitik Coziimleri

Up + Uy + ULy — Uggy = 0 (4.33)

Benjamin-Bona-Mahony denklemini ele alalim [13]. ¢ = ¢(z,t) = x — Qt olmak

iizere u(x,t) = q(¢) doniigiimii yapilirsa
—Qd' +d' +4qd +Q¢" =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢ ye gore bir kez integrallenirse

2

q—Qq+%+Qq"+K:O (4.34)

denklemi elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.

uu, ile ug,; arasinda dengeleme yapilirsa dengeleme terimi m = 2 olur.
G'(¢) = A+ BG(¢) + CG?*(9) (4.35)
olmak {izere, as # 0 igin
q = ap+ a1G(¢) + asG*() (4.36)

segilebilir.  (4.36) denklemi (4.34) denkleminde yerine yazilir ve ag, ai, as ve @
i¢in elde edilen cebirsel denklemde Mathematica yardimiyla G(¢) 'nin kuvvetlerinin

katsayilari sifira esitlenirse, bu sistemin ¢oziimiinden,

ap = —1+Q — B*Q — 8ACQ,
a1 = —12QBC, ay = —12QC?, (4.37)

K = %(—1 +2Q + Q* — B'Q* + 8AB’CQ* — 16AC*Q?)

elde edilir. (4.37) denklemleri (4.36) denkleminde yerine yazilir ve (4.35) denkle-

minin 6zel ¢oziimleri kullanihirsa (4.33) denkleminin agagidaki hareketli dalga ¢6ziim-
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leri elde edilir:

tan? ¢

wiz,t) = —1—7Q —12Q tan®¢,

up(z,t) = —1—7Q —12Q cot? ¢,

us(z,t) = —1+9Q — 12Q tanh? ¢,

ug(w,t) = —1+9Q — 12Q coth® ¢,

us(z,t) = —1—Q —3Q (—tan¢ =+ sec¢)”,

ug(z,t) = —1—Q —3Q (—csco — cotp)?,
)

= —1-Q-3Q

(1 £ sec¢)?’
us %,t) = —1—@—3@(—C0t¢iCSC¢)2,
ug(x,t) = —1—Q—3Q(sec¢+tangb)2,
B cot? ¢
uro(w,t) = —1—Q—3Qw7 (4.38)
un(z,t) = —143Q — 3Q (— coth ¢ + csc h¢)2 ,
uip(z,t) = —1+43Q —3Q (—tanh ¢ £ isec hgb)2 ,
tanh¢ \°
ua(2,t) = _1+3Q_3Q(1:|:sech¢) ’
2
ug(z,t) = —143Q —3Q (%) ;
B tan ¢ tan ¢ 2
uis(w,t) = _1_19Q_481+tan¢_ 8<l—|—tan¢> ’
B tan ¢ tan ¢ 2
uig(w,t) = _1_19Q_481—tan¢+48(1—tan¢) 7
_ cot ¢ cot ¢ 2
urr(v,t) = _1_19Q_481+cot¢_48<1—|—cotgb> ’
¢ to 1\’
us(w,t) = _1_19Q—481ioci¢— 8(1ioccfc¢) ’
Ulg(ZL‘,t) = —1+Q—B2Q
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Sekil 15. Benjamin-Bona-Mahony denkleminin us(x,t) ve uisz(z,t) ¢oziimleri igin

(b)

ii¢ boyutlu periyodik dalga goriiniimii(Q) = 4) a) us(x,t), b) uz(x,t)

-100F

-0k

-300F

_400f

—S00F

—G00k

-1001

oL

~300+

400+

—300+

(b)

t

-100¢

(c)

Sekil 16. Benjamin-Bona-Mahony denkleminin wus(x,t) ¢dziimii i¢in iki boyutlu

-100

=200

=300

-400

=300

— 600+

(d)

-
T

periyodik dalga grafigi,a) t = —1,b) t=0,c)t=1,d) t = 2.



Yukarida Sekil 16 da zaman ilerledikce Benjamin-Bona-Mahony denkleminin
us(z,t) ¢oziimii igin saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmekte-

dir.

4. 2. 5. Besinci Mertebeden Lax KAV Denkleminin Genellegtirilmis
Tanh Metodu ile Analitik Coziimleri

g + 30U, + 30Uty + 10UULee + Uppeze = 0 (4.39)

Lax KdV denkleminde [16], ¢ = ¢(x,t) = = — Qt olmak iizere u(z,t) = ¢(¢)

doniisiimii yapilirsa
_qu + 30q2q/ + 30qlql/ _I_ 10qql/l + q///l/ — 07
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢ ye gore bir kez integrallenirse
—Qq +10¢* +10(¢")* + 10¢¢" + ¢ + K =0 (4.40)

denklemi elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.

Uy, Upllpy VEYA Ullgyy il€ Uggees arasinda dengeleme yapilirsa m = 2 olur.

¢ = ¢(x,1) =2 — Qt ve
G'(¢) = A+ BG(8) + CG*(¢), (4.41)

olmak iizere, ag # 0 icin
q = ap + a1G(}) + asG*(9) (4.42)

secilebilir.
(4.42) denklemi (4.40) denkleminde yerine yazilir ve ag, a1, ag, @ ve K igin elde
edilen denklemde Mathematica yardimiyla G(¢) 'nin kuvvetlerinin katsayilar sifira

esitlenirse, bu sistemin ¢oziimiinden ag, a1, as, () ve K degerleri elde edilir:
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’LZ) ag =

a; =

1
12( 5B2 + /1382 — 4OAC+8\/EAC>,

(=5 +V13)BC, ay = (—5+ V13)C?
i (1934 — 5V13B* — 152AB2C + 40V 13AB2C + 304A2C? — 80\/EA202) :

1
27(4036 +11v13B° + 480AB*C — 132V13AB'C — 192042 B*C?

+528V13A2B%C? 4 2560A43C® — 704/13A43C3) (4.43)
1
= (-532 — VI3B? — 40AC — 8\/1_3AC> ,

(=5 — V13)BC, ay = (=5 — V13)C?,

1
1 (1934 4 5VI3B* — 152AB2C — 40V/13AB2C + 3044202 + 80\/1—3A202> ,

1
27(4036 +11V13B°% + 480AB*C — 132V13AB'C — 192042 B2C?

+528v13A%B%C? + 25604%C% — 704v/13A3C?)

(4.43) (i) esitlikleri (4.42) denkleminde yerine yazilir ve (4.41) denkleminin &zel

¢oziimleri kullanilirsa (4.39) denkleminin agagidaki hareketli dalga ¢oziimleri elde

edilir:
Uy ($, t)
U (:E? t)
Uus (.%, t)
U4(ZE, t)

U5($, t)

ug(z,t)

_ %(—40 +8V13) + (=5 + V13) tan2(3(304 — 80VI3)t — ),
= (40 4+ 8VIB) + (5 -+ VIB) cot?(; (304 — 8OVIB)t ),

12

— %(—40—1—8\/@) + (=5 + V/13) tanh?(= (304 — 80V/13)t — x),

_ %(_40 +8V/13) + (=5 + vV/13) coth?(

- 12( 10 +2v/13) + <5+\/_)( tan(4(19 5V13)t — )
:I:sec(i(19 - 5\/1_3)t —x))?,
- < 10 +2/13) + < 5+\F><cot< (19— 5V13)t — 2)

— csc(4(19 — 5V13)t — 2))?,

(304 — 80V13)t — z),

»bl’—‘,.l;lra

o8



ur(z,t)

ug(z,t)

ug(z, t)

uo(7, 1)

uyy (2, 1)

ulg(l', t)

Uu13 (.’L', t)

u14(7, 1)

U1s (l’, t)

=5+ V/13) tan?((19 — 5V/13)t — )
10 +2v/13) + (& sec(2(19 - 5\/—)t_x)) :

112( 10+2V13) + (5+\/_)( cot(4(19 5VI3)E — )

icch(w 5\/_)75 o
( 10+ 2V13) + ( 5+\/_)(sec( (19 — 5V13)t — )

+tan(i(19 —5V13)t — 1))?,

1 (=5 + V/13) cot?(3(19 — 5v/13)t — z)
oI (1 £ cse(d (19—5\/_)t_x))

112(10—2\/_) (5+\/_)( coth(z(lg—w_)t_x)

12(

:I:csch(4(19 5\/_)75—m))2

112(10 —2V13) + ( 5+ V/13)(£i sec h( (19 — 5V13)t — )

—tanh(1(19—5\/_)t—$))

) 1(=5 4 /13) tanh?(3 (19 — 5V/13)t — x)

12(10_2\/_) (lj:sech( (19 — 5\/_)t—$))2 ,
L(—5+ v/13) coth?(1(19 — 5V/13)t — )

_(10_2\/E)+ (1 +icsch(2(19 — 5v13)t — z))?

L (20 — 4V/13) tan(1(304 — 80v/13)t — )

15(~100 +20V/13) -  ran(T0s 50V — 1)
(—20 + 4/13) tan?(1 (304 — 80v/13)t — =)

' (1 — tan(1(304 — 80v/13)t — 2))? ’
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(20 — 4/13) tan(%(304 — 80v/13)t — )

1
ug(z,t) = ——(100 — 20V/13) +
16(2 ) 12 ) 1+ tan(1(304 — 80v/13)t — x)

(—20 + 4v/13) tan*(1(304 — 80v/13)t — )

(1 + tan(3(304 — 80v/13)t — x))?
(20 — 44/13) cot (1 (304 — 80v/13)t — )

1
— —(—100 +20V13) —
12 ) 1 — cot(1(304 — 80v/13)t — )

?

urr(z,t) =
(—20 + 4v/13) cot?(1(304 — 80v/13)t — )
(1 —cot(£(304 — 80V13)t —x))2
1 (—20 + 4v/13) cot(3(304 — 80V/13)t — z)
ws(,1) = 35(=100+20V13) - 1+ cot(1(304 — 80V/I3)t — )
(—20 + 4v/13) cot?(3(304 — 80v/13)t — )
(1+ cot(3(304 — 80V/13)t — )2~
ol t) = (=5 +V13)C?
’ (Cx+¢9)?
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Sekil 17. Besinci mertebeden Lax KdV denkleminin ug(x,t) ve uis(z,t) ¢oziimleri

i¢in ii¢ boyutlu periyodik dalga goriiniimii,a) us(x,t), b) uis(x,t)
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-04630

-04635

X

(c) (d)

Sekil 18. Besinci mertebeden Lax KAV denkleminin uy(z, ) ¢6ziimii i¢in iki boyutlu
periyodik dalga grafigi,a) t = —1,b) t=0,c)t=1,d) t = 2.

Yukarida Sekil 18 de zaman ilerledikc¢e besinci mertebeden Lax KdV denkleminin
uyg(z,t) ¢oziimii igin saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmekte-

dir.
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4. 3. Genellestirilmis Riccati Denklemi Doniisiim Metodu I¢in Uygu-

lamalar

4.3.1. Kaup—Kupershmidt Denkleminin Genellestirilmis Riccati

Denklemi Déniisiim Metodu Ile Analitik Coziimleri

75
ug + 45uu, — 7uggum — 15utypy + Uppper = 0 (4.45)
Kaup—Kupershmidt denklemini ele alalhm [2]. Bu denkleme
u(z,t) = q(9), ¢=1z—Qt (4.46)
doniigiimii uygulanirsa (4.45) denklemi

75
_Qq/+45q2 r_ 2"

2 q/q// _ 15qq/// + ql//// — 0 (4'47)

olur. (4.47) denklemi ¢ ye gore bir kez integrallenirse
45
—Qq +15¢° — a (¢)" = 15q¢" + ¢" + K =0 (4.48)

elde edilir. Burada K daha sonra belirlenecek olan bir integral sabitidir.
Upzzzs 116 Uy, Upllyy, Ullyy, terimlerinden biri arasinda dengeleme yapilirsa den-
geleme terimi m = 2 olur.

O halde (4.48) denkleminin ¢oziimi,

G'(¢) = A+ BG(¢) + CG*(¢) (4.49)
olmak iizere,
q = Qo + G1<g((:;))) + CQ(ZE:;;){ (450)

seklinde diistiniilebilir.
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(4.50) denklemi (4.48) denkleminde yerine yazilhip, G*(¢) ve G™%(¢) (k = 0,1,2, ...)
terimlerinin katsayilar1 sifira egitlenirse elde edilen cebirsel denklem sisteminden

Mathematica yardimiyla ag, a1, as, K ve @) terimleri elde edilir.

1

= — (B*-164
o 7 64C).,
ay = _B,
w“ = 1, (4.51)
1
Q = E(B4+11232AO+25602,42),
— %(_ B® + 264B*AC — 4224 B*C%A? + 4096C3 A?).

(4.51) esitlikleri kullamlarak (4.45) denkleminin ¢oziimleri agagidaki gibi bulunur:
1. Tip: B%2—4AC >0 ve BC #0 veya AC # 0 iken,

= VB2—4AC ¢ = V4AC — B2 ve ¢ =1 — %(34 +112B*AC + 256C*A%)t

olmak iizere, (4.45) denkleminin ¢oziimii agagidaki sekildedir:

B ? sec h2(1§¢) ) V? sec h2(%¢) )
ui@t) = (2(B + wtanh(%@)) - (Z(B + wtanh(%@)) ! 12 (57 =1640).
B P? csc h2(%gb) ) V2 esc hQ(%qﬁ) 1,
) = B veom(30)) DU 2B+ veom(ig) 12 O 1049),

(=1 + (tanh(¢¢) + isec h(w¢))2)z
2(B + ¢ (tanh(1p¢) + isec h(19)))
Y?(—1 + (tanh(¢¢) £ isec h(1)¢))? 1, .,
—B(= 2(B + (tanh(1¢) + isec h(1¢))) )+ 12 (B* - 1640),
(=1 + (coth(y¢) + csch(wd)))Q)z
2(B + (coth(y¢) £ csc h(y)))
B Y?(—1 + (coth(¢pp) £ csc h(1e))? 1

“ 2B + bleoth(ve) Lesch(vy) ) T 12 (B~ 164C),

ug(z,t) = (

ug(z,t) = (
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B V? cse h2(%¢)
2B + ¢(coth(%¢) + tanh(¥¢))

B ? csc h2(%¢)
2B + 9b(coth(%¢) + tanh(2e))

WL (B? - 16AC) ,

12
wolz.t) = ( P(*V'P? + R? cosh(¢¢) — ¢*(P — Rsinh(y¢)) ¥
YT YR+ Psinh(v9))(BR — ¢V/P? + R? + P cosh(¢¢) + BPsinh(¢¢))
P(y)*>/P? + R2 cosh(1¢) — ¢*(P — Rsinh(¢)¢))
—B( : :
(R + Psinh(¢¢))(BR — v/ P2 + R% 4+ 9P cosh(¢)¢) + BP sinh(1)¢))
+i (B® —16AC),

12
Py*(P 4+ Rcosh(¢) — v/ R? — PZsinh(¢¢))
(R + Pcosh(¢¢))(BR — 1v/R? — P24 BP cosh(y¢) — 1P sinh(¢)¢))
B Py?*(P + Rcosh(y¢) — vV R? — PZsinh(¢)¢))
(R + Pcosh(¢¢))(BR — 1)v/R? — P2 + BP cosh(i¢) — 1P sinh(¢¢))
1

—_— 2 J—
+15 (B* = 164C).

)2 — B( )

us(z,t) = (

)

)2

ur(z,t) = (

)

Burada P ve R, R? — P? > ( esitsizligini saglayan sifirdan farkli reel sabitlerdir.

? sec h(%gb) ? sec h(%@

us(t) = ( B con(T9) — 205 (Z9)

2B cosh(£¢) — 2¢ sinh(£¢)) )

L (B* - 16AC) ,

12
B ? esc h(¥ ) 2
W) = G cot(§e) — 2Bsinb(3e))

? csc h(%qb)
21 cosh(%gzﬁ) — 2B sinh(%cb))

)
+% (B* —16A0C),
uio(r,1) = (5 sec h(6)(~ (B cosh(yg) £ i) + wsinh(¥6))(1
4AC cosh® (1) N 2B cosh(1¢)
(Beosh(v:6) £ it)) — sinh($'6))? | —(Bosh()  it)) + ¥ sinh(1)9)
= B( sec h(t:9) (~(B cosh(p9) £ i) +  sinh(45))

1+ 4AC cosh?(v¢) N 2B cosh(1)¢)
((Bcosh(v¢) + i) — sinh(v¢))?  —(Bcosh(¢) £ iv)) + ¢ sinh(y¢)
1

—_— 2 —_
+15 (B® —164C)

+ !

)
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csc h(1¢) (¢ cosh(1p) £ 1p)? — 1h? sinh (1) 2
2((¢ cosh(¢pp) & ¢) — Bsinh(v¢))
—B(CSC h(1$) (1) cosh(vpg) £ )2 — ? sinh(w¢))
2((¢ cosh(yp¢) £ ¢) — Bsinh(y¢))
+% (B* —16A0C),

¥? csc h(%qﬁ)

ui(z,t) = (

¥? csc h(%qb)

p— 2 -
et = o) —2Bsinh(30))) 20 cosh(30) — 2B sinh(39))
1
ET (B®> —16AC) .

2. Tip: B2 —4AC <0 ve BC #0 veya AC # 0 iken,
¢ = VIAC — B

olmak tizere, (4.45) denklemlerinin ¢oziimii agagidaki sekildedir:

B Esec’(50) & sec’(59) 2
uiz(z,t) = <2(B—§tan(%¢))) - (Q(B—Stan(§¢)))+ﬁ(3 16AC),
B EesA(50) &% esc?(5¢) 1, .,
ua(x,t) = (Z(B—i—fcot(ggb))) - B(Q(B+§cot(§ ))) + B (B — 16AC’) ,
(o) = (Lt (tan(60) Esec(€0))) ), p E(L+ (tam (£6) & sec (60))°)
o 2(B — &(tan (£6) £ sec(£9)) 2(B — (tan (£6) £ sec(&9))

1 2
5 (B* —16AC),
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(1 + (cot (£¢) % csc (€9))%) (1 + (cot (£9) £ csc (£9))%)

tslr) = (2(B+§<cot (€¢) £ cse(§9)) ) =B 2(B + &(cot (£) £ csc(£9)) )
+% (B* —16AC),
2 ese? (& 2 g2 (€
u17(x,t) — ( f (2¢) )Z_B( f (2¢)

2B + £(cot (§¢) — tan(5¢)) 2B + £(cot (5¢) — tan(ggb)))

+% (B* = 16AC),
P(§V—P? + R? cos(£9) + &*(P + Rsin(&0)) 2

(R+ Psin(£¢))(BR £V —P? + R? 4 P cos(¢) + BPsin(£¢))
P(2V/—=P% + R2 cos(£¢) + E2(P + Rsin(£¢))

ulg(l’, t) = (

_B((R + Psin(¢))(BR £ &V —P? + R? + £P cos(€¢) + BPsin(£9))

1 2
13 (B* —16AC),

P(=&*VP? — R?cos(£9) + € (P + Rsin(£9)) 2
(R4 Psin(£¢))(BR £ £V/P? — R2 + £P cos(£¢) + BPsin(£¢))
—B( P(=&*V/P? — R?cos(£9) + (P + Rsin(£9))
(R4 Psin(£¢))(BR £ £V/P? — R2 + £P cos(£¢) + BPsin(£¢))

1 2
5 (B* = 16AC) .

ulg(l', t) = (

Burada P ve R, P? — R? > 0 esitsizligini saglayan sifirdan farkl reel sabitlerdir.

uso(z, 1) = ¢ seC(gﬁb) 2_p ¢ sec(gqﬁ)
o 2(B cos(5¢) + £ sin(50)) 2(B cos(5¢) + ¢ sin(50))
+1—12 (B> - 16AC) ,
2 4 2 3
us(,t) = ( £ csc(590) 12— B( § esc(50)

_25 cOS(%¢) — 2B sin(gqﬁ) _25 cos(gqﬁ) — 2B sin(%qb)

1 2
33 (B* —16AC),
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4AC cos?(£9)
((Bcos(§9) £ &) + Esin(£9))?

wn,t) = (—5sec(€0)(Beos(€9) +€) + Esin(€)) (1+

B 2B cos(£9) 2 _1 <o cos n
(Boos(ed) £6) + 5Sm(&b)) B(—5 sec(£9)((B cos(§¢) + &) + € sin(¢9))
(1+ 4AC cos*(£0) B 2B cos(£0) )

((Bcos(§p) £ €) +&sin(€0))*  (Beos(§g) £&) + Esin(§e)

1 2
5 (B* —16AC),

csc(€9) (€ cos(§9) £ €)* — € sin(¢9) cse(€9) (€ cos(§9) £ €)° — € sin(€9)

B0 = y(cos@d) £6) - Brined) | 0\ 2((Eeos(s) £ 6) — Bon(ea))
]‘ 2
5 (B* —16AC),
_ 2¢% esc(5¢) ) 26 ese(56) 1, .,
ua(@ ) = _45cos(g¢)—4Bsin(g¢)) - _4§cos(g¢)—4Bsm(§¢))+E(B —16AC).

3. Tip: A =0 ve BC # 0 iken, d; belirli bir sabit olmak iizere (4.45) denklem-

lerinin ¢oziimii asagidaki sekildedir:

B(cosh(B¢) — sinh(Bg)) ., B(cosh(B¢) — sinh(B¢)) 1,

cosh(B¢) — sinh(B¢) + dl) ~ “Ycosh(B¢) — sinh(B) + dl) 127
Bd, Bd, 1

cosh(B¢) + sinh(B¢) + d; )= ASTLE

U25(I, t) = (

use(z,t) = ( B(cosh(B¢) +sinh(B¢) +d,” 12

4. Tip: C # 0ve A = B = 0 iken, ¢; belirli bir sabit olmak iizere (4.45)

denklemlerinin ¢oziimii,
Ogb +

U27(ZE, t) = (

seklinde elde edilir.
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Sekil 19. Kaup—Kupershmidt denkleminin uz(x,t)(Im), us(x,t)(Re), ui3(z, t) ve
ug1 (1, t) ¢oziimleri i¢in ii¢ boyutlu periyodik dalga goriiniimii,

a) us(x,t)(Im)(A=1,B =3,C =2), b) uz(x,t)(Re)(A=1,B=3,C =2),

c) uis(z,t)(A=3,B=1,C =2),d) uy(z,t)(A=3,B=1,C =2).
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(b)

-192

-194

-196

-198

=200

-202

(c) (d)

Sekil 20. Kaup—Kupershmidt denkleminin uz(x,t)(Re) ¢oziimii i¢in iki boyutlu
periyodik dalga grafigi, a) t = —0.01 , b) t =0, ¢) t = 0.02, d) ¢ = 0.05.

Yukarida Sekil 20 de zaman ilerledikge Kaup—Kupershmidt denkleminin uz(z, t)

¢oziimii i¢in saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmektedir.
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4.3.2. Drinfeld-Sokolov-Wilson Denklem Sisteminin Genellestirilmis

Riccati Denklemi Doniisiim Metodu Ile Analitik Céziimleri

u — 3ww, = 0, (4.52)

W — 2Wape — 20W, — WU, = 0
Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemini ele alalim [8]. ¢ =z — Qt olmak iizere

u(z,t) = q(¢), (4.53)
v(z,t) = s(¢)

doniigiimii (4.52) denklemine uygulanirsa

—Qq¢ —3ss’ = 0, (4.54)
—sq¢ — Qs —2qs' — 25" = 0
elde edilir. (4.52) denkleminde u; ile ww, ve Wy, ile wu,, uw, terimlerinden biri

arasinda dengeleme yapilirsa m = 2 ve n = 1 elde edilir.

Boylece (4.52) denkleminin ¢oziimii,

G'(¢) = A+ BG(¢) + CG?*(9) (4.55)
olmak {izere,
G'(9) G'(¢) 2
1= et alGe) T etge)
s = byt b1<g((j))), (4.56)

seklindedir.
(4.56) denklemi (4.54) denkleminde yerine yazihip, G*(¢) ve G7%(¢) (k = 0,1,2, ...)

terimlerinin katsayilar1 sifira egitlenirse elde edilen cebirsel denklem sisteminden
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Mathematica yardimiyla ag, aq, as, bg, by ve @) terimleri elde edilir:

ag = i(—BQ+16AC—bf),

ay = 3B,

as = —3, (457)
Bb

b= -5
bt

Q - =

(4.57) esitlikleri kullanilarak (4.52) denkleminin ¢oziimleri asagidaki gibi bu-

lunur:
1. Tip: B2 —4AC >0 ve BC #0 veya AC # 0 iken

2
=V B?—4AC £ = VAAC — B? ve —x—%

olmak iizere, (4.52) denklemlerinin ¢oziimii agagidaki sekildedir:

3yt sech4( ®) N o)
2(B + 9 tanh(¥¢))? (B+¢tanh(%¢))

1
ui(z,t) = 1(_32 +16AC — b7) —

Bb, N P? sec h2(L)by

@) = =5 2(B + 1 tanh(£¢))’
- 3B1? csc h*(L¢) B 39t esc hi(L o) 1 ) )
walot) = 2(B + eoth(Le))  4(B + v coth(Le))? ; (B 1640 =6,
Bb, 7,D csch2( ®)by
UJQ((L’,t) = = -

2 2(B+1coth(Le))’

3By?*(—1 + (tanh(1¢) & i sec h(¢))?
2(B + ¢(tanh(y) £ isec h(1e)))
39 (=1 + (tanh(y¢) £ isec h(1p)?)?
4(B + 9 (tanh(1p¢) £ isec h(1¢)))?
Bb, Y?(—1 + (tanh(¢¢) + isec h(1)¢))?

ws(z,t) = — —

2 V(B4 y(tanh(4) £ isec h(vg)))
71
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3BY*(—1 + (coth(¢d) £ csch(9))* 3¢ (=1 + (coth(1hg) £ csc h(ihg))?)?

ua(x,t) = — 2(B + ¢(coth(y¢) + csc h(¢9))) 4(B + ¢ (coth(v@) + csc h(v9)))?
J&(—B? +16AC — b3),
wy(x,t) = _Bb1 b ¢2(_1 + (coth(1¢) £ csc h<¢¢))2

2 2(B + ¢(coth(vd) + csc h(v)))’

B TN 31/14csch4(%¢)
uslnn ) = A A = b)) = (coth(20) + tanh(29)?
B 3By?* csc hQ(%@
2B + ¢(coth(§¢) + tanh(§¢))’
2 P
wa(o.f) = _ Bb b Y esc h2 (L)

2 2B+ ¢(coth(26) + tanh(%¢))’

3BP(¢*VP? + R2 cosh(y¢) — ¢*(P — Rsinh(¢¢))
(R + Psinh(1¢))(BR — 1v/P? + R? + ¢ P cosh(1¢) + BP sinh(¢¢))
3P2(*V'P? + R?cosh(y¢) — ¢*(P — Rsinh(¢¢))?
(R + Psinh(¢¢))2(BR — 1)v/P? + R2 + ¢P cosh(¢)$) + BP sinh(t)¢))2
%(—32 + 16AC — b?),

Bb, b P(¢*V/P? + R2 cosh(vp¢) — *(P — Rsinh(¢))
2 " '(R+ Psinh(:0))(BR — /P2 + R? + ¢ P cosh(¢¢) + BP sinh(16))

we(x,t) = —

3BPy?*(P + Rcosh(y¢) — vV R? — PZsinh(¢¢))
(R + P cosh(v¢))(BR — ¢/R2 — P2+ BP cosh(1)¢) — 1 P sinh(¢))
3P%)*(P + Rcosh(1¢) — v R2 — PZsinh(¢¢))
(R + P cosh(v¢))2(BR — 1v/RZ — P2 + BP cosh(y)¢) — ¢ Psinh(¢)¢))?

+411(_32 +16AC — b7),
Bb, Py*(P + Rcosh(y¢) — vR? — PZsinh(¢¢))

ur(x,t) =

Y

wr(z,t) = — +b

2 '(R+ Pcosh(y$))(BR — v/RZ — P2 + BP cosh(y¢) — /P sinh(1¢))”

Burada P ve R, R? — P? > 0 esitsizligini saglayan sifirdan farkl reel sabitlerdir.
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3¢ sec h? (L) 3By* sec h(¥¢)

ug(z,t) = 9B cosh(%(é) — 21 sinh(%qﬁ))? 2B cosh(%@ — 29 Sinh(%¢))

+i(—B2 +16AC — 1),
. V? sec h(%gb)
wg(z,t) = — 5 + b 25 cosh(%cﬁ) — 29 sinh(%gb));
@) = 3¢4 cse h2<%¢) + 3B¢2 ¢ h<%¢)

ug(x,t) = — (2¢) cosh(¥¢) — 2B sinh(%¢))?  2¢ cosh(%¢) — 2B sinh(L¢))
j&(_B? +16AC — b?),

wy(w,t) = B Y esch(3¢)

2 T cosh(20) — 2Bsinh(20))”

o, 0) = (5B sech(Uo)(—(B eosh(v9) + iv) + 4 sinh(v)
4AC cosh? (o) n 2B cosh(1¢)
(B eoh(90) = 10) — Usmh(0) | —(Beosh(u0) & i9) + ) snh (i)

+§l sec h?(1¢)(— (B cosh(¥¢) + ith) + 1 sinh(1¢))?

1+ 4AC cosh®(y¢) N 2B cosh(¢¢)
(B oosh(99) = it)) — ¢ smh(9@))? | —(Beosh($:6) £ it)) + wsinh(4:)

1
+Z(—B2 + 16AC — b?),

(1+

)

wio(x,) = —% + blé sec h(¥9)(—(B cosh(1¢) £ ir)) + ¢ sinh(1)9))
(a4 4AC cosh? (1) 2B cosh(y¢) )

((Bcosh(0:9) £ iv)) — ¥ smh(00))2 | —(B cosh(vp) £ iv)) + v sinh(V'0)

3B csc h(1) (1 cosh(1hg) £ 1)% — 2 sinh(1h¢)

@ = T cosh(09) £ ©) — Bsimh(v))
(csc h(160) (1 cosh() + )2 — P sinh(p)? 1, _, :
(0 cosh(09) = 0) — Bemh(ug))? T4l b 1640 =0,
ooty = B eseh(U0)(b cosh(v) £ 1) — U siu(vo)
e 2 7" 2((¢cosh(vg) £ ) — Bsinh(vg))
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Ptesch? (L) N 3B1)% csc h(¥ )
(21 cosh(¥¢) — 2Bsinh(£¢))2 2y cosh(L¢) — 2B sinh(¥¢))

Ulg(l’, t) = -3

1
+Z(—BQ +16AC — b3),

Bb, . ¥? csc h(%qb)
2 ! 2 cosh(%gb) — 2B Sinh(%ﬁb)) '

wlg(.’ﬁ, t) = —

2. Tip: B> —4AC <0 ve BC #0 veya AC # 0 iken

¢ = VAAC — B2
olmak iizere, (4.52) denklemlerinin ¢oziimii agagidaki sekildedir:
T ey 3¢*sect(59) 3B sec?(50)
et = A ) G (0P T 2B —¢tan(50)
_ Bbh €2sec2(g¢)
el = T fran(S0))
B 3BE esc?(59) B 3¢ esct(50) 1_ 2 2
0 = 3B gaor5e)  A(B+ecot(gay A L ACTI)
__Bbh £ csc (§¢)
'wl4(x7t) - 9 +bl2(B—|—fCOt(g¢)),
oy BBE(E (tan (€0) o €0)P) _ 3401+ (an (£9) £ sec (60)))
w 2(B — €(tan (£0) £ sec(9))  4(B — &(tan (69) + sec(£0))?
+}l(—B2 +16AC — b7),
ot — By €0 (i (€0) & see (€0)))

9 ! 2(B — £(tan (£¢) £ sec(&g))

wns(i.t) = 3BE*(1 + (cot (£9) + csc (£9))) 354(1 + (cot (£¢) £ csc (£6))?)?

2(B + ¢(cot (£¢) £ cse(§9)) 4(B + ¢(cot (£¢) £ csc(§9))
+}l(—32 + 16AC — b3),

_ Bb ) €2 (1 + (cot (£¢) + csc (£6))?)
2 1 2(B + &(cot (£0) £ csc(€9))
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3¢t esct (§0) 3BE esc? (50)
2B + (cot (50) — tan(5¢))? 2B+ £(cot (§) — tan(50))
Bb, by &2 esc? <§¢)
2 2B + £(cot (§¢) — tan(5¢))’

1
wr(z,t) = (=B +16AC —b7) -

wyr(z,t) = —

3BP(—&*/P? — R%cos(£¢) + E*(P + Rsin(é¢))
(R+ Psin(é¢))(BR £ v —P? 4+ R? + (P cos(£¢) + BPsin(£¢))
3P*(—&*V/P? — R?cos(£0) + (P + Rsin(£9))?
(R+ Psin(£¢))?(BR + &V —P? 4+ R2 4 £P cos(§¢) + BPsin(£¢))
+}l(—32 +16AC — b7),

wn(z.t) = _Bh P(—&*V—P? + R?cos(£9) + (P + Rsin(£9))
e "(R + Psin(€))(BR £ &V/—P2 + R2 + €P cos(€¢) + BPsin(£¢))’

U18(ZL’, t)

2

3BP(—&*V/P? — R%cos(£¢) + €*(P + Rsin(£¢))
(R+ Psin(£9))(BR £ &V P? — R?+ £P cos(£¢) + BPsin(£9))
3P*(—&*V/P? — R? cos(£¢) + £2(P + Rsin(£9)))?
(R+ Psin(£9))?2(BR £ &V P? — R? + £P cos(£¢) + BPsin(£0))
+}l(—32 +16AC — b7),

Bb, b P(—&*V/P? — R%cos(£¢) + €2(P + Rsin(£¢))
2 'R+ Psin(6¢))(BR £ VP2 — R2 + €P cos(€¢) + BPsin(6¢))

Ulg(l’, t) =

w19(‘r7 t) - =

Burada P ve R, P2 — R? > 0 esitsizligini saglayan sifirdan farkli reel sabitlerdir.

(z,t) = — 54 S€C2(g¢) 3B§2 Sec(%gb)
ugo(x,t) = A(Bcos(5¢) +€sin(59))2  2(Bcos(5¢) + Esin(59))
Jr}l(—B2 +16AC — b3),
2 £
WQo(l‘,t) = —Bbl ‘l‘b f S€C(2¢)

2 12(Bc0s(§¢) +Esin(59))

[6)



¢ CSCQ(%@ _ 3B¢? csc(g¢)
(2¢ cos(§5¢) — 2Bsin(59))*  2€ cos(§¢) — 2Bsin(50)
+;l(—BQ +16AC — b7),
Bb, ¢ ese(59)

wy (z,t) = — 9 125(303(%925)—238110(%@7

U21 ('177 t) = -3

4AC cos®(£9)
((Bcos(§p) £&) + Esin(€e))?

wn,t) = —5Bsec(60)((B eos(€6) & €) + Esin(€0)) (1 +

B 2B cos(£9) 3 soc? cos i )
(Bcos(p) £&) + Esin(€g) + 4 (£0)((B cos(§) + §) + Esin(£0))
4AC cos?(£9) 2B cos(£9)

Ot (Boos(ea) Te) + €smled))?  (Beos(ed) £ &) + £sin(ed)

1
+Z—l(—BZ +16AC — b3),

wnle,t) = ~ T~ bisec(€0)(Beos(€9) +€) + Esin(€e)
(1+ 4AC cos*(£9) B 2B cos(&9) )

((Bcos(§p) £€) +Esin(€0))*  (Bcos(§9) £&) + Esin(§o)

3B csc(€9) (€ cos(§9) £ €)° — €sin(Eg)  3esc(€9)(€ cos(§9) £€)° — € sin(€9)

= T (Econteg) £ )~ Bomi€a)) 1(€cos(ed) £€) - Boin(0)?
+}l(—BZ + 16AC — bY),
Bl csc(Eg) (€ cos(Eg) £ €)? — €7 sin(Eq)
was(r,t) = ===+ b 2((Ecos(€¢) £ €) — Bsin(éo))
@) = — 12¢% esc?(59) B 6B¢% esc(50)
v, b = (4¢ cos(%@ —4B sin(§¢))2 4¢ COS(§¢) —4B sin(§¢)
+;1(_BQ +16AC — b7),
2 s (€
warlet) = B0 267 cse(59)

2 145(:08(%9%)) —4BSiH(§¢)‘
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3. Tip: A =0 ve BC # 0 iken, d; belirli bir sabit olmak iizere (4.52) denklem-

lerinin ¢oziimii agagidaki sekildedir:

1
U25(l’7t) = Z(_BZ_b%)

3B?(cosh(B¢) — sinh(Bg))?
~ (cosh(B@) — sinh(B¢) + d; )2
3B?(cosh(B¢) — sinh(Bg))
cosh(B¢) — sinh(Bg) + d; ’
Bb, B(cosh(B¢) — sinh(B¢))
2 " cosh(Bg¢) — sinh(Bg) + dy’

w25(x, t) = —

1 3Bd3
ugg(x,t) = Z(—BZ —b7) - (cosh(B¢) + sinhl(ng) +dy)?
3B%d,
+cos.h(B¢) + sinh(B¢) + d;’
Bb, Bd,

U)26(I‘, t) = —

b .
5 "'eosh(Bg) 1 smh(BY) + d;

4. Tip: C # 0ve A = B = 0 iken, ¢; belirli bir sabit olmak iizere (4.52)

denklemlerinin ¢oziimii,

u (Q; t) — _b_% _ 3—02
27 9 - 4 (qu + 01)27
C
) = —b——0
w27(x, ) 1C’gb+ o
seklindedir.
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Sekil 21. DSW denklem sisteminin usg(z, t), wao(x,t) ve ugs(z,t), wos(x,t) ¢oztim-

leri i¢in ii¢ boyutlu periyodik dalga goriintimii

a) (A=1,B=1,C=1,b;=2),b) (A=0, B=3,b =2,d; = 1).

Burada sol taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriintimleri u(z,t) ¢oziimleri icin, sag

taraftaki ti¢ boyutlu dalga goriiniimleri w(z,t) ¢oziimleri igin ¢izilmigtir.
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3;. AC
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(c) (d)

Sekil 22. DSW denklem sisteminin ugg(z,t) ve wag(x,t) ¢oziimii igin iki boyutlu
periyodik dalga grafigi(A=1,B=1,C=1,bp=2),a)t=0,b)t =1,¢) t = 2,
d) t=3.

Yukarida Sekil 22 de zaman ilerledikge DSW denklem sisteminin ugg(x,t) ve
wao(x, 1) ¢dziimil i¢in saga dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmek-

tedir.
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4.3.3. Hirota-Satsuma Denklem Sisteminin Genellestirilmis Riccati

Denklemi Déniisiim Metodu Ile Analitik Coziimleri

1
U = lsn + 3uu, — 3ww,, (4.58)

Wy = —Wgpy — SUW,
Hirota-Satsuma denklem sistemini ele alahm [12]. ¢ = 2 — Qt olmak iizere

u(:p,t) = Q(¢)7
U(l’,t) = 3<¢)7

doniigiimii (4.58) denklemine uygulanirsa

1
—Qq — 3qq + 3ss' — §q'” = 0, (4.59)

—Qs" +3gs' +35" = 0.

(4.58) denkleminde w,,, ile uw, ve Uy, ile uu,,3ww, terimlerinden biri arasinda

dengeleme yapilirsa m = 2 ve n = 2 elde edilir. Boylece (4.58) denkleminin ¢oziimii,

G'(¢) = A+ BG(9) + CG*(¢) (4.60)
olmak iizere,
@), G,
qg = ap+ a( (¢>)+ Q(G(qb))’ (4.61)
s = bo+b1(w)+b2(G(¢))2

Glo) TG
seklindedir.

(4.61) denklemi (4.59) denkleminde yerine yazihip, G*(¢) ve G7%(¢) (k = 0,1,2, ...)
terimlerinin katsayilar1 sifira egitlenirse elde edilen cebirsel denklem sisteminden

Mathematica yardimiyla ag, a1, as, by, by, by ve @ terimleri elde edilir:
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Qg
a1
a2
bo
by
Q

1. Tip: B? —4AC >0

ve

% (—2B* + 16AC —b7) ,
2B,

—2, (4.62)
_ B(=8AC +})
2b, ’

=

(2B® + 16AC — 307) .

ool

BC # 0 veya AC # 0 iken

¥ = VB2~ 4AC ve ¢ = VAAC — B?

olmak iizere,

(4.58) denklemlerinin ¢oziimii agagidaki sekildedir:

B PPsech? (L) ?sec h2 (L) 1 , )
up(z,t) = _2(2(3 " ¢tanh(§¢))) + QBZ(B 0 tanh(Z9) +3 (—2B* +16AC — b7) ,
wn(ot) = V? sec h? (L) _ B(=8AC + 1)
YT (B + g tanh(S6)) 20, ’
o VPesch? (L) B P? esc h? (L) L, o T
ug(z,t) = —2( 2B wcoth(%@)) 232(3 o ooth(29)) +3 (—2B* + 16AC — b7) ,
- P? esc h? (L) _ B(-8AC +1Y)
wale,t) = b 2(B + ¢ coth(£)) 2%,

(=1 + (tanh(y¢) £ isec h(y¢))?

ug(x,t) =

_2(

~ 2(B + ¢(tanh(v¢) + isec h(va)))

(=1 + (tanh(y¢) £ isec h(y¢))?

)2 —2B

+é (—2B% +16AC —b7) ,

ws(z,t) =

b Y?(—1 + (tanh(v¢) £ i sec h(1p))?

B(—8AC + b?)

~12(B + (tanh(vg) £ isec h(1g)))

B 20, ’
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V(=1 + (coth(y0) £ esc h(y:)? 1, v (—1+ (coth() & esch(po))’

ot = 2 B Y {coth(b6) £ s h(v:))) 2(B + v(coth(y9) £ csc h(¥9)))

+é (—2B* + 16AC —b7) ,

wi(z,t) = —b Y?(—1 + (coth(vpg) £ csc h(ypg))? _ B(=8AC + bf)7

2(B + lcoth(ve) = csc h(19))) 2b,

V? csc hQ(%qﬁ)
2B + ¢(coth(2¢) + tanh(%¢))

- ¥? csc hZ(%qﬁ)
2B + 1(coth(%¢) + tanh(¥¢))

+% (—=2B% + 16AC —b7) ,

)? —2B

us(z,t) = —2(

(et — b V? asch?(¥9) | B(=BAC + 1Y)
T 2B+ g(coth(§9) + tanh (%)) 20, ’
us(wt) = —2 P(y*V/P? + R? cosh(v¢) — (P — Rsinh(¢)¢)) ¢

(R 4+ Psinh(¢¢))(BR — ¥/ P? + R? 4+ 1) P cosh(¢¢) + BP sinh(¢¢))
P(y*/P? + R2 cosh(1¢) — 1*(P — Rsinh(z¢))

(R + Psinh(¢¢))(BR — v/ P? + R? 4+ )P cosh(¢¢) + BP sinh(¢¢))

(—2B% + 16AC —b7) ,

P(1*/P? + R2 cosh(1¢) — ¢*(P — Rsinh(¢¢))
"(R+ Psinh(¢¢))(BR — v+/P? + R% + 1P cosh(1¢) + BP sinh(¢¢))
B(—8AC +1?)
a 2b, ’

+2B

+

ool =

we(z,t) =

(o) = Py?*(P + Rcosh(y¢) — /R — PZsinh(¢)¢)) 2
’ (R + Pcosh(¢¢))(BR — v/ R? — P?2 + BP cosh(¢¢) — ¢ P sinh(¢¢))
Py?*(P + Rcosh(v¢) — VR — P2sinh(¢)¢))

(R + Pcosh(¢¢))(BR — v/ R? — P2 + BP cosh(¢¢) — ¢ P sinh(1¢))
(—2B% + 16AC —b7) ,

Py?*(P + Rcosh(y¢) — v/R? — P2sinh(1¢))
"(R+ P cosh(v¢))(BR — v/R? — P2 + BP cosh(v¢) — ¥P sinh(v))
B(—8AC + b?)
20, '

+2B

+

co| —

wr(z,t) = b

Burada P ve R, R? — P? > 0 esitsizligini saglayan sifirdan farkli reel sabitlerdir.
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V? sec h(%(b)
2B cosh(%gb) — 29 Siﬂh(%@

- ¢2sech(%¢) 2
usg(2,t) = _Q(ZBcosh(%@_2¢Sinh(%¢)) i

+é (=2B* 4+ 16AC —b7) ,

- V? sec h(%gb) B(—8AC + b?)
ws(x,t) = b 2B cosh(¥¢) — 2¢sinh(¥¢) . 2 |
) . 2 Y
ug(z,t) = —2( v s hlz9) )" +2B e

729 cosh(4¢) — 2B sinh(L9) 2 cosh(L¢) — 2B sinh(2¢)

+é (—2B* + 16AC —b7) ,

B ¥? csc h(%@ B(-84C +b)
N coh(o) —2Bsh(3e)

(1) = —2( sech(v0)(—(B cosh(wg) & i) + ¥ sinh(v)
(1+ 4AC cosh?(v¢) N 2B cosh(1¢)
(B eosh{(06) & i) — ¥ smh(G0)F * —(B cosh(06) & 0) + ¥ simh(39)

2B sec h(0)(— (B cosh(yig) i) + sinh(¥6))(1

N 4AC cosh® (o) N 2B cosh(¢¢)
((Bcosh(y¢) £ ith) — ¢ sinh(1p))?> ~ —(B cosh(ye) £ ih) + ¢ sinh(y¢)

+= (—2B* +16AC - 1Y),

)2

)

o | —

Wil 0) = bl sech(¥0)(—(B cosh(ig) & i) + ¥ sinh(y9))

1+ 4AC cosh? (1)
((B cosh(y¢) + ivp) — 1 sinh(th¢))2
N 2B cosh(1¢) ) — B(=8AC +b})
—(B cosh(¢¢) £ i1)) + ¢ sinh (1) 2b; ’
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cse h20) (0 cosh) 0)° = 42sinh(v0)
2((1 cosh(v:9) = 1) — Bsih(15))

csc h(¥¢) (¥ cosh(v¢) £ 9)* — ¢* sinh(yg) | 1
2((¢ cosh(9) £ ¥) — Bsimh(v9)) 8 (—2B% + 16AC — ?)

csc h(1¢) (¥ cosh(vg) £ 9)* — ¢?sinh(vd)  B(—8AC +b])

wi(z,t) = b - ;

2((¢ cosh(¢¢) £ ) — Bsinh(y¢)) 2b

U1 (.’L', t) = —2(

+2B

¥? csc h(%qﬁ)
21 cosh(%gb) — 2B sinh(%ﬁb))

- ¥? csc h(%@ﬁ) 2
uip(w,t) = _2(2¢ cosh(%cﬁ) — 2B sinh(%ﬁb))) e

+% (—2B% +16AC — b7) ,
Y? csc h(%gb) B(—8AC + b?)

w12($7t) = b -

"2 cosh(26) — 2B sinh(2¢)) 20,

2. Tip: B? —4AC <0 ve BC #0 veya AC # 0 iken,
¢ = VIAC — B

olmak iizere, (4.58) denklemlerinin ¢oziimii agagidaki sekildedir:

£ sec’(59) £ sec’(50)

_ 2 1 o 2 12
uiz(z,t) = (2(B — gtan(§¢))) + 232(3 ~ftan(io) +3 (—2B* +16AC — 1Y),
B % sec?(50) B(—8AC +1?)
wis(e, 1) = 12(B — ftan(%@) B 2b, ’
_ Cesc?(50) £ esc(50) 1 2 2
ug(z,t) = — (2(3 + Ecot(59)) + 232(3 Y +3 (—2B* + 16AC —b7) ,
B &% esc?(59) B(—8AC + b?)
w14(l‘,t) - 12(B—|—£C0t(§¢)) - le ;
_ (1 + (tan (£¢) + sec (£¢))%) (1 + (tan (£9) £ sec (£9))%)
(et = 2 ltan (€0) = sect€a)) | 2 2B — €(tan (60) = secle9)
+% (—2B* + 16AC —b7) ,
wis(.t) = b (1 + (tan (£9) £ sec(£9))%)  B(—8AC +b})

'2(B — €(tan (£¢) + sec(€9)) 2b, ’
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(1 + (cot (§¢) = csc (£9))%) (1 + (cot (£9) = csc (£9))°)

(@, t) = =2 2(B + &(cot (§¢) £ csc(§9)) 28 2(B + &£(cot (£) £ csc(£9))
+% (—2B% +16AC — b?)
wn(et) = bl (ot (€0) Fese(€0)?)  B(-84C +1)
16(, 1 2(B + &(cot (£¢) = csc(E9)) 2, ;

& es? (59)
2B + £(cot (§¢) — tan($9))

2 csc? (%(b)
2B + £(cot (§6) — tan(59))
+% (—2B* +16AC — b7),

)> + 2B

ur(x,t) = —2(

_ & esc’ (§9) B(—8AC + b2)
wir(z,t) = blZB+£(Cot (%qb) —tan(%gb)) — %, ;
(. t) = —2 P(€2/=P% + R%cos(£¢) 4+ £2(P + Rsin(£¢)) -

(R+ Psin(£¢))(BR £ &V —P? + R? + (P cos(£¢) + BPsin(£¢))
yp PP R cos(o) + (P + Rsin(co)

(R+ Psin(£¢))(BR £ &V —P? + R? + (P cos(£¢) + BPsin(£¢))
(—2B* +16AC —b7),

P(£2\/—P2 + R2cos(£¢) + €2(P + Rsin(£9)) B(—8AC +b?)

w18 ('I7 t) = - )

(R + Psin(£¢))(BR £ &/ —P2 + R2 + ¢P cos(€¢) + BPsin(£¢)) 20,

o

+

P(—&/P? — R2cos(£0) + (P + Rsin(£9)) 2
(R+ Psin(£9))(BR £ &V P? — R?+ £P cos(¢) + BPsin(£9))
P(—£*V/P? — R? cos(£¢) + €2(P + Rsin(£9))
(R+ Psin(£¢))(BR + &V P? — R? + £P cos(¢) + BPsin(£9))
(—2B* + 16AC —b7) ,

P(=&*VP? — R?cos(£9) + £°(P + Rsin(£9)) B(—8AC + b?)
’wlg(l’,t) = b 7

Y(R + Psin(€¢))(BR £ &V/P? — R? + £P cos(€¢) + BPsin(€¢)) 2b,

u19(x7 t) = =

+2B

+

o |

Burada P ve R, P2 — R? > 0 esitsizligini saglayan sifirdan farkli reel sabitlerdir.
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€2 sec(fqﬁ) €2 sec(fqﬁ)

et = _Q(Z(BcoS( 5¢) + Esin(5¢ ))) Jr2BZ(BCOS( $¢) + Esin(50))
%( 2B% 4+ 16AC — 1?)
wao(z,1) = €% sec(59) _ B(=8AC +1b})
o Q(BCOS( Cb)—i-fsm( ?)) 2,

&2 csc(gqﬁ) ) B £ csc(gqﬁ)

U21(I,t) = —2<— —

2¢ cos(ggb) — 2B Sin(gqb) 2¢ cos(ggb) — 2B Sin(gqb)
+% (—2B* + 16AC - b7)
B £2 csc(§¢) B(—8AC + b?)
walwt) = —b 2¢ cos(§¢) — 2B sin(5¢) - 2by
1 . 1AC cos”(£9)
un(at) = —2(=55ec(6)((B oos(éq) £ &) + Esin(EON(+ Foaiea) 6 1 € smEa))?
B
et ey (3 see(€0) (B eos(€9) ) + Esin(co)
4AC cos?(£¢) 2B cos(§¢) )

Ot (Boos(ea) £ &) + €smled))?  (Beos(ed) £ &) + £sin(éd)
+% (—2B% +16AC — b7) ,

wae(z,t) = bl(_% sec(§¢)((Bcos(£¢) £ &) + Esin(Ee)) (1 + (B cos(gj)cicg —(5?2111(5@)2
B 2B cos(£¢) ) — B(—8AC +1b7)
(B cos(§p) £ &) + Esin(Ee) 2by

el Ecos(60) 4 6 — E¥5n(E) o

(€ cos(@d) £ 6 — Boined))

cse(€6)(€ cos(£0) & €)? — Esin(€0) 2 .
B s 20 Beim(ey) |+ (251640 8.
cse(£0)(€ cos(66) £ O — sin(cg)  B(~8AC + B)
2(E cos(éd) £ 6) — Boined) TR

Ugg(l‘, t) = —2<

’11]23(.1', t) = bl
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262 csc(g@ 2 op 262 csc(g¢)

) = G (E0) — B sn(E0) 4€ cos(50) — 4Bsin(59)
+% (—2B% +16AC — b7) ,
262 csc(%qﬁ) B(—8AC + b?)
vt = o) —aBsin(e) |

3. Tip: A =0ve BC # 0 iken, d; belirli bir sabit olmak iizere (4.58) denklem-
lerinin ¢oziimii agsagidaki sekildedir:
B(cosh(B¢) — sinh(B¢))

ugs(z,t) = _2<cosh(B¢) — sinh(B¢) + d; ) +25
B(cosh(Bg) — sinh(B¢)) B B

B(cosh(B¢) — sinh(B¢))
cosh(B¢) — sinh(B¢) + d;

+ é (—2B*—b}),

t p—
w25(£l?7 ) 1COSh(B¢) _ smh(B(;ﬁ) +d, 2b, ’
Bd, ) Bd, 1 2 2
N o= _9 2B —(—2B“—b
26 (7 1) (cosh(BqS) + sinh(Bg) + dl) * cosh(B¢) + sinh(B¢) + d; + 8 ( 1) ’
Bd Bb?
’U)QG(LTJ, t) : -

b - =1
"cosh(Bo) + sinh(Bg) +di  2b;

4. Tip: C # 0ve A = B = 0 iken, ¢; belirli bir sabit olmak iizere (4.58)

denklemlerinin ¢oziimii

C 1
u27($,t) = _2<_O¢+Cl)2 §< b%)a
C
'11]27(.%',t) = _blc¢+c
1

seklindedir.
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(b)

Sekil 23. Hirota-Satsuma denklem sisteminin uy7(xz, t), wi7(x, t) ve ugg(x, t), wog(z, t)
¢oziimleri icin {i¢ boyutlu periyodik dalga goriintimii

a)(A=2B=2,C=1b=2),b) (A=0,B=1,C =1,b; =2,d; = 5).

Burada sol taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriintimleri u(z,t) ¢oziimleri icin, sag

taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriiniimleri w(z,t) ¢oziimleri igin ¢izilmigtir.
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(c) (d)

Sekil 24. Hirota-Satsuma denklem sisteminin wusg(x,t) ve wog(x,t) ¢oziimii igin iki
boyutlu periyodik dalga grafigi (A=0,B=1,C =1,by =2,d; =5),a) t=—1, b)
t=1,¢)t=3d)t=5

Yukarida Sekil 24 de zaman ilerledikge Hirota-Satsuma denklem sisteminin ugg(x, t)
ve wag(x, t) ¢dziimii igin sola dogru hareket eden periyodik dalga grafikleri goriilmek-

tedir.
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4. 4. Homotopi Pertiirbasyon Metodu i¢in Uygulamalar
4.4.1. Kaup-Kupershmidt Denkleminin HPM ile Yaklasik Coziimii

Kaup-Kupershmidt denklemi [2],

B B 1 (cosh(z) — sinh(z))? cosh(z) — sinh(z)
up = u(z,0) = ugs(z,0) = 12 T (14 cosh(x) — sinh(z))? 1+ cosh(x) — sinh(x)

baglangig sart ile verilsin. HPM kullanilarak (4.1) denklemini ¢tzmek igin agagidaki

homotopi kurulabilir.

. . 75
U—MP—%%%P+%WV—7VW—BHW+W”=O (4.63)
Burada
oY oY 92y
y=2 vy =2 oy
ot’ ox’ Ox?

olmak tizere,
= Yo+pY1+p Yo+ p’Ys+ ...
Y = Yo+pVi4+p Vo403 Yo+ ...
Y' = Y+ pY] +pYy +p°Ys + ... (4.64)
Y// — }/()//+p§/1//+p2}/2//+p3}/3//+“'

yazilabilir.  (4.72), (4.73) denkleminde yerine yazilirsa p nin kuvvetlerinin kat-
sayllarinin esitliginden asagidaki Yy, Y7, Ys, Y, Yy degerleri elde edilir.
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Yo

Y3

Y,

1

12

(cosh(z) — sinh(z))?

cosh(x) — sinh(x)

T
—%t(csch( ))? (Slnh( )
(2 4 cosh) see ()

) _
1 + cosh(z) — sinh($))2

11z

—108548 cosh(—— 5
5

—%9251856475sﬁnh(?;

11
—137525snﬁ(—§£)—k5sh1

1

25760803776
5
-+5869742740003h(?§)

4096 ’

1 3 L\\10
12582912t (sec h( 5 ))*?(18235 — 19970 cosh(z)) + 4640 cosh(2x)

+5 cosh(4z) — 12904 sinh(z) 4 4664 sinh(2x) — 264 sinh(3x) + 4 sinh(4x)),
3x
<)

13z
) + 4 cosh( ?2)

13z

h(=5).

Bu degerler kullanilarak

u(z,t)

— 681935216 cosh(7—m

) —-81209473051nh(%;

1@Y=%+n+n+m+n+
p—)

1 + cosh(z) — sinh(x)’

) + 91872687180 sinh( 2)

) + 24032970 sinh(

) + 22175472 cosh(

1 t3(—2+ cosh(z))sech*(%)  tcsch®(x)sinh*(%)
12 4096 8
L 8ee h?(%)(cosh(x) — sinh(z))  — cosh(x) + sinh(z)
4 1 + cosh(z) — sinh(z)

1
+12582912

—350 cosh(3z) + 5 cosh(4x) — 12904 sinh(x) + 4664 sinh(2x)

—264 sinh(3z) + 4 sinh(4x) +

91

1

25769803776

t*sec h (%

5)

f%sech(g)y“(11918212224cosh(g)-16790641812cosh(
9z
<)
43336343115 sinh(

9z
)

t3secfﬁ0(g)(18235-—19970cosh(x)4—4640cosh(2x)

— 350 cosh(3z)

3z
<)



3
(11918212224 cosh(g) — 16790641812 Cosh(?x) (4.65)

+5869742740 cosh(%t) — 681935216 cosh(%) + 22175472 cosh(gg)
108548 cosh(HTx) +4 cosh(BTx) + 91872687180 sinh(5)
—43336343115 Sinh(%v) + 9251856475 Sinh(%t) — 812094730 Sinh(%ﬂ)
+24032970 sinh(gg) — 137525 sinh(llTI) +5 Sinh(l?)?x)) +

elde edilir. Sayisal sonuglar A =0, B=1, C' =1 ve d; = 1 i¢in elde edilmistir.

4.4.2. Drinfeld-Sokolov-Wilson Denklem Sisteminin HPM ile Yaklagik
Coziimii
DSW denklem sistemi [8],

5  27(cosh(3x) — sinh(3x))?
up = u(x,0) = ugs(z,0) = 2 (2 + cosh(3z) — sinh(3z))?
27(cosh(3z) — sinh(3x))
2 + cosh(3z) — sinh(3x)’
3 3(cosh(3z) — sinh(3z))

- 0) = 0)=-35
wO w(l’, ) U}25($, ) 2 2 + Cosh(3x) —_ Slnh(3x)

(4.66)

baglangig sartlar ile verilsin. HPM kullanilarak (4.5) denklem sistemini ¢ozmek i¢in

(1-p) [Y _ uo] +p [Y _ 322'] _0, (4.67)
(1—p) {Z — iuo] +p {Z 272" —2YZ — ZY’} =0. (4.68)
homotopileri kurulabilir. Burada
.Y Y Yy .  0Z 0Z 0*Z
Y= YV = YV'=2_ gz7=22 g2 "=
ot’ ox’ Ox?’ ot’ ox’ Ox?
olmak tizere,
Y = Yy+pYi+pYo+p’ Y+ ...
Y = Yo4pYi+p2Ya+p® Yo+ ..
Y' o= Yo+ Y +pY, + 7Y+ (4.69)

Y/I — }/E)// _"_ p}/’l// +p2}/‘2// +p3§/g/ _"_ .

92



Z = Zo+pZi+p*Zo+p3Z5+ ...
= Z() +le —|—pQZ.2 —f—ng.g + ...
7' = Zy+pZy+ 02+ P2 + ... (4.70)
7" = Z+pZ{ +p*Z8 +p*Z) + ...
yazilabilir. (4.69) ve (4.70), (4.67) ve (4.68) denklemlerinde yerine yazilirsa p nin

kuvvetlerinin katsayilarinin esitliginden elde edilen denklemlerden asagidaki Yy, Yi,

Yo, Y, Yy ve Zy, 2y, Zy, Z3, Zy4 degerleri elde edilir.

5  27(cosh(3x) — sinh(37))?

Y, = — —
’ 2 (2+ cosh(3z) — sinh(3x))?’
v 81t(cosh(2%) 4 3sinh(%))
' (3cosh(%) +sinh(3))?
243¢5(1 — 8e™ 4 4¢07)¢?
Yo = ’
4(1 + 2e37)4
243¢(—1 4 22¢%7 — 44¢5” + 8e%) 13
Y; = :
8(1 + 2¢5)5
o T29¢M(1— 5265 + 26465 — 2086 + 16e120)¢!
o 64(1 + 2630 )
7 _ 3 n 3(cosh(3x) — sinh(3x))
° - 2 2+ cosh(3z) — sinh(3x)’
9t
Zl - 3z : 3z 27
(3cosh(%7) + sinh(%))
2737 (1 + 2e37)¢?
Zy, = |
4(1 + 2e3%)3
27¢3%(1 — 8e3% 4 4¢57) 13
dy = :
8(1 + 2e3)4
. BlE¥ (14226 — 44e87 1 8eon)1!
4 = .

64(1 + 2¢37)5
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Bu degerlerin kullanilmasiyla,

u(z,t) = lin%Y:Yo+Y1+Y2+Y},+Y4—I—...
p*}
5 243e37(1 — 8e3® + 4€%7)1? 243e37(—1 + 22e37 — 4457 4 8¢97)t3

2" 4(1 1 265)8 * 8(1 1 265)p
+72963x(1 — 52e3% 4 26457 — 208e%* + 16612x)t4

4.71
64(1 + 2¢50)6 (4.71)
81t(cosh(2) 4 3sinh(2))  27(cosh(3z) — sinh(3x))
(3cosh(2) + sinh(2))3 2 + cosh(3z) — sinh(3z)
27(— cosh(6z) + sinh(62))
(2 4 cosh(3z) — sinh(3x))2
ve
p*)
3 273 (1+426%)12  27e3(1 — 863 + 4¢57)83
:__+e(+e)+e( e’ + 4e°7) (4.79)
2 T 41+ 2e80)3 8(1 + 2¢37)4
813 (—1 + 223 — 445 4 8¢9t N 9t
64(1 + 2e37)5 (3cosh(2) + sinh(22))3

3(cosh(3x) — sinh(3x))
2 + cosh(3z) — sinh(3z)

elde edilir. Sayisal sonuglar A =0, B =3,C = 1,d; = 2 ve by = 1 igin elde edilmigtir.
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4.4.3. Hirota-Satsuma Denklem Sisteminin HPM ile Yaklagik Coziimii

Hirota Satsuma denklem sistemi [12],

Ug

Wo

2(cosh(x) — sinh(x))?
(2 + cosh(z) — sinh(z))?

3
u(z,0) = ugs(x,0) = ~3~

2(cosh(z) — sinh(z))
2 + cosh(z) — sinh(z)’
1 cosh(x) — sinh(x)

0) = wns(,0) = —
w(z,0) = was(x,0) 2 + 2 4 cosh(x) — sinh(x)

(4.73)

baglangi¢ sartlar ile verilsin. HPM kullamilarak (4.10) denklemini ¢tzmek i¢in agagi-

daki homotopi kurulabilir:

Burada

Yy =

olmak tizere,

(1-p) [Y - uo} +p {Y — 5Y”’ —3YY' + 322’] =0,

oy
ot’

Y”

Z//

(1—@[2—@4%z{Z+Z”+3YZ}:0

= Yy +pY) + Y+ PV + ...

= Zy+pZi+pPZy 022+ ...

r_ L (4.74)

(4.75)

P2
 Ox2’

0?Y -
’f” Z
o2 T

07

, 0Y 0z
ot’

= o

Y

A
ox’

= Yo+pY1+pYa+p’Ys+ ...

= Yot+pVi+p Yo +p  Va+ ...

(4.76)

— Yo"+pY1"+p2Y2"+p3Y3"+...

= Z() —|—le +p2Z2 +p323+...

= Zo+p21 +p222+p323+...

(4.77)

= Zy+pZ{ +p*Zy +p°Z5 + ...
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yazilabilir. (4.76) ve (4.77), (4.74) ve (4.75) denklemlerinde yerine yazilirsa p nin
kuvvetlerinin katsayilarinin esitliginden elde edilen denklemlerden asagidaki Yy, Yi,
Yo, Y3, Yy ve Zy, Zy, Zy, Zs3, Zy4 degerleri elde edilir.

3 2(cosh(x) — sinh(x))? 2(cosh(x) — sinh(x))

Yy = -2
0 8 (24 cosh(z) —sinh(z))? 2+ cosh(z) — sinh(z)’
v, — t(—2 + cosh(x) — sinh(x))(cosh(z) — sinh(x))
b 2(2 + cosh(z) — sinh(z))? ’
e”(1 — 8™ + 4e**)t?
Y, = 4 )
32(1 + 2¢7)
e®(—1 + 22e” — 44e* + 8e3)13
}/é = - )
768(1 + 2e)?
v, — e”(1 — 52e® + 264e2® — 2083 + 16e1)t3
t 24576(1 + 2¢2)8 ’
Z, - 1 N cosh(z) — sinb(x) ’
2 2+ cosh(z) — sinh(x)
t
Zy = —
! 4(3 cosh(Z) — sinh(Z))2’
e”(—1 + 2e”)¢?
Zy = )
64(1 + 2¢7)3
7. - _ef(1—8e" + 4e*r )3
o 1536(1 + 2e7)4
e”(—1 + 22e” — 44e*® + 837t
Zy =

49152(1 + 2e7)5

Bu degerler kullanilarak,

u(z,t) = lin%Y:%—i-Yl—i-YQ—i-YE;—i-K;—i—...
p—?

3 e"(1—8e” +4e*)t?  e¥(—1+ 22e® — 44e** + 8¢37)¢3
8 32(1+42e0)t 768(1 + 2¢7)5
e®(1 — 52¢e® + 264e*® — 208e3® + 16e%7)¢3
* 24576(1 + 2¢%)6
t(—2 4+ cosh(x) — sinh(z))(cosh(x) — sinh(z))
2(2 + cosh(x) — sinh(z))?
2(cosh(x) — sinh(x))? 2(cosh(z) — sinh(x))

(2 + cosh(z) — sinh(z))? T3 + cosh(z) — sinh(z) o

(4.78)
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p—
1 e®(—1+2e)t?  e®(1 — 8™ + 4e*)¢3

T2 64(1 + 2e7)3 1536(1 + 2¢7)4
e®(—1 + 22e% — 44e?® + 8¢3)t!
49152(1 + 2¢7)5
t cosh(z) — sinh(z)
4(3 cosh(3) —sinh(3))?> = 2 + cosh(x) — sinh(z)

(4.79)

elde edilir. Sayisal sonuglar A =0, B=1,C = 1,d; = 2 ve by = 1 i¢in elde edilmigtir.

97



5. BOLUM

GENELLESTIRILMIS RiICCATIi DENKLEMI DONUSUM METODU
VE HPM iLE ELDE EDIiLEN DEGERLERIN KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde Kaup-Kupershmidt denkleminin, DSW denklem sisteminin
ve Hirota-Satsuma denklem sisteminin genellestirilmis Riccati denklemi doéniigiim
metodu ile 4. boliimde elde edilen analitik ¢coziimleri ile yaklagik ¢oziimlerini kargilagtir-
mak amaciyla ii¢ boyutlu ve iki boyutlu grafikleri olugturulmug, mutlak hatalarin

gorebilmek icin tablolar ¢izilmistir.

o,
o b..
ALY
LR

(b)
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ViR

(c)

(d)

Sekil 25. Genellestirilmis Riccati denklemi doniigiim metodu ile elde edilen ana-

litik ¢oziim ve HPM ile elde edilen yaklagik ¢oziimiin ii¢ boyutlu goriiniimii a) Kaup—

Kupershmidt denkleminin ugs(x, ) ¢oziim fonksiyonu igin analitik ¢oziimiin ve yak-

lagik ¢oziimiiniin ii¢ boyutlu goriiniimii, b) DSW denklem sisteminin uos(x, t) ¢oziim
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fonksiyonu igin analitik ¢oziimiin ve yaklasik ¢oziimiiniin ii¢ boyutlu goriiniimii,
c) DSW denklem sisteminin wes(x,t) ¢oziim fonksiyonu i¢in analitik ¢oziimiin ve
yaklagik ¢oziimiiniin ii¢ boyutlu goriiniimii, d) Hirota-Satsuma denklem sisteminin
ugs (1, t) ¢oziim fonksiyonu i¢in analitik ¢oziimiin ve yaklagik ¢oziimiiniin ii¢ boyutlu
goriiniimii, e) Hirota-Satsuma denklem sisteminin was(z,t) ¢oziim fonksiyonu icin

analitik ¢oztimiin ve yaklasik ¢oziimiiniin ti¢ boyutlu goriintimii.

Burada sol taraftaki ii¢ boyutlu dalga goriintimleri analitik ¢oziimler igin, sag

taraftaki iic boyutlu dalga goriiniimleri yaklasik ¢oziimler i¢in ¢izilmistir.

© HAnditik

WHPM

© WAnditik

(b)
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-01

-02

-03

HPM

= UAnditik

(c)

— WHPM

- Winditik

Sekil 26. Genellestirilmis Riccati denklemi doniigiim metodu ile elde edilen ana-

litik ¢oziim ve HPM ile elde edilen yaklagik ¢oziimiin kargilagtirilmas: a) Kaup—

Kupershmidt denkleminin ugs(x, t) ¢ziim fonksiyonu igin analitik ¢oziimiin ve yak-

lagik ¢oziimiiniin kargilagtirilmasi, b) DSW denklem sisteminin wugs(x,t) ve was (2, t)

¢oziim fonksiyonu igin analitik ¢oziimiin ve yaklagik ¢oziimiiniin kargilagtirilmasi,

c) Hirota-Satsuma denklem sisteminin wugs(z,t) ve was(z,t) ¢oziim fonksiyonu igin

analitik ¢oziimiin ve yaklagik ¢oziimiiniin karsilagtirilmasi.

Tablo 1. Kaup-Kupershmidt denkleminin uos(x, t) analitik ¢oziimii ile HPM ile

elde edilen yaklagik ¢oziimiiniin karsilagtirilmasi

ju(z, t) = Ya(z,1)|

t|x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 1.82631x1075 | 2.7907x107° | 1.39062x10~* | 4.36001x10~* | 1.05932x10~3
0.2 1.76211x 1075 | 2.72265x107° | 1.36202x107* | 4.27886x10~* | 1.04086x1073
0.3 1.33492x 1075 | 2.07323x107° | 1.039x10~* | 3.26705x10~* | 7.95172x10~*
0.4 6.60889x10~7 | 1.02470x107° | 5.1323x107> | 1.61333x10~* | 3.92602x10~*
0.5 8.29851x 1078 | 1.42477x107% | 7.37662x 1075 | 2.35725 x107° | 5.79289x 1075
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Tablo 2. DSW denklem sisteminin ugs(z,t) analitik ¢oziimii ile HPM ile elde

edilen yaklagik ¢oziimiiniin kargilagtirilmasi

|u(l‘7t) - Yﬁl(l‘7t>’

tl o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 | 5.14014x1076 | 1.71351x107* | 1.34796x 1073 | 5.84989x 1073 | 1.82736x 1072
0.2 | 2.11921x1075 | 7.58932x107° | 6.38226x 10 | 2.94856x 1072 | 9.76937x 1073
0.3 | 3.63999%x1077 | 6.15542x 1076 | 1.51325x1076 | 1.97637x10~* | 1.26043x1073
0.4 | 1.61998x1076 | 4.96841x107° | 3.57517x10* | 1.40828x107% | 3.9512x1073
0.5 1.84x107% | 5.9035x107° | 4.47478x10~* | 1.87261x1073 | 5.64205 x10~3

Tablo 3. DSW denklem sisteminin was(z, t) analitik ¢oziimii ile HPM ile elde

edilen yaklagik ¢oziimiiniin kargilagtirilmasi

w(z,t) = Za(,1)]

t|x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1 7.89991x107% | 2.0407x1076 | 1.15759x 1075 | 3.15006x 1075 | 4.17026 x107°
0.2 2.00499x10~7 | 6.19242x1075 | 4.50302x107° | 1.80119x10~* | 5.16626 x10~*
0.3 2.26713x10°7 | 7.26351x107% | 5.50056x 1075 | 2.30152x10~* | 6.94086x10~*
0.4 1.90208x 1077 | 6.22154x 1076 | 4.81729x107° | 2.06413x10~* | 6.38524x 104
0.5 1.30321x 1077 | 4.33465x 1076 | 3.41597x 10 | 1.49108x10~* | 4.70336x10~*
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Tablo 4. Hirota Satsuma denklem sisteminin ugs(x, t) analitik ¢oziimii ile HPM

ile elde edilen yaklagik ¢oziimiiniin karsilagtirilmasi

u(, ) — Ya(x,t)]
tlx 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 1.92535x 10712 | 6.14997x 107! | 4.66131x1071° | 1.96049x107° | 5.97121x107°
0.2 1.71935x 10712 | 5.48585x 10! | 4.1535x1071 | 1.74505%x107° | 5.3094x10~°
0.3 1.45539x 10712 | 4.6377x10711 | 3.50722x10710 | 1.47179x107° | 4.47273x107°
0.4 1.15769x 10712 | 3.68436x 1011 | 2.78228 <1070 | 1.1659x107? | 3.53803x10~?
0.5 8.49987x 10713 | 2.6994x10~1 | 2.03439%x1071% | 8.50786x 10710 | 2.57657x10~°

Tablo 5. Hirota Satsuma denklem sisteminin wos (2, t) analitik ¢oztimii ile HPM

ile elde edilen yaklagik ¢oziimiin karsilagtirilmasi

lw(z,t) — Zy(z, t)|
t|x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 4.45755x 107 | 1.36369x 10712 | 9.87166x 10712 | 3.95649x 107! | 1.14555% 10710
0.2 4.67959x 107 | 1.55448x 10712 | 1.22355x 107! | 5.33673x 107! | 1.68349x 10719
0.3 1.26232x 10713 | 4.09134x10712 | 3.14324x 1071 | 1.33976x 10710 | 4.1347x 10710
0.4 1.91847x 10713 | 6.17473x10712 | 4.71769x 107 | 2.00004x1071° | 6.13992x 1010
0.5 2.41973x10713 | 7.77056 10712 | 5.92175x 107! | 2.50415x 10710 | 7.66833x10~1°
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Yukaridaki tablolarda HPM kullanilarak n. mertebeden yaklagik ¢oziimiin hata

analizi icin,
Ya(a,t) = Y,
j=0
Zn(x,t) = Y Z;.
j=0
esitlikleri kullanilmigtir.

Kaup—Kupershmidt denkleminin, DSW denklem sisteminin ve Hirota-Satsuma
denklem sisteminin HPM ile elde edilen sayisal sonuclarinin analitik ¢oziim ile karsilag-
tirtlmasi Tablo 1-5 de verilmigtir. Bu tablolarda goriildiigii gibi seri ¢oziimlerinin
sadece beg terimi goz oniine alinarak analitik ¢oziime yakin degerler elde edilmigtir.

Ayrica Sekil 26 da, HPM ile elde edilen seri ¢oziimlerin gergek ¢oziime yakin degerler
aldig1 goriillmektedir.
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6. BOLUM
SONUC

Lineer veya lineer olmayan adi ve kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin analitik
¢oziimleri bu denklemlerin modelledigi olaylarin 6zelliklerini belirlediginden uygula-
mali matematik alaninda 6nemli bir yere sahiptir. Bu nedenle 6zellikle uygulamali
matematik alaninda caligan bilim adamlari bu denklemlerin hareket eden dalga
¢oziimleri iizerine calismiglar ve bu c¢oziimleri elde edebilmek icin bir¢ok analitik
metot gelistirmislerdir. Bu metotlardan iicii bu ¢alismada iiciincii boliimde incelen-
mistir. Incelenen metotlarin isleyisi dengeleme terimine dayandig: icin sadece lineer
olmayan kismi diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Bu metotlarda dengeleme te-
rimi kullanilarak olusturulan bir degisken doniisiimii altinda ele alinan kismi diferen-
siyel denklem adi bir diferensiyel denkleme doniistiiriilmiis, daha sonra bu adi difer-
ensiyel denklem c¢oziilerek kismi diferensiyel denklemin analitik ¢éziimiine ulagilmigtar.
Bu metotlarin birbirlerinden farkl olan tarafi secilen Riccati diferensiyel denklemi-
nin ve dolayisiyla kullanilan ¢oziim fonksiyonunun farkli olmasidir.

Dordiincii boliimde genisgletilmis tanh metodu, genellestirilmis tanh metodu ve
genellestirilmis Riccati denklemi doniisiim metodu kullanilarak Kaup-Kupershmidt
denklemi, Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sistemi ve Hirota-Satsuma denklem sis-
teminin hareket eden dalga coziimleri elde edilmigtir. Dalgalarin hareketlerini in-
celeyebilmek icin bazi c¢oziimlerin belli zaman araliklarinda iki boyutlu grafikleri
¢izilmigtir. Dalgalarin hangi yonde hareket ettigini belirleyebilmek icin animasyon
grafiklerinden faydalanilmigtir. Yapilan literatiir taramasinda DSW denklem sis-
teminin Riccati denklemi dontisiim metodu kullanilarak daha once ¢oziimlerinin bu-
lundugu ancak diger ¢oziimlerinin bu calisma ile elde edilen yeni ¢oziimler oldugu
goriilmiigtiir [43]. Benzer gsekilde Kaup—Kupershmidt denkleminin, Hirota-Satsuma
denklem sisteminin, Benjamin-Bona-Mahony denkleminin ve beginci mertebeden

Lax KdV denkleminin bu caligmada kullanilan metotlarla daha 6nce ¢oziimlerinin
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elde edilmedigi ve bu denklemlerin bagka metotlarla bulunan ¢oziimlerinin burada
bulunan ¢oziimlerden farkli oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle bu yeni ¢oziimler bu
caligma ile literatiire kazandirilmigtir. Ayrica bu galigmanin 4.2, 4.3.1 ve 4.3.3
boliimleri yayimlanmigtir [44-45].

Incelenen denklemlerin bu ii¢ metotla elde edilen ¢oziimlerinin birbiriyle iliskisini
gorebilmek icin secilen Riccati diferensiyel denkleminde sabitlere belirli degerler ver-
ilerek incelemeler yapilmigtir. Genigletilmig tanh metodu ile Genellegtirilmis tanh
metodundan elde edilen ¢oziimleri inceleyebilmek icin Genellestirilmis tanh meto-
dunda B = 0 ve C' = 1 alinarak elde edilen ¢oziimler Genisletilmis tanh metodunda
bulunan ¢oziimlerle kargilagtirilmigtir. Genigletilmis tanh metodu ile Genellegtirilmis
Riccati denklemi doniisiim metodundan elde edilen ¢oziimleri inceleyebilmek icin
Genigletilmig tanh metodunda B = 0 ve ' = 1 oldugundan A < 0 iken elde
edilen ¢oziimler Genellestirilmis Riccati denklemi doniigiim metodunda 1.tipte elde
edilen ¢oziimlerle, A > 0 iken elde edilen ¢oziimler Genellegtirilmis Riccati denklemi
doniisiim metodunda 2.tipte elde edilen ¢oziimlerle, A = 0 iken elde edilen ¢oziimler
Genellegtirilmis Riccati denklemi doniisiim metodunda 4.tipte elde edilen ¢oziimle
kargilagtirilmigtir. Benzer sekilde Genellegtirilmis tanh metodu ile Genellestirilmis
Riccati denklemi doniisiim metodundan elde edilen ¢oziimleri inceleyebilmek icin
Genellegtirilmis tanh metodunda A = C =1, B =0; A =C = -1, B = 0;
A=C=35B=0A=C=—-4,B=0A=1C=2B=-2A=1C=2,
B=2,A=-1,C=-2,B=2veA=—-1,C = -2, B=—2 durumlar Genellegtir-
ilmis Riccati denklemi doniisiim metodunda 2.tipte elde edilen ¢oziimlerle, A = 1,
C=-1,B=0ve A= %, C = —%, B = 0 durumlar1 Genellegtirilmis Riccati den-
klemi doniigiim metodunda 1.tipte elde edilen ¢oziimlerle, A = B = 0, C' # 0 durumu
Genellestirilmig Riccati denklemi doniigiim metodunda 4.tipte elde edilen ¢oziimlerle
karsilastirilmistir. Bu sekilde olabilecek biitiin durumlar incelenmis olup ¢oziimlerin

birbirlerinden farkl oldugu goriilmiigtiir. Bu {i¢ metot, bulunan ¢6ziim sayisiyla da
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farklilik gostermektedir.En fazla ¢oziim Genellestirilmis Riccati denklemi doniigiim
metodundan elde edilmis olup bu durum bu metodun avantaji olarak gosterilebilir.

Baz1 lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri analitik olarak
elde edilemeyebilir. Bu durumda dordiincii boliimde verilen ve yar1 analitik metot-
lar olarak bilinen HPM gibi seri ¢oziim bulma esasina dayanan metotlar yardimiyla
bu denklemlerin yaklagik ¢oziimiine ulagilmigtir [46]. Bu seri ¢oziim aranirken bir
baglangic sartindan hareketle serinin diger terimleri bulunmustur. Bu nedenle bu
boliimde bu denklemlerin genellestirilmis Riccati denklemi doniisiim metodundan
elde edilen analitik c¢oziimlerinden herhangi biri alinarak ¢ = 0 baglangi¢ sarti al-
tinda HPM uygulanmus ve yaklasik ¢oziimleri bulunmustur. Incelenen problemin seri
¢oziimiinde bagimsiz degigkenlere belirli bir aralikta verilen degerlerden elde edilen
sayisal sonuclar ile analitik ¢oziimii arasindaki farkin mutlak degerine bakilarak
¢oziimlerin karsilagtirilmasi yapilabilir.  Bu nedenle beginci boliimde elde edilen
analitik coziimleri ile yaklagik ¢oziimleri kargilagtirmak amaciyla ii¢ boyutlu ve iki
boyutlu grafikler olugturulmus, mutlak hatalarini gorebilmek icin tablolar ¢izilmistir.
Tablolara bakildiginda mutlak hatanin sifira oldukca yakin degerler alarak yaklagik

¢oziimiin analitik ¢oziime yaklagtigr goriilmiigtiir.
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