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OZET

Sturm- Liouville Operatériiniin Ozdegerleri
Icin Asimptotik Formiiller

Bu ¢alisma yedi boliimden olusmustur.

[k boliimde; Sturm-Liouville operatdriiniin spektral teorisinin tarihgesi verilmistir.

Ikinci boliimde; diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde ve sunulan tezde sik
sik kullanilan bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde; Sturm-Liouville operatérii igin genel bilgiler, regiiler ve singiiler
Sturm-Liouville problemi, Dirichlet sinir sart1 altinda 6zdegerler i¢in asimptotik formiil
incelenmistir.

Dordiincii  boliimde; singiiler Sturm-Liouville  probleminin 6zdegerleri i¢in
asimptotik formiiller ve bu problemin spektral teorisi incelenmistir.

Besinci boliimde; Coulomb potansiyeline sahip Sturm-Liouville operatoriiniin
Dirichlet sinir sart1 altinda ¢éziim fonksiyonu elde edilmis ve 6zdegerleri igin asimptotik
formiil bulunmustur.

Altinct boliimde; Diflizyon operatoriiniin  Dirichlet sinir sarti altinda ¢6ziim
fonksiyonu elde edilmis, bu operatdr i¢in Counting Lemma ispatlanmis ve 6zdegerleri igin
asimptotik formiil bulunmustur.

Yedinci boliimde Hidrojen atom denkleminin ¢6ziim fonksiyonlar1 elde edilmis ve
0zdegerlerin asimptotik davranisi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Coulomb potansiyeli, Difiizyon operatorii, Hidrojen atom

denklemi, Spektral Problem, Ozdeger, Ozfonksiyon, Dirichlet sinir sarti.



SUMMARY
Asymptotic Formulas For Eigenvalues of Sturm- Liouville Operator

This thesis consists of seven chapters.

In the first chapter the history of spectral theory of Sturm-Liouville operator were
given.

In the second chapter some fundemental definitions, often used is spectral theory of
differential operators, were given.

In the third general informations for Sturm-Liouville operator , regular and
singular Sturm-Liouville problem, asymptotic formula for eigenvalues with Dirichlet
boundary condition were investigated.

In the fourth chapter asymptotic formula for eigenvalues of singular Sturm-
Liouville problem and spectral theory of this problem is investigated.

In the fifth chapter solution functions of Sturm-Liouville operator with Coulomb
potential under dirichlet boundary conditions are obtained and asymptotic formula for
eigenvalues are found.

In the six chapter solution functions of Diffusion operator under dirichlet boundary
conditions are obtained and Counting lemma for this operator is proved and asymptotic
formula for eigenvalues is found.

In the seven chapter solution functions of Hydrogen atom equation under dirichlet
boundary conditions are obtained and asymptotic behavior of eigenvalues is examined.

Keywords: Coulomb potential, Diffusion operator, Hydrogen atom equation,

Spectral Problem, Eigenvalue, Eigenfunction, Dirichlet boundary condition.
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1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi matematik, fizik ve mekanigin c¢esitli alanlarinda
genis bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari
bir yandan lineer cebir olmak iizere diger yandan titresim teorisinin problemleridir (telin
titresimi, zar titresimi, vb.). Lineer cebir problemleri ve titresim teorisi problemleri
arasindaki benzerliklerin farkina varilmasi c¢ok eskilere dayanmir. Integral denklemler
teorisinde yapilan ¢aligmalarda bu benzerliklerden siirekli faydalanan ilk olarak D. Hilbert
olmustur. Bunlarin sonucu olarak dnce |, uzayr daha sonralari ise genel Hilbert uzay:
meydana gelmistir.

Matematikte I, ve H soyut Hilbert uzay1 tanimlandiktan sonra H ‘da lineer self-

adjoint operatdrler teorisi hizla gelismeye baslamistir. XIX—XX. asirlarda bir¢gok mate-
matikgi sayesinde bu teori miikkemmel bir seviyeye ulasmistir. Ozel olarak bu ¢alismalarda
0zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastirict sayilar gibi spektral veriler
tanimlanmis ve farkli yontemlerle bunlar i¢in asimptotik formiiller bulunmustir.

Ikinci mertebeden diferansiyel operatdrlerin spektral teorisi simdiye kadar bircok
matematik¢i fizik¢i ve mekanikgiler tarafindan incelenmistir. Bir boyutlu Schrédinger
operatdriiniin karsiti olan Sturm-Liouville operatorii spektral teoride dnemli yere sahiptir.
Spektral problemlerin 6nemli bir bdliimiinii ise Sturm-Liouville problemleri olusturur.
1836 yilinda hem Sturm hem de Liouville Journal de Mathematique dergisinin ayni
sayisinda makaleleri yayinlanmistir[1-2]. Bu makalelerin ikisi de Sturm-Liouville smir
deger problemleriyle ilgilidir:

-y"+q(x)y=4y, a<x<b (1.1)
y(@)cosa+y'(a)sina =0
y(b)cos g+ y'(b)sin =0
Sturm ve Liouville bu ¢aligmalarinda bu problemin asikar olmayan ¢oziimiiniin var olup
olmadigini1 aragtirmiglardir. Burada A kompleks say1 olmak iizere, tiim o6zdegerler
kiimesine sinir deger probleminin spektrumu denir.

Ozdegerlerin dagilimi diferansiyel operatdrlerin spektral teorisinde &nemli yere
sahiptir. Yukarida bahsedildigi gibi sonlu aralikta ikinci mertebeden diferansiyel
operatorlerin 6zdegerlerinin dagilim problemi ilk olarak XIX asrin baglangicinda Liouville

ve Sturm tarafindan ele alinmistir.



Daha sonra regiiler sinir kosullari igin keyfi mertebeden adi diferansiyel
operatdrlerin 6zdegerlerin dagilimimi G.Birkhoff [3-4] incelemistir. Ozel olarak kuantum
mekanigi i¢in uzayin tamaminda tanimli ve diskret (ayrik) spektruma sahip
operatorlerin 6zdegerlerinin  dagilimi 6nemli bir yere sahiptir. Sonsuzlukta artan
potansiyele  sahip dogru ekseninin tamaminda tanimli  bir  boyutlu Sturm
operatdriiniin 6zdegerlerinin - dagilimi1  i¢in formiili ilk olarak C.Titchmarsh [5]
gostermistir. Ayrica C.Titchmarsh, ilk olarak Schrodinger operatorii i¢in  6zdegerlerin
dagilimi formiilinii yazmustir. Sonraki yillarda C.Titchmarsh yontemini gelistiren
B.M.Levitan [6-9] farkli diferansiyel operatorlerin 6zdegerleri icin Snemli asimptotik
formiiller bulmustur.

Ozdegerler icin asimptotik formiillerin incelenmesi i¢in iki onemli yontem ele
alinmustir.

Birinci yontem olarak bilinen varyasyon yontemi R.Courant’a [10] aittir. Bu
yontem M.Sh.Birman ve onun &grencileri tarafindan onemli derecede gelistirilmis ve
M.Sh.Birman, M.Z.Solomyak [11-12] ¢alismalarinda yeteri kadar kaynak gosterilmistir.

T.Carleman [13] tarafindan verilen ikinci yontem Tauber [15] teoremlerinden
faydalanarak gz Oniline alinan operatdrlerin rezolventinin arastirilmasima dayanir. Bu
durumda Tauber kosullarinin potansiyel iizerine bazi kisitlamalar olusturdugunu da not
etmek gerekiyor. Bu kosullarin genisletilmesi, Tauber teoremlerinin gelismesine sebep
olmustur.

Bu iki yontemin her birinin kendine has {istiinliikleri vardir. Bu konulara iligskin
kaynaklar Trubowitz-Poeschel [14] , Levitan-Sargsyan [15] ve diger monografilerde
detayli bir sekilde gosterilmistir. Singiiler durumda 6zdegerlerin dagilimi i¢in ¢ok sayida
caligmalar yapilmigtir. Ozel olarak diferansiyel operatorlerin  katsayilar analitik
fonksiyonlar olacak sekilde 6zdegerler icin asimptotik formiiller M.V. Fedoryuk [16]
tarafindan incelenmistir.

Operator  katsayili ~ Sturm-Liouville probleminin asimptotik dagilimi E.
Abdukadyrov [17] tarafindan yapilmustir. Ikinci mertebeden lineer integro-diferansiyel
operatorlerin pozitif 6zdegerlerinin asimptotigi B.I. Aleksandriyskii [18] calismasinda
incelenmistir. Singiiler sinir deger problemlerinin 6zdegerlerinin dagilimina iliskin
caligmalar J.H.E. Cohn [19] tarafindan yapilmistir. Ayrica kiiciik parametreyi polinom
seklinde igeren diferansiyel operatorlerin yerel olmayan Dirichlet probleminin spektral

asimptotigi, eliptik problemlerin spektrumun asimptotigi A.B. Alekseev [20]
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M.Sh.Birman [21] ¢alismalarinda incelemistir. Mekanik problemlerinde karsilagilan sinir
deger problemlerinin spektrumunun dagilimi ¢aligmalarin 6zeti [22] bu monografide
verilmistir.

Regiiler ve singiiler klasik Sturm-Liouville probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari
icin asimptotik formiiller birgok matematik¢iler [22-30,55-90] tarafindan farkli
yontemlerle gosterilmistir. Radial Schrodinger ve Dirac operatorleri igin spektrumunun
asimptotigi L. Sakhnovich’ in [31,32] ve diger matematikgilerin ¢alismalarinda ele
alinmustir.

Self adjoint olmayan diferansiyel operatorlerin spektrumunun dagilimi detayhi
olarak I. Gohberg ve M.G. Krein’in [24] monografisinde verilmistir. Ayrica kompakt
Riemann manifoldlar1 tizerine Laplace ve Laplace-Bertarami operatérlerinin
spektrumlariin dagilimi [33] ve diger ¢alismalarda incelenmistir.

Periyodik diferansiyel operatorlerin (Hill, Dirac, Difiizyon denklemi vs) periyodik
anti periyodik dirichlet kosullar1 saglanmak tiizere spektrumlarinin dagilimina iligkin
onemli ¢alismalar yapilmistir ve bu ¢alismalarin 6zeti [34] monografisinde bulunur.

Pseudo diferansiyel operatorlerin spektral teorisi ve Ozel olarak ozdegerlerin
asimptotigi V.N. Tulovskii, M.A. Shubin [35] ve diger matematikgiler tarafindan
incelenmistir.

(1.1) denklemi igin farkli sinir kosullarindan biri
y(©0)=0, y@)=0 1.2)

Dirichlet siir sartlarnidir. Genel olarak literatiirde (1.1)-(1.2) sinir deger problemine
Dirichlet problemi denir. Bu problemin fiziksel yorumu asagidaki sekildedir:
Degisken kitle yogunlu p(Xx) >0 olacak sekilde, L uzunlugundaki ipin homojen olmayan
serbest titresimindeki yer degisimi u =u(x,t), 0 < x <L fonksiyonu
u(0,t)=0, u(L,t)=0
siir sartlar saglanmak tizere
p(X)u; =U,,
dalga denklemini saglar. @ frekansina sahip
u = y(x)(acos at +bsin at)
seklindeki periyodik titresim fonksiyonuna saf ton denir. Dalga denklemine degiskenlerine

ayirma yontemi uygulanirsa y nin



y'+ @’ p(x)y =0 (1.6)
y(0) =0, y(L)=0 (1.7)
problemini sagladig: elde edilir. Bu problemin

-y"+q(x)y=4y, 0<x<1
y(©0)=0, y@)=0

sekline doniisebilecigini Liouville gostermistir. Bu problemin spektral teorisi yani diiz ve
ters problemler detayli bir sekilde Poschel-Trubowitz [14] monografisinde incelenmistir.

Daha sonra Guillot-Ralston [39] bu sonuglari

-y’ + : ;Y+a(x)y=4y, xe(0.1) (1.8)

singiiler Sturm-Liouville operatoriine tasimistir ve Dirichlet sinir sartlari altinda

1,(@) = (n+1)’ 27 —2+Eq(x)dx+0(%j

asimptotik formiiliinii elde etmistir. R. Carlson [53] ise (1.8)’in genel durumu olan

(m )y+p(><)y Ay, m=0
X

denklemi ele almis ve asagidaki teoremleri ispat etmistir.

Teorem 1.1 0< x, <X, <1 ve m>0 olsun. Bu takdirde

—y"+ m(m )y+p(><)y Ay

denklemini ve
y(x)=0, y'(x,)+by(x,)=0

sartlarini saglayan agikar ¢6ziim Y(X) olmak lizere

2

Az—||bl+ ZUZ pz(x)de

esitsizligi saglanir.
Teorem 1.2 0< X <X, <1 ve m=0 olsun. r(x) € L’[0,1] igin
y'(x)=y'(x)=0

sartlarin1 saglayan

., m(m+1
-y +%y+r(x)y=0



denkleminin asikar ¢6ziimii y(X) olmak tizere

m(r)r(l—;l) < 4“: |r|dx}2 +[1/(%, %) | J.: |rldx
esitsizligi saglanir.

Bu calismalarin dogal devami olarak Dirichlet smir sartlari altinda Coulomb
potansiyeline sahip Sturm-Liouville operatorii, diflizyon operatérii ve hidrojen atom
denklemi igin diferansiyel operatorlerin spektral teoresinin diiz problemleri géz Oniine
alinip, 6zdegerler icin asimptotik formiiller bulunmustur. Ozel olarak hidrojen atom

denklemi i¢in elde edilen sonuglar E.S. Panakhov ve I. Ulusoy calismasinda bulunmaktadir
[36].



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER
2.1. Diferansiyel Operatérlerin Spektral Teorisinde Kullanilan Onemli Kavramlar
Bu kisimda, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde kullanilan bazi énemli tanim

ve teoremler verilmistir.
Tanmmm 2.1.1 X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde reel degerli, negatif
olmayan bir d : X x X — R doniigiimii asagidaki 6zellikleri saglasin: VX,y,z € X igin

1) d(x,y)=>0

2) d(x,y) =d(y,x),

3) d(x,y)=0=x=y,

4) d(x,y)<d(x,z)+d(z,vy), (iiggen esitsizligi)
Bu durumda d(x,y) fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine ise

bir metrik uzay denir. [38].
Tanmm 2.1.2 (M,d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya tamdir

denir. Ac M iginde bulunan her Cauchy dizisi A’nin bir elemanina yakinsarsa A’ya
(M, d) iginde tamdir denir [37].
Tanim 2.1.3
X, F fzerinde bir vektdr uzay olsun. X iizerinde bir norm asagidaki o6zellikleri
saglayan bir
H: X >R

fonksiyonudur: ¥x,y e X ve her a € F igin

1) [x[>0

2) ||X]| = 0 ancak ve ancak x =0

3) x| =[],

8) [x+yl= I+l
seklindedir [37].
Tanmm 2.1.4 X,Y,Z elemanlarindan olusan herhangi bir cimle H olsun ve asagidaki

aksiyomlar saglansin:

1. H lineer kompleks uzay

2. H ninher X,y ikili elemanina karsilik gelen <X, y) kompleks sayist i¢in



8) (xy)=(v,)
)

)
d

(=)

(¢)

{

(%) =03, Y)+ (%) (%, € H)
</1X, y) =/1<X, y) (Her A kompleks sayisi igin)
{

Nt

X,X)=0; (x,x)=0<x=0; (||x||=1/<x,x>)
d (X, y) = ||X - y|| metrigi anlaminda H tamdir.

Her n dogal sayisi i¢in H de n sayida lineer bagimsiz eleman vardir. Yani H sonsuz
boyutludur.

Bu takdirde 1-4 sinir sartlarini saglayan uzaya Soyut Hilbert uzayi, 1-3 sartlarini saglayan
uzaya ise Uniter Hilbert uzay1 denir [38].

Tamm 2.1.5 (L,[a,b] Uzay)

a<t<b olmak iizere (L, [a, b]) uzayl,

b
(L,[ab]) = {x(t) : J.[x(t)]z dt < oo}
seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ise

(f,9)=[ f()g()dx

seklinde tanimlanir (reel durumda @ = g(x) dir) [38].
Tanim 2.1.8
Tanim ve deger climlesi vektor uzayi olan doniisiimlere operator denir [40].
Tanimm 2.1.9 L ve L' aym bir C cismi tizerinde iki vektor uzay olsun.
T :L — L' operator donlislimii asagidaki sartlar1 saglarsa:
) TXX+X)=TX)+T(y), Xx,yeT
i) TUAX)=AT(x), AeC
T operatoriine lineer operator denir [40].
Tanim 2.1.10

N ve N' normluuzay ve T :N — N lineer bir operatér olsun. Eger her X € N igin
7] < c[x|

olacak sekilde bir C>0 reel sayis1 varsa T ’ye smirli operator denir. Bu esitsizligi

saglayan en kii¢iik C sayisina ise T operatoriiniin normu denir [40].
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Tanmm 2.1.11

N ve N' normlu uzay, T bir operatér, X, X olsun. Ve>0 ve VXxeX ig¢in
[X—%[| <& oldugunda HTX—TXOH<8 olacak sekilde bir 0 >0 reel sayis1 varsa T ’ye

X, € X noktasinda siirekli operatdr denir [40].

Tanim 2.1.12

H, ve H, iki Hilbert uzayr ve T:H;, —>H, smirli lineer operator olsun. Eger
T :H, — H, operatérii
(Tx,y) = <x,T*y>

sartini sagliyorsa T  operatoriine T ’nin adjointi denir. Eger T =T ise T ye self-adjoint
operator denir [40].
Tanim 2.1.13

H bir Hilbert uzayi ve T : D(T) © H — H lineer operatorii verilsin.

(Tx,y)=(xTy),

esitligi her X,y € D(T) igin saglaniyorsa, T operatdriine simetrik operator denir. Simetrik
operatorlerin biitlin  6zdegerleri reeldir ve farkli 6zdegerlere uygun Ozfonksiyonlari
ortogonaldir [41].

Tamm 2.1.14 (Doniisiim Operatorii)

E Hilbert lineer topolojik uzay, A ve B de A:E—E, B:E — E gseklinde tanimli iki
lineer operator olsun. E, ile E, de E lineer uzaymin kapal alt uzaylar1 olmak iizere E
uzayinin tamaminda tammh, E, den E, ye donisim yapan ve lineer tersi olan X
operatort,

i) X ve X operatorleri E uzayinda siireklidir,
i) AX = XB operator denklemi saglanir.

sartlarint sagliyorsa, bu operatére A ve B operatorler ¢ifti i¢in doniisiim operatorii denir

[42].
Tanmm 2.1.15 (Spektrum)

L—Al operatoriiniin simrli (L—Al1)™ tersinin mevcut olmadigi A ’lar ciimlesine L ope-

ratoriiniin spektrumu denir [43].



Tanim 2.1.17

L, D(L) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operator olmak tizere

Ly =Ay
esitligini saglayan y(X)=0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri,
y fonksiyonuna ise bir 6zfonksiyon denir [42].

Tamim 2.1.18 (Ozdeger, Ozvektor Fonksiyonu)

D(L) tanim bolgesi, L simirh lineer bir operator ve
B:( 0 1} o) :[p(X) a(x) j VO A) :(yl(x,ﬂ)j'
10 ax) -p(x) Y, (%, 2)
olmak tizere
Ly =By'+Q(x)y =1y
esitligini saglayan Y(X,4) #0 vektor fonksiyonu mevcut ise 4 sayisina L operatoriiniin
ozdegeri, Y(x,4) fonksiyonuna ise A4 sayisina karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu denir
[42].
Tanim 2.1.19

Xe X oldugunda verilen X -ler igin |f(x)|£C|g (X)| olacak sekilde bir C sabiti varsa

f(X) =0(g(x)) seklinde yazilir. X —> X,iken lim % =0 ise f(x)=o0(g(x)) seklinde
X—)XO X

yazilir [48,49].
Tamm 2.1.20

f(z) kompleks fonksiyonunun Zz, noktasinda tiirevi mevcut ve Zz, noktasmn bir
Dg(ZO):{ZZ‘Z—ZO‘<€} komgulugundaki her noktada tiirevlenebilirse, bu durumda

f(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [44].

Tanim 2.1.21

Kompleks diizlemin tamaminda analitik olan bir fonksiyona tam fonksiyon denir.
e’, sinz, z* gibi fonksiyonlar tam fonksiyonlardir [44].
Tamim 2.1.22 {4} dizisi L operatoriiniin 6zdegerleri ve Y(X,4,) ler bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar olacak sekilde

y* (X, 4, )dx

anz

QD Sy T



sayilarina L operatoriiniin normlastirict sayilar1 denir [45].

Teorem 2.1.1 (Rouche Teoremi)

f(2),9(z) fonksiyonlar1 bir C kapali ¢evresinin i¢inde analitik olsun. Eger C lizerinde
|g(z)| < | f (Z)| ise f(z) ve f(z)+g(z) fonksiyonlar: C kapali ¢evresinin iginde ayn1 sayida
sifirlara sahiptir [46].

Tanim 2.1.24 (Parseval Esitligi) H bir Hilbert uzay:1 ve X € H ve (e, ) ortonormal bir

dizi olsun. Bu durumda Parseval esitligi

=2l

olarak tanimlanir [38].

Tamim 2.1.25 (Volterra integral Denklemi)

K(X,y) karesel bir bolgede tanimli siirekli bir ¢ekirdek fonksiyonu olmak tizere
F00) =4(x) + 4] K(x, y)g(y)dy

integral denklemine ¢(x) bilinmeyen fonksiyonuna gore ikinci tiir Volterra integral denk-
lemi denir [47].
Tanim 2.1.27 (Diizgiin Yakinsakhk)

(f,) dizisi A ciimlesi tizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir ancak ve ancak her

pozitif  sayisi i¢in en az bir  sayis1 vardir 6yle ki Vn>n, i¢in ve her X€ A igin

| f,(X)— f(X)| < & . Burada sozii edilen n,sayisi sadece & sayisina bagh olup, X noktasina

bagl degildir. Buna gore diizgiin yakinsak her dizi noktasal yakinsaktir. Fakat bunun tersi
her zaman dogru degildir. Eger A ciimlesi sonlu ise diizgiin yakinsaklik ile noktasal
yakinsaklik birbirine denktir [50].
Tanim 2.1.28 (Parseval Esitligi)
f(x),9(x) e L,(a,b) olmak iizere

b » 1 (b b

!f(u)g(u)du=nZ;p—n£.£ f(u)¢(u,/1n)duJ(!g(u);ﬁ(u,in)du]
dir [38].

Tamm 2.1.29 (Hardy-Littlewood Esitsizligi) p>1, f(X)>0 ve F(x)= jox f(t)dt ise

10



[F3 ol frrom

0
esitsizligi saglanir [51].

Teorem 2.1.2 (Minkowski Esitsizligi) 1< p <o olmak iizere VX, y € R"(veya C") igin

k=1 k=1
seklindeki esitsizlige toplam i¢in Minkowski esitsizligi denir [52].

Tamim 2.1.30 (Cauchy-Bunjakowski Esitsizligi) (X ,||||) bir normlu uzay olmak iizere
VX, y € X igin

(x| < IXHIvI
dir [52].

Tamim 2.1.31 (integral icin Ortalama Deger Teoremi)

f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda siirekli ise 8yle bir ¢ €(a,b) vardir ki

f(c):éjf(x)dx

dir [50].
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3. STURM LIOUVILLE OPERATORU
3.1 Sturm-Liouville Operatorii icin Genel Bilgiler

L herhangi elemanlar ciimlesinde tanimli lineer bir operator olsun. y#0 olmak tizere
Ly =AYy esitligini saglayan y fonksiyonuna L operatoriiniin 6zfonksiyonu A ya ise
0zdegeri denir.

Operatorlerin spektral teorisinde sik sik gdz 6niine alinan Sturm-Liouville operatorii

d 2
L=———+q(x
o I
seklinde tanimlanir. Burada q(x), [a,b] araliginda siirekli reel degerli fonksiyondur.

L operatorii i¢in sinir sartlar1 genellikle asagidaki gibi tanimlanir.
1. tiir sinir sarti: Bunlara ayrik sinir sartlar1 denir ve
y(@)cosa+y'(a)sina =0
y(b)cos g+ y'(b)sin f=0
seklinde tanimlanir.
2. tiir simir sarti: Bunlar periyodik ve anti periyodik sinir sartlari olarak bilinir ve sirast ile
y(@) =-y(b)
y'(@)=-y'(b)
seklinde yazilir.
3. tiir simir sarti: Bunlar uclar1 bagl sinir sartlari olarak bilinir ve
y(a)=y(b)=0 veya y'(a)=y'(b)=0

seklinde tanimlanir.

2

Ly(X)=—3X¥+q(X)y=ﬂy (3.1.1)

y(a)cosa+y'(a)sina=0
y(b)cos g+ y'(b)sin =0
seklinde tanimlanan (3.1.1)- (3.1.2) sinir deger problemi literatiirde Sturm-Liouville

(3.1.2)

problemi olarak bilinir.

p(x),1(x) ve r(x)fonksiyonlari reel ve sonlu [a,b]arahgmda stirekli olmak tiizere Sturm-

Liouville operatoriiniin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini inceleyelim. p(x) ve r(X), [a,b]

araliginda pozitif fonksiyonlar olmak tizere Sturm-Liouville denkleminin genel



L=—i{ (x)ﬂ}ﬂ(x)y:/lr(x)y (a<x<b) (3.1.3)
dx dx

ifadesini goz oniine alalim. p(x) birinci mertebeden ve p(x) r(x) ikinci mertebeden siirekli

tiireve sahip olacak sekilde

- j(r((xx))] U=(rGOP()iy, u=ci

doniistimleri yapilirsa (3.1.3) denklemi

1}y,
G
Q'@ _ .19
Q(2) r(x)

Q@) = (r(x) p(x))*

q(z) =

olmak iizere
—y"+a(x)y =4y
seklinde yazilir.

Herhangi A, i¢in goz 6niine alinan sinir deger probleminin Y(X, 4,) # 0 asikar olmayan

¢Oziime sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda bu boliimiin baslangicinda verilen

tanimda (3.1.1)-(3.1.2) smur deger problemi A, 6zdegeri ve buna karsilik gelen

ozfonksiyonu da Y(X,4,) olarak tanimlanir.

Teorem 3.1.1 Eger q(x), [a, b] araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon ve
p(ad)=sina, ¢'(a,1)=-cosa

baslangig sartlar1 saglanirsa (3.1.1) denkleminin (a<x<b) araliginda her « igin bir tek

@(X,A) ¢Oziimii vardir. her X E[a, b] sabiti i¢in ¢@(X,A) fonksiyonu A ya gore bir tam

fonksiyondur [15].

Lemma 3.1.1 A4 # A, farkli 6zdegerlerine karsilik gelen Yy(X,4,) ve y(x,4,)

0zfonksiyonlari ortogonaldir. Yani
[y )y R)x=0 A=k, (314)
0

dir [15].
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Lemma 3.1.2 (3.1.1)-(3.1.2) sinir deger probleminin dzdegerleri reeldir [15].

3.2 Regiiler ve Singiiler Sturm-Liouville Probleminin Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar

icin Asimptotik Formiilleri

1. Sturm-Liouville Problemi i¢in

2

Ly(x)=—%+q(x)y=}ty (3.2.1)

y(@)cosa+y'(a)sina =0
y(b)cos g+ y'(b)sin =0

sinir deger problemini géz Oniine alalim. Burada Sina =0 ve sin =0 olmak iizere

(3.2.2)

(3.2.2) sinir sartlarini sirasi ile Sina ve sin S ifadelerine bolersek

y(@)cota +y'(a)=0

(3.2.3)
y(b)cot 5+ y'(b) =0
elde ederiz. cota =—h ve cot f=H ile gosterilirse
'(@)—hy(a) =0
y'(a)—hy(a) (3.2.4)

y'(b)+Hy(b)=0
yazilir. Boylece (3.2.3)- (3.2.4) probleminde eger q(X) siirekli reel degerli bir fonksiyon h
ve H reel sayilar1 da sonlu ise bu probleme Regiiler Sturm-Liouville Problemi denir. Bu
sartlardan herhangi biri bozuldugunda bu probleme Singiiler Sturm-Liouville Problemi

denir.

2. q(x), [0,7[ ] araliginda stirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak {iizere asagidaki

Sturm-Liouville Problemini

~y"+q(x)y=2y xe[0,x] (3.2.5)
y'(0)-hy(0)=0 (3.2.6)
y'(7)+Hy(z) =0
g0z Ontine alalim. (3.2.5) denkleminin
»(0,1)=1, ¢'(0,4)=h (3.2.7)
baglangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii ¢(X, A) ile gosterelim. Ayni denklemin
w(0,1)=0, w'(0,1)=1 (3.2.8)

baglangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii de (X, 1) ile gosterelim.

14



Lemma 3.2.1. A =57 olsun. Bu takdirde

(X, 1) = COS SX + gsin SX + %Isin {s(x—1)ja(r)e(z,A)dz (3.2.9)

(X A) = %sin sx +%isin (s(x—0)la(@)y (r,4)dz (3.2.10)

seklindedir.
Ispat. Oncelikle (3.2.9) esitligini ispatlayalim. ¢@(x,1) fonksiyonu (3.1.1) denklemini
sagladigi icin

Isin{s(x—r}q(r)go(r,/l)dr =jsin{S(X—r}(o"(r,/l)dr+82.[sin{S(X—r}(ﬂ(r,l)dr

0 0 0

yazilabilir. Daha sonra sagdaki integrali iki kez pargali integralleyelim ve (3.2.7) sartlarin

g0z Oniine alalim. Bu takdirde ISi n{s(x—z}p"(z,A4)dz integralini hesaplayalim.
0

'X[sin {s(x—t}p"(r,A)dr =

0

=p'(x,A)sin{s(x—x)} —¢'(0, A)sin {s(x—0)} + ij'cos {s(x—-1)}p'(z, A)dz

=—hsinx+ st' cos{s(x—17)}¢'(z,A)dr
=—hsinx+s {go(x, A)cos{s(x—x)} — (0, 1) cos {s(x—0)} - s.x[sin {s(x—1)}o(z, /l)dr}

=—hsinsx+s {(o(x, A) —COS SX — sJ'sin {s(x—1)}o(z, /I)dr}
0
bulunur. Boylece

_X[sin {s(x—7ja()p(r,A)dr = _X[sin {s(x—7}p"(r,2)dr +szj'sin {s(x—7lp(r,4)dr

0
=—hsin sx+s{p(x, 1) —cos sx} —szjsin {s(x—1)}p(z, A)dr +52J‘sin {s(x—1)}p(z, A)dr
0 0
=—hsin sx+ s¢(X, 1) —scos sx
elde edilir. (3.2.10) bagintisinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.
Lemma 3.2.2 s=o+it olsun. Bu durumda dyle S, >0 vardir ki |S| >§, i¢in asagidaki

esitlikler saglanir.

15



p(x,2)=0(e™), y(x,2)=0(|s|"e™) (3.2.11)

@(X, 1) = COS sX +O(|s|_1 e“‘x) (3.2.12)
sin sx lt
w(x,A) = +0 | |2 (3.2.13)
S S

0<x <7 igin X in aldig1 tim degerlerde bu ifadeler saglanir.

3. Simdi 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiilleri hesaplayalim.

(3.2.5)- (3.2.6) Sturm-Liouville Problemini géz oniine alalim. Lemma 3.2.1 ve Lemma
3.2.2 den dolay1

(X, A) = COSSX + gsin SX +%J.sin {s(x—7la(r)e(r,A)dr
0

@(x,A) =cossx+0 (|5|‘1 altlx )

seklindedir.

h#ow ve H o olsun. ¢(x,4), (3.2.5) denkleminin (3.2.6) sinir sartlarini saglayan
bir ¢6ziimii oldugundan bu fonksiyonun m noktasindaki degerini (3.2.6) sinir sartlarinin
ikincisinde yazdigimizda 6zdegerleri buluruz. Lemma 3.1.2 den dolay1 6zdegerler reeldir.
Negatif 6zdegerlerin sayisi sonludur. A pozitif sayist igin Ims =0 dir. Bu sebeple (3.2.12)

formiliinden

(X, A) = cos sx+0(%j (3.2.14)

yazilabilir. Daha sonra (3.2.9) ifadesini x ‘e gore diferansiyelini alip ve (3.2.14) bagmtisini

da kullanirsak
@, (X, 4) =—ssin sx+hcossx+0(1) (3.2.15)
S

ifadesini elde ederiz. (3.2.6) smir sartlarinin ikincisinde (3.2.12) ve (3.2.15) ifadelerini

yerine yazarsak 6zdegerleri bulmak i¢in asagidaki
—ssinsz+(h+ H)coss;:+0(l) =0 (3.2.16)
S

denklemi elde ederiz.
s nin biiylik degerleri igin (3.2.16) denkleminin tam dogal sayilarin komsulugunda kokleri
olmak tizere ¢ozlimlerin varlig1 acgiktir. Buradan 6zdegerlerin sonsuz bir ciimlesinin var

oldugunu elde ederiz. Herhangi yeteri kadar biiyiik tam n ‘den baslayarak her n ‘nin
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komsulugunda denkleminin sadece bir kokiiniin bulundugunu gosterelim. Bu amagla

(3.2.16) denkleminin sol kisminin s ‘ye gore diferansiyeli alinirsa
—nscossz —sinsz —z(h+H)sinsz+0(1) =0

elde edilir. Sol taraftaki ifadenin s biiyiik tam degerleri komsulugunda sifira esit olmadigini
gostermek miimkiindiir.

S, ile (3.2.16) denkleminin n. kokiinii gosterelim. Sturm’un osilasyon teoreminden ve

(3.2.12) formiiliinden S, i¢in S nin sifirlarini yalniz tam n ler komsulugunda elde ederiz.
Bu iddianin Sturm un teoremine bagli kalmadan baska bir ifadesini de sdyleyebiliriz.

A =5 olsun. Bu takdirde ozdegerler
o(m, A)+Hey (7, 2) =w(1)=0

denkleminin kokleri oldugundan W(A)=W,(S) dir. (3.2.9) ifadesinden dolay1 W(S), s ye
gore tam fonksiyondur. Buna ilaveten (3.2.14) ve (3.2.15) formiillerinden Sinsz # 0 igin

W(A)=w,(s) ifadesinden

W(2)=w, (s) = —Hssin sﬂ{uo[l]} (3.2.17)

B
elde edilir.

S diizleminde R=N +% yarigapli ve merkezi orijinde olan Dy dairesini goz oniine alalim.

Rouche teoreminden ve (3.2.17) asimptotik formiiliinden Dy dairesinin iginde Wl(s)
fonksiyonunun sifirlarinin sayisina esit olup bu sayr 2n+1dir. Wl(S) fonksiyonu gift
oldugundan onun sadece pozitif sifirlari1 gz Oniine almak yeterlidir. Wl(S) nin her

1
pozitif sifirina bir 6zdeger karsilik gelir. Yani N + > den kiiciik olan S, 6zdegerinin sayis1

N +1 olacaktir. S, igin asimptotik formiil asagidaki gibi olur.
s, =n+0(1) (3.2.18)

s, =N+0, olsun. Bu durumda
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0=—(n+5)sin(n+3)7+(h+H)cos(n+3 )7 +0(2)
n
=—(n+46,)(sinnzcos §,7 +cosnzsin 5, 7)

+(h+H)(cosnz cos,z —sinnzsin &, 7) + O(%)
elde edilir. cosnz=(-1)" ve sinnz=0 oldugu gdz Oniine alinirsa (3.2.16) denklemi

nsing,7+0(1)=0 seklinde olur. Buradan sin5n7z=0(lj yani 5n:0(1j olur.
n n

Buradan (3.2.16) denkleminin koklerini bityiik n ler igin

S, = n+o(1j (3.2.19)

n
elde ederiz.

Eger (3.2.1) denkleminde q(x) fonksiyonu sinirli tiireve sahipse (3.2.19) formiili yeteri
kadar diizgiin sayilir. Sayet (3.2.9) esitliginin x ‘e gore tiirevini alip daha sonra ¢@(X, 1) ve

@, (x,A) ifadelerinin (3.2.6) sinir sartlarinin ikincisinde kullanip birka¢ doniisiim yaparsak

A=h+H +j{COSST+%Sin Sr}q(r)(o(r,i)dr
0

B= he + J.{Sin ST +E}q (r)(o(r,/l)dr
s 3 S
olacak sekilde

(-s+B)sinsz+ Acossz =0 (3.2.20)
ifadesini elde ederiz. (3.2.14) ifadesinden dolay1 A ve B igin

A=h+H +%_l‘q(r)dr+%.([q(r)c03231dr+O(%j

1% . 1
B==|q(r)sin2srdz+0O| =

3Ja(o 3

olur. Hipotezimizden dolay1 (X) potansiyel fonksiyonu sinirli tiireve sahip oldugu i¢in

kismi integral alinirsa

q(zr)cos2srdr = 0(1) Iq(r)sin 257d7 = o(l)

S S

O ey N

olur. Dolayisiyla A ve B ifadeleri i¢in
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A:h+H+h1+O(%j m:—jq(z')dr

o[}

elde edilir. Bu sebeple (3.2.20) denklemini

h+H +hl+0(ij

o

seklinde yazmak miimkiindiir. Tekrar S, =n+ 0, alinirsa

tansz =

tannztan o,
l-tannztanod,x

tan(n+0,)7r = =tand,r

oldugundan

tan 7z'5n = h+H—+hl + O(%j
n n

ve X — 0 iken tan X = X oldugu goz 6niine alinirsa

0, :m+0(ij

) zn n?
elde edilir. Boylece
1 17
c=—|h+H+=|q(r)dr
o]

olmak tzere

n n?

s = n+3+o(ij (3.2.21)
elde ederiz. q(x) e C? (0,7T ) oldugunu kabul edersek daha yaklasik bir asimptotik formiil

buluruz. ¢, sabit olmak iizere

3 n4

s =n+ 43 +o(ij (3.2.22)
n n

olur.
Simdi (3.2.21) formiiliinden faydalanarak ¢(X,A) =@, (X) 6zfonksiyonlari i¢in asimptotik

formiil bulalim. Bunun igin (3.2.9) esitliginde @(x,A) yerine (3.2.14) ifadesini yazarsak
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o(x, 1) =cos sx+gsin sx+%jsin {s(x—7}cos STQ(T)dT+O(si2]

:cossx+23in sx+SInS Iq( )dr+0( 1j

elde edilir. (3.2.21) formiiliinde S i¢in her yerde S, alinirsa

1X
,B(X):—CX+h+§.(|;q(z')dr

olmak lzere

(X, A)=¢,(X) = cosnx——smnx+hsmnx+ Iq( )dr+0(1j
n n
=COSNX + ’8( )sm nx+O( 1 j
n?
elde ederiz. ¢,(X) normlastirilmig 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiillerini bulmak igin

]i ?(x)dx _Icos nxdx +— jﬂ(x)sm 2nxdx+0( 1)

0

integralini goz 6niine alalim. S(X) fonksiyonu diferansiyellenebilir oldugundan

]{,B(x)sin 2nxdx =0 (%)

dir. Bundan dolay1 a’ = % + O( L j dolayisiyla

2Bl

olur. Boylece normlu 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiil

v, (X) = ai(pn(x) = \/E{cos nx+&sm nx}+0(%] (3.2.23)

seklinde olur.

4. Simdi h=o0, H # o0 oldugu durumu inceleyelim. (3.2.6) sinir sartlarinin birincisinde
y(0)=0 (3.2.24)

oldugunu kabul edelim. fonksiyonu sartin1 saglar. Bundan dolayi arastirdigimiz durum igin

(3.2.6) sinir sartlarinin ikincisinde w(X,A) fonksiyonu yazarak 6zdegerlerini arastirabiliriz.

(3.2.10) ifadesinin x e gore diferansiyelini alirsak
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vy (X A)=Cossx+ jcos{s(x—r}q(r)w(r, A)dz
0
elde ederiz. Bundan dolayi (3.2.6) sinir sartlarinin ikincisinden

coS S +]£cos{s(7z —7jq(z)y (z,4)dzr
0 (3.2.25)

+H {Sinss” +%”sin {s(n—r}q(f)y/(r,/l)dr} -0

elde ederiz. (3.2.13) ifadesinden dolay1 (3.2.25) dan

cos s;r+1_|'cos{s(7r—r}sin szq(r)dr + >INsS7 +O(ij =0 (3.2.26)
Sy S

SZ
bulunur. q(x) smirh tiireve sahip oldugundan

T Vi 4
_[cos{s(;z—r}sin szq(r)dz = cos Sﬁjcos szsinszq(zr)dz +sin Sr_[sin2 stdr
0 0 0

sinsz ¢ 1
= dz+0| =
> !q(r) T+ (Sj

olur. Bundan dolay1 (3.2.26) esitliginden

SIN Sz Sin Sz

{H +£Iq(r)dr}+0(%j=cosm+ H, +O(i2]=0 (3.2.27)
25 s S S

COSSx +

olur.

S, =N +%+ 0, olsun. O zaman (3.2.27) ifadesinden

olmak tlzere

cot(n+%+5nj7r:—tanc?n;z:—ill+0(—j

olur ve
H, = H +2 [q(o)dr
1 2 )

olmak tlizere
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elde ederiz.
Simdi (3.2.10) da S, degerini yerlestirirsek w(X,4,)=v,(X) Ozfonksiyonlar1 igin
asagidaki asimptotik formiilii

y/n(x)=ilsin(n+1j+0(%]
n+§ 2 n

elde ederiz. ;' normlagtirilmis katsayilari igin

2-F 2ol

formiiliinii elde ederiz. Bundan dolayr bu durum igin vn(x):(ijy/n(x) normlu
a

n

vn(x):\/%(n+%jx+o(%j (3.2.28)

5. Son olarak h=0 ve H=o durumunu aragtiralim. (3.2.6) siir sartlarinda

ozfonksiyonlari

seklinde olur.

y(0) = y(7) =0 oldugunu sdyleyebiliriz ve bundan dolay1 (X, 1) fonksiyonu 6zel olarak
w (X, A4) =0 sartim1 saglamalidir. (3.2.10) ifadesinden

sin S7r+J.Sin {s(z—7}a(r)y(r,A)dr =0
0
ya da
sin Sﬂ{1+ jcos stq(z)y (7, 4) dr} —Cos Snjsin stq(z)y (r,4)dr =0
0 0
seklinde elde edilir. (3.2.13) ifadesinden dolay1 (q(x) sinirli)
S

sin Sﬂ—ziCOSSﬂjq(T)dT+O[i2j =sin Sﬂ—gCOSSﬂ-i-O(iz) (3.2.29)
S 0 S S

elde ederiz. Bu denklem (3.2.16) denklemi ile aynidir. Bundan dolay1 (3.2.29) denkleminin
kokleri
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Q= (ij .[ q(r)dz olmak iizere
2r ),

S, :n+ﬁ+0(%j
n n

seklindedir. (3.2.10) da S, nin degerini yerine yazarsak w(X,A,) =, (X) 6zfonksiyonlari

icin

sin nx 1
0= +0(—2j

n

asimptotik formiiliinii elde ederiz. o, normlastirilmig katsayilari i¢in

=Bt

formiiliinii elde ederiz. Bundan dolay1

Vo (X) = ( J%(X)
normlastirilmis 6zfonksiyonlari

v, (X) :\/%sin nx+0(%j

olur. Buraya kadar olan kisim Levitan ve Sargsjan tarafindan incelenmistir [15]. (3.2.1)
denkleminin Dirichlet sinir sart1 altinda incelenmesi ise Pdschel ve Trubowitz tarafindan

yapilmistir [14].

3.3. Dirichlet Siir Sarti altinda Ozdegerler i¢in Asimptotik Formiiller
—y"+q(x)y=1y, 0<x<1 (3.3.1)
¥.(0,4,09) =y,(0,4,0) =1
¥1(0,4,0) = ¥,(0,4,09) =0

seklinde tanimlanan (3.3.1)- (3.3.2) baslangi¢c deger problemini g6z Oniine alalim. Burada

(3.3.2)

AeC ve q(X)e L? [0,1] olmak tiizere bu problemin ¢6ziim fonksiyonlari asagidaki

sekildedir:
Teorem 3.3.1 (3.3.1) denkleminin (3.3.2) baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri

v, (% A,q) = cosfx+js'”‘/;_x 9 a(t) vt A q)dt  (3.3.3)

23



t)q(t)yz(t,ﬁ,q)dt (3.3.4)

CsinAx  FsinaA(x—
Y (%, 2.0 == +£ 7

seklindedir. Ayrica asagidaki yaklagimlar saglanir:

¥, (X, A4, q) —cos ﬁx‘ < ﬁe“mﬁ”qﬁ) (3.3.5)
v, (% A, q) - S'”ng < ﬁe“mﬁ”“ﬁ’ (3.3.6).
Simdi (3.3.1) denkleminin
y(0)=0, y@®=0 (3.3.7)

Dirichlet sinir gartin1 saglayan bir ¢oziimii olup olmadigina bakalim. Teorem 3.3.1 ‘den
Y,(X,4,9) ¢6ziim fonksiyonu VY, (0,4,q) =0 sartin1 saglayan bir ¢ziimdiir. y,(1,4,q)=0
sartin1 da saglamasi durumunda Dirichlet sinir sartint saglayan bir ¢dziim olacaktir.
Lemma 3.3.1: Her n tamsayist i¢in |Z - n7Z'| >l 4ise

el < 4/sin¢|
Ispat: z = x+iy |sin Z| ¢ift ve periyodu 7 oldugundan 0<X<7/2 ve |Z| >7/4 igin
lemmay1 ispat edelim.

|Sin Z|2 =cosh® y —cos® X oldugunu biliyoruz. 7/6<X<x/2 ve her y reel degeri icin

cos? xﬁ%égcoshz y elde edilir. 0< X <7 /6 igin ve |z|> 7 /4 oldugundan

5 1
2> (nlaY =X 2 —n? > =
v 2(m/4) 144" ~3
ve boylece cosh’ y >1+ y* > % > gcos2 x olur. Her iki durumda da

sinz|” = cosh? y —cos? x > L cosh? y > 1L oo
4 16
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Lemma 3.3.2 (Counting Lemma): e L’[0,1] ve N>e” bir tamsayi olsun. Bu
durumda Y, (1 4,q) ‘nun

ReA < (N +1/2)°7°
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bolgesinde N tane kokii vardir ve her n> N i¢in
|/1 - n7z| <ml2
bolgesine sadece bir kokii vardir.
ispat: N > e olsun,
|ﬂ—n7z|=7r/2 ,n>N
¢evresini goz Oniine alalim. Lemma 3.3.1°den
™Al 4‘sin \/ﬂ

saglanir. (3.3.6)’dan

Y, (1! /1) -

Sin\/;|< el glm7|
Vi |72l VA
2N |sin \/ﬂ
V|| VA
sinﬁ‘
A

IA

<

olur. Boylece Rouche teoreminden

sir\1/:1_/7 ve (yz(l’i)_siz;_/z]jLsiT/;_/z

ayni sayida sifirlara sahiptir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Bu lemmay1 kullanarak

asagidaki teorem ispatlanabilir.
Teorem 3.3.2 g e L*[0,1] olmak iizere
—-y"+q(x)y=4y, 0<x<1
y(0)=0, y(@)=0

sinir deger problemi i¢in 6zdegerlerin asimptotik formiilii asagidaki sekildedir:

w(q) =n’z" + j[ q(t)dt —(cos(2znx),q) + O G)
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4. SINGULER STURM- LIOUVILLE OPERATORUNUN SPEKTRAL ANALIZi

Bu bolimde Guillot, Ralston [39] ve Carlson [53] tarafindan elde edilen sonuglarin
ispatlar1 daha detayl1 bir sekilde verilmistir.
4.1.1 Ozdegerler Icin Asimptotik Formiiller
2
_yn+Py+q(X)y:ﬂ,y, XE(O,l) ve AeC (411)

denklemi
y@®» =0 (4.1.2)

baslangi¢ sartin1 saglasin. (4.1.1) denkleminin

u(x,ﬂ)zg(SiT/fx—cosﬁxJ (4.1.3)
X
v(X, 1) :—gisin JAx+ COjIﬁXJ (4.1.4)
X
olmak tizere
w(64,0) =v(x, D) - [ 90t AW (. 4, a)elt (4.05)
P(x,2,0) =u(x 2) + [ 9(x L )a)e(t, 2, o)t (4.16)

((p(., A, (., 4, q)) seklinde iki lineer bagimsiz ¢dziimii oldugunu gosterelim. Burada
g(xt,A)=v(x,Au(t, 2) - v(t, A)u(x, 1)

seklindedir. (4.1.1) denkleminde q(x) =0 alirsak

y"+(/1—%)y=0

denklemi elde edilir. Xx=0 noktasi reguler singiiler bir nokta oldugundan Frobenius

metodunu kullanalim.

n+r
y= E a X
n=0

seklinde bir ¢6ziim arayalim. Bu ¢6ziimii
X2y"—2y + Ax’y =0
denkleminde yerine yazarsak
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ian (n+r)(n+ I’_l)xn+r _izanxnw +i2’anxn+r+2 -0
n=0 n=0

n=0
elde edilir. (n+1). terimin katsayist
a = 4 a
" (n+r+l)(n+r-2) "

seklindedir. indisler denklemi
r’-r-2=0
oldugundan r, =2 ve r, =-1 elde edilir.

I, =2 igin ¢6ziim fonksiyonu

A A2 A3 3( sin/Ax
=a (x> -Z=x'+ X8 — +.)=a — —COS~AX |,
i =200 16X g0 15120 T a"z{ Jax \/_j

I, =—=1 i¢in ¢6ziim fonksiyonu

0

A A2 A8
YZZE (r—rz)y(rl,x)] ? °

1
=, (—— - =X+—Xx"——X
T N T

cosﬁx]
JAx

seklindedir. Simdi (4.1.1) denkleminin ¢oziimiinii bulmak igin sabitlerin degisimi

+...)

7

=4q, ?(—Sin AX—

yontemini uygulayalim.
y =C,(X)u(x, 4) +C,(X)v(x, 1) (4.1.7)
alalim. Kendisini ve tiirevlerini (4.1.1) denkleminde yerine yazarsak
c,(Xu(x, 4) +cy(x)v(x,4) =0
¢ OQu'(x, 4) + ¢, (x)v'(x, 4) = —a(x)y
sistemi elde edilir. Birinci denklemi —v'(x,4), ikinci denklemi v(x,A) ile garpip taraf
tarafa toplarsak

o V(x,4)
()= U'(X, AV(X, A) —u(x, AV'(X, 1) 9y, 4)

ve birinci denklemi u'(x, A), ikinci denklemi —u(x, 1) ile garpip taraf tarafa toplarsak

u(x, A)
u'(x, Av(x, 1) —u(x, )v'(x, 1)

cy(X) = q(x)y(x, 4)

elde edilir. Burada

27



u'(x, A)v(x, A) —u(x, A)v'(x, 1)

~ cos/Ax _sin+/Ax o sin /T o SOSVAX
__ﬁ[ b NP +Asi fj[s J2 T j

:__[ZcosJ_x3|nJ_x cos?® JAx— st\/_er\/—Slnz\/—X cos\/_xsm\/_xJ

Ja X Jax?

- 2 - 2
L1 Zcosﬁxsmﬁercos JAx —sin? J2x _ J7cos? JAx— cos«/_xsm«/_x
NA X NG

=1

oldugundan

¢ (x) =v(x, 1)ax)y(x, 4)
C; () =—u(x, A)a(x)y(x, 1)

bulunur. Son esitlikleri 0’dan X ’e integre edersek

c,(X) = J.Oxv(t,/l)q(t)y(t,l)dt Ve ¢,(x) = - u(t, Ha® y(t, A)dt olur.

olur. Bu degerleri (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak

y =u(x, A) [ vt Aamy(t Adt-vix, A ut, Ha) v, A)dt
= [ utx AV, 2) ~v(x, Au(t, )] a@®) v, et

- fox g(x,t; A)q() y(t, A)dt

elde edilir. Boylece (4.1.1) denkleminin

#(x 2,0) =u(x, A)+ [ g(x.t; DaO(t, 4 6)dt

seklinde bir ¢oziimii vardir.

x? (1+ ‘*ﬁ‘t) mn.

lg(xtA)|<C

el

t<x

p(x1q)<C— X gmVi (4.1.8)

)

bagintilarini [39] kullanarak
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(%, 4,q)—u(x, 4)| <

[ ot Aa®e(t 4,q)dt

<C->|g X2 (l+‘\Ft‘) \lmﬂ () t2 e"m‘m[dt

(1+‘«/_x‘) (1+‘ﬁt

SN—~—
N

cc— el — =

(1+\f i)

(H«f ]
bulunur. O halde

X ‘Im lx 1 t|q(t)|

A o

(%, 2,0)—u(x,2)|<C

'—a

seklindedir. Burada C , keyfi bir sabittir.
Benzer sekilde (4.1.1) denkleminin

v (6A4,0) =v(x, ) - [ 90t a@w 2,6t

seklinde bir ¢oziimii vardir.

|g(xtﬂ)|<c (1+N_‘ ) \'mﬁ\(t—X)’ x <t
(e N

ve

‘l// (X, l’ q)‘ <C Melmﬁa—x)

bagintilar1 kullanilarak

1
v (%, 4,0)—v(x A <C—— 1 "”‘ﬂ“ﬂ (1)t

7l

bulunur. W (e, ) wronskianin bire ve sifira esit olmadig asikardir. Gergekten,

W(p,w) = 1+O(/11112j, A=+,

(4.1.9)

(4.1.11)

(4.1.12)

(4.1.13)

Rouche teoreminden dolayr ¥n>N icin {1eR|A"—(n+1/2)z<x/2} kiimesinde

sadece bir £4,(q) 6zdegeri olacak sekilde bir N tamsayisi vardir. Boylece ¥n> N igin
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ﬂnuZ(q):(n+%jﬁ+gn, |gn|<% (4.1.14)

olur. Burada N, LZR [0,1] uzayindaki sinirli kiimeler iizerinde ¢ ’dan bagimsiz olarak
secilebilir. [14]

Teorem 4.1.1 Vf € L*[0,1] igin

j[z—u (X, A) — 1} f (x)dx :jcos 22 (TF ) (x)dx (4.1.15)
ve
jzﬂzu(x, AW(x, A) f (x)dx:%j'sin 22 (T ) (x)dx (4.1.16)

olur. T operatorii

(TH)(x)= T~ 4x]_ fs(f) ds, fel’[01]

L* [0,1] *de smnirli birebir operatordiir. Goriintii kiimesi X* fonksiyonuna gore ortogonal bir

alt uzaydir [39].
Ispat: Once (4.1.15) bagmtisinin saglandigimi gosterelim.

j(z—u (x, 1) - 1]f(x)dxj[2[3i3fx—cosﬁxj —1Jf(x)dx
0 0 X

¢ sindax SIHZ\/_X
_2£ [ Tix j f (x)dx -2] f (x)dx + j cos 242 xf (x)dx (4.1.17)

f € ?[0,1] oldugundan

[ (2 se{[1] | e
(e (o] {2 el

olur. Dolayisiyla X — 0, iken
1 f 1 1f(s 1
[ o) ve [P0

30
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(4.1.17) ifadesindeki esitligin saginda bulunan birinci ve ikinci integralleri sirasiyla I, ve

l, ile gosterelim. |, ile gosterilen integralde

u =sin? JAx, du = /2 sin 244 xdx

(%) 1 f(s)
dv = 2 dx, v_—IXS—st
kismi integrasyonu uygularsak
2

L =2[ sin J2x f (x)dx

1= %), «/IX

I S (O N o 1 £(s)

= —sin ﬁxjxs—zdso+ﬁ_|'osm2\/7x Ixs—zds dx

2] = 1 f(s)

== ﬁ.[ostﬁxUX 2 ds]dx}

elde edilir. Burada tekrar

u=sin24x, du = 24/2 cos 24/2xdx
(2 f(s) Y F(s)
dv—UX > ds)dx, v_—jx(jt > dsjdx

ele alip, kismi integrasyonu uygularsak

_i o 1 1 f(S)
Il_ﬁ{ SIHZﬁXL(L % dsjdx

l + Zﬁﬂcos Zﬁxjj(f fs(zs) ds]dtdx]

t t

:%{zﬁjscoszﬁxﬁulgds}dtdx}:4_[;c082\/zXI:Ul fs(zS) dSJdth

elde edilir. 1, ile gosterilen integralde

u =sin 23/, du = 24/ cos 2/ xdx
dv=de, v=—jl@ds
X XS

olmak tizere kismi integrasyonu uygularsak

1sin Zﬁx

|2=—2j0 NP f (x)dx

= _—2{—sin Zﬁlewds
xS

Lo 11 ()
N O +j02\/70032ﬁxijdsdx
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I, = —4“:005 Zﬁxﬁ@ dsdx}

bulunur. Daha sonra |, ve |, degerleri i¢in bulunan degerleri (4.1.15) ‘de yerine koyarsak

j‘(Z%Zuz(x,ﬂ,)—lJ f (x)dx

_ 4jolcos Zﬁx.[xl(r fs(zS) ds) didx — 4“01cos Zﬁxjj@ dsdx}

t
+ j:cos 2JAxf (x)dx

- J‘JCOSZﬁxPJ‘j( [ fs(f) ds)dt—4j§@ds+ f(x)}dx

t

= J'Ol cos 24/Ax (TF) (x)ax

elde edilir. Burada
()0 :4jj(f§dsjdt—4j:@ds+ £ (x)

seklindedir. Simdi T=T oldugunu gosterelim.

Birinci integralde
1f(s
u :J' #ds, dv =dt
ts
olacak sekilde kismi integrasyonu uygularsak

('I:f )(x) = 4{'[.[:% ds‘x + th%dt} - 4"‘5@ ds+ f(x)

=4jj¥dt—4xj: fs(f’) ds—4jj@ds+ f(x)

f

) g5 = (71 ) (%)

= £(x)-4x[’ A

oldugu goriiliir. Boylece (4.1.15) esitligi ispatlanmis olur. Benzer sekilde (4.1.16) esitligi
de gosterilebilir. Simdi T operatdriiniin smirli oldugunu gésterelim. Bunun igin T

operatoriiniin adjointi olan T i operatoriinii bulalim.
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(Tf,h):j:[f(x)—4xjj§dsjh(x)dx

= ["£0oon(x)-4], xh j RIOFY
Son ifadenin ikinci terimine

jxlfs(s)ds dv = xh(x) dx

kismi integrasyonu uygularsak

(TF,h) = [ £ (0h(x) -4, xh( j 1) oo

+Il f (X)onsh(s)dsdx

0X2

o IASIOINT i
_Lf(x)h(x)dx 4“ - dsj0 sh(s)ds

0

- I: f (X)(h(x)—%j:sh(s)ds)dx =(f,7"h)

elde edilir. Boylece T operatoriinii
* 4 ex
(T h)(x):h(x)—?j0 sh(s)ds (4.1.18)
seklinde elde ederiz. (4.1.18) esitliginin her iki tarafinin normunu alarak ti¢gen

esitsizliginden faydalanarak ve integral i¢indeki s yerine x alirsak

h(s)|ds

olur. Hardy-Littlewood esitsizliginden

(s)\dsH {{%( I h(s)es) dxr < KZL_J ['n (s)dsr < 2|1

oldugu hemen bulunur. O halde

elde edilir. Boylece T~ siurli bir operatordiir. Dolayisiyla T >de simrli bir operatérdiir.

Ayrica

33



. 4 4|
T (x*)=x*—=| ss’ds=x"—-—|=| |=0
X J-O X“| 4,

oldugundan T operatdriiniin goriintii ciimlesi L° [0,1] "de x* fonksiyonuna gore ortogonal

alt uzaydir.

Simdi T operatdriiniin birebir oldugunu gosterelim. Gergekten, [ operatorii siirekli
oldugundan dolay: (Tf )(X) =0(X), olacak sekilde bir g €C; (0,1) fonksiyonu vardir.

Simdi f(x) fonksiyonunu bulalim.

(TF) () =9(x)

denkleminin X ’e gore tiirevini alirsak

g(x) = f(x)—4xji%ds

1f(s f X
g'(x) = f'(x)- 4] ()d )
X
elde edilir. Son esitligi X ile ¢arpip tekrar tiirevini alirsak
Xg'(x) = xf '(x) +3f (x) + g(x)
g'(X)+xg"(x) = f'(x)+xf"(x)+3f'(x)+g'(x)
Xg"(x) = xf "(x)+4f'(x)
olur. Son esitligi x° ile arpip her iki tarafa 4x%g'(x) eklersek

x*g"(x) = x* f"(X) +4x3f '(X)

Ax%g'(x) + x*'g"(x) = 4 '(x) + x* f "(x) + 4x°g(X)

2

elde edilir. Bu esitligin sag tarafina da 12x*g(x) terimini ekleyip ¢ikararak ve 0’dan ’e

integre edersek

A3g'(x) +x*g"(x) = 4x3  '(x) + x*  "(x) +12x°g(X) + 4x°g '(X) —12x°g(X)

d

o —(x'g'(x)) = dx(x f (x))+i(4x 9(x))-12x*g(x)

x*g'(x) = x* f '(X) + 4x%g(X) —12I0thg (t)dt

bulunur. Daha sonra elde edilen esitligi x* ile béliip tekrar integre edersek
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X = 0'(x) + 22 2 4
P00 =900+ [ ta(tyt ~9(9

' d(4 .
—g (x)—&(gjot g(t)dt}

ve
4 (x,
F09=9(0-— ], o (tydt

bulunur.
4 ¢x,
(A9)09 =0 |, t'g (t)t

olsun. A operatoriiniin siirekliligi T operatoriiniin siirekliligine benzer sekilde

gosterilebilir.
v el? [01] igin A(Tf)=f ve x?’ye gore ortogonal alt uzaydaki her f igin
T (Af ) =f oldugunu gosterirsek T operatoriiniin birebir oldugunu gostermis oluruz.

Bunun i¢in 6nce A(Tf ) = f oldugunu gosterelim.

A(TF(0) = F(x)-4x[’ fs(zs) ds —%joxtz ( fo-4atf fs(f) ds)dt
_ f(x)—4xj:§ds—%[_[oxtzf(t)dt—.fox4t3f¥dsdt}
Son integralde

f
4t°dt = dv, r@ds =Uu
ts

olmak tizere kismi integrasyonu uygularsak

A(TE9) = £ (0 —4x[ T a5 2| "¢ e —[t“f £8) g

x s X3 s

L ontz f (t)dtH

= f(x)—4x_|-xl f(s) ds—i_—x“_"x1

SZ X3 |

f
S(f) ds} — ()
olur. Simdi T (Af )= f oldugunu gésterelim.
4 o 11 4 s
T (Af(x))= f(x)—Ffo t f (t)dt—4xjxs—2(f(s)—s—3jot2f (t)dtjds

- f(x)—%j:tzf (t)dt—4xDXl e ds—jxlsisj;tzf (t)dtds}

S
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ele alip kismi integrasyonu uygularsak

f(s)ds—(——jt f t)dt‘ +f f(S)dsﬂ
= f(x) —Fj'oxtzf (t)dt —4x“01t2f (t)dt—FIOthf (t)dt}

(Af(x))_f(x)——j t2f (t)dt - 4{]

1
Burada Itzf (t)dt=0 oldugundan T (Af (X)) = f(X) olur. Boylece T operatoriiniin
0

birebir oldugu ispatlanmis olur.

Teorem 4.1.2 q(X) € L*[0,1] olmak iizere

14,(@) = (n+1)° 72 —2+I:q(x)dx+0(%j
Ispat: (4.1.6)’dan
0= (L, £1,(), @) = U(L 4, (o) + [ G (Lt 22,(@)) At )p(t, 1, (), )t (41.29)
elde edilir. (4.1.8), (4.1.9) ve (4.1.11)’den
2 ‘Imﬂx 1 t|q
i
(V7)) 2 (0] \)

(X, 4,q)<u(x,2)+C

oldugu g6z oniine alinirsa

t2e"mm‘t 1 t|q
(1+‘4/,un(q)‘t)2 o1+ |1, (@) \t

t £ tla(t)

o] N

olur. Bunu ve (4.1.11) esitsizligini kullanarak

—_—

o(t, 1, (a),9) <u(t, i, (@) +C

<u(t (@) +C

[ oLt (@) a(thott, 4, (@)t < [ g (Lt 1, (@) a(tu(t, 4, ()t

+C j a(Lt, 1,(a))q dsdt

(1+Hyn(q ‘ )2 -(|).1+‘\/1un(q ‘S
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< j:g(l,t,yn (@)a(thut, «,(a)dt

1 1+‘\}ﬂn(q ‘t t q( j«
@) (Rl Nﬂnm o

<[Co (L.t (@) a(tu(t 4, (@)t

1 tat) ¢ sla(s)

e ] )

dsdt

<[ 0@t m@)a(ut.s, (q))dt+0(ni4j

elde edilir. O halde (4.1.19) esitliginden

0= (L, 21, (@), ) = U(L 21, (@) + [ (L.t 22,(@) ) (Lt 4, (D)l +O[ni4) (4.1.20)

elde edilir.

9 (L, 24,(a)) = V(L 4, (@)Ut 24, (@) = V(L 1 (U 4,(a))
oldugundan (4.1.20) bagintisindaki integral

[ (Lt (@) At 2 (@)t =V 11, (@) U (E, 4, (@))q (1)t

UL a1, (@) [ UGt 1, @)V 4, (@)l (1)
seklindedir. (4.1.15) bagintisindaki

(4.1.21)

j{z%zuZ(x, 2) —1j f (x)dx =j cos 24/ Ax(TF)(x)dx

0

esitligi kullanirsak (4.1.21) esitliginin sag tarafindaki birinci integral

V(L 24, (@) [ Ut 21, (D) (1)t =

_ \/ﬂn(Q[ 0 Jin(@ + Osﬂ\/‘é;(q JZ;J (q)(f €05 /1, (@)X (Tq)( dx+JjQ(x)dx)

=‘73un3/2(q)(sin«/un<q +C3L(q J(I cos [, (@ (Ta) (x)dx-+ [ a()x)

seklinde bulunur. Daha sonra (4.1.16) bagintisindaki
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1 1
j JAu(x, Av(x, 2) f (x)dx = % j sin 2 AX(TF )(X)dx
0 0

esitligini kullanirsak (4.1.21) esitliginin sag tarafindaki ikinci integral

U, (@) [ Ut 21, @)V, 21, (@))q (1)t

siny/u, (@) 1 -
N 2 T d
ﬂn(CI)( 1.(q) 08 ””(q)}z\/m(jos'” Ji (@t (Ta)(t) t)

=2 sinf4,(q) 3
2 (g )[ m cosa/ )J(J' sin 2./ z, ()t (Tq)(t )dt)
seklinde bulunur. Boylece (4.1.20) esitligi

0= (L 1, (0), &) = UL 4, () + [ (L., 4, () A(tW(t, 11, (@)t + O(n )
=L 4 (@) + [ [VC 41, (Ut 41, (@) ~VCE. 41, (UL a1, (@) ]t it 1, (@)t + O (n*)

= UL 1, (@) + VL 1, (), U (8, 21, (@)1 () At — UL, 1, (D) [ Ut 2, @)VCE, 4, (@D)ar (1)

+O(n‘4)
> (Si”“”“(q)—cos«/un(q)J S/Z(q)(smx/un(q v SV”“(qJ

T @ @ J
x(ﬁcos 1, (@t(Ta)(t dt+I q(t)dt) w1, (g ){SIT/_“#”(q 0 \/ 14, (q) J

x(ﬁsin yn(q)t(Tq)(t)dt)

seklinde olur. Bu esitligi 4 (q)/3 ile ¢arparsak

o, 1 sin ¢4, (9) [ €0s y/£4,(0)
1, n y = — A _ :
& u,(a),9) ,—n(q) oS 4/ 1,(Q) 5 n(q (sma/u (q) + 0 J

1 1 1 sinyJu, (0)
x(jocos ﬂ"(q)t(Tq)(t)dt+joq(t)dt)_szn(q)( Ja@ COS«/un(Q)J
x(jolsin yn(q)t(Tq)(t)dt)

olur. Son esitlikte gerekli diizenlemeleri yaparsak
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ol (@) == A2 V“(“;)‘”[l—% JLatct |- cos [ @

= yﬂn(q J, cos i @t (Ta) (1) ot + = T)q Jocos i (@t (Ta) 1)
co;,\//zn()q J- q)dt ZV’E“()q J'sm #, (@)t (Tg)(t)dt

coswn(q jsm L(@)t(Tg)(t)dt

bulunur. Burada (Tq)(t) € L*[0,1] dir.(Teorem 4.1.1)

in2
lim 50 H (@) _
AR N TN (o))

oldugundan

jolcos 2, (@)t (Tq)(t)dt < ( Iolcos2 1 (q)tdt)l/2 (‘[:(Tq)2 (t)dt)y2

1 1/2
<C (IO cos’ \Ju, (q)tdt)

SC\/Lsin&/un(q) e
N TN ()

elde edilir. Benzer sekilde

folsin Ju @t (Tg)(t)dt<C, q(t) € L°[0,1]

oldugundan
sm,/ L(Q) 11 1
0=—cos/x (q) + \/ﬂ_ (1—Ejoq(t)dtj+o(ﬁj (4.1.22)

elde edilir. Boylece (4.1.14) formiiliinii (4.1.22) da yerine yazarsak

1 sin[(n+1)7z+gn}
O:—cos[(n+—)7z+gn}+ 12 (1—1j q(t)dtj+0(1j (4.1.23)
2 {(n+2)n+gn}

elde edilir. Burada
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1 1 . 1 .
cos (n+§)7r+gn =C0s (n+§)7r cose, —sin (n+§)7r sing,
=-sin(zn)cos ¢, —cos(zn)sine,

=—(-1)"sing,

. 1 . 1 . 1
sin [(n + E)7z + gn} =sin [(n + E)4 cosg, +sing, cos{(n + E)n + En}
=cos(7zn)cos&,-sin(zn)sing,
=(-1)"cose,
oldugu dikkate alinirsa (4.1.23)
-1

tane, =

}(1% j:q(t)dtj+0(%j (4.1.24)

1
N+—-)r+¢
(e,
: 5 1 .
seklinde olur. (4.1.24) bagintisin1 (n+ 5)72 + ¢, ile ¢arparsak

(n +%)7rtan g +& tang, = _(1_%J':q(t)dtj+0(1)

elde edilir. Burada ¢, tan ¢, sonlu bir deger oldugu igin

1

11 1
&, ——W[l—ajoq(x)dxj+o(ﬁj, n>N

n+=
2

olur. Buldugumuz bu degeri (4.1.14) denkleminde yerine yazarsak

2

1,() = (n%)ﬁﬁ(l%j:q(x)dx) +0(%)

n+= |z
2
veya
t(a)=(n +1)2 Tt -2+ qu(x)dx+0(%}

olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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4.2 Singiiler Sturm-Liouville Operatériiniin Ozdegerlerinin incelenmesi

Bu béliimde yapilan ¢alismalar Carlson [53] tarafindan yapilmistir.

" m(m +1)

-y"+ y+p(x)y=21y, m=0 (4.2.1)

denklemini gdz oniine alalim. Bu denklemin (¢(.,/1,q),y/(.,/1,q)) seklinde iki lineer

bagimsiz ¢oziimii vardir.

Teorem 4.2.1 (4.2.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimii

(X) m+1 szfm 2m+1J.(t m m+1 m m+1( (t) 2{) (t)dt (422)
w(x)=x""+ 2m 1) "X = x ") (p(t) - A)w(t)dt (4.2.3)
seklindedir [53].

Bu denklemlerin ¢dziimlerine ardisik yaklasimlar yontemini uygulayalim. Oncelikle w(X)
i¢in
yo (X) — Xm+1

1
2m+1

(™™ —x"t™ ) (p(t) = 2)y, (t)dt

alahm. Not edelim ki ispat siiresince w(X) ¢Ozimii i¢in ardigik yaklagimlar yontemi

yn+1(X) = yO (X) +

O Ly <

uygulanip recurrence formiilleri bulunur. Boylece asagidaki lemma s6z konusudur.
Lemma 4.2.1. vy, (X) dizisi (4.2.1) denklemi ve (4.2.3) ¢oziimiini saglayan w/(X)
fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Ayrica

. -m-1 _
lew X" (x) =1

ve CxL? [0,1] kiimesinden C[O,l] kiimesine tanimli (/1, p)—)l//(X,/L p) doniisimi

analitiktir.

Ispat :

1/2

A, J X" (4.2.4)

[p-
|yn(x) yn l( )| [ m+1 H::lsk

oldugunu tiimevarimla gosterelim. k =1 i¢in
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X

Lj(t—mxmﬂ _ X—mtm+1)( p(t)—/i) s (t)dt

|Y1(X) - yo(X)| = om+1

2m1+1i(t—mxm+1 _ X—mtm+l)( p (t) _ /1)tm+1dt
0

It —t(%)zmﬂ]( p(t)-2)dt

m+1

X
2m+1

elde edilir. Burada

t 2m+l t 2m+l
t—t(—j Stl—[—) <t ,0<t<x
X X
oldugundan
Xm+1 X
Iyl(X)—yo(X)IS2m+1£t|p(t)—,1|dt

elde edilir. Cauchy-Bunjakowski esitsizliginden

m 12
X

|y, (%) = Yo (¥)| < o +1Ht2dt} L‘;\p(t)—/l‘z dt}

Xm+1 XS 12
25 e

olur. Simdi k=n igin dogru oldugunu kabul edelim ve k=n+1 igin dogru oldugunu

gosterelim.
|yn+l(x) — Y (X)|

1

_ ;[(tmxmu B X—mtm+l)( p(t)- /1)(yn R (t))dt

2m+1

n 1/2
- 2m1+1j.(t_mxm+1 - X_mtm“)( p(t) - 1)[M] tm+{ t3 } it
0

2m+1 HE=13|‘

1 n+1 m+lx ] t3n Ve
3(2m+1j X {t\p(t)—i\llp—ﬂllz T t

k=1
elde edilir. Cauchy-Bunjakowski esitsizliginden
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1/2
o, J [ e
. ) < | 1P~ Xm+ - dt
|yn+1( ) yn( )| [ 2m+1 .([ HE:lBk

(np—zn J oo T
S 2 Xm+1
2m+1 H:=l3k

elde edilir. Boylece (4.2.4) esitsizligi ispatlanmig olur. O halde w(X) ¢6ziim fonksiyonu
terim terim tiirevlenebilirdir. Dolayistyla tiirevini alirsak

1
2m+1

w'(x)=(m+1)x" + i((m +D X +mx ") (p(t) - A)w ()dt

elde edilir. Buradan

H -m. N H -m —-2m-1g m+1 _

limx "y '(x) = leirol{(m +1)+ o +1!((m +D)t™ + mx 2™ (p(t) ﬂ)z//(t)dt}
=m+1

bulunur. Boylece lemma ispatlanmis olur.

Simdi ¢(X) i¢in ardisik yaklagimlar yontemini uygulayalim.

—m

Yo (X) = ¢, X™ +C,X

Yo (X) = Yo (X) —ﬁ“ JEmm —xmt ) (p(t)— )y, (1)t

X

alalim. Boylece asagidaki lemma s6z konusudur.

Lemma 4.2.2 X 6(0,1] icin x"y_(x)dizisi (4.2.1) denklemi ve (4.2.2) ¢oziimiinii saglayan
x"p(x) fonksiyonuna diizgiin yakimsaktir. Ustelik lim X"o(x) vardir ve C’xL° [0,1]

kiimesinden C[O,l] kiimesine taniml (CI,CZ,/L p)—)Xm(D(X,Cl,CZ,ﬂ,, P) donisiimii

analitiktir.

Ispat :

2m+1 n!

1V, (0 = Y, 9] <[[C|+C,[] x-m[”p_l”Zj {(lx) ] (4.2.5)

oldugunu tiimevarimla gosterelim. Burada t > x icin

‘t—mxmﬂ . X—mtm+l < X—mtm+1

oldugu dikkate alinirsa K =1 igin;
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1

1 13[ My —mtm+1)(p(t)_/1)y0(t)dt

|y1(X) Yo (X)| =

= 2m1+ 1j(t'mxm+1 —x "™ ) (p(t) = A)(Ct™ +C,t " )dt

1 1
—mgm+1
2m+1-|x.Xt P

IA

t)— AJ|Ct™" +C,t ™" |dt

= +1ﬂ p(t)— 4||C,t"™* + C,t|dt

olur. Uggen esitsizliginden ve t <1 oldugundan

MOEAGE t)—A|[[C,|+[C,|]dt

2m+1s

bulunur ve Cauchy-Bunjakowski esitsizliginden
. V2 ., N2
2
+|c, [ﬂp(t)—/i\ dt] UdtJ
X

1/2
2m+1[|c| C, |]||p A, [1-x]

|Y1(X) —Yo (X)| <

elde edilir.
Simdi (4.2.5) esitsizliginin k = n igin dogru oldugunu kabul edelim ve k =n+1 igin dogru

oldugunu gosterelim.

|yn+1(X) — Y (X)|

1 1

e (e ) ()= 2) (5 )0

2m+1s

1

1/2
1 e Wflp=4, )
L fieee-rton-aperae mmm T

1
2m+1

IA

n+1
J RS e P

-m

(1)
2m+1

elde edilir. Cauchy-Bunjakowski e§1t51zhg1nden
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2m+1 n!

= [|c||c|]{(§—H

bulunur. Boylece (4.2.5) esitsizligi ispatlanmis olur. O halde ¢(X) ¢6ziim fonksiyonunu

a0y | el o2k floo -4 a] & e

terim terim tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla ¢(X) ’in tiirevini alirsak

m -m-1 1 i -mym —m—1y m+1
@'(x) =(m+1)cx™ —mc,x —2m+1.[((m+1)t X" +mx ") (p(t) - A) e(t)dt

elde edilir. Boylece lemma ispatlanmis olur.

Lemma 4.2.3 (4.2.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii ¢(X) ve y(x) ise
lew X"p(x) #0.
Ispat: y,(X) ve Y,(x), (4.2.1) denkleminin ¢(x) formundaki ¢éziimleri olsun. O halde

C,,C, ve d,,d, sabitler olmak tizere

1 1
_ m+1 -m -my,m+l —mem+l _
¥, (X) =, X™ + ¢ X 2m+1!(t XM —x " (p(t) = A) v, (b)dt
1 1
Yo (X) = dx™ +dyx ™ — om +1£(t_mxm+l —x M ( p(t)- }“) y, (t)dt

seklindedir. Bu sebeple
W (Y., Y,)=(2m+1)(c,d, —cd,)
olur. Simdi C, ve ¢, yi dyle segelim ki
Y,(0) =y(x)

ve Y,(X) lineer bagimsiz bir ¢6ziim olsun. Lemma 4.2.1’den

. —m-1 _ ; -my,r _

lew X"y (x) =1 ve |)!£ng Y/ (X)=m+1
oldugunu biliyoruz. O halde

(2m+1)(c,d, —cd,) = lim X"y (X) — (M +D)X™y, (X)

elde edilir. Her iki limit var ve her ikisi birden sifir olmadigindan genelligi bozmaksizin
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H m+1l,,r _
lewx y,(X)=C >0
olsun. Bu durumda
% <x™y (x)<2C
olur. Boylece en az bir X, pozitif sayis1 igin X < X, olacak sekilde

%x‘”“l <yi(x)<2Cx ™!

bagntisi elde edilir. Bu bagintiy1 X *den X, ’a integre edersek

%I:X_m _X(;m:l < yz(xo)_ yz(x) S%[X_m _Xgm]

elde edilir. Daha sonra esitsizligi X" ile ¢arpip ve X — O ig¢in limit alirsak
C N 2C
< _ <=
o S limxy, (x) < -
elde edilir. Boylece m =0 igin ispat tamamlanmuis olur.

Teorem4.22 0<x <X, <1 ve m>0 olsun. (4.2.1) denkleminin

y(x) =Yy'(x,)+by(x,)=0

sartlarini saglayan asikar ¢oziim y olmak {izere

2

A>— |b|+2(]a pz(x)dx} (4.2.6)
X

esitsizligi saglanir.
Ispat: Denklemi y ile carpip X, ’den X,’ye integre edersek

X3

j{—y"y+ P()y? — Ay +w yz}dx=0 4.2.7)

X

elde edilir.

IWyZdXZO

X

oldugundan

X3

J‘{—y"y++p(x)y2 —Ay*}dx <0 (4.2.8)

X

seklindedir. (4.2.8) integralinin ilk terimine kismi integrasyon uygularsak
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=y yox ==y 06 )y0x) + y 0)y0s) + [ (')

:byz(x2)+j(y')2 dx

X

elde edilir. Bunu (4.2.8) esitsizliginde yerine koyarsak
2 K 2 2 2
by (x2)+j[(y) +p(X)Y2 =y }dxso (4.2.9)
elde edilir. Diger taraftan
J2y()y ()] p(t)dtx

integraline

X

2y() [ ptydt = u, {y'(x) [ ptydt+ y(x) p(x)}dx =du

2y '(x)dx = dv, 2y(x) =v

olmak tizere kismi integrasyon uygularsak

X3

[2y00y'00 [ p(tydtex - LZyZ(x) | p(t)dt]

X

~ [2y00y (0] p®)dtex— [ 27 (0 (e

X

~ V(%) | POt [ y2(0 p(x)dx

elde edilir. Buradan

J POV 00 =[y7(6,) | P~ [ 250y 00 p()ctdx (4.210)
X X X X
olur. Simdi
V(%) = [ 2y(y (x)0x (4.2.11)

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in kismi integrasyon uygulayalim.

2y(x)=u y'(xX)dx=dv

alirsak ve Y(X )=0 oldugundan

X2
X

[ 2500y 00dx = (2y2 ()" - [ 2500y (9 = 2y7(x.) - [ 2y(x)y (e
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(4.2.11) esitligi elde edilir. (4.2.10) esitliginin iki tarafina ‘byz(xz)‘ ekleyip tiggen

esitsizligini kullanirsak

Xy

[ POy (x)dx

X

V() | POOdN+

X

lby? (x,)|+ <Jo| y*(x,) +

[2y(0y' (0 p(t)dtdx
X X
elde edilir. (4.2.11)’dan ve mutlak degeri integral igine alirsak

X

| POOY? (x)dx

X

lby? (%,)|+

S|b|TZyy'dx+ JZ|p|dx]g2yy'dx+]%|2yy'|Jx-|p(t)|dtdx
% X X

X X
elde edilir. Esitsizligin son terimindeki integralde X yerine X, alirsak esitsizligin sag tarafi

daha biiyiik olur:

X3

[ pC)Y? (x)dx

Xy

s|b|T2yy'dx+XJZ|p|deZyy'dx+Xf2yy']2|p(t)|dtdx

Xy Xy Xy Xy X

lby? (x,)|+

s{|b|+2xf|p|dxﬁ2yy'dx.

[ 2yy'dx terimine Cauchy-Bunjakowski esitsizligini uygularsak
X

1/2

[ P00 (00K

X

lby? (x,)|+

< {|b| + Zf |p| dxlzﬁ yzdx] []g (y')zdx]
X X X

bulunur. Herhangi bir & >0 igin, 2AY2BY? < cA+1B esitsizliginden
. g

< {|b| + ZT |p| dxH({T yzdx} +1/ gﬁ (y ')de}

elde edilir. Herhangi bir ¢ >[|b|+2f|p|dx} icin
X

[ pO0y2 (0

X

lby? (%,)|+

byz(xz)+xf2[(y')2 +py’ -2y |ox

X;

2 [[(r)" 27" Jo-folyo) -

X

Xf py*dx

X
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> if[(y)2 —lyz}dx{|b| + Zif | p|dxH5ﬁ yzdx} +1/ gﬁ (y')zdx}}

X

[|b|+2 % |p|dx} . X .
=41- i I(y')zdx+{—/1—g[|b|+2j' 2|p|dx}}j yZdx
¢ X " X

=C(e)+ {—/1 - g[|b| + zj':z | p|dx}}f y2dx
olur. Burada C(&) >0 dir.
_/I—g[|b|+2_[:2|p|dx} >0

olsun. Bu durumda

X X 2
/1<—g[|b|+2_[xz|p|dx}<—[|b|+2sz|p|dx}

bulunur. Boylece
X 2 %
l<—[|b|+2jx12|p|dx} ve g>[|b|+2f|p|dx}
X
i¢in

byz(xz)erf[(y')2 + p(x)y? —Ayz]dx >0

olacak sekilde
y(%) =y'(%) +by(x,) =0
sartin1 saglayan higbir diferansiyel denklem yoktur. O halde

X, 2 X, X, 2 12
12—[|b|+2J'X1 |p|dx} ve [ [plax={ [ o[ o]
oldugundan (4.2.6) esitsizligi elde edilir. Béylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.2.3 0<X<%<l ve m=0 olsun. r(x)el’[01] olmak iizere

m(m+1)

X2

Y'(%)=Y'(X)=0 sartlarim ve —y"+

y+r(x)y =0 denklemini saglayan asikar

¢Oziim y olmak tizere

1 3 2 X2
m(T)T(\; ) 34“;1 |r|dx:| +[1/(X2 —Xl)]jXl |I‘|dX
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esitsizligi saglanir.
Ispat: (4.2.10) bagintisindan

X5

[ re9y? (xdx

Xy

yz(xz)_f r(x)dx—TZy(x)y'(x)_X[ r(t)dtdx (4.2.12)

yazabiliriz. y, =[1/(X2 —Xl):”.x2 y?dx olsun. y fonksiyonu [Xi,Xz] araliginda siirekli
oldugundan ve ortalama deger teoreminden Y, = y2 (Xs) olacak sekilde bir X; € [Xi, X2]

vardir. I 2yy'dx integraline kismi integrasyon uygularsak

1
X; =%
elde edilir. Bu ifadeyi (4.2.12) bagitisinda yerine yazarsak

yz(Xz)Zyz(X3)+TZW'dX= Tyde+T2yy'dx

X

T ry’dx = {ﬁif yZdx + Xf Zw'dx}if rdx — T 2yy'.xf r(t)dtax
X 27 Moy X3 % %

olur. Bu esitligin mutlak degerini alip liggen esitsizligini kullanirsak

Xfryzdx < XI2y2dxx_|g|r|dx+ ]ZZyy'dxx_f rdx| + ]ZZyy‘Jx'r(t)dtdx
% 27 Moy X X3 X X %
< » ix1 T yzdxxf || dx + 2T|2yy'|dxxf |r| dlx
2 X, X X X

< Jg|r|dx Lfyzdx+2f|2yy'|dx
X X2 - Xl % X
Burada |2yy'| < ey? Jr(llg)(y')2 esitsizligini kullanirsak

£D§|r|dxHX2 i)(l if yzdx+2{g:|Z yzdx+(1/g).|.(y')2 dx}

X

T ry*dx

X

elde edilir.
J; =y 0=y Oy o)+ y 000 + [ () dx= [ (v ox
ve

Im m(m2+1) y2dx ZIXZ m(m2+1) y2dx
! X ! X,
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oldugu hemen bulunur ve herhangi bir

e>2| ["[rlex]

icin
J. { y'y+ry’ + (x ) 2} X = L( dx+I ryzdx+.[ —m(m+1) y2dx
2J‘:z(y')zdx—U;Z|r|dxHx 1x1 E yzdx+2[gj.X2 yzdx+(1/g)sz(y')2dx}}
vl 5~ X1 X X

N J-x2 m(m2+ 1) y2dx

X X2

(120w o o P o[ v
=C(¢) +{m(r22+ ) —U: |r|dx}[x i ” + 25}} I: ydx

olmak tizere bir C(&) >0 sayisi vardur.

0. m(m+1) U ||dx}( L j

m(m+1)

X

olsun. Bu durumda

X 1
2 2
> ng |r|dx + -

X I: |r|dx

X 2 X
N +X2iX1.[X12|r|dx

olur. Boylece
'[ { y y+ry M 2}dx>0
X

olur ki bu da kabuliimiizle ¢elisir. O halde

M<4UX Ir |dx] +[1/ X, — ]J. |rldx

Xz

olur. Bununla teorem ispatlanmis olur.
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5. COULOMB POTANSIYELINE SAHIiP STRUM-LIOUVILLE OPERATORU
5.1 Ozdegerler i¢in Asimptotik Formiillerinin Bulunmasi

Lemma5.1.1 a,b € C olmak lizere
—y"=Ay—-f(x), 0<x<1 (5.1.1)

denkleminin y(0)=a, Yy'(0)=b sartlarini saglayan tek ¢oziimi

sinJAx +Jx-sinﬁ(x—t)
7w

y(x) =acosJAx+b f (t)dt (5.1.2)

seklindedir [14].

Ispat: Once (5.1.1) denkleminin ¢6ziimiiniin (5.1.2) oldugunu gosterelim.

y, () = [ IAEED @X Dty

integralini goz ontine alalim. Siniis fonksiyonu i¢in toplam-fark formiiliinden

_sin JAaxx B % sin /At
Y (X) = Ti !cosﬁtf(t)dt cosﬁx! 77 f (t)dt

elde edilir. cos/Atf (t) ve sin Jatf (t) integrallenebilir oldugundan vy, siireklidir. Boylece

y’: (x) = cos \/Ix_x[ cos/Atf (Hdt + JAsin ﬁx_xf sirz/gt f (t)dt (5.1.3)

(5.1.3) iin sag tarafi stirekli oldugundan her yerde stireklidir. Tekrar tiirevini alirsak vy,

fonksiyonunun

—y"=Ay-1(9, y;(0)=0, y;(0)=0

sin ﬁx

probleminin bir 6zel ¢6ziimii oldugu goriiliir. ﬁ Ve cos \/IX homojen kisminin bir

¢6zlimii oldugundan (5.1.2) ¢oztimii elde edilir.

Teorem 5.1.1 q(x) € L*[0,1] olmak iizere

_y"+§y+q(x)y:/1y, XE(O,l) ve AeC

denkleminin ¢(0,4,q) =0, ¢'(0,4,q) =1 sartlarin1 saglayan ¢oziimii



¢(X,1,CI) = Silj/\ﬁ—zx +‘[Sin\/§%x_t) (%4‘ Q(t)j(D(t,ﬂ,Q)dt

ve w(0,4,9) =1 '(0,4,q) =0 sartlarin1 saglayan ¢6ziimii ise

w(X,A,q) = cos\/_x+J'5m\/;IX t)( +q(t )jl/l(t,ﬂ,Q)dt (5.1.5)

seklindedir.
Lemmab5.1.2 [0,1] xCx L? [O,l] kiimesi lizerinde asagidaki yaklagimlar saglanir:

CX e‘lmﬁ‘x

1+Nﬂx

lp(x, 4,q)| <

sin\ﬁx|< CX_ Jmx I1+‘q ‘tt
‘_1+‘\/ﬂ 1+‘\/_‘t

(% 4,q) -

Ispat: (5.1.4) denkleminden

lp(x, 2, )| < %S'n\/_x j C/(Tx_t)(%m(t)j“%ﬂdt

elde edilir. Uggen esitsizliginden ve

lsinz| < ol g™
1+[

oldugu g6z Oniine alinirsa

|S|n \/_x|

|§0(X A Q)| ‘ ‘

Ism\/;/(Tx t)(t q(t))sirllgtdt

\.mfx\+x C(x=t) JmiFocof|L,
!Mﬁ(x—t)\ 10

‘ImJ;t

1+‘ft‘

dt

1+‘\Fx‘
elde edilir. 0<t <X oldugundan

ct [Im 2]t
1+‘«/ﬂt e dt

CX m ¢ oc(x—t) NLNATS y |1
""(X’ﬂ’q)'ﬁ—uw\xe R Ewpromry

‘Im\/:‘x J‘ CX ‘Im\mx 1

FRNAP

+0(t)

t

ct
S v

olur.
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(5.1.4)

(5.1.6)

(5.1.7)



x—1t

1+N_‘(x t) 1+N_‘

oldugu g6z oniine alinirsa

_ CX ‘Imﬁx‘ ¢ 1
,A,0) = 1 1+1tq(t)———dt
o el
X Jmik| (T 1
S1+ﬁxe [ +£| +tq(t)|—1+‘ﬁt‘ t
< CX e‘lmﬁ‘x
1+ \//T X

bulunur. Boylece

CX ‘Im\mx
X, 4,0)| < e
[P0 2.9) P

elde edilir. Simdi (5.1.7) esitsizligini gosterelim. (5.1.4) ve (5.1.6) dan

sin A x XSin\/7(x—t)(1 j
X, 4,Q) — = -+q(t t,4,q)dt
ol 2.8) - = j N CRRLOI
flsinyZ (x—t)(j1 ‘
< —+q(t)||e(t, 4,q)|dt
P awpee s
roc(x=1t) jmeey|[1 ct mJA
< —+q(t e dt
vy SR AL e
< X—e +q(t) g
1+‘x/_x‘ t l+‘ﬁt‘
_ CX ‘Imﬂx J'1+t‘q ‘dt
1+‘ﬁ‘ 1+‘\Ft‘
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Lemma5.1.3 Her f(x) e L*[0,1] i¢in
jcos\/ﬂn(q) Sln :un(q tf(t)dt COS’\!:un(q J' f(t)dt_i_o( j
0 :un( ) /un( )
jsm (@) sin 21, (@ ()dt:o(ij
> 21,(9) n’

asimptotik formiilleri saglanir.
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Ispat: Once ilk esitligin saglandigmi gosterelim.

Jl-cos,/yn(q)sm 4(9) tf()dt COSa/éln)(q J-1 cos 24/ 1,(q) tf(t)dt

(@) e 2
_cos\[u,(@) J'f(t)dt_j'wf(t)dt
m@ 52 5 2

Cauchy- Bunjakowski esitsizliginden

jcos\/”n(Q) Sinz\/ﬂn(q)tf(t)dt<COS V() jf(t)dt ICOS o 2ty tIf (t)dt
) #,(a) IA() 2

_ cos/u,(a)

4, ()

_ cos/u,(q)

4, ()

0

fét)d cos4 yn(qt+1dJ

O e

O e

|
f@©y_ | Sin 411 (@) t+t|
2 32\, (a) O
_cos (@

O o( B
4, (a)

oo (@ | If(t)dt ( )
n

4, ()

elde edilir. Simdi ikinci esitligin saglandigini gosterelim.

RN ZXOLLEY O R NILLNHOK, Jsin2 i @ (1)

214,(0) 244,(0)

Cauchy- Bunjakowski esitsizliginden

< SN (@) ¢ jsm 21 tdtj £2

O ey

21,(a)
csmafy (q) J-l cos4 ;zn(q)tOlt
24,(a) 2
_csin i@ t _sin4 (@t —o(ij
2 (@) |2 8Yu(@) | n’
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Teorem 5.1.2 q(x) € L*[0,1] olmak iizere
.1
-y +;y+q(x)y:/1y (5.1.8)
y(0)=0, y@)=0 (5.1.9)
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(5.1.8)- (5.1.9) probleminin 6zdegerleri igin

yn(q)z[n+%] 1+ Ilq?t)dt +O(i4) (5.1.10)

asimptotik formiilii saglanir.
Ispat: (5.1.8) denkleminin y(0) =0, y(1) =0 Dirichlet sinir sartlarini saglayan ¢(x, A,Q)
¢oziim fonksiyonunu goz oniine alalim. ¢(X, A4,q) fonksiyonu ikinci sinir sartinda yazarsak
sin fu, tsinyu (q) (1-t) (1
V() | fsin i (@ )(—+q(t)j<o(t,yn(q),q)dt (5.1.11)
Ja @ o () t

olur. Once integrali hesaplayalim. Bunun i¢in (5.1.7)’den

sm«/_t ct Imﬂtjl+‘q ‘dt

0=, 1,(9),q) =

t,1,0) <
PADTEITNR el
oldugu g6z Oniine alinirsa
sin un(q)t ct__ Jmim@p f 1+|q(t)t

o(t, 1,(9), ) < 1+‘W‘t 1+‘W‘t dt

elde edilir. (5.1.11) deki integral

J.SIn m(l_t) [1 +q (t)] o(t, 4,(9), q)dt

OIS SN o
J S0 @
I U1, o) S| At gy

1+Mun (a) 1+‘\/ﬂn (a)|s

seklinde olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

—

1+0|(t)j<o(t,un (@), gt

j.sm )(
2 \/n_ t
Sj. Ju, @ cosJyn(q)t—sinmtcosm(}Jrq(t)jsin m(@t
; W t i, (@)
jsm\/_ t+q(t ‘Immtf 1+q(t)|s dsdt
0 \jn_ 1+‘W‘t 1+‘M‘s
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< (sin \fis, (@) sin 24/, (Q)t )/ 2 —sin mtcosm[ q(t)jdt
O t

#,(9)
1
elde edilir. Lemma 5.1.3’den

. .
S'“% t)GJrq(t)j(p(t’ﬂn(Q),q)dtS

) j(sinJun (a) sin 2., (@)t) / 2 =sin” \[u, ()t cos |/, (a) N

O Ly

tu, (a)
+j (Sina/,un (@) sin2/u, (q)t)/2—sin2 Jn (@)tcos [, (q)q(t)dt+o(i3j
: #, () n
- isin«/un () sin 2/, (q)tdt _jsinz Ji, (@)tcosu, (q)dt
- 0 Ztlun (q) 0 t/un (q)
cosa/,un(q J-q(t)dt O( j
4, ()
_ COS\//Jn(q J‘q(t)dt O( )
()

bulunur. Bulunan bu ifadeyi (5.1.11)‘da yerine yazarsak

sm\/ (@) cosy/u,(q) quduo(ij
. 2 n®

elde edilir. (4.1.14) formiiliinden

cos{(n+l)7z+gn}l . 1
2 o] q(t)dt+O(—J (5.1.12)
{(n+;)7r+5n} 2 n’

O:sin[(n+%)7z+gn}—

elde edilir. Burada

1 1 . 1 .
cos (n+§)7z+gn =C0s (n+§)7r cose, —sin (n+§)7r sing,
=-sin(zn)cos ¢, —cos(zn)sine,

=—(-1)"sing,
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. 1 . 1 . 1
sin [(n + E)yz + Sn} =sin [(n + E)ﬂ} cose, +sine, cos[(n + 5)72':|
=cos(zn)cos¢,-sin(zn)sine,
=(-1)"cose,

oldugu dikkate alinirsa (5.1.12) esitligi

0=(-1)"cose, - (1) sinz, EJ.;q(t)dHO(izj
[(n+;)7z+gn}2 n

olur. Daha sonra gerekli islemler yapilirsa

1

2(n+ )7

tan o =1—2+O(Ej
[ aydt

olur. Boylece
20457
22T (1
[ aydt

bulunur. Rouche teoreminden

1
2(n+>5)x
| fre2)e 2 o1

Jaat

|
I/~

>

+
N |-
N

N

+

2
= n+1j 7|1+ — 2 +O(i4j
2 [ a@ydt

seklinde asimptotik formiilii elde edilir.
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6. DIFUZYON OPERATORUNUN SPEKTRAL TEORISI
6.1 Ozdegerler icin Asimptotik Formiillerinin Bulunmasi

Lemma6.1.1 a,b € C olmak lizere

—y"=2%y-f(x), xe[01] (6.1.1)
denkleminin
y(@=a, y'(0)=b

baslangi¢ degerlerini saglayan ¢6zimii

i LsinA(x—t
y() = acos Ax+b A%, [ =Y ¢ et (6.1.2)
IR )

seklindedir.
Ispat:

Xsm/l(x t)

y(x) = [——— ) t
0

integralini ele alalim. Siniis i¢in fark formiiliinden

Sin AX ¢ COSAX |

y(x) = j cos(At) f (t)dt — j sin(At) f (t)dt

elde edilir. Bu fonksiyonun iki kez tiirevini alirsak

sin AX COS AX

y'=cos ixi cos(At) f (t)dt + cos(Ax) f(x) +sin /Ixjsin(it) f (t)dt — sin(Ax) f (x)

= COS ixj cos(At) f (t)dt +sin ﬂx.[sin(/lt) f (t)dt
0 0
y" =—Asin Ax| cos(At) f (t)dt + cos® (Ax) f (x) + A cos Ax[sin(At) f (t)dt +sin® Axf ()
0 0
= —Asin AX j cos(At) f (t)dt + A cos Ax j sin(At) f ()dt + f (x)
0 0
=-2%y+ f(x)

elde edilir. Buldugumuz bu degerleri (6.1.1) denkleminde yerine yazarsak ve ayrica

sin Ax
COSAX Ve T

y"+ A%y =0
homojen denkleminin ¢6ziimii olduklarindan ispat tamamlanmis olur.
o(X, 4, p,9) =p(x,4) ve w(x4,p,q) =w(x,A) olacak sekilde asagidaki teorem soz

konusudur:



Teorem 6.1.1 p(x),q(x) € L*[0,1] olmak iizere
—y"+[2Ap(x)+a(x)]y=4%y, xe€(01) ve AeC

denkleminin ¢(0,1) =0, ¢'(0, 1) =1 sartlarin1 saglayan ¢dzimii

P(%, 2) = Si”/fx + .X[{Zsin A(x—1) p(t) +wq(t)}aa, Adt (6.1.3)

seklindedir ve w(0,4) =1, '(0,1) =0 sartlarin1 saglayan ¢oziimii ise

w(X, 1) = COS AX +I{Zsin A(x—t)p(t)+ Wq(t)}y(t, A)dt (6.1.4)

seklindedir.
Lemma 6.1.2 [0,1]x Cx L2 [0,1]x L2 [0,1] kiimesi iizerinde asagidaki yaklasim saglanur:

1
‘go(x, 2SN 1X| X g 2[4l p(®) +at) ;.
0

<C
| T 142X 1+|A|t

Ispat: (6.1.3) denkleminden

sin lx

‘(o(x, A)—

I{Zsm/l X—t p(t)+% }p(t A)dt

elde edilir.

| | e\lmz\

lsinz| < +|z|

oldugu g6z Oniine alinirsa

.X[[Zsmﬂ x t (t)+%x_t)q(t)}sm/ﬁdt

A

IA

t 2[A(x-1) glmac-o) X~ glmac-0) gl
{[wa o PO eyt O |z| o

elde edilir. 0<t<x veXx—-t>0 oldugundan

h 2|/1|(X_t) |Im 4] (x—t) X—t gm0 t olim
< || ——— )+ ——— dt
;[[1+|}t|(x—t)e IO()+1+|Ab|(x—t) 9 1+ |ﬂ|t

olur.
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X—t X
1+[A|(x—t)  1+|A|x

oldugu g6z oniine alinirsa

Sln/IX t2|Ax gm0 X gt lim
‘qo(x ) jL RO e a0 | |Mte
X it 2A0® )
<C—= g™ dt
12X J[ 1At et

bulunur.
Lemma 6.1.3 (Counting Lemma) p,qeL*[0,1] ve N >2||g| bir tamsay: olsun. Bu
durumda (1, 1) ¢oziimiiniin
Rei < (N +1/2)°7?
bolgesinde N tane kokii vardir ve her n> N i¢in
|ﬂ - n7r| <ml2

bolgesine sadece bir kokii vardir.
ispat: N > 2||q olsun.

|ﬂ—n7z|=7z/2 ,n>N

cevresini goz 6niine alalim. Bu durumda Lemma 6.1.2°den

sin2|_ 1 .mlJ-2t|ﬂ| p(t)+tq(t)

1,2)- 204 <
‘(p( R T 1+t

bulunur. Cauch-Schwarz esitsizliginden ve '™ < 4lsin z| oldugundan

1/2 1/2
s|n,1| 4|Sln/1| 1 2|/1| 1 t?
@2)- < dt | |p|+ dt | |q
-2 <20 [J | [—5 | o

0 1+|/1|

olur ve || = o igin

sinA| 4lsinA 1
ey~ 22 <202 2o o
_ 4sin 4 I9l 4lsin 2| |
1+ 1+]4] |2
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bulunur. z=x+iy [sinz|=4/cosh?y—cos?’xve |A-nz|=7/2 oldugu gbz oniine

alinirsa

sin Z| - 4|sin /1| M

1A)— <
‘(”( S

elde edilir. N > 2||q| ve n> N oldugundan

sin4| [sin | 2N
) - ——| < —
y) 1+|4] 14|
sinA| _[sin4] 2n
1,2) - 204 DA
‘g"( A I
lsin 2|
<
4|

‘(p(l, A

olur. Boylece Rouche teoreminden

sinA sinA) sinA
—— ve 1LA)—— |+
P (co( ) n j

A

ifadeleri ayn1 sayida sifirlara sahiptir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Bu lemmadan L? deki her p,q i¢in Dirichlet spektrumu
#,(p,0) =nz +0(1)
sartin1 saglayan

(P, 0) < ,(p,g) <.

reel sayilarin bir dizisidir.

Lemma 6.1.3 Her p(t),q(t) € L*[0,1] igin z,(p,q) =x, olmak iizere

1. .  hain? 1
jsm 1, sin(2 t) —2sin®(u,t) cos 1, p(t)dt:—cosﬂ” J~ p(t)dt+0( 3/2)
0 My My, %

1 .  hain? 1

J-sm 4, Sin(24,.t) 225|n (”nt)cosﬂnq(t)dt=_cosé’" '[q(t)dt+0 g/z
0 zlun 2,Un 0 n

asimptotik formiiller saglanir.

Ispat: Cauchy- Bunjakowski esitsizliginden

jsin o SINR141) = 28107 1 COS Ly gy e
5 H,
sin 1 V2 (1 v COS 44, |
N[N L O SR
A 0 0 /un 0
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elde edilir. Yarim ag1 formiillerinden ve p(t),q(t) € L* [0,1] oldugundan

sing, jl 005(4unt) j C%ﬁ p(t)dt—UCOSZ(Z,unt)dtJ Upz(t)dt] ]
0 H 0 0 0

H, n
1 1/2
Ssin,un l_sin(4,unt)| c_ COS J o(t)dt - (J-cos(4ynt)+1 j C
mo\2 8, |, Ho 2
olur.

oldugundan
1 1/2
indut
<-SB [pmae—| 2L L ¢ +0(%)
/Lln 0 8/1” 0 n

_cosy, 1
= 2 [ p)dt + o( j
1, _[ 3/2

elde edilir. Boylece birinci esitlik gosterilmis olur. Ikinci esitligi gosterelim: Cauchy-

Bunjakowski esitsizliginden

¢S in(2,t) —2sin?(u, t
.[Slnﬂn Sln( Hy ) ZSIn (un )Cosunq(t)dt —
0 24,

sin g, (o2 o 2 ’ _ COS 4,
Sz—yﬁusm (Zynt)dt] uq (t)dt] 2.0 j[ (t) - cos(2,t)q(t) Jdt

n 0

elde edilir. Yarim ag1 formiillerinden ve p(t),q(t) € L* [0,1] oldugundan

siny, ( t1—cos(4ut) v coS i | L V2 g vz
M ) ,

< : —dt | C———— t)dt — 24, t)dt t)dt

2 .l; 2 ] 2.2 [E[Q() U;COS( b) ] [_([q() } J

24, "
sing [t sin(4 t)|l " cos cos(dut)+1. )
<Z 0| 2 2 o “" j (t)dt - j—”” dt| C
2u; | 2 8u, ‘o 0 2
olur.
sin g4, | _ 1 :O(ij
75 ‘ n’z* +0(n) n’
oldugundan

63



1/2
1 -
cos sindut t 1
<-—Lnl [q(tydt - # C +o(ﬁj
20y | % 8, o n

_cos u, 1
2.0 j (t)dt+o[ 5,2]

n o0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 6.1.2 p(x),q(x) € L*[0,1] olmak iizere
—y"+[22p(x)+a(x)]y=2%y, xe(01) ve 2eC (6.1.5)

y(0) =0, y@®)=0 (6.1.6)

sinir deger problemi i¢in 6zdegerlerin asimptotik formiilii asagidaki gibidir:

#,(0) = +

v (1) +25) +O(]'j 6.17)

1
Burada a = _[ p(t)dt ve g = j:q(t)dt seklindedir.
0

Ispat: (6.1.5) denkleminin y(0)=0, y(1)=0 Dirichlet simr sartlarim1 saglayan ¢dziim

fonksiyonuna bakalim. ¢(0, 1) =0 oldugundan ¢(1, 1) =0 sartin1 saglamas1 yeter.

0=¢(1,ﬂ)=Sinﬂ” +J1' 2sin(u, (1-1)) p(t)+w

n 0 n

q(t)}p(t,y)dt (6.1.8)

esitligi saglanmalidir. Once integrali hesaplayalim. Bunun icin (6.1.4) den

1

sint | ct e‘.mﬂ\tjt 2|2 p(t) + aM

t2) <
PO I L+[Alt

0

oldugu g6z Oniine alinirsa

1

sin(u,t) | ct e‘.mﬂn‘tjt 2|, | P(E) + q)
1+|,un|t 0 1+|yn|t

o, u1,) <

n

olur. (6.1.8) deki integral sonlu oldugundan

jtﬂqua)+qa)
5 1+|,un|t

[ (t)d ] lL‘Zdt (l 2(t)dt]
['c[ 1+|un|t ] Up +{I[(l+|,un(q)|t) J '!q
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< | 2[sin u, cos(u,t) —sin(u,t) cos u, | p(t) —=—"= sin(et) dt

1 sm cos( . t) —sin( . t) cos i
+J‘ M, (/un ) (lun ) ,un]q(t)3|n(/,lnt) dt
0 Hy

o'—-.r—\

1 Sln(u (l—t)) ct
2 (1-t)) p(t d t et
+£[ sin(u, (1-t)) p(t) + q(t) 1+|yn|te dt

n

1
I{sm 4, SiN(2x,t) —2sin (/,lnt)cos,un} o(t)dt
0

n

+'1[ sin z sin(2u,t) _S|n2(ﬂnt)COSﬂn }q(t)dt
] 217 78

+,1[_25in(#n(1—t))p(t)+5in(ﬂn(l_t))Q(tJ i

0 ,Un

elde edilir. Lemma 6.1.3’den

Sin(,un (1—t))q( )

j{Zsm /Jn 1 t p(t)+ t}gg(t,yn)dt

My

=__C°S“nj£ (t)+q(t)jdt+0( L )
u 24

n 0 n

bulunur. (6.1.8) ‘de yerine yazarsak

jq(t)dt}o(n—izj (6.1.9)

1
0 =sin y, —CoS 1, D‘ p(t)dt + 21
0

n

elde edilir.
cos(nrz +¢,)=cosnzcose, —sinnzsing,
=(-1)" cose,
sin(nz +¢,) =sinnzcose, +sine, cosnz
=(-1)"sine,

oldugu dikkate alinirsa (6.1.9) esitligi

n_. n ¢ 1 1 1
0=(-1)"sing, (1) cose, { ! p(t)dt+m joq(t)dt}o(Fj

olur. Daha sonra gerekli islemler yapilirsa
1
1 1 1
tang, = t)dt + — t)dt |[+O| —
" h P 2Nz + 2¢, qu() } (nﬂzj
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1
bulunur. Bylece = [ p(t)dt ve 5= [ q(t)dt olmak iizere
0

&

2 12
n =a_2n”i((nﬂ+a)2 +2ﬂ) +O( 1 j

seklinde bulunur. Sonug olarak

(@) =nz+2 ; *

elde edilir.

66



7. HIDROJEN ATOM DENKLEMININ SPEKTRAL TEORISI
7.1 Ozdegerlerin Asimptotik Davramisinin Incelenmesi

—y"+(%—gjy+q(x)y:ly, xe(0,1) ve AeC (7.1.1)
x> X

denklemini goz oniine alalim. Bu denklemin asagidaki gibi iki lineer bagimsiz ¢6zimii
vardir.

Lemma 7.1.1 (7.1.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii

1¢(x* 2 2
(pl(x)zxz+é!(T—YJKQ(t)—?—ﬂjgol(t)dt (7.1.2)
ve
L1 xR 2

P(x) = C1X2 +C,X ' _5;':(? —;](q (t) 1~ ﬂjgo(t)dt (7.1.3)
seklindedir.
Ispat: (7.1.1) denkleminde

xq(x)=2 =0
alirsak
. 2
-y +? y=0

denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii ise
y=cX* +C, X"
seklindedir. Simdi (7.1.1) esitligine sabitlerin degisimi yontemini uygulayalim.

y = Uy (X)X +U, (X)x ! (7.1.4)

ifadesini ve tiirevlerini (7.1.1) denkleminde yerine yazarsak

u ()X +u, '(X)x =0

-2, (e, (5 = 2+2-a(0) ]y (0
X
- L 1.
elde edilir. Burada birinci denklem S ile garpilip toplanirsa
, 2
—3XUy, (x):(/1+;—q(x)jy(x)

elde edilir. Bu ifadenin 0’dan X ’e integrali alinirsa



Uy (x) :%]ﬁ%(q(t)—i—%jy(t)dt

0

elde edilir. Benzer sekilde birinci denklem 2, ikinci denklem X ile ¢arpilip 0’dan X’e

integrali alinirsa

2”2 (x) = x(;H;—CI(X)jy(X)

2

U, '(x) :%(/H%—q(x)jy(x)

U, (X) =—%it2[q(t)—ﬂ,—%)y(t)dt

bulunur. Buldugumuz bu fonksiyonlari (7.1.4) denkleminde yerine yazarsak

y =%E[§—§J(q(t)—%—ﬂj y(t)dt

093] H{a00-2-2 ot

Bu ifadenin x’den 1’e integrali alinirsa

ul(x)=—%i%(q(t)—l——)y(t)dt

elde edilir.

elde edilir. Boylece

2

Uy (X) =%it2(q(t)—}t—?jy(t)dt

bulunur. Buldugumuz bu fonksiyonlar1 (7.1.4) denkleminde yerine yazarsak

16 x* 12 2
y(x)=—§![T—;j(q(t)—;—z)y(t)dt

elde edilir. Bu ¢oziimlerin analitik ¢oziimler oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

Yo (X) = x°

o) = %00 +3 | [%—%j(q(t)—%—z) Yo ()t
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seklinde Y, (X) dizisi alalim.

Lemma 7.1.2 y,(x)dizisi ¢ (X) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Ayrica
lim x 2 =1
xlw ()

ve Cx L2 [0,1] kiimesinden C[0,1] kiimesine tamimli (4,9)—> ¢ (X, 4,0) déniisiimii

analitiktir.
ispat:
12 12
1) 3n Lot 3n-k . n
10030l | (5] | e | a3 | oAt
3n] [3m “H (3n-k)] [3m '
m=1 m=1

oldugunu tiimevarimla gosterelim. N=1 igin

13 x* 2

|

[v:(0) = Yo (X)] =

E%[é—%}(q(t)—%—ljtzdt
< xzﬁé[t—i—ij(q(t)—%—ﬂJdt

olur.

oldugundan

[v:(0) = Yo (X)) < X{

E%t(q(t)—%—l)dt

|

elde edilir. Cauchy- Bunjakowski esitsizliginden

|y, (%) = Yo (X)| < %[thdt} D‘q(t) - 1‘2 dt} + x}

0
. 1/ 5 12
<X 33 la— 2]+ x

olur. Simdi k =n i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
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lX 2 tZ 2
Vs (¥) = ¥, (X)) < gf(XT—;j@(t)—?—ﬂJ(yn(t)— Y, (t))dt
0
17 x> t? 2
— - t _——ﬂ, t2
oo
12 12
1) £3n e ek g
" (éj = la=2I"+ 2] ———— | la=2"+— |at
3n[ [3m <11 (3nk) [ 3m '
m=1 m=1
oldugundan
(1
|yn+1(x) - yn (X)| < X2 {vg(gt‘(q(t)—ﬂ)‘-i-lj
12 12
1\" 30 = ek et
(3| | et B = | A
3n]13m =t (3n-k)113m -

oldugu goriiliir. Burada gerekli islemler yapilirsa

[Yaa () = ¥, (0] < x*

12 12
1 n+l Xs(n+1) . n X3(n+l)—k . G
A3) | =S| a3, — | oA 2
3(n+1)[ [3m “1 (3(n+1)-k) [ [3m '
m=1 m=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi ¢(X) ’e bakalim. Bunun i¢in

Yo (X) =, X* +C,x

yn+1(x) = yo(x) _%J‘(X__t_j(q (t)_%_ﬂ'j yn(t)dt

't x

seklinde Y, (X) dizisi alalim.
Lemma 7.1.3 Xy, (X)dizisi x¢(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.
I
im X@(x)
vardir ve C3xL? [0,1] kiimesinden C [0,1] kiimesine tanimli (i, q) — Xo(X, 4,Q)

doniisiimii analitiktir.
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ispat

1 1— K 12 ’
p-so 0123 (3] (2 - O o |

oldugunu tiimevarimla gosterelim. N=1 igin

1 x* 2

[ CORS T
%I(XT—%J(q(t)—%—ﬂj[cltz +c,t |t
gfx_
x| t°

%j;(q(t)—%—l][qtz +c,t |t

X

|Y1(X) - yo(x)| =

t > x oldugundan

2
U

X

x*  t?

t X

elde edilir. Boylece

|y1(X) —Yo (X)| <

< % Itz (a(t)=2)[ct® +ct™ |+ 2t[ et +ct™ [dt
1
< 3ix !(q(t) —2)[ct* +c;t |+ 20t° + 2¢,t ] dit

t <1 oldugundan
1 1

sa{j(q(t)—ﬂ)cldt +|c2|}
1)1

=2 2= A0+ el

olur. Simdi k =n i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

%j(x_z_ﬁj(q(t)_g—zj(yn(t)—yn_l(t))dt

AL

(2 o 20

X

x{(gj & X>j ja-le+ 5 & X)j ||w||k|ck|+|cml}dt

t>x oldugundan

[Vt () = ¥, (%) =

elde edilir. Boylece



1Y (=%)"Y 1 ‘
{[3) (2] - are 3 420 j o~ |ck|+|cm|}dt

1n1_n1/2 o n-1 l_kllz K
{(3) (0 - a8 S22 a- 4 |ck|+|cn+1|}dt

olur. t <1 oldugundan

1
<L

lla)-2)+2]

AT o aried (422 o=l

1 n+l 1 n+l - n 1— k \V/2 )
Si[@ ((mffﬂj ="l 3 S8 | o

elde edilir. Boylece istenen elde edilir.

n+2

|

Teorem 7.1.1 0<x, <X, <1 q(x) € L*[0,1] olmak iizere

n 2 2
-y +(—2——jY+CI(X)y =y
x> X
denklemini ve

y(x)=Y'(x;) +by(x,) =0

sartlarin1 saglayan asikar ¢oziim y ise 0 zaman
2 X 2
/12—[—+[|b|+2j 2|q|dx} j
X %

Ispat: Denklemi vy ile carpip X, ’den X, ’ye integre edersek

esitsizligi saglanir.

X

I{—y"y+q(><)y2 -2y’ +(%—§jy2}d><=0

X

elde edilir.



integrali pozitif olacagindan

X

j{—y"yw(x)y2 - Ay* —;y"‘}dxso

integrali negatiftir. Son integralin ilk terimine kismi integrasyon uygularsak
X . ' I Xy l )
[ =y yex ==y 06)y (%) +y' (%) y00) + [ (v') dx

=by?(x,) + _[(y')z dx

X

elde edilir. Bunu son esitsizlikte yerine koyarsak
by?(x,) + j {(y')2 +q(X)y? - Ay* - ; yz} dx<0  (7.15)
X
elde edilir. Diger taraftan
{209y 09 avytax

integraline kismi integrasyon uygularsak

X2

[ 2y00y'00[ attydtex - [2y2(x) | q(t)dtj

X

- [2y00y (9] adtax - [ 2y* (a0

= yz(xz)xf q(t)dt —Xf y* (x)a(x)dx
elde edilir. Buradan | |
T q(x)y* (x)dx = y* (Xz)xjZ q(x)dx — T 2y(x)y '(X)I q(t)dtdx (7.1.6)
oldugu gér;ilﬁr. Simdi | | |
Y (%) = I 2y(x)y(x)dx

X

oldugunu gosterelim. Esitligin sag tarafina kismi integrasyon uygularsak

J2y00y 0dx = (2y°(0)” ~ [ 2y00y00dx = 257 (x,) ~ [ 2y(0)y (K)o

X X X

istenen elde edilir. (7.1.6) ’de liggen esitsizliginden
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lby? (x,)|+ =[b] y*(x,) + +

[ a0y (x)0x

V* () [ a0x)x

[2y(y 00 ot

<Jo| [ 2yy"dx+ oo [ 2y ax+ [ yy | laco)] dtox

bulunur. Esitsizligin son terimindeki integralde X yerine X, alirsak esitsizlik biyiir.

Herhangi bir &> 0 i¢in

lby? (x,)|+

[ a0y (xyox

< |b|]g2yy'dx+i|g|q|dxxf2yy'dx+TZyy']g|q(t)|dtdx
Xy X X

{|b|+zf|q|dx}f2yy-dx
X Xy
olur. Cauchy- Bunjakowski esitsizliginden

< {|b| + Zf |q|dx}2ﬁ yZdX} ﬁ (y')zdx}
X X X

ve 2AV28Y2 <.p4lp esitsizliginden
&

< {|b| + 2]2 ] dx} {g ﬁ yzdx} +1/ ({T (y ')de}

elde edilir. Herhangi bir & > {|b| + Zf |q|dx} icin
X

lby? (x,)| +

[a0ay?(adx
X

lby? (x,)|+

[ atoy2aax

byz(x2)+ﬂ(y')2+qy2—iyz—éyz}dXZI[(y'f—ﬁyz—;yz}dx—lblyz(xz)—
> T[(y)2 - Ay? —; yz}dx{|b|+ 2'|Z|q|dxH({]2 yzdx}+1/g[]g (y')zdxﬂ
> Xjz[(y)2 —/‘Lyz]dx—%]g yZdx —{|b| + Zf |q|dx} {gﬁ yzdx} +1/ g[xf (y')zdx}}
" X X X X
X, X2 N2 2 X, X, ,
:{1—[|b|+2jXl dx}/e};{(y) dX+{—/1—Z—g[|b|+ZJ.X1 dx}}{y dx

~C(e) +{—/1—3—g[|b|+ 2[" |q|dx}}f ydx
% . :

olur. Burada C(&) >0 dir.

quyzdx

q q
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—ﬂ—g—g[|b|+2sz aldx] >0
X1 X

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

0<—z—%—g[|b|+2j:2 q|dx]

q|dx} < —%—[|b|+2J:z

2 X 2
/1<—Z—g[|b|+2.[xz q|dx]

olur. Boylece

2 x 2
1<_Z_[|b|+zj;|q|dx}

icin
&> {|b| + 2X_f |al dx}
oldugunda
by(x,)? + T [(y')2 +q(X)y* — ;tyz]dx >0
X
olacak sekilde

y(%) =y (%) +by(x,) =0
sartin1 saglayan higbir diferansiyel denklem yoktur. O halde

2 x 2
/12—(g+[|b|+2jx2|q|dx} j

olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 7.1.2 0<x <X, <1, q(x) € L2 [0,1] olmak iizere
y'(x)=y'(x)=0

sartlarini ve

(2 2
-y +(—2——jy+q(><)y=0
X X

denklemini saglayan agikar ¢6ziim y olmak {izere

1 1

% 2 Xo
k<[] s a2 )]

esitsizligi saglanir.

75



Ispat: Denklemi vy ile carpip X, ’den X, ’ye integre edersek

f{—y"yw(x)y2 +(%—Ejy2}d><=0
X X

X

elde edilir.

(7.1.7)

[a0ay?(0dx

Y (6,) | aG0dx— [ 2y(9y 00| a(ctax

oldugunu biliyoruz.
Y. =[1/(x, - Xl)]J‘Xlz y*dx
olsun. 'y fonksiyonu [)<1,X2] araliginda stirekli oldugundan ve ortalama deger

teoreminden Y, = y2 (X3) olacak sekilde bir X; € [X1, Xz] vardir.
I 2yy 'dx
integraline kismi integrasyon uygularsak

1
X, =X

yz(X2)=y2(X3)+T2W'dX= Tyde+T2w'dx

elde edilir. Bu ifadeyi (7.1.7) bagintisinda yerine yazarsak

Tqyzdx :{x ix1 T yzdx+T2yy'dx}xf qu—inyy'_X[q(t)dtdx
2 X X3 X X X

X
olur.
T(q —Ej y2dx :{ ! ]Z y2dx + T 2yy'dx}]g q(x)dx — T 2yy'j.q(t)dtdx —Tg ydx
X X Xp = %5 X3 X X X % X

Bu esitligin mutlak degerini alip liggen esitsizligini kullanirsak

T(q - %) y*dx

Xy

X, —

1 X, 2 Xy
SLXZ_ xj1|q|dx+x—2];|:y2dx+

{ " _X[ yzdx+;[2yy dx};{q(x)dx—;':Zyy iq(t)dtdx—{;yzdx

+ TZyy'jq(t)dtdx

X X

XfZW'de qadx

1 X, 2 Xz Xz X,
< gldx+— | | y?dx+2|[2yy|dx | |g|dx
[H{u }J flowenf
elde edilir. Burada
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12yy|<ey?+(1/ g)(y')2

esitsizligini kullanirsak

T(q—%jyzdx <{ I|q|dx+—}[y2dx+2{ jyzdx+ (1/¢) j dx j|q|dx
2 X

X X

bulunur. Ayrica
[ =y ydx ==y 06)y06) + Y (x)y0u)+ [ (y) dx = [ (')’ dx

ve
I —y dx>j Z%yzdx
2

oldugu hemen goriiliir. Herhangi bir

£>2| [ jolox]

i¢in bir C(g) >0 sayis1 vardir oyle ki

sz {—y"y+qy2 J{%_éj yz}dx :I:(y')z dx+I:[q —3 y2dx+'[:%y2dx
>IX2 dx—{ I|q|dx+—]_[y2dx

2 2 X;
_2{ Iy dx +( 1/3)] dx][|q|dx +J dx

X

{-me dx+{—+—-U e

:C(g)+{—2 L2 U |q|dx } * y2dx

elde edilir.

olsun. Bu durumda

olmalidir. Boylece
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J':Z{—y"y+qy2 +[%—§j yz}dx>0

olur ki bu da kabuliimiizle celisir. O halde

1 1 % 2 Xo
2 ] < 20, )] T

olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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SONUC

Bu tezde regiiler ve singiiler Sturm-Liouville operatoriiniin spektral teorisi ile ilgili
yapilan g¢alismalar incelenmistir. Bu caligmalar daha detayli bir sekilde {i¢ ve dordiincii
boliimde verilmistir. Besinci boliimde ise bu c¢aligmalardan faydalanarak Coulomb
potansiyeline sahip Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdegerleri i¢in asimptotik formiiller
bulunmustur. Altinci béliimde Diflizyon denklemi i¢in Counting Lemma ispatlanmis ve bu
lemma yardimiyla 6zdegerler i¢in asimptotik formiiller bulunmustur. Yedinci boliimde ise
daha 6nce Sturm-Liouville operatdriiniin L? den olan potansiyel fonksiyonundan farkl
olarak L? den olmayan potansiyel fonksiyonlar: ele alinmis ve dzdegerlerin asimptotik
davranis incelenmistir. Ileride ise bu calismalarin regiiler ve singiiler Dirac operatdrii i¢in

yapilmasi diigtiniilmektedir.
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