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OZET

Bulanik Say1 Dizilerinde
f—Dereceden f—Istatistiksel Yakinsaklik

Beg esas boliimden olusan bu ¢alismanin ilk boliimiinde istatistiksel yakinsaklik ve
bulanik sayilarm kisa bir tarihcesinden bahsedilmistir. Ikinci boliimde, calismamizin
icerisinde gecen bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmis olup {iclincii boliimde bu-
lanik say1, bulanik kiime ve bulanik say1 dizisi tanimlar: verilerek bulanik say1 dizilerinin
yakinsakligi, simirliligy, istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli p—Cesaro toplanabilme
gibi bazi 6zelliklerinden bahsedilmigtir. Caligmamizin dérdiincii boliimii orjinal olup,
siursiz bir f modiiliis fonksiyonu kullamlarak g € (0, 1] reel saysi i¢in bulanik say:
dizilerinde S—dereceden f—istatistiksel yakinsaklik ve f—dereceden kuvvetli p—Cesaro
toplanabilme kavramlar: tamimlanmig ve aralarindaki bazi kapsama bagintilar: incelen-

migstir. Besinci ve son boliimde ise tez ¢aligmasinda elde edilen sonuclara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik say1 dizisi, Istatistiksel yakinsaklik, Cesaro topla-

nabilme, Modiiliis fonksiyonu.
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SUMMARY

f—Statistical Convergence of order [

of Sequences of Fuzzy Numbers

This study consists of the five main chapters. In the chapter 1 and 2, we give some
informations about the historical development of statistical convergence and fuzzy num-
bers, and some fundamental definitions and theorems which are necessary in this study,
respectively. In the third chapter, we give the concepts of fuzzy set, fuzzy number and
sequence of fuzzy numbers and mention convergence, boundedness, statistical conver-
gence and strongly p—Cesaro summability of the sequences of fuzzy numbers. In the
fourth chapter which is original, we introduce the notions f—statistical convergence
of order  and strong Cesaro summability of order 5 for 5 € (0,1] with respect to
an unbounded modulus function f for sequences of fuzzy numbers and examine some
inclusion theorems. In the fifth and last chapter, we give the results obtained from the

thesis.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Statistical convergence, Cesaro summa-

bility, Modulus function.
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1. GIRIS

Reel say1 dizilerindeki yakinsakhik kavramini genellestirmek amaciyla birbirinden
bagimsiz olarak Fast [1] ve Schoenberg [2] tarafindan farkli bir kavram olan istatistik-
sel yakinsaklik tanimlanmustir. Istatistiksel yakinsaklik farkl isimler altinda Fourier
analiz, Ergodic teori ve Say1 teorisinde kullanilmigtir. Daha sonra bu konu topla-
nabilme, topolojik gruplar ve fonksiyon uzaylar: konulariyla da iligkilendirilmigtir ([3],[4],
151,161, [7],8],[9])-

Matloka [10], 1986 yilinda bulanik say1 dizisini tanimlayarak bu dizilerin yakinsaklig
ve strliligi gibi temel 6zelliklerini agiklamigtir. Daha sonra 1995’de Nuray ve Savag
[11] bulanik say1 dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik tanimini vermis ve o tarihten bu
yana bu konuyla ilgili pek ¢ok ¢aligma yapilmigtir ([12],[13],[14],[15],[16]).

2010 yihinda Colak [17], [0,1] arahigimi derecelendirerek istatistiksel yakinsaklig
genellegtirip reel say1 dizileri i¢in o € (0, 1] bir reel say1 olmak iizere a—dereceden
istatistiksel yakinsaklik ve p > 0 i¢in av—dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilmeyi
tamimlamis ve aralarinda bazi kapsama bagintilar: vermistir. Daha sonra bu kavram-
lar Altinok vd.[18] tarafindan bulanik say1 dizileri i¢in tamimlanmig ve gesitli sonuglar
elde edilmigtir. Son zamanlarda Aizpuru [19] tarafindan bir modiiliis fonksiyonu kul-
lanilarak reel say1 dizileri igin f—istatistiksel yakinsak ve sonra da Bhardwaj [20]
tarafindan o € (0,1] reel sayisi i¢in av—dereceden f—istatistiksel yakinsak ve a—dere-
ceden kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzaylar1 verilmis, bu uzaylar arasinda bazi
kapsama bagitilar elde edilmistir. a—dereceden istatistiksel yakinsaklik ve a—dere-
ceden kuvvetli Cesaro toplanabilme kavramlar ile ilgili hala pek ¢ok matematikci

tarafindan bilimsel ¢aligmalar yapilmaktadir ([21],[22],[23]).



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. ([24]) X # 0 bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere

+: X xX =X,
K xX - X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri saghiyorsa, X kiimesine K skaler cismi iizerinde bir
vektor uzay: (lineer uzay) adi verilir. Her z,y, 2z € X ve her A\, u € K i¢in

He+y=y+z

i) (z+y)+z=2+(y+2)

iii) Her = € X i¢in x + 6 = z olacak sekilde bir § € X vardir.

iv) Herbir x € X i¢in x + (—z) = 6 olacak sekilde bir (—z) € X vardir.

v)le==x

vi) Az +y) = Az + Ay

vil) (A4 p) x = Ao + px

viil) A (ux) = (Ap) .

Tanim 2.2. ([24]) X bos olmayan bir kiime olsun. Her x,y, 2z € X igin
i)d(z,2) =0
i) d(z,y) =0=>z=y
iii) d (z,y) = d(y, v)
iv) d(x,z) < d(z,y)+d(y, 2)
ozelliklerine sahip d : X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X, d) ikilisine de metrik

uzay denir.

Tanim 2.3. ([25]) Kompleks terimli biitiin * = (z;), (k=1,2,3,...) dizilerinin
kiimesini s ile gosterecegiz. x = (%), y = (yx) ve « bir skaler olmak iizere

r+y = (zr) + (yr)

axr = (oxy)

seklinde tanimlanan iglemler altinda s bir lineer uzaydir. s nin her alt lineer uzayina

bir dizi uzay: denir.



Tanim 2.4. ([26]) (X, d) bir tam metrik uzay olsun. X in bos olmayan biitiin kompakt
alt kiimelerinin simifim1 b (X)) ile gosterelim. A, B € h(X), x € Avey € B igin A
kiimesinin B kiimesine uzakhigi d(z, B) = ing d(z,y) olmak tizere

=

d(A,B) =supd(z, B)

r€A

seklinde tanmimlanir. A ve B kiimeleri igin genellikle d (A, B) # d (B, A) dir (Sekil 2.1).

Sekil 2.1. iki kiimenin birbirine uzakliklari
Burada d (A, A) = 0 oldugu agiktir. A, B,C € h(X) kiimeleri igin
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B)
bagintisi saglanir. Gergekten, her z € C' noktasi icin

d(A,B) = supinfd(x,y) <supinf [d(z,2)+d(z,y)]

€A YEB z€AYEB
< supd(z,z)+ inf d(z,y), V2 € C
TEA yeB

yazilabilir. Bu bagint1 sag taraftaki her iki terimde de C kiimesinin her z noktasini
yerlestirdigimizde gegerli olduguna gore birinci terimde d (z,z) uzakligini minimum,
ikinci terimde ise d (z,y) uzakhgimi maksimum yapan z noktalarim kullanirsak

d (A, B) <supinf d(z,z) + sup ingd(z,y) =d(A,C)+d(C,B)

zeA #€C 2€C Y€
buluruz.
Simdi b (X) tizerinde bir h : h(X) x h(X) — RT U {0} fonksiyonunu her A, B €
b (X) igin
h(A,B) =max{d(A,B),d(B,A)}

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyon h (X)) iizerinde metrik sartlari saglar. Yani bu

h kiime fonksiyonu gergekten bir metrik olup Hausdorff metrigi adini alir.



Tanim 2.5. ([27]) K C N olmak iizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

1
J(K)=lim —{k<n:ke K}

n—oo M

seklinde tanmimlanir. Burada [{k <n:k € K}| ifadesi K kiimesinin n den biiyiik ol-
mayan elemanlarinin sayisini gostermektedir.

Eger § (K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tanim 2.6. ([3]) Herhangi bir x = (z}) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogun-
luklu bir kiime diginda biitiin & lar i¢in saghyorsa, (x)) dizisi hemen hemen her k icin
P 6zelligini sagliyor denir ve “h.h.k” bi¢ciminde gosterilir.

Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi agagi-

daki gibi verilebilir.
Tanim 2.7. ([3]) = (x1) kompleks terimli bir dizi olmak iizere, her € > 0 i¢in

1
lim —{k<n:|zy—L| >} =0

n—oo M,

veya h.h.k i¢in |z — L| < e olacak sekilde bir L sayis1 varsa © = (x) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir ve S — limz;, = L veya xj, — L biciminde gosterilir.
Istatistiksel yakisak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger 6zel olarak L = 0 ise

x = (z3,) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakisak sifir dizilerinin

kiimesi Sy ile gosterilir. Buna gore

1

S = {x—(xk) lim—{k <n:lxy—L| >¢€}| =0, EILEC}

non

ve
1
So = {:1: = (zg) : limg Hk <n:l|zg| > e} = O}

seklinde tanimhidir.

Acgikca goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limx, = L
ise S — limz, = L dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten,

1, k=m?ise (m=1,2,..)

0, k#m?ise

T =

seklinde tanimlanmig « = (xy) dizisini goz oniine alalm. Her ¢ > 0 igin
Hk<n:|zg| >e}| <k <n:z #0} <Vn

4



oldugundan

vn

1
lim— {k<n:zp #0} <lim-— =0
n n n n

elde edilir. Bu S — lim z;, = 0 oldugu anlamina gelir. Ancak (zj) yakinsak degildir.
Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi sinirh olmak zorunda degildir. Yani ¢,

ve S uzaylari birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar: vardir. Gergekten,

VE, k=m?ise (m=1,2,.)
1, k#m?ise

T =

seklinde tanmimlanan x = (xj) dizisi i¢in S — limxy, = 1 dir, ancak © ¢ ( dir. z =
(1,0,1,0,...) dizisi stmirhdir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S — limz;, = L4,

S —limzy, = Ly ise Ly = Ly dir.

Tanim 2.8. ([3]) Bir x = () kompleks terimli dizisini gtz oniine alalm. ¢ > 0
verilsin. Eger h.h.k i¢in |z, — xx| < € olacak sekilde bir N = N (g) dogal sayis1 varsa
yani,

1
lim —{k<n:|z; —an| >} =0

n—oo M,

ise © = (z},) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Teorem 2.9. ([1]) S —limz, =a, S —limy, = b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde
i) S —limexy = ca dir.

ii) S —lim (x4 + yx) = a + b dir.

Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzay olur.
Teorem 2.10. ([3]) Asagidaki onermeler denktir.
i) x dizisi istatistiksel yakinsaktr,
ii) z dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) h.h.k igin xy = y; olacak gekilde yakinsak bir y = (y;) dizisi vardir.



Tanim 2.11. ([28]) Asagidaki sartlar saglayan bir f : [0,00) — [0, 00) fonksiyonuna

modiiliis fonksiyonu denir:

i) f(z) =0 ancak ve ancak = = 0,
i) z,y 2 0icin f (2 +y) < f(2) + f (),
iii) f artandir,

iv) f fonksiyonu 2 = 0 noktasinda sagdan siireklidir.

Bir modiiliis fonksiyonu smirh veya siirsiz olabilir. Ornegin, f () = 27, (0 < p < 1)

sinirsiz olmasina ragmen f (x) = T4, fonksiyonu smirhdr.



3. BULANIK KUMELER VE BULANIK SAYI DIiZILERi

Bu boliimde bulanik kiimeler ve bulanik sayilarin temel 6zellikleri verildi. Ayrica
bulanik say1 dizisinin tanimi ve bazi 6zellikleri verilerek bu dizilerin istatistiksel yakin-

sakligi ve kuvvetli Cesaro toplanabilirligi orneklerle acgiklandi.
3.1. Bulanik Kiimeler ve Bulanik Sayilar

Tanim 3.1.1. X herhangi bir kiime ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

1, € Aise
0, ¢ Aise

fa(z) =

seklinde tanimlanan f, : X — R fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir. Buna gore X in bir A alt kiimesini karakteristik fonksiyon yardimiyla
A={zx e X : fa(x) =1}

seklinde tanimlayabiliriz.
Karakteristik fonksiyonu kullanarak X in herhangi bir elemaninin A kiimesinin

elemani olup olmadigini kesin olarak anlayabiliriz.
Asagida Zadeh [29] tarafindan tanimlanan bazi tanimlar: verelim.

Tanim 3.1.2. y, elemanlar x ile gosterilmis bir nesneler kiimesi olsun. y kiimesinde
bir A bulanik kiimesi, x deki herbir noktay1 [0, 1] araligindaki bir reel sayiya kargilik
getiren bir X 4 (z) karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir.

x deki bir A bulamk kiimesinden bahsedilirken X4 : x — [0, 1] seklinde bir karak-
teristik fonksiyon daima mevcuttur. Bu fonksiyon x € A i¢in X4 (z) € (0,1],x ¢ A
icin X4 (x) = 0 bigiminde tammlanir. Bu gekilde tanimlanmig karakteristik fonksiyona
bundan sonra iiyelik fonksiyonu diyecegiz.

Uyelik fonksiyonunun tanmimindan yararlanarak bir A bulanik kiimesini
A={zex:Xa(r)€ (0,1]}

seklinde tanimlayabiliriz. Burada X4 () in degeri A bulanik kiimesindeki 2 noktasinin

iiyelik derecesini gostermektedir. Buna gore X4 () in 1 e en yakin degeri, A bulanik

7



kiimesindeki x in en yiiksek iiyelik derecesidir. Eger A kiimesi klasik anlamda bir kiime
ise iiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Burada X4 (z) =1 veya X4 (z) =0
olmasi z in A ya ait olmasi veya olmamas1 demektir. Buna gore X4 (z), A kiimesinin

bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenmis olur.

Tanim 3.1.3. Bir A bulanik kiimesinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart X (z¢) =

1 olacak sekilde en az bir zy € y olmasidir.

Ornek 3.1.4.

2“”‘5_5, T € [3,5} ise

X(z) = 7_2555“5, S [5,1—75} ise
0, diger durumlarda

bulanik kiimesi z = 5 i¢in 1 degerini aldigindan normaldir.

Konvekslik kavrami, klasik kiimelerdeki pek cok 6zellik korunacak sekilde bulanik
kiimelere genisletilebilir. Bu kavram, bulanik saymin tanimini yapabilmek i¢in gerekli
olan 6nemli ozelliklerden birisidir. Konveksligin tanimini vermeden 6nce a—seviye

kiimesi tanimim verelim.

Tanim 3.1.5. A bir bulanik kiime olsun ve o € (0, 1] verilsin. A bulamk kiimesinin

a—seviye (a—kesim) kiimesi A% ile gosterilir ve
A ={zx e x: Xa(x) > a}

seklinde tanimlanir. Ozel olarak O-seviye kiimesi ¢l {x € R : X, (z) > 0} seklinde tanim-
lanir.
Bu tanimin benzeri olan ve bulanik kiimelerde sik kullanilan "destek" kavramini su

sekilde tanmimlayabiliriz.

Tanim 3.1.6. A bir bulanik kiime olsun. A nin destegi (support), iiyelik derecesi sifir

olmayan biitiin noktalarin kiimesidir ve
supp (A) = {z € x : X4 () > 0}
seklinde tanimlanir.

Tanim 3.1.7. y, n boyutlu R” Oklid uzay: olsun. Bir A bulanik kiimesinin konveks

olmast igin gerek ve yeter sart her a € (0, 1] igin A* kiimesinin konveks olmasidir.

8



Konveksligin diger bir tanim ise goyle verilebilir.

Tanim 3.1.8. Bir A bulanik kiimesinin konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her

A € [0,1] ve her z1, 25 € x igin
Xa(Azy + (1 =X xg) > min{ X4 (1), X4 (22)}
esitsizliginin saglanmasidir.

Tanim 3.1.9. ([30]) Bir reel bulanik say1 agagidaki sartlar saglayan bir X : R — [0, 1]
fonksiyonudur.
i) X normaldir, yani X (zo) = 1 olacak sekilde bir zy € R mevcuttur,

ii) X bulanik konvekstir, yani herhangi z,y € R ve 0 < A <1 i¢in
X (Az+(1=XN)y) =min{X (2),X (y)}

esitsizligi saglanir,
iii) X tist-yari-siireklidir,

iv) X®={z € R: X (x) > 0} kiimesinin kapams1 kompakttir.

Ornek 3.1.10.

x—1, x € [1,2] ise
X(@)=9 —2+3, z€[2,3 ise
0, diger durumlarda

seklinde tammlanan X : R — [0, 1] fonksiyonu, bir bulanik sayisidir ve grafigi asagidaki
gibidir:

[
»

:
1
[}
i
2

0 1 3

Sekil 3.1. Bir bulanik say1

Biitiin reel bulanik sayilar kiimesini L (R) ile gosterecegiz. L (R) kiimesinde a—seviye

kiimeleri icin baz aritmetik iglemler su sekilde tanimlanir.



X,Y € L(R) bulanik sayilariin toplami ve fark: sirasiyla

(X +Y) (@) = sup min{X (), ()}

T=y+z
ve
(X =Y)(@) = s min (X (1).Y ()

seklindedir [31].

X ve Y gibi iki bulanik sayimin a—seviye kiimelerine gore toplami ve farki ise su
sekilde tanimlanir.

X,Y € L(R) ve bunlarm a—seviye kitmeleri @ € [0,1] icin [X]* = [X* X"] ve
[Y]" = [Y*,Y"] olsun. Bu takdirde

(X +Y]" = [X*4+Y" X" +Y"],
[X_Y]Oé _ [Xa_?a’ya_xa}’
dir.

Bir X bulanik sayisinin bir £ € R reel sayisiyla carpimi da
(k- Xk -X"], k>0 ise
[k - X]" = —

[k - Xk ~X“} , diger durumlarda

seklindedir.
Burada [X £ Y]" = [X]* £[V]" ve [k- X]* = k[X]* yazlabilir. Bunu asagidaki gibi

basit cebirsel islemler yaparak gosterebiliriz.

X"+ []" = {r€R:X(1) 2 0} + {r €R:Y(2) > o}
= {zeR: X(x)+Y(x) >2a>a}
= {zeR: (X +Y)(z)>2a>a}

= [X+Y]"

k-X]" = {zeR:(kX)(2)>a)
— {zeR:kX(z)>al
= k{zeR:X(z)>a}
= k[X]°

10



dir.
Her bir reel say1 kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebilir. Ayrica bu-
lanik sayinin tanimina gore her bir karakteristik fonksiyon bir bulanik say1 olur. Yani

r € Rigin 7 € L (R) bulamk sayisi

1, z=rise

0, = #rise

seklinde tamimlanir. Boylece her r reel sayisi icin 7 = [r, 7] seklinde bir gosterim
vardir. Bu diisiinceden hareketle R reel sayilar kiimesi, L (R) bulanik sayilar kiimesine
gomiilebilir [32].

Bulanik sayilar kiimesi {izerindeki siralama bagintisi, reel araliklar arasindaki siralama
bagitisina benzerlik gosterir.

X,Y € L(R) igin "=<" kismi siralama bagintisi
X=<YeVael0,1]ign X*<Yve X <Y"
seklinde tammlanir [33].

Tanim 3.1.11. ([34]) A C L(R) kiimesi verilsin. Her X € A bulamk sayist icin
X = U olacak sekilde bir U bulanik sayist varsa A kiimesine iistten smirlidir ve U
bulanik sayisina da A kiimesinin bir {ist sinir1 denir. Eger A kiimesinin her x4 st sinir
icin U =< p ise U bulanik sayisina A kiimesinin en kiigiik {ist sinir1 (supremumu) denir.

Bir kiime icin alttan sinirlilik ve infimum kavramlar: da benzer sekilde tanimlanir.
L (R) iizerinde X ve Y gibi iki bulanik say1 arasindaki uzakligi hesaplamak i¢in

d : LR)xL[R)—R

d(X,Y) = sup dyg (XY

0<a<l

metrigi kullanilacaktir. Burada dy Hausdorff metrigidir ve
dH (on’YOC) = max (|on _on| s }704 _?Oé})
seklinde tammlamr. (L (R),d), bir tam metrik uzaydir [35]. Bu metrik, R tizerindeki

mutlak deger metrigine indirgenir.
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C (R™), R™ 6klid uzaymin bos olmayan, kompakt ve konveks biitiin alt kiimelerinin
ailesini gostersin. Bu takdirde C' (R") iizerinde toplama ve skalerle carpma her A, B €
C (R") igin

A+B={z:z=2+y, v € Avey € B}

ve her A € C'(R") ve A € R i¢in
M={z:z= Xz, z € A}

seklinde tanimlamir. Buradaki toplama ve ¢arpma iglemleri C' (R™) iizerinde bir lineer
yap! iiretir.
A ve B kiimeleri arasindaki uzaklk

b (A B) = e {supif [l ] sup i o~ ]

a€A

Hausdorff metrigiyle tanimlanir. Burada [|-|| sembolii ile R™ deki aligilmig Oklid normu
gosterilmektedir. (C' (R"),04) uzaymin bir tam metrik uzay oldugu bilinmektedir.

Bir bulanik sayimin tanim agagidaki bicimde genellestirilebilir.

Tanim 3.1.12. n—boyutlu Oklid uzay1 R™ tizerindeki bir bulanik say1 asagidaki sartlar:
saglayan bir X : R"— [0, 1] fonksiyonudur:
i) X normaldir, yani X (zo) = 1 olacak sekilde en az bir xy € R” mevcuttur,

ii) X bulanik konvekstir, yani herhangi z,y € R" ve 0 < A < 1 igin
XAz +(1=XN)y) = min{X (z),X (y)}

esitsizligi saglanir,
iii) X tist-yari-siireklidir,

iv) X ={x € R": X (z) > 0} kiimesinin kapanig1 kompakttir.

R™ tizerindeki biitiin bulamk sayilarm kiimesi L (R") ile gosterilir.
0 < a < 1igin X seviye kiimesini goz oniine alalm. Tammdan, X* € C (R"™)
oldugu agiktir. L (R™) deki toplama ve skaler ile carpma XY € L(R") ve k € R

olmak {izere

(X +Y]"=X*4Y"ve [kX]" = kX"
seklinde tanimlanir.

12



Simdi, herbir 1 < ¢ < oo igin

1
q

d,(X,Y) = (/01 e (Xa,ya)qd@)

ve

doo = SUP 0o (X, YY)

0<a<l

metriklerini tammmlayalim. ¢ < s i¢in d, < d, olmak {izere

doo (X,Y) = lim d, (X,Y)

q—00

oldugu agiktir. (C'(R"),d,) metrik uzay1 tamdir [36].
Bundan sonraki kisimlarda d, yerine d notasyonu kullanilacaktir.

Agikca n =1 igin L (R™) kiimesinden L (R) ve iizerinde tanimh metrik elde edilir.
3.2. Bulanik Sayi1 Dizileri ve Temel Ozellikleri

Matloka [10] 1986 yilinda bulanik say1 dizisi tanimim yapmig ve diziyle ilgili temel

kavramlar: agagidaki gibi vermistir.

Tanim 3.2.1. Bulanik sayilarimin bir X = (X}) dizisi, dogal sayilar kiimesinden L (R™)
icine tanimli bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir k pozitif tamsayisina bir X (k)

bulanik sayis1 kargilik gelir. Bundan sonraki boliimlerde X (k) yerine X, yazacagiz.

Tanim 3.2.2. X = (Xj) bir bulamk say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 sayist i¢in & > N
iken d (Xj, Xo) < ¢ olacak gekilde bir N sayis1 mevecut ise (X}) dizisi yakimnsaktir ve
limiti Xy dir denir. Bu durumda klim X = Xy yazilir. Eger lim X; mevcut degilse

(Xk) dizisi wraksaktir denir.

Biitiin yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesini ¢ (F)) ile gosterecegiz.

Ornek 3.2.3.

kg 222 T € [&;2’3} ise

k+2 k12
—J & 4k+2 4k+27
X (7) rsr 4+ 2, xe 3,42 ise
0, diger durumlarda
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seklindeki X = (X}) bulank say1 dizisini gz ¢niine alahm. Bu dizinin limiti
T —2, x €[2,3] ise
Xo(x)=<¢ —x+4, x€3,4] ise
0, diger durumlarda

bulanik sayidir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2. (Xy) bulanik say1 dizisinin X, bulanik sayisina yakinsamasi

Teorem 3.2.4. Yakinsak bir X = (X}) bulanik say1 dizisinin limiti tektir.

Teorem 3.2.5. X = (Xj) ve Y = (Y}) bulank say1 dizilerinin limitleri sirasiyla X, ve
Yy olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir.

i) ]}E{}O(Xk-FYk) = Xo+ Yo,

i) lim (X, — Vi) = Xo - Yo,

i) lim (X.Y3) = Xo.Yo,

iv) lim (ﬁ) = %, (Eger biitiin £ lar i¢in 0 ¢ supp Yy, ve 0 ¢ supp Yp).

k—oo \ Y&

Tanim 3.2.6. Her £ € N sayist icin L < X, < U olacak sekilde L ve U bulanik sayilar
mevcut ise X = (Xj) bulanik say1 dizisine smirhdir denir. Biitiin sinirh bulanik say:
dizilerinin kiimesini f (F') ile gosterecegiz.

Ornek 3.2.3 de verilen (X},) bulanik say1 dizisi siirh bir dizidir.

Tanim 3.2.7. ([11]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 i¢in,

1
lim— |{k <n:d(Xy, Xo) >} =0
non

olacak gekilde bir X, bulanik sayisi mevcut ise, yani h.h.k igin d (X, Xo) < € esit-
sizligini saglayan bir X, bulanik sayis1 varsa X = (Xj) bulamk say1 dizisi X bulank
sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. (Xj) dizisi Xy bulamk sayisina istatistiksel

yakinsak ise S(F') —lim X}, = X, veya Xj, — X (S (F)) yazilr.
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S (F) ile istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesini gosterecegiz. Ozel
olarak Xy = 0 almirsa S (F') yerine Sy (F') yazacagz.

Bilindigi gibi sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolay1 ¢ (F) C
S (F) kapsamasi agiktir. Bu kapsamanin kesin oldugunu da agagidaki drnekte gorebi-

liriz.

Ornek 3.2.8. X = (X},) bulanik say1 dizisini

20— (2k—1), wz€ [k—1k] ise
5 (Qk 1) [k ) 1} ) k= n3 ise
—2x 4+ +1), z€ |k, k+ 5| 18€
X, (z) = ? (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
\ Xo (z), k # n3 ise

olacak bicimde tanimlayalim. Burada

20 — 1, T € [%,1} ise
Xo(x) =4 —22+3, T € [1, %] ise
0, diger durumlarda

olup, her € > 0 igin
{keN:d(Xy, Xo) >c} C{8,27,64,...}

oldugundan § ({k € N: d (X}, Xo) > ¢e}) = 0 dir. Bu nedenle X = (X}) dizisi X, a
istatistiksel yakisaktir. Ancak {k € N :d (X, Xo) > ¢} kiimesi sonlu olmadig: igin
(Xk) dizisi X, a yakinsak degildir.

S (F) ve ly (F) dizi simflar1 birbirlerini kapsamazlar. Yukaridaki oérnekte verilen
X = (Xj) bulank say1 dizisini goz oniine alalim. Bu dizi istatistiksel yakinsaktir
fakat sinirh degildir. Simdi de smirh olup istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi 6rnegi

verelim.

Ornek 3.2.9.
r+3, xe€[-3,-2] ise

U(x) =4 —o—1, z¢€[-2,—1] ise

0, diger durumlarda
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ve

x—1, x €1[1,2] ise
Uy(z) =< —x+3, T € [2,3] ise
0, diger durumlarda
olmak iizere
Uy, k tek ise
X () =
Uy, k cift ise

seklinde tammlanan (Xj) bulamk sayi dizisi simirhdir, ancak istatistiksel yakimsak

degildir.

Yakinsak her bulanik say1 dizisi ayni zamanda hem istatistiksel yakinsak hem de
sinirh oldugundan S (F) N 4y, (F) # 0 dir. Hatta ¢(F) C S(F) N {y (F) kapsamasi

kesindir. Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmigtir:

Ornek 3.2.10. X = (X},) bulanik say1 dizisini

.

k 2-2k 2%k—2 :
el t iy, TE [7,3} ise b e
k 4k+2 4k+27 -
X, () = — et a5s :1:6[3,7} ise (n=123..)
0, diger durumlarda Y
\ Xo (), k # n? ise

seklinde tamimlayalim. Burada

r+3, xe[-3,-2] ise
Xo(r) =4 —x—1, x€[-2 —1] ise

0, diger durumlarda

olup X = (X},) dizisi hem sinirhidir, hem de X bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Ancak bu dizi yakinsak degildir (Sekil 3.3).

-3 2 -1 0 32 16/9 3 389 92 6

Sekil 3.3. Istatistiksel yakinsak, fakat yakinsak olmayan bir bulanik say1 dizisi
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Teorem 3.2.11. ([37]) X = (Xj) bir bulanik say1 dizisi olsun. Bu durumda h.h.k.
icin X = Y, olacak sekilde yakinsak bir Y = (Y},) dizisi varsa X dizisi istatistiksel
yakinsaktir.

Tanim 3.2.12. ([38]) X = (Xj) bir bulanik say1 dizisi ve p bir pozitif reel say1 olsun.
Eger
RN
Jim 3 [0 (60 X =0
k=1
olacak sekilde bir X, bulanik sayis1 varsa X = (Xj) bulanik say:1 dizisi X, bulamk

sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli p—Cesaro yakinsak bulanik

say1 dizilerinin kiimesini w (F, p) ile gosterecegiz. Bir bagka ifadeyle
1 » . .
w(F,p)=<¢X =(X}): lim — g [d (X, Xo)]” =0, en az bir X i¢in
n—oo M
k=1

dir. X = (X}) bulamk say1 dizisi X, bulamk sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise

Xy — Xo (w (F,p)) yazacagz.

Teorem 3.2.13. ([38]) 0 < p < oo olsun. Eger bir X = (Xj) bulanik say:1 dizisi
Xg bulanik sayisia kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise ayni zamanda X, bulanik sayisina

istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 3.2.14. ([38]) 0 < p < oo olsun. Eger simirh bir X = (X}) bulanik say1 dizisi
Xo bulanik sayisina istatistiksel yakinsak ise bu takdirde X, bulanik sayisina kuvvetli

p—Cesaro yakisaktir.

Ornek 3.2.15. (X%) bulanik say1 dizisini agagidaki gibi gz oniine alalim:

(

kx + 1, T € [—%,O} ise
k = n? ise
—kx + 1, T € [0, ﬂ ise
Xy (z) = (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda
Bu dizinin a—seviye kiimesi
a—1 l—«a 2
a—= = k = n~ ise
[)(da _ [ k k }
0,0], diger durumlarda
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seklinde hesaplanir. Buradan p = 1 igin
RS
lim — [d (Xk,Xo)]p =0

n—oo M,
k=1

olup (X}) bulamk say1 dizisinin 0 bulamk sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilir

oldugu anlagihr (Sekil 3.4).

\4

-1 -1/4 -1/9
Xk(:6,k¢n2ise)

Sekil 3.4. (X)) bulanik say1 dizisi 0 bulanik sayisina
kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir
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4. BULANIK SAYI DIZILERINDE BiR MODULUSE GORE 3—DERE-
CEDEN f—ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE KUVVETLi CESARO
TOPLANABILME

4.1. Giris

Bu kisimda ilk olarak sirasiyla reel say1 dizileri ve bulanik say1 dizileri i¢in 5—dere-
ceden istatistiksel yakinsaklik tanimlarini verip daha sonra f—yogunluk ve fg—yogunluk

ile ilgili kavramlarima yer verecegiz.

Tanim 4.1.1. [17] § € (0,1] olsun. Bir A C N kiimesinin f—yogunlugu

1

seklinde tanimlanir.
Herhangi bir kiimenin S—yogunlugu S = 1 halinde o kiimenin dogal yogunluguna

indirgenir.

Uyar: 4.1.2. Bir A kiimesinin 5 € (0, 1] olmak iizere S—yogunlugu sifirsa, dogal
yogunlugu da sifirdir. Fakat tersi dogru degildir. Sifir dogal yogunlukluklu bir kiime
bazi 3 € (0,1) ler icin sifirdan farkli S—yogunluga sahip olabilir. Ornegin, A =
{1,4,9, ...} almrsa d (4) = 0 olup 3 € (0,3) i¢in dg (A) = oo dur.

Tanim 4.1.3. [17] S € (0,1] ve z = (x}) bir reel say1 dizisi olsun. Eger herbir ¢ > 0
icin

dg({k e N: |z, — 0] >€}) =0,
yani

) 1
nh_)noloﬁ|{k§n:|xk—ﬁ|25}|:o,

ise 7 = (x3) dizisi £ 'ye 3—dereceden istatistiksel yakinsaktir veya ¢ 'ye S” —yakinsaktir
denir.
Tiim [S—dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S” ile gosterilir. 3 = 1

durumunda J—dereceden istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsakliga indirgenir.

Tanim 4.1.4. [18] X = (X}) bir bulanik say1 dizisi ve § € (0,1] olsun. Eger her ¢ > 0
icin

1
lim — H{k <n:d(Xg, Xo) >c}|=0
n—oo M,
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limiti meveutsa X = (Xj) bir bulanmk say1 dizisi X, bulanik sayisina S—dereceden
istatistiksel yakimsaktir denir. Bu durumda S”(F) — lim X;, = X, yazihr. Biitiin

B—dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S” (F) ile gosterilir.

Tanim 4.1.5. [19] f sirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bir A C N kiimesinin

f—yogunlugu asagidaki limitin mevcut olmasi halinde

s £k <n:kea))
A =l 7 ()

seklinde tanimlanir.

Uyar: 4.1.6. f—yogunluk kavrami f(x) = 2 olmasi durumunda dogal yogunluk
kavramina indirgenir. Dogal yogunluk durumunda d (A) + d (N — A) = 1 oldugu bil-
inmektedir. Fakat bu sonug f—yogunluk durumunda gegerli degildir. Yani d/ (A) +
df (N — A) = 1 genelde saglanmaz. Ornegin f (r) = log(z + 1) ve A = {2n: n € N}
almirsa d’ (A) = d/ (N — A) = 1 olur. Bununla birlikte, f—yogunluk durumunda eger
d’ (A) = 0 olursa d/ (N — A) = 1 oldugunu varsayabiliriz. Dogal yogunluk durumunda
oldugu gibi, sonlu kiimeler de sifir f—yogunluga sahiptir ve boylece herhangi bir sonlu

A kiimesi i¢in d/ (A) +d/ (N— A) =1 dir.

Uyar1 4.1.7. Herhangi bir simirsiz f modiiliisii ve A C N i¢in d’ (A) = 0 olmasi
d (A) = 0 olmasim gerektirir. Fakat tersinin dogru olmasi gerekmez. Ciinkii sifir dogal
yogunluga sahip bir kiime simirsiz bir f modiiliisiine gore sifirdan farkli f—yogunluga
sahip olabilir. Ornegin, f(r) = log(z +1) ve A = {1,4,9,...} alimrsa d(A) = 0
olur, fakat d/ (A) = 1 dir. Bununla birlikte Uyar1 4.1.6 "dan dolay1 d (4) = 0 olmas
d’ (A) = 0 esitliginin herhangi bir sonlu A C N kiimesi durumunda daima dogru

olacaktir. Bu sinirsiz f modiiliisiiniin se¢iminden bagimsizdir.

Tanim 4.1.8. [19] f sinrsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger herbir € > 0 igin
d ({k € N: |, — €| >¢}) =0,

yani

fim s F (k<=1 2 2} =0

ise (zj) dizisi £ 'ye f—istatistiksel yakinsaktir denir ve S/— lim z; = ¢ yazihr. Tiim

f—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S/ ile gosterilir.
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Tanim 4.1.8 ve Uyar1 4.1.7 ’den her f—istatistiksel yakinsak dizinin istatistiksel
yakinsak oldugu fakat istatistiksel yakinsak bir dizinin her simirsiz f modiiliisii i¢in

f—istatistiksel yakinsak olmak zorunda olmadigr anlagilir.

Tanim 4.1.9. [20] f sinwrsiz bir modiiliis fonksiyonu ve 8 € (0, 1] herhangi bir reel

say1 olsun. Bir A C N kiimesinin fg—yogunlugu

@, (A) = lim

lim s (1 < nck € AY)

seklinde tanimlanir.

Uyar: 4.1.10. [20] fz—yogunluk, f = 1 ve f(z) = x durumunda dogal yogunluga,
f =1 durumunda f—yogunluga ve f () = z durumunda S—yogunluga indirgenir.
Genelde dg (A) + dé (N—A) = 1 esitligi sinirsiz bir f modiiliis fonksiyonu igin
saglanmaz. Ornegin, 0 < p < 1,3 € (0,1) ve A= {2n:n € N} i¢in f (z) = 2P alinirsa
dé (A) = 00 = dé (N — A) elde edilir. Ayrica, smirsiz bir f modiiliis fonksiyonu igin

sonlu kiimeler sifir fz—yogunluga sahiptir.

Uyar: 4.1.11. [20] f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve 8 € (0, 1] olmak tizere eger bir
A kiimesinin fz—yogunlugu sifir ise f—yogunlugu sifir olup boylece dogal yogunlugu
da sifir olur. Tersine, sifir yogunluga sahip bir kiime ayni f modiiliis fonksiyonu ve
B degeri icin sifirdan farkh fz—yogunluga sahip olabilir. Bunun i¢in agagidaki drnegi

verebiliriz.

Ornek 4.1.12. f(z) = In(x + 1) modiiliis fonksiyonunu ve A = {1,8,27,64,...}
kiimesini goz oniine alahm. Bu takdirde, 8 € (3,1] i¢in d(A4) = 0 ve dg(A) = 0
oldugu fakat dg (A) > d/ (A) = & ve boylece dg (A) # 0 oldugu kolayca gosterilebilir.

Lemma 4.1.13. [20] f smursiz bir modiiliis fonksiyonu, 0 < § <y < 1ve A C N
olsun. Bu takdirde d/ (A) < dé (A) dir.

Buna gore, eger bir A kiimesi siirsiz bir f modiiliis fonksiyonu ve 0 < f <~ < 1 i¢in
sifir f3—yogunluga sahip ise sifir f,—yogunluga sahiptir. Ozel olarak, baz1 3 € (0, 1]
degerleri i¢in sifir fz—yogunluga sahip bir kiime sifir f—yogunluga sahiptir. Bunun

tersi asagidaki ornekte de goriildiigii gibi dogru degildir.

21



Ornek 4.1.14. 0 < p < 1 ve A = {1,8,27,...} olmak iizere f(z) = 2” olsun.
d’ (A) = 0 oldugu kolayca goriilebilir. Herhangi bir € (0, %) i¢in
fU{k<n:ke A}) _ (Wn)" -1

f(?) - )
_ )y
nﬁ-p nﬁ-p

(Vo))" (Vn)" 1
(%)p .nﬁ-p nﬁ-p
(Wa)” 1 1
(V) po-3)

oldugundan dg (A) # 0 dir ve boylece her iki tarafta n — oo i¢in limit alinirsa dg (A) =

3’
oo bulunur. Burada lim (([é])l sonludur.

4.2. Bulanik Say:1 Dizilerinde f—Dereceden f—Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda bulanik say1 dizileri i¢in S—dereceden f—istatistiksel yakinsak dizilerin

siufin1 tammlayip farkli 5 € (0, 1] sayilar i¢in bazi kapsama bagimtilar verecegiz.

Tanim 4.2.1. f smursiz bir modiiliis ve § € (0,1] olsun. X = (X},) bir bulanik say:

dizisi olmak tizere herbir € > 0 icin eger

A T ()

limiti varsa X = (Xj) bir bulamk say1 dizisi X, bulanik say1 dizisine S—dereceden

F(H{k <n:d(Xg Xo) >€})=0

f—istatistiksel yakinsaktir veya X, 'a S° (F, f) —yakinsaktir denir.

Bu durumda, S? (F, f) — lim X, = X, yazihr. S° (F, f) sembolii ile f—dereceden
tiim f—istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerin kiimesini, S%° (F, f) ile 3—dereceden
sifira f—istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerin kiimesini gosterecegiz. Aciktir ki
herhangi bir siirsiz f modiiliisii ve 8 € (0,1] igin S?° (F, f) c S? (F, f) dir.

f ve 8 min 6zel durumlar igin:

f (z) = x i¢in f—dereceden f—istatistiksel yakinsaklik Altinok vd. [18] tarafindan
tanimlanan S—dereceden istatistiksel yakinsakliga doniistir.

f(z) =z ve B =1 igin f—dereceden f—istatistiksel yakinsaklk istatistiksel yakin-

sakliga doniigiir.

Uyar: 4.2.2. Tamim 4.2.1 'de § € (0,1] i¢in f—dereceden f—istatistiksel yakimsaklik
iyi yanimh olmasia ragmen 3 > 1 icin iyi tanimh degildir. Bu durum Ornek 4.2.3 ’de

gosterilmigtir.

22



Ornek 4.2.3. f fonksiyonu tliglo @ > 0 sartin1 saglayan bir modiiliis ve X = (X})

bulanik say1 dizisi asagidaki gibi olsun:

( )
T+ 3, 3 << =2
—r—1, —2<zxr<-1 > Xo, k tek ise
0 diger durumlarda
X () = X
r—1, 1< <2
—x + 3, 2<xr<3 > 1 X{, K cift ise
\ 0 diger durumlarda )

(X}) dizisinin cv—seviye kiimesi hesaplanirsa

N [a—3,—1—a]: [X,]", k tek ise
[Xi]" =
[a+1,3—a]: [X{]", k ¢ift ise

bulunur. Bu takdirde 5 > 1 ve her bir € > 0 i¢in tlim @ > 0 ozelligi kullanilirsa

1 | L G
| A ()
1 | A1) —
. | ey

elde edilir. Buna gore X = (Xj) bulanik say1 dizisi hem X, hem de X{ bulamk
sayisina [J—dereceden f—istatistiksel yakinsaktir. Yani, f—dereceden f—istatistiksel

limit $ > 1 degerleri i¢in tek olamaz (Bkz. Sekil 4.1).

Xo Xo

Py Py N
v 7

3 -1 0 1 3

Sekil. 4.1. (X,) dizisi f>1 iginhem X, hem de X bulank
sayilarina S dereceden f-istatistiksel yakinsaktir
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Simirsiz bir f modiiliis fonksiyonu ve 0 < § < 1 icin her yakinsak bulanik say1 dizisi
[—dereceden f—istatistiksel yakinsaktir, fakat tersi asagidaki érnekte de goriildiigii

gibi dogru degildir.

Ornek 4.2.4. X = (Xx) bulanik say1 dizisini agagidaki gibi tanimlayalim:

( 3\
T+ 3, —3<zr< -2
—x —1, —2< < -1 ¢ k=ndise
0 diger durumlarda
X (z) = <
r—1, 1< <2
-+ 3, 2<r<3 bk #£ ndise
\ 0 diger durumlarda )

0 <p<1iin f(z) = 2P modiiliis fonksiyonunu alahm. (X}) dizisinin a—seviye

kiimesi hesaplanirsa

N [a—3,—-1—a]: k=n3ise
[(X]" =
[ +1,3—a]: k+#n?ise
kiimesi bulunur. Bu takdirde, (X}) bulanik say1 dizisi 5 € (%, 1} icin S—dereceden

f—istatistiksel yakinsaktir, fakat yakinsak degildir.

Teorem 4.2.5. X = (X},), Y = (Y}) birer bulanik say1 dizisi ve Ly, Ly iki bulanik say1
olsun. Ayrica, f sirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve S € (0, 1] olsun. Bu takdirde,

(i) Eger SP (F, f) —lim X}, = L; ve c € C ise SP (F, f) — lim X}, = cL, dir.

(ii) Eger SP(F,f) —limX, = L; ve SP(F,f) — limY, = L, ise SP(F,f) —
lim (X; + ;) = Ly + Ly dir.

Teorem 4.2.6. f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 5 ve 7 sayllarnda 0 < g <~v <1
olacak sekilde reel sayilar olsun. Bu takdirde S° (F, f) C S7(F, f) dir ve kapsama
kesindir.

Ispat. Kapsama bagimtisinm ispat1 0 < § < v < 1 icin f nin artanhk dzelliginden

kolaylikla yapilabilir. Simdi kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (Xj)
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bulanik say1 dizisini

x4 3, —3< < -2
—x —1, 2< < -1 ¢ k=n%ise
0 diger durumlarda
X () = <
r—1, 1< <2
-+ 3, 2< <3 bk #£ n? ise
\ 0 diger durumlarda )

seklinde tamimlayalim ve f(z) = 2P, 0 < p < 1 modiiliis fonksiyonunu géz ©niine

alalim. (X}) bulanik say1 dizisinin a—seviye kiimesi hesaplanirsa

N (@ —3,—-1—a] k=n?ise
(X" =
[a+1,3—a] k#n?ise

kiimesi bulunur. Buna gore (X;) bulank say1 dizisi v € (4,1] i¢in y—dereceden
f—istatistiksel yakinsaktir, fakat 5 € (O 1} icin S—dereceden f—istatistiksel yakin-

)2
sak degildir.

Sonug 4.2.7. X = (Xj) bir bulamk say1 dizisi, f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu
ve 3 € (0,1] olsun. Bu takdirde, S° (F, f) C S (F, f) kapsamasi mevcut ve kesindir,

ayrica X = (X},) bulanik say1 dizisinin limitleri de aymdir.
Uyar1 4.1.11 ’den asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.2.8. f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve 5 € (0, 1] olsun. Bu takdirde,
(i) SP (F, f) C SP (F) ve kapsama kesindir,
(ii) S° (F, f) C S (F) ve kapsama kesindir.
Ispat. Kapsamanin kesinligini gostermek icin X = (Xx) bulanik say1 dizisini agag-
daki gibi tanimlayalim:
r—k+1, k—-1<z<k
—x4+k+1, k<z<k+1 k =n? ise
0, d.d

0 k # n3 ise

\
(X%) bulanik say1 dizisinin a—seviye kiimesi
[a+k—1,k+1—aq], k =n3 ise

[Xk]" = _
0, diger durumlarda
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seklindedir. f (z) = In (z + 1) modiiliis fonksiyonunu alalm. Bu durumda X = (Xj)
bulanik say1 dizisi 5 € (%, 1} icin S—dereceden istatistiksel yakinsak ve biylece istatis-
tiksel yakinsaktir (Bkz. Sekil 4.2). Diger yandan,
&, ({k e N:d(X,0)>¢e}) > df({keN d(Xy,0) > e})
= - #0
3 #

yazilabileceginden X = (X},) dizisi f—dereceden f—istatistiksel yakinsak degildir.

A
al X, ‘);8 Xy Xy
0 2 7 9 26 28 k-1 k+1
Sekil. 4.2. (X,) dizisi B e (<,1] igin B — dereceden istatistiksel yakinsak
fakat [ dereceden f-istatistiksel yakinsak degildir.

4.3. Bir Modiiliise gore f—dereceden Kuvvetli Cesaro Toplanabilme

Bu kisimda bir modiiliis fonksiyonunu kullanarak bulanik say1 dizileri i¢in S—dere-
ceden kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin sinifin1 tanimlayip baz kapsama bagintilar:
verecegiz. Son olarak bir modiiliis fonksiyonuna gore S—dereceden kuvvetli Cesaro

toplanabilme ve S—dereceden f—istatistiksel yakinsaklik arasinda bir bagint1 verecegiz.

Tanim 4.3.1. X = (X}) bir bulanik say1 dizisi, f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve

[ pozitif bir reel say1 olsun. Bu durumda asagidaki dizi siniflarim1 tanimlayalim:

w(F, f) = {XES gggonﬁzf (X4, 0) o},

n—oo Ty

{XGS sup 52]‘7 (X%, 0) <oo},

Ozel olarak f(z) = z durumunda w? (F, f) dizi smifi p = 1 igin Altinok vd. [18]

w’ (F,f) = {XGS : lim 5Zf (Xi, X)) OHXOGL(R)},

w? (F, f)

nin tanimladigr w” (F, p) dizi siifi ile aymdir. f (z) = x durumunda w®* (F, f) dizi

sinifim w®> (F) ile gosterecegiz.
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Simdi Tanim 4.3.1 de verilen w® (F, f), w®° (F, f) ve w?*° (F, f) dizi smflariyla

ilgili baz1 sonuclar1 verelim.

Uyar1 4.3.2. Altinok vd. [18] nin tammladigi w? (F,p) dizi smifinda 3 sayisi 1 den
biiyiik olmamasina ragmen burada tanimlanan w®° (F, f) ve w? (F, f) uzaylarinda 3

sayisi herhangi bir pozitif reel sayidir.

Teorem 4.3.3. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu takdirde,

(1) B> 0 igin w? (F, f) C w’> (F, f) dir,

(i1) B > 1 icin w” (F, f) C w®> (F, f) dir.

Ispat. (i) nin ispat1 agikardir, bu nedenle (44) nin ispatini verecegiz. Bunun igin
B > 1 olmak iizere w” (F, f) dizi simifinda herhangi bir bulanik say1 dizisini goz éniine

alalim. Bu durumda modiiliis fonksiyonunun tanimimdan

n

nﬁzf (X, 0) <—Zf (Xp, Xo)) + f (d (Xo, )).711521,

k=1
yazilabilir ve boylece X € w®> (F, f ) elde edilir.

Teorem 4.3.4. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu ve 5 > 1 olsun. Bu durumda
w? (F) C wP(F, f), w? (F) C wP?(F, f) ve w?> (F) C w?* (F, f) kapsama bagn-
tilar1 mevcuttur.

Ispat. Birinci ve ikinci kapsama bagintilarinin ispatlar: kolay oldugu icin w®> (F)

w?°° (F, f) bagmtisim ispatlayalim. Bunun igin, 8 > 1 olsun ve w®* (F') dizi simifinda

sup 5 Zd (X,0)

sartini saglayan herhangi bir X = (X},) bulanik say1 dizisini goz 6niine alahm. ¢ € (0, J]
icin f (t) < € olacak sekilde ¢ € (0,1) ve € > 0 sayilar1 verilsin.
Z toplamu d (X},0) < 6 ve Z toplami d (X},0) > ¢ iizerinden olmak iizere

1 n
m;f( (X%, 0) Z Z

1
toplamimi g6z éniine alalim. Bu takdirde E < e—— olup d (Xy,0) > 0 icin
nf
1

d (X, 0) <d(XTk’G) <1+ Hd(XTk’G)H,
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yazilabilir. Burada, [|d (X}, 0) /d|] ifadesi d (X}, 0) /6 nin tam kismim gostermektedir.

Bu nedenle d (X%,0) > ¢ igin modiiliis fonksiyonun tanimidan

f(d (X, 0)) < (1+ HOZ(XT"“G)H) F(1) ggf(1)d(XT’f’6)

elde edilir. Boylece

olup Z < 5

— esitsizligi yardimiyla

n

1 _
(1) 5—1ﬁ d (X}, 0).
k=1

bulunur. Sonug olarak, 3 > 1 oldugundan (X;) € w?> (F, f) elde edilir ki bu da
(Xy) € w?™ (F) demektir,

()

Teorem 4.3.5. f fonksiyonu hm 11~ 0 sartini saglayan bir modiiliis fonksiyonu ve

B bir pozitif reel say1 olsun. Bu takdlrde w? (F, f) C w? (F) dir.

Ispat. X = (X}) bir bulamk say1 dizisi ve (X;) € w® (F, f) olsun. hm ! Ef) =
inf {f—gtl it > O} oldugu daha 6nceden bilinmektedir. Kisalik bakimindan tliglo #2 lim-
itinin degerini ¢ ile gosterecegiz. Buna gore ¢ > 0 oldugundan her ¢ > 0 igin f (¢) > ¢t
ve t < {71 f (t) olup boylece

iﬁ zn:d (X, Xo) < g—liﬁ zn: f(d (X, Xo))
(gt [

dir. Boylece (X;) € w” (F) elde edilir.
Teorem 4.3.4 ve Teorem 4.3.5 ’den agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.3.6. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger tlim @ > 0ve S > 1 ise
w? (F, f) = w? (F) dir.

Teorem 4.3.7. f bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < 3 < « olsun. Bu takdirde w” (F, f) C

w? (F, f) dir ve kapsama kesindir.
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Ispat. Kapsama bagmtisinm dogrulugunu gostermek kolaydir. Kapsamanin kesin-

ligi icin bir f modiiliis fonksiyonunu ve

r—1, 1< <2
X (2) = — + 3, 2<r<3 k=n?ise
0 diger durumlarda
\ 0 k # n3 ise

seklinde tanimli bir bulanik say1 dizisini goz ¢niine alalim. Her n € N i¢in f(0) = 0

ozelligi kullanilirsa

LS r.0) < 2 1

yazilabilir ve boylece n — oo iken vy > % icin sag taraf sifira gider. Diger yandan her

n € N i¢in

nﬁzf (X 0)) = Y23 1

n

elde edilir. Boylece n — oo iken 0 < 8 < % i¢in sag taraf sonsuza gittiginden (X},) ¢
w? (F, f) bulunur.

Teorem 4.3.8. X = (X},) bir bulanik say1 dizisi ve 0 < § < v < 1 olsun. Ayrica, her
x>0,y >0ve hm ) > 0 igin f (xy) > cf (z) f (y) sartlarim saglayan bir pozitif ¢
sabiti mevcut olacak §ek11de siirsiz bir f modiiliis fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu
takdirde, eger bir bulanik say1 dizisi bir f modiiliis fonksiyonuna gore bir X, bulanik
sayisima [—dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilir ise yine ayn1 X, bulanik sayisina
~v—dereceden f—istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. X = (X;) herhangi bir bulamk say1 dizisi ve £ > 0 olsun. Bu takdirde,

modiiliis fonksiyonunun tanimindan

Zf (Xi Xo) > f(fjd(xk,x(n)

F({E <n:d(Xy, Xo) > e} €)

v

> cof ({F <n:d(Xy, Xo) = e}l) f(e)
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ve buradan da 8 < v kullanilarak

f(H{k <n:d(Xe, Xo) > e}]) f(e)
nB
cf ({k <n:d(Xi, Xo) >e}]) f(e)

ny

cf ({k <n:d (X, Xo) > e}]) f () f(n7)
nf (n7)

yazilabilir. Boylece, tlim f_it) > 0 ve X € w?(F,f) gergekleri dikkate alinirsa X €

5Zf (Xi, X0) >

>

S (F, f) oldugu kolayca goriiliir.
Teorem 4.3.8 ’de 8 = ~ alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.9. X = (X}) bir bulanik say1 dizisi ve 0 < < 1 olsun. Ayrica, her
x>0,y >0ve t11>123 f—gfl > 0 igin f (xy) > cf (z) f (y) sartlarim saglayan bir pozitif ¢
sabiti mevcut olacak sekilde siirsiz bir f modiiliis fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu
takdirde, eger bir bulanik say1 dizisi bir f modiiliis fonksiyonuna gore bir X, bulanik
sayisima [—dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilir ise yine ayn1 X, bulanik sayisina

f—dereceden f—istatistiksel yakinsaktir.
Sonug 4.3.9 'da f = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.10. Bir X = (X}) bulanik say:1 dizisini ve her z > 0, y > 0 ve hm ) >0
icin f (xy) > cf (x) f (y) sartlari saglayan bir pozitif ¢ sabiti mevcut olacak §ek11de
sinirsiz bir f modiiliis fonksiyonunu goz 6niine alalim. Eger bir bulanik say1 dizisi bir
f modiiliis fonksiyonuna gore bir X, bulanik sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir ise

yine ayni1 X, bulanik sayisina f—istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 4.3.11. X = (X}) bir bulamk say1 dizisi ve f fonksiyonu tlim @ > 0 ve
B € (0,1] olacak sekilde bir modiiliis olsun. Bu takdirde, eger bir bulank say1 dizisi
bir f modiiliis fonksiyonuna goére bir X bulanik sayisina S—dereceden kuvvetli Cesaro

toplanabilir ise yine ayni1 Xy bulanik sayisina f—dereceden istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 4.3.11 ’de $ = 1 alimirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.12. X = (X},) bir bulanik say1 dizisi ve f fonksiyonu hm i (t) > 0 olacak

sekilde bir modiiliis olsun. Bu takdirde, eger bir bulanik say: dlZlSl bir f modiiliis
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fonksiyonuna gore bir X bulanik sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir ise yine ayni X

bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 4.3.11 ’da f (z) = x ve = 1 almrsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.13. Bu takdirde, eger bir bulanik say1 dizisi bir X, bulanik sayisina kuvvetli

Cesaro toplanabilir ise X bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir.
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5. SONUCLAR

Bu tez galismasinda, f smursiz bir modiiliis fonksiyonu, 8 € (0, 1] bir reel say:
ve X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olmak iizere, Altinok vd. [18] tarafindan tanim-
lanan S—dereceden istatistiksel yakinsaklik tanimi bir f modiiliis fonksiyonu yardimiyla
genellestirilerek f—dereceden f—istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerinin sinifi olan
SP(F, f) dizi sinifi tammlanmig ve farkli 3, € (0, 1] reel sayilar i¢in baz kapsama
bagmntilar1 elde edilmistir. Ayrica, bir f modiiliis fonksiyonuna gore S—dereceden
kuvvetli Cesaro toplanabilme kavrami verilmis ve w®? (F, f), w? (F, f), w?* (F, f)
dizi simflar1 tammlanarak S” (F, f) dizi simfi ile aralarindaki gesitli kapsama bagim-
tilar1 elde edilmistir. Burada sunu belirtmek gerekir ki daha énceden Altinok vd. [18]
nin tammladigi w® (F, p) dizi stmfinda 8 sayisi 1 den biiyiik olmamasma ragmen bu-
rada tammlanan w®° (F, f) ve w” (F, f) dizi simflarinda 3 sayist herhangi bir pozitif

reel sayidir.
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