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ÖZET

Bulan¬k Say¬ Dizilerinde

¡Dereceden ¡·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Beş esas bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n ilk bölümünde istatistiksel yak¬nsakl¬k ve

bulan¬k say¬lar¬n k¬sa bir tarihçesinden bahsedilmi̧stir. ·Ikinci bölümde, çal¬̧smam¬z¬n

içerisinde geçen baz¬ temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧s olup üçüncü bölümde bu-

lan¬k say¬, bulan¬k küme ve bulan¬k say¬ dizisi tan¬mlar¬ verilerek bulan¬k say¬ dizilerinin

yak¬nsakl¬¼g¬, s¬n¬rl¬l¬¼g¬, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve kuvvetli ¡Cesàro toplanabilme

gibi baz¬ özelliklerinden bahsedilmi̧stir. Çal¬̧smam¬z¬n dördüncü bölümü orjinal olup,

s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonu kullan¬larak  2 (0 1] reel say¬s¬ için bulan¬k say¬

dizilerinde ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ¡dereceden kuvvetli ¡Cesàro

toplanabilme kavramlar¬ tan¬mlanm¬̧s ve aralar¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ incelen-

mi̧stir. Beşinci ve son bölümde ise tez çal¬̧smas¬nda elde edilen sonuçlara yer verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Bulan¬k say¬ dizisi, ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, Cesàro topla-

nabilme, Modülüs fonksiyonu.
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SUMMARY

¡Statistical Convergence of order 

of Sequences of Fuzzy Numbers

This study consists of the …ve main chapters. In the chapter 1 and 2, we give some

informations about the historical development of statistical convergence and fuzzy num-

bers, and some fundamental de…nitions and theorems which are necessary in this study,

respectively. In the third chapter, we give the concepts of fuzzy set, fuzzy number and

sequence of fuzzy numbers and mention convergence, boundedness, statistical conver-

gence and strongly ¡Cesàro summability of the sequences of fuzzy numbers. In the

fourth chapter which is original, we introduce the notions ¡statistical convergence

of order  and strong Cesàro summability of order  for  2 (0 1] with respect to

an unbounded modulus function  for sequences of fuzzy numbers and examine some

inclusion theorems. In the …fth and last chapter, we give the results obtained from the

thesis.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Statistical convergence, Cesàro summa-

bility, Modulus function.
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ŞEK·ILLER L·ISTES·I
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Bu çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ semboller aç¬klamalar¬ ile birlikte aşa¼g¬da sunulmuş-

tur.

N : Do¼gal say¬lar kümesi

R : Reel say¬lar kümesi

C : Kompleks say¬lar kümesi

 (R) : ¡boyutlu reel bulan¬k say¬lar kümesi

 :  bulan¬k kümesinin ¡kesimi

() :  kümesinin kapan¬̧s¬

supp :  bulan¬k kümesinin deste¼gi (support)

 : hemen hemen her 
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uzay¬

0 ( ) :
¡dereceden s¬f¬ra ¡istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerin

uzay¬

 ( ) :
Bir modülüs fonksiyonuna göre ¡dereceden kuvvetli Cesàro

toplanabilir bulan¬k say¬ dizilerin uzay¬

0 (  ) :
Bir modülüs fonksiyonuna göre s¬f¬ra ¡dereceden kuvvetli

Cesàro toplanabilir bulan¬k say¬ dizilerin uzay¬
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1. G·IR·IŞ

Reel say¬ dizilerindeki yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ genelleştirmek amac¬yla birbirinden

ba¼g¬ms¬z olarak Fast [1] ve Schoenberg [2] taraf¬ndan farkl¬ bir kavram olan istatistik-

sel yak¬nsakl¬k tan¬mlanm¬̧st¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k farkl¬ isimler alt¬nda Fourier

analiz, Ergodic teori ve Say¬ teorisinde kullan¬lm¬̧st¬r. Daha sonra bu konu topla-

nabilme, topolojik gruplar ve fonksiyon uzaylar¬ konular¬yla da ili̧skilendirilmi̧stir ([3],[4],

[5],[6],[7],[8],[9]).

Matloka [10], 1986 y¬l¬nda bulan¬k say¬ dizisini tan¬mlayarak bu dizilerin yak¬nsakl¬¼g¬

ve s¬n¬rl¬l¬¼g¬ gibi temel özelliklerini aç¬klam¬̧st¬r. Daha sonra 1995’de Nuray ve Savaş

[11] bulan¬k say¬ dizileri için istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ vermi̧s ve o tarihten bu

yana bu konuyla ilgili pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r ([12],[13],[14],[15],[16]).

2010 y¬l¬nda Çolak [17], [0 1] aral¬¼g¬n¬ derecelendirerek istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬

genelleştirip reel say¬ dizileri için  2 (0 1] bir reel say¬ olmak üzere ¡dereceden

istatistiksel yak¬nsakl¬k ve   0 için ¡dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilmeyi

tan¬mlam¬̧s ve aralar¬nda baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ vermi̧stir. Daha sonra bu kavram-

lar Alt¬nok vd.[18] taraf¬ndan bulan¬k say¬ dizileri için tan¬mlanm¬̧s ve çeşitli sonuçlar

elde edilmi̧stir. Son zamanlarda Aizpuru [19] taraf¬ndan bir modülüs fonksiyonu kul-

lan¬larak reel say¬ dizileri için ¡istatistiksel yak¬nsak ve sonra da Bhardwaj [20]

taraf¬ndan  2 (0 1] reel say¬s¬ için ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsak ve ¡dere-

ceden kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin uzaylar¬ verilmi̧s, bu uzaylar aras¬nda baz¬

kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ elde edilmi̧stir. ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ¡dere-

ceden kuvvetli Cesàro toplanabilme kavramlar¬ ile ilgili hala pek çok matematikçi

taraf¬ndan bilimsel çal¬̧smalar yap¬lmaktad¬r ([21],[22],[23]).
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 2.1. ([24])  6= ; bir küme ve  reel veya kompleks say¬lar cismi olmak üzere

+ :  £ ! 

¢ :  £ ! 

fonksiyonlar¬ a̧sa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa,  kümesine  skaler cismi üzerinde bir

vektör uzay¬ (lineer uzay) ad¬ verilir. Her    2  ve her   2  için

i) +  =  + 

ii) (+ ) +  = + ( + )

iii) Her  2  için +  =  olacak şekilde bir  2  vard¬r.

iv) Herbir  2  için + (¡) =  olacak şekilde bir (¡) 2  vard¬r.

v) 1 = 

vi)  (+ ) = + 

vii) ( + ) = + 

viii)  () = ().

Tan¬m 2.2. ([24])  bo̧s olmayan bir küme olsun. Her    2  için

i)  ( ) = 0

ii)  ( ) = 0)  = 

iii)  ( ) =  ( )

iv)  ( ) ·  ( ) +  ( )

özelliklerine sahip  :  £  ! R fonksiyonuna metrik ve ( ) ikilisine de metrik

uzay denir.

Tan¬m 2.3. ([25]) Kompleks terimli bütün  = ()  ( = 1 2 3 ) dizilerinin

kümesini  ile gösterece¼giz.  = ()   = () ve  bir skaler olmak üzere

+  = () + ()

 = ()

şeklinde tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda  bir lineer uzayd¬r.  nin her alt lineer uzay¬na

bir dizi uzay¬ denir.
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Tan¬m 2.4. ([26]) ( ) bir tammetrik uzay olsun.  in boş olmayan bütün kompakt

alt kümelerinin s¬n¬f¬n¬ h () ile gösterelim.  2 h ()   2  ve  2  için 

kümesinin  kümesine uzakl¬¼g¬  () = inf
2

 ( ) olmak üzere

 () = sup
2

 ()

şeklinde tan¬mlan¬r.  ve  kümeleri için genellikle  () 6=  () d¬r (Şekil 2.1).

 

d(A,B)          

d(B,A)          

A          B          

Şekil 2.1. İki kümenin birbirine uzaklıkları          

Burada  () = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.  2 h () kümeleri için

 () ·  () +  ()

ba¼g¬nt¬s¬ sa¼glan¬r. Gerçekten, her  2  noktas¬ için

 () = sup
2

inf
2

 ( ) · sup
2

inf
2

[ ( ) +  ( )]

· sup
2

 ( ) + inf
2

 ( )  8 2 

yaz¬labilir. Bu ba¼g¬nt¬ sa¼g taraftaki her iki terimde de  kümesinin her  noktas¬n¬

yerleştirdi¼gimizde geçerli oldu¼guna göre birinci terimde  ( ) uzakl¬¼g¬n¬ minimum,

ikinci terimde ise  ( ) uzakl¬¼g¬n¬ maksimum yapan  noktalar¬n¬ kullan¬rsak

 () · sup
2

inf
2

 ( ) + sup
2

inf
2

 ( ) =  () +  ()

buluruz.

Şimdi h () üzerinde bir  : h () £ h () ! R+ [ f0g fonksiyonunu her  2

h () için

 () = max f ()   ()g

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu fonksiyon h () üzerinde metrik şartlar¬n¬ sa¼glar. Yani bu

 küme fonksiyonu gerçekten bir metrik olup Hausdor¤ metri¼gi ad¬n¬ al¬r.
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Tan¬m 2.5. ([27])  ½ N olmak üzere bir  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada jf ·  :  2 gj ifadesi  kümesinin  den büyük ol-

mayan elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬ göstermektedir.

E¼ger  () = 0 ise  kümesine s¬f¬r yo¼gunluklu küme denir.

Tan¬m 2.6. ([3]) Herhangi bir  = () dizisinin terimleri bir  özelli¼gini s¬f¬r yo¼gun-

luklu bir küme d¬̧s¬nda bütün  lar için sa¼gl¬yorsa, () dizisi hemen hemen her  için

 özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve “” biçiminde gösterilir.

Do¼gal yo¼gunluk kavram¬ndan faydalan¬larak istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ aşa¼g¬-

daki gibi verilebilir.

Tan¬m 2.7. ([3])  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere, her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

veya  için j ¡ j   olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve S ¡ lim =  veya 
s!  biçiminde gösterilir.

·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬  ile gösterilir. E¼ger özel olarak  = 0 ise

 = () dizisine istatistiksel s¬f¬r dizisi denir. ·Istatistiksel yak¬nsak s¬f¬r dizilerinin

kümesi 0 ile gösterilir. Buna göre

 =

½
 = () : lim



1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0 9 2 C

¾

ve

0 =

½
 = () : lim



1


jf ·  : jj ¸ gj = 0

¾

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Aç¬kça görülece¼gi gibi yak¬nsak her dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani lim = 

ise S ¡ lim =  dir. Fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir. Gerçekten,

 =

8
<
:

1  = 2 ise ( = 1 2 )

0  6= 2 ise

şeklinde tan¬mlanm¬̧s  = () dizisini göz önüne alal¬m. Her   0 için

jf ·  : jj ¸ gj · jf ·  :  6= 0gj ·
p


4



oldu¼gundan

lim


1


jf ·  :  6= 0gj · lim



p



= 0

elde edilir. Bu S ¡ lim = 0 oldu¼gu anlam¬na gelir. Ancak () yak¬nsak de¼gildir.

Di¼ger taraftan istatistiksel yak¬nsak bir dizi s¬n¬rl¬ olmak zorunda de¼gildir. Yani 1

ve  uzaylar¬ birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar¬ vard¬r. Gerçekten,

 =

8
<
:

p
  = 2 ise ( = 1 2 )

1  6= 2 ise

şeklinde tan¬mlanan  = () dizisi için S ¡ lim = 1 dir, ancak  2 1 dir.  =

(1 0 1 0 ) dizisi s¬n¬rl¬d¬r. Ancak istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Bir dizi istatistiksel yak¬nsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S ¡ lim = 1

S ¡ lim = 2 ise 1 = 2 dir.

Tan¬m 2.8. ([3]) Bir  = () kompleks terimli dizisini göz önüne alal¬m.   0

verilsin. E¼ger  için j ¡  j   olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ varsa

yani,

lim
!1

1


jf ·  : j ¡  j ¸ gj = 0

ise  = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.9. ([1]) S ¡ lim =  S ¡ lim  =  ve  bir reel say¬ olsun. Bu taktirde

i) S ¡ lim  =  d¬r.

ii) S ¡ lim ( + ) = +  dir.

Bu teoreme göre istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi bir lineer uzay olur.

Teorem 2.10. ([3]) Aşa¼g¬daki önermeler denktir.

i)  dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r,

ii)  dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii)  için  =  olacak şekilde yak¬nsak bir  = () dizisi vard¬r.
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Tan¬m 2.11. ([28]) Aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan bir  : [01) ! [01) fonksiyonuna

modülüs fonksiyonu denir:

i)  () = 0 ancak ve ancak  = 0,

ii)   ¸ 0 için  (+ ) ·  () +  (),

iii)  artand¬r,

iv)  fonksiyonu  = 0 noktas¬nda sa¼gdan süreklidir.

Bir modülüs fonksiyonu s¬n¬rl¬ veya s¬n¬rs¬z olabilir. Örne¼gin,  () =  (0   · 1)

s¬n¬rs¬z olmas¬na ra¼gmen  () = 
1+

fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r.
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3. BULANIK KÜMELER VE BULANIK SAYI D·IZ·ILER·I

Bu bölümde bulan¬k kümeler ve bulan¬k say¬lar¬n temel özellikleri verildi. Ayr¬ca

bulan¬k say¬ dizisinin tan¬m¬ ve baz¬ özellikleri verilerek bu dizilerin istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬ ve kuvvetli Cesàro toplanabilirli¼gi örneklerle aç¬kland¬.

3.1. Bulan¬k Kümeler ve Bulan¬k Say¬lar

Tan¬m 3.1.1.  herhangi bir küme ve ,  in bir alt kümesi olsun. Bu durumda

 () =

8
<
:

1  2  ise

0  2  ise

şeklinde tan¬mlanan  :  ! R fonksiyonuna  kümesinin karakteristik fonksiyonu

denir. Buna göre  in bir  alt kümesini karakteristik fonksiyon yard¬m¬yla

 = f 2  :  () = 1g

şeklinde tan¬mlayabiliriz.

Karakteristik fonksiyonu kullanarak  in herhangi bir eleman¬n¬n  kümesinin

eleman¬ olup olmad¬¼g¬n¬ kesin olarak anlayabiliriz.

Aşa¼g¬da Zadeh [29] taraf¬ndan tan¬mlanan baz¬ tan¬mlar¬ verelim.

Tan¬m 3.1.2.  elemanlar¬  ile gösterilmi̧s bir nesneler kümesi olsun.  kümesinde

bir  bulan¬k kümesi,  deki herbir noktay¬ [0 1] aral¬¼g¬ndaki bir reel say¬ya kaŗs¬l¬k

getiren bir  () karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir.

 deki bir  bulan¬k kümesinden bahsedilirken  :  ! [0 1] şeklinde bir karak-

teristik fonksiyon daima mevcuttur. Bu fonksiyon  2  için  () 2 (0 1]   2 

için  () = 0 biçiminde tan¬mlan¬r. Bu şekilde tan¬mlanm¬̧s karakteristik fonksiyona

bundan sonra üyelik fonksiyonu diyece¼giz.

Üyelik fonksiyonunun tan¬m¬ndan yararlanarak bir  bulan¬k kümesini

 = f 2  :  () 2 (0 1]g

şeklinde tan¬mlayabiliriz. Burada  () in de¼geri  bulan¬k kümesindeki  noktas¬n¬n

üyelik derecesini göstermektedir. Buna göre  () in 1 e en yak¬n de¼geri,  bulan¬k
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kümesindeki  in en yüksek üyelik derecesidir. E¼ger  kümesi klasik anlamda bir küme

ise üyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 de¼gerlerini al¬r. Burada  () = 1 veya  () = 0

olmas¬  in  ya ait olmas¬ veya olmamas¬ demektir. Buna göre  ()   kümesinin

bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenmi̧s olur.

Tan¬m 3.1.3. Bir  bulan¬k kümesinin normal olmas¬ için gerek ve yeter şart  (0) =

1 olacak şekilde en az bir 0 2  olmas¬d¬r.

Örnek 3.1.4.

() =

8
>>><
>>>:

2¡5
5

  2
£
5
2
 5
¤
ise

¡2+15
5

  2
£
5 15

7

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

bulan¬k kümesi  = 5 için 1 de¼gerini ald¬¼g¬ndan normaldir.

Konvekslik kavram¬, klasik kümelerdeki pek çok özellik korunacak şekilde bulan¬k

kümelere geni̧sletilebilir. Bu kavram, bulan¬k say¬n¬n tan¬m¬n¬ yapabilmek için gerekli

olan önemli özelliklerden birisidir. Konveksli¼gin tan¬m¬n¬ vermeden önce ¡seviye

kümesi tan¬m¬n¬ verelim.

Tan¬m 3.1.5.  bir bulan¬k küme olsun ve  2 (0 1] verilsin.  bulan¬k kümesinin

¡seviye (¡kesim) kümesi  ile gösterilir ve

 = f 2  :  () ¸ g

şeklinde tan¬mlan¬r. Özel olarak 0-seviye kümesi  f 2 R :  ()  0g şeklinde tan¬m-

lan¬r.

Bu tan¬m¬n benzeri olan ve bulan¬k kümelerde s¬k kullan¬lan "destek" kavram¬n¬ şu

şekilde tan¬mlayabiliriz.

Tan¬m 3.1.6.  bir bulan¬k küme olsun.  n¬n deste¼gi (support), üyelik derecesi s¬f¬r

olmayan bütün noktalar¬n kümesidir ve

supp () = f 2  :  ()  0g

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.1.7. ,  boyutlu R Öklid uzay¬ olsun. Bir  bulan¬k kümesinin konveks

olmas¬ için gerek ve yeter şart her  2 (0 1] için  kümesinin konveks olmas¬d¬r.
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Konveksli¼gin di¼ger bir tan¬m¬ ise şöyle verilebilir.

Tan¬m 3.1.8. Bir  bulan¬k kümesinin konveks olmas¬ için gerek ve yeter şart her

 2 [0 1] ve her 1 2 2  için

 (1 + (1¡ )2) ¸ min f (1)   (2)g

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

Tan¬m3.1.9. ([30]) Bir reel bulan¬k say¬ aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan bir  : R! [0 1]

fonksiyonudur.

i)  normaldir, yani  (0) = 1 olacak şekilde bir 0 2 R mevcuttur,

ii)  bulan¬k konvekstir, yani herhangi   2 R ve 0 ·  · 1 için

 (+ (1¡ ) ) ¸ min f ()   ()g

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r,

iii)  üst-yar¬-süreklidir,

iv) 0 = f 2 R :  ()  0g kümesinin kapan¬̧s¬ kompaktt¬r.

Örnek 3.1.10.

() =

8
>>><
>>>:

¡ 1  2 [1 2] ise

¡+ 3  2 [2 3] ise

0 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlanan  : R! [0 1] fonksiyonu, bir bulan¬k say¬s¬d¬r ve gra…¼gi aşa¼g¬daki

gibidir:

 

1         2        3 

1 

0 

Şekil 3.1. Bir bulanık sayı 

Bütün reel bulan¬k say¬lar kümesini  (R) ile gösterece¼giz.  (R) kümesinde ¡seviye

kümeleri için baz¬ aritmetik i̧slemler şu şekilde tan¬mlan¬r.
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  2  (R) bulan¬k say¬lar¬n¬n toplam¬ ve fark¬ s¬ras¬yla

( +  ) () = sup
=+

min f ()   ()g

ve

( ¡  ) () = sup
=¡

min f ()   ()g

şeklindedir [31].

 ve  gibi iki bulan¬k say¬n¬n ¡seviye kümelerine göre toplam¬ ve fark¬ ise şu

şekilde tan¬mlan¬r.

  2  (R) ve bunlar¬n ¡seviye kümeleri  2 [0 1] için [] =
£
 

¤
ve

[ ] =
£
  

¤
olsun. Bu takdirde

[ +  ] =
£
 +   


+ 

¤


[ ¡  ] =
£
 ¡ 


 

 ¡  
¤


dir.

Bir  bulan¬k say¬s¬n¬n bir  2 R reel say¬s¬yla çarp¬m¬ da

[ ¢] =

8
<
:

£
 ¢  ¢¤

  ¸ 0 ise
£
 ¢

  ¢
¤
 di¼ger durumlarda

şeklindedir.

Burada [ §  ] = []§ [ ] ve [ ¢] = [ ] yaz¬labilir. Bunu aşa¼g¬daki gibi

basit cebirsel i̧slemler yaparak gösterebiliriz.

[] + [ ] = f 2 R : () ¸ g+ f 2 R :  () ¸ g

= f 2 R : () +  () ¸ 2 ¸ g

= f 2 R : ( +  )() ¸ 2 ¸ g

= [ +  ]

[ ¢ ] = f 2 R : ()() ¸ g

= f 2 R : () ¸ g

=  f 2 R : () ¸ g

=  []
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dir.

Her bir reel say¬ kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebilir. Ayr¬ca bu-

lan¬k say¬n¬n tan¬m¬na göre her bir karakteristik fonksiyon bir bulan¬k say¬ olur. Yani

 2 R için ¹ 2  (R) bulan¬k say¬s¬

¹ () =

8
<
:

1  =  ise

0  6=  ise

şeklinde tan¬mlan¬r. Böylece her  reel say¬s¬ için ¹ = [ ] şeklinde bir gösterim

vard¬r. Bu düşünceden hareketle R reel say¬lar kümesi,  (R) bulan¬k say¬lar kümesine

gömülebilir [32].

Bulan¬k say¬lar kümesi üzerindeki s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬, reel aral¬klar aras¬ndaki s¬ralama

ba¼g¬nt¬s¬na benzerlik gösterir.

  2  (R) için "¹" k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬

 ¹  , 8 2 [0 1] için  ¹   ve 
 ¹ 



şeklinde tan¬mlan¬r [33].

Tan¬m 3.1.11. ([34])  ½  (R) kümesi verilsin. Her  2  bulan¬k say¬s¬ için

 ¹  olacak şekilde bir  bulan¬k say¬s¬ varsa  kümesine üstten s¬n¬rl¬d¬r ve 

bulan¬k say¬s¬na da  kümesinin bir üst s¬n¬r¬ denir. E¼ger  kümesinin her  üst s¬n¬r¬

için  ¹  ise  bulan¬k say¬s¬na  kümesinin en küçük üst s¬n¬r¬ (supremumu) denir.

Bir küme için alttan s¬n¬rl¬l¬k ve in…mum kavramlar¬ da benzer şekilde tan¬mlan¬r.

 (R) üzerinde  ve  gibi iki bulan¬k say¬ aras¬ndaki uzakl¬¼g¬ hesaplamak için

¹ :  (R)£  (R)! R

¹ (  ) = sup
0··1

 (  )

metri¼gi kullan¬lacakt¬r. Burada  Hausdor¤ metri¼gidir ve

 (  ) = max
¡
j ¡  j 

¯̄


 ¡ 
¯̄¢

şeklinde tan¬mlan¬r.
¡
 (R)  ¹

¢
 bir tam metrik uzayd¬r [35]. Bu metrik, R üzerindeki

mutlak de¼ger metri¼gine indirgenir.
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 (R)  R öklid uzay¬n¬n boş olmayan, kompakt ve konveks bütün alt kümelerinin

ailesini göstersin. Bu takdirde  (R) üzerinde toplama ve skalerle çarpma her  2

 (R) için

+ = f :  = +   2  ve  2 g

ve her  2  (R) ve  2 R için

 = f :  =   2 g

şeklinde tan¬mlan¬r. Buradaki toplama ve çarpma i̧slemleri  (R) üzerinde bir lineer

yap¬ üretir.

 ve  kümeleri aras¬ndaki uzakl¬k

1 () = max

½
sup
2

inf
2
k¡ k  sup

2
inf
2
k¡ k

¾

Hausdor¤ metri¼giyle tan¬mlan¬r. Burada k¢k sembolü ile R deki al¬̧s¬lm¬̧s Öklid normu

gösterilmektedir. ( (R)  1) uzay¬n¬n bir tam metrik uzay oldu¼gu bilinmektedir.

Bir bulan¬k say¬n¬n tan¬m¬ aşa¼g¬daki biçimde genelleştirilebilir.

Tan¬m 3.1.12. ¡boyutlu Öklid uzay¬R üzerindeki bir bulan¬k say¬ aşa¼g¬daki şartlar¬

sa¼glayan bir  : R! [0 1] fonksiyonudur:

i)  normaldir, yani  (0) = 1 olacak şekilde en az bir 0 2 R mevcuttur,

ii)  bulan¬k konvekstir, yani herhangi   2 R ve 0 ·  · 1 için

 (+ (1¡ ) ) ¸ min f ()   ()g

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r,

iii)  üst-yar¬-süreklidir,

iv) 0 = f 2 R :  ()  0g kümesinin kapan¬̧s¬ kompaktt¬r.

R üzerindeki bütün bulan¬k say¬lar¬n kümesi  (R) ile gösterilir.

0 ·  · 1 için  seviye kümesini göz önüne alal¬m. Tan¬mdan,  2  (R)

oldu¼gu aç¬kt¬r.  (R) deki toplama ve skaler ile çarpma   2  (R) ve  2 R

olmak üzere

[ +  ] =  +   ve [] = 

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Şimdi, herbir 1 ·  1 için

 (  ) =

µZ 1

0

1 (  ) 

¶ 1


ve

1 = sup
0··1

1 (  )

metriklerini tan¬mlayal¬m.  ·  için  ·  olmak üzere

1 (  ) = lim
!1

 (  )

oldu¼gu aç¬kt¬r. ( (R)  ) metrik uzay¬ tamd¬r [36].

Bundan sonraki k¬s¬mlarda  yerine  notasyonu kullan¬lacakt¬r.

Aç¬kça  = 1 için  (R) kümesinden  (R) ve üzerinde tan¬ml¬ metrik elde edilir.

3.2. Bulan¬k Say¬ Dizileri ve Temel Özellikleri

Matloka [10] 1986 y¬l¬nda bulan¬k say¬ dizisi tan¬m¬n¬ yapm¬̧s ve diziyle ilgili temel

kavramlar¬ aşa¼g¬daki gibi vermi̧stir.

Tan¬m 3.2.1. Bulan¬k say¬lar¬n¬n bir = () dizisi, do¼gal say¬lar kümesinden  (R)

içine tan¬ml¬ bir  fonksiyonudur. Bu durumda her bir  pozitif tamsay¬s¬na bir  ()

bulan¬k say¬s¬ kaŗs¬l¬k gelir. Bundan sonraki bölümlerde  () yerine  yazaca¼g¬z.

Tan¬m 3.2.2.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. Her   0 say¬s¬ için   

iken  (0)   olacak şekilde bir  say¬s¬ mevcut ise () dizisi yak¬nsakt¬r ve

limiti 0 d¬r denir. Bu durumda lim
!1

 = 0 yaz¬l¬r. E¼ger lim mevcut de¼gilse

() dizisi ¬raksakt¬r denir.

Bütün yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin kümesini  ( ) ile gösterece¼giz.

Örnek 3.2.3.

 () =

8
>>><
>>>:


+2

+ 2¡2
+2

  2
£
2¡2


 3
¤
ise

¡ 
+2

+ 4+2
+2

  2
£
3 4+2



¤
ise

0 di¼ger durumlarda

13



şeklindeki  = () bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m. Bu dizinin limiti

0 () =

8
>>><
>>>:

¡ 2  2 [2 3] ise

¡+ 4  2 [3 4] ise

0 di¼ger durumlarda

bulan¬k say¬d¬r (Şekil 3.2).

 

0         1        2         3        4         5         6 

X1     

X2     
X0     

1  

Şekil 3.2. (Xk) bulanık sayı dizisinin X0 bulanık sayısına yakınsaması   

Teorem 3.2.4. Yak¬nsak bir  = () bulan¬k say¬ dizisinin limiti tektir.

Teorem 3.2.5.  = () ve  = () bulan¬k say¬ dizilerinin limitleri s¬ras¬yla 0 ve

0 olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.

i) lim
!1

( + ) = 0 + 0 ,

ii) lim
!1

( ¡ ) = 0 ¡ 0,

iii) lim
!1

() = 00,

iv) lim
!1

³




´
= 0

0
, (E¼ger bütün  lar için 0 2 supp  ve 0 2 supp 0).

Tan¬m 3.2.6. Her  2 N say¬s¬ için  ·  ·  olacak şekilde  ve  bulan¬k say¬lar¬

mevcut ise  = () bulan¬k say¬ dizisine s¬n¬rl¬d¬r denir. Bütün s¬n¬rl¬ bulan¬k say¬

dizilerinin kümesini 1 ( ) ile gösterece¼giz.

Örnek 3.2.3 de verilen () bulan¬k say¬ dizisi s¬n¬rl¬ bir dizidir.

Tan¬m 3.2.7. ([11])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. Her   0 için,

lim


1


jf ·  : ( 0) ¸ gj = 0

olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ mevcut ise, yani  için  ( 0)   eşit-

sizli¼gini sa¼glayan bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k

say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. () dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel

yak¬nsak ise ( )¡ lim = 0 veya  ! 0 ( ( )) yaz¬l¬r.
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 ( ) ile istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin kümesini gösterece¼giz. Özel

olarak 0 = ¹0 al¬n¬rsa  ( ) yerine 0 ( ) yazaca¼g¬z.

Bilindi¼gi gibi sonlu bir kümenin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. Bundan dolay¬  ( ) ½

 ( ) kapsamas¬ aç¬kt¬r. Bu kapsaman¬n kesin oldu¼gunu da aşa¼g¬daki örnekte görebi-

liriz.

Örnek 3.2.8.  = () bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

2¡ (2 ¡ 1)   2
£
 ¡ 1

2
 
¤
ise

¡2+ (2 + 1)   2
£
  + 1

2

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

( = 1 2 3 )

0 ()   6= 3 ise

olacak biçimde tan¬mlayal¬m. Burada

0 () =

8
>>><
>>>:

2¡ 1  2
£
1
2
 1
¤
ise

¡2+ 3  2
£
1 3

2

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

olup, her   0 için

f 2 N :  ( 0) ¸ g µ f8 27 64 g

oldu¼gundan  (f 2 N :  ( 0) ¸ g) = 0 d¬r. Bu nedenle  = () dizisi 0 a

istatistiksel yak¬nsakt¬r. Ancak f 2 N :  ( 0) ¸ g kümesi sonlu olmad¬¼g¬ için

() dizisi 0 a yak¬nsak de¼gildir.

 ( ) ve 1 ( ) dizi s¬n¬‡ar¬ birbirlerini kapsamazlar. Yukar¬daki örnekte verilen

 = () bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m. Bu dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r

fakat s¬n¬rl¬ de¼gildir. Şimdi de s¬n¬rl¬ olup istatistiksel yak¬nsak olmayan bir dizi örne¼gi

verelim.

Örnek 3.2.9.

1 () =

8
>>><
>>>:

+ 3  2 [¡3¡2] ise

¡¡ 1  2 [¡2¡1] ise

0 di¼ger durumlarda
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ve

2 () =

8
>>><
>>>:

¡ 1  2 [1 2] ise

¡+ 3  2 [2 3] ise

0 di¼ger durumlarda

olmak üzere

 () =

8
<
:

1  tek ise

2  çift ise

şeklinde tan¬mlanan () bulan¬k say¬ dizisi s¬n¬rl¬d¬r, ancak istatistiksel yak¬nsak

de¼gildir.

Yak¬nsak her bulan¬k say¬ dizisi ayn¬ zamanda hem istatistiksel yak¬nsak hem de

s¬n¬rl¬ oldu¼gundan  ( ) \ 1 ( ) 6= ; dir. Hatta  ( ) ½  ( ) \ 1 ( ) kapsamas¬

kesindir. Bununla ilgili bir örnek a̧sa¼g¬da verilmi̧stir:

Örnek 3.2.10.  = () bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:


+2

+ 2¡2
+2

  2
£
2¡2


 3
¤
ise

¡ 
+2

+ 4+2
+2

  2
£
3 4+2



¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise

( = 1 2 3 )

0 ()   6= 2 ise

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada

0 () =

8
>>><
>>>:

+ 3  2 [¡3¡2] ise

¡¡ 1  2 [¡2¡1] ise

0 di¼ger durumlarda

olup = () dizisi hem s¬n¬rl¬d¬r, hem de0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Ancak bu dizi yak¬nsak de¼gildir (Şekil 3.3).

 
X1     

X8     
X27     

-3        -2       -1      0         3/2    16/9      3       38/9    9/2        6  

1  

Şekil 3.3. İstatistiksel yakınsak, fakat yakınsak olmayan bir bulanık sayı dizisi 

X0     
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Teorem 3.2.11. ([37])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. Bu durumda 

için  =  olacak şekilde yak¬nsak bir  = () dizisi varsa  dizisi istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 3.2.12. ([38])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  bir pozitif reel say¬ olsun.

E¼ger

lim
!1

1



X

=1

[ ( 0)]
 = 0

olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k

say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakt¬r denir. Kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak bulan¬k

say¬ dizilerinin kümesini  ( ) ile gösterece¼giz. Bir başka ifadeyle

 ( ) =

(
 = () : lim

!1

1



X

=1

[ ( 0)]
 = 0 en az bir 0 için

)

dir.  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak ise

 ! 0 ( ( )) yazaca¼g¬z.

Teorem 3.2.13. ([38]) 0    1 olsun. E¼ger bir  = () bulan¬k say¬ dizisi

0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak ise ayn¬ zamanda 0 bulan¬k say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 3.2.14. ([38]) 0   1 olsun. E¼ger s¬n¬rl¬ bir  = () bulan¬k say¬ dizisi

0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise bu takdirde 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli

¡Cesàro yak¬nsakt¬r.

Örnek 3.2.15. () bulan¬k say¬ dizisini aşa¼g¬daki gibi göz önüne alal¬m:

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

+ 1  2
£
¡1


 0
¤
ise

¡+ 1  2
£
0 1



¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise

( = 1 2 3 )

¹0 di¼ger durumlarda

Bu dizinin ¡seviye kümesi

[]
 =

8
<
:

£
¡1

 1¡



¤
  = 2 ise

[0 0]  di¼ger durumlarda
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şeklinde hesaplan¬r. Buradan  = 1 için

lim
!1

1



X

=1

[ ( 0)]
 = 0

olup () bulan¬k say¬ dizisinin ¹0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir

oldu¼gu anla̧s¬l¬r (Şekil 3.4).

 
X1     

X4     
X9     

-1     -1/4    -1/9         0    1/9      1/4       1 

1  

Şekil 3.4. (Xk) bulanık sayı dizisi 0  bulanık sayısına 
                kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir  

Xk ( 2,0 nk   ise) 
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4. BULANIK SAYI D·IZ·ILER·INDE B·IR MODÜLÜSE GÖRE ¡DERE-

CEDEN ¡·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK VE KUVVETL·I CESARO

TOPLANAB·ILME

4.1. Giri̧s

Bu k¬s¬mda ilk olarak s¬ras¬yla reel say¬ dizileri ve bulan¬k say¬ dizileri için ¡dere-

ceden istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬n¬ verip daha sonra ¡yo¼gunluk ve ¡yo¼gunluk

ile ilgili kavramlar¬na yer verece¼giz.

Tan¬m 4.1.1. [17]  2 (0 1] olsun. Bir  ½ N kümesinin ¡yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

şeklinde tan¬mlan¬r.

Herhangi bir kümenin ¡yo¼gunlu¼gu  = 1 halinde o kümenin do¼gal yo¼gunlu¼guna

indirgenir.

Uyar¬ 4.1.2. Bir  kümesinin  2 (0 1] olmak üzere ¡yo¼gunlu¼gu s¬f¬rsa, do¼gal

yo¼gunlu¼gu da s¬f¬rd¬r. Fakat tersi do¼gru de¼gildir. S¬f¬r do¼gal yo¼gunlukluklu bir küme

baz¬  2 (0 1) ler için s¬f¬rdan farkl¬ ¡yo¼gunlu¼ga sahip olabilir. Örne¼gin,  =

f1 4 9 g al¬n¬rsa  () = 0 olup  2
¡
0 1

2

¢
için  () =1 dur.

Tan¬m 4.1.3. [17]  2 (0 1] ve  = () bir reel say¬ dizisi olsun. E¼ger herbir   0

için

 (f 2 N : j ¡ j ¸ g) = 0

yani

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

ise  = () dizisi  ’ye ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r veya  ’ye ¡yak¬nsakt¬r

denir.

Tüm ¡dereceden istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi  ile gösterilir.  = 1

durumunda ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga indirgenir.

Tan¬m 4.1.4. [18]  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  2 (0 1] olsun. E¼ger her   0

için

lim
!1

1


jf ·  :  ( 0) ¸ gj = 0
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limiti mevcutsa  = () bir bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden

istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda  ( ) ¡ lim = 0 yaz¬l¬r. Bütün

¡dereceden istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesini  ( ) ile gösterilir.

Tan¬m 4.1.5. [19]  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. Bir  ½ N kümesinin

¡yo¼gunlu¼gu a̧sa¼g¬daki limitin mevcut olmas¬ halinde

 () = lim
!1

 (jf ·  :  2 gj)
 ()

şeklinde tan¬mlan¬r.

Uyar¬ 4.1.6. ¡yo¼gunluk kavram¬  () =  olmas¬ durumunda do¼gal yo¼gunluk

kavram¬na indirgenir. Do¼gal yo¼gunluk durumunda  () +  (N¡ ) = 1 oldu¼gu bil-

inmektedir. Fakat bu sonuç ¡yo¼gunluk durumunda geçerli de¼gildir. Yani  () +

 (N¡ ) = 1 genelde sa¼glanmaz. Örne¼gin  () = log (+ 1) ve  = f2 :  2 Ng

al¬n¬rsa  () =  (N¡ ) = 1 olur. Bununla birlikte, ¡yo¼gunluk durumunda e¼ger

 () = 0 olursa  (N¡ ) = 1 oldu¼gunu varsayabiliriz. Do¼gal yo¼gunluk durumunda

oldu¼gu gibi, sonlu kümeler de s¬f¬r ¡yo¼gunlu¼ga sahiptir ve böylece herhangi bir sonlu

 kümesi için  () +  (N¡ ) = 1 dir.

Uyar¬ 4.1.7. Herhangi bir s¬n¬rs¬z  modülüsü ve  ½ N için  () = 0 olmas¬

 () = 0 olmas¬n¬ gerektirir. Fakat tersinin do¼gru olmas¬ gerekmez. Çünkü s¬f¬r do¼gal

yo¼gunlu¼ga sahip bir küme s¬n¬rs¬z bir  modülüsüne göre s¬f¬rdan farkl¬ ¡yo¼gunlu¼ga

sahip olabilir. Örne¼gin,  () = log (+ 1) ve  = f1 4 9 g al¬n¬rsa  () = 0

olur, fakat  () = 1
2
dir. Bununla birlikte Uyar¬ 4.1.6 ’dan dolay¬  () = 0 olmas¬

 () = 0 eşitli¼ginin herhangi bir sonlu  ½ N kümesi durumunda daima do¼gru

olacakt¬r. Bu s¬n¬rs¬z  modülüsünün seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r.

Tan¬m 4.1.8. [19]  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger herbir   0 için

 (f 2 N : j ¡ j ¸ g) = 0

yani

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  : j ¡ j ¸ gj) = 0

ise () dizisi  ’ye ¡istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve ¡ lim  =  yaz¬l¬r. Tüm

¡istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi  ile gösterilir.
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Tan¬m 4.1.8 ve Uyar¬ 4.1.7 ’den her ¡istatistiksel yak¬nsak dizinin istatistiksel

yak¬nsak oldu¼gu fakat istatistiksel yak¬nsak bir dizinin her s¬n¬rs¬z  modülüsü için

¡istatistiksel yak¬nsak olmak zorunda olmad¬¼g¬ anlaş¬l¬r.

Tan¬m 4.1.9. [20]  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve  2 (0 1] herhangi bir reel

say¬ olsun. Bir  ½ N kümesinin ¡yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  2 gj)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Uyar¬ 4.1.10. [20] ¡yo¼gunluk,  = 1 ve  () =  durumunda do¼gal yo¼gunlu¼ga,

 = 1 durumunda ¡yo¼gunlu¼ga ve  () =  durumunda ¡yo¼gunlu¼ga indirgenir.

Genelde  () +  (N¡ ) = 1 eşitli¼gi s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonu için

sa¼glanmaz. Örne¼gin, 0   · 1,  2 (0 1) ve  = f2 :  2 Ng için  () =  al¬n¬rsa

 () = 1 =  (N¡ ) elde edilir. Ayr¬ca, s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonu için

sonlu kümeler s¬f¬r ¡yo¼gunlu¼ga sahiptir.

Uyar¬ 4.1.11. [20]  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve  2 (0 1] olmak üzere e¼ger bir

 kümesinin ¡yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise ¡yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olup böylece do¼gal yo¼gunlu¼gu

da s¬f¬r olur. Tersine, s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip bir küme ayn¬  modülüs fonksiyonu ve

 de¼geri için s¬f¬rdan farkl¬ ¡yo¼gunlu¼ga sahip olabilir. Bunun için aşa¼g¬daki örne¼gi

verebiliriz.

Örnek 4.1.12.  () = ln (+ 1) modülüs fonksiyonunu ve  = f1 8 27 64 g

kümesini göz önüne alal¬m. Bu takdirde,  2
¡
1
3
 1
¤
için  () = 0 ve  () = 0

oldu¼gu fakat  () ¸  () = 1
3
ve böylece  () 6= 0 oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Lemma 4.1.13. [20]  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu, 0   ·  · 1 ve  ½ N

olsun. Bu takdirde  () ·  () dir.

Buna göre, e¼ger bir  kümesi s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonu ve 0   ·  · 1 için

s¬f¬r ¡yo¼gunlu¼ga sahip ise s¬f¬r ¡yo¼gunlu¼ga sahiptir. Özel olarak, baz¬  2 (0 1]

de¼gerleri için s¬f¬r ¡yo¼gunlu¼ga sahip bir küme s¬f¬r ¡yo¼gunlu¼ga sahiptir. Bunun

tersi a̧sa¼g¬daki örnekte de görüldü¼gü gibi do¼gru de¼gildir.
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Örnek 4.1.14. 0   · 1 ve  = f1 8 27 g olmak üzere  () =  olsun.

 () = 0 oldu¼gu kolayca görülebilir. Herhangi bir  2
¡
0 1

3

¢
için

 (jf ·  :  2 gj)
 ()

¸ ([ 3
p
])

 ¡ 1

()

=
([ 3
p
])




¡ 1



=
([ 3
p
])


 ( 3
p
)



( 3
p
)




¡ 1



=
([ 3
p
])



( 3
p
)

 
1

(¡
1
3)
¡ 1



oldu¼gundan  () 6= 0 dir ve böylece her iki tarafta !1 için limit al¬n¬rsa  () =

1 bulunur. Burada lim
!1

([ 3
p
])



( 3p)
 sonludur.

4.2. Bulan¬k Say¬ Dizilerinde ¡Dereceden ¡·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda bulan¬k say¬ dizileri için ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsak dizilerin

s¬n¬f¬n¬ tan¬mlay¬p farkl¬  2 (0 1] say¬lar¬ için baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ verece¼giz.

Tan¬m 4.2.1.  s¬n¬rs¬z bir modülüs ve  2 (0 1] olsun.  = () bir bulan¬k say¬

dizisi olmak üzere herbir   0 için e¼ger

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  ( 0) ¸ gj) = 0

limiti varsa  = () bir bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬ dizisine ¡dereceden

¡istatistiksel yak¬nsakt¬r veya 0 ’a  (  )¡yak¬nsakt¬r denir.

Bu durumda,  (  ) ¡ lim = 0 yaz¬l¬r.  (  ) sembolü ile ¡dereceden

tüm ¡istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerin kümesini, 0 (  ) ile ¡dereceden

s¬f¬ra ¡istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerin kümesini gösterece¼giz. Aç¬kt¬r ki

herhangi bir s¬n¬rs¬z  modülüsü ve  2 (0 1] için 0 ( ) ½  ( ) dir.

 ve  n¬n özel durumlar¬ için:

 () =  için ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k Alt¬nok vd. [18] taraf¬ndan

tan¬mlanan ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga dönüşür.

 () =  ve  = 1 için ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼ga dönüşür.

Uyar¬ 4.2.2. Tan¬m 4.2.1 ’de  2 (0 1] için ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k

iyi yan¬ml¬ olmas¬na ra¼gmen   1 için iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Bu durum Örnek 4.2.3 ’de

gösterilmi̧stir.
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Örnek 4.2.3.  fonksiyonu lim
!1

 ()


 0 şart¬n¬ sa¼glayan bir modülüs ve  = ()

bulan¬k say¬ dizisi aşa¼g¬daki gibi olsun:

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

+ 3

¡¡ 1

0

¡3 ·  · ¡2

¡2 ·  · ¡1

di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

: 0,  tek ise

¡ 1

¡+ 3

0

1 ·  · 2

2 ·  · 3

di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:  0
0,  çift ise

() dizisinin ¡seviye kümesi hesaplan¬rsa

[]
 =

8
<
:

[¡ 3¡1¡ ] : [0]
 ,  tek ise

[ + 1 3¡ ] : [ 0
0]
 ,  çift ise

bulunur. Bu takdirde   1 ve her bir   0 için lim
!1

()


 0 özelli¼gi kullan¬l¬rsa

1

 ()
 (jf ·  :  ( 0) ¸ )gj) ·


¡

2

¢

 ()

1

 ()
 (jf ·  :  ( 

0
0) ¸ )gj) ·


¡

2

¢

 ()

ve

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  ( 0) ¸ )gj) = 0

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  ( 

0
0) ¸ )gj) = 0

elde edilir. Buna göre  = () bulan¬k say¬ dizisi hem 0 hem de  0
0 bulan¬k

say¬s¬na ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani, ¡dereceden ¡istatistiksel

limit   1 de¼gerleri için tek olamaz (Bkz. Şekil 4.1).

 

Şekil. 4.1. )( kX  dizisi 1  için hem 0X  hem de 0X   bulanık 
                  sayılarına   dereceden  f-istatistiksel yakınsaktır  

-3      -1     0        1        3 

1 ---    

0X   0X   
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S¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonu ve 0   · 1 için her yak¬nsak bulan¬k say¬ dizisi

¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakt¬r, fakat tersi aşa¼g¬daki örnekte de görüldü¼gü

gibi do¼gru de¼gildir.

Örnek 4.2.4.  = () bulan¬k say¬ dizisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

+ 3

¡¡ 1

0

¡3 ·  · ¡2

¡2 ·  · ¡1

di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

¡ 1

¡+ 3

0

1 ·  · 2

2 ·  · 3

di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 6= 3 ise

0   · 1 için  () =  modülüs fonksiyonunu alal¬m. () dizisinin ¡seviye

kümesi hesaplan¬rsa

[]
 =

8
<
:

[¡ 3¡1¡ ] :  = 3 ise

[+ 1 3¡ ] :  6= 3 ise

kümesi bulunur. Bu takdirde, () bulan¬k say¬ dizisi  2
¡
1
3
 1
¤
için ¡dereceden

¡istatistiksel yak¬nsakt¬r, fakat yak¬nsak de¼gildir.

Teorem 4.2.5.  = (),  = () birer bulan¬k say¬ dizisi ve 1 2 iki bulan¬k say¬

olsun. Ayr¬ca,  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve  2 (0 1] olsun. Bu takdirde,

() E¼ger  ( )¡ lim = 1 ve  2 C ise  (  )¡ lim  = 1 dir.

() E¼ger  ( ) ¡ lim = 1 ve  (  ) ¡ lim = 2 ise  ( ) ¡

lim ( + ) = 1 + 2 dir.

Teorem 4.2.6.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu,  ve  say¬lar¬ da 0   ·  · 1

olacak şekilde reel say¬lar olsun. Bu takdirde  (  ) ½  ( ) dir ve kapsama

kesindir.

·Ispat. Kapsama ba¼g¬nt¬s¬n¬n ispat¬ 0   ·  · 1 için  nin artanl¬k özelli¼ginden

kolayl¬kla yap¬labilir. Şimdi kapsaman¬n kesin oldu¼gunu gösterelim. Bunun için ()
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bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

+ 3

¡¡ 1

0

¡3 ·  · ¡2

¡2 ·  · ¡1

di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise

¡ 1

¡+ 3

0

1 ·  · 2

2 ·  · 3

di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 6= 2 ise

şeklinde tan¬mlayal¬m ve  () = , 0   · 1 modülüs fonksiyonunu göz önüne

alal¬m. () bulan¬k say¬ dizisinin ¡seviye kümesi hesaplan¬rsa

[]
 =

8
<
:

[¡ 3¡1¡ ]  = 2 ise

[+ 1 3¡ ]  6= 2 ise

kümesi bulunur. Buna göre () bulan¬k say¬ dizisi  2
¡
1
2
 1
¤
için ¡dereceden

¡istatistiksel yak¬nsakt¬r, fakat  2
¡
0 1

2

¤
için ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬n-

sak de¼gildir.

Sonuç 4.2.7.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi,  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu

ve  2 (0 1] olsun. Bu takdirde,  ( ) ½  ( ) kapsamas¬ mevcut ve kesindir,

ayr¬ca  = () bulan¬k say¬ dizisinin limitleri de ayn¬d¬r.

Uyar¬ 4.1.11 ’den a̧sa¼g¬daki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.2.8.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve  2 (0 1] olsun. Bu takdirde,

()  (  ) ½  ( ) ve kapsama kesindir,

()  ( ) ½  ( ) ve kapsama kesindir.

·Ispat. Kapsaman¬n kesinli¼gini göstermek için  = () bulan¬k say¬ dizisini aşa¼g¬-

daki gibi tan¬mlayal¬m:

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

¡  + 1  ¡ 1 ·  · 

¡+  + 1  ·  ·  + 1

0 

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

¹0  6= 3 ise

() bulan¬k say¬ dizisinin ¡seviye kümesi

[]
 =

8
<
:

[+  ¡ 1  + 1¡ ]   = 3 ise

¹0 di¼ger durumlarda
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şeklindedir.  () = ln (+ 1) modülüs fonksiyonunu alal¬m. Bu durumda  = ()

bulan¬k say¬ dizisi  2
¡
1
3
 1
¤
için ¡dereceden istatistiksel yak¬nsak ve böylece istatis-

tiksel yak¬nsakt¬r (Bkz. Şekil 4.2). Di¼ger yandan,

 (f 2 N :  ( ¹0) ¸ g) ¸  (f 2 N :  ( ¹0) ¸ g)

=
1

3
6= 0

yaz¬labilece¼ginden  = () dizisi ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

 
1X  8X  

0              2          7            9                   26          28                            k-1         k+1 

27X  kX  

0  

Şekil. 4.2. )( kX  dizisi ]1,( 3
1  için  dereceden istatistiksel yakınsak 

                  fakat   dereceden f-istatistiksel yakınsak değildir.  

1  -- 

4.3. Bir Modülüse göre ¡dereceden Kuvvetli Cesàro Toplanabilme

Bu k¬s¬mda bir modülüs fonksiyonunu kullanarak bulan¬k say¬ dizileri için ¡dere-

ceden kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin s¬n¬f¬n¬ tan¬mlay¬p baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬

verece¼giz. Son olarak bir modülüs fonksiyonuna göre ¡dereceden kuvvetli Cesàro

toplanabilme ve ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬nda bir ba¼g¬nt¬ verece¼giz.

Tan¬m 4.3.1.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi,  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve

 pozitif bir reel say¬ olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki dizi s¬n¬‡ar¬n¬ tan¬mlayal¬m:

0 (  ) =

(
 2  ( ) : lim

!1

1



X

=1

 ( ( ¹0)) = 0

)


 (  ) =

(
 2  ( ) : lim

!1

1



X

=1

 ( ( 0)) = 0 90 2  (R)

)


1 (  ) =

(
 2  ( ) : sup



1



X

=1

 ( ( ¹0)) 1
)


Özel olarak  () =  durumunda  ( ) dizi s¬n¬f¬  = 1 için Altinok vd. [18]

nin tan¬mlad¬¼g¬  ( ) dizi s¬n¬f¬ ile ayn¬d¬r.  () =  durumunda 1 (  ) dizi

s¬n¬f¬n¬ 1 ( ) ile gösterece¼giz.
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Şimdi Tan¬m 4.3.1 de verilen  ( ), 0 ( ) ve 1 ( ) dizi s¬n¬‡ar¬yla

ilgili baz¬ sonuçlar¬ verelim.

Uyar¬ 4.3.2. Altinok vd. [18] nin tan¬mlad¬¼g¬  ( ) dizi s¬n¬f¬nda  say¬s¬ 1 den

büyük olmamas¬na ra¼gmen burada tan¬mlanan 0 ( ) ve  (  ) uzaylar¬nda 

say¬s¬ herhangi bir pozitif reel say¬d¬r.

Teorem 4.3.3.  herhangi bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu takdirde,

()   0 için 0 ( ) ½ 1 (  ) dir,

()  ¸ 1 için  ( ) ½ 1 (  ) dir.

·Ispat. () nin ispat¬ aşikard¬r, bu nedenle () nin ispat¬n¬ verece¼giz. Bunun için

 ¸ 1 olmak üzere  ( ) dizi s¬n¬f¬nda herhangi bir bulan¬k say¬ dizisini göz önüne

alal¬m. Bu durumda modülüs fonksiyonunun tan¬m¬ndan

1



X

=1

 ( ( ¹0)) ·
1



X

=1

 ( ( 0)) +  ( (0 ¹0)) 
1



X

=1

1

yaz¬labilir ve böylece  2 1 ( ) elde edilir.

Teorem 4.3.4.  herhangi bir modülüs fonksiyonu ve  ¸ 1 olsun. Bu durumda

 ( ) ½  (  ), 0 ( ) ½ 0 ( ) ve 1 ( ) ½ 1 ( ) kapsama ba¼g¬n-

t¬lar¬ mevcuttur.

·Ispat. Birinci ve ikinci kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬n ispatlar¬ kolay oldu¼gu için1 ( ) ½

1 ( ) ba¼g¬nt¬s¬n¬ ispatlayal¬m. Bunun için,  ¸ 1 olsun ve 1 ( ) dizi s¬n¬f¬nda

sup


1



X

=1

 ( ¹0) 1

şart¬n¬ sa¼glayan herhangi bir  = () bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m.  2 (0 ]

için  ()   olacak şekilde  2 (0 1) ve   0 say¬lar¬ verilsin.
X

1

toplam¬  ( ¹0) ·  ve
X

2

toplam¬  ( ¹0)   üzerinden olmak üzere

1



X

=1

 ( ( ¹0)) =
X

1

+
X

2



toplam¬n¬ göz önüne alal¬m. Bu takdirde
X

1

· 
1

¡1
olup  ( ¹0)   için

 ( ¹0) 
 ( ¹0)


 1 +

·¯̄
¯̄ ( ¹0)



¯̄
¯̄
¸

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yaz¬labilir. Burada, [j ( ¹0) j] ifadesi  ( ¹0)  nin tam k¬sm¬n¬ göstermektedir.

Bu nedenle  ( ¹0)   için modülüs fonksiyonun tan¬m¬ndan

 ( ( ¹0)) ·
µ
1 +

·¯̄
¯̄ ( ¹0)



¯̄
¯̄
¸¶

 (1) · 2 (1)
 ( ¹0)



elde edilir. Böylece
X

2

· 2 (1) ¡1
1



X

=1

 ( ¹0)

olup
X

1

· 
1

¡1
eşitsizli¼gi yard¬m¬yla

1



X

=1

 ( ( ¹0)) · 
1

¡1
+ 2 (1) ¡1

1



X

=1

 ( ¹0) .

bulunur. Sonuç olarak,  ¸ 1 oldu¼gundan () 2 1 (  ) elde edilir ki bu da

() 2 1 ( ) demektir

Teorem 4.3.5.  fonksiyonu lim
!1

()


 0 şart¬n¬ sa¼glayan bir modülüs fonksiyonu ve

 bir pozitif reel say¬ olsun. Bu takdirde  ( ) ½  ( ) dir.

·Ispat.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve () 2  ( ) olsun. lim
!1

()


=

inf
n
 ()


:   0
o
oldu¼gu daha önceden bilinmektedir. K¬sal¬k bak¬m¬ndan lim

!1
()


lim-

itinin de¼gerini  ile gösterece¼giz. Buna göre   0 oldu¼gundan her  ¸ 0 için  () ¸ 

ve  · ¡1 () olup böylece

1



X

=1

 ( 0) · ¡1
1



X

=1

 ( ( 0))

dir. Böylece () 2  ( ) elde edilir.

Teorem 4.3.4 ve Teorem 4.3.5 ’den aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.

Sonuç 4.3.6.  bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger lim
!1

 ()


 0 ve  ¸ 1 ise

 ( ) =  ( ) dir.

Teorem 4.3.7.  bir modülüs fonksiyonu ve 0   ·  olsun. Bu takdirde  ( ) ½

 (  ) dir ve kapsama kesindir.
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·Ispat. Kapsama ba¼g¬nt¬s¬n¬n do¼grulu¼gunu göstermek kolayd¬r. Kapsaman¬n kesin-

li¼gi için bir  modülüs fonksiyonunu ve

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

¡ 1

¡+ 3

0

1 ·  · 2

2 ·  · 3

di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

¹0  6= 3 ise

şeklinde tan¬ml¬ bir bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m. Her  2 N için  (0) = 0

özelli¼gi kullan¬l¬rsa

1



X

=1

 ( ( ¹0)) ·
3
p



 (3) =

1

¡
1
3

 (3)

yaz¬labilir ve böylece  ! 1 iken   1
3
için sa¼g taraf s¬f¬ra gider Di¼ger yandan her

 2 N için
1



X

=1

 ( ( ¹0)) ¸
3
p
¡ 3


 (3)

elde edilir. Böylece  ! 1 iken 0    1
3
için sa¼g taraf sonsuza gitti¼ginden () 2

 ( ) bulunur.

Teorem 4.3.8.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve 0   ·  · 1 olsun. Ayr¬ca, her

 ¸ 0  ¸ 0 ve lim
!1

 ()


 0 için  () ¸  ()  () şartlar¬n¬ sa¼glayan bir pozitif 

sabiti mevcut olacak şekilde s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bu

takdirde, e¼ger bir bulan¬k say¬ dizisi bir  modülüs fonksiyonuna göre bir 0 bulan¬k

say¬s¬na ¡dereceden kuvvetli Cesàro toplanabilir ise yine ayn¬ 0 bulan¬k say¬s¬na

¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakt¬r.
·Ispat.  = () herhangi bir bulan¬k say¬ dizisi ve   0 olsun. Bu takdirde,

modülüs fonksiyonunun tan¬m¬ndan

X

=1

 ( ( 0)) ¸ 

Ã
X

=1

 ( 0)

!

¸  (jf ·  :  ( 0) ¸ gj )

¸  (jf ·  :  ( 0) ¸ gj)  ()
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ve buradan da  ·  kullan¬larak

1



X

=1

 ( ( 0)) ¸
 (jf ·  :  (0) ¸ gj)  ()



¸  (jf ·  :  (0) ¸ gj)  ()


=
 (jf ·  :  (0) ¸ gj)  ()  ()

 ()

yaz¬labilir. Böylece, lim
!1

 ()


 0 ve  2  (  ) gerçekleri dikkate al¬n¬rsa  2

 ( ) oldu¼gu kolayca görülür.

Teorem 4.3.8 ’de  =  al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.9.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve 0   · 1 olsun. Ayr¬ca, her

 ¸ 0  ¸ 0 ve lim
!1

 ()


 0 için  () ¸  ()  () şartlar¬n¬ sa¼glayan bir pozitif 

sabiti mevcut olacak şekilde s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonunu göz önüne alal¬m. Bu

takdirde, e¼ger bir bulan¬k say¬ dizisi bir  modülüs fonksiyonuna göre bir 0 bulan¬k

say¬s¬na ¡dereceden kuvvetli Cesàro toplanabilir ise yine ayn¬ 0 bulan¬k say¬s¬na

¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Sonuç 4.3.9 ’da  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.10. Bir  = () bulan¬k say¬ dizisini ve her  ¸ 0  ¸ 0 ve lim
!1

()


 0

için  () ¸  ()  () şartlar¬n¬ sa¼glayan bir pozitif  sabiti mevcut olacak şekilde

s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonunu göz önüne alal¬m. E¼ger bir bulan¬k say¬ dizisi bir

 modülüs fonksiyonuna göre bir 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli Cesàro toplanabilir ise

yine ayn¬ 0 bulan¬k say¬s¬na ¡istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 4.3.11.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  fonksiyonu lim
!1

 ()


 0 ve

 2 (0 1] olacak şekilde bir modülüs olsun. Bu takdirde, e¼ger bir bulan¬k say¬ dizisi

bir  modülüs fonksiyonuna göre bir 0 bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden kuvvetli Cesàro

toplanabilir ise yine ayn¬ 0 bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 4.3.11 ’de  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.12.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  fonksiyonu lim
!1

 ()


 0 olacak

şekilde bir modülüs olsun. Bu takdirde, e¼ger bir bulan¬k say¬ dizisi bir  modülüs
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fonksiyonuna göre bir 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli Cesàro toplanabilir ise yine ayn¬ 0

bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 4.3.11 ’da  () =  ve  = 1 al¬n¬rsa a̧sa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.13. Bu takdirde, e¼ger bir bulan¬k say¬ dizisi bir0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli

Cesàro toplanabilir ise 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.
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5. SONUÇLAR

Bu tez çal¬̧smas¬nda,  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu,  2 (0 1] bir reel say¬

ve  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olmak üzere, Alt¬nok vd. [18] taraf¬ndan tan¬m-

lanan ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ bir  modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla

genelleştirilerek ¡dereceden ¡istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin s¬n¬f¬ olan

 (  ) dizi s¬n¬f¬ tan¬mlanm¬̧s ve farkl¬   2 (0 1] reel say¬lar¬ için baz¬ kapsama

ba¼g¬nt¬lar¬ elde edilmi̧stir. Ayr¬ca, bir  modülüs fonksiyonuna göre ¡dereceden

kuvvetli Cesàro toplanabilme kavram¬ verilmi̧s ve 0 (  )   ( ), 1 (  )

dizi s¬n¬‡ar¬ tan¬mlanarak  ( ) dizi s¬n¬f¬ ile aralar¬ndaki çeşitli kapsama ba¼g¬n-

t¬lar¬ elde edilmi̧stir. Burada şunu belirtmek gerekir ki daha önceden Altinok vd. [18]

nin tan¬mlad¬¼g¬  ( ) dizi s¬n¬f¬nda  say¬s¬ 1 den büyük olmamas¬na ra¼gmen bu-

rada tan¬mlanan 0 (  ) ve  ( ) dizi s¬n¬‡ar¬nda  say¬s¬ herhangi bir pozitif

reel say¬d¬r.
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