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OZET

Bu ¢alisma ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde Diizlemsel Pisagor-Hodograf Egrileri incelendi ve R® 3-boyutlu reel
uzayda Pisagor-Hodograf egrileri arastirildi.

Ucgiincii boliimde ise calismanin orijinal kismi1 verildi. 3-boyutlu uzayda Pisagor-
Hodograf Egrileri lizerinde Euler-Rodrigues catilar1 arastirildi. Buna ek olarak Rotation
catilar incelendi. Ucgiincii, Besinci ve Yedinci dereceden Pisagor-Hodograf Egrileri

tizerinde Euler-Rodrigues catilar1 verildi.

Anahtar Kelimeler: Pisagor-Hodograf Egrileri, Euler-Rodrigues Catilari, Rotation
Catilar



SUMMARY
PH CURVES AND EULER-RODRIGUES FRAMES

This study is consist of three chapters.

In the first chapter; The fundemental definitions and theorems are given.

In the second chapter; Plane PH curves are examined and PH curves are
investigated in the R® 3-dimensional real space.

In the third chapter; The original parth of study is given. Euler-Rodrigues Frames
are investigated in 3-dimensional curve space on Pythagoras Hodograf. In addition,
Rotation Frames are investigated. Euler-Rodrigues Frames are given Third, fifth and

seventh degree on the PH Curves.

Key Words: Pythagoras Hodograf Curves, Euler-Rodrigues Roofs, Rotation Roofs
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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmm 1.1: +a, 2" € R olmak iizere bir A = (a, a" ) ikilisine bir siral1 ikili denir
[Hacisalihoglu , H.H., 2000].

Tanim 1.2 : V ve W ayni bir F cismi iizerinde sonlu boyutlu iki vektdr uzayi olsun.
A:VxW—>F
dontisimii , a1, o2, €V igin ¥f1, 2, f € W igin ¥¥ai1, a2 € F olmak tizere
i) A(@ar+azo,f)=a1d (a,p) +a2A (a2, B)
i) A(a,aprtazf)=K@)d@p)+K(@)A4(a,p2)
aksiyomlar1 saglaniyor ise A doniisiimiine V x W iizerinde bilineer ( 2-lineer)

dontisimdiir denir [Hacisalihoglu, H.H., 1983] .

Tamim 1.3 : F cismi {izerinde sonlu boyutlu bir vektdr uzay1 V ve V iizerindeki
bir bilineer doniistim A olsun . ¥a, f € V igin
) A(a,p)=K (A, a))ise A eslenik simetrik bilineer doniistimdiir denir.
i) A (o, a) >0 ise A pozitif bilineer doniistimdiir denir.
i)  A(a,a)>0 < a#0 ise A pozitif taniml bilineer dontistimdiir denir.
Eger bir V reel vektor uzayi igin 4 : V' x V' — Rbilineer donilisiimii
va,fEV igind (a,f)=A(fF,a)
Ozelligini sagliyorsa A simetrik bilineer doniisiimdiir denir [Hacisalihoglu, H.H.,

1983] .

Tamm 1.4 : V bir reel vektdr uzayi olsun. V iizerindeki bir i¢ ¢arpim asagidaki

aksiyomlarla tanimlanan bir

<,>VxV—->R
doniisiimiine denir.
i) Simetri Aksiyomu
i) Bilineerlik Aksiyomu
i)  Pozitif Tanimlilik Aksiyomu



V vektor uzay: iizerinde tamimli < , > i¢ ¢arpimu ile birlikte bir i¢ ¢arpim uzay1
olur. ¥u , v € V olmak {izere U ve Vv nin i¢ ¢arpimi ise < U , V > seklinde gosterilir

[Hacisalihoglu, H.H., 1983] .

Tamm 1.5 : C kompleks sayilar cismi olmak iizere n-boyutlu kompleks vektor
uzay1 C"=Cx Cx .... x C (ntane) olsun. ¥X,YEC" i¢in

X=(Xt,X2, e, n),Y=(Y1,Y2, ec..¥n); Xi,Vi€C,I1<i<n

olmak iizere

<,>:C"xC"—>C

(X,Y)—><X,Y>=3% % K

Seklinde tanimli <, > doniistimii asagidaki dzellikleri sagladigindan C" iizerinde bir
i¢ carpimdir.

1) Eslenik simetri Aksiyomu

i) Bilineerlik Aksiyomu

iii)  Pozitif Tanimlilik Aksiyomu

Bu i¢ carpima C" {izerindeki standart i¢ ¢arpim veya Hermit anlamindaki i¢ carpim

denir [Hacisalihoglu, H.H., 1983].

Tammm 1.6 : Reel ( veya kompleks ) vektdr uzayir ilizerinde bir i¢ carpim
tanimlanirsa bu vektdr uzayma bir reel ( veya kompleks ) i¢ c¢arpim uzayr denir

[Hacisalihoglu, H.H., 1983].

Tamm 1.7 : Bir reel kuaterniyon, sirali dort sayisinin +1,e1,62,e3 gibi dort birime

eslik etmesiyle tanimlanabilir. Burada birinci birim +1 reel sayidir, diger ii¢ birim ise;

&1’ =er’=e3?=-1
€1AEp=€3, E283=€1, €1AB3=E2

€2NnE1=-€3 €3€2=-€1, €1AE3=-E2

Ozelliklerine sahiptir. Boylece bir kuaterniyon;

q=d+ aeq + be, + ce;



bigiminde ifade edilebilir, burada d,a,b,c € R reel sayilarina q kuaterniyonunun
bilesenleri denir. ei1,e2,e3 birimleri iig-boyutlu reel vektdor uzaymin bir dik koordinat
sisteminin baz vektorleri olarak alinabilirler ve dolayisiyla q kuaterniyonu Sq ile gosterilen

skaler kisim ve Vg ile gosterilen vektorel kisim olmak tizere iki kisma ayrilabilir:

Sq=d ,Vq=ae; + be, + ces

O halde,

q= Sqt+ Vq

yazilabilir [Hacisalihoglu , H.H., 2000].

Tanim 1.8 :

@ IKXIK - IK

(ql ,Q2) i o922~ SQ1+(I2+ V‘I1®CIZ
islemi,

S = SQ1+ SQz ve V;hea‘h: V(h $V212

q1+q;

olarak tanmimlanir. Burada S, ,S,;, € R ve + islemi Rdeki toplama islemidir;

q1’

Vq1’

toplama) isleminin aynisidir. O halde (IK,+) ikilisi bir Abel grubudur. Buradaki etkisiz

V;,de birer reel vektor olup @ islemi reel vektor uzayindaki Abel grubu (vektorlerde

eleman sifir kuaterniyon adini alir ve (0, 0, 0, 0 ) sirali dortliisiinden bagka bir sey degildir

[Hacisalihoglu , H.H., 2000 ].

Tanim 1.9 :

@ RxIK— IK

(4,09) = Aoy = A= A4S + AVq

Seklinde tanimlanan dis islem igin

Ao(r @ R)=Ao1 @ AQ2, ¥AE R Ve ¥1,02 € IK;
(At 22) 09 =(A00) o( A e0),

¥ A1, A2 € R ve ¥q € IK;

L ©0=q.



O halde {IK, @, R, +, ., @} sistemi bir reel vektor uzayidir. Kisaca bu uzay1 IK ile
gosterecegiz ve IK daki toplama @ islemini de + ile gosterecegiz [Hacisalihoglu , H.H.,
20001].

Tanim 1.10 :
X IKXIK - IK

(91, 92)— g1 X 02 islemi asagidaki ¢arpim tablosu ile tanimlanir.

X +1 e1 e es
+1 | +1 e1 e €3
er | e -1 es3 -e2
e | e -e3 -1 e1
€3 | €3 g2 -e -1

01 X Q2 = (d1 +aze1+biex+cies) X ((dz2 azer+hzez+C2e3)
01 X 2= d1d2 — (@182+b1b2+cC1C2) + (diaz + aidz + bicz — c1b2 ) e1

+ (dibz + badz +cad2 — @1C2 )e2 + (dicz + dz2C1 + aibz — biaz )es

Boylece kuaterniyon carpiminin su 6zelliklere sahip oldugu kolayca gortiliir.

Q) Iki kuaterniyonun ¢arpimi bir kuaterniyondur

(i)  Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.

(i)  Kuaterniyon g¢arpimi dagilimlidir.

Fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir. Bu ozellikleriyle; {IK, @ , R, +, ., o
X } sistemi bir asosyatif (birlesimli) cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir ve kisaca
IK ile gosterilir. Bu cebirin bir baz1 {1, e1,e2,e3} ve boyutu 4°diir.

Ozel olarak 01 Ve g birer skalar iseler veya vektdr kisimlar orantili

(Vg2=Vas)
ise;

g1 XQ02 =02 XQq1
olur [Hacisalihoglu , H.H., 2000].

Tamm 1.11 : Kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintisi ;

(1, 02 € IKi¢in g1= (2 & Sq1 = Sq2 Ve Vg1 = V2



seklinde tanimlanir [Hacisalihoglu , H.H., 2000 ].

Tamm 1.12 : Toplama ve skalar ile carpma islemlerinden iki kuaterniyonun farki ;

ql_qz:(SQ1_SQZ)+(VQ1_V;Zz )

yani ,

Sqr+az =541 " Saz V& Vayva, Ve, ~ Vo,
olarak tanimlanir [Hacisalihoglu , H.H., 2000 ].

Tanmm 1.13 :

IK: 1K= IK
islemi
09— K@= Kq q=Sq+ Vg = K@ =Sq—Vq

seklinde tanimlanir ve Kq kuaterniyonuna q’nun eslenigi denir. Vkq = -Vq

oldugundan;

qxKq=Kgxq=d?*+a?+b?>+c2 € R
dir. O halde

gXx Kqg=Kgqgx g >0
dir ve

g X Kqg=Kgxq < q=0 dir.

Eslenik isleminin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu agiktir [Hacisalihoglu , H.H.,
2000 ].

() K x 02)= Ka1 X Kez

(i) K@gi+bgz)=aKqg +bKg

(i) K(Kq)=q

Tamm 1.14 :
N: IK—- R
q- N(@) =g x Kq=Kqxq
veya
q=d+ ae; + be, + ce;
ise
Ng = q X Kq= KqX q =d>+ a+b?+c?

seklinde tanimlanan pozitif reel sayitya q’nun normu denir.



Norm isleminin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu tanimdan kolayca goriilebilir.

N(dz x 02) = N(g1 X g2) =(qz X d2) K(dz X 02)

d1 X (N(92)) Kq
N(g2)1 N(q1)1
= N(g:) N(g2)

dir [Hacisalihoglu , H.H., 2000].

Tanmm 1.15 :
(,)':IK-{0} — IK {0}

q —q*=Kq/Ng
seklinde tanimlanir. Boylece

axq*=q"xq=1

elde edilir. g# 0 olmak iizere Vq € IK elamaninin bir q* inversine sahip olmas1 IK
cebirini bir bdliim cebiri yapar. Boylece IK’da bolme islemini tanimlamak miimkiin olur

[Hacisalihoglu , H.H., 2000].

Tanmim 1.16 : g# 0 olmak iizere bir p kuaterniyonunu bir g kuaterniyonu ile
bolmek igin p’yi g ile ¢arpmak gerekir. Fakat kuaterniyon carpimi degisimli
olmadigindan bu ¢arpma islemi iki tiirliidiir ve dolayisiyla p’yi g ile iki tiirli bolmek
gerekir.

n=p g ve rz=qp

Burada ry kuaterniyonuna p’nin q ile sagdan ve r2 kuaterniyonuna da p’nin q ile
soldan bolimii denir. Genel olarak ry ile r2 farklhidir, dolayisiyla p/q notasyonu
kullanilmaz. Genellestirme ile ¥z, Q2, ..., gn € IK igin,

K@i + g2 + -+ ) =Kai+ Kgo+...+ Kqp
K(q1 x g2 x ... x q,) = Kq1X Kgpx...x Kq,
N(q1 x gz x ... x qn) = Kq; Kq;... Kqy,
(G2 X @2 X X @) ™" = -1 X @p_g-1 X...X G2

bagintilari elde edilebilir [Hacisalihoglu , H.H., 2000].



Tamm 1.17 : Normu birim olan bir kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve qo ile
gosterilir. Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir q kuaterniyonunun normlanmisi

q d+ael+be2+ce3
0= =
a JNq  Vd2+a2+b2+c2

olarak ifade edilebilir. Bu go birim kuaterniyonu

Jo=cosO+ So sin@

formunda yazilabilir, burada

d
cosO =
Vd2?+a?+b?+c?
». a?+b?+c?
Stno =
Vd2?+a?+b?+c?

dir ve a? + b? + ¢?# 0 oldugu zaman
_ael+bez+ce3

So=
" VaZ+bZ+c2

birim vektoriine qo birim kuaterniyonunun ekseni denir.
Yukaridaki aciklamalardan bir kuaterniyondaki +1, e1, €2, €3 birimlerinin ciimlesi

asagidaki ozelliklere sahiptir:

Q) Ciimledeki herhangi iki elemanin ¢arpimi gene ciimlededir.

(i)  Ciimlede ¢arpma islemine gore birim eleman eo= +1 'dir. Yani

(i) eoxei=eixeo=ei, [1<i< 3, e=+1dir

(iv) eix(exex)=(ejxex)Xxek, 0<i,j, k<3 dir, yani cimle de ¢carpma
islemi birlesimlidir.

(v) Her elemanin bir inversi vardir. Hatta, bir birinin inversiyle ¢arpimi, soldan
yahut sagdan, daima e = +1 birim elemanina esittir.

Boylece bu dort elemandan olusan ciimle dordiinci mertebeden sonlu bir grup
olusturur [Hacisalihoglu , H.H., 2000].

Tanim 1.18 :

01 X g2 = (d1 +aze1+bier+cies) X (d2 +azei+boer+coes)



g1 X Q2= d1d2 — (az@2+bibo+ciC2 ) + (diaz + @idz + bicz — c1b2 )er+
(dib2 + b1dz +c102 — @1C2 )e2 + (diCz + daC1 + @bz — bz )es
ifadesinde di = d2 = 0 alinirsa

a=aiei+hiex+cie; ve b=ayer+brex+coes

seklinde iki vektor elde edilir. Bu iki vektoriin kuaterniyon ¢arpimi, yine
01 X 2 = (d1 +aze1+biex+cies) X (do +azei+boer+coes)
1 X 2 = (d1d2 — aza@z+hibz+cicz) + (diaz + aidz+ bicz —cib2 ).e1

+ (d1b2 + b1d2 +c1d2 — @1C2 ).€2 + (dic2 + doc1 + @1bo — b1az ).e3

€1 € €3
axb=-(araz+bibhy+cicr)+ (a1 b1 ¢
a b, c

olarak bulunur, bu ise bir kuaterniyondur. Vektor cebirinde a, b vektorlerinin i¢
carpimint < a, b > ve vektorel garpimini da a A b ile gosterdigimize gore

<ab>=ajax+biby +cic

e € ée3
arb=|ag by ¢
a, by, ¢

dir. Buna gore

€1 € é€3
axb=-(ara+bhib+cice)+|a1 b1 ¢
a b, ¢

ile verilen kuaterniyon ¢arpimi

axb=-<ab>+aArb

formunda yazilabilir. (2.45) den de goriildiigli gibi iki vektoriin kuaterniyondur ki
bu kuaterniyonun skalar kismi1 ve vektorel kismu, sirasi ile

S(axp)y=-<a,b>veV axp)y=aAb

dir [Hacisalihoglu , H.H., 2000].



2. DUZLEMSEL PiSAGOR-HODOGRAF EGRILERI

2.1 Giris

R™de r(t) parametrik egrisinin hodografi onun tiirevi olan r’(t)’dir. Eger r(t)
polinom egrisinin hodografinin bilesenlerinin kareleri toplam1 o (t) seklinde baska bir

polinom oluyorsa R™’de r(t) polinom egrisi bir Pisagor-Hodograf egrisidir.
2.2. R? de Pisagor-Hodograf Egrileri

r(t) = (x(8), y(8))
egrisinin PH egrisi
2 () + 2 (t) = 0*(0) (2.1)

ifadesinden tanimlanir.

Teorem 2.1 :
a?(t) + b2(t) = c?(t) (2.2)
Pisagor kosulu a(t), b(t),c(t) polinomlar tarafindan saglanmasi igin gerek ve

yeter sart bu polinomlarin

a(t) = [u®(t) — v2(®)] w(t)
b(t) = 2u(®v(Ow(t), (2.3)

c(®) = [u?(®) + v2 O] w(d),
(2.3) formunda u(t), v(t), w(t) polinomlarina bagl olarak ifade edilmesidir.

Ispat: (2.3) formundaki (2.2) denklemini sagladigini gérmek icin (gcd = en biiyiik
ortak bolen olmak tizere)
w(t) = gcd(a(t),b(t),c(t))
ve

_a@®
S w()’

IO

_c®
_W(t)’c(t)

a(t) b (t) =00

polinomlarini géz 6niine almak yeterlidir. Burada



az(t) + b2(t) = &%(v)
dir. Ayrica a(t), b(t), c(t) (2.2) denklemini saglayan Pisagor lg¢liisiidiir. O halde
b(t) =) —a@®) = e +a®lle @® —a®l,

olarak yazilirsa ¢ (t) + d (t) ve ¢ (t) — a (t) ortak koklere sahip degildir. Ciinkii
boyle koklerin varligr @ (t), b (t), ¢ (t) nin ortak kokleriyle iliskilidir. Buradan b (t) nin
her koki ya ¢ (t)+da(t) ya da ¢ (t) —a (t) olmak zorundadir. Boylece genelligi

bozmaksizin u(t), v(t), w(t) polinomlarina baglh olarak

E(t)+a(t) =2u?(t) ve é(t) —a(t) =2v%(t)
yazabiliriz. Boylece

b2(t) = 4u?(t)v3(t)

dir. Son yazilan bu 3 denklemden

a () =u?(®) —v?(), b () = 2u(®)v(t), € (&) = u?() + v*(®)
elde edilir. Ve boylece (2.3) denklemi saglanmis olur.

Hatirlatma 2.2: gcd(a(t),b(t),c(t)) = sbt olan ¢oziimlerinden w(t)’ de sabit
olacagindan gcd(u(t), v(t)) nin de sabit oldugu gbriiliir. Béyle ¢oziimlere ilkel Pisagor
ticliileri denir.

Boylece r(t) = (x(t),y(t)) dizlemsel PH egrisi asagidaki gibi ifade edilen
u(t), v(t), w(t)’lere bagh olarak yazilan polinomlarin toplami olarak tanimlanir.

x(t) = [u*(t) — v O] w®), y (1) = 2u®v(Ow(t) (2.4)

Burada a(t), b(t) ile x’(t) ve y'(t) genelligi bozmaksizin 6zdestir. Dejenere PH
egrilerini olusturabilmek i¢in u(t), v(t), w(t)’lerin se¢imi asagidaki gibi olur.

(@) Eger w(t) =0 veya w(t) = v(t) =0 ise 0 zaman x'(t) =y (t) =0
hodografi siirekli bir noktalar kiimesinden ziyade bir tek nokta tanimlar.

(b)  Eger u(t),v(t),w(t) bitiniiyle sabit (w ve u,v’den en az biri sifirdan
farkli) ise o zaman diizgiin parametrelendirilmis dogru elde ederiz.

(© Eger u(t),v(t) sabit, ikisi de 0’dan farkli ve w(t) # sht ise noktalar

kiimesi (4) de entegre edilerek elde edilen bir dogru tanimlar. Fakat onun parametrik hiz1

10



genelde diizenli degildir. Bu dogru w(t)’nin ¢oklu koklerinden olusturulan aralik tizerinde
coklu ize sahiptir.

(d)  Eger w(t) # 0 u(t) veya v(t)’den biri 0 ise z-eksenine paralel lineer bir
ifade elde ederiz. Boylece u(t), v(t), w(t)’ nin hepsi 0’dan farkli ve u(t) ve v(t)’nin her
ikisinin de sabit oldugu durumlar1 g6z oniine alacagiz.

Hatirlatma 2.3: 2 = deg(w(¢t)) ve = max(deg(u(t)),deg(v(t))) ise PH
egrisi (4) hodografinin derecesi n = A + 2u + 1’ den elde edilir.

Lemma 2.4: n. dereceden PH egrisi en ¢ok bagimsiz n+3 dereceye sahiptir. Ciinkii

n. dereceden genel bir polinom egrisiyle birlestirilen 2(n+1) dereceyle orantilidir.

2.3. R® de Pisagor-Hodograf Egrileri

R3 de
r(t) = (x(@®), y(®), z(®))

egrisinin Pisagor-Hodografi

x2(t) + y2(t) + 2%(t) = 02(t) (2.5)
olarak tanimlanir.
R? den R3 e genellestirilmis Pisagor-Hodograflar1 asagidaki gibi yazilmis olan r'(t)

Hodografi ile tanimlanir.

x(£) = h(®)[u?(t) — v () —w?(t)],
y' () = 2h(®)u®)v(0), (2.6)
z(t) = 2h()u(®)w(t)

Burada h(t), u(t), v(t), w(t) polinomlar olmak tizere
a(t) = |h(®)] @*@®) + v (@) + w?(D)

dir.

Teorem 2.5: a(t), b(t), c(t), d(t) asal reel polinomlar olmak tizere
a?(t) + b2(t) + c2(t) = d?(t) (2.7)
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Pisagor kosulunu sagliyorsa
a(t) = u?() +v*(t) - p*(O) — q* (D),
b(t) = 2[u(®)q(®) + v(®)p ()] (2.8)
c(®) = 2[u(®)q(®) —v(®Op@®)],
d(t) = u?(t) + v*(0) + p*(O) + q*(6)

(2,4) formundaki  u(t), v(t),p(t),q(t) reel polinomlarina bagli olarak ifade

edilmeleri gerekir.
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3. 3-BOYUTLU UZAYDA PiSAGOR HODOGRAF EGRILERiIi UZERINDE
EULER RODRIGUES CATILARI

3.1. Giris

Bu caligmada uzamsal/uzaysal Pisagor-Hodograph egrileri iizerinde tanimlanan bir
cercevenin Ozelliklerini arastirdik. Bu ¢ergevede PH egrilerinin kuaterniyon formiilasyonu
dogal olarak ortaya ¢ikar. “PH Temsil Haritas1” 6zel bir 6rnegi olarak Choi ve arkadaslar
tarafindan Snerilen (2002) bu formiilasyon, SO(3) ortogonal grubunun R® kinematiginde
bir rasyonel parametresini gerektirir. Euler-Rodrigues parametrizasyonu olarak da bilinir.
(Bottema ve Roth, 1990 Altmann,1986)

SO(3) ii¢ siitun vektorleri birim teget egrisinin vektorii olarak ilkinden PH egrisi
tizerinde bir ¢erceve olusturmaktadir. Boyle Frenet catilarinin en biiylik avantaji, her
zamanki gibi ERF catilar iizerinde pratik ve rasyonel olmasidir. Ornegin rasyonel bir
cevreleme ylizeyi veya genellestirilmis silindirler olusturmak i¢in ¢ergevelerde gerekir.

Genel egriler i¢in Frenet c¢atilar1 bir umulmadik omurga egrisi parametresinin
rasyonel bir fonksiyonu olarak temsil edilebilir. (Bu baglamda Wagner ve Ravani (1997)
rasyonel egrilerin 6zel bir tiirii olan Frenet catilarinin rasyonel oldugunu ¢alisti.) Ayrica
ERF Frenet catilarinin “Doniim noktalarinda tanimlanabilir olamaz.” 6zelliginin aksine PH

egrileri lizerinde her yerde tanimlanur.
3.2. PH Egrilerinin Kuaterniyon Gosterimi (Temsili)

PH egrisi
x@®)2+y@©*+2z()%*=0(t)? (3.1)
Denklemini saglayan
r(®) = (x(6),y(®), (1))
Tarafindan verilen 3 boyutlu uzayda polinom egrisidir.
x() = h(D[u(®)? — v(t)* —w(0)?]
y(t) = 2h(®u®)v(t) 3.2)
z(t) = 2h(H)u(t)w(t)
Pisagor bagmtisindan x'(t),y’(t),z(t) dir. Burada h(t),u(t),v(t),w(t) reel

polinomlardir. Kontrol polinomlarina uygun kiibik PH egrileri Farouki ve Sakkalis



tarafindan tam olarak analiz edilmis olmasina ragmen dogru sartlar bilinmiyordu. Fakat
baska yaymlarda kesfedilmisti. Birim kiire {izerindeki yilizey ve egrilerin rasyonel

ifadelerini aragtiran Dietz ve digerleri (2) deki x’(t), y’(t), z’(t) polinomlarinin

x'(t) = a(t)? + b(t)* — c(t)? — d(t)?,

y'(t) = 2[a(t)d(t) + b(D)c(B)],

z(t) = 2[—a(t)c(t) + b(t)d(t)], (3.3)
a(t) =X [a(®)? + b(t)* + c(t)? + d(t)?]

(3.3) denklemi formuna sahip oldugunu ispatlamistir. Burada a(t), b(t), c(t), d(t)
reel polinomlardir. Ortak h(t) carpanli x'(t),y’(t),z(t) ve o(t) benzer olarak ifade
edilebilir.  x'(t) = h(t) X (1), y(t) = h(t) y(t), z(t)=h()2(t) ve o(t) =
h(t) 6°(t) dan tanimlandiginda X'(t), 3 (t), Z’(t) ve '(t) Pisagor dortliisii oldugu

kolayca gortiliir. Ve boylece

(1) = a)® +b®)* - &) — d(t)%,

y(t) = 2[a(®)d(e) + b()é®)],

Z(t) = 2[-a(®)e) + b(od(v)], (3.4)
&) =*[a@?+b(®)? +¢(®)?* +d()?

denklemi yazilir. Burada a@(t), b(t), é(t) ve d(t) polinomlardir.
(3.3) deki ifadeler hareket dizaynini saglayan bir ailedir. Daha sonra 4 = a? +

b? + ¢? + d? yazildiktan sonra U SO3 matrisinin ilk kolonunu olusturur.

a’ + b? —c? —d? 2(—ad + bc) 2(ac + bd)
U=>| 2(ad + bc) a?—b2—c2—d?  2(-ab+cd) |(35)
2(—ac + bd) 2(ab + cd) a’? —b? —c? +d?

Burada a, b, c, d ye Euler-Rodrigues parametresi denir. U matrisi R® de bir rasyonel
doniisiimii temsil ettigi icin U (1, 0, 0)" birinci kolonu dénme altinda i = (1, 0, 0)
vektoriiniin goriintiisiidiir. Béyle donmeleri U birim kuaterniyon cinsinden UiU" seklinde

ifade edilebilir. Bundan sonrada
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AiA* = (a?+b?—c?—d?i+ 2(ad + bc)j + 2(—ac + bd)k (3.6)

A = a+ bi+ cj + dk oldugundan PH egrileri
r(t) = A(t)i A*(t) (3.7)
r(t) = h(AW)i A (t) (3.8)

denklemleri yazilir.
3.3. Rotation (Donme) Minimize Catilar

Bir r(t) egrisi tizerinde ortogonal birim vektor alanlarinin E = {e; (t), e, (t), e3(t)}
climlesine egrinin bir ¢atisi, ¢att alan1 denir.

Biz burada pozitif yonlendirilmis ¢ati alanlarini inceleyecegiz. Yani
e1(). (e2(t) x e3(t)) = 1 dir. Eger e,(t) = r(¢)/|r(¢)] ise e’ye adapted denir. O zaman
r(t) gerdigi ve e, Ve e; tarafindan gerilen diizleme egrinin normal diizlemi denir. Adapted
catilar ylizey olusturmakta faydahdir. Bir r(t) uzay egrisi ve p(u) = (p,(w),p2(w))

diizlem egrisi verildiginde S(¢t, u) sweep yiizeyi

S(tu) = r(t) +pi(wez(t) + p2(wesz(t)

denklemiyle tanimlanir. p(u) ya profil egrisi r(t) ye de spin egrisi adin1 verecegiz.
Dikkat edilirse daima normal diizlemde bulunur.

Adapted catilarinin en 6nemli 6rnegi F = {t, n, b} frenet catisidir. Burada

r (rxr)xr rxrr
t=— n=——m"—— b=
7 x| x|

(3.9)

denklemi s6z konusudur. Frenet gatis1 3 boyutlu Oklid uzayinda egriler teorisi igin
vazgec¢ilmez(zorunlu) olmasina ragmen uygulamada pek ¢ok dezavantaji vardir. Bunlar

1) D6niim noktalar1 tanimli olamaz.

2) t’nin genellikle rasyonel olmayan fonksiyonlaridir.

3) Son olarak da t etrafinda donmeyi istemez. (istenmeyen donmeler vardir)

Fakat bir egrideki catiyr tanimlamanin birden fazla yolu vardir. Frenet catisinin

istenmeyen donmesi sweep yiizeyine karsilik gelen biikiilmeyi olusturdugu bilindiginden
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normal diizlemi muhtemelen hareketsiz kalan bir adapted ¢atiy1 olugturmak gereklidir. Bir
r(t) egrisi verildiginde e, (t) = r(t)/|r (t)| dir. Her t igin r(t) nin normal diizlemi e, (t)
keyfi birim vektori secildiginde normal diizlemde olan e;(t) = e;(t) x e,(t) tanimlanir.
Boylece E = {e,(t),e,(t), e5(t)} bir adapted cat1 belirtir. e, (t) vektor alant muhtemelen
istenildigi kadar kiigiik olarak degistik¢ce bir birim vektor olur. Varyasyon iki bileseni
ayrigtirabilir. Clinki |e, (t)] sabittir. Ve e, (t) L e,(t) dir. Yani e, (t) = ae,(t) + bez(t)
‘dir. a katsayis1 e; (t) deki degisimi ortogonal olan e, (t) deki sartli degisimi yaptigindan b
normal diizlemde e,(t) den sorumludur. Buradan e,(t) nin minimum varyasyonuna

ulagmak i¢in b’yi sifir yapmak gerekir. Klok, 1986 a katsayisin1 hesapladi ve

r(t). e(t)

«W =" 0op

r(t) (3.10)

diferansiyel denklemini e, (t)’nin saglandigini gosterdi.

Eger e, (t) ve e3(t) (10) denkleminin ¢oztimleri ise bir Rotation Minimizing Frame
(RMF) E ={es(t),e,(t),e3(t)} adapted catisina denir. r(t) tizerinde hem e,(t) hem
es(t) normal konneksiyonlar: sifir oldugunda 6zdestirler. Normal diizlemde hem e (t)

projeksiyonu hem de e;(t) projeksiyonu sifirdir.

e3(0). e5(t) = e3(t).e;(t) = 0 (3.11)

Sonug olarak e, (t) ve e;(t) , e1(t)’ye paraleldir. Bir egri sonsuz sayida RMF’ye
sahip oldugundan e,(t) ve e;(t)’nin sonsuz pozisyonlarmin belirgin ciimleleri farkli
catilar olusturur. Simdi diger bir adapted ¢at1 olan F = {f;(t), f2(t), f3(t)}, bir RMF igin
O(t) agisal sapmasi tarafindan temsil edilebilir.

£00) = e, (8), fz(t)] _ [ cosO(t) sine(t)] [ez(t)

f5(t) —sin®(t) cosO(t)] les(t)
Catilar biiyiikliiklerine boliinerek ortogonal vektor alanlarindan elde edildigi icin

f2(t) ve f5(t) birim olmayan ifadeler oldugundan agisal sapmalar1 hesaplamak i¢in uygun

bir formiile sahip olmas1 gerekir. Genelde
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f2(6) = |2(®)] [e2(t)cosO(¢) + e3(t)sinO(D)],
f2(@®) = |30 [-e(£)sind(t) + e3(t)cos6(t)]

denklemine sahiptir. (3.11) den w(t) = ©'(t) agisal hiz1

. £ = 1LOIlf@®)|w(b),
0. f;) = —1LO1f(Ow()

denklemini sagladigini kolayca gorebiliriz.

Boylece;

2 BOBO___ HOLO
|F2(O1f3 ()] IF2(®11f3 ()]

denklemini  yazabiliriz.  f;(t) ekseni etrafinda saatin

dondiirtildiiglinden agisal hiz pozitiftir.

(3.12)

yOniinde

Hatirlatma 3.1: w acisal hiz1 kinematikte catilarla uyusmaz. Q acisal hiz matrisi

Q = FFT ve (F ortogonal matris) acisal hiz Q’nm vektor temsilidir. Gergekten bizim

versiyonumuz olan acisal hiz ¢atmin (FT)'F Kartan matrisinin (2,3) elemanidir. RMF ya

acisal hiz matrisine ya da Kartan matrisine gore tanimlanir. Bu ¢alismada w agisal hiz1

yukarda tanimlanan © sapma ag¢isinin zamana gore tlirevidir.
Ornek 3.2: Frenet gatisinin Wy (t) agisal hizi

det(r,r»,r”) | i
wp =——"—>—|r| = 1|r|,
r |1t |2

(3.13)

denklemidir. Burada t(t) egrinin torsiyonudur. (n ve b i¢in rxr~ ve (rxr»)xr’

kullanmak uygundur.) Boylece torsiyon isaretine bagli olarak b’ = tn tarafindan verilir.

Yani {n,b} tarafindan gerilen normal diizlem saatin tersi yoniinde dondiirtildiigiinde egri

bir pozitif torsiyona sahiptir.
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3.4. Euler-Rodrigues Catilar

Bu boliimde PH egrileri iizerinde tanimli bir rasyonel gatiy1 verecegiz. Ilk dnce
kabul edelim ki bir r(t) tizerindeki bir PH egrisi (7) denklemini saglasin. O zaman U(t) =
A(T)/]A(t)| birim kuaterniyonu R® de bir dénme tanimlar. Ve bdylece

L@ =U@®) iU @), LO=U@®jU @), f3(t) =U®) kU (t) (3.14)

denklemi 3 vektor alam1 F = {f;(t), f,(t), f3(t)} adapted rasyonel gatiy1 olusturur.
Dikkat edilirse f;(t), f2(t), f53(t) (5) deki U’nun kolon vektorlerine karsilik gelir.

Tamm 3.3: A(t) = a(t) + b(t)i + c(t)j + d(t)k bir kuaterniyon polinomu ve
r(t) , r(t) = A(t)i A*(t) tarafindan tanimlanan bir PH egrisi olsun. r(t)’nin Euler-
Rodrigues catist (ERF) F = {f;(t), f2(t), f3(t)} (3.14)’den tanimli bir adapted c¢atidir.
Simdi kabul edelim ki 7(t) (3.8) denklemini saglasm. Benzer sekilde U(t) =
A(t) / | A(t)| birim kuaterniyonu tamimlayabiliriz ve F = {f;(t), f>(t), f3(t)} rasyonel
catist AO=00I0®), LO=UW®jT®, 0 =
U(t)k U*(t) denklemleridir. Simdi h(t) > 0 olmak iizere t'nin aralig1 tizerinde, f;(t) bu
aralikta 77(t)’nin dogrultmanimi gosterdigi igin F ,7(t)’nin bir adapted catisidir. Bu
durumda 7 (t) nin bir ERF’si olarak F ‘i tamimlariz.

Hatirlatma 3.4: ERF iizerinde birim dizimizin analizi (3.7) tipindeki PH egrilerine
odaklanir. Diger yandan (3.8) tipindeki PH egrileri lizerinde ERF' nin 6zellikleri ¢cok farkli
degildir. (3.12)’den RMF’e karst ERF’nin acisal sapmasini hesaplayacagiz. Burada
fH(OA)] A (t) ve f3()A(t)k A*(t) denklemlerini uygulayacagiz.

—> —a'b+ab'+cd—cd 3.15
Y a24p24c2442 (3.15)

n. dereceden a(t), b(t), c(t) ve d(t) reel polinomlar1 (2n + 1). dereceden bir PH
egrisi olusturur. Paydaki bas terim birbirini erteledigi ic¢in agisal hiz bir rasyonel
fonksiyondur ve onun pay ve paydasi (2n — 2). ve (2n). derecedendir. (3.15) tarafindan
olusturulan rasyonel fonksiyonu bir kismi kesirler ayristmini kullanarak acisal sapmay1

elde edebiliriz. 3. ve 5. dereceden PH egrileri paydalar1 2. ve 4. dereceden olanlara agik bir
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sekilde tamamlanabilir. Daha yiiksek dereceler i¢in bir niimeriksel metotla derecesi 5’den
biiylik olan paydalar1 ¢arpanlara ayirmak gerekir. Bu alt boliimde biz 3. ,5. ve r(t) =
A(t)i A*(t) tarafindan temsil edilen 7. dereceden PH egrilerini tartisacagiz. A(t)

kuaterniyon polinomlar1 Bernstein formunda asagidaki gibi yazilabilir.
A = Xhoo(}) A1 — )" Ktk (3.16)

Burada A,  kuaterniyon  sabitidir.  A(t) = a(t) + b(t)i + c(t)j +d(t)k
yazilabildiginden a(t), b(t),c(t) ve d(t) reel polinomlarinin Bernstein formu asagidaki
gibidir.

a(t) = Xi=o(y) ax(1 — )" Ftk

b(®) = Eii=o(ie) bi(1 — )" *¢"

c(®) = Xhoo(}) ce(1 — )" Ktk (3.17)

d(t) = Xie=o(ie) die(1 — )" Fe"

Burada Aj = ay + byi + cj + dk “dir.

3.5. Uciincii Dereceden PH Egrilerinin ERF’si

Bernstein  formunda A(t), a(t),b(t),c(t) ve d(t) lineer polinomlarindan
tanimidr.

a(t) = a,(1 —t)ayt,

b(t) = by(1 —t)byt,

c(t) = co(1—1t)cqt, (3.18)

d(t) =dy (1 —t)d;t.

(3.15)’de (3.18) goz Oniine alinirsa
agbi—aq1bg—codq+c1dy

a?+b?+c?+d?

(3.19)

w =

(3.19) denklemi elde edilir. Pay sabit ve payda daima pozitif oldugu i¢in agisal hiz
isarete gore degismez. Yani ¢at1 bir dogrultuda sadece doner. Payda egrisinde |r’(t)| hiz
oldugundan ¢atinin agisal hiz1 ve egrinin hizinin ¢arpimu sabittir. 3. dereceden PH egrisinin

ERF’sinin bir RMF olusturmasi i¢in
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a0b1 - a1b0 - Codl + CldO = 0 (320)

(3.20) denkleminin saglanmasi sarttir. (3.2)’deki PH kosulu kiibik egrilerin
geometrisi lizerinde bizi bir kisitlamaya gotiirmektedir. PH kiibik egrilerinde jenerik

helisler, uzaysal egriler ki onun egrilik versiyonu sabit olan egrilerdir.

Teorem 3.5: Bir ERF, kiibik PH egrileri iizerindeki Frenet ¢atisiyla sabit bir agi

yapar. Ispat igin Frenet catisinin wy  acisal sapmasinin (3.19)’a esit oldugunu gostermek

yeterlidir.
Frenet catisinda b(t) ve ERF’nin f5(t) arasindaki sabit agc1 46 asagidaki denklemi
saglar.
cosAB = agbi—a1bg—codq+c1dy
JD ,
Burada

D = (apa; — coc1)* — (apay + dody)? + (agc; — bydg)? + (apd; + bicy)?
+(ascy — bodq)?* + (ardgy + boc1)* — (boby — coc1)? + (boby — dody)?

dir. Boylece verilen bir PH kiibik egrisinin ERF’si bir RMF’dir.< Onun Frenet
catisidir. Fakat Frenet catis1 bir RMF’dir.< Onun torsiyonu sifira esittir. Yani egri
dogrusaldir.

Hatirlatma 3.6: Bir PH kiibik egrisinin ERF’si bir RMF”’ dir. & Egri dogrusaldir.

Doénme minimize 6zelligine sahip olan kiibik PH egrileri dogrusal PH egrileri
oldugundan, bu egriler Tschirnhausen kiibikleri olarak da bilinir. Donme minimize kosulu
kiibik PH egrilerinin uygulanabilir uzaysal egrilerle 6zdes olarak kendisini muhafaza
etmesidir. Fakat PH kiibik egrilerini rasyonel sweep yiizeyleri i¢in spin egrileri olarak goz
Online almak yine de kullanislidir. Onlarin agisal hizi (3.19)’dan trigonometrik
fonksiyonlarin integrasyonuna gore kabul eder. Bu sapma agisinin rasyonel yaklasimi
ERF’yi bir RMF’ye gore uyarlamaktir. Boylece keyfi kiibik egrilerin rasyonel yaklagimini
bulabiliriz.
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3.6 Besinci Dereceden PH Egrilerinin ERF’si

Tanim 3.7: Bernstein polinomlari t € [0,1] olmak iizere,

n. .o
— (1 —-t)" 't 0<i<
Br( = {im-on Y L=

0, diger durumlarda
olarak tanimlanir.

Bernstein formunda A(t)’nin a(t), b(t),c(t) ve d(t) kuadratik polinomlarini
tanimlayabiliriz.

a(t) = ap(1 —t)® + 2a,(1 — )t + a,t?,

b(t) = bo(1 —t)? + 2b; (1 — t)t + byt?,

c(t) =co(1—1t)2 + 2¢,(1 — )t + c,t%, (3.21)

d(t) =do(1 —t)? + 2d,(1 — t)t + d,t?

(3.15)’de (3.21) uygulandigindan

A(1-t)3+(A-C0)(1-t)2+(B-C)(1-t)t%+Bt3
W:4( )2 +( )(A-t)*+( )(1-t) (322)
a?+b?+c?2+d?

denklemi elde edilir.

Burada

A = aygby —a1by — cydq + c1dy ,

B = a b, —ayb; —c1d, + cdy (3.23)
C = ay,by — agb, — c,dg + cod,

denklemleri elde edilir.

(3.22) kiibik Bernstein formunda olmasina ragmen aslinda kuadratiktir. 5.

dereceden bir PH egrisinin ERF’si bir RMF’dir. & Homojen kuadratik denklemlerin
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sistemi A =0,B = 0,C = 0 sartin1 saglar. 12 reel bilinmeyenli 3 denklem sistemi i¢in 9

bagimsiz parametreye gore bu 12 bilinmeyeni diisiiniiriiz.

Teorem 3.8: Bir 5. dereceden PH egrisinin ERF’si bir RMF’dir.& 12 katsayili

a;, b;,c;,d; 9 bagimsiz degisken olan r,s,u,v,w,x,y, 0 ve @ tarafindan asagidaki gibi

ifade edilir. Eger a3 + b2 > 0 ve ¢ + d3 > 0 ise

a, = rcoso, b, = rsin®, co = scosD, dy = s sin®,
a, = ucosO — v sind, by = u cosO + v sin®©
TV ] TV
c1 =W cosO — 5 sin ®, dy=wsinb+ 5 cos ?, (3.24)
a, = x cos© — y sinb, b, = x sin® + y cos6,

1 ry .
C, = - (rwy — suy + svx)cos® — 4 sin®,

1 ; ry
d, = — (rwy — suy + svx)sin® — — cos®
TV s

elde edilir. Eger ag = by = 0 ise ¢, = scos® ve dy = s sin®’dir. Veya ¢y = dy =

0 ise ay = rcosO ve b, = rsin® yazabiliriz. Her iki durumda da katsayilar asagidaki gibi

ifade edilir.

a, =r,cos0, by =r1;sin®, c¢; =s,c0sP, d; = s;sind,

a, = 1,080, b, =1,5in0, ¢, =5,c05P, d, = s,sind. (3.25)

Ispat: (3.23))den A =0,B=0,C =0 denklemleri asagidaki denklemlerden

biriyle 6zdestir.

e 8 =2 (§ ). 029
taee (51 50) =25 5) 621
%det (Zz ZZ) = %det (222 2(;). (3.28
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M

P(u,v) %*u;s]
ol 1) /Dn[s-ﬂj‘:
Po(x.) %

Q. ((rwy — suy + svx) /(rv). ry/s)

P, =(a;, b)) ve Q;=(c,d;) i=0,12 olsun. O zaman yukardaki denklem
geometrik olarak O P;Pj, , liggeninin alan1 0Q;Qj,, iggeninin alanina esittir.

Kabul edelim ki Py ve Q, X-ekseninin pozitif tarafinda yani ay =r,by =0, ¢, =
s, do =0, r>0, s> 0 olsun. O zaman (3.26)’nin LHS’in den OP,P; iiggeninin alani
rv/2°dir. c¢; keyfi olarak ve w tarafindan tanimlandiginda 0Q,Q; tiggeninin yiiksekligi
d; olmalidir.

Ayni argiimanla (3.28) denklemine bakildiginda d, = ry/s ve a, =x,b, =y
olacaktir. Fakat c, artik keyfi degildir. (3.27)’nin agilimindan ¢, = riv (rwy —suy +
svx) oldugu gosterilir.

Orijin etrafindaki donmelerden P, ve Q,’1n konumlar1 yeniden yapilandirilacaktir.
Py = (r cosB,r sinB) ve @y = (s cosO, s sinB)’dir.

Boylece Py, Q4, P, Q, (3.24) tarafindan elde edilecektir.

Simdi kabul edelim ki a, = by = 0 veya ¢, = dy = 0 olsun. O zaman (3.26) ve
(3.28) denklemlerinin biitiin determinantlar1 0’dir ve bdylece (3.27)’de bunlar1 goz oniine
alabiliriz. (ag, by), (aq, b;) ve (ay, by) paralel vektorlerdir. Aynmi sekilde (cq,dy), (¢1,d4)
ve (cy,d;) de paralel vektorlerdir. Bu vektorler (3.25)de ki © ve @ agilarina bagli olarak

temsil edilebilir. Bu durumda r; ve s; pozitif olamazlar. (i = 0,1,2)

Teorem 3.9: 3. dereceden bir PH egrisinin ERF’si bir RMF’dir.< Egri

diizlemseldir.

23



Ispat. Boyle bir 3. dereceden egri 7(t) olsun. Uygun bir donme ile r'(0) teget
vektoriiniin (baslangi¢ teget vektorii) pozitif x-ekseni dogrultusunda oldugunu kabul
edelim.

r = Ay(i)Ay (i) oldugundan cy = dy = 0 olmak zorundadir. O zaman A(t)’nin

katsayilar1 (3.25) formunda alinir ve boylece

a(t) =r(t)cosd, c(t) = s(t)cosd

b(t) = r(t)sin®, d(t) = s(t)sin® (3.29)
yazilabilir.
r(t) =15,(1 — )% + 21, (1 — O)t + 1y t? ve  s(t) = 2s,(1 = 1)t + s,t?

oldugundan bu da bizi r’(t) ‘nin asagidaki ifadesine gotiiriir.

r(t) = (r(t)? — s(t)?, 2r(t)s(t) sin(@ + @), —2r(t)s(t) cos(O + D))

1 0 0 r(t)? — s(t)?
= (0 cosM —SinM) ( 2r(t)s(t) )
0 sinM cosM 0

BuradaM =0 + ® —[1/2 “dir.

3.7. Yedinci Dereceden PH Egrilerinin ERF’si

Bernstein formunda A(t)’nin a(t), b(t),c(t) ve d(t) kuadratik polinomlarini
tanimlayalim.
a(t) = ag(1—16)3+3a,(1 —t)%t + 3a,(1 — t)t? + ast3
b(t) = bo(1 —t)3 + 3b,;(1 — )2t + 3b,(1 — t)t? + bst3
c(t) = co(1 —t)3 + 3¢, (1 — )%t + 3c,(1 — t)t? + c5t3 (3.30)
d(t) =do(1—1t)3+3d,(1 —t)?t + 3d,(1 — )t? + dst3

7. dereceden PH egrisinin agisal hizi;

6
= —t)° — )4 342
W= A =D+ (A+2B)(1 - 't + (2B +3C + D)(1 - )%t
+(BC+ D +2E)(1 —t)?t3 + (2E + F)(1 — t)t* + Ft°], (3.31)

denkleminden hesaplanir. Burada
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A = agby — a1by — cydq + c1dy,

B = ayb, — ay,by — cod, + c3d,,

C =a,b, —a,b; — c;d, + c,d4,

D = ayb; — azby — cyd; + c3d,, (3.32)
E =a;b; —azb; — cyds + c3d,q,

F = ayb; — azb, — c,d; + c3d,.

seklindedir.

(3.31) denklemi 5. dereceden Bernstein formunda olmasina ragmen aslinda
4.derecedendir.
7. dereceden bir PH egrisinin ERF’si bir RMF’dir. &

A=B=3C+D=E=F=0 (3.33)

denklemi homojen kuadratik denklemler sistemini saglar. Kutupsal koordinatlarda

A(t)’nin katsayilarin1 yazmak avantajli olacaktir.

(a;, b;) = (r;c0s6;,1;5in6;),

(¢;,d) = (s;cosD;, s;sind;) (3.34)

Eger r(0) baslangi¢ teget vektorii pozitif — x-eksenindeki noktaysa (3.33)
denkleminin karakterizasyonu kolaydir.

Lemma 3.10: Kabul edelim ki ¢y = dy = 0 olsun. (3.33)’{in herhangi bir ¢6ziimii

denklemini saglar ve (3.34)’ {in katsayilar1 i¢in asagidaki 2 durum s6z konusudur.
1.Durum: 63 = 6y(modm) bu bir dejenere durumdur. r; =7;i=1,23vej =

1,2,3 icin keyfi non-negatif sayilar iken ¢p; = ¢, = ¢3(modrm) gore

2.Durum: 63 # 6y(modm) o zaman 6; # 6;(modm) (i # j) kosulu altinda keyfi
bir 84, 65, 65 vardir ve

S1Sz sin(¢p—¢1)

r3 Sin( 93 —90) '

o =
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S183 sin(¢z—¢q)

r3 sin(63-604)

rn=

_ S283 sin(¢pz—¢;)
7'3 Sin(93—92)

41

burada s;, s,, s3 Ve 13 keyfi pozitif reel sayilardir.

Ispat: Matris formunda (3.33)’ii yazabiliriz.

det () = et (g a) (3:36)
det (5, 1) =et(ay a) @37
sdec(yy g,) ety py) =3ty g)eeey o) @
det (5, b3) = (s, o) 239
det (b, 1) =et(d] a) (340

co =dy =0 igin (3.36) ve (3.37) determinantlar1 0 olup (aq, by), (a;,b;) Ve
(ay, by) paraleldir. Boylece (35) kosulu saglanir.

det(zs Zz)=3det(;11 ;22) (3.41)

O zaman (3.38) (3.41)’ e kisitlanir. Kabul edelim ki 85 = 8,(modm) olsun. ik
olarak (a3, b3) vektori (ag, bg)’ a paraleldir. Boylece (a4, b;) ve (a,, b,) de paralel olur.
(3.36)-(3.40)’ da biitiin determinantlarin 0 oldugu goriiliir. Boylece i = 1,2,3 i¢in (¢;, d;)
vektorleri paraleldir. Buda ¢p; = ¢, = ¢p3(modm) kosulunu saglar. Simdi kabul edelim ki
05 + 6,(modm) olsun. O zaman (as, bs) vektorii (a;, b;) vektorlerinin higbirine paralel
degildir. i = 1,2,3 i¢in (c;, d;) ciftleride paralel degildir. Paralel olmadigindan ¢; #
¢j(modm) i # j kosulu saglamr. Simdi (3.41) denklemini géz Oniine alalim. Kutupsal

koordinatlardan bu
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To73 Sin(03 — 0y) = 3515, sin(¢p, — ¢4)

ve boylece

3 S1Sz sin(¢p—¢1)

0 T Sin(65—6,)

(3.43)

elde edilir. Benzer sekilde (3.39) ve (3.40)’ dan r; ve r, ifadeleri bulunur.
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SONUC

Diizlemsel ve 3-boyutlu PH egrileri verilmistir. PH egrilerinin kuaterniyonlardan
faydalanarak bazi gosterimleri incelenmis olup buradan hareketle PH egrileri iizerinde
Rotation ¢atilar ve Euler-Rodrigues c¢atilarin (ERF) o&zelliklerine deginilmistir. Ayni
zamanda {igiincii, besinci ve yedinci dereceden PH egrilerinin ERF’leri incelenmis olup

uygulamalarinda kullanilabilecek olan kisimlar verilmistir.
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