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OZET

Bu galigsma ii¢ boliim halinde diizenlenmistir.

Birinci boliimde; tiretim fonksiyonlarmin tarihgesi ve bu fonksiyonlarin geometrik
Ozellikleri lizerine yapilan ¢aligmalar 6zet halinde ifade edilmistir. Tezde kullanilacak olan
c¢esitli temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; iiretim teorisi ve iiretim fonksiyonlarmin 6zellikleri incelenmistir.

Ucgiincii béliim tezin orijinal kismimni1 olusturmaktadir.

Uciincii  boliimde; Cobb-Douglas ve ACMS iiretim fonksiyonlar1 ve bu
fonksiyonlara karsilik gelen yiizeyler tanimlanip, bu yiizeyler alt bolimler halinde
incelenmistir.

Oncelikle Cobb-Douglas iiretim fonksiyonun sahip oldugu 6lgek getirisi ile bu
tiretim fonksiyonuna karsilik gelen yiizeylerin Gauss egriligi arasindaki iliskiye baglh
olarak sonuglar ede edilmistir. Cobb-Douglas iiretim fonksiyonun iiretim esnekligi ile bu
tiretim fonksiyonuna karsilik gelen yilizeylerin ortalama egriligi arasindaki iligskiye bagli
baglantilar kurulmustur.

Daha sonra ACMS iiretim fonksiyonun sahip oldugu olgek getirisi ile bu liretim
fonksiyonuna karsilik gelen yiizeylerin Gauss egriligi arasindaki iliskiye bagl olarak
sonuglar bulunmustur. Benzer sekilde ACMS {iretim fonksiyonun iiretim esnekligi ile bu
tiretim fonksiyonuna karsilik gelen yiizeylerin ortalama egriligi arasindaki iligkiler ifade
edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uretim fonksiyonu, Olgege gore getiri, Miikkemmel ikame, Uretim
yiizeyi, Uretim esnekligi, Gauss egriligi, Ortalama egrilik, Galilean
uzay1, Pseudo-Galilean uzay1
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COBB-DOUGLAS AND ACMS PRODUCTION HYPERSURFACES

This study is constructed in three chapters.

In the first chapter, it is expressed a historical analysis of production functions and
works found on geometric properties of the production functions. Some fundamental
definitions and theorems used in thesis are also given.

In chapter two, theory of production and the properties of production functions are
investigated.

Chapter three from the original part of thesis.

In chapter three, Cobb-Douglas and ACMS production functions and their
associated surfaces are investigated in to several subsections.

Firstly, the results are obtained according to relationship between the return to scale
of Cobb-Douglas production function and Gaussian curvature of the associated surface.
The connections are made according to relationship between the production elasticity of
Cobb-Douglas production function and the mean curvature of the associated surface.

Then the results are found according to relationship between return to scale of
ACMS production functions and Gaussian curvature of their associated surfaces. Similarly
the relationships between the production elasticity of ACMS production functions and

mean curvature of the surface.

Key Words: Production function, Return to scale, Perfect substitution, Production
elasticity, Gaussian curvature, Mean curvature, Galilean space, Pseudo-

Galilean space
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SEMBOLLER LiSTESI

Y : Total iretim

: Is giicii girdisi

K : Sermaye girdisi

R . Pozitif reel sayilarin sirali n-liler ctimlesi

R, . Pozitif reel sayilar ciimlesi

H;j . i —yinci liretim girdisinin j —yinci tretim girdisine gore Hicks ikame
esnekligi

M(f) . f tiretim fonksiyonunun Allen matrisi

Es : Faktorler aras1 ikame esneklik katsayisi

MRS;; . i —yinci iretim girdisinin j —yinci iiretim girdisine gére Marjinal teknik

ikame orani

H(f) . f iiretim fonksiyonunun Hessiyan matrisi
Ir . f fonksiyonunun Jakobiyen matrisi

En+1 : (n + 1) —boyutlu Oklid uzay

s : E™*1 Oklid uzayinin birim hiperkiiresi
Gs - Galilean uzay1

G3 : Pseudo - Galilean space



1. GIRIS

Ekonomik alanlarda iiretim fonksiyonlari, bir isletmenin kullandigi girdilerle
yarattigt ¢ikti arasindaki fiziki iliskileri gosteren matematiksel ifadelerdir. Bu tiir
fonksiyonlar, isletmenin ¢esitli iiretim teknikleri icinde en etkininin secilmis oldugu
varsayimina dayanir. Bir baska deyisle iiretim teknolojisi veridir. Buna gore iiretimin
artirilabilmesi, tiretim faktorlerinden en az birinin artirilmasi ile miimkiindiir, (Bulmus,
2008).

Uretim fonksiyonu kavram, ilk olarak agik bir sekilde Philip Wicksteed (1894)
tarafindan cebirsel olarak formiilize edilmistir. Ancak 1840 l1 yillarda Johann Von Thiinen’
in tiretim fonksiyonlarini formiillestiren ilk ekonomist olduguna dair bazi delillerde vardir,
(Mishra, 2010).

Uretim fonksiyonlar arasinda en iinlii olan1 1928 de Cobb ve Douglas tarafindan
ortaya konulan,

Y = pLFK (R

Cobb ve Douglas iiretim fonksiyonudur. Burada L is giicii girdisi, K sermaye girdisi, b
total verimlilik katsayis1 ve Y ise total iiretimdir, (Cobb ve Douglas, 1928). 1928 de
baslayan bu arastirmalar Douglas 1n sonraki g¢alismalar1 (Douglas, 1976) ve baska
yazarlarin konuyla ilgili ¢esitli yazilariyla, mikroiktisat perspektifi i¢inde onemli yer
kazandi. Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu tizerindeki bazi kisitlamalar, bir¢ok iktisatgiyi
daha genel o6zellikler tasiyan tiretim fonksiyonu tiirleri aramaya yoneltmistir. Bu nedenle
1961 yilinda, Arrow, Chenery, Minhas ve Solow iki-girdili

Y = F(aK™ + (1 — a)L")/"
CES iiretim fonksiyonunu tanimladilar. Burada Y ¢ikti, F faktor verimliligi, a pay
parametresi, K, L temel {iretim faktorleri (sermaye ve is giicii), r = 1 — 1/s olmak {izere
s = 1/(1 — r) ikame esnekligidir, (Arrow, Chenery, Minhas ve Solow, 1961).

Kabul edelim ki R} = {(xy,x3, ..., Xp): X1,X3, ..., Xy > 0}, Ry = {r € R:r > 0}

olsun. Buna gore bir tiretim fonksiyonu,

Q:RE = Ry, Q = Q(x1, X2, ..., Xp)
ile tanimlanan C” sinifindan bir doniisiimdiir. Burada Q ¢ikt1 miktar1, n girdi sayisi ve
X1, X3, ..., Xn kullanilan girdilerdir (is glicii, sermaye, arazi, ham madde vb.), (Vilcu, 2011).

Her Q (x4, x5, ..., X,,) tiretim fonksiyonu E™*1 (n+1)-boyutlu Oklid uzayinin



f = (x1, %2, e, X, Q(xq, X3, oo, X))

ile verilen, bir non-parametrik hiperyiizeyi ile tanimlanabilir ve bu hiperyiizeye bir {iretim
hiperylizeyi denir, (Chen, 2011).
Bir Q(xy, x5, ..., x,,) lretim fonksiyonu i¢in, eger
Q(txy, txy, .o, txy) = thQ(xy, X3, ...\ Xy)

sartt saglamyorsa Q(xq,x,,...,x,) fonksiyonuna h-homojen ya da h.inc1 dereceden
homojendir denir. Burada t pozitif ve h herhangi bir sabittir. Eger h > 1ise liretim
fonksiyonu, Olcege gore artan getiri ve eger h < 1 ise Olgege gore azalan getiri Ozelligi
gosterir. Eger iiretim fonksiyonunun homojenlik derecesi 1 ise, dlgege gore sabit getiri
ozelligine sahiptir denir, (Chen, 2011).

Uretim fonksiyonlarin1 genellestiren ve uzayda diferensiyel geometri bakis agisi ile
inceleyen ilk galigsmalar, 2005 yilinda Zakhirov ve daha sonra 2007 yilinda, loan tarafindan
verildi, (Zakhirov, 2005 ve Ioan, 2007). Bu tarihlerden 6nce iiretim fonksiyonlar1 {izerine
yapilan tiim calismalar diizleme izdiisiirme metodunu kullandiklarindan, sonuglar istenilen
Olgiitte olmamistir ama diferensiyel geometriye ait metodlarin kullanilmasi daha faydali
olmustur. Zakhirov, iki girdili ve sabit 6l¢ek getirisine sahip Cobb-Douglas ve CES {iiretim
fonksiyonlarma karsilik gelen iiretim yiizeylerinin parabolik tipten oldugunu ifade etmistir,
(Zakhirov, 2005).

loan; Cobb-Douglas, CES ve Sato iiretim fonksiyonlarini tek bir formatta ifade
etmis ve bu formata karsilik gelen iiretim yiizeylerinin temel elemanlarini hesaplamistir.
Ayrica, sabit 6l¢ekli Cobb-Douglas iiretim fonksiyonunun Gauss egriliginin sifir oldugunu
ifade etmistir, (Ioan, 2007).

Zakhirov’ un  2-girdili  tiretim  fonksiyonlar1 i¢in  verdigi  sonug, Vilcu
tarafindan f (xy, ..., x,) = bx;* ..x," ile verilen n —girdili Cobb-Douglas iiretim
fonksiyonlarina asagidaki gibi genellestirilmistir:

(@) Genellestirilmis Cobb-Douglas iiretim fonksiyonunun sabit ol¢ek getiri ozelligine sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sart karsilik gelen Cobb-Douglas iiretim hiperyiizeyi
ac¢ilabilirdir.

(b) Genellestirilmis Cobb-Douglas tiretim fonksiyonunun élgcege gore artan getiri (dlgege
gore azalan getiri) ozelligine sahip olmasi icin gerek ve yeter sart karsilik gelen Cobb—
Douglas iiretim hiperyiizeyi negatif (pozitif) Gauss-Kronocker egriliklidir, (Vilcu, 2011).

Daha sonra A.D. Vilcu ve G.E. Vilcu, Zakhirov’un sonucunu



[ G o) = (a0 + e+ aBxE)P
ile ifade edilen, genellestirilmis CES (ACMS) iiretim fonksiyonlari i¢in asagidaki sekilde
diizenlediler:
(@) Genellestirilmis CES tiretim fonksiyonunun sabit olcek getirisine sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter sart karsilik gelen CES hiperyiizeyi acilabilirdir.
(b) Genellestirilmis CES iiretim fonksiyonunun élgege gore artan getiri (dlgege gore
azalan getiri) ozelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart karsilik gelen CES tiretim
hiperyiizeyi negatif (pozitif) Gauss-Kronocker egriliklidir, (Vilcu ve Vilcu, 2011).

Bir tiretim fonksiyonu, sifirdan farklt a4, ..., a,, sabitleri i¢in,

n

Q(x1,%x5, e, Xp) = Z a;x;

i=1
formunda yazilabiliyor ise, yani lineer olarak homojen ise, o zaman miikemmel ikame adini

alir, (Chen, 2011).

X. Wang and Y. Fu (Wang, Fu, 2013), Genellestirilmis Cobb-Douglas ve
genellestirilmis ACMS iretim fonksiyonlarina karsilik gelen hiperyiizeylerin minimal
olmasi ile ilgili asagidaki teoremleri ifade ettiler:

(@) E*Y Oklid uzayinda minimal olan bir Cobb-Douglas iiretim hiperyiizeyi yoktur-.

(b) E™*Y Oklid uzayinda bir CES iiretim hiperyiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve
yeter sart karsilik gelen genellestirilmis CES tiretim fonksiyonunun miikemmel ikame
formunda olmas:idir.

Aydin and Aykurt, asagidaki gibi tanimlanan G5 Galilean uzayinda, Cobb-Douglas
ve ACMS iiretim fonksiyonlarina karsilik gelen yiizeyler i¢in bazi siniflandirma teoremleri
elde ettiler, (Aydin, Aykurt, 2015).

G3 Galilean uzayi, 3-boyutlu bir P; kompleks projektif uzayinda tanimlanir ve
{w, f,1,,1,} ideal sekline sahiptir. Burada w, ideal diizlemlerinin bir reel diizlemini; f € w
ideal dogrularinin bir reel dogrusunu; I3, I, € f de ideal noktalardan iki tanesini ifade eder,

(Kamenarovic, 1991).
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Sekil 1.1. Galilen Uzayinda Nokta ve Dogrular

G uzayinin bir reel modeli olarak, € eliptik involusyonu ile birlikte f € w reel dogrusunu
ve w C Gz reel diizlemini igeren {w, f} idealine sahip bir reel P; projektif uzaymi
alabiliriz.
Uygun koordinatlarda ¢ eliptik involusyonu
W..xg=0, f..xg=x;,=0
€:(0:0: x5: x3) = (0:0: x3: —x5).
seklindedir. Homojen olmayan koordinatlarda Hg benzerlik grubu
x' = aq; + ax,

Y' = ay; +azx + a3y cos@ + ayzzsing,

Z' = a3 + azyx — a,3ysing + a3z cos @,
formundadir. Burada a;; ve ¢ reel sayilardir. Ustelik a;, Ve a,3 katsayilar1 6zel bir rol

oynar. a;, = a,3 =1 alindiginda Galilean uzayinin B, hareket grubu elde edilir. Bu grup

x' a 0 0 X
][]+ ]
7' c VA

1
Bg: d cos@ sing
e
seklinde hareket eder. Boylece bu hareket boyunca G5 Galilean uzayinda dogrular dort

—sing cos¢@

siifa ayrilir. Bu dogrular asagidaki sekilde ifade edilebilir.
1) Reel non-izotropik dogrular. Bu dogrular f ideal dogrusunu kesmezler.
2) Reel izotropik dogrular. Bu dogrular w diizlemine ait degildir, fakat f ideal
dogrusunu keserler.
3) Reel olmayan non-izotropik dogrular. Bu dogrular f den baska w nin biitiin

dogrularidir.



4) f ideal dogrusu.
G3, Galilean uzayinda x = sht diizlemleri Oklid diizlemleridir. Ozel olarak w da bir Oklid
diizlemidir. Diger diizlemler izotropiktir.
C*(k = 3) smifindan bir r:1 » G5 egrisi (I,7) koordinat komsulugu ile r(x) =
(x,y(x),2z(x)) seklinde verildiginde x(x) egriligi ve T(x) torsiyonu
K(x) = /y"2(x) + z""2(x)
_det(r'(x), 7" (x), """ (x))

7(x) 200
seklinde tanimlanir. Boylece G5 Galilean uzayinda ortonormal {igytizlii
t(x) =1r"(x)

1
nx) = ) (0,y"(x), 2" (x))

1
b(x) = <) (0,—2" (), " (x))

seklinde verilebilir. Burada t,n, b vektorleri, sirasiyla, tanjant, aslinormal ve binormal
vektorler olarak adlandirilir. Bu vektorlerin tlirevleri alinarak Frenet formiilleri

t'(x) = k(x)n(x)

n'(x) = r(x)b(x)

b'(x) = —r()n(x)
seklinde elde edilir.

Pseudo-Galilean geometri, projektif isareti (0,0,4+,—) olan reel Cayley-Klein

geometrilerinden biridir. Pseudo—Galilean geometrinin temeli {w, f,I} sirali Ggliileridir.
Burada w ideal diizlem, f ise w ideal diizlemde bir dogru ve I da f nin noktalarinin sabit

hiperbolik involusyonudur, (Divjak, 1998). Uygun afin bilesenlere sahip

X a 1 0 0 X
Be: |y| = lbl +|d coshg sinheg lyl
Z c e —sinh¢ coshellz

seklinde verilen Galilean uzaymin B¢ hareket grubu géz 6niine alindiginda

B 1 0 0
Bs:=<Bg|0 -1 0>
0 0 -1

seklindeki B, grubu G3 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymin hareket grubu olarak
adlandirilir, (Divjak, 1998). Afin bilesenlere sahip B, grubu



0
d n cosh @ sinhg
e mnsinhg coshg

_az
37

- !

seklinde hareket eder. Buradan = +1 dir. By hareketi boyunca noktalar alti sinifa ayrilir.

Bu alt1 sinif agagidaki sekilde olusturulur, (Divjak, 1998).
1) (1: x: y: 2)~(x,y, z) seklindeki reel noktalar.
2) (1,y,z) birim vektorleri tarafindan gerilen mutlak olmayan (0:1:y:z) seklindeki
ideal noktalar.
3) Projektif isareti serbest olan ve (0:0: cosh ¢ :sinh ¢) seklinde yazilabilen space-
like mutlak noktalar.
4) (0: 0: sinh ¢ : cosh ¢) seklindeki time-like mutlak noktalar.
5) (0:0:1: 1) seklindeki bir light-like mutlak nokta.
6) (0: 0: 1: —1) seklindeki bir diger light-like mutlak nokta.
Yukarida siniflandirilan noktalar sekil 1.2. de gosterildigi gibidir. G2 uzayinda bir vektdr

(yani bir reel nokta ¢ifti) w nin ideal bir noktasini temsil eder.

) j}& spacelike
lightlike ===~ ¥ O
timelike ’-" )
.-".". S ‘\"“-t.“
‘ s Tzt
"EL' spacelike

ideal noktalar

Sekil 1.2. Gé Pseudo-Galilean Uzayinda Noktalar

Bg grubuna gére Gi uzayinda vektdrler oncelikle ikiye ayrilir. Bunlar asagidaki sekilde
tanimlayabiliriz:

G2, uzayinda bir X (x, y, z) vektorii veridiginde, eger x = 0 ise X(x,y, z) vektorii izotropik
vektor olarak adlandirilir, (Divjak and Sipus, 2003).

G2, uzayinda bir X(x,y,z) vektorii verildiginde, eger x # 0 ise X(x,y,z) vektdrii non-
izotropik vektor olarak adlandirilir.

Biitiin birim non-izotropik vektorler X(1,y,z) formundadir, (Divjak and Sipus, 2003).



1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tammm 1.1.1. (Topolojik uzay): X bosdan farkli bir cimle ve 7, X in kuvvet
cumlesi olan P(X) in bir altcimlesi olsun. Asagidaki ozellikler saglanirsa T ailesine
X ciimlesi tizerinde bir topoloji (veya topolojik yap1) denir:

a) 0,Xer,

b) Ay, Ay, ..., A, ETicin NL,A; €T,

c) I keyfi indis cimlesi olmak tizere UL 4; € T

dir. (X, 7) ikilisine birden topolojik uzay denir, (Hacisalihoglu,1983).
Tamim 1.1.2. (Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar): f,R"™ uzayindan R ye
giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise f fonksiyonu C° siifindan bir fonksiyondur
denir. R™ den R ye giden C° smifindan biitiin fonksiyonlarin ciimlesi C°(R™, R)

seklinde gosterilir.

R™ in her noktasinda f fonksiyonunun kismi tiirevleri var ve bu tlrevler siirekli

fonksiyonlar ise f fonksiyonu C? sinifindandir denir.

f fonksiyonunun R™ in her bir noktasinda k inc1 basamaktan kismi tiirevleri var ve bu
tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C*smifindandir denir. R™ den R ye giden
C*smifindan biitiin fonksiyonlarin ciimlesi C*¥(R™, R) seklinde gosterilir. R nin her bir
p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri var ve bu tiirevler
stirekli  fonksiyonlar ise f fonksiyonu C® sinifindandir denir. R™den R ye giden

C* sinifindan biitiin fonksiyonlarin ciimlesi C*(R™, R) seklinde gosterilir, (Sabuncuoglu,

2006).

Tammm 1.1.3. (Topolojik Manifold): M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki o6zellikler
saglanirsa M ye m — boyutlu topolojik manifold ya da kisaca topolojik m — manifold

denir:
a) M bir Hausdorff uzaydir,
b) M sayilabilir sayida agik climleler ile ortiilebilir,

C) M nin her bir altciimlesi E™ e veya E™ in bir agik altciimlesine homeomorftur,

(Hacisalihoglu, 1998).



Tammm 1.1.4. (Diferensiyellenebilir Manifold): M bir m — boyutlu manifold olsun.
Eger M tizerinde haritalarin bir ailesi olan A = {(U, ), (V,¥), (W, ), ...} ciimlesi igin
asagidaki sartlar saglaniyorsa A  koleksiyonuna M  lizerinde r.mertebeden

diferensiyellenebilir yap1 (veya atlas) ad1 verilir.
(1) {U,V,W, ...} agik cimlelerinin koleksiyonu M manifoldunun bir agik ortiistidiir.
(2) A daki herhangi iki harita r.mertebeden uyumludur.

(3) A maksimaldir, yani eger bir (U, ¢) haritas1 A daki biitiin koordinat atlaslar1 ile uyumlu
ise bu durumda (U, ¢) € A dur.

Eger bir M manifoldu iizerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas varsa M
manifolduna r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir. Diferensiyellenebilir
yapinin her bir haritasina M manifoldunun uyumlu haritas1 adi verilir. Eger atlas her
mertebeden  diferensiyellenebiliyorsa M  manifolduna C*  manifold (veya
diferensiyellenebilir manifold) ad1 verilir, (Sahin, 2012).

Tammm 1.1.5. (Tanjant vektér): M bir manifold ve manifold tizerindeki
diferensiyellenebilir fonksiyonlarin ciimlesi C(M,R) olsun. Bu durumda herf,g €
C(M,R) vehera,b € R i¢in,

a) V,(af + bg) = al,f + bV,g

b) V,(fg) = V,(fg + fV,(9)

sartlarim saglayan V,: C(M, R) — R doniisiimiine M manifoldunun p noktasindaki tanjant
vektorii denir, (Sahin, 2012).

Tamm 1.1.6. (Vektér alant): M bir manifold ve T,M manifoldun p noktasindaki tanjant
uzay: olsun. Bu durumda her p € M noktasina T,M uzayinda bir tanjant vektor karsilik
getiren X diferensiyellenebilir doniisiimiine vektor alani denir. Béylece M manifoldu
lizerinde bir vektor alan1 X: M — Upey Tp M diferensiyellenebilir dontistimiidur, (Sahin,

2012).

Tamm 1.1.7. (Yiizey): U,E? uzaymn irtibath bir agik altciimlesi olmak iizere x: U —

E3 diferensiyellenebilir ve regiiler bir doniisiim olsun. x:U — x(U) doniisiimii bir



homeomorfizm ise x(U) ciimlesine bir basit yiizey denir. M, E3 uzayinin bir altciimlesi
olsun. M nin her bir p noktasi i¢in p € x(U) ve x(U) € M olacak sekilde x(U) bir basit
yiizeyi bulunabiliryorsa M ciimlesine, E3 uzayinda bir yiizey denir, (Sahin, 2012).

Tamim 1.1.8. (Temel formlar): E3 uzayinda {u!, u?} lokal koordinatl bir basit yiizey

dx 0x

i’ 50 >, 1,J)=1,2, olmak lizere

x:U - E® olsun. O zaman g;; =<

ds? =1 = gy, (du))? + 2g,,dutdu? + g,,(du?)?

formuna x basit yiizeyinin Riemann metrigi ya da birinci temel formu, g;; fonksiyonlarina

ise x basit yiizeyinin birinci temel formunun bilesenleri denir. Ayrica, x basit yiizeyinin

0°x
out,oul’

birim normal vektdr alant U ve L ij =< U > olmak iizere

L - Lll(dul)z + 2 ledulduz + Lzz(duz)z

formuna x basit yiizeyinin ikinci temel formu, L;; fonksiyonlarma ise x basit yiizeyinin

ikinci temel formunun bilesenleri denir, (Sabuncuoglu, 2006).

Tamim 1.1.9. (Hiperyiizey): E™"!, (n+1)-boyutlu Oklid uzayinda n-boyutlu bir yiizey,

veya n-yiizey diye E3 deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, 6yle ki bu M ciimlesi
M={x€UcE"Y}|f:U - R, f(x) =c,csabit ve U agik alt ciimle
M={xeUcE"Y|f:U->R,f(x)=c
Vfl, #0,vpeM

seklinde tanimlanir. E™de bir n-yiizey, n>2 olmasi halinde bir hiperylizey olarak
adlandirilir, (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.1.10. (Hiperkiire): E™, (n+1)-boyutlu Oklid uzayinda

n+1

S = {(x1, oe) X Xps1) | Z x? =121 € R,7 sabit}

i=1

nokta ciimlesine bir n-boyutlu hiperkiire veya kisaca n-kiire denir, (Hacisalihoglu, 1983).



Tamm 1.1.11. (Sekil Operatorii): N, M tizerinde birim dik vektor alan1 olmak tizere M nin

bir p noktasinda
Sp(vp) = =Dy, N

esitligiyle tanimli Sp,: T,,(M) — T,,(M) fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasinda, N birim
dik vektor alanina bagli sekil operatorii (Weingarten doniisiimii) denir. M nin her bir p
noktasina S, fonksiyonunu karsilik getiren S doniisiimiine de M yiizeyinin, N birim dik

vektor alanma bagli sekil operatorii ( veya Weingarten dontisiimii) denir, (Hacisalihoglu,

1983).

Tamm 1.1.12. (Gauss Egriligi): S, lineer doniisiimiiniin determinantina M yiizeyinin

p noktasindaki Gauss egriligi denir ve K (p) ile gosterilir, (Sabuncuoglu, 2006).
K(p) = det(S,)

Tamm 1.1.13. (Ortalama Egrilik): S, lineer doniisiimiiniin izinin yarisina, M yiizeyinin p

noktasindaki ortalama egriligi denir ve H(p) ile gosterilir, (Sabuncuoglu, 2006).

1,
H(p) = 512(5)

Tamm 1.1.14. (Gauss Doniisiimii): M yiizeyinin birim dik vektér alan1 N ile

gosterildigine gore

olsun.
G:M - §%,G(p) = (N*(p), N*(p), N*(p))
fonksiyonuna, M nin Gauss doniigiimii denir, (Sabuncuoglu, 2006).
Gauss doniigiimii geometrik olarak yiizeyin p noktasi komsulugundaki bigimiyle ilgilidir.

Tamm 1.1.15. (Normal Egrilik): v, € T,(M) olmak iizere

Up

v
4
),

lv, I, |

k, = (vp) < S(
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esitligiyle tanimlanan kp(vp) sayisma, M ylizeyinin p noktasinda, v, dogrultusundaki

normal egriligi denir, (Sabuncuoglu, 2006).

Tamm 1.1.16. (Dik Kesit Egriligi): v, € T,(M) olsun. {v,, N(p)}kiimesinin gerdigi
dizlemle M yiizeyinin arakesiti olan ve o¢'(0) esitligini saglayan ¢  egrisine,

v, dogrultusundaki dik kesit egrisi denir, (Sabuncuoglu, 2006).

Tamim 1.1.17. (Minimal Yiizey): M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu sifir ise bu

yiizeye minimal yiizey denir.
M minimal yiizey ise her p € M i¢in K(p) < 0 dir, (Sabuncuoglu, 2006).
Tamim 1.1.18. ( f fonksiyonunun diferensiyeli): f € C*(M,R) ve p € M olmak

tizere M ylizeyinin her bir p noktasina

(df)p: Tp(M) - R, (df)p(vp) = Up[f]

fonksiyonunu karsilik getiren df fonksiyonuna, f fonksiyonunun diferensiyeli adi verilir,
(Sahin, 2012).

Tanim 1.1.19. (A¢ilabilir Yiizey): M yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in Gauss egriliginin

sifir olmasi gerekli ve yeterlidir, (Sabuncuoglu, 2006).

Tamim 1.1.20. (Riemann Manifold): M bir diferensiyellenebilir manifold ve g pozitif
tanimli, simetrik, (2, 0) tipinde bir kovaryant tensér alani olsun. (M, g) ikilisine bir
Riemann manifoldu denir, (O’ Neill, 1983).

Tamim 1.1.21. (Tiirev (Diferensiyel) Doniisiim): M ve N iki Riemann manifold olmak

lizere ¢: M — N donlisimil verilsin. Her p € M icin ¢, : Ty (p) = Ty ( )) doniisiimiine
¢ $ P ¢in ¢, : Ty (p v (o (p $

¢ nin p noktasindaki tiirev (diferensiyel) doniisiimii denir, (O’ Neill, 1983).

Tamm 1.1.22. (Immersiyon): Mve N iki Riemann manifoldu olmak iizere, bir
¢: M — N diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in eger her p € M noktasinda ¢., tirev
doniistimii bire bir ise ¢ ye bir immersyion (dolgulama) denir. Eger ¢ immersionun
kendisi bire bir ve ¢p: M — ¢(N) doniisiimii bir homeomorfizm ise ¢ ye imbedding
(yerlestirme) ad1 verilir, (O’ Neill, 1983).
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Ornek 1.1.1. Her regiiler egri bir immersiondur.

Tamim 1.1.23. (Jakobien Matris): F:E™ — E™ doniisiimiiniin tiirev dontisimii p € E™

igin F,;, olsun. Sirasiyla T,E™ Ve T(pp))E™ de

_{ 0 0 } _{ 9 9 }
e LI ern L Bk (Ca MG B e G

standart bazlar1 igin F,, nin karsihk geldigi matris J(F,P)ile gosterilir ve J(F,P)
matrisine F nin p noktasinda ki Jakobien matrisi ve bu matrise karsilik gelen lineer

doniisiime de F nin Jakobien doniisiimii denir, (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 1.1.24. (Altmanifold): P ve M birer manifold olsunlar. Eger asagidaki sartlar

saglanirsa P ye M nin bir altmanifoldu denir:
a) P, M nin bir topolojik altuzayidir,

b) j: P € M inclusion doniisiimii diferensiyellenebilir ve bu inclusion déniisiimiiniin P nin

her noktasindaki tiirev doniistimii bire birdir, (O’ Neill, 1983).

Tamm 1.1.25. (Pseudo-Galilean Uzayinda I¢ Carpim): 3-boyutlu reel vektér uzayr R ve
v X, (xl, )’1,21): X,5(x2,¥2,2,) € G2 vektorii igin pseudo-Galilean i¢ ¢arpimi

g:G3x G- R
X1X xg #0Vvx, #0
X,,X) - g(Xp, X ={ v ! 2
(X1,X2) = g(X1, X3) V1Yy — 2175, X1 =0AXx, =0

seklinde tanimlanir, (Divjak, 1998).

Tamim 1.1.26. (Pseudo-Galilean Uzayinda Uzaklik ): P;, P, € G3,P; # P, iki reel nokta
olmak {izere Py (x1 Y1 Z1), P2(x2, V22, ) igin

d: G} x G} > R

IxZ - xlll X1 * Xy

\/(b’z —y1D? = (22—21)* |, x1 = xy,

(PLP,) > d(P.P;) = {

olarak tamimlanan d fonksiyonuna G3, pseudo-Galilean uzaymda uzaklik fonksiyonu
d(Py, P,) reel sayisinada P;, P, € G3 noktalar arasindaki uzaklik denir, (Divjak, 1998).

Tamm 1.1.27. (Pseudo-Galilean Uzayinda Izotropik Vektiorler): G} 3-boyutlu pseudo-
Galilean uzayimnda bir X (x, y, z) izotropik vektorii verildiginde

y? — z% > 0 ise X izotropik vektoriine space-like vektor

12



y? — z? < 0 ise X izotropik vektdriine time-like vektor,
y = tzise X izotropik vektoriine light-like vektor denir, (Divjak, 1998).

Tamm 1.1.28. (Pseudo-Galilean Uzayinda Birim Vektor): G 3 — boyutlu pseudo —
Galilean uzayinda bir light —like olmayan X (x, y, z) izotropik vektorii géz Oniine alinsin.
Eger y? — z? = 41 ise bu X izotropik vektdrii birim vektdr olarak adlandirilir, (Divjak,
1998).

Tamm 1.1.29. (Pseudo-Galilean Uzayinda Norm): G3 3 — boyutlu pseudo —
Galilean uzayinda bir light —like olmayan X (x, y, z) vektoriiniin normu

X X, x#+0
I X lI= /—IyZ—ZZI, =0

seklinde tanimlanir, (Divjak, 1998).

Tammm 1.1.30. (Pseudo-Galilean Uzayinda Fark Vektor Uzunlugu): G3 3 —
boyutlu pseudo — Galilean uzayinda iki non-izotropik vektor a(1, a,, az) ve b(1, by, b3)
olsun. Bu iki non-izotropik vektor arasindaki ag¢inin Ol¢iisii onlarin fark vektorlerinin
uzunlugu olarak tanimlanir ve

m(a,b) = /|(b, — az)? — (b3—a3)?|
seklinde hesaplanir, (Divjak, 1998).

Tanim 1.1.31. (Pseudo-Galilean Uzayinda Vektorel Carpim): Pseudo Galilean uzayinda
iki vektor X = (xq,x5,x3) Ve Y = (y1,¥2,¥V3) olsun. Bu iki vektor arasindaki vektorel

carpim

_ X1 X3| [X¥1 X2
xxv=(of 3l b i)
seklindedir, (Sipus, Divjak, 2012).
Tamm 1.1.32. (Pseudo-Galilean Uzayinda Bir Uygun Yiizey): G5 de

X = X(x(ul, u,),y(uq,uy), z(uq, uz))

denklemi ile verilen X yiizeyi igin eger x,, = dx/du; # 0 veya x,, = dx/du, # 0 ise
yiizeye uygundur denir, (Sipus, Divjak, 2012).

Tamm 1.1.33. (Pseudo-Galilean Uzayinda Yiizeyin Birim Normal Vektor Alany):

G} der:R? - G1,(u,v) » r(x,y) = (x,v,2z(x,y)) ile verilen yiizeyin birim normal
vektor alani

13



ile tanimlanir, (Sipus, Divjak, 2012).

Tamim 1.1.34. (Pseudo-Galilean Uzayinda Gauss ve Ortalama Egrilik):

G} de r:R? - G, (w,v) » r(x,y) = (x,v,z(x,y)) ile verilen yiizeyin K Gauss ve H

ortalama egriligi, sirasiyla,

2
Zxeyy - ny

(1+(z)")

Z
_ Yy
H = 3

2(1+(z,)°)

seklindedir. G3 de bir yiizeyin ortalama egriligi (Gauss egriligi) sifir ise minimaldir (flattir)
denir, (Sipus, Divjak, 2012).
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2. URETIM FONKSIiYONLARI

Tamm 2.1.1. (Mikroiktisat): iktisadin, insan davranis1 ve insanlarin piyasa, endiistri, firma
ve birey gibi nispeten kii¢iik birimlerle iliskili tercihlerini inceleyen boliimiine mikroiktisat

denir, (Parasiz ve Ozer, 2005).

Tamm 2.1.2. (Uretim fonksiyonu): Mikroiktisatta, bir iiretim fonksiyonu; bir firmanin, bir
endiistrinin ya da bir ekonominin iirettigi ¢ikt1 ile bu ¢iktiy1 olusturan girdiler arasindaki

iliskiyi veren matematiksel bir formiildiir, (Vilcu, 2011).

Bdylece bir iiretim fonksiyonu

Q: Rﬁ 3 ]R_,_, Q = Q(xl'XZ' "'rxn)

ile tanimlanan C* smifindan diferensiyellenebilir bir doniisiimdiir. Burada Q ile ¢ikti
miktari, n girdi sayisi ve xq, X5, ..., X, ler ise kullanilan girdilerdir (isgiicii, kapital, arazi,

ham madde vb. gibi). Ayrica R} ve R, notasyonlart ile
RT = {(x1, X2, .o, X): X1, Xg, wor, Xy > 0}
ve
R, ={r €e R:r > 0}
gosterilmektedir, (Vilcu, 2011).
Uretim fonksiyonlarmin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:

(a) Herhangi bir girdinin yoklugunda tiretim durur, yani Q 6zdes olarak sifir olur. Bu ise
her bir girdinin tiretim siirecinde zorunlu olmas1 demektir.
(b)i=1,..,n i¢in % > 0 dir. Bu her bir iiretim faktdriine gore iiretim fonksiyonunun

kesin monoton artan oldugunu gosterir.

2%2qQ
axiz

(¢ i=1,..,n igin <0 dir, yani herhangi bir iiretim faktoriine gore iiretim

fonksiyonu azalan bir etkiye sahiptir.
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d)Vx = (xg, 0, %),y = (¥, o, ) ERY icin, Q(x+y) = Q(x) + Q(y) dir. Bu ise

iretim fonksiyonunun azalmayan bir global etkiye sahip oldugunu gosterir.

() @ homojen bir fonksiyondur, yani her x € R} ve 1 € R i¢in

Q(Ax) = PQ(x)

olacak sekilde bir p reel sayis1 vardir. Bu ise, girdilerin bir skalerle ¢arpilmasi durumunda

olusan ¢iktinin da, ayni1 sabitin bir kuvveti kadar ¢arpilacagi anlamma gelir, (Vilcu, 2011).

Eger p =1 ise, o zaman {iretim fonksiyonu sabit dlgcek getirisine sahiptir denir.
Eger p > 1 ise, artan dlgek getirisine ve son olarak eger p < 1 ise iiretim fonksiyonuna

azalan ol¢ek getirisine sahiptir denir, (Vilcu, 2011).

Olgege gore artan, azalan ve sabit getirileri su &rnekle izah edebiliriz: Tiim
girdilerin miktar1 %5 artirildiginda, ¢iktt %5 den daha fazla artarsa dlgege gore artan getiri
s6z konusu olur. Eger tiim girdilerin miktar1 %5 artirildiginda, ¢ikti %5 den daha az
artarsa dlgege gore azalan getiriden soz edilir. Olgege gore sabit getiri ise, tiim girdilerin
miktar1 %5 artirildiginda, ¢iktinin yalnizca %5 oranda artmasi demektir, (Parasiz ve Ozer,

2005).

Yukaridaki bes ozellikten (c) ile belirtilen disindakiler agiktir. (c) sikkini

aciklamadan once bazi kavramlarin verilmesi gerekir.

Iki girdili iiretim yapan bir isletme ele almsin. Isletmenin iirettigi mali Q, kullandig1

girdileri de K ve L ile gosterelim. Buna gore isletmenin tiretim fonksiyonu;

Q=f(KL)

ile ifade edilebilir. Burada, sirasiyla, K ve L ile sermaye ve is giicii girdileri

gosterilmektedir.

Tamim 2.1.3. (Ortalama ve marjinal verimlilik): Bir faktoriin ya da girdinin ortalama
verimliligi asagidaki gibi ifade edilir: Faktorlerden birinin, drnegin, K faktoriiniin ortalama
verimliligi: L nin L = L, gibi bir sabit degeri i¢in degisen K degerlerine bagl olarak birim

K basina elde edilen Q olarak ifade edilir, yani,

f (K, L)
K

Ortalama verimlilik = % =
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dir. K faktoriiniin marjinal verimliligi; L nin L = L, gibi bir sabit degeri i¢in,

0
Marjinal verimlilik = % (2.1.1)

seklinde tanimlanir, (Bulmus, 2008).

Tamm 2.1.4. (Es-iiriin egrisi): K ve L faktorleri sermaye ve is giicii girdilerini géstermek

tizere, bir isletmenin tiretim fonksiyonu

Q=f(KL)

ile verilsin. Belirli bir iiretim diizeyinin gerceklesmesini saglayan K ve L faktor

bilesimlerinin geometrik yerine es-liriin egrisi ad1 verilir.
Belli bir liretim diizeyi i¢in Q = f (K, L) tiretim fonksiyonu

Q°=f(K,L)
seklindedir.

Yukaridaki bagintida Q° bir parametredir. Bir baska deyisle, Q° bir iiretim diizeyini
gostermektedir. Burada Q° iiretim diizeyini veren K ve L faktorlerinin tiim bilesimlerinin

geometrik yeri, bir es-lirlin egrisi olusturur, (Bulmus, 2008).

Tamm 2.1.5. (Teknik ikame orani): Belirli smirlar iginde faktorlerin birbirleri yerine
kullanilabilmesi, iktisatta, teknik ikame olarak adlandirilir. Bir faktoriin digerini ikame

giicii, bir oran yardimiyla ifade edilebilir. Bu orana teknik ikame oran1 ad1 verilir, (Bulmus,

2008).

Teknik ikame orani’na ulagsmak i¢in, es-lirlin egrisinin herhangi bir noktasindaki

egimini (—1) ile garpmak yeterlidir, yani

dK

Marjinal teknik ikame orani = — A

(2.1.2)

seklindedir.

Diger taraftan bir Q = f (K, L) tiretim fonksiyonunun tam diferensiyeli
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d —anK+anL 2.1.3
Q_aK oL (2.1.3)

dir. Bir es-iiriin egrisi boyunca iiretim miktart sabit oldugundan, tam diferensiyelin sifira
esitlenmesi ile belli bir es-iiriin egrisinin denklemi elde edilir. Yani, belli bir iiriin miktar

i¢in,
dQ =0 (2.1.4)
dir. (2.1.4) esitligi (2.1.3) de géz Oniine alinirsa

aQ aQ
S K +=rdL =0 (2.1.5)

es Urlin egrilerinin denklemini veren sonucu elde ederiz. Ayrica bu denklemden
(2.1.6)

yazilabilir. Marjinal verimlilik tanim1 (2.1.1) esitligi ile ifade edilmisti. (2.1.2) ile verilen

marjinal teknik ikame orani da gz iniine alinirsa, (2.1.6) dan

s giicliniin marjinal verimliligi

Marjinal teknik ikame orani = - — ——
Sermayenin marjinal verimliligi

elde edilir, (Uluatam, 1998).

Uretim teorisi igerisinde oldukca dnemli bir konumda bulunan esneklik katsayilar,

tiretim fonksiyonlarina iliskin bir¢ok soruya cevap vermektedir.

Tamim 2.1.6. (Esneklik katsayilart): Faktorlerden biri sabitken, 6tekinde ortaya ¢ikan
oransal degismeye karsi, iiretimin ne Ol¢iide duyarli oldugunu gosteren parametrelere

tiretim faktorii esneklik katsayilar denir, (Bulmus, 2008).
Yine, iki-girdili
Q=/fKL)

tiretim fonksiyonunu ele alalim. Burada K ve L faktorleri sermaye ve is giicii girdilerini

ifade etmektedir.
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Uretimin is giicii faktdriine olan esneklik katsayis1 (e;), sermaye faktdriine olan
esneklik katsayisi (eg) ile gosterilsin. Bu katsayilarin nasil elde edilecegi asagidaki gibi

ifade edilmistir:

_9Q/oL _0Q/0K
e, = Q/L ve eK—W.

Uretimin faktor esneklik katsayilari ile, faktdrlerin marjinal fiziki verimlilik fonksiyonlar
arasinda bir benzerlik vardir. Her ikisi de, kullanilan faktorlerde ki degigsmenin, iiretimde

yaratacagl degismeyi gostermektedir, (Bulmus, 2008).

Tamm 2.1.7. (Faktiorler arast ikame esneklik katsayist): Faktor oranlarindaki oransal
degismenin, teknik ikame oranindaki oransal degismeye oranina, faktorler arasi ikame

esneklik katsiyis1 denir (&) ile gosterilir, (Bulmus, 2008).

Teknik ikame oranmi kisaca (s) ile gosterilirse, faktorler arasi ikame esneklik

katsayisi, asagidaki gibi ifade edilebilir.

d(K/L)
_ &/L) _dK/L) s
S5TTds T ds  (K/L)
S

Ayrica bu son esitlikte (2.1.6) ile verilen teknik ikame orani yerine yazilirsa, ikame

esneklik katsayisi

9Q/dL
_ d(K/L) 9Q/oK

seklinde de gosterilebilir.

A.D. Vilcu ve G.E. Vilcu, sirasiyla, sabit esneklik katsayili ve oransal marjinal
teknik ikame oranli homojen lretim fonksiyonlarini, asagidaki teoremlerle

siniflandirmiglardir:

Teorem 2.1.1. f iki kez diferensiyellenebilir, » —homojen, sabit olmayan ve iki girdili

(K —sermaye ve L —is giicii) bir liretim fonksiyonu olsun. O zaman
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(@) f, isgiicii faktoriine olan sabit esneklik katsayisina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
f nin
f(K,L) = CK" kL

ile verilen bir Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu olmasidir. Burada C pozitif bir sabit ve k

liretimin isgiicii faktoriine olan sabit esneklik katsayidir.

(b) f, sermaye faktoriine olan sabit esneklik katsayisina sahip olmasi igin gerek ve yeter

sart f nin
f(K,L) = CKkLF

ile verilen bir Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu olmasidir. Burada C pozitif bir sabit ve k

iiretimin sermaye faktoriine olan sabit esneklik katsayidir.

(c) f, sermaye ve is giicii arasinda oransal ikame orani 6zelligini saglamasi i¢in (yani

marjinal teknik ikame oran1 = k (%)1 burada k pozitif bir sabittir) gerek ve yeter sart f nin

f(K,L) = CK™/(k+D rk/(k+1)

ile verilen bir Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu olmasidir. Burada C pozitif bir sabittir
(Vilcu ve Vilcu, 2013).

f(x1, %2, .., x), N> 2, seklinde n —girdili bir homojen iiretim fonksiyonu olsun.

O zaman herhangi bir x; faktoriine gore iiretimin esnekligi

_af/ox
L f/xi

Ex

seklinde tanimlanir. Yine tiretimin { —yinci faktoriinlin j —yinci faktoriine gére marjinal

teknik ikame orani

_Of /0x;
Y of /ox

MRS

seklinde verilir. Bir iiretim fonksiyonuna, oransal marjinal teknik ikame orani 6zelligini

sagliyordur denir gerek ve yeter sart

x.
MRS;;=—, 1<i#j<n
lj x]’
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dir, (Vilcu ve Vilcu, 2013).

Teorem 2.1.2. f(xq, x5, ..., x,) iKi kez diferensiyellenebilir, r —homojen, sabit olmayan,

D = RY iizerinde tanimli ve n-degiskenli (n > 2) bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

(@) Herhangi bir x; tiretim faktoriine gore, iiretim esnekliginin bir k; sabiti olmasi igin

gerek ve yeter sart

k

- r—ks
f(xy, %2, 0, Xn) = X; lxjr "F(Uq, ey Up—y)

dir. Burada j, {1,..,n}\{i} citimlesinden alinmis herhangi bir eleman, F iki kez

diferensiyellenebilir ve

Xk
{ul, ...,un_z} = {_
&

k € {1, ...,n}\{i,j}}

seklinde verilen (n — 2) —degiskenli, reel degerli bir fonksiyondur.

(b) Tim iiretim faktorlerine gore, tretim esnekliginin bir k; (i € {1,2, ..., n}) sabitine esit

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
ky+ky+ o tky=r1

ve f,

ki k k
f(xl,xz, ...,Xn) = Cxllxzz ...xnn

ile verilen bir Cobb-Douglas tiretim fonksiyonudur. Burada C bir pozitif sabittir.

(¢) Uretim fonksiyonunun oransal marjinal ikame orani1 dzelligini saglamasi igin gerek ve

yeter sart

F(xy, X, 0, Xp) = sz/nxzr/n x,rl/n

dir. Burada C pozitif bir sabittir, (Vilcu ve Vilcu, 2013).
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3. G} UZAYINDA BAZI URETIM MODELLERINE KARSILIK GELEN
YUZEYLER

Bu boliimde Cobb-Douglas ve ACMS iiretim fonksiyonlarina karsilik gelen

yiizeyler, alt boliimler halinde, incelenecektir.

3.1. Cobb-Douglas Uretim Fonksiyonuna Karsilik Gelen Yiizeyler

2 degiskenli bir genellestirilmis Cobb-Douglas tiretim fonksiyonu
Q:R2 > R,, (k,D)— Q(k,1) = Ak®IP A, a, B > 0, (3.1.1)
seklinde verilir, burada k ve [ sirasiyla sermaye ve isgiicii girdileridir.

(3.1.1) deki genellestirilmis Cobb-Douglas iiretim fonksiyonunun sabit &lgek
getirisine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart @ + 8 = 1 dir. Benzer sekilde eger a + § >
1 (ax+p <1)ise Q artan dlgek getirisine (azalan dlgek getirisine) sahiptir. Bu ifadelerin

tersleri de dogrudur.

(3.1.1) de verilen genellestilmis Cobb-Douglas iiretim fonksiyonunun, sirasiyla, k ve [ ye

bagli iretim esneklikleri

_0Q /0k _0Q/al
E, = 0/k =avek = 0/l =pf (3.1.2)

ile verilir.
Diger taraftan, Ga uzayinda bu fonksiyona karsilik gelen yiizey
r(k, 1) = (k, 1, Ak%1P) (3.1.3)

denklemine sahiptir. Bu yiizey Cobb-Douglas yiizeyi olarak adlandirilir. Yiizeyin birim

normal vektor alani

po)

-

N =

(3.1.4)

seklindedir. Dolayisiyla
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(ot

@)

2
olur. (3.1.5) esitliginden eger, her (k, 1) ikilisi igin, (§) Q% = 1> 0 ise yiizey timelike,

gN,N) =€ = (3.1.5)

2
benzer sekilde eger, her (k, 1) ikilisi igin, (g) Q% — 1 < 0 ise yiizey spacelike olur.
Bu yiizeyin Gauss egriligi asagidaki gibidir:
Q*af 1-(a+p)

T ()

Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

(3.1.6)

Teorem 3.1.1. Q, (3.1.1) ile verilen bir genellestirilmis Cobb-Douglas tiretim fonksiyonu

olsun. Buna gore asagidaki ifadeler gegerlidir:

(A) G2 uzaymda Q fonksiyonuna karsilik gelen Cobb-Douglas yiizeyinin flat olmasi
icin gerek ve yeter sart Q nun sabit 6lgek getirisine sahip olmasidir.

(B) G uzaymnda Q fonksiyonuna karsilik gelen spacelike Cobb-Douglas yiizeyinin
negatif (pozitif) Gauss egriligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart Q nun artan
(azalan) 6lcek getirisine sahip olmasidir.

(C) G3 uzayinda Q fonksiyonuna karsilik gelen timelike Cobb-Douglas yiizeyinin
pozitif (negatif) Gauss egriligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart Q nun artan

(azalan) 6lcek getirisine sahip olmasidir.

Ispat: (A) GI uzayinda Cobb-Douglas yiizeyi verilsin. Bu yiizeyin Gauss egriligi (3.1.6)
esitligi ile bulunur. Bu esitlikte a ve S pozitif sabitler, k ve | degiskenlerdir. Dolayisiyla
yiizeyin Gauss egriliginin sifir olmas: (yani ylizeyin flat olmasi) i¢in a + ff = 1 olmasi
gerek ve yeterdir. Bu ise Q Cobb-Douglas iiretim fonksiyonun sabit 6l¢ek getirili olmasi

anlamina gelir. Dolayistyla Teorem 3.1.1 in (A) sikkinin ispati tamamlanir.

(B) G3 uzayinda spacelike Cobb-Douglas yiizeyi icin (3.1.6) esitliginde € = —1
olur. Ayrica Q pozitif reel degerli bir fonksiyon, a ve S pozitif sabitler, k ve [ pozitif
degerli degiskenler oldugundan, eger yiizey negatif (pozitif) Gauss egrilikli ise, o zaman
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1-(a+B)<0 (1—(a+p)>0) olur. Bu ise Q nun artan (azalan) olgek getirisine

sahip olmas1 demektir. Tersi de dogrudur.

(C) G3 uzayinda timelike Cobb-Douglas yiizeyi i¢in (3.1.6) esitliginde € = 1 dir. Bir
once ki ispata benzer olarak, eger ylizey pozitif (negatif) Gauss egrilikli ise, o zaman
1-(a+B)<0 (11— (a+p)>0) olur. Bu ise Q nun artan (azalan) olgek getirisine

sahip olmas1 demektir. Tersi de dogrudur.
Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Uyan 3.1.1. Teorem 3.1.1 (Vilcu, 2011) adli referansdaki Teorem 3.1 in pseudo Galilean
uzayina uyarlanmig versiyonudur. Ayrica Teorem 3.1.1 in (A) sikki (Chen, 2012f) deki

Teorem A nin 0zel bir durumudur.

Simdi Cobb-Douglas yiizeyinin G3 deki minimalligi arastirilacaktir. Bu amagla

Cobb-Douglas yiizeyinin ortalama egriligi

_AB(B — Dk

H=- .
201+ Gy

(3.1.7)

ile verilir. Asagidaki teoremi ele alabiliriz.

Teorem 3.1.2. Q, (3.1.1) ile verilen bir genellestirilmis Cobb-Douglass iiretim fonksiyonu

olsun. Buna gore asagidaki sartlar gecerlidir:

(A) G3 uzayinda Q fonksiyonuna karsilik gelen Cobb-Douglas yiizeyinin minimal
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart Q nun isgiicii girdisine bagli olan iiretim
esnekliginin E; = 1 olmasidir.

(B) G3 uzayinda Q fonksiyonuna karsilik gelen spacelike Cobb-Douglas yiizeyinin
negatif (pozitif) ortalama egriligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart Q nun [
girdisine bagli sabit liretim esnekligi E; < 1 (E; > 1) dir.

(C) G3 uzayinda Q fonksiyonuna karsilik gelen timelike Cobb-Douglas yiizeyinin
pozitif (negatif) ortalama egriligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart Q nun [

girdisine bagli sabit liretim esnekligi E; < 1 (E; > 1) dir.
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Ispat: (A) G uzayinda Cobb-Douglas yiizeyi verilsin. Bu yiizeyin ortalama egriligi (3.1.7)
esitligi ile bulunur. Bu esitlikte a ve S pozitif sabitler, k ve [ degiskenlerdir. Dolayisiyla
yiizeyin ortalama egriliginin sifir olmasi (yani yiizeyin minimal olmasi) i¢in f = 1 olmasi
gerek ve yeterdir. Bu ise (3.1.2) den Q nun isgiicii girdisine bagli olan tiretim esnekliginin

E; = 1 olmas1 anlamina gelir.

(B) G3 uzayinda spacelike Cobb-Douglas yiizeyi i¢in (3.1.7) esitliginde € = —1 olur.
Ayrica Q pozitif reel degerli bir fonksiyon, @ ve S pozitif sabitler, k ve [ pozitif
degiskenler oldugundan, eger yiizey negatif (pozitif) ortalama egrilikli ise, (3.1.2) den
B =E <1(8=E;>1)olur. Terside dogrudur.

(C) G2 uzayinda timelike Cobb-Douglas yiizeyi i¢in (3.1.7) esitliginde € = 1 olur.
Bir 6nceki sikkin ispatina benzer olarak, Q pozitif reel degerli bir fonksiyon, a ve 8 pozitif
sabitler, k ve [ pozitif degiskenlerdir. Buna gore eger ylizey pozitif (negatif) ortalama
egrilikli ise Q nun [ girdisine bagl sabit tiretim esnekligi E; < 1 (E; > 1) olur. Terside

dogrudur.
Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Minimal bir Cobb-Douglas yiizeyi Q(k,l) = Ak*l formunda bir fonksiyonun
grafik yilizeyidir. ¢ > 0 oldugundan @ nun daima artan 6l¢ek getirisine sahip oldugu ortaya

cikar. Bu sebeple asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 3.1.1. G de genellestirilmis bir Cobb-Douglas iiretim fonksiyonuna karsilik gelen
Cobb-Douglas yiizeyi eger minimal ise Cobb-Douglas iiretim fonksiyonu artan olgek

getirisine sahiptir.

Uyan 3.1.2 X. Wang ve Y. Fu (Wang, Fu, 2013) E™*! Oklid uzaymda minimal Cobb-
Douglas hiperyiizeyleri igin bir yokluk sonucu elde ettiler. Bizim ¢alismamizda bu sonug

gegcerli degildir, yani G3 de minimal Cobb-Douglas yiizeyler vardur.

Uyan 3.1.3. G3 de, a, f > 0 oldugundan, her iki egriligi 0 olan bir Cobb-Douglas yiizeyi

mevcut degildir.
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3.2. ACMS Uretim Fonksiyonuna Karsilik Gelen Yiizeyler

Iki girdili genellestirilmis bir ACMS iiretim fonksiyonu asagidaki formdadir:

Q:RZ >R, (k1) = Qk D) = A(alk? + po1r) o,

burada A>0, p<1, p#0, a, B,y > 0Vvek,l, sirasiyla, sermaye ve isgiicii girdileridir.

Q nun homojenlik derecesi y dir.
Genellestirilmis ACMS iiretim fonksiyonuna karsilik gelen yiizey
r(k, 1) = (k.1 A(a?k? + 1) /) 3.2.1)
ile verilir ve ACMS yiizeyi olarak adlandirilir.
Simdi g = (a”k? + P1P) diyelim. Dolayisiyla Q = Aqy/ P olur. Buna goére

yiizeyin birim normal vektor alani

N = (3.2.2)
N
seklindedir. Dolayisiyla
(o)
g(N,N) =€ = pyﬁplp‘l _ (3.2.3)
‘1 -(*55—0)

P - et e ypPIP~1 2 . .
olur. (3.2.3) esitliginden eger, her (k,l) ikilisi igin, ( > Q) —1>0 ise yiizey

. . . - g e .. ypPIP~1 2 . .
timelike, benzer sekilde eger, her (k,l) ikilisi igin, (T Q) —1<0 ise ylizey

spacelike olur.
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Ustelik béyle bir yiizeyin Gauss egriligi
(y = D(aPk? + BP1P)
—€

(-5

(3.2.4)

seklindedir.

Teorem 3.2.1. Q, (3.2.1) ile verilen bir genellestirilmis ACMS {iretim fonksiyonu olsun.

Buna gore asagidaki sartlar gecerlidir:

(A) G} uzaymda Q fonksiyonuna karsilik gelen ACMS yiizeyinin flat olmasi igin
gerek ve yeter sart Q nun sabit dlgek getirisine sahip olmasidir.

(B) G3 uzayinda Q fonksiyonuna karsilik gelen spacelike ACMS yiizeyinin negatif
(pozitif) ortalama egriligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart Q nun azalan
(artan) Olg¢ek getirisine sahip olmasidir.

(C) G3 uzaymda Q fonksiyonuna karsilik gelen timelike ACMS yiizeyinin pozitif
(negatif) Gauss egriligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart Q nun azalan

(artan) 6lcek getirisine sahip olmasidir.

Ispat: (A) G} uzayinda ACMS yiizeyi verilsin. Bu yiizeyin Gauss egriligi (3.2.4) esitligi
ile bulunur. Bu esitlikte a, B,y, p pozitif sabitler, k ve [ pozitif degerli degiskenlerdir.
Dolayisiyla yiizeyin Gauss egriliginin sifir olmasi (yani yilizeyin flat olmasi) i¢in y = 1

olmasi gerek ve yeterdir. Bu ise Q nun 6lgege gore sabit getirili olmasi anlamina gelir.

(B) G3 uzayinda spacelike ACMS yiizeyi i¢in (3.2.4) esitliginde e = —1 olur.
Ayrica Q pozitif reel degerli bir fonksiyon, a,f,y,p pozitif sabitler, k ve [ pozitif
degiskenler oldugundan, eger yiizey negatif (pozitif) Gauss egrilikli ise, o zaman y — 1 <
0 (y —1>0) olur. Bu ise Q nun azalan (artan) dlgek getirisine sahip olmasi demektir.

Tersi de dogrudur.

(C) G3 uzayinda timelike Cobb-Douglas yiizeyi i¢in (3.1.6) esitliginde € = 1 dir.
Bir onceki ispata benzer olarak, eger yiizey pozitif (negatif) Gauss egrilikli ise, 0 zaman
y—1<0 (y—1>0) olur. Bu ise Q nun azalan (artan) olgek getirisine sahip olmasi

demektir. Tersi de dogrudur.
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Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Uyan 3.2.1. Teorem 3.2.1, (Vilcu, Vilcu, 2011) deki Teorem 3.2 nin Galilean uzayina
uyarlanmig versiyonudur. Ayrica Teorem 3.2.1 in (A) ifadesi (Chen, 2012f) deki Teorem A

nin bir 6zel durumudur.

ACMS ylizeyinin ortalama egriligi

B0 0o~ Dak? + (v ~ DP17)

£ 3
2 (1-(250) )

ile verilir. (3.2.5) esitligi goz 6niline almirsa, ACMS yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek

H=—¢

(3.2.5)

ve yeter sart p =y = 1 olmasidir. Bu genellestirilmis ACMS iiretim fonksiyonunun

miikemmel ikame formunda olmasi, yani
Qk, 1) = a1k + ayl, a,a; >0
seklinde olmasidir.
Boylece asagidaki teoremi ispatlamig oluruz.

Teorem 3.2.2. Q, (3.2.1) ile verilen bir genellestirilmis ACMS iiretim fonksiyonu olsun.
Buna gore Q nun milkemmel ikame formunda olmasi i¢in gerek ve yeter sart karsilik gelen

ACMS yiizeyinin G2 uzayinda minimal olmasidur.

(3.2.5) esitliginde, p <1 oldugundan, eger ¥y <1 ise ACMS yiizeyi, negatif

ortalama egriligine sahiptir.

Sonug¢ 3.2.1. Genellestirilmis ACMS {iretim fonksiyonunun azalan olgek getiriye sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sart karsilik gelen spacelike (timelike) ACMS yiizeyinin negatif

(pozitif) ortalama egriligine sahip olmasidir.
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4. SONUC

Uretim fonksiyonlarinin uygulama sahalari, sadece mikroiktisat ve makroiktisat
ile simirh degildir. Biyoloji, egitim ve miithendislik alanlarinda da karsimiza ¢ikmaktadir.
Bu sebeple iiretim fonksiyonlarinin genel 6zellikleri ayrintili sekilde ikinci bdliimde

tanitilmistir.

Ucgiincii bliim bu caligmanin orijinal kismidir. Bu béliimde G2 uzayinda Cobb-
Dauglas ve ACMS iiretim fonksiyonlarina karsilik gelen yiizeyler calisilmistir. Bu tiir
iiretim fonksiyonlarinin iktisadi baz1 temel 6zellikleriyle bu fonksiyonlara karsilik gelen

yiizeylerin geometrisi arasindaki iligkiler ifade edilmistir.

Ik olarak Cobb- Dauglas iiretim fonksiyonunun lgege gore getiri 6zelligi ile bu
tiretim fonksiyonuna karsilik gelen ylizeyin Gauss egriligi arasinda dogrudan bir iliski
bulunmustur. Yine Cobb- Dauglas iiretim fonksiyonunun iiretim esneklii ile Cobb-
Dauglas yiizeyinin ortalama egriligi arasinda baglantilar tespit edilip bazi sonuclar elde

edilmistir.

Son olarak ACMS iiretim fonksiyonunun iktisadi oOzellikleri ve ACMS
yiizeylerinin geometrisi arasinda birebir iligkiler elde edilmistir. Bu iiretim fonksiyonunun
miilkemmel ikame formunda olmasi igin karsilik gelen yiizeyin minimal oldugu sonucu

bulunmustur.
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