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ÖZET 
 
 

    Sıfırlayıcı (Annihilator) üzerine hazırlanan bu tez dört bölümden 

oluşmaktadır. 

    İlk bölümde ideal kavramı, bölüm ideali ve bazı temel özelliklerine yer 

almaktadır. 

    İkinci bölümde modül kavramı örneklerle incelenerek, modül için bölüm 

kavramı ve bunun özel hali olan sıfırlayıcı açıklanmıştır. 

    Üçüncü bölümde modül bölümü kavramı ile yakından ilgili olan çarpımsal R-

modüller ve yalın alt modül kavramları ile ilgili bazı sonuçlar verilmiştir. 

    Dördüncü ve son bölümde ise çaprazlanmış modül kavramı tanıtılıp 2-boyutlu 

cebirler olarak düşünülebilinen çaprazlanmış modüllerin sıfırlayıcısı belirlenmiştir. 

 
 
 
Anahtar Kelimeler: İdeal bölüm, modül, sıfırlayıcı 
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SUMMARY 
 
 

This thesis based on Annihilator consist of four chapters. In the first chapter, we 

give ideal, ideal quotient notions and some basic properties of them. 

In the second chapter, we exam module concept with the examples and we 

introduce quotient notion for module and annihilator which is its special case. 

In the third chapter, we give multiplication R-modules which is closely related 

quotient for module. 

In the four chapter, crossed module and actor crossed module are stated. Using 

actor crossed module, annihilator of the crossed module which is considered as 2-

dimension algebra is given. 

 
 
Keywords:  İdeal quotient, module, annihilator. 
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BÖLÜM 1

İDEALLER

Bu bölümde ideal kavramı, idealler üzerine i̧slemler, bölüm ideali ve bunun özel

bir hali olarak sıfırlayıcı kavramları ile ilgili genel bilgiler verilmi̧stir. Ayrıntılı bilgi

için (Sharp, 1990), (Adkins and Weintraub, 1992),(Spindler, 1994), (Atiyah and

Macdonald, 1969) önerilir.

Tanım 1.1 R deği̧smeli bir halka ve ∅ 6= I ⊆ R olmak üzere;

(i) ∀ a, b ∈ I için a+ b ∈ I

(ii) ∀ a ∈ I ve r ∈ R için ra ∈ I

koşulları sağlanıyorsa, I’ya R deği̧smeli halkasının ideali denir ve I E R şeklinde

gösterilir.

1.1 Üreteçli İdealler

R deği̧smeli halka ve I(R); R nin boş olmayan (Iλ)λ∈Λ ideal ailesi olmak üzereT
λ∈Λ

Iλ arakesitinin R nin ideali olduğu açıktır.

H ⊆ R olmak üzere, R nin H kümesini içeren bütün ideallerinin arakesitine R

nin H tarafından üretilmi̧s ideali denir ve hHi ile gösterilir.

H ⊆ R ve R E R olduğundan hHi boş kümeden farklıdır ve aşağıdaki ifadeler

geçerlidir.

(i) hHi , R nin bir idealidir ve H ⊆ hHi olur.

(ii) hHi , H kümesini içeren R nin en küçük idealidir. Çünkü H ⊆ I E R ise

hHi ⊆ I olur.

H, R nin bir sonlu alt kümesi olmak üzere hHi idealine R nin sonlu üreteçli

ideali denir.

Önerme 1.2 R birimli dĕgişmeli halka ve ∅ 6= H ⊆ R olsun. R halkasının H

tarafından üretilen ideali;

hHi =
(

nX
i=1

rihi | n ∈ N, r1, . . . , rn ∈ R, h1, . . . , hn ∈ H

)

kümesidir.
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h∅i , R nin boş küme tarafından üretilen ideali olup, sıfır idealine eşittir.

Özel olarak; h ∈ R için hhi = {rh | r ∈ R} kümesi h tarafından üretilmi̧s R nin

temel idealidir.

Örnek 1.1 R deği̧smeli halkası üzerinde R [X1, . . . , Xn] polinom halkası olmak

üzere, her r ∈ R için f (r) = r ve her i = 1, . . . , n ve α1, . . . , αn ∈ R için

f (Xi) = αi, şeklinde tanımlanan f : R [X1, . . . , Xn] −→ R yerine koyma homo-

morfizmi verilsin. Bu durumda Çekf = hX1 − α1, . . . , Xn − αni olur.

Bu örneğe dayanarak deği̧smeli bir halkanın her idealinin sonlu üreteçli olduğunu

düşünmek yanlı̧s olur. Bunun için aşağıdaki örnek verilebilir.

Örnek 1.2 K bir cisim, her n ∈ N için (Xi)i∈N deği̧skenlerin bir kümesi ve

Rn = K [X1, . . . , Xn] , R0 = K olsun. Bu durumda her n ∈ N0 için Rn, Rn+1 in bir

alt halkasıdır ve R∞ =
S

n∈N0
Rn bir deği̧smeli halka yapısı oluşturur. Γ = {Xi, i ∈ N}

olmak üzere R∞ = K [Γ] = K [X1, . . . , Xn, . . .] nin Γ tarafından üretilmi̧s ideali

sonlu üretilmi̧s değildir.

1.2 İdeallerin Toplamı

Tanım 1.3 (Iλ)λ∈Λ, R dĕgişmeli halkasının ideallerinin ailesi olmak üzere R ninS
λ∈Λ

Iλ kümesi tarafından üretilmiş idealine (Iλ)λ∈Λ ailesinin toplamı denir ve

X
λ∈Λ

Iλ = <
[
λ∈Λ

Iλ >

şeklinde gösterilir.

Önerme 1.4 R nin I1, . . . , In ideallerinin toplamı;

I1 + · · ·+ In =
nX
i=1

Ii =

(
nX
i=1

ri | ri ∈ Ii, i = 1, . . . , n

)
şeklindedir.

Önerme 1.5 h1, . . . , hn ∈ R olmak üzere;

hh1, . . . , hni = hh1i+ · · ·+ hhni

eşitliği geçerlidir.

Önerme 1.6 a1, . . . , an ∈ Z ve ebob(a1, . . . , an) = d ise,

ha1i+ ha2i+ . . .+ hani = hdi
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dir.

Örnek 1.3 Z de h4, 6, 8i = h4i+ h6i+ h8i = h2i dir.

Önerme 1.6 gereğince h4, 6, 8i = h4i+ h6i+ h8i eşitliği vardır. İki tamsayının en

büyük ortak böleni bu tam sayıların lineer toplamı şeklinde yazılabileceğinden

(4, 6, 8) = 2 = 4x1 + 6x2 + 8x3

olacak şekilde x1 = x2 = 1, x3 = −1 ∈ Z sayıları bulunabilir. Buradan

2 ∈ h4i+ h6i+ h8i ve h2i ⊂ h4i+ h6i+ h8i

kapsaması sağlanır. Ters kapsama için ∀ x1, x2, x3 ∈ Z için

4x1 + 6x2 + 8x3 = 2(2x1 + 3x2 + 4x3) ∈ h2i

dir. h4i+ h6i+ h8i ⊂ h2i olup h4i+ h6i+ h8i = h2i eşitliği vardır.

1.3 İdeallerin Çarpımı

Tanım 1.7 I ve J, R deği̧smeli halkasının idealleri olsun.

{ab | a ∈ I, b ∈ J}

kümesi tarafından üretilenR nin idealine I ile J nin çarpımı denir ve IJ ile gösterilir.

Önerme 1.8 I ve J, R deği̧smeli halkasının idealleri olmak üzere,

IJ =

(
nX
i=1

aibi | n ∈ N, a1, . . . , an ∈ I, b1, . . . , bn ∈ J

)
şeklindedir.

İspat r ∈ R, a ∈ I, b ∈ J olmak üzere R nin rab şeklindeki bir elemanı (ra)b

şeklinde yazılabilir ve ra ∈ I olur. Böylece Önerme 1.2 gereğince istenilen elde

edilir.

1.4 İdeallerin Özellikleri

(i)R nin bütün ideallerinin ailesi olan I(R) üzerinde ideallerin toplamı ve çarpımı

şeklindeki ikili i̧slemler deği̧smeli ve birleşmelidir.

( ii) {0}, ideal toplamı i̧slemine göre etkisiz elemandır.

(iii) R birimli ise ideal çarpımı i̧slemine göre R birim elemandır. Çünkü her I E R

için RI = IR = I olur.
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(iv) I, J,K ∈ I(R) için;

I (J +K) = IJ + IK ve (I + J)K = IK + JK

şeklinde dağılma özelliği vardır.

(v) I 6= {0} olmak üzere, I + J = {0} olacak şekilde R nin bir ideali olmadığından

I(R) kümesinde toplamsal ters eleman özelliği sağlanmaz.

Dolayısıyla sadece bu özellik nedeniyle I(R) bir halka yapısı oluşturamaz.

(vi) I1 , . . . In, R nin idealleri ve L = {a1, . . . , an | a1 ∈ I1, . . . , an ∈ In} olmak üzere
nQ
i=1

Ii = hLi olur.

(vii) IJ ⊆ I ∩ J ⊆ I + J kapsaması vardır.

(viii) Z halkasında, (I + J)(I ∩ J) = IJ eşitliği geçerli iken genel olarak sadece

(I + J)(I ∩ J) ⊆ IJ

kapsaması geçerlidir. Çünkü

(I + J)(I ∩ J) = I (I ∩ J) + J (I ∩ J) ⊆ IJ

olur.

(ix) Z halkasında, I ∩ (J +K) = I ∩ J + I ∩K ve I + (J ∩K) = I + J ∩ I +K

şeklinde ∩ ve + i̧slemlerinin birbiri üzerine dağılma özelliği vardır. Fakat genel

olarak bu doğru değildir. Ancak J ⊆ I veya K ⊆ I ise

I ∩ (J +K) = I ∩ J + I ∩K

şeklinde modüler kuralı geçerlidir.

1.5 Bölüm İdeali Ve Sıfırlayıcısı

Tanım 1.9 I ve J, R deği̧smeli halkasının idealleri olsun.

{r ∈ R | rJ ⊆ I}

kümesine I ve J nin bölüm ideali denir ve (I : J) ile gösterilir.

Özel olarak; I = 0 alındı̆gında elde edilen,

(0 : J) = {r ∈ R | rJ = 0} = {r ∈ R | rb = 0, ∀b ∈ J}
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kümesine J nin annihilatörü (sıfırlayıcısı) denir ve AnnJ veya AnnRJ şeklinde

gösterilir.

Ayrıca J , < r > şeklinde bir temel ideal ise;

< I :< r >>=< I : r >

eşitlĭgi geçerlidir.

D, R nin bütün sıfır bölenlerinin kümesi ve r 6= 0 olmak üzere;

D =
[
r∈R

Ann (r)

eşitliği geçerlidir.

Bölüm idealinin bazı temel özellikleri aşağıdaki şekildedir.

Önerme 1.10 R bir deği̧smeli halka ve I, J,K, Iα, Jα R nin idealleri olsun.

(i) (I : J), R nin bir idealidir ve R nin en büyük (geni̧s) ideali KJ ⊆ I şartını

sağlayan K idealidir. Özel olarak I ⊆ (I : J) olur.

(ii) A 6= ∅ herhangi bir indeks kümesi olmak üzere;

((
T
α∈A

Iα) : J) =
T
α∈A
(Iα : J) eşitliği geçerlidir.

(iii) A 6= ∅ herhangi bir küme olmak üzere;

(I : (
P
α∈A

Jα)) =
T
α∈A
(I : Jα) eşitliği geçerlidir.

(iv) ((I : J) : K) = (I : (JK)) = ((I : K) : J)

(v) (I : J) = (I : (I + J)) olur.

İspat (i) x,y ∈ (I : J), r ∈ R olsun. Bu durumda

(x+ y)J ⊆ xJ + yJ ⊆ I + I = I

ve

(rx)J = r (xJ) ⊆ rI ⊆ I

olur. Buradan x + y ve rx ∈ (I : J) olup (I : J) E R săglanır. Dĭger iddialar

açıktır.

(ii) x ∈
T
α∈A
(Iα : J) olması için gerek ve yeter şart her α ∈ A için xJ ⊆ Iα yani

xJ ⊆
\
α∈A

Iα
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olmasıdır. Buradan x ∈
µ
(
T
α∈A

Iα) : J

¶
olur.

(iii) x ∈
T
α∈A
(I : Jα) olması için gerek ve yeter şart her α ∈ A için xJα ⊆ I

olmasıdır. Dolayısıyla x

µP
α∈A

Jα

¶
⊆ I yani

x ∈ (I : (
X
α∈A

Jα))

olmalıdır.

(iv) x ∈ ((I : J) : K) ⇐⇒ xK ⊆ (I : J) ⇐⇒ (xK)J ⊆ I ⇐⇒ x (JK) ⊆

I ⇐⇒ x ∈ (I : (JK)) bulunur.

Eşitlĭgin dĭger tarafı J yerine K alınarak kolaylıkla bulunabilir.

(v) (I : I) = R ve (iii) eşitlĭgi yardımıyla

(I : (I + J)) = (I : I) ∩ (I : J) = R ∩ (I : J) = (I : J)

bulunur.

Örnek 1.4 R = Z,m =
Q
p

P θP , n =
Q
p

PϕP , q =
Q
p

P δp , I =< m >, J =< n >

ve δP = max(θP − ϕP , 0) = θP−min(θP , ϕP ) olmak üzere;

(I : J) = (q)

eşitliği geçerlidir. Burada q = m/ebob (m,n) dir.
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BÖLÜM 2

MODÜLLER VE SIFIRLAYICI

Bu bölümde, modül kavramına ve çok sayıda örneğe yer verilerek, modül için

bölüm kavramı ile bunun özel bir hali olan sıfırlayıcı (annihilator) ile ilgili çeşitli

sonuçlar incelenmi̧stir. Bu bölümle ilgili olarak (Sharp, 1990), (Adkins and Wein-

traub, 1992), (Hungerford, 1973), (Spindler, 1994),ve (Blyth, 1977) önerilir.

2.1 Modül Kavramı ve Örnekler

Modüller, bir vektör uzayının genelleştirilmesidir. Skaler çarpım, bir cisim yerine

halkadan elde edilmektedir. Halkalar ve Abelyen gruplar, modüllerin özel halleri

olmaktadır.

Tanım 2.1 R bir halka, M bir küme olmak üzere

+ :M ×M −→ M

(m,m0) 7−→ m+m0
ve

· : R×M −→ M

(r,m) 7−→ r ·m

ikili i̧slemleri verilsin.

M1) (M,+) Abel grup;

M2) ∀ r ∈ R, m,m0 ∈M için r · (m+m0) = r ·m+ r ·m0;

M3) ∀ r, r0 ∈ R ve m ∈M için (r + r0) ·m = r ·m+ r0 ·m;

M4)∀ r, r0 ∈ R , m ∈M için (rr0) ·m = r · (r0 ·m);

şartları săglanıyor ise M kümesine, R halkası üzerinde bir sol modül veya bir sol

R-modül denir ve (M,+, ·) ile gösterilir.

M5) R birimli halka olmak üzere her m ∈M için 1R ·m = m;

şartını săglayan M, sol R-modülüne, birimsel sol R-modül denir.

Benzer şekilde

◦ :M ×R → M

(m, r) 7→ m ◦ r

ikili i̧slemi alınırsa sağ R-modül tanımlanır.

M, hem sağ hem de sol R-modül ise kısaca bir R-modül denir.

Teorem 2.2 M , bir (sol) R-modül olmak üzere aşağıdaki eşitlikler geçerlidir.

(i) 0R ·m = 0M
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(ii) r · 0M = 0M

(iii) (−r) ·m = −(rm) = r · (−m)

(iv) k(r ·m) = r · (km) k ∈ Z

Bir modül elemanı ile bir halka elemanının çarpımı olan ‘·’ skaler çarpımı genelde

ihmal edilir.

Modül aksiyomları, bir cisim üzerinde tanımlanan vektör uzayı aksiyomları ile

aynıdır. F bir cisim olmak üzere V , F -modülüne F üzerinde bir vektör uzayı denir.

Örnek 2.1 Bir R halkasının ideali bir R-modüldür. Bu durumda skalerle çarpım

i̧slemi R halkasındaki çarpma i̧slemidir. Özel olarak R ve {0} birer R-modüldür.

Örnek 2.2 R bir halka ve I ⊆ R bir ideal ise R/I bölüm halkası,

R×R/I −→ R/I

(r, s+ I) 7−→ rs+ I

şeklinde tanımlanan çarpım dönüşümüyle bir R-modüldür.

s+ I = s0 + I ⇒ s− s0 ∈ I (s, s0 ∈ R)

r(s− s0) = rs− rs0 ∈ I (r ∈ R, I E R)

rs+ I = rs0 + I

olduğundan sol skalerle çarpım iyi tanımlıdır. Benzer şekilde sağ skalerle çarpım

tanımlanabilir. Bu i̧slemlere göre modül aksiyomlarının sağlandığı kolayca gösterilir.

O halde R/I, bir R-modüldür.

Örnek 2.3 S, bir halka ve R, S nin alt halkası olmak üzere S, bir R-modüldür.

Skalerle çarpma i̧slemi halkadaki çarpma i̧slemidir.

Örneğin; S = R[X] polinom halkası ve R ⊆ R[X] alt halka (çünkü her a ∈ R

elemanı a = a+ 0x+ · · ·+ 0xn ∈ R[X] olur.) olmak üzere R[X], R-modüldür.

Ancak S bir R-modül ise R, S nin alt halkası olmak zorunda değildir. R/I;

R-modül olmasına rağmen R, R/I bölüm halkasının alt halkası değildir.

Özel olarak; F , K cisminin alt cismi ise K, F üzerinde bir vektör uzayıdır.

Örnek 2.4 C,

· : R×C −→ C

(r, x+ iy) 7→ r · (x+ iy) = rx+ iry
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tanımlamasıyla bir R-modül yapısı oluşturur.

Örnek 2.5 R bir deği̧smeli halka ise herhangi bir M sol R-modülü

◦ : M ×R −→ M

(m, r) 7→ m ◦ r = r ·m

şeklinde tanımlanan skaler çarpım ile bir sağ R-modül yapısı oluşturur.

”◦" işleminin tanımı ve M ,sol R-modülününM1,M2, M3 aksiyomları gerĕgince

M săg R-modülünün ilgili aksiyomları sırasıyla săglanır. Ayrıca,

m ◦ (rs) = (rs) ·m ( ◦ tanımından)

= (sr) ·m (R dĕgişmeli halka )

= s · (r ·m) (M ,sol R-modülünün M4 aksiyomu gerĕgince )

= s · (m ◦ r) (◦ tanımından)

= (m ◦ r) ◦ s ( ◦ tanımından)

eşitlĭgiyle M4 aksiyomu săglanır.

Örnek 2.6 (R,+, .) bir halka ve her r, s ∈ R için r ∗ s = s.r olmak üzere

Rz = (R,+, ∗) zıt halkası tanımlansın. Bu durumda bir M , sol R-modülü aynı

zamanda bir sağ Rz-modüldür.

◦ : M ×Rz → M

(m, r) 7→ m ◦ r = r ·m

olmak üzereM4 aksiyomu

m ◦ (r ∗ s) = (r ∗ s) ·m (◦ tanımından)

= (s.r) ·m (∗ tanımından)

= s · (r ·m) (M , sol R-modül olduğundan)

= s · (m ◦ r) (◦ tanımından)

= (m ◦ r) ◦ s (◦ tanımından)

şeklinde sağlanır.

Örnek 2.7 R bir halka, φ : (R,+) −→ (R,+), r, s ∈ R için φ(rs) = φ(s)φ(r)

şartını sağlayan grup homomorfizmi (zıt otomorfizma) olmak üzere herhangi bir M

sol R-modül yapısı

◦ : M ×R −→ M

(m, r) 7→ m ◦ r = φ(r) ·m
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tanımlamasıyla aynı zamanda bir sağ R-modül yapısı oluşturur.

M4 aksiyomu,

(m ◦ r) ◦ r0 = φ(r0) · (m ◦ r) (◦ tanımından)

= φ(r0) · (φ(r) ·m) (◦ tanımından)

= (φ(r0)φ(r)) ·m (M sol R-modül)

= φ(rr0) ·m (φ tanımından)

= m ◦ (rr0) (◦ tanımından)

şeklinde săglanır. Bu durumun bir örneği, G bir grup, R birimli bir halka olmak

üzere R(G) grup halkası için geçerlidir.

R(G) = {f | f : G→ R, sonlu sayıda a ∈ G için f (a) 6= 0}

halkasındaki işlemler;

(f + g) (a) = f (a) + g (a)

(f · g) (a) =
X
b∈G

f (b) g
¡
b−1a

¢
şeklindedir. Bu durumda;

φ : R(G) −→ R(G)P
g∈G

agg 7−→
P
g∈G

agg
−1

şeklinde tanımlanır. φ, bir zıt otomorfizmadır. Böylece herhangi bir M sol R (G)-

modül, săg R (G)-modül yapısı oluşturur.

Örnek 2.8 (G,+) Abel grup, n ∈ Z ve g ∈ G olsun.

· : Z×G −→ G

(n, g) 7−→ n · g =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

g + · · ·+ g| {z }
n tane

n > 0 ise

0G n = 0 ise

(−g) + · · ·+ (−g)| {z }
|n| tane

n < 0 ise

şeklinde tanımlanan skaler çarpım ile G bir Z-modüldür.

Böylece Abelyen grup kavramı, Z-modül kavramı ile örtüşür.

Örnek 2.9 R, bir halka ve A, Abelyen grup olmak üzere,

R×A −→ A

(r, a) 7−→ r · a = 0
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i̧slemiyle birlikte A, Abelyen grubu bir R-modüldür. Böylece her Abelyen grup

R-modül yapısı olarak alınabilir.

Örnek 2.10 R herhangi bir halka olsun. Bu durumda a, b1, . . . , bn ∈ R ol-

mak üzere Rn, a(b1, . . . , bn) = (ab1, . . . , abn) ve (b1, . . . , bn)a = (b1a, . . . , bna) skaler

çarpımları ile hem sol hem de sağ R-modüldür.

Örnek 2.11 R herhangi bir halka olmak üzere Mm,n(R) matrisler kümesi,

matrislerin sağ ve sol skalerle çarpımı yani, A ∈ Mm,n(R), a ∈ R için enti,j(aA) =

aenti,j(A) ve enti,j(Aa) = (enti,j(A))a çarpımı ile hem sol hem de săg R-modüldür.

Ayrıca, yukarıdaki örneğin bir genelleştirilmesi olarak,

Mm(R)×Mm,n(R) −→ Mm,n(R)

(A,B) 7−→ AB

Mm,n(R)×Mn(R) −→ Mm,n(R)

(A,B) 7−→ AB

şeklinde tanımlanan matris çarpımı dönüşümleri ile Mm,n(R) bir sol Mm(R)-modül

ve bir săg Mn(R)-modül oluşturur.

Örnek 2.12 R ve S deği̧smeli halka, f : R → S halka homomorfizmi ve G,

S-modül olsun. Bu durumda, G, f homomorfizmi yardımıyla bir R-modül olarak

gözönüne alınır.

R×G −→ G

(r, g) 7−→ r · g = f(r) ◦ g

şeklinde tanımlanan çarpımla birlikteG birR-modül yapısı oluşturur. M3 aksiyomu

(r1 + r2) · g = f(r1 + r2) ◦ g (· tanımından)

= [f(r1) + f(r2)] ◦ g (f halka homomorfizması)

= [f(r1) ◦ g] + [f(r2) ◦ g] (G, S-modül olduğundan)

= r1 · g + r2 · g (· tanımından)

eşitliğiyle sağlanır. Diğer modül aksiyomlarının da sağlandığı kolayca görülebilir.

Örnek 2.13 A bir Abelyen grup olmak üzere;
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R =End A = {f | f : A→ A, homomorfizm} kümesi üzerinde her a ∈ A için

(f + g)(a) = f(a) + g(a)

(f ◦ g)(a) = f(g(a))

şeklinde tanımlanan i̧slemlerle endomorfizm halkası (EndA,+, ◦) oluşturulur. Bu

durumda,

End(A)×A −→ A

(f, a) 7−→ f · a = f(a)

işlemine göre A Abel grubu bir sol End(A)-modüldür. M4 aksiyomu

(f1 ◦ f2) · a = (f1 ◦ f2)(a) (· tanımından)

= f1(f2(a)) (EndA halkasında ◦ i̧sleminden)

= f1 · (f2(a)) (f2(a) ∈ A, · tanımından)

= f1 · (f2 · a) (· tanımından)

şeklinde săglanır.

Örnek 2.14 R bir deği̧smeli halka, M bir R-modül ve S ⊂ EndR(M) bir alt

halka olsun. Bu durumda (f,m) 7−→ f(m) şeklinde tanımlanan S × M −→ M

dönüşümü ile M bir S-modüldür.

Örnek 2.15 R, birimli bir halka, M Abelyen grup olmak üzere, M nin birimsel

R-modül olması için gerek ve yeter şart, birimi koruyan yani f(1R) = IdM şartını

săglayan f : R −→ End(M) halka homomorfizminin olmasıdır.

R,birimli bir halka ve f : R −→ End(M), f(1R) = IdM şartını săglayan bir

halka homomorfizmi ise,

R×M −→ M

(r,m) 7−→ r ·m = [f(r)](m)

işlemiyle M, birimsel bir sol R-modül olur. Tersine M, birimsel bir sol R-modül

olmak üzere
f : R −→ End(M)

r 7−→ fr
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fonksiyonu birimi koruyan halka homomorfizmasıdır. Burada fr : M −→ M,

fr(m) = r ·m şeklindedir.

fr(m1 +m2) = r · (m1 +m2)

= r ·m1 + r ·m2

= fr(m1) + fr(m2)

olduğundan fr ∈ End(M) dir. Ayrıca her m ∈M, r1, r2 ∈ R için

f(r1+r2)(m) = f(r1+r2)(m) = (r1+r2)·m = r1·m+r2·m = fr1(m)+fr2(m) = f(r1)(m)+f(r2)(m)

f(r1r2)(m) = f(r1r2)(m) = (r1r2) ·m = r1 · (r2 ·m) = fr1(fr2(m)) = (f(r1)f(r2)) (m)

sağlandığından f halka homomorfizmasıdır.

f(1R)(m) = f1R(m) = 1R ·m = m = Id(m)

olduğundan f birimi korur.

Örnek 2.16 R, birimli bir halka olmak üzere, RN = {f | f : N→ R} kümesi,

(f + g)(n) = f(n) + g(n) işlemiyle bir Abel grup oluşturur.

R×RN −→ RN

(r, f) 7−→
r · f : N −→ R

n 7−→ (rf)(n) = rf(n)

tanımlamasıyla RN bir R-modül olur. Ayrıca her m ∈M,

2.2 Alt Modüller

Tanım 2.3 M,R-modül ve N ⊆ M olmak üzere, M üzerindeki i̧slemlere göre

N , R-modül ise N ye M nin alt modülü (R-alt modülü) denir.

M nin alt modülü, özel olarak bir alt grubudur. Böylece 0M ∈ N olur. Bununla

birlikte M ve {0M}, alt modüllerdir.

R deği̧smeli bir halka olmak üzere R halkasının idealleri R, R-modülünün R-alt

modülleridir.

G Abelyen grup olmak üzere G nin Z-altmodülleri G nin alt gruplarıdır.
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F bir cisim ve V de F üzerinde bir vektör uzayı ise, V nin bir lineer alt uzayı V

nin bir F -alt modülüdür.

Teorem 2.4 (Altmodül Kriteri) R birimli, deği̧smeli halka, M, birimsel R-

modül ve N ⊆M olsun. N ’in,M nin alt modülü olması için gerek ve yeter şart

N 6= ∅ ve n, n0 ∈ N, r ∈ R için n0 + r · n ∈ N

şartlarının săglanmasıdır.

Örnek 2.17 ∆ = {(s, s) | s ∈ R}, R×R R-modülünün alt modülüdür.

(i) (1, 1) ∈ ∆ olup ∆ 6= ∅ dir.

(ii) (s, s), (t, t) ∈ ∆, r ∈ R için

(s, s) + r · (t, t) = (s, s) + (rt, rt) = (s+ rt, s+ rt) ∈ ∆ olur.

Örnek 2.18 (Mi)i∈I ,M nin R-alt modüllerin ailesi ise,
\
i∈I

Mi kümesiM nin bir

alt modülüdür.

Her i ∈ I için 0M ∈Mi olduğundan
\
i∈I

Mi 6= ∅ olur. x, y ∈
\
i∈I

Mi ise her i ∈ I

için x, y ∈Mi dir. HerbirMi,M nin alt modülü olduğundan, r ∈ R için x+r ·y ∈Mi

olup x+ r · y ∈
\
i∈I

Mi sağlanır.

2.3 Üreteçli Modüller

M , R-modülünün, altmodülü olmayan bir alt kümesi için, bu kümeyi içeren en

küçük alt modülü üretilebilir.

Tanım 2.5 M , R-modül, S ⊆ M ise M nin S yi içeren bütün alt modül-

lerinin arakesitine, M nin S tarafından üretilen alt modülü denir ve hSi ile göster-

ilir. Böylece hSi, M nin S yi içeren altmodülüdür ve M nin S yi içeren tüm alt

modüllerinin kapsamındadır, yani hSi, M nin S yi içeren en küçük alt modülüdür.

S sonlu ise M = hSi modülüne sonlu üreteçli modül denir. M = hmi ise M

devirli modül olarak adlandırılır.

Teorem 2.6 M bir R-modül ve S ⊆ M , {Bi | i ∈ I} kümesi M nın alt modül-

lerinin ailesi, m ∈M, Rm = {rm | r ∈ R} olsun.

(i) Rm, M nin alt modülüdür.

(ii) hmi = {rm+ nm | r ∈ R, n ∈ Z} olur.
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Özel olarak R birimli ve M birimsel ise

nm = m+ · · ·+m| {z }
n-tane

= 1R ·m+ · · ·+ 1R ·m = (1R + · · ·+ 1R) ·m = (n1R)| {z }
∈R

·m

oldŭgundan hmi = Rm olur.

(iii) hSi = {
sP

i=1

rimi +
tP

j=1

njbj | mi, bj ∈ S, s, t ∈ N∗, ri ∈ R,nj ∈ Z} dir.

(iv) S = ∅ ise, hSi = {0} olur. R birimli ve M birimsel ise,

hSi = RS =

(
nX
i=1

rimi | n ∈ N, r1, . . . , rn ∈ R, m1, . . . ,mn ∈ S

)

şeklinde ifade edilir. Özel olarak hMi =M olur.

Tanım 2.7M modülünün üreteçlerinin minimum sayısına M modülünün rankı

denir ve µ (M) ile gösterilir. M sonlu üreteçli dĕgil ise µ (M) = ∞ olarak ifade

edilir.

(i) Teorem 2.6 gereğince µ({0}) = 0 olur. M 6= {0} grubunun devirli olması için

gerek ve yeter şartµ(M) = 1 olmasıdır.

(ii) Devirli R-modül kavramı devirli grup kavramının bir genelleştirilmesidir.

Yani bir G abelyen grubunun devirli olması için gerek ve yeter şart, devirli Z-modül

olmasıdır.

(iii) Eğer R, temel ideal bölgesi ise, R nin herhangi bir M , R -altmodülü bir

idealdir. Dolayısıyla µ(M) = 1 olur.

Eğer M bir sonlu üreteçli R-modül ve N herhangi bir altmodül ise M/N nin

sonlu üreteçli olduğu açıktır. µ(M/N) ≤ µ(M) olur.

Örnek 2.19 h(2, 0), (3, 0)i = Z × {0} , h(1, 0), (0, 1)i = Z× Z ve h(2, 2)i =

{n(2, 2) | n ∈ Z} kümeleri Z× Z , Z-modülünün üreteçli alt modüllerinden bazılarıdır.

R halkasının bir ideali,M R-modülünün bir alt modülü ve bir alt kümesi yardımıyla

elde edilebilir. Benzer şekilde M R-modülünün bir alt modülü ve R nin bir ideali

ileM nin bir başka alt modülü elde edilebilir. Özel olarakM nin {0} alt modülüyle

sıfırlayıcı kavramı tanımlanır.

Tanım 2.8 R deği̧smeli halka veM,R-modül, G, M nin alt modülü ve ∅ 6= J ⊆

M olsun. R nin bir ideali olan

{r ∈ R | r.j ∈ G, ∀j ∈ J}
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kümesi (G : J) ile gösterilir. Ayrıca M nin J tarafından üretilen bir N altmodülü

için

(G : J) = (G : N)

olur. Özel olarak G = 0 alınırsa

(0 : J) = {r ∈ R | r.j = 0, ∀j ∈ J}

idealine J nin sıfırlayıcısı (annihilatörü) denir ve Ann(J) ile gösterilir.

Eğer R deği̧smeli ve J = hji ,M nin bir devirli altmodülü ise

Ann(J) = {a ∈ R | aj = 0}

olur.

Bu durum R deği̧smeli değil ise doğru değildir. R = Mn(R) = M ve x = E11,

11 pozisyonunda 1, diğer durumlarda 0 olacak biçimde bir matris olsun. Kolayca

görülebileceği üzere, Ann(hE11i) = h0i iken Ann(E11) kümesi birinci sütunu 0 olan

tüm matrislerin kümesidir.

Eğer R deği̧smeli ve J , j üretecine sahip devirli altmodül ise Ann(hji) yerine

Ann(j) gösterimi kullanılır. Bu durumda Ann(j) idealine genellikle j nin “mertebe”

ideali denir. Bu adlandırmanın nedenini açıklamak için bir G abel grubu ve g ∈ G

alalım. Bu durumda G bir Z-modüldür. ◦(g) <∞ ise p = ◦(g) ve hgi sonsuz devirli

ise p = 0 olmak üzere

Ann(g) = {n ∈ Z | ng = 0} = hpi

olur.

Önerme 2.9 I, R birimli deği̧smeli halkasının ideali olmak üzere,

I = Ann(R/I) = (0 : 1 + I)

olur.

İspat

Ann(R/I) =
©
r0 ∈ R | r0 · (r + I) = r0r + I = 0R/I = 0 + I, her r + I ∈ R/I

ª
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i ∈ I ⊆ R, i · (r + I) = ir|{z}
i∈IER

+ I = 0 + I = 0R/I

oldŭgundan i ∈ Ann(R/I) olup I ⊆Ann(R/I) kapsaması săglanır.

r0 ∈ Ann(R/I) ise, r0 · (r+ I) = r0r+ I = 0+ I ve r0r ∈ I olur. Buradan r0 ∈ I

elde edilir. Böylece Ann(R/I) ⊆ I oldŭgu görülür.

i ∈ I için

i · (1 + I) = i+ I = 0 + I = 0R/I

olup i ∈ (0 : 1 + I) bulunur.

Tersine r ∈ (0 : 1 + I) için

r · (1 + I) = r + I = 0 + I

olup r ∈ I elde edilir. Böylece I = (0 : 1 + I) elde edilir.

2.4 Alt Modül Toplamı

Tanım 2.10 R dĕgişmeli halka, M R-modül olsun. (Gλ)λ∈Λ,M nin alt modül-

lerinin ailesi olmak üzere, M nin
S
λ∈Λ

Gλ kümesi tarafından üretilen alt modülüne

(Gλ)λ∈Λ ailesinin toplamı denir ve
P
λ∈Λ

Gλ = <
S
λ∈Λ

Gλ > şeklinde gösterilir.

(Gλ)λ∈Λ, M R-modülünün alt modüllerinin ailesi olmak üzere
S
λ∈Λ

Gλ, genelde

bir alt modül değildir.

Örnek 2.20 R dĕgişmeli halka, M R-modül olsun.

(i) M nin alt modüllerinin kümesi üzerinde tanımlanan alt modül toplamı ikili

i̧slemi deği̧smeli ve birleşmelidir.

(ii) M nin G1, . . . , Gn alt modüllerinin toplamı;

G1 + · · ·+Gn =
nX
i=1

Gi =

(
nX
i=1

gi | gi ∈ Gi, i = 1, . . . , n

)
şeklindedir.

(iii) j1, . . . , jn ∈M ise hj1, . . . , jni = Rj1 + . . .+Rjn olur.

Tanım 2.11 R deği̧smeli halka, M R-modül, I, I
0
, R nin idealleri olsun. M nin

{rg | r ∈ I, g ∈M}

kümesi tarafından üretilen alt modülü(
nX
i=1

rigi | n ∈ N, r1, . . . , rn ∈ I, g1, . . . , gn ∈M

)
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şeklinde tanımlanır ve IM ile gösterilir. Bu ideallerin çarpımı konusunun bir genelleştir-

ilmesidir. Ayrıca,

I(I
0
M) = (II 0)M

eşitliğinin geçerliliği de görülebilir.

2.5 Halkaların Deği̧simi

M ; R deği̧smeli halkası üzerinde bir modül ve I, I ⊆Ann(M) şartını sağlayan R

nin bir ideali olmak üzere M , R/I üzerinde bir modül yapısı oluşturur.

R/I ×M −→ M

(r + I,m) 7−→ r.m

fonksiyonu iyi tanımlıdır.

m ∈M, r, r0 ∈ R ve r + I = r0 + I olsun. Bu durumda

r − r0 ∈ I ⊆ Ann(M) = {r00 ∈ R | r00.m = 0,∀m ∈M}

olup (r − r0).m = 0 ve r.m = r0.m olur. Dolayısıyla fonksiyonun iyi tanımlılığı

sağlanır. Modül aksiyomlarının da sağlandığı kolayca görülebilir. Böylece M , R-

modülü R/I modülüne dönüşmüş olur. M üzerinde R-modül ve R/I-modül yapıları

∀r ∈ R, ∀m ∈ M için (r + I).m = r.m bağlantısıyla ili̧skilendirilir. Buradan M

nin bir alt kümesinin, R-alt modül olması için gerek ve yeter şartın R/I-alt modül

olması olduğu söylenebilir.

Önerme 2.12 M, R deği̧smeli halkası üzerinde bir modül, N , N 0, G, M nin alt

modülleri, (Gi)i∈I ve (Nλ)λ∈Λ ,M nin alt modül ailesi olsun. Bu durumda

(i) (
T
i∈I

Gi : N) =
T
i∈I
(Gi : N)

(ii) (G :
P
λ∈Λ

Nλ) =
T
λ∈Λ
(G : Nλ)

(iii) Ann (N +N 0) = Ann (N)
T
Ann (N 0)

eşitlikleri mevcuttur.

İspat (i) r ∈ (
T
i∈I

Gi : N) ise ∀n ∈ N, ∀i ∈ I için r ∈ R ve r · n ∈
T
i∈I

Gi olup

∀i ∈ I için r · n ∈ Gi ve r ∈ (Gi : N) bulunur. Böylece, ∀i ∈ I için r ∈
T
i∈I
(Gi : N)

olur.

Tersine, r ∈
T
i∈I
(Gi : N) ise ∀i ∈ I için
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r ∈ (Gi : N), r · n ∈ Gi ⇒ r · n ∈
\
i∈I

Gi ⇒ r ∈ (
\
i∈I

Gi : N)

olur.

(ii) r ∈
T
λ∈Λ
(G : Nλ) olsun. r ∈

T
λ∈Λ
(G : Nλ) ise ∀λ ∈ Λ için rNλ ⊂ G olur.

Buradan r

µP
λ∈Λ

Nλ

¶
⊆ G kapsaması ile r ∈ (G :

P
λ∈Λ

Nλ) elde edilir. Böylece

\
λ∈Λ
(G : Nλ) ⊆ (G :

X
λ∈Λ

Nλ)

săglanır. Dĭger kapsama benzer şekilde gösterilebilir.

(iii) (ii) nin özel halidir

Tanım 2.13 M, R deği̧smeli halkası üzerinde bir modül G, M nin alt modülü,

I E R olsun. Bu durumda G ⊆ (G :M I) olup, (G :M I), M nin alt modülüdür ve

(G :M I) = {m ∈M | r.m ∈ G, her r ∈ I} şeklinde tanımlanır.

Özel olarak G = 0 alınırsa,

(0 :M I) = {m ∈M | r.m = 0, her r ∈ I}

elde edilir ve bu kümeye M içinde I idealinin sıfırlayıcısı (veya annihilatörü) denir

ve Ann(MI) ile gösterilir.

Örnek 2.21 M ; R deği̧smeli halkası üzerinde bir modül, G, M nin alt modülü,

(Gi)i∈I , M nin alt modüllerinin bir ailesi, I, J E R ve (Iλ)λ∈Λ R nin ideallerinin

bir ailesi olsun. Bu durumda;

(i) ((G :M J) :M K) = (G :M JK) = ((G :M K) :M J)

(ii) (
T
i∈I

Gi :M I) =
T
i∈I
(Gi :M I)

(iii) (G :
M

P
λ∈Λ

Iλ) =
T
λ∈Λ
(G :M Iλ)

eşitlikleri mevcuttur.

2.6 Bölüm Modülleri

Teorem 2.14 M , R-modül ve A, M nin altmodülü olsun. M/A = {x+A | x ∈

M} kümesi;

(x+A) + (y +A) = (x+ y) +A ve r(x+A) = rx+A
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i̧slemleriyle birlikte bir R-modüldür.

Tanım 2.15 M , R-modül ve A, M nin alt modülü olmak üzere Teorem 2.13 de

belirtilen M/A R-modülüne bölüm modülü denir.

Örnek 2.22

Z/3Z = {3Z, 1 + 3Z, 2 + 3Z}

kümesi bir bölüm modülüdür.

Örnek 2.23 M,R-modül ve I E R olmak üzere N = M/IM bir bölüm mod-

ülüdür. i ∈ I için,

i.(m+IM) = im+IM = IM ve {r ∈ R | r.(m+ IM) = rm+ IM = IM , m+ IM ∈M/IM}

olduğundan I ⊆Ann(N) sağlanır. Böylece halkaların deği̧simindenM/IM bir (R/I)-

modül olur.

2.7 Hom ve Dual Uzaylar

Tanım 2.16 R bir halka ve M ile M 0 R-modül olsun. Eğer f : M −→ M 0

fonksiyonu, m1,m2,m ∈M ve r ∈ R için

f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2) ve f(rm) = rf(m)

aksiyomlarını săglıyor ise f ye bir R-modül homomorfizmi denir. Tüm R-modül

homomorfizmlerinin kümesi HomR(M,M 0) ile gösterilir. Bire-bir ve örten R-modül

homomorfizmine izomorfizm denir. M = M 0 olması durumunda HomR(M,M)

yerine genelde EndR(M) yazılır ve elemanlarına endomorfizm denir. Ĕger f ∈

EndR(M) fonksiyonunun tersi varsa, f ye M nin otomorfizmi denir. M nin tüm

R-modül otomorfizimlerinin grubu AutR(M) ile gösterilir.

M ve N , R-modül ise,

(f + g)(m) = f(m) + g(m)

şeklinde tanımlanan “+” i̧slemi ile birlikteHomR(M,N) bir abel gruptur. R deği̧smeli

halka olmak üzere,

R×HomR(M,N) −→ HomR(M,N)

(r, f)
7−→ r · f :

M −→ N

m 7−→ (r · f) (m) = r · (f (m))
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şeklinde tanımlanan r · f işlemi ile HomR(M,N) bir R-modül yapısı oluşturur.

r · f ∈ Hom(M,N) olması için gerekli olan

(r · f)(r0m) = r · (f(r0m)) = r(r0 · (f(m))) = (rr0) · f(m) = r0 (r · (f(m))

eşitlĭgi R nin dĕgişmeli olması ile mümkündür. O halde R bir dĕgişmeli halka

ise, HomR(M,N) bir R-modül, aksi halde sadece bir abel gruptur.

Örnek 2.24 Ĕger V ve W , F üzerinde vektör uzayları ise V den W ye bir

lineer dönüşüm, V den W ye bir F -modül homomorfizmidir.

Örnek 2.25 İzomorfik R-modüller eşit sıfırlayıcılara sahiptir.

M ve M 0 izomorfik R-modüller olduğundan f : M → M 0 R modül izomorfizmi

ve r ∈ Ann(M) olmak üzere her m0 ∈ M 0 için f(m) = m0 olacak şekilde m ∈ M

vardır. r.m0 = r.f(m) = f(rm) = f(0M) = 0M 0 olduğundan r ∈ Ann(M 0) olup,

Ann(M) ⊆ Ann(M 0) sağlanır. Tersine kapsama benzer olarak gösterilir.

Ĕger f ∈ HomR(M,M 0) ise f , abel grup homomorfizmi biçiminde düşünülerek,

f nin çekirdĕgi ve görüntüsü tanımlanabilir.

Tanım 2.17 f :M →M 0, modül homomorfizmi ise

Çekf = {x ∈M | f(x) = 0M 0} ve f(M) = {f(m) | m ∈M}

kümelerine sırasıyla f nin çekirdeği ve görüntü kümesi denir. Bu kümeler sırasıyla

M ve M 0 nün alt modülleridir.

Teorem 2.18 f :M →M 0 modül homomorfizm olmak üzere;

(i) N,M nin alt modülü ise f(N), M 0 modülünün alt modülüdür.

(ii) N 0,M 0nin alt modülü ise f−1(N 0),M modülünün alt modülüdür.

Teorem 2.19 (Birinci İzomorfizm Teoremi) f : M → M
0
, R-modül homo-

morfizmi ise

M/Çekf ∼= f(M)

dir.

Teorem 2.20 (İkinci İzomorfizm Teoremi) M bir R-modül ve N ile P ise

altmodüller olsun. Bu durumda (N+P )/P ∼= N(N∩P ) olacak biçimde bir R-modül

homomorfizmi vardır.
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İspat π :M −→M/P doğal izdüşüm dönüşümü ve π0 ise π nin N ye kısıtlanı̧sı

olsun. Bu durumda π0 bir R-modül homomorfizmi ve Çek(π0) = N∩P ve Im(π0) =

(N + P )/P dir. Böylece sonuç birinci izomorfizm teoreminden elde edilir.

Teorem 2.21 (Üçüncü İzomorfizm Teoremi) M bir R-modül ve N ile P ise

P ⊆ N olacak biçimde M nin altmodülleri olsun. Bu durumda

M/N ∼= (M/P )/(N/P )

olur.

İspat

f :M/P −→ M/N

m+ P 7−→ m+N

Dönüşümü iyi tanımlı, örten bir R-modül homomorfizmidir ve

Çek(f) = {m+ P : m+N = N} = {m+ P : m+N} = N/P

olur. Böylece istenen sonuç birinci izomorfizm teoreminden elde edilir.

Önerme 2.22 R birimli bir halka ve M = hmi ise bir birimsel devirli R-modül

olsun. Bu durumda M ∼= R/Ann(m) dir.

İspat f(a) = a · m biçiminde tanımlanan f : R −→ M fonksiyonu bir örten

R-modül homomorfizmidir ve Çek(f) = Ann(m) dir. Sonu ç birinci izomorfizm

teoreminden elde edilir.

Sonuç 2.23 Eğer F bir cisim ve M ise sıfırdan farklı bir devirli F -modül ise

M ∼= F dir.

İspat m 6= 0 elemanı M nin bir üreteci olmak üzere bir cisim sadece {0} ve

F ideallerine sahip olduğundan ve 1 ·m = m 6= 0 olduğundan Ann(m) 6= F olur.

Ann(m) = {0} olmalıdır. Buradan M ∼= F bulunur.

Örnek 2.26 M bir R-modül olmak üzere, HomR(R,M) ∼= M dir.

F : HomR(R,M) −→ M

f 7−→ F (f) = f(1)

r ∈ R, f, g ∈ HomR(R,M) için

F (f + g) = (f + g) (1) = f(1) + g(1) = F (f) +G(g) ve
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F (rf) = (rf) (1) = r(f(1)) = r (F (f))

olduğundan F , R-modül homomorfizmasıdır.

f : R −→ M

r 7−→ rx

f ∈ HomR(R,M) olup F (f) = f(1) = x olacak şekilde x ∈ M vardır. Yani F

örtendir. f ∈ÇekF ise F (f) = f(1) = 0M olur. ∀r ∈ R için

f (r) = rf(1) = r.0M = 0M

ise f = 0 bulunur. Buradan ÇekF = {0} olup F birebirdir. Böylece

HomR(R,M) ∼=M

dir Ayrıca M , Z-modül ise HomZ(Z,M) ∼= M olur.

Özel olarak, G abel grubu bir Z-modül olduğundan HomZ(Z, G) ∼= G olur.

Önerme 2.24 M , devirli birimsel R-modül, I =Ann(M) olmak üzere

HomR(R/I,R) ∼= (0 : I)

olur.

İspatM , devirli birimsel R-modül olmak üzere I =Ann(M) içinM ∼= R/I olur.

Buradan, HomR(M,R) ∼= HomR(R/I,R) olur. Ayrıca x ∈ I için

HomR(R/I,R) ∼= (0 : I)

ifadesi geçerlidir.

F : HomR(R/I,R) −→ (0 : I)

f 7−→ F (f) = f(1 + I)

dir. xf(1 + I) = f(x + I) = f(0R/I) = 0 olur. x ∈ (0 : I) ise R → R, 1 7−→ x

fonksiyonu yardımıyla izomorfizm teoreminden R/ (0 : x)→ R içine dönüşümü elde

edilir. I ⊆ (0 : x) olduğundan R/I → R/ (0 : x) örten dönüşümdür. Böylece

R/I → R/ (0 : x)→ R

bileşke fonksiyonu elde edilir. Böylece HomR(R/I,R) ∼= (0 : I) elde edilir.
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Teorem 2.25M , Noetherian R-modül olmak üzere R/AnnM Noetherian halka-

dır.

İspatM , NoetherianR-modülünün her alt modülü sonlu üretildiğinden AnnM =T
i∈I
annmi ifadesi geçerlidir.

f : R/annmi −→ M

x+ annmi 7−→ xmi

şeklinde tanımlı f birebirdir. Buradan her bir R/annmi deki ideallerin artan

zinciri M deki modüllerin artan zincirine kaŗsılık gelir. Varsayım gereğince M ,

Noetherian olduğundan R/annmi de Noetheriandır. Dolayısıyla

R/AnnM = R/
\
i∈I

annmi

Noetheriandır.

Tanım 2.26 M bir R-modül ve bir halka olmak üzere her r ∈ R, m1,m2 ∈M

için

r · (m1m2) = (r ·m1)m2 = m1(r ·m2)

eşitliği sağlanıyorsa M ye R-cebir denir.

Örnek 2.27 Her halka bir Z-cebirdir. (R,+, .) halkası Abel grup olup her n ∈ Z,

r1, r2 ∈ R için

n(r1r2) = (nr1)r2 = r1(nr2)

eşitliği sağlanır.

Örnek 2.28 R bir deği̧smeli halka ise, R bir R-cebirdir. (R,+, .) halkası Abel

grup olup her r1, r2, r3 ∈ R için

r1(r2r3) = (r1r2)r3 = (r2r1)r3 = r2(r1r3)

eşitliği sağlanır.

Örnek 2.29 Im(φ) ⊆ C(S) = {a ∈ S : ab = ba, b ∈ S} olacak biçimde bir φ :

R −→ S halka homomorfizmi olsun. Eğer M bir S-modül ise, r ∈ R ve m ∈M için

R×M −→ M

(r,m) 7−→ r ·m = (φ(r)) ◦m
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şeklinde tanımlanan skaler çarpım ile birlikte M bir R-modüldür. Buradan S bir

S-modül olduğundan, S bir R-modüldür.

Ayrıca,

r. (s1s2) = φ(r) (s1s2)

= (φ(r)s1) s2

= (s1φ(r)) s2

= s1(φ(r)s2)

olduğundan S bir R-cebirdir.

Örnek 2.30 R bir deği̧smeli halka ise, R [X] polinom halkası ve Mn(R) matris

halkası birer R-cebirdir.

Örnek 2.31 T ∈ EndR(M) φ(X) = T ve a ∈ R için φ(a) = a1M olacak şekilde

bir φ : R [X] −→ EndR(M) halka homomorfizmi tanımlansın.

f(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n ise

φ(f(X)) = a01M + a1T + · · ·+ anT
n

olur. φ(f(X)) ifadesi f(T ) ile gösterilir ve Im(φ) = R [T ] olur. R [T ], T deki

“polinomlar”dan oluşur ve EndR(M) nin althalkasıdır. f(T )m = f(T )(m) çarpımı

ile M bir R [T ] -modüldür.

Bu örnek temel idealler üzerinde modüllerin, lineer dönüşümlere uygulamaları

için bir taban oluşturması açısından önemlidir.

Örnek 2.32 Özel olarak; F bir cisim,

T : F 2 −→ F 2

(u1, u2) 7−→ (u2, 0)

olsun. T 2 = 0 olduğundan f(X) = a0 + a1X + · · · + amX
m ∈ F [X] ise f(T ) =

a01F 2 + a1T olur. Ayrıca u = (u1, u2) ∈ F 2 için f(X)u skaler çarpımı

f(X) · (u1, u2) = f(T )(u1, u2)

= (a01F 2 + a1T )(u1, u2)

= (a0u1 + a1u2, a0u2)

şeklindedir.
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Tanım2.27 F bir cisim, V bir vektör uzayı T ∈ EndF (V ) ve VT ise T tarafından

tanımlanan bir F [X]-modül olsun. (Örnek 2.32) v ∈ V ise

Ann(v) = {f(x) ∈ F [X] : f(T )(v) = 0}

olur. Ayrıca F [X], temel ideal bölgesi olduğundan, Ann(v) hg(x)i şeklinde bir temel

idealdir.

Tanım 2.28 R bir tamlık bölgesi ve M bir R-modül olsun. Ann(x) 6= {0} ise

x ∈ M elemanına bir torsion eleman denir. Böylece bir x ∈ M elemanının torsion

eleman olması için gerek ve yeter koşul ax = 0 olacak biçimde bir a 6= 0 ∈ R

elemanının bulunmasıdır. M nin torsion elemanlarının kümesi MT ile gösterilir.

MT = {0} ise M ye torsion-serbest denir. M = MT ise M ye bir torsion modül

denir.

Önerme 2.29 R bir tamlık bölgesi ve M bir R-modül olsun. M/MT torsion-

serbesttir.

İspat 0 6= a ∈ R ve x+MT ∈ (M/MT )T olsun. Bu durumda

a(x+MT ) = ax+MT = 0M/MT
= 0 +MT

olur. Buradan ax ∈ MT olur ve dolayısıyla b(ax) = (ba)x olacak şekilde bir b 6=

0 ∈ R vardır. R tamlık bölgesi olduğundan ba 6= 0 olur. Buradan x ∈ MT yani,

x+MT = 0 ∈M/MT elde edilir. Böylece (M/MT )T = {0} bulunur.

Örnek 2.33 G bir abelyen grup ise, G nin torsion Z-modülü, G nin tüm sonlu

dereceden elemanlarının kümesidir. Ayrıca, herhangi bir sonlu abelyen grup tor-

siondur. Tersine torsion bir modül sonlu olmayabilir.

Örneğin; G = Q/Z alalım. G sonsuz mertebedendir. Fakat

q(p/q + Z) =p+ Z = 0 ∈ Q/Z

olduğundan Q/Z nin her elemanı sonlu dereceye sahiptir. Böylece (Q/Z)T = Q/Z

dir.

Örnek 2.34 Bir abel grup, 0 dan başka sonlu dereceli elemana sahip değilse

torsion-serbesttir. Q toplamsal grubu buna bir örnektir.
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Örnek 2.35 F cisim, V birimsel F -modül olsun. Bu durumda V torsion serbest-

tir. 0 6= α ∈ f, x ∈ VT için α.x = 0 olur.

α.x = 0 = 0 + 0 = α.x+ α.x

⇔ α.x = α. (x+ x)

⇔ α−1.α.x = α−1.α. (x+ x)

⇔ x = x+ x

⇔ −x+ x = −x+ x+ x

⇔ 0V = 0V + x = x

x = 0V bulunur. VT = {0V } olup V , torsion serbesttir.

Örnek 2.36 V = F 2, ve

T : F 2 −→ F 2

(u1, u2) 7−→ (u2, 0)

lineer dönüşüm olmak üzere T tarafından tanımlanan VT , F [X]-modülü bir torsion

modüldür. Bu durumda Ann(VT ) = hX2i olur. T 2 = 0 olduğundan her u ∈ V için

X2 · u = 0 dır. Böylece hX2i ⊆ Ann(VT ) dır. F [X] in hX2i yi içeren idealleri hXi

ve F [X] halkasıdır, fakat X · (0, 1) = (1, 0) 6= (0, 0) olduğundan X /∈ Ann(VT ) olur.

Dolayısıyla Ann(VT ) = hX2i bulunur.

Örnek 2.37 R tamlık bölgesi, M sonlu üretilmi̧s bir torsion R-modül olsun. Bu

durumdam ∈M için ∃0 6= r ∈ R ∃r.m = 0 olup 0 6= r ∈ Ann(M) ise Ann(M) 6= h0i

dir. Eğer M = h{x1, . . . , xn}i ise

Ann(M) = Ann(x1) ∩ . . . ∩Ann(xn) 6= h0i

dir.

M , MT = {m ∈M | r.m = 0, 0 6= r ∈ R} = M olmak üzere r ∈ Ann(M) ise

x1, . . . , xn ∈M için r ∈ Ann(x1), . . . , r ∈ Ann(xn) olup

r ∈ Ann(x1)∩ . . . ∩Ann(xn)

bulunur. Böylece

Ann(M) ⊆ Ann(x1)∩ . . . ∩Ann(xn)

kapsaması sağlanır.
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r ∈ Ann(x1)∩ . . . ∩ Ann(xn) ise r ∈ Ann(x1), . . . , r ∈ Ann(xn) olup r.x1 =

0, · · · , r.xn = 0 olur. ri ∈ R, aj ∈ Z,
nP
i=1

rixi +
nP

j=1

ajxj ∈M için

r

Ã
nX
i=1

rixi +
nX

j=1

ajxj

!
=

nX
i=1

rrixi +
nX

j=1

rajxj =
nX
i=1

rirxi +
nX

j=1

ajrxj = 0

olup r ∈ Ann(M) ve

Ann(x1)∩ . . . ∩ r ∈ Ann(xn) ⊆ Ann(M)

kapsaması sağlanır yani Ann(x1)∩ . . . ∩Ann(xn) = Ann(M) olur.

Tanım 2.30 V bir F -vektör uzayı olmak üzere Hom(V, F ) vektör uzayına V

nin dual uzayı denir ve bV = Hom(V, F ) ile gösterilir.

Tanım 2.31 W,V nin bir alt uzayı olmak üzere,

Ann(W ) =
n
f ∈ V̂ | ∀w ∈W için f(w) = 0

o
kümesine W nin sıfırlayıcısı (annihilatörü) denir.

Önerme 2.32 V sonlu boyutlu bir F -vektör uzayı ve υ 6= 0 ∈ V ise f(υ) 6= 0

olacak şekilde bir f ∈ bV vardır.

Önerme 2.33 Ann(W ), bV nin bir alt uzayıdır.

İspat f, g ∈ Ann(W ) ve α ∈ F , ∀w ∈W için

(f + αg) (w) = f(w) + αg(w) = 0 + α0 = 0 + 0 = 0

olup f + αg ∈ Ann(W ) bulunur. Böylece Ann(W ), bV nin bir alt uzayıdır.

Önerme 2.34 V sonlu boyutlu bir F -vektör uzayı ve W,V nin bir alt uzayı

olsun. Bu durumda bV /Ann(W ) ∼= cW
olur.

İspat f ∈ bV için f : V → F lineer fonksiyonu ve i : W → V içine homomor-

fizması ile ef : W → F , f̃ (w) = f (w) şeklinde tanımlanan f nin W ye kısıtlanmı̧s

fonksiyonu bir lineer fonksiyondur. Böylece, ef ∈cW olup

T : bV → cW
f 7→ T (f) = ef
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fonksiyonu tanımlanabilir.

T (f + g) = ]f + g = ef + eg = T (f) + T (g) ve T (αf) = fαf = α ef = αT (f)

olup, T lineer dönüşümdür.

f ∈ÇekT ⇐⇒ T (f) = ef = 0W ⇐⇒ ∀w ∈ W için ef (w) = f(w) = 0F

⇐⇒ f ∈ Ann(W ) olduğundan ÇekT =Ann(W ) bulunur.

Ayrıca,

T
³bV ´ = nT (f) | f ∈ bV o = nef = f |w| f ∈ bV o =cW

olduğundan T örtendir. O halde, 1.izomorfizm teoremi gereğince

bV /Ann(W ) ∼= cW
elde edilir.

Örnek 2.38 Ann(Ann(W )) =W eşitliği geçerlidir.

Önerme 2.35 S ⊆ V ise Ann (S) = Ann (hSi) dir.

İspat S ⊆ V ve S = {s1, s2, ...sn}, f ∈ bV = Hom (V , F ) ve Ann (S) ⊆

Ann (hSi), f ∈ Ann (S) olsun. Her s ∈ S için f (s) = 0F dir. ∀x ∈ hSi için

α1, α2, ..., αn ∈ F olmak üzere x = α1s1 + α2s2 + · · ·+ αnsn şeklinde yazılabilir.

f(x) = f (α1s1 + α2s2 + · · ·+ αnsn)

= f (α1s1) + f (α2s2) + · · ·+ f (αnsn) ( f ∈ bV , lineer dönüşüm)
= α1f (s1) + α2f (s2) + · · ·+ αnf (sn)

= α1.0 + α2.0 + · · ·+ αn.0 (f ∈ Ann(S))

= 0F
Böylece ∀x ∈ hSi için f(x) = 0F olduğundan f ∈ Ann (S) bulunur ve Ann (S) ⊆

Ann (hSi) kapsaması geçerlidir.

f ∈ Ann (hSi) olsun. ∀x ∈ hSi için f(x) = 0F dir. S ⊆ hSi olduğundan ∀s ∈ S

için s ∈ hSi olup f ∈ Ann (hSi) olduğundan f(s) = 0F olur. Buradan f ∈ Ann (S)

olup Ann (hSi) ⊆ Ann (S) kapsaması geçerlidir. Dolayısıyla Ann (S) = Ann (hSi)

bulunur.
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BÖLÜM 3

ÇARPIMSAL R-MODÜLLER ÜZERİNE

Bu bölümde modül bölümü kavramı ile yakından ilgili olan çarpımsal R-modül

kavramına yer verilmi̧stir. (Anderson and Al Shaniafi, 2002), (Ali and Smith,II,

2004) ve (Ali and Smith I, 2004) nın çalı̧smaları incelenmi̧stir.

3.1 Çarpımsal R-Modüller

R birimli deği̧smeli halka, M birimsel R-modül olmak üzere M nin her N alt

modülü, R nin herhangi bir I ideali N = IM formunda ifade edilebiliyorsaM ye bir

çarpımsal R-modül denir. İdeal tanımı gereğince, R halkasının bir R-modül olarak

çarpımsal bir modül olduğu açıktır. Bir çarpımsal modül olan R nin I idealine de

çarpımsal ideal denir.

Genel olarak tanımdaki I ideali (N :M) = {r ∈ R | rM ⊆ N} kümesi olarak

alınabilir. (Anderson and Al Shaniafi, 2002) Bu durumda M çarpımsal R-modül ve

N , M ’nin bir altmodülü olmak üzere I ⊆ (N :M) olduğundan

N = IM ⊆ (N :M)M ⊆ N

yani, N = (N : M)M elde edilir. O halde, M nin çarpımsal olması için gerek ve

yeter şartın M nin her N altmodülü için N = (N : M)M eşitliğinin sağlanması

olduğu görülür. Ayrıca, M nin her N alt modülü için N ∩K = (N : K)K ise K,

M nin bir çarpımsal alt modülü adını alır. (Naoum and Hasan,1986)

M çarpımsal R-modül ve N , M ’nin bir altmodülü olmak üzere (0 : M) =

AnnM = 0 ise M çarpımsal modülü sadık (faithful) olarak adlandırılır.

Şimdi, çarpımsal modüller ile ilgili çalı̧smalarda önemli yer tutan bazı özel ide-

allere yer verelim. Bunlardan biri R nin bir ideali olan

θ (M) =
X
m∈M

(Rm :M)

kümesidir. Diğeri M nin iz ideali olarak adlandırılan

τ (M) =
X

{f (M) : f ∈ HomR (M,R)}
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kümesidir. (Anderson and Al Shaniafi, 2002) de yer alan

T (M) =
\
{(I + (0 :M)) : I E R, IM =M}

kümesi ise bir başka ilgili idealdir. Son olarak bahsedeceğimiz ideal ise D0 (M) ile

gösterilen
P
x∈M

(0 : (0 :M)) idealidir.

Özel olarak, M sadık (faithful) çarpımsal R-modül ise bu dört idealin eşitliği

(Teorem 3.2) de verilmi̧stir.

Teorem 3.1R deği̧smeli halka veM, R- modül ise aşağıdaki eşitlikler mevcuttur.

(i) M çarpımsal R modül ve N,M nin alt modülü olsun. Bu durumda θ (M) =P
m∈M

(Rm :M), R nin bir ideali olmak üzere N = θ (M)N olur.

(ii) M sonlu üreteçli çarpımsal R-modül, I ve J , R nin IM = JM koşulunu

sağlayan idealleri olsun. Bu durumda I + (0 :M) = J + (0 :M) olur.

(iii)M sonlu üreteçli R-modül, M = IM koşulunu sağlayan R nin I ideali için

R = I + (0 :M) olur.

İspat (i) M çarpımsal R modül olmak üzere

X
m∈M

(Rm :M) =
X
x∈M

(Rm :M)M =

ÃX
x∈M

(Rm :M)

!
M = θ (M)M

eşitliği geçerlidir. Ayrıca N , M nin alt modülü olmak üzere

N = (N :M)M = (N :M) (θ (M)M) = θ (M) ((N :M)M) = θ (M)N

bulunur.

(ii) (Smith, 1988)

(iii) (Kaplansky, 1974)

YardımcıTeorem 3.2 R deği̧smeli halka M çarpımsal R-modül olsun. I ⊆

θ (M) ve I,R nin sonlu üreteçli bir ideali ise IM sonlu üreteçlidir. Tersine IM

sonlu üreteçli olmak üzere I ⊆ θ (M) dir.

İspat I ⊆ θ (M) sonlu üreteçli olduğunu kabul edelim. Bu durumda bazı

x1, . . . , xn ∈ M için I ⊆ (Rx1 :M) + · · · + (Rxn :M) olur. Dolayısıyla M =P
m∈M

Rm = θ (M)M olduğundan;
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IM ⊆ (Rx1 :M)M + · · ·+ (Rxn :M)M = Rx1 + · · ·+Rxn

θ (M) (Rx1 + · · ·+Rxn) = Rx1 + · · ·+Rxn

θ (M) + (0 : (Rx1 + · · ·+Rxn)) = R

olur. Buradan (Ry1 :M) + · · · + (Rym :M) + (0 : (Rx1 + · · ·+Rxn)) = R olacak

şekilde y1, . . . ym ∈M vardır.

IM = I (Ry1 :M)M + . . .+ (Rym :M)M + (0 : (Rx1 + . . .+Rxn))

IM = IRy1 + . . .+ IRym olup, I sonlu üreteçli olduğundan IM sonlu üreteçlidir.

Tersine; I E R ve IM sonlu üreteçli olsun. IM = θ (M) IM olduğundan R =

θ (M) + (0 : IM) eşitliği geçerlidir. Buradan

I (0 : IM) ⊆ (0 :M) ⊆ θ (M)

olduğundan I = Iθ (M) + I (0 : IM) ⊆ θ (M) kapsaması elde edilir.

YardımcıTeorem 3.3 R deği̧smeli halka ve M bir çarpımsal R-modül olsun.

Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

(i) M sonlu üreteçlidir.

(ii) θ (M) = R

(iii) θ (M) sonlu üreteçlidir.

İspat (i) =⇒ (ii), I = R E R için IM = RM = M sonlu üreteçli olduğundan

(Yardımcı Teorem 3.2) gereğince R ⊆ θ (M) E R olup θ (M) = R elde edilir.

(ii) =⇒ (iii) açıktır. (iii) =⇒ (i) Yardımcı Teorem 3.2’ nin ifadesinde I = θ (M)

E R alınırsa, θ (M) sonlu üreteçli olduğundan θ (M)M =M sonlu üreteçlidir.

YardımcıTeorem 3.4 R deği̧smeli halkaM çarpımsal R-modül olsun. I, R nin

I ⊆ θ (M) şartını sağlayan bir ideali ise,

I + (0 :M) = Iθ (M) + (0 :M)

olur.

Özel olarak; θ (M) = θ (M)2 + (0 :M) olur. Ayrıca θ (M) / (0 :M) , R/ (0 :M)

nin bir idempotent çarpımsal idealdir. Buradan M bir sadık (faithful) çarpımsal R

modül ise; θ (M), R nin idempotent çarpımsal ideali olur.
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İspat r ∈ θ (M) olmak üzere (Yardımcı Teorem 3.2) gereğince rM sonlu üreteç-

lidir. Böylece; θ (M) rM = rM eşitliğiyle θ (M) + (0 : rM) = R bulunur. M =

IM = θ (M)M olup,

rθ (M) + r (0 : rM) = Rr

olur. r (0 : rM) ⊆ (0 :M) olduğundan

rθ (M) + (0 :M) = Rr + (0 :M)

bulunur. Buradan R nin I ⊆ θ (M) ideali için

Iθ (M) + (0 :M) = I + (0 :M)

olur. I yerine θ (M) alınırsa,

θ (M) = θ (M) + (0 :M) = θ (M)2 + (0 :M)

elde edilir. (0 :M) ⊆ I ⊆ θ (M) olacak şekilde R nin herbir I ideali için

Iθ (M) + (0 :M) = I + (0 :M)

eşitliğiyle,

I/ (0 :M) = (I/ (0 :M)) . (θ (M) / (0 :M))

bulunur. Böylece, θ (M) / (0 :M) , R/ (0 :M) nin idempotent çarpımsal idealidir.

Teorem 3.2 R deği̧smeli halka ve M sadık (faithful) çarpımsal R-modül ise

θ (M) = T (M) = τ (M) = D0 (M) olur.

İspat M sadık (faithful) çarpımsal R-modül olsun. θ (M)M = M olduğundan

T (M) ⊆ θ (M) sağlanır. (Yardımcı Teorem 3.4) gereğince

T (M) = T (M) θ (M) olur. Her x ∈M için T (M)Rx = Rx olur. (Abd El-Bast

and Smith, 1988.) Buradan T (M)+(0 : x) = R olur. (Rx :M) (0 : x) ⊆ (0 :M) = 0

olduğundan T (M) (Rx :M) = (Rx :M) olur. Böylece

T (M) θ (M) = T (M)

µ P
x∈M

(Rx :M)

¶
=
P
x∈M

T (M) (Rx :M)

=
P
x∈M

(Rx :M) = θ (M)

olup T (M) = θ (M) eşitliği sağlanır.
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x ∈ M , θ (M)Rx = Rx eşitliğinden bazı a ∈ θ (M) için x = ax elde edilir.

f ∈ HomR (M,R) için

f (x) = f (ax) = af (x) ∈ θ (M)

dir. Böylece

τ (M) =
X

{f (M) : f ∈ HomR (M,R)} ⊆ θ (M)

sağlanır.

x ∈M için (RX :M) (0 : x) = 0 olduğundan (RX :M) ⊆ (0 : (0 : x)) elde edilir.

Buradan

τ (M) ⊆ θ (M) =
P
x∈M

(RX :M) ⊆
P
x∈M

(0 : (0 : x)) = D0 (M) bulunur. τ (M) =

D0 (M) eşitliğinin varlığı (Naoum, 1990) da yer almaktadır. Böylece

θ (M) = T (M) = τ (M) = D0 (M)

eşitlikleri elde edilir.

Herhangi bir M çarpımsal R-modül için (Teorem 3.1) gereğince θ (M) = T (M)

eşitliği ve (Anderson-Al Shaniafi, 2002) gereğince τ (M) = D0 (M) eşitliği geçerli

iken, M sadık (faithful) değilse θ (M) = τ (M) olması gerekmez. Örneğin; R = Z

ve M = Z/2Z olsun. Bu durumda M faithful olmayan sonlu üreteçli çarpımsal

R-modüldür.

τ (M) = D0 (M) = 0 ve θ (M) = T (M) = Z

eşitlikleri geçerlidir.

Tanım 3.3 M nin N alt modülü

N = (N :M)N

eşitliğini sağlıyorsa N ye M de idempotenttir denir. Bunun R nin idempotent ideal

kavramının bir genellemesi olduğunu görmek kolaydır. Gerçekten, R bir R-modül

ve I, R nin idempotent ideali olmak üzere

(I : R) = {r ∈ R | rI ⊂ R⇔ I ⊂ R⇔ I = R} = I = II
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eşitliğinden I = (I : R)I elde edilir.

Önerme 3.4M çarpımsal R-modül, N, M nin alt modülü olmak üzere, (N :M)

idempotent ise N, M de idempotenttir.

İspat

N = (N :M)M

= (N :M)2M

= (N :M)(N :M)N

= (N :M)N

eşitliğinden N nin M ’de idempotent olduğu görülür.

Yukarıdaki teoremin tersi, ancak M nin sonlu üreteçli sadık (faithful) çarpımsal

modül olması durumunda geçerlidir.

Önerme 3.5 M sonlu üreteçli sadık (faithful) çarpımsal modül ve N , M ’de

idempotent ise (N :M) idempotent idealdir.

İspat

N = (N :M)M (M çarpımsal olduğundan)

N = (N :M)N (N , M de idempotent)

= (N :M)(N :M)N (N = (N :M)M olduğundan)

= (N :M)2M

olur. Böylece N = (N :M)2M = (N :M)M eşitliğinden

(N :M)2 = (N :M)

idempotent idealdir.
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BÖLÜM 4

ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER VE SIFIRLAYICI

4.1 Çaprazlanmı̧s Modül Kavramı

Çaprazlanmı̧s modül kavramı, J.H.L.Whitehead tarafından (Whitehead, 1949)

da tanımlanmı̧stır. Whitehead, özellikle relatif homotopi gruplarının cebirsel yapıları

üzerine yaptığı çalı̧smasında çaprazlanmı̧s modüllere yer vermi̧stir. Çaprazlanmı̧s

modüller, temel cebirsel yapılardan biri olarak incelenebilir. Asosyatif ve deği̧smeli

cebirler üzerinde çaprazlanmı̧s modül kavramı, farklı bir adla S. Lichtenbaum-M.

Schlessinger (Lichtenbaum and Schlessinger, 1967) ve M. Gerstenhaber’in (Gersten-

haber, 1966) çalı̧smalarında kaŗsımıza çıkar. T. Porter (Porter, 1986) çalı̧smasında

deği̧smeli cebirler üzerinde çaprazlanmı̧s modül kavramını tanımlayarak, bu yapının

Koszul komplekslerle yakın ilgisini göstermi̧stir. Bununla birlikte, Z. Arvasi ve

T. Porter (Arvasi, 1997), (Arvasi and Porter, 1996), (Arvasi and Porter, 1998),

çalı̧smalarında deği̧smeli cebirler için çaprazlanmı̧s modüllerle ilgili birçok önemli

sonuçlar elde edilmi̧stir.

Çaprazlanmı̧s modüller, modüller ve ideallerin genelleştirilmesidir. Ayrıca her-

hangi bir halka (cebir) bir çaprazlanmı̧s modüldür. Böylece çaprazlanmı̧s mod-

üller, halka (cebir) kavramının genelleştirilmesi olarak görülebilir. Şimdi, k sıfırdan

farklı birimi olan deği̧smeli halka olmak üzere, T.Porter tarafından (Porter, 1986)

de verilen k-cebirler üzerinde çaprazlanmı̧s modül yapısı ile iki çaprazlanmı̧s modül

arasındaki morfizm kavramlarını hatırlatarak bazı örneklere yer verelim.

M ve R deği̧smeli k-cebir olmak üzere M üzerinde R nin deği̧smeli cebir etkisi

aşağıdaki aksiyomları sağlayan

R×M −→ M

(r,m) 7−→ r ·m

dönüşümüdür. Her k ∈ k, m, m
0 ∈M, r, r

0 ∈ R için
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i) k(r ·m) = (kr) ·m = r · (km)

ii) r · (m+m
0
) = r ·m+ r ·m0

iii) (r + r
0
) ·m = r ·m+ r

0 ·m

iv) r · (mm
0
) = (r ·m)m0

= m(r ·m0
)

v) (rr
0
) ·m = r · (r0 ·m) = r

0 · (r ·m)
R, birimli ve deği̧smeli bir k-cebir olmak üzere, µ : C −→ R bir R-cebir morfizmi

ve R nin C üzerine etkisi ile birlikte, her c, c0 ∈ C ve r ∈ R için

ÇM1) µ(r · c) = rµ(c)

ÇM2) µ(c) · c0 = cc0

şartları sağlanıyor ise (C,R, µ) üçlüsüne çaprazlanmı̧s (crossed) R-modül denir.

Bazı standart çaprazlanmı̧s modül örneklerine aşağıda yer verilmi̧stir.

i) I, R nin ideali olmak üzere i : I −→ R içine dönüşümü bir çaprazlanmı̧s R-

modül yapısı oluşturur. Tersine, µ : C −→ R çaprazlanmı̧s R-modül ise I = µ (C)

görüntüsü, R nin idealidir.

ii) Herhangi birM, R-modülü sıfır çarpımla birlikte birR-cebir olarak düşünülebilir

ve böylece 0 : M −→ R sıfır morfizmi bir çaprazlanmı̧s R-modül yapısı oluşturur.

Tersine, µ : C −→ R çaprazlanmı̧s R-modül ise Kerµ, bir R/µ (C)-modül olur.

(C,R, µ) ve (C 0, R0, µ0) çaprazlanmı̧s modülleri arasındaki morfizm ise;

θ : C → C 0, ψ : R→ R0

θ(r · c) = ψ(r) · θ(c) ve µ0θ(c) = ψµ(c)

şartını sağlayan k-cebir morfizmi olmak üzere

(θ, ψ) : (C,R, µ) −→ (C 0, R0, µ0)

morfizmi olarak tanımlanır. Ayrıca θ, ψ izomorfizma ise

(θ, ψ) : (C,R, µ) −→ (C 0, R0, µ0)

morfizmine izomorfizm denir. Bu durumda

(θ, ψ)−1 = (θ−1, ψ−1) : (C 0, R0, µ0) −→ (C,R, µ)

bir çaprazlanmı̧s modül morfizmidir ve (θ, ψ)−1(θ, ψ) = (Id, Id) = (θ, ψ)(θ, ψ)−1

olur.
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Böylece, çaprazlanmı̧s modüllerin bir kategorisi oluşturulur ve bu kategoriCMod(k)

ile gösterilir.

Özel olarak, R = R0 ve ψ birim dönüşüm ise, θ bir R-cebir morfizmi olduğundan

θ(r · c) = rθ(c)

olur ve

µ0θ(c) = µ(c)

sağlandığından, θ bir çaprazlanmı̧s R-modül morfizmidir. R üzerinde iki çaprazlan-

mı̧s modülün bileşkesi bir çaprazlanmı̧s R-modül morfizmi olduğundan CMod(k)

nin bir alt kategorisi elde edilir ve bu kategori CMod/R ile gösterilir.

(Shammu, 1992) tezinde CMod/R kategorisinde bir çaprazlanmı̧s modülün alt

yapılarına yer vermi̧stir.

Tanım 4.1 (C,R, µ) bir çaprazlanmı̧s modül, C 0, C nin ve R0, R nin bir alt cebiri

olmak üzere

µ0 : µ |C0 : C 0 −→ R0

µ nin C 0 ye kısıtlanmı̧sı ve C 0üzerine R0-etkisiyle birlikte, (C 0, R0, µ0) çaprazlanmı̧s

modülüne, (C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülünün alt çaprazlanmı̧s modülü denir ve

(C 0, R0, µ0) ≤ (C,R, µ) şeklinde gösterilir.

Bazı temel alt çaprazlanmı̧s modül örnekleri aşağıda yer almaktadır.

i) I, R cebrinin herhangi bir ideali olmak üzere (I, R, i), (R,R, Id) çaprazlanmı̧s

modülünün alt çaprazlanmı̧s modülünü oluşturur.

ii) A ve B, R nin ideali, B ⊆ A olmak üzere, (B,A, i), (A,R, i) çaprazlanmı̧s

modülünün alt çaprazlanmı̧s modülünü oluşturur.

iii) A,R-modül, B, A içinde R-alt modül olmak üzere (B,R, 0), (A,R, 0) çapra-

zlanmı̧s modülünün alt çaprazlanmı̧s modülünü oluşturur.

4.2 Çaprazlanmı̧s İdeal

(C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülünün (C 0, R0, µ0) alt çaprazlanmı̧s modülü,

i) R0, R cebrinin bir ideali,

ii) Her r ∈ R ve c0 ∈ C 0 için, r · c0 ∈ C 0,

iii) Her r0 ∈ R0 ve c ∈ C için, r0 · c ∈ C 0,
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şartlarını sağlıyorsa (C 0, R0, µ0) alt çaprazlanmı̧s modülüne, (C,R, µ) çaprazlanmı̧s

modülünün ideali denir ve (C 0, R0, µ0) E (C,R, µ) şeklinde gösterilir.
I, R cebrinin bir ideali olmak üzere (I, I, Id), (R,R, Id) çaprazlanmı̧s mod-

ülünün idealidir. Ayrıca I ve I 0, R nin ideali olmak üzere (I, R, v) ve (I 0, R, v0)

çaprazlanmı̧s modüldür. Bu durumda (I ∩ I 0, I, v) E (I 0, R, v0) ve (I ∩ I 0, I 0, v0) E
(I,R, v) olur. Ayrıca, (C 0, R0, µ0) ≤ (C 00, R00, µ00) ≤ (C,R, µ) şeklindeki alt çapraz-

lanmı̧s modüller için, (C 0, R0, µ0), (C,R, µ) nin ideali ise (C 0, R0, µ0), (C 00, R00, µ00) nin

idealidir.

4.3 Bölüm Çaprazlanmı̧s Modül

(C 0, R0, µ0), (C,R, µ) nin bir ideali olsun. Bu durumda R, C/C 0 üzerine etki

eder. R0 nün C/C 0 üzerine etkisi ise

r0(c+ C 0) = r0c+ C 0

ve r0c ∈ C 0 olduğundan sıfırdır. Dolayısıyla, R/R0 bölüm halkası C/C 0 üzerine

R/R0 × C/C 0 −→ C/C 0

((r +R0), (c+ C 0)) 7−→ rc+ C 0

şeklinde etki eder ve buradan µ,

−
µ : C/C 0 −→ R/R0

(c+ C 0) 7−→ µ(c) +R0

dönüşümüne indirgenir. Böylece bu dönüşüme ve etki fonksiyonuna göre,

(C/C 0, R/R0,
−
µ) =

(C,R, µ)

(C 0, R0, µ0)

cebir üzerinde bir çaprazlanmı̧s modül yapısı oluşturur ve buna bölüm çaprazlanmı̧s

modül denir.

R0, R nin ideali olmak üzere,

(0, R, i)

(0, R0, i)
= (0, R/R0, i)

ve
(R,R, Id)

(R0, R0, Id)
= (R/R0, R/R0, Id)
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şeklinde bölüm çaprazlanmı̧s modülleri elde edilir.

4.4 Çaprazlanmı̧s Modüllerin Çekirdeği ve Görüntüsü

(θ, ψ) : (C,R, µ) −→ (C 0, R0, µ0) bir çaprazlanmı̧s modül morfizmi olmak üzere,

µ : Çek θ −→ Çek ψ

çaprazlanmı̧s modülüne (θ, ψ)morfizminin çekirdeği denir ve Çek (θ, ψ) ile gösterilir.

Çek (θ, ψ) = (Çek θ,Çek ψ, µ) çaprazlanmı̧s modülünün (C,R, µ) nin ideali

olduğu açıktır.

(θ, ψ) : (C,R, µ) −→ (C 0, R0, µ0) bir çaprazlanmı̧s modül morfizmi olmak üzere,

µ0 : Im θ −→ Im ψ

çaprazlanmı̧s modülü (C 0, R0, µ0) nin bir alt çaprazlanmı̧s modülü olup (θ, ψ) mor-

fizminin görüntüsü adını alır ve Im (θ, ψ) ile gösterilir.

(C,R, µ) nin (C 0, R0, µ0) ve (C 00, R00, µ00) alt çaprazlanmı̧s modüllerinin arakesiti

ise

µ |C0∩C00 : C 0 ∩ C 00 −→ R0 ∩R00

şeklinde indirgenen alt çaprazlanmı̧s modül olarak tanımlanır ve (C 0, R0, µ0) ∩ (C 00, R00, µ00)

ile gösterilir.

Özel olarak (C 0, R0, µ0) ve (C 00, R00, µ00), (C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülünün ide-

ali ise (C 0, R0, µ0) ∩ (C 00, R00, µ00) arakesit çaprazlanmı̧s alt modülü de (C,R, µ) nin

idealidir.

(C 0, R0, µ0) ve (C 00, R00, µ00), (C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülünün ideali olmak üzere.

C 0 + C 00, C de ideallerin toplamı ve R0 +R00, R de ideallerin toplamı olmak üzere

µ |C0+C00 : C 0 + C 00 −→ R0 +R00

dönüşümü ve R nin C üzerine etkisinden kaynaklanan R0 + R00 nin C 0 + C 00 üzer-

ine etkisi ile birlikte oluşturulan çaprazlanmı̧s modüle (C 0, R0, µ0) ile (C 00, R00, µ00)

çaprazlanmı̧s modüllerinin toplamı denir ve (C 0, R0, µ0) + (C 00, R00, µ00) ile gösterilir.

4.5 İzomorfizma Teoremleri

Cebir teoriye benzer olarak, izomorfizm teoremleri çaprazlanmı̧s modüller için

de geçerlidir.
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Teorem 4.2 (I. izomorfizm) (θ, ψ) : (C,R, µ) −→ (C 0, R0, µ0) bir çaprazlanmı̧s

modül morfizmi olmak üzere,

(C,R, µ)

Ker (θ, ψ)
∼= Im(θ, ψ)

izomorfizmi geçerlidir.

Teorem 4.3 (II. izomorfizm) (C 00, R00, µ00), (C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülünün alt

çaprazlanmı̧s modülü ve (C 0, R0, µ0), (C,R, µ) nin ideali ise

(C 0, R0, µ0) + (C 00, R00, µ00)

(C 0, R0, µ0)
∼= (C 00, R00, µ00)

(C 0, R0, µ0) ∩ (C 00, R00, µ00)

izomorfizmi geçerlidir.

Teorem 4.4 (III. izomorfizm) (C 0, R0, µ0) ve (C 00, R00, µ00), (C,R, µ) çaprazlanmı̧s

modülünün ideali ve (C 00, R00, µ00) ⊂ (C 0, R0, µ0) ise

(C,R, µ)/(C 00, R00, µ00)

(C 0, R0, µ0)/(C 00, R00, µ00)
∼= (C,R, µ)

(C 0, R0, µ0)

izomorfizmi geçerlidir.

4.6 Çarpım Cebri Kavramı

Grup teoride bir grubun diğeri üzerine etkisinin otomorfizm grubuyla belirlendiği

iyi bilinir. A
0
grubunun B

0
grubu üzerine etkisi A

0 −→ Aut(B
0
) homomorfizmi ile

verilir. Cebir teoride ise bir cebirin diğeri üzerine etkisi aşağıda söz edeceğimiz

çarpım cebri ile verilir. Çarpım cebri kavramı, S.Mac Lane tarafından (Mac Lane,

1958) da tanımlanmı̧stır. R.Lavendhomme ve Th. Lucas ise (Lavendhomme and

Lucas,1996) çalı̧smalarında bu kavram ile çaprazlanmı̧s modül yapısı arasındaki il-

i̧skiden söz etmi̧slerdir.

R, asosyatif k-cebir ve γ, δ : R → R, k-lineer dönüşümler olsun. Her r, r
0 ∈ R

için,

i) γ(rr
0
) = γ(r) · r0

ii) δ(rr
0
) = r · δ(r0)

iii) r · γ(r0) = δ(r) · r0

şartları sağlanıyorsa (γ, δ) ikilisine R nin bileşik çarpanları (bimultiplier) denir ve

bütün bileşik çarpanların kümesi Bim(R) ile gösterilir.

R deği̧smeli cebir ise, γ = δ olup, Bim(R), R nin çarpanı (multiplier) olarak

tanımlanır veM(R) ile gösterilir.
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δ, δ
0 ∈M(R), k ∈ k ve r ∈ R için,

(δ + δ
0
)(r) = δ(r) + δ

0
(r)

(δ ◦ δ0)(r) = δ(δ
0
(r))

(kδ)(r) = k(δ(r))

i̧slemleri altında M(R) bir çarpım cebridir. Böylece µ : R −→ M(R) bir cebir

homomorfizmi tanımlanabilir. Her r, r
0 ∈ R için,

µ : R −→ M(R)

r 7−→ µ(r) = µr

olmak üzere, µ(r)r
0
= rr

0
şeklinde tanımlı µ(r) = µr : R −→ R dönüşümüne iç

(inner) çarpan denir. R nin bütün iç çarpanlarının kümesi I(R) ile gösterilir.

µ : R −→ M(R)

r 7−→ µ(r) = µr

cebir homomorfizminin çekirdeğinin R nin sıfırlayıcısı ile çakı̧stığı görülür. Şöyleki;

r ∈ Çek µ ⇐⇒ µ(r) = µr = 0

⇐⇒ µr(r
0) = 0(r0)

⇐⇒ rr0 = 0

⇐⇒ r ∈ AnnR(R)

olduğundan Çek µ =AnnR(R) elde edilir.

Önerme 4.5 Ann(R) = 0 veya R2 = R olmak üzere (R,M(R), µ) bir çapra-

zlanmı̧s modül oluşturur.

İspat x, r ∈ R ve δ ∈M(R) için,

δr : R −→ R

x 7−→ δr(x) = rx

olmak üzere,

µ : R −→ M(R)

r 7−→ δr

bir homomorfizma olup

M(R)×R −→ R

(δ, r) 7−→ δ(r)
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şeklinde tanımlı etki ile birlikte çaprazlanmı̧s modül aksiyomlarının sağlandığını

görelim.

ÇM1)µ(δ · r) = µ(δ(r)) = δδ(r)
(∗)
= δδr = δµ(r)

(∗) δδ(r)(x) = δ(r)x = δ(rx) = δ(δr(x))

ÇM2) µ(r) · r0 = δr · r0 = δr(r
0) = rr0

olduğundan (R,M(R), µ) bir çaprazlanmı̧s modül oluşturur.

4.7 Deği̧smeli Cebirler İçin Aktör Çaprazlanmı̧s Modüller

Ege (Ege, 2002) de, çarpım cebri ile yakından ilgili olan, deği̧smeli cebirler için

aktör çaprazlanmı̧s modül kavramı ve bu kavram yardımıyla, deği̧smeli cebirler

teorisinde önemli yeri olan, bir çaprazlanmı̧s modülün sıfırlayıcısı kavramlarına yer

vermi̧stir.

4.7.1 Aktör çaprazlanmı̧s modül

Bir (C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülün çarpanı, her r ∈ R ve c ∈ C için,

i) f ∈M(C), φ ∈M(R)

ii) φµ = µf ve

iii) f(r · c) = r · f(c) = φ(r) · c
şartlarını sağlayan (f, φ) : (C,R, µ) −→ (C,R, µ) dönüşümü olarak,tanımlanır.

Bu özellikteki (f, φ) ikililerinin oluşturduğu küme bir k-cebir yapısı oluşturur ve

M(C,R, µ) ile gösterilir.

Cebir üzerinde aktör çaprazlanmı̧s modül kavramını tanımlamada aşağıdaki küme

önemli yer tutar.

(C,R, µ) bir çaprazlanmı̧s modül olmak üzere, her r1, r2 ∈ R için

d(r1r2) = r1 · d(r2) = r2 · d (r1)

şartını sağlayan d : R −→ C, k-lineer dönüşümlerinin kümesi U(R,C) tanımlanır.

Bu küme üzerinde aşağıdaki i̧slemler tanımlı olup, U(R,C) bir k-cebir yapısı oluş-

turur.
+) (d1 + d2)(r) = d1(r) + d2(r)

·) (kd)(r) = k (d(r))

◦) (d1 ◦ d2)(r) = d1µd2(r)

Ayrıca, d ∈ U(R,C) dönüşümü ile

σ(r) = µd(r) ve θ(c) = dµ(c)
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şeklinde tanımlı σ(= σd) : R −→ R ve θ(= θd) : C −→ C dönüşümleri sırasıyla R

ve C nin çarpanlarıdır ve aşağıdaki şartları sağlarlar .

i) θdd = dσd

ii) σdµ = µθd

iii) (θd, σd) ∈M(C,R, µ)

Γ : U(R,C) −→ M(R) ve Φ : U(R,C) −→ M(C)

d 7−→ σd = µd d 7−→ θd = dµ

dönüşümleri cebir homomorfizmleridir.

Teorem 4.6
∆ : U(R,C) −→ M(C,R, µ)

d 7−→ (θd, σd) = (dµ, µd)

dönüşümü bir k-cebir homomorfizmi olup,

M(C,R, µ)× U(R,C) −→ U(R,C)

((α, φ), d) 7−→ αd

şeklinde tanımlananM(C,R, µ) nin U(R,C) kümesi üzerine etkisi ile birlikte

(U(R,C),M(C,R, µ),∆)

üçlüsü bir çaprazlanmı̧s modül yapısı oluşturur.

İspat (α, φ) ∈M(C,R, µ), d ∈ U(R,C) için,
ÇM1) ∆((α, φ) · d) = ∆(αd)

= (θαd, σαd)

= ((αd)µ, µ(αd))

= (αdµ, φµd)

= (α, φ) ◦ (dµ, µd)

= (α, φ) ◦ (θd, σd)

= (α, φ) ◦∆(d)

ÇM2) ∆(d1) · d2 = (θd1, σd1) · d2
= θd1d2

= d1µd2

= d1 ◦ d2



45

şeklinde çaprazlanmı̧s modül aksiyomları sağlanır.

Teorem 4.6 de verilen (U(R,C),M(C,R, µ),∆) çaprazlanmı̧s modülüne, (C,R, µ)

nin aktör çaprazlanmı̧s modülü denir ve A(C,R, µ) ile gösterilir.

4.7.2 Aktör çaprazlanmı̧s modül örnekleri

1. I,R de ideal olmak üzere i : I −→ R içine dönüşümü

R× I −→ I

(r, i) 7−→ r · i = ri

etkisi ile birlikte (I,R, i) çaprazlanmı̧s modülünü oluşturur.

χ = {f ∈M(R) | f |I∈M(I)}

olmak üzere

Σ : M(I,R, i) −→ χ Φ : χ −→M(I,R, i)

(α, φ) 7−→ φ φ 7−→ (f |I , f)

homomorfizmleri için

ΣΦ = Idχ ΦΣ = IdM(I,R,i)

olur. Böylece

M(I, R, i) ∼= χ

olur. O halde, A(I,R, i) = (U(R, I), χ,∆) elde edilir.

2. Örnek 1’de özel olarak I = 0 ise

A(0, R, i) = (U(R, 0),M(R),∆) = (0,M(R), i)

ve I = R ise

A(R,R, Id) = (U(R,R),M(R),∆) = (M(R),M(R), Id)

olur.
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4.8 Çaprazlanmı̧s Modülün Sıfırlayıcısı (Annihilatörü) ve Örnekler

(R,M(R), µ) çaprazlanmı̧s modülünün çekirdeğinin, Ann(R) kümesine eşitliği

yukarıda belirtilmi̧sti. 2-boyutlu cebirler olarak düşünülebileceğimiz çaprazlanmı̧s

modüllerin sıfırlayıcısı ise, etkinin aktör çaprazlanmı̧s modül ile sağlanıyor olmasın-

dan dolayı (C,R, µ) −→ A(C,R, µ) çaprazlanmı̧s modül homomorfizminin çekirdeği

olarak tanımlanır. Bunun için öncelikle αr : C −→ C,αr(c) = r · c ve φr : R −→

R,φr(r
0
) = rr

0
olmak üzere,

γ : R −→ M(C,R, µ)

r 7−→ (αr, φr)

cebir homomorfizmi ile.η : C −→ U(R,C), η(c) = ηc cebir homomorfizmi tanımlanır.

Böylece,

i) ∆η(c) = ∆ηc(r)

= (θηc(c
0
), σηc(r))

= (ηcµ(c
0
), µηc(r))

= (µ(c
0
) · c, µ(r · c))

= (c
0
c, µ(r · c))

= (cc
0
, rµ(c))

= (µ(c) · c0 , µ(c)r)

= (αµ(c)(c
0
), φ

µ(c)
(r))

= γµ(c)
ve

ii) γ(r) ◦ η(c)(r0) = (αr, φr) · ηc(r
0
)

= αrηc(r
0
)

= αr(r
0 · c)

= r · (r0 · c)

= r
0 · (r · c)

= ηr·c(r
0
)

= η(r · c)(r0)
olduğundan (η, γ) : (C,R, µ) −→ A(C,R, µ) dönüşümü bir çaprazlanmı̧s modül

homomorfizmi olur. Çekirdeği ise



47

Çek η = {c ∈ C | η(c) = 0}

= {c ∈ C | ηc(r) = 0(r), r ∈ R}

= {c ∈ C | r · c = 0, r ∈ R}

= AnnC(R)

Çek γ = {r ∈ R | γ(r) = (αr, φr) = 0}

= {r ∈ R | αr(c) = r · c = 0, c ∈ C ve φr(r
0
) = rr

0
= 0, r

0 ∈ R}

= AnnR(C)∩AnnR(R)

olmak üzere

Çek(η, γ) = (AnnC(R),AnnR(C) ∩AnnR(R), µ)

çaprazlanmı̧s modülü olarak belirlenir. Çek(η, γ), (C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülünün

annihilatörü olarak adlandırılır.ve Ann(C,R, µ) ile gösterilir.

Ann(C,R, µ), çaprazlanmı̧s modül morfizminin çekirdeği olarak tanımlandığın-

dan, (C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülünün ideali olduğu açıktır.

4.0.1 Sıfırlayıcı (annihilatör) örnekleri

1. I,R de ideal olmak üzere, (I, R, i) çaprazlanmı̧s modülünün sıfırlayıcısı,

{i ∈ I | r · i = ri = 0, r ∈ R} = I ∩AnnR(R)

ve

{r ∈ R | r · i = ri = 0 ; i ∈ I }∩{r ∈ R | r ·r0 = rr
0
= 0 ; r ∈ R } = AnnR(R)

olduğundan

(I ∩AnnR(R),AnnR(R), i)

çaprazlanmı̧s modülüdür.

2. Özel olarak, (R,R, Id) ve (0, R, i) çaprazlanmı̧s modüllerinin sıfırlayıcısı,

Ann(R,R, Id) = (R ∩AnnR(R),AnnR(R), Id) = (AnnR(R),AnnR(R), Id)

ve

Ann(0, R, i) = (0 ∩AnnR(R),AnnR(R), i) = (0,AnnR(R), i)
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şeklindedir.

3. C, bir R-modül olmak üzere, (C,R, 0) çaprazlanmı̧s modülünün sıfırlayıcısı,

Ann(C,R, 0) = (H0(R,C),AnnR(C) ∩AnnR(R), 0)

şeklindedir. Burada,

0
∂0−→ C0(R,C) = C

∂1−→ C1(R,C)

c 7−→ ∂1c

cebir zinciri için

Çek∂1 = {c ∈ C | ∂1c(r) = r · c = 0, her r ∈ R için} = AnnC(R)

ve Im ∂0 = 0 olup,

AnnC(R) = Çek∂1 = Çek∂1/ Im ∂0 = H0(R,C)

elde edilir.

4. (R,M(R), µ) çaprazlanmı̧s modülünün sıfırlayıcısı,

{r0 ∈ R | σr · r0 = σ(r)r0 = rr0 = 0 ;σr ∈M(R)} = AnnR(R)

ve

{σr ∈M(R) | σr · r0 = σr(r
0) = 0 ; her r0 ∈M(R) için} = 0

{σr ∈M(R) | σr · σr0 = σrσr0 = 0 ; her σr0 ∈M(R) için}=AnnM(R)(M(R))

olduğundan

Ann(R,M(R), µ) = (AnnR(R),0 ∩AnnM(R)(M(R)), µ) = (AnnR(R), 0, µ)

şeklindedir.

5. µ : C −→ R örten dönüşümü ile (C,R, µ) çaprazlanmı̧s modülünün sıfırlayıcısı,

{c ∈ C | r · c = µ(c0) · c = c0c = 0, c0 ∈ C} = AnnC(C)
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ve

({r ∈ µ(C) = R | r · c = µ(c0) · c = c0c = 0 ; c, c0 ∈ C}∩

{r ∈ µ(C) = R | rr0 = µ(c0)µ(c00) = µ(c0c00) = 0 ; c, c0 ∈ C}) = µ(AnnC(C))

olduğundan

Ann(C,R, µ) = (AnnC(C), µ(AnnC(C)), µ)

olur.
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