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OZET

Sifirlayict  (Annihilator) tizerine hazirlanan bu tez dort boliimden
olusmaktadir.

flk bélimde ideal kavram, boliim ideali ve bazi temel &zelliklerine yer
almaktadir.

Ikinci boéliimde modiil kavrami Orneklerle incelenerek, modiil icin bdliim
kavrami ve bunun 6zel hali olan sifirlayici agiklanmistir.

Uciincii bliimde modiil boliimii kavramu ile yakindan ilgili olan ¢arprmsal R-
modiller ve yalin alt modiil kavramlari ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

Dordiincii ve son boliimde ise ¢aprazlanmis modiil kavrami tanitilip 2-boyutlu

cebirler olarak diistiniilebilinen ¢aprazlanmis modiillerin sifirlayicisi belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Ideal boliim, modiil, sifirlayict
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SUMMARY

This thesis based on Annihilator consist of four chapters. In the first chapter, we
give ideal, ideal quotient notions and some basic properties of them.

In the second chapter, we exam module concept with the examples and we
introduce quotient notion for module and annihilator which is its special case.

In the third chapter, we give multiplication R-modules which is closely related
quotient for module.

In the four chapter, crossed module and actor crossed module are stated. Using
actor crossed module, annihilator of the crossed module which is considered as 2-

dimension algebra is given.

Keywords: Ideal quotient, module, annihilator.
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BOLUM 1

iDEALLER

Bu boliimde ideal kavrami, idealler {izerine iglemler, boliim ideali ve bunun 6zel
bir hali olarak sifirlayic1 kavramlar ile ilgili genel bilgiler verilmistir. Ayrintih bilgi
icin (Sharp, 1990), (Adkins and Weintraub, 1992),(Spindler, 1994), (Atiyah and
Macdonald, 1969) 6nerilir.

Tanim 1.1 R degismeli bir halka ve ) # I C R olmak iizere;
()Vabeligina+bel
(i) Vaelvere Riginrae I

kosullar1 saglaniyorsa, I'ya R degismeli halkasinin ideali denir ve I < R geklinde

gosterilir.

1.1 Uretecli Idealler

R degismeli halka ve I(R); R nin bog olmayan (/)ea ideal ailesi olmak iizere
() I, arakesitinin R nin ideali oldugu agciktr.
e H C R olmak {izere, R nin H kiimesini igeren biitiin ideallerinin arakesitine R
nin H tarafindan iiretilmis ideali denir ve (H) ile gosterilir.

H C R ve R <4 R oldugundan (H) bog kiimeden farkhdir ve agagidaki ifadeler
gecerlidir.

(i) (H), R nin bir idealidir ve H C (H) olur.

(ii) (H), H kiimesini iceren R nin en kiigiik idealidir. Ciinkii # C I < R ise
(H) C I olur.

H, R nin bir sonlu alt kiimesi olmak tizere (H) idealine R nin sonlu iiretegli
ideali denir.

Onerme 1.2 R birimli degismeli halka ve ) # H C R olsun. R halkasimn H

tarafindan tretilen ideali;

<H):{Zrihi]neN,rl,...,rnER,hl,...,hnEH}

=1

kiimesidir.



(D), R nin bos kiime tarafindan iiretilen ideali olup, sifur idealine egittir.

Ozel olarak; h € Rigin (h) = {rh | r € R} kiimesi h tarafindan iiretilmig R nin
temel idealidir.

Ornek 1.1 R degismeli halkas1 iizerinde R[X;,...,X,] polinom halkas1 olmak
tizere, her r € R i¢in f(r) = r ve her i = 1,...,n ve ai,...,a, € R igin
f(X;) = oy, seklinde tammlanan f : R[Xi,...,X,] — R yerine koyma homo-
morfizmi verilsin. Bu durumda Cekf = (X; — aq,..., X, — a,) olur.

Bu 6rnege dayanarak degismeli bir halkanin her idealinin sonlu iiretecli oldugunu
diistinmek yanlig olur. Bunun igin asagidaki ¢rnek verilebilir.

Ornek 1.2 K bir cisim, her n € N igin (X;);en degiskenlerin bir kiimesi ve
R, =K|[Xy,...,X,], Ry = K olsun. Bu durumda her n € Ny i¢in R, R,;1 in bir
alt halkasidir ve Ro, = |J R, bir degismeli halka yapisi olugturur. I' = {X;,7 € N}
olmak tizere R, = Kn[?l\]loz K[Xy,...,X,,...] nin ' tarafindan iiretilmis ideali
sonlu tiretilmis degildir.

1.2 Ideallerin Toplam

Tanim 1.3 (1))aen, R degismeli halkasinin ideallerinin ailesi olmak tizere R nin

U I kiimesi tarafindan tretilmis idealine (I))xea ailesinin toplama denir ve

AEA
ZI)\Z < UI>\>

AEA AEA
seklinde gdosterilir.

Onerme 1.4 R nin 14, . .., I, ideallerinin toplam;

]1+—i—fn:ifl:{zn:anGL,ZZL,n}
=1 =1

seklindedar.

Onerme 1.5 hy,. .., h, € R olmak iizere;

esitligi gecerlidir.

Onerme 1.6 a4, ..., a, € Z ve ebob(ay, . .., a,) = d ise,

(a1) + {az) + ... + {an) = (d)



dir.
Ornek 1.3 Z de (4,6,8) = (4) + (6) + (8) = (2) dir.
Onerme 1.6 geregince (4,6,8) = (4) + (6) + (8) esitligi vardir. Tki tamsaymnimn en

biiyiik ortak boleni bu tam sayilarin lineer toplami seklinde yazilabileceginden
(4,6,8) = 2 = 4x1 + 629 + 83
olacak sekilde vy = x5 = 1, x3 = —1 € Z sayilar1 bulunabilir. Buradan
2€ (4)+(6) + (8) ve (2) C (4) + (6) + (8)
kapsamasi saglanir. Ters kapsama icin V x1, x5, 23 € Z igin
4x1 4 629 + 8r3 = 2(2x1 + 312 + 4u3) € (2)

dir. (4) + (6) + (8) C (2) olup (4) + (6) + (8) = (2) esitligi vardur.
1.3 Ideallerin Carpimu

Tanim 1.7 [ ve J, R degismeli halkasinin idealleri olsun.
{abla€l, be J}

kiimesi tarafindan iiretilen R nin idealine [ ile J nin ¢arpimi denir ve IJ ile gosterilir.

Onerme 1.8 I ve J, R degismeli halkasinin idealleri olmak tizere,

]J:{ZainnGN, a1, ..y an € 1, bl"“’bnEJ}
i=1

seklindedir.

Ispat r € R, a € I, b € J olmak iizere R nin rab seklindeki bir elemam (ra)b
seklinde yazlabilir ve ra € I olur. Boylece Onerme 1.2 geregince istenilen elde
edilir.

1.4 Ideallerin Ozellikleri

(1) R nin biitiin ideallerinin ailesi olan /(R) iizerinde ideallerin toplami ve garpimi
seklindeki ikili iglemler degismeli ve birlesmelidir.

(ii) {0}, ideal toplam iglemine gore etkisiz elemandir.
(iii) R birimli ise ideal ¢arpim iglemine gére R birim elemandir. Ciinkii her I < R

icin RI = IR = I olur.



(iv) 1, J, K € I(R) igin;
I(J+K)=I1IJ+1K  wve I+ )K=IK+JK

seklinde dagilma 6zelligi vardir.
(v) I # {0} olmak tizere, I + J = {0} olacak sekilde R nin bir ideali olmadigindan
I(R) kiimesinde toplamsal ters eleman 6zelligi saglanmaz.
Dolayisiyla sadece bu 6zellik nedeniyle /(R) bir halka yapisi olugturamaz.
(vi) I1 ... I, R nin idealleri ve L = {a1,...,a, | a1 € I1,...,a, € I} olmak iizere
ﬁl[i = (L) olur.

(vii) IJ CINJ C I+ J kapsamasi vardir.
(viii) Z halkasinda, (I + J)(I NJ) = I.J esitligi gegerli iken genel olarak sadece

(I+JJ)(InJ)C1J
kapsamasi gecerlidir. Ciinkii
I+ )(InJ)y=I(INnJ)+JUINnJ)CIJ

olur.
(ix) Z halkasinda, IN(J+K)=INJ+INKvel+(JNK)=1+JNI+K
seklinde N ve + iglemlerinin birbiri {izerine dagilma o6zelligi vardir. Fakat genel

olarak bu dogru degildir. Ancak J C I veya K C [ ise
INJ+K)=INJ+INK

geklinde modiiler kural gegerlidir.
1.5 Béliim Ideali Ve Sifirlayicis

Tanim 1.9 [ ve J, R degismeli halkasinin idealleri olsun.
{reR|rJCI}

kiimesine I ve J nin béliim ideali denir ve (I : J) ile gosterilir.

Ozel olarak; I =0 alindiginda elde edilen,

O0:N)={reR|rJ=0}={reR |rb=0,Vbe J}



kiimesine J nin annihilatori (sifirlayicise) denir ve AnnJ veya AnngJ seklinde
gasterilir.

Ayrica J, < r > seklinde bir temel ideal ise;
<l <r>>=<Il:r>

esitligi gecerlidar.
D, R nin biitiin sifir bolenlerinin kiimesi ve r # 0 olmak iizere;
D = U Ann (r)
reR

esitligi gecerlidir.

Boliim idealinin bazi temel ozellikleri asagidaki sekildedir.

Onerme 1.10 R bir degismeli halka ve I, J, K, I,,, J, R nin idealleri olsun.

(i) (1 : J), R nin bir idealidir ve R nin en biiyiik (genis) ideali KJ C I sartim
saglayan K idealidir. Ozel olarak I C (I : J) olur.

(ii) A # 0 herhangi bir indeks kiimesi olmak {izere;

(N o) :J)= N La = J) esitligi gegerlidir.
acA acA
iii) A # () herhangi bir kiime olmak iizere;

(
(
(I: (Z Ja)) = ﬂA([ . Jo) esitligi gegerlidir.
(iv) (T 7): K) = (1 (JK) = (1 K) = )
(v)(I:J)=({:(I+J)) olur.

Ispat (i) 2,y € (I :.J), 7 € R olsun. Bu durumda
(x+y)J CaJ+yJ CI+1=1

ve

(re)J=r(xJ)CriCI

olur. Buradan z +vy ve rx € (I : J) olup (I : J) < R saglanwr. Diger iddialar
aciktir.
(1) x € () (1o : J) olmasi igin gerek ve yeter sart her o € A igin xJ C I, yani

acA
zJ C ﬂ I,

acA



olmasidir. Buradan x € (ﬂ 1,): J) olur.

(iit) x € (I : Jo) olmasz icin gerek ve yeter sart her o € A i¢in vJ, C I
acA

olmasidir. Dolaysiyla x <Z Ja> C I yani

I:() J)

acA

olmalidar.

(w)ze((I:J):K) < zKC({[:J) << (@K)JCI < z(JK)C
I <= z € (I:(JK)) bulunur.

Esitligin diger tarafi J yerine K alinarak kolaylikla bulunabilir.

(v) (I:1)= R ve (ii) esitligi yardvmiyla

(I:(I+J)=U:I)n(I:J)=RNn({I:J)=({U:J)

bulunur.
Ornek 1.4 R =7, m = HPGP,n—HPV’P q—HP5 I=<m>J=<n>

ve 0p = mazx(0p — pp,0) = 9p min(0p, gop) olmak tizere;

(I:J)=(q)

esitligi gegerlidir. Burada ¢ = m/ebob (m,n) dir.



BOLUM 2

MODULLER VE SIFIRLAYICI

Bu boliimde, modiil kavramina ve ¢ok sayida ornege yer verilerek, modiil i¢in
boliim kavrami ile bunun 6zel bir hali olan sifirlayici (annihilator) ile ilgili gesitli
sonuglar incelenmigtir. Bu boliimle ilgili olarak (Sharp, 1990), (Adkins and Wein-
traub, 1992), (Hungerford, 1973), (Spindler, 1994),ve (Blyth, 1977) 6nerilir.

2.1 Modiil Kavram ve Ornekler

Modiiller, bir vektor uzayinin genellestirilmesidir. Skaler ¢arpim, bir cisim yerine
halkadan elde edilmektedir. Halkalar ve Abelyen gruplar, modiillerin 6zel halleri
olmaktadir.

Tanim 2.1 R bir halka, M bir kiime olmak iizere

+ MxM — M - RxM — M
ve

(m,m') +— m+m (r,m) +—— r-m

ikili iglemleri verilsin.
M1) (M, +) Abel grup;
M2)VreR mm eMicgnr-(m+m')=r-m+r-m/;
M3)Vrre Rveme Migin (r+r")-m=r-m+r-m;
M4)Y r,r' € R, m € M i¢in (rr') -m =r- (r' - m);
sartlary saglanwyor ise M kiimesine, R halkasi tizerinde bir sol modiil veya bir sol
R-modil denir ve (M, +,-) ile gosterilir.
MS5) R birimli halka olmak iizere her m € M igin 1x - m = m;
sartine saglayan M, sol R-modiiliine, birimsel sol R-modiil denir.

Benzer sekilde
o:MxXR — M

(m,r) +— mor
ikili iglemi alinirsa sag R-modiil tanimlanir.
M, hem sag hem de sol R-modiil ise kisaca bir R-modiil denir.
Teorem 2.2 M, bir (sol) R-modiil olmak iizere agagidaki esitlikler gegerlidir.



(ii) 7 - Opr = Ops

(iii) (=r) -m=—(rm) =r-(—m)

(iv) k(r-m) =r-(km) k € Z

Bir modiil eleman ile bir halka elemaninin ¢arpimi olan ‘-’ skaler carpimi genelde
ihmal edilir.

Modiil aksiyomlari, bir cisim iizerinde tanimlanan vektor uzay: aksiyomlar ile
aynidir. F' bir cisim olmak iizere V', F-modiiliine F' iizerinde bir vektor uzay: denir.

Ornek 2.1 Bir R halkasmin ideali bir R-modiildiir. Bu durumda skalerle carpim
islemi R halkasindaki carpma iglemidir. Ozel olarak R ve {0} birer R-modiildiir.

Ornek 2.2 R bir halka ve I C R bir ideal ise R/I boliim halkasi,

RxR/I — R/I
(r,s+1) — rs+1

seklinde tanimlanan carpim doniigiimiiyle bir R-modiildiir.

s+1 = s+I=s—5¢€l (s,5 €R)
r(s—s) = rs—rsel (reR,I<R)

rs+1 = rs'+1

oldugundan sol skalerle carpim iyi tanmimlidir. Benzer sekilde sag skalerle ¢arpim
tanimlanabilir. Bu iglemlere gore modiil aksiyomlarinin saglandigi kolayca gosterilir.
O halde R/I, bir R-modiildiir.

Ornek 2.3 S, bir halka ve R, S nin alt halkasi olmak iizere S, bir R-modiildiir.
Skalerle ¢arpma iglemi halkadaki ¢arpma iglemidir.

Ornegin; S = R[X] polinom halkasi ve R C R[X] alt halka (¢iinkii her a € R
elemani a = a + 0x + - - - 4+ 02™ € R[X] olur.) olmak iizere R[X], R-modiildiir.

Ancak S bir R-modiil ise R, S nin alt halkasi olmak zorunda degildir. R/I;
R-modiil olmasina ragmen R, R/I boliim halkasinin alt halkasi degildir.

Ozel olarak; F', K cisminin alt cismi ise K, F iizerinde bir vektor uzayidir.

Ornek 2.4 C,

RxC — C
(r,x+iy) +— r-(x+iy) =rz+iry



tanimlamasiyla bir R-modiil yapisi olusturur.

Ornek 2.5 R bir degismeli halka ise herhangi bir M sol R-modiilii

o: MxR — M
(m,r) +— mor=r-m
seklinde tanimlanan skaler carpim ile bir sag R-modiil yapisi olugturur.
7o" isleminin tanwma ve M ,sol R-modiiliinin M1, M2, M3 aksiyomlar: geregince

M sag R-modiliiniin ilgili aksiyomlar: siraswyla saglanyr. Ayrica,

-m (o tanwmandan)

R degismeli halka )

mo (rs) =

(
= s-(r-m) (M,sol R-modiliinin M4 aksiyomu geregince )
( (o tanwmandan)

= (mor)os (o tamwmndan)
esitligiyle M4 aksiyomu saglanar.

Ornek 2.6 (R,+,.) bir halka ve her r,s € R icin 7 * s = s.r olmak iizere
R?* = (R, +,*) z1it halkasi tanimlansin. Bu durumda bir M, sol R-modiilii aym
zamanda bir sag R*-modiildiir.

o: MxR— M
(m,r)—  mor=r-m
olmak iizere M4 aksiyomu

TxS§)-m o tanimindan)

s.r)-m

(r-m)
(

mo(rxs) = ( (

( (* tanimindan)

= s5- (M, sol R-modiil oldugundan)
: (

(

= s-(mor) o tanimindan)

= (mor)os o tammindan)
seklinde saglanir.
Ornek 2.7 R bir halka, ¢ : (R, +) — (R, +), r,s € R igin é(rs) = ¢(s)o(r)

sartim saglayan grup homomorfizmi (z1t otomorfizma) olmak iizere herhangi bir M

sol R-modiil yapisi
o: MxR — M

(m,r) +— mor=a¢(r)-m
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tanimlamasiyla ayni1 zamanda bir sag R-modiil yapisi olusturur.

M aksiyomu,

(mor)or’ = ¢(r')-(mor) (o tanimindan)
= ¢(r') - (¢(r)-m) (o tammindan)
= (¢(r)o(r)) -m (M sol R-modiil)
= ¢(rr')-m (¢ tanimindan)
= mo (rr') (o tammindan)

seklinde saglanir. Bu durumun bir ¢rnegi, G' bir grup, R birimli bir halka olmak

tizere R(G) grup halkas: i¢in gecerlidir.
R(G)={f| f:G — R,sonlusayida a € G i¢in f (a) # 0}

halkasindaki islemler;
(f+g)(a) = f(a) +g(a)
(f-9) (@)= f(b)g(b"a)

beG
seklindedir. Bu durumda;

¢ : R(G) — R(G)

Doagg —  Yagg
geG geq

seklinde tanamlanir. ¢, bir zit otomorfizmadur. Béylece herhangi bir M sol R (G)-
modiil, sag R (G)-modil yapsi olugturur.
Ornek 2.8 (G, +) Abel grup, n € Z ve g € G olsun.

7ZxG — G
(
g+---+g n >0 ise
—_—
n tane
(n,g) — n-g=1 Og n =0 ise

(=g9)+--+(-g) n<O0ise

/

~
[n| tane

seklinde tanimlanan Sli:alerL carpim ile G bir Z-modildiir.

Boylece Abelyen grup kavrami, Z-modiil kavram ile ortiisiir.

Ornek 2.9 R, bir halka ve A, Abelyen grup olmak iizere,

RxA — A

(r,a) = 1-a=0
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islemiyle birlikte A, Abelyen grubu bir R-modiildiir. Boéylece her Abelyen grup
R-modiil yapisi olarak alinabilir.

Ornek 2.10 R herhangi bir halka olsun. Bu durumda a,bi,...,b, € R ol-
mak iizere R", a(by,...,b,) = (aby,...,ab,) ve (by,...,by)a = (ha,..., bya) skaler
carpimlar: ile hem sol hem de sag R-modiildiir.

Ornek 2.11 R herhangi bir halka olmak iizere M,,,(R) matrisler kiimesi,
matrislerin sag ve sol skalerle ¢arpimi yani, A € M,,,(R), a € R i¢in ent; j(aA) =
aent; ;(A) ve ent; ;(Aa) = (ent; ;(A))a ¢arpvma ile hem sol hem de sag R-modiildiir.

Ayrica, yukaridaki ornegin bir genellegtirilmesi olarak,

M, (R) X My n(R) — Myn(R)
(A, B) — AB

Mpyn(R) x M,(R) — Myn(R)
(A, B) — AB
seklinde tanimlanan matris ¢arpime dondsimleri ile My, ,,(R) bir sol M,,(R)-modjiil
ve bir sag M, (R)-modil olusturur.

Ornek 2.12 R ve S degismeli halka, f : R — S halka homomorfizmi ve G,
S-modiil olsun. Bu durumda, G, f homomorfizmi yardimiyla bir R-modiil olarak
godzoniine alinir.

RxG — G
(rg) ~— r-g=/[f(r)oyg

seklinde tanimlanan ¢arpimla birlikte G bir R-modiil yapisi olugturur. M3 aksiyomu

(ri+mr2)-g = f(ri+mr)og - tanimindan)
f(r1) + f(r2)]og
f(r1) o gl +[f(rz2) o g]

= T1-g+tra-g

f halka homomorfizmasi)

G, S-modiil oldugundan)

—

(
(
(
(- tanimimdan)

esitligiyle saglanir. Diger modiil aksiyomlarinin da saglandigi kolayca goriilebilir.

Ornek 2.13 A bir Abelyen grup olmak iizere;
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R=End A={f]|f:A— A homomorfizm} kiimesi iizerinde her a € A igin

(f+9)a) = f(a)+g(a)
(fog)a) = f(g(a))

seklinde tanimlanan iglemlerle endomorfizm halkasi (EndA, +,0) olusturulur. Bu

durumda,
End(A) x A — A

(f,a) — fra=f(a)
iglemine gore A Abel grubu bir sol End(A)-modiildiir. M4 aksiyomu

(fiofa)-a =(fio f2)(a) (- tammindan)
= fi(f2(a)) (EndA halkasinda o igleminden)
= f1-(fa(a)) (fala) € - tanimindan)
=fi-(f2-a) (- tammmdan)

seklinde saglanar.

Ornek 2.14 R bir degigmeli halka, M bir R-modiil ve S C Endg(M) bir alt
halka olsun. Bu durumda (f,m) — f(m) seklinde tammlanan S x M — M
doniisiimii ile M bir S-modiildiir.

Ornek 2.15 R, birimli bir halka, M Abelyen grup olmak iizere, M nin birimsel
R-modiil olmas igin gerek ve yeter sart, birimi koruyan yani f(1g) = Idy sartina
saglayan f: R — End(M) halka homomorfizminin olmasidur.

R,birimli bir halka ve f : R — End(M), f(1g) = Idy sartini saglayan bir

halka homomorfizmi ise,

RxM — M
(r,m)  +— r-m=[f(r)](m)

wslemayle M, birimsel bir sol R-modiil olur. Tersine M, birimsel bir sol R-modiil

olmak tizere
f: R— End(M)

re—



fonksiyonu birimi koruyan halka homomorfizmasidir. Burada f, : M — M,

fr(m) = r - m seklindedir.

fr(my+mo) = 1r-(mq+my)
= r-mp+r-ms

= fr(m1) + fr(m2)

oldugundan f,. € End(M) dir. Ayrica her m € M, 1,79 € R igin

f(ritra)(m) = faar)(m) = (rigre)-m = rimrem = fo, (m)+fr,(m) = f(r1)(m)+f(r2)(m)

f(rire)(m) = foyr)(m) = (rire) -m =11 (r2-m) = fp, (fr,(m)) = (f(r1) f(r2)) (M)

saglandigindan f halka homomorfizmasidir.
f(r)(m) = fip(m) = 1g-m =m = Id(m)

oldugundan f birimi korur.
Ornek 2.16 R, birimli bir halka olmak tizere, RN = {f | f : N — R} kiimesi,
(f+9)(n) = f(n)+ g(n) iglemiyle bir Abel grup olusturur.

RxRY — RN
r-f:N —R

(rf) —
n — (rf)(n) = rf(n)

tanmamlamaswyla RN bir R-modiil olur. Ayrica her m € M,

2.2 Alt Modiiller

Tanmim 2.3 M, R-modiil ve N C M olmak {izere, M {izerindeki islemlere gore
N, R-modiil ise N ye M nin alt modiilii (R-alt modiilii) denir.

M nin alt modiilii, 6zel olarak bir alt grubudur. Boylece 05; € N olur. Bununla
birlikte M ve {0y}, alt modiillerdir.

R degismeli bir halka olmak tizere R halkasinin idealleri R, R-modiiliiniin R-alt
modiilleridir.

G Abelyen grup olmak iizere G nin Z-altmodiilleri G' nin alt gruplaridir.
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F bir cisim ve V' de F' iizerinde bir vektor uzayi ise, V' nin bir lineer alt uzay1 V'
nin bir F-alt modiilidiir.
Teorem 2.4 (Altmodiil Kriteri) R birimli, degismeli halka, M, birimsel R-

modiil ve N C M olsun. N’in, M nin alt modiilii olmasi icin gerek ve yeter sart
N £ ve n,n € N,reRicinn'+r-neN

sartlarimin saglanmasidar.

Ornek 2.17 A = {(s,5) | s € R}, R x R R-modiiliiniin alt modiiliidiir.

(i) (1,1) € A olup A # ( dir.

(ii) (s,s), (t,t) € A,r € Rigin

(s,8)+r-(t,t) = (s,8) + (rt,rt) = (s +rt,s +rt) € A olur.

Ornek 2.18 (M;)ier, M nin  R-alt modiillerin ailesi ise, ﬂMl kiimesi M nin bir
alt modiiliidiir. <

Her ¢ € I i¢in 0y € M, oldugundan DM’ # () olur. x,y € mM1 ise her 1 € [

i€l iel
icin x,y € M; dir. Herbir M;, M nin alt modiilii oldugundan, r» € Ri¢in x+7r-y € M;
olupx+r-ye mMZ saglanir.

2.3 ﬁretegliei\/lodﬁller

M, R-modiiliiniin, altmodiilii olmayan bir alt kiimesi i¢in, bu kiimeyi iceren en
kiigiik alt modiilii tiretilebilir.

Tanim 2.5 M, R-modiil, S C M ise M nin S yi igeren biitiin alt modiil-
lerinin arakesitine, M nin S tarafindan tretilen alt modiilii denir ve (S) ile géoster-
ilir. Boylece (S), M nin S yi igeren altmodiiliidiir ve M nin S yi igeren tiim alt
modiillerinin kapsamindadir, yani (S), M nin S yi igeren en kiigiik alt modiiliidiir.

S sonlu ise M = (S) modiiliine sonlu tretegli modil denir. M = (m) ise M
devirli modiil olarak adlandirilar.

Teorem 2.6 M bir R-modiil ve S C M, {B; | i € I} kiimesi M nin alt modiil-
lerinin ailesi, m € M, Rm = {rm | r € R} olsun.

(i) Rm, M nin alt modiiliidiir.
(i) (m) ={rm+nm |r € R,n € Z} olur.
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Ozel olarak R birimli ve M birimsel ise

¢ R
n-tane c

oldugundan (m) = Rm olur.

(#it) (5) = {

=1

J_
(iv) S =0 ise, (S) = {0} olur. R birimli ve M birimsel ise,

S

t
Timy; + anbj | mi,bj €S s,te N, r, € R, n; € Z} dir.
=1

<S>:RS:{Zrimi|n€N, Ti,...,Tn € R, ml,...,mHES}

i=1
seklinde ifade edilir. Ozel olarak (M) = M olur.

Tanim 2.7 M modiiliiniin treteglerinin minimum sayisina M modiiliinin rank:
denir ve (M) ile gésterilir. M sonlu iiretecli degil ise p (M) = oo olarak ifade
edilir.

(1) Teorem 2.6 geregince 1 ({0}) = 0 olur. M # {0} grubunun devirli olmas: i¢in
gerek ve yeter gsartu (M) = 1 olmasidir.

(ii) Devirli R-modiil kavrami devirli grup kavraminin bir genellegtirilmesidir.
Yani bir G abelyen grubunun devirli olmasi igin gerek ve yeter sart, devirli Z-modiil
olmasidir.

(iii) Eger R, temel ideal bolgesi ise, R nin herhangi bir M, R -altmodiilii bir
idealdir. Dolayisiyla (M) = 1 olur.

Eger M bir sonlu iiretegli R-modiil ve N herhangi bir altmodiil ise M /N nin
sonlu iiretecli oldugu aciktir. p(M/N) < p(M) olur.

Ornek 2.19 ((2,0),(3,0)) = Z x {0} , ((1,0),(0,1)) = Zx Z ve {(2,2)) =
{n(2,2) | n € Z} kiimeleri Z.x 7. , Z-modiiliiniin iiretecli alt modiillerinden bazilaridir.

R halkasimin bir ideali, M R-modiiliiniin bir alt modiilii ve bir alt kiimesi yardimiyla
elde edilebilir. Benzer gekilde M R-modiiliiniin bir alt modiilii ve R nin bir ideali
ile M nin bir bagka alt modiilii elde edilebilir. Ozel olarak M nin {0} alt modiiliiyle
sifirlayict kavrami tanimlanir.

Tamm 2.8 R degismeli halka ve M, R-modiil, G, M nin alt modiilii ve () £ J C

M olsun. R nin bir ideali olan

{reR|rjeG,VjeJ}
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kiimesi (G : J) ile gosterilir. Ayrica M nin J tarafindan tretilen bir N altmodiilii
1¢In
(G:J)=(G:N)

olur. Ozel olarak G = 0 almirsa
0:J)={reR|rj=0,VjeJ}

idealine J nin sifirlayicisy (annihilatori) denir ve Ann(J) ile gosterilir.

Eger R degismeli ve J = (j), M nin bir devirli altmodiilii ise
Ann(J) ={a € R|aj =0}

olur.

Bu durum R degismeli degil ise dogru degildir. R = M,(R) = M ve © = E,
11 pozisyonunda 1, diger durumlarda 0 olacak bicimde bir matris olsun. Kolayca
goriilebilecegi tizere, Ann((E11)) = (0) iken Ann(Ey;) kiimesi birinci stitunu 0 olan
tiim matrislerin kiimesidir.

Eger R degismeli ve J ,j iiretecine sahip devirli altmodiil ise Ann((j)) yerine
Ann(j) gosterimi kullanilir. Bu durumda Ann(j) idealine genellikle j nin “mertebe”
ideali denir. Bu adlandirmanin nedenini agiklamak icin bir G' abel grubu ve g € G
alalim. Bu durumda G bir Z-modiildiir. o(g) < oo ise p = o(g) ve (g) sonsuz devirli

ise p = 0 olmak iizere
Ann(g) ={n € Z | ng = 0} = (p)

olur.

Onerme 2.9 I, R birimli degismeli halkasinin ideali olmak iizere,
I'=Ann(R/I)=(0:1+1)

olur.

ispat

Ann(R/I)={r" e R|v" - (r+1)=v'r+I1=0g;=0+1, herr+1€R/I }
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i€l CRi-(r+1)=_ir +1=0+1=0g;
i€I<R
oldugundan i € Ann(R/I) olup I CAnn(R/I) kapsamast saglanar.

e Ann(R/I) ise, ' - (r+1)=r'r+1=0+1 ver'r € I olur. Buradan 1" € I
elde edilir. Boylece Ann(R/I) C I oldugu goriiliir.
1 € I icin
i-(14+1)=i4+1=04+1=0g
olup i € (0: 1+ I) bulunur.
Tersine r € (0: 1+ 1) igin

r-(1+0)=r+1=0+1
olup r € I elde edilir. Boylece I = (0: 1+ I) elde edilir.
2.4 Alt Modiil Toplanm

Tanim 2.10 R degigmeli halka, M R-modiil olsun. (Gyx)xen, M nin alt modiil-

lerinin ailesi olmak tzere, M nin |J G\ kiimesi tarafindan tretilen alt modiliine

AEA
(Gx)xen ailesinin toplama denir ve Y. Gy = < |J Gx > seklinde gosterilir.
AEA AEA
(G\)aer, M R-modiiliiniin alt modiillerinin ailesi olmak tizere |J G, genelde
AEA

bir alt modiil degildir.

Ornek 2.20 R degismeli halka, M R-modiil olsun.

(i) M nin alt modiillerinin kiimesi {izerinde tanimlanan alt modiil toplam ikili
islemi degismeli ve birlesmelidir.

(ii) M nin Gy, ..., G, alt modiillerinin toplamu;

G1+"'+GTL:ZG”£: {Zgz|ngGz,Z:1,,n}
i=1 i=1

seklindedar.

(iii) j1,. .-, Jn € M ise (j1,...,jn) = Rj1 + ...+ Rj, olur.

Tamim 2.11 R degismeli halka, M R-modiil, I, I', R nin idealleri olsun. M nin

{rg|rel, ge M}

kiimesi tarafindan iiretilen alt modiilii

{ani\neN, Tiy.o T €1, gl,...,gnEM}

=1
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seklinde tamimlanir ve I M ile gosterilir. Bu ideallerin ¢arpimi konusunun bir genellestir-
ilmesidir. Ayrica,
I(I'M)=(II'"M
esitliginin gecerliligi de goriilebilir.
2.5 Halkalarin Degisimi
M; R degismeli halkas: iizerinde bir modiil ve I, I CAnn(M) sartin saglayan R

nin bir ideali olmak iizere M, R/I {izerinde bir modiil yapisi olugturur.

R/IIxM — M

(r+1,m) — rm

fonksiyonu iyi tanimlidir.

meéeM,r,r" € Rver+1=r"+ 1 olsun. Bu durumda

r—r'el CAm(M)={r"€ R|r".m=0,Ym e M}

olup (r — r').om = 0 ve .m = r’.m olur. Dolayisiyla fonksiyonun iyi tanimlilig:
saglanir. Modiil aksiyomlarinin da saglandigr kolayca goriilebilir. Boylece M, R-
modiilii R/I modiiliine doniismiis olur. M iizerinde R-modiil ve R/I-modiil yapilari
Vr € R, Vm € M igin (r + I).m = r.m baglantisiyla iligkilendirilir. Buradan M
nin bir alt kiimesinin, R-alt modiil olmas: igin gerek ve yeter sartin R/[-alt modiil
olmas1 oldugu soylenebilir.

Onerme 2.12 M, R degismeli halkas: iizerinde bir modiil, N, N’, G, M nin alt

modiilleri, (G;),c; ve (Nx)yea »M nin alt modiil ailesi olsun. Bu durumda

(1) (N Gi: N)=(Gi: N)

el iel
(i) (G : 32 Nx) = (1(G: Ny)
AEA AEA
(111) Ann (N + N') = Ann (N) () Ann (N')
egitliklert mevcuttur.

Ispat (i) r € (N G;: N)ise Vn € N,Vi € ['iginr € Rver-n € ()G, olup

i€l icl
Vieliginr-n € G; ver € (G; : N) bulunur. Boylece, Vi € I iginr € ((G; : N)
iel

olur.

Tersine, r € [ (G; : N) ise Vi € I igin

el
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TE(Gi:N),T-nEGi:r-neﬂGi:re(ﬂGi:N)

icl iel
olur.
(i) r € (G : Ny) olsun. v € () (G : Ny) ise VA € A igin TNy C G olur.
AEA AEA
Buradan r <Z N)\> C G kapsamasi ile r € (G : >, Ny) elde edilir. Boylece
AEA AEA

((G:N)C(G: ) N

AEA AEA

saglanwr. Diger kapsama benzer sekilde gdsterilebilir.
(1) (i) nin 6zel halidir
Tanim 2.13 M, R degismeli halkas: iizerinde bir modiil G, M nin alt modiilii,
I < R olsun. Bu durumda G C (G :p; I) olup, (G :p I), M nin alt modiiliidiir ve
(G I)={me M |rméeGaG, her r € I} seklinde tanvmlanar.

Ozel olarak G =0 alwarsa,

O0:py I)={meM|rm=0, herrel}

elde edilir ve bu kiimeye M i¢inde I idealinin sifirlayicisy (veya annihilatori) denir
ve Ann(yI) ile gosterilir.

Ornek 2.21 M; R degismeli halkas iizerinde bir modiil, G, M nin alt modiili,
(Gi)icr » M min alt modiillerinin bir ailesi, I,J 4 R ve (I\),., R nin ideallerinin
bir ailest olsun. Bu durumda;

(i) (G :m J)im K) = (G iy JK) = (G :m K) :i J)

(1) (N Gim I) = ((Gi i 1)

(i) (G, S 1) = (V(G o )

AEA AeA

egitliklert mevcuttur.

2.6 Bolim Modiilleri

Teorem 2.14 M, R-modiil ve A, M nin altmodiilii olsun. M/A={z+A|x €

M} kiimesi;

(x+A)+y+A) =@+y)+Aver(z+A)=rz+A
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igslemleriyle birlikte bir R-modiildiir.
Tanim 2.15 M, R-modiil ve A, M nin alt modiilii olmak tizere Teorem 2.13 de
belirtilen M /A R-modiiliine boliim modiilii denir.
Ornek 2.22
Z)37 = {3Z,1+ 3Z,2 + 37}

kiimesi bir boliim modiiliidiir.
Ornek 2.23 M, R-modiil ve I < R olmak iizere N = M/IM bir bsliim mod-

iiliidiir. ¢ € [ icin,
i.(m+IM) =im+IM =IMve {re R|r.(m+IM)=rm~+IM =IM, m+IM € M/IM}

oldugundan I CAnn(N) saglanir. Boylece halkalarin degisiminden M /I M bir (R/1)-
modiil olur.

2.7 Hom ve Dual Uzaylar

Tamim 2.16 R bir halka ve M ile M’ R-modiil olsun. Eger f : M — M’

fonksiyonu, my, mem € M ve r € R igin

f(my +ms) = f(my) + f(ma) ve f(rm) =rf(m)

aksiyomlarine saghyor ise f ye bir R-modil homomor fizmi denir. Tim R-modiil
homomorfizmlerinin kiimesi Hompg(M, M') ile gosterilir. Bire-bir ve orten R-modiil
homomorfizmine izomorfizm denir. M = M’ olmasi durumunda Hompg(M, M)
yerine genelde Endr(M) yazilir ve elemanlarina endomor fizm denir. Eger f €
Endgr(M) fonksiyonunun tersi varsa, f ye M nin otomor fizmi denir. M nin tim
R-modiil otomorfizimlerinin grubu Autg(M) ile gosterilir.

M ve N, R-modiil ise,

(f +9)(m) = f(m) + g(m)

seklinde tammlanan “+” iglemi ile birlikte Hompg(M, N) bir abel gruptur. R degismeli

halka olmak iizere,
Rx Homr(M,N) —  Homg(M,N)
(va) f M — N
Cmo— (r ) (m) =7 (f (m))
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geklinde tanwmlanan r - f igslemi ile Homgr(M,N) bir R-modil yapist olusturur.

r- f € Hom(M, N) olmasi igin gerekli olan

(r- A)(r'm) =r-(f(r'm)) =r(r"- (f(m))) = (rr') - f(m) =7"(r - (f(m))

esitligi R min degismeli olmasy ile miimkindir. O halde R bir degigsmeli halka
ise, Homg(M, N) bir R-modiil, aksi halde sadece bir abel gruptur.

Ornek 2.24 Eger V ve W, F fizerinde vektor uzaylary ise V. den W ye bir
lineer dondtigiim, V' den W ye bir F-modil homomorfizmidir.

Ornek 2.25 Izomorfik R-modiiller esit sifirlayicilara sahiptir.

M ve M’ izomorfik R-modiiller oldugundan f : M — M’ R modiil izomorfizmi
ve r € Ann(M) olmak iizere her m’ € M’ igin f(m) = m' olacak sekilde m € M
vardir. 7.m’ = r.f(m) = f(rm) = f(0p) = Opp oldugundan r € Ann(M') olup,
Ann(M) C Ann(M') saglanir. Tersine kapsama benzer olarak gosterilir.

Eger f € Homg(M,M') ise f, abel grup homomorfizmi bigiminde diigtiniilerek,
f min ¢ekirdegi ve gorintisi tamimlanabilir.

Tanim 2.17 f: M — M’, modiil homomorfizmi ise

Cekf = {x e M| f(x) = 0n} ve f(M) = {f(m)|me M}

kiimelerine sirasiyla f nin gekirdegi ve goriintii kiimesi denir. Bu kiimeler sirasiyla
M ve M’ niin alt modiilleridir.

Teorem 2.18 f : M — M’ modiil homomorfizm olmak iizere;
(i) N, M nin alt modiilii ise f(N), M’ modiiliiniin alt modiiliidiir.

(i) N’, M'nin alt modiilii ise f~*(N’), M modiiliiniin alt modiiliidiir.
Teorem 2.19 (Birinci Izomorfizm Teoremi) f: M — M’, R-modiil homo-

morfizmi ise
M/Gekf = f(M)
dir.
Teorem 2.20 (Ikinci Izomorfizm Teoremi) M bir R-modiil ve N ile P ise
altmodiiller olsun. Bu durumda (N+P)/P = N(NNP) olacak bigimde bir R-modiil

homomorfizmi vardir.



22

Ispat 7: M — M /P dogal izdiisiim doniigiimii ve 7y ise 7 nin N ye kisitlanig
olsun. Bu durumda 7y bir R-modiil homomorfizmi ve Cek(my) = NNP ve Im(my) =
(N + P)/P dir. Boylece sonug birinci izomorfizm teoreminden elde edilir.

Teorem 2.21 (Ugiincii Izomorfizm Teoremi) M bir R-modiil ve N ile P ise

P C N olacak bigimde M nin altmodiilleri olsun. Bu durumda
M/N = (M/P)/(N/P)

olur.
ispat
f:M/P — M/N
m+P +— m+N

Déniigiimii iyi tamimli, 6rten bir R-modiil homomorfizmidir ve
Cek(f)={m+P:m+N=N}={m+P:m+N}=N/P

olur. Boylece istenen sonug birinci izomorfizm teoreminden elde edilir.

Onerme 2.22 R birimli bir halka ve M = (m) ise bir birimsel devirli R-modiil
olsun. Bu durumda M = R/Ann(m) dir.

Ispat f(a) = a - m biciminde tammlanan f : R — M fonksiyonu bir 6rten
R-modiil homomorfizmidir ve Cek(f) = Ann(m) dir. Sonu ¢ birinci izomorfizm
teoreminden elde edilir.

Sonug 2.23 Eger F' bir cisim ve M ise sifirdan farkli bir devirli F-modiil ise
M = F dir.

Ispat m # 0 elemam M nin bir tireteci olmak tizere bir cisim sadece {0} ve
F ideallerine sahip oldugundan ve 1-m = m # 0 oldugundan Ann(m) # F olur.
Ann(m) = {0} olmahdir. Buradan M = F' bulunur.

Ornek 2.26 M bir R-modiil olmak tizere, Homp(R, M) = M dir.

F: Homp(R,M) — M
f — F(f)=f(1)
r€ R, f,g € Homg(R, M) igin
F(f+9)=+9) 1) =fQ1)+9Q1)=F(f) +G(g) ve
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F(rf)=(rf) (1) =r(f(1)) =r(F(f))

oldugundan F', R-modiil homomorfizmasidir.
f:R — M
ro o rr

f € Homg(R, M) olup F(f)

= f(1) = x olacak sekilde x € M vardir. Yani F
ortendir. f €CekF ise F(f) = f(1)

= 0y olur. Vr € R i¢in
f(r)=rf(1) =r0m =0y
ise f = 0 bulunur. Buradan CekF = {0} olup F birebirdir. Boylece
Hompg(R, M) = M

dir Ayrica M, Z-modiil ise Homz(Z, M) = M olur.
Ozel olarak, G abel grubu bir Z-modiil oldugundan Homz(Z,G) = G olur.
Onerme 2.24 M, devirli birimsel R-modiil, I =Ann(M) olmak iizere

Homg(R/I,R) = (0:1)

olur.
Ispat M, devirli birimsel R-modiil olmak iizere I =Ann(M) icin M = R/ olur.
Buradan, Homg(M, R) =2 Homgr(R/I, R) olur. Ayrica z € I i¢in

Homg(R/I,R) = (0:1)

ifadesi gegerlidir.

F: Homp(R/I,R) — (0:1)
f — F(f)=f1+1)
dir. 2f(14+1) = f(x+1)= f(Ogy) =0o0lur. z € (0:1)ise R = R, 1 +— x
fonksiyonu yardimiyla izomorfizm teoreminden R/ (0 : x) — R igine déniisiimii elde

edilir. 7 C (0: x) oldugundan R/I — R/ (0 : x) érten doniigiimdiir. Boylece
R/I - R/(0:z) — R

bilegke fonksiyonu elde edilir. Boylece Hompg(R/I, R) = (0 : I) elde edilir.
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Teorem 2.25 M, Noetherian R-modiil olmak iizere R/AnnM Noetherian halka-
dir.
Ispat A, Noetherian R-modiiliiniin her alt modiilii sonlu iiretildiginden AnnM =

(annm; ifadesi gegerlidir.
icl

f: R/annm; — M
T+ annm; +—— TMy
seklinde tanmimh f birebirdir. Buradan her bir R/annm; deki ideallerin artan
zinciri M deki modiillerin artan zincirine karsilik gelir. Varsayim geregince M,
Noetherian oldugundan R/annm; de Noetheriandir. Dolayisiyla
R/AnnM = R/ ﬂannmi
iel
Noetheriandir.
Tanim 2.26 M bir R-modiil ve bir halka olmak iizere her r € R, my,ms € M
icin
r - (myimg) = (r-mq)mg = mq(r - ms)
esitligi saglaniyorsa M ye R-cebir denir.
Ornek 2.27 Her halka bir Z-cebirdir. (R, +,.) halkasi Abel grup olup her n € Z,
r1,7T2 € R igin
n(riry) = (nry)re = ri(nry)
esitligi saglanir.
Ornek 2.28 R bir degismeli halka ise, R bir R-cebirdir. (R, +,.) halkasi Abel

grup olup her r,79,73 € R icin
r1(rers) = (rir)rs = (rory)rs = r2(rirs)

esitligi saglanir.
Ornek 2.29 Im(¢) C C(S) = {a € S:ab=ba,bc S} olacak bigimde bir ¢ :

R — S halka homomorfizmi olsun. Eger M bir S-modiil ise, r € R ve m € M i¢in

RxM — M

(r,m) = r-m=(¢(r)) om
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seklinde tanmimlanan skaler carpim ile birlikte M bir R-modiildiir. Buradan S bir
S-modiil oldugundan, S bir R-modiildiir.
Ayrica,
r.(s152) = ¢(r)(s182)
= (¢(r)s1) 52
= (519(r)) 52
= s1(¢(r)s2)
oldugundan S bir R-cebirdir.
Ornek 2.30 R bir degismeli halka ise, R [X] polinom halkasi ve M, (R) matris
halkas1 birer R-cebirdir.
Ornek 2.31 T € Endr(M) ¢(X) =T ve a € R igin ¢(a) = aly, olacak sekilde
bir ¢ : R[X] — Endgr(M) halka homomorfizmi tanimlansin.

f(X)=ar+a X+ - +a, X" ise

¢(f(X)) =qoly + a1 +--- +GnTn

olur. ¢(f(X)) ifadesi f(7T) ile gosterilir ve Im(¢) = R[T] olur. RI[T], T deki
“polinomlar” dan olugur ve Endg(M) nin althalkasidir. f(T)m = f(T)(m) garpimu
ile M bir R[T] -modiildiir.

Bu 6rnek temel idealler iizerinde modiillerin, lineer doniigiimlere uygulamalar

icin bir taban olusturmas: agisindan 6nemlidir.

Ornek 2.32 Ozel olarak; F' bir cisim,
T:F? — F?
(u1,ug) = (ug,0)

olsun. 7% = 0 oldugundan f(X) = ap + a1 X + -+ + a, X™ € F[X] ise f(T) =
aplpz + a,T olur. Ayrica u = (u1,us) € F? igin f(X)u skaler ¢arpim

fX) - (ur,u2) = f(T)(ur, uz)
= (aplpz + a;T)(uy, us)

= (apu1 + ajug, agus)

seklindedir.
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Tanim 2.27 F bir cisim, V bir vektor uzay1 T' € Endp (V) ve Vp ise T tarafindan
tamimlanan bir F' [X]-modiil olsun. (Ornek 2.32) v € V ise

Ann(v) = {f(x) € F[X]: f(T)(v) = 0}

olur. Ayrica F'[X], temel ideal bolgesi oldugundan, Ann(v) (g(z)) seklinde bir temel
idealdir.

Tanim 2.28 R bir tamhk bolgesi ve M bir R-modiil olsun. Ann(x) # {0} ise
x € M elemanina bir torsion eleman denir. Boylece bir x € M elemaninin torsion
eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul ax = 0 olacak bicimde bir a # 0 € R
elemaninin bulunmasidir. M nin torsion elemanlarinin kiimesi My ile gosterilir.
Mr = {0} ise M ye torsion-serbest denir. M = My ise M ye bir torsion modiil
denir.

Onerme 2.29 R bir tamlik bolgesi ve M bir R-modiil olsun. M /My torsion-
serbesttir.

Ispat 0 # a € R ve v + My € (M/Mrz), olsun. Bu durumda
a(x + Mr) = ax + Mp = Opyng, = 04 My

olur. Buradan ax € My olur ve dolayisiyla b(ax) = (ba)x olacak gekilde bir b #
0 € R vardir. R tamlik bolgesi oldugundan ba # 0 olur. Buradan z € My yani,
x+ My =0 € M/Myp elde edilir. Boylece (M/Mr), = {0} bulunur.

Ornek 2.33 G bir abelyen grup ise, G nin torsion Z-modiilii, G nin tiim sonlu
dereceden elemanlarimin kiimesidir. Ayrica, herhangi bir sonlu abelyen grup tor-
siondur. Tersine torsion bir modiil sonlu olmayabilir.

Ornegin; G = Q/Z alalm. G sonsuz mertebedendir. Fakat

9(p/q+Z) =p+7Z=0¢€Q/Z

oldugundan ()/Z nin her elemam sonlu dereceye sahiptir. Boylece (Q/Z); = Q/Z
dir.
Ornek 2.34 Bir abel grup, 0 dan bagka sonlu dereceli elemana sahip degilse

torsion-serbesttir. () toplamsal grubu buna bir ¢rnektir.



27

Ornek 2.35 F cisim, V birimsel F-modiil olsun. Bu durumda V' torsion serbest-

tir. 0 # a € f, x € Vp igin a.x = 0 olur.
ar =0=04+0=azrz+ax

& axr =a. (r+zx)

& alar =alta(z+z)
< r =r+z

< —r+xr =-r+r+x
& Oy =0p+ax=2

x = 0y bulunur. Vi = {0y} olup V, torsion serbesttir.

Ornek 2.36 V = F2, ve

T:F? — F?

(ur,u2) +—— (ug,0)

lineer doéniigiim olmak iizere T' tarafindan tamimlanan Vr, F'[X]-modiilii bir torsion
modiildiir. Bu durumda Ann(Vz) = (X?) olur. T? = 0 oldugundan her v € V igin
X?.u =0 dir. Boylece (X?) C Ann(Vz) dir. F[X] in (X?) yi igeren idealleri (X)
ve F'[X] halkasidir, fakat X - (0,1) = (1,0) # (0,0) oldugundan X ¢ Ann(Vr) olur.
Dolaysiyla Ann(Vr) = (X?) bulunur.

Ornek 2.37 R tamlik bolgesi, M sonlu iiretilmis bir torsion R-modiil olsun. Bu
durumdam € M i¢in 30 #r € R 3r.m = 0olup 0 # r € Ann(M) ise Ann(M) # (0)
dir. Eger M = ({z1,...,x,}) ise

Ann(M) = Ann(zy) N...N Ann(z,) # (0)

dir.
M, My = {meM|rm=0, 0#re R} = M olmak tizere r € Ann(M) ise

T1,...,xy € M igin r € Ann(z4),...,r € Ann(z,) olup
r € Ann(z)N...N Ann(x,,)

bulunur. Boylece

Ann(M) C Ann(z1)N...N Ann(z,)

kapsamasi saglanir.



28

r € Ann(z1)N...N Ann(z,) ise v € Ann(z1),...,r € Ann(z,) olup r.ax; =

n
0’... ,T.Jjn:OOhll"- T GR, aj GZ, Zrlx2+
i=1 J

n n n n n n
r g riT; + g a;jx; | = E rTiT; + g ra;jr; = E rirT; + E a;rr; =0
1=1 7=1 i=1 j=1 1=1 7=1

olup r € Ann(M) ve

n
lajxj € M i¢in

Ann(z)N...N0Or € Ann(x,) € Ann(M)

kapsamasi saglanir yani Ann(zq)N...N Ann(z,) = Ann(M) olur.
Tanim 2.30 V' bir F-vektor uzayr olmak tizere Hom(V, F') vektor uzayina V
nin dual uzay denir ve V = H om(V, F) ile gosterilir.

Tanim 2.31 W,V nin bir alt uzay1 olmak {izere,
Ann(W) = {f eV |Vwe W icin f(w) = o}

kiimesine W nin sifirlayecise (annihilatorii) denir.

Onerme 2.32 V sonlu boyutlu bir F-vektor uzay1 ve v # 0 € V ise f(v) # 0
olacak sekilde bir f € V vardur.

Onerme 2.33 Ann(W), V nin bir alt uzayidir.

Ispat f,g € Ann(W) ve a € F, Yw € W icin

(f +ag) (w) = f(w) +ag(w) =0+a0=04+0=0

olup f + ag € Ann(W) bulunur. Boylece Ann(W), V nin bir alt uzayidir.
Onerme 2.34 V sonlu boyutlu bir F-vektor uzayr ve W,V nin bir alt uzay:
olsun. Bu durumda

V/Am(W) = W

olur.
Ispat f € 1% icin f : V — F lineer fonksiyonu ve ¢ : W — V icine homomor-
fizmasiile f: W — F, f (w) = f (w) seklinde tanmimlanan f nin W ye kisitlanmig

fonksiyonu bir lineer fonksiyondur. Boylece, ]7 eWw olup

—~

TV — %4
feTU=r
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fonksiyonu tanmimlanabilir.

—_~— ~

T(f+9)=f+g=Ff+3=T(f)+T(9) ve T(af)=af=af=al(f)

olup, T lineer doniistimdyir.

feQKT «— T(f)=f =05 <= Ywe Wign f (w) = f(w) = 0p
< f € Ann(W) oldugundan Cek7" =Ann(W') bulunur.

Ayrica,

—

T(V)={r e Vi={F=rllfe V}=W
oldugundan 7' 6rtendir. O halde, 1.izomorfizm teoremi geregince
V/Ann(W) = W

elde edilir.

Ornek 2.38 Ann(Ann(W)) = W esitligi gecerlidir.

Onerme 2.35 S C V ise Ann (S) = Ann ((S)) dir.

Ispat S C V ve S = {s1,59,...50}, [ € V= Hom (V, F) ve Ann(S) C
Ann ((S)), f € Ann(S) olsun. Her s € S icin f(s) = Or dir. Vx € (S) i¢in
a1, Qo, ..., q, € F olmak iizere x = o181 + 89 + - - - + @, S, seklinde yazilabilir.

flx) = f(oasi+aesa+ -+ ansy)
= f(us)+ f(azsa) + -+ f (ansy)  ( f €V, lineer doniisiim)
= af(s1) +aaf (s2) + -+ nf (sn)
= 1.0+ a.0+ -+ a,0 (f € Ann(S9))

Boylece Va € (S) igin f(z) = O oldugundan f € Ann (S) bulunur ve Ann (S) C

Ann ({S)) kapsamasi gecerlidir.

f € Ann ((S)) olsun. Yz € (S) i¢in f(z) = 0p dir. S C (S) oldugundan Vs € S
icin s € (S) olup f € Ann ((S)) oldugundan f(s) = Op olur. Buradan f € Ann (S5)
olup Ann ((S)) C Ann (S) kapsamas: gegerlidir. Dolayisiyla Ann (S) = Ann ((S))

bulunur.
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BOLUM 3

CARPIMSAL R-MODULLER UZERINE

Bu boliimde modiil boliimii kavrami ile yakindan ilgili olan ¢arpimsal R-modiil
kavramina yer verilmistir. (Anderson and Al Shaniafi, 2002), (Ali and Smith,II,
2004) ve (Ali and Smith I, 2004) min ¢aligmalar1 incelenmistir.

3.1 Carpimsal R-Modiiller

R birimli degismeli halka, M birimsel R-modiil olmak iizere M nin her N alt
modiilii, R nin herhangi bir [ ideali N = I M formunda ifade edilebiliyorsa M ye bir
carpimsal R-modiil denir. Ideal tanimi geregince, R halkasinin bir R-modiil olarak
carpimsal bir modiil oldugu agiktir. Bir ¢arpimsal modiil olan R nin [ idealine de
carpimsal ideal denir.

Genel olarak tammdaki I ideali (N : M) = {r € R|rM C N} kiimesi olarak
alimabilir. (Anderson and Al Shaniafi, 2002) Bu durumda M ¢arpimsal R-modiil ve
N, M’nin bir altmodiilii olmak tizere I C (N : M) oldugundan

N=IMC(N:M)MCN

yani, N = (N : M)M elde edilir. O halde, M nin ¢arpimsal olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin M nin her N altmodiilii icin N = (N : M)M esitliginin saglanmasi
oldugu goriiliir. Ayrica, M nin her N alt modiilii icin NN K = (N : K)K ise K,
M nin bir ¢arpimsal alt modiilii adin1 alir. (Naoum and Hasan,1986)

M carpimsal R-modiil ve N, M’nin bir altmodiilii olmak iizere (0 : M) =
AnnM = 0 ise M carpimsal modiilii sadik (faithful) olarak adlandirilr.

Simdi, ¢arpimsal modiiller ile ilgili caligmalarda énemli yer tutan bazi 6zel ide-
allere yer verelim. Bunlardan biri R nin bir ideali olan

6(M)= "> (Rm:M)
meM

kiimesidir. Digeri M nin iz ideali olarak adlandirilan

T (M) =" {f (M): f € Homg (M. R)}
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kiimesidir. (Anderson and Al Shaniafi, 2002) de yer alan
T(M)=({(I+(0:M)):I<dRIM=M}

kiimesi ise bir bagka ilgili idealdir. Son olarak bahsedecegimiz ideal ise Dy (M) ile
gosterilen Y (0:(0: M)) idealidir.

Ozel olxzfrj\;k, M sadik (faithful) ¢arpimsal R-modiil ise bu dort idealin esitligi
(Teorem 3.2) de verilmistir.

Teorem 3.1 R degismeli halka ve M, R- modiil ise agagidaki esitlikler mevcuttur.

(i) M garpimsal R modiil ve N, M nin alt modiilii olsun. Bu durumda 0 (M) =
> (Rm: M), R nin bir ideali olmak tizere N = 6 (M) N olur.
me]\fii) M sonlu iiretecli ¢garpimsal R-modiil, I ve J, R nin IM = JM kosulunu
saglayan idealleri olsun. Bu durumda / + (0: M) = J + (0 : M) olur.

(iii)M sonlu iiretecli R-modiil, M = I'M kosulunu saglayan R nin [ ideali i¢in
R=1+(0:M) olur.

Ispat (i) M carpimsal R modiil olmak iizere

> (Rm:M)=Y " (Rm:M)M = (Z(Rm:M))M:Q(M)M

meM reM zeM

esitligi gecerlidir. Ayrica N, M nin alt modiilii olmak tizere
N=(N:MYM=(N:-M)O@M)M)=0(M)(N:M)YM)=0(M)N

bulunur.

(ii) (Smith, 1988)

(iii) (Kaplansky, 1974)

YardimciTeorem 3.2 R degismeli halka M carpimsal R-modil olsun. [ C
0 (M) ve I, R nin sonlu iiretecli bir ideali ise IM sonlu iireteclidir. Tersine I M
sonlu tiretecli olmak tizere I C 6 (M) dir.

Ispat I C (M) sonlu iiretecli oldugunu kabul edelim. Bu durumda baz
T1,...,%, € M icin I C (Rxy: M)+ --- 4+ (Rx, : M) olur. Dolaysiyla M =
> Rm =6 (M) M oldugundan;

meM
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IMQ(RJHZM)M—F"'—F(RIH:M)M:Rx1+--.+Rg;n

0 (M)(Rxy+---+ Rx,) = Rey + - -+ + Rx,
6(M)+(0: (Rxy+ -+ Rxy)) = R

olur. Buradan (Ry; : M) + -+ + (Rym : M)+ (0: (Rxy + --- + Rz,)) = R olacak
sekilde v, ...y, € M vardir.

IM=1(Ryy - M)M+ ...+ (Rym: M)M+(0: (Rz1+ ...+ Rx,))

IM = 1Ry, + ...+ I Ry,, olup, I sonlu iiretecli oldugundan I M sonlu iireteclidir.
Tersine; I < R ve I M sonlu iiretegli olsun. IM = 6 (M) IM oldugundan R =
6 (M) + (0: IM) esitligi gegerlidir. Buradan

I(0:IM)C(0:M)CO(M)

oldugundan I = 16 (M) +1(0: IM) C 6 (M) kapsamasi elde edilir.

YardimciTeorem 3.3 R degismeli halka ve M bir ¢arpimsal R-modiil olsun.
Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(i) M sonlu iireteglidir.

(i) (M) =R

(iii) 6 (M) sonlu iireteglidir.

Ispat (i) = (ii), = R < Rigin IM = RM = M sonlu iiretecli oldugundan
(Yardimer Teorem 3.2) geregince R C 6(M) < R olup 6 (M) = R elde edilir.
(i1) = (1) agiktir. (49i) = (i) Yardimci Teorem 3.2’ nin ifadesinde [ = 6 (M)
< R almirsa, 6 (M) sonlu tiretecli oldugundan 6 (M) M = M sonlu iireteclidir.

YardimciTeorem 3.4 R degismeli halka M carpimsal R-modiil olsun. 7, R nin

I C 0 (M) sartim saglayan bir ideali ise,
I+0:M)=10(M)+(0: M)

olur.
Ozel olarak; (M) = 0 (M)* + (0 : M) olur. Ayrica 6 (M) /(0: M), R/ (0: M)
nin bir idempotent garpimsal idealdir. Buradan M bir sadik (faithful) ¢arpimsal R

modiil ise; # (M), R nin idempotent ¢arpimsal ideali olur.
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Ispat 7 € 6 (M) olmak iizere (Yardimer Teorem 3.2) geregince rM sonlu iirete-
lidir. Boylece; 0 (M)rM = rM esitligiyle 6 (M) + (0: M) = R bulunur. M =
IM =6 (M) M olup,

rg (M) +r(0:rM)=Rr

olur. 7 (0 : 7M) C (0 : M) oldugundan
rf (M) + (0: M)=Rr+(0: M)
bulunur. Buradan R nin I C 0 (M) ideali i¢in
10(M) + (0: M) =T+ (0: M)
olur. I yerine 6 (M) ahmnirsa,
O(M)=0(M)+(0: M)=0(M)?>+(0: M)
elde edilir. (0: M) C I C 6 (M) olacak sekilde R nin herbir I ideali i¢in
I6(M)+(0: M)=1+(0: M)

esitligiyle,
1/(0: M) = (1/(0:M)).(0(M)/(0:M))

bulunur. Boylece, 8 (M) /(0: M), R/(0: M) nin idempotent ¢arpimsal idealidir.

Teorem 3.2 R degigmeli halka ve M sadik (faithful) carpimsal R-modiil ise
O(M)=T (M) =1 (M) = Do (M) olur.

Ispat M sadik (faithful) carpimsal R-modiil olsun. 6 (M) M = M oldugundan
T (M) C 0 (M) saglanir. (Yardimc: Teorem 3.4) geregince

T(M)=T(M)60 (M) olur. Her z € M i¢in T'(M) Rz = Rx olur. (Abd El-Bast
and Smith, 1988.) Buradan 7' (M)+(0: ) = Rolur. (Rz : M)(0:2) C(0: M) =0
oldugundan T' (M) (Rx : M) = (Rx : M) olur. Boylece

TONOMN =T (£ (Res M) = & 7(0) (e M)

zeM zeM

= > (Rx:M)=0(M)

reM

olup T (M) = 0 (M) esitligi saglanir.
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x € M, (M) Rx = Rz esitliginden bazi a € (M) i¢gin z = ax elde edilir.
f € Homg (M, R) igin

f(z) = f(az) = af (z) € 6 (M)

dir. Boylece
T(M)=>_"{f(M):f € Homp (M, R)} C0(M)

saglanir.
r e Migin (Rx : M) (0:x) =0 oldugundan (Rx : M) C (0: (0: x)) elde edilir.
Buradan

T(M)CoO(M)= > (Rx:M)C > (0:(0:2)) =Dy(M) bulunur. 7(M) =
zeM zeM
Do (M) esitliginin varhg (Naoum, 1990) da yer almaktadir. Boylece

0 (M) =T (M) =T1(M)= Do (M)

esitlikleri elde edilir.

Herhangi bir M ¢arpimsal R-modiil i¢in (Teorem 3.1) geregince 6 (M) =T (M)
esitligi ve (Anderson-Al Shaniafi, 2002) geregince 7 (M) = Do (M) esitligi gegerli
iken, M sadik (faithful) degilse 6 (M) = 7 (M) olmasi gerekmez. Ornegin; R = Z
ve M = Z/2Z olsun. Bu durumda M faithful olmayan sonlu iiretecli garpimsal
R-modiildiir.

T(M)=Dy(M)=0 ve O(M)=T(M)=2Z2

esitlikleri gegerlidir.
Tanim 3.3 M nin N alt modiilii

N =(N:MN

esitligini saghiyorsa N ye M de idempotenttir denir. Bunun R nin idempotent ideal
kavraminin bir genellemesi oldugunu gormek kolaydir. Gergekten, R bir R-modiil

ve I, R nin idempotent ideali olmak {izere

(I:R)={reR|rICR&ICR&I=R}=1=1II



esitliginden [ = (I : R)I elde edilir.
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Onerme 3.4 M carpimsal R-modiil, N, M nin alt modiilii olmak iizere, (N : M)

idempotent ise N, M de idempotenttir.

ispat
N = (N:M)M
= (N:M)>*M
= (N:M)N:M)N
= (N:M)N

esitliginden N nin M’de idempotent oldugu goriiliir.

Yukaridaki teoremin tersi, ancak M nin sonlu iiretegli sadik (faithful) ¢arpimsal

modiil olmas1 durumunda gegerlidir.

Onerme 3.5 M sonlu iiretecli sadik (faithful) carpimsal modiil ve N, M’de

idempotent ise (N : M) idempotent idealdir.

ispat
N = (N:M)M (M carpimsal oldugundan)
N = (N:M)N (N, M de idempotent)
= (N:M)(N:M)N (N =(N:M)M oldugundan)
— (N:M)>2M

olur. Boylece N = (N : M)>M = (N : M)M esitliginden

(N:M)*>=(N:M)

idempotent idealdir.
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BOLUM 4

CAPRAZLANMIS MODULLER VE SIFIRLAYICI

4.1 Gaprazlanmis Modiil Kavram

Caprazlanmig modiil kavrami, J.H.L.Whitehead tarafindan (Whitehead, 1949)
da tanmimlanmigtir. Whitehead, ¢zellikle relatif homotopi gruplarinin cebirsel yapilar:
iizerine yaptig1 calismasinda caprazlanmig modiillere yer vermistir. Caprazlanmig
modiiller, temel cebirsel yapilardan biri olarak incelenebilir. Asosyatif ve degigmeli
cebirler iizerinde gaprazlanmis modiil kavrami, farkli bir adla S. Lichtenbaum-M.
Schlessinger (Lichtenbaum and Schlessinger, 1967) ve M. Gerstenhaber’in (Gersten-
haber, 1966) caligmalarinda karsimiza ¢ikar. T. Porter (Porter, 1986) ¢aligmasinda
degismeli cebirler {izerinde caprazlanmis modiil kavramini tanimlayarak, bu yapimin
Koszul komplekslerle yakin ilgisini gostermistir. Bununla birlikte, Z. Arvasi ve
T. Porter (Arvasi, 1997), (Arvasi and Porter, 1996), (Arvasi and Porter, 1998),
caligmalarinda degismeli cebirler icin ¢aprazlanmig modiillerle ilgili birgok 6nemli
sonuclar elde edilmistir.

Caprazlanmis modiiller, modiiller ve ideallerin genellestirilmesidir. Ayrica her-
hangi bir halka (cebir) bir ¢aprazlanmig modiildiir. Boylece caprazlanmig mod-
iiller, halka (cebir) kavramimin genellegtirilmesi olarak goriilebilir. Simdi, k sifirdan
farkll birimi olan degismeli halka olmak iizere, T.Porter tarafindan (Porter, 1986)
de verilen k-cebirler {izerinde ¢aprazlanmis modiil yapisi ile iki ¢aprazlanmig modiil
arasindaki morfizm kavramlarini hatirlatarak bazi 6rneklere yer verelim.

M ve R degismeli k-cebir olmak tizere M {izerinde R nin degismeli cebir etkisi

asagidaki aksiyomlar: saglayan

RxM — M

(r,m) +— r-m

dontisiimiidiir. Her k € k, m, m' € M,r,r € R icin
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i) k(r-m)=(kr)-m=r-(km)
i) r-(m+m)=r-m+r-m

ii) (r+7r)-m=r-m+7r-m
)

i) r-(mm) = (- -m)m =m(r-m)

v) (rr)-m=r-("-m)=1-(r-m)
R, birimli ve degismeli bir k-cebir olmak iizere, j1 : C' — R bir R-cebir morfizmi

ve R nin C iizerine etkisi ile birlikte, her ¢, € C' ve r € R i¢in
CM1) u(r-c)=ru(c)
CM2)  ple)-d =cd
sartlar1 saglaniyor ise (C, R, u) tigliisiine gaprazlanmig (crossed) R-modiil denir.

Bazi standart caprazlanmig modiil 6rneklerine agagida yer verilmistir.

i) I, R nin ideali olmak iizere i : [ — R igine doniigiimii bir ¢aprazlanmig R-
modiil yapisi olugturur. Tersine, p : C' — R caprazlanmig R-modiil ise I = p (C)
goriintiisii, R nin idealidir.

ii) Herhangi bir M, R-modiilii sifir carpimla birlikte bir R-cebir olarak diisiiniilebilir
ve boylece 0 : M — R sifir morfizmi bir ¢aprazlanmig R-modiil yapisi olusturur.
Tersine, p : C — R caprazlanmig R-modiil ise Kerpy, bir R/p (C)-modiil olur.

(C, R, 1) ve (C", R', i) gaprazlanmig modiilleri arasindaki morfizm ise;

0:C—-C" ¢v:R—R
O(r-c)=y(r)-0(c) ve wo(c)=1ulc)

sartin1 saglayan k-cebir morfizmi olmak iizere

(0,¢): (C, R, p) — (C", R, 1)
morfizmi olarak tanimlanir. Ayrica 6,1 izomorfizma ise

(0,9) = (C, R, ) — (C, B, i)
morfizmine izomorfizm denir. Bu durumda

0,0) =00 (C R 1) — (C, R, )

bir gaprazlanmig modiil morfizmidir ve (6,v)"1(0,¢) = (Id,Id) = (6,¢)(0,)™?

olur.
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Boylece, gaprazlanmig modiillerin bir kategorisi olugturulur ve bu kategori C' M od(k)

ile gosterilir.

Ozel olarak, R = R’ ve ¢ birim doniisiim ise, § bir R-cebir morfizmi oldugundan
O(r-c) =1r6(c)

olur ve
1'0(c) = p(c)

saglandigindan, 6 bir ¢aprazlanmig R-modiil morfizmidir. R iizerinde iki ¢caprazlan-
mig modiiliin bilegkesi bir ¢aprazlanmig R-modiil morfizmi oldugundan C'Mod(k)
nin bir alt kategorisi elde edilir ve bu kategori CMod/R ile gosterilir.

(Shammu, 1992) tezinde C'Mod/R kategorisinde bir gaprazlanmig modiiliin alt
yapilarina yer vermistir.

Tanim 4.1 (C, R, 1) bir ¢aprazlanmig modiil, C’, C'nin ve R’, R nin bir alt cebiri
olmak tizere

Wl C'— R

p nin C” ye kisitlanmigi ve C'iizerine R’-etkisiyle birlikte, (C’, R, ') ¢aprazlanmig
modiiliine, (C, R, ) caprazlanmmg modiiliiniin alt gaprazlanmig modiilii denir ve
(C'" R, ") < (C, R, 1) seklinde gosterilir.

Baz1 temel alt caprazlanmig modiil 6rnekleri agagida yer almaktadir.

i) I, R cebrinin herhangi bir ideali olmak iizere (I, R, %), (R, R, Id) ¢aprazlanmig
modiiliiniin alt caprazlanmis modiiliinii olusturur.

ii) A ve B, R nin ideali, B C A olmak iizere, (B, A,1), (A, R,i) gaprazlanmig
modiiliiniin alt caprazlanmis modiiliinii olugturur.

iii) A, R-modiil, B, A i¢ginde R-alt modiil olmak iizere (B, R,0), (A, R,0) capra-
zlanmis modiiliiniin alt ¢aprazlanmig modiiliinii olusturur.

4.2 Caprazlanmis Ideal

(C, R, 1) caprazlanmig modiiliiniin (C’, R, i) alt ¢aprazlanmig modiilii,

i) R, R cebrinin bir ideali,

it) Herre Rved € C"igin, r-c € (',

i1i) Herr' € R ve c € Cigin, r' - c € (',
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sartlarim saghyorsa (C', R', i') alt caprazlanmig modiiliine, (C, R, 1) gaprazlanmig
modiiliiniin ideali denir ve (C’, R/, i/) < (C, R, i) seklinde gosterilir.

I, R cebrinin bir ideali olmak iizere (I,1,Id), (R,R,Id) gaprazlanmg mod-
iiliiniin idealidir. Ayrica I ve I’; R nin ideali olmak iizere (I, R,v) ve (I',R,v)
caprazlanmig modiildiir. Bu durumda (I NI’ 1,v) < (I',R,v') ve(I NI, I'0v") <
(I, R,v) olur. Ayrica, (C',R' 1) < (C",R", ") < (C, R, u) seklindeki alt capraz-
lanmig modiiller i¢in, (C’, R, i), (C, R, ) nin ideali ise (C', R, i), (C”, R", 1/”") nin
idealidir.

4.3 Boliim Caprazlanmis Modiil

(C" R, 1), (C,R,p) nin bir ideali olsun. Bu durumda R, C/C’ iizerine etki

eder. R niin C'/C" iizerine etkisi ise
r(c+C)=r'c+C'
ve 7’'c € C" oldugundan sifirdir. Dolayisiyla, R/R’ boliim halkasi C'/C” iizerine

R/R x C/C" — C/C’
(r+R),(c+C") —rc+ '

seklinde etki eder ve buradan g,

e C/C" — R/R
(c+C") —ple)+ R
doniisiimiine indirgenir. Boylece bu doniisiime ve etki fonksiyonuna gore,

- C, R, 1)
C C/ R R/ — ( ) )
( / ’ / v“) (C’,R/,M/)

cebir tizerinde bir caprazlanmig modiil yapisi olugturur ve buna boliim caprazlanmig
modyiil denir.

R’, R nin ideali olmak iizere,

<<(()) g; ZZ)) (0, R/R, i)

ve
(R, R,1d)

— / / [
(R/7 R/7 Id) (R/R ’ R/R ) d)
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seklinde boliim ¢aprazlanmis modiilleri elde edilir.
4.4 Caprazlanmis Modiillerin Cekirdegi ve Goriintiisii

(0,9): (C,R,u) — (C'", R, i) bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olmak iizere,

e Cek 8 — Cek ¢

caprazlanmig modiiliine (0, v)) morfizminin ¢ekirdegi denir ve Cek (6, 1)) ile gosterilir.
Cek (0,v) = (Cek 6,Cek 9, u) gaprazlanmig modiiliiniin (C, R, 1) nin ideali
oldugu agiktar.
(0,9): (C,R,u) — (C'", R, i) bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olmak iizere,

g :Imf — Im o

caprazlanmig modiilii (C’, R, /') nin bir alt ¢aprazlanmig modiilii olup (6,1)) mor-
fizminin goriintiisii adim alir ve Im (0, 1)) ile gosterilir.

(C,R,p) nin (C", R, p') ve (C", R", 1) alt gaprazlanmig modiillerinin arakesiti
ise

p|ener: C'NC" — RN R"
seklinde indirgenen alt ¢aprazlanmig modiil olarak tammmlanir ve (C’, R, /) N (C", R", ")
ile gosterilir.

Ozel olarak (C', R',u') ve (C",R" "), (C, R, ) caprazlanmig modiiliiniin ide-
ali ise (C", R', /) N (C”", R", /") arakesit ¢aprazlanmig alt modiilii de (C, R, ;1) nin
idealidir.

(C" R, 1) ve (C",R", "), (C, R, u) caprazlanmig modiiliiniin ideali olmak iizere.
C'+ C",C de ideallerin toplami ve R’ + R”, R de ideallerin toplami olmak iizere

M |C’+C”3 O/ + C// _ R/ + R//

doniigiimii ve R nin C iizerine etkisinden kaynaklanan R’ + R” nin C" + C” iizer-
ine etkisi ile Dbirlikte olugturulan ¢aprazlanmig modiile (C’, R, ') ile (C", R", ")
caprazlanmig modiillerinin toplam denir ve (C”, R, ') + (C", R", ") ile gosterilir.
4.5 Izomorfizma Teoremleri
Cebir teoriye benzer olarak, izomorfizm teoremleri ¢aprazlanmig modiiller igin

de gegerlidir.
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Teorem 4.2 (1. izomorfizm) (6,v) : (C,R,u) — (C', R', i) bir gaprazlanmig
modiil morfizmi olmak {izere,

e .07 =00
izomorfizmi gecerlidir.

Teorem 4.3 (II. izomorfizm) (C”, R", "), (C, R, 1) ¢aprazlanmig modiiliiniin alt
caprazlanmig modiilii ve (C", R, i//), (C, R, 1) nin ideali ise

((;1/7 R/7 ,U/,) + ((;1//7 R”,,U/”> ~ (Cl/7 R/l7 ,U”)
(C’/7 Rl) /’L,) (C’I’ RI’ IU//) m (Cl/’ R/I7 ,U”)

izomorfizmi gegerlidir.
Teorem 4.4 (III. izomorfizm) (C', R', i) ve (C", R", u"), (C, R, j1) gaprazlanmig
modiiliiniin ideali ve (C”, R", u") C (C', R, ') ise

<C7 R7 M)/(C”7 RN? ,u”) ~ (Ca R; ,u)
(O/, R/, ,LL’)/(C”, Rl’al/ﬂ) (O', RI,ILL')

>~

izomorfizmi gegerlidir.

4.6 Carpim Cebri Kavram

Grup teoride bir grubun digeri iizerine etkisinin otomorfizm grubuyla belirlendigi
iyi bilinir. A" grubunun B'grubu tizerine etkisi A" — Aut(B') homomorfizmi ile
verilir. Cebir teoride ise bir cebirin digeri iizerine etkisi agsagida soz edecegimiz
carpum cebri ile verilir. Carpim cebri kavrami, S.Mac Lane tarafindan (Mac Lane,
1958) da tamimlanmigtir. R.Lavendhomme ve Th. Lucas ise (Lavendhomme and
Lucas,1996) caligmalarinda bu kavram ile gaprazlanmig modiil yapisi arasindaki il-
iskiden s6z etmiglerdir.

R, asosyatif k-cebir ve 7,8 : R — R, k-lineer doniisiimler olsun. Her r,7 € R
icin,

i) Alrr’) =)

ii)  S(rr') =r-8(r)

iii) r-y(r')=6(r) -1
sartlar1 saglaniyorsa (7, 0) ikilisine R nin bilesik ¢arpanlar1 (bimultiplier) denir ve
biitiin bilegik ¢arpanlarin kiimesi Bim(R) ile gosterilir.

R degismeli cebir ise, v = § olup, Bim(R), R nin ¢arpani (multiplier) olarak

tanimlanmir ve M(R) ile gosterilir.
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5,0 € M(R), k € k ve r € R icin,
(6+0)(r) =0(r)+6(r)
(6068 )(r) =0d(5(r))

(k) (r) = k(6(r))
islemleri altinda M(R) bir ¢arpim cebridir. Boylece p : R — M(R) bir cebir

homomorfizmi tammlanabilir. Her r,r" € R icin,

p: R— M(R)
— ) =

olmak iizere, pu(r)r = rr’ seklinde tamml u(r) = p, : R — R doniisiimiine ig

(inner) garpan denir. R nin biitiin i¢ ¢carpanlarinin kiimesi I(R) ile gosterilir.

pw: R— M(R)
r— u(r) = p,

cebir homomorfizminin ¢ekirdeginin R nin sifirlayicisi ile ¢akigtigr goriiliir. Soyleki;

reCekpy <= pulr)=mupn =0
= p,(r') = 0(r)
— r'=0

< r € Anng(R)

oldugundan Cek y =Anng(R) elde edilir.
Onerme 4.5 Ann(R) = 0 veya R?> = R olmak iizere (R, M(R), ;1) bir capra-
zlanmig modiil olugturur.

Ispat z,7 € R ve § € M(R) icin,

0, :R — R

r — O(z)=r2

olmak tizere,
p:R — M(R)

r o 0,

bir homomorfizma olup
M(R) xR — R
0,r) = d(r)
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seklinde tanmimli etki ile birlikte ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarinin saglandigini
gorelim.

CML)u(0 - 1) = u(8(r)) = S50y 2 66, = dpu(r)

(%) S5y (@) = 0(r)x = 6(rx) = 0(0,(x))

CM2) u(r)-r" =06, -r" =6.(r") =rr
oldugundan (R, M(R), i) bir ¢aprazlanmig modiil olugturur.

4.7 Degismeli Cebirler I¢in Aktér Caprazlanmis Modiiller

Ege (Ege, 2002) de, garpim cebri ile yakindan ilgili olan, degismeli cebirler igin
aktor caprazlanmig modiil kavrami ve bu kavram yardimiyla, degismeli cebirler
teorisinde onemli yeri olan, bir caprazlanmig modiiliin sifirlayicisi kavramlarina yer
vermistir.

4.7.1 Aktor gaprazlanmis modiil

Bir (C, R, 1) ¢aprazlanmig modiiliin ¢arpani, her r € R ve ¢ € C' igin,

) feM(C), o€ M(R)

i) op=pf ve

i) f(r-c)=r-flc)=¢(r)-c
sartlarini saglayan (f,¢) : (C,R,u) — (C, R, u) doniigiimii olarak,tanimlanir.

Bu ozellikteki (f, ¢) ikililerinin olugturdugu kiime bir k-cebir yapisi olugturur ve
M(C, R, i) ile gosterilir.

Cebir iizerinde aktor caprazlanmis modiil kavramini tanimlamada asagidaki kiime
o6nemli yer tutar.

(C, R, ) bir ¢aprazlanmig modiil olmak tizere, her 1,79 € R igin
d(TlTQ) =71 d(TQ) =T9- d(’f‘l)

sartin1 saglayan d : R — C, k-lineer doniigiimlerinin kiimesi ¢ (R, C) tanimlanir.
Bu kiime iizerinde agagidaki iglemler tanimh olup, U(R, C') bir k-cebir yapist olus-

turur.
+) (di +d2)(r) = di(r) + da(r)
) (kd)(r) =k (d(r))
o) (dyody)(r)=dipudy(r)
Ayrica, d € U(R, C) doniisiimii ile

o(r) = pd(r) ve 0(c) = dp(c)
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seklinde tamimh o(= 04) : R — R ve (= 0,) : C — C doniisiimleri sirasiyla R
ve C' nin carpanlaridir ve asagidaki sartlar: saglarlar .

i)  O4d=doy

1) ogu = ply

iti) (04,04) € M(C, R, 1)

I': UR,C) — M(R) ve o: URC) — M(C)
d — o0q = pud d — O =dp

doniigiimleri cebir homomorfizmleridir.

Teorem 4.6
A: URC) — M(C,R, )

d — (gda Ud) = (dpﬂ :U'd)

doniisiimii bir k-cebir homomorfizmi olup,

M(C, R, 1) x U(R,C) — U(R,C)
(o, 9),d) —  ad

seklinde tanimlanan M(C| R, ) nin U(R, C) kiimesi iizerine etkisi ile birlikte
(U(R,C), M(C, R, n), A)

tigliisii bir caprazlanmis modiil yapisi olusturur.
Ispat (o, ¢) € M(C, R, ), d € U(R, C) igin,

CM1)  A((a,¢) -d) = Alad)

(Pad; 0ad)

((ad)p, p(od))

(adps, ppud)

= () o (dp, pd)
(@, ¢) © (04, 0a)
(o, 9) 0 A(d)

CM2) A(dy)-dy = (04,,04,) - do
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seklinde ¢aprazlanmig modiil aksiyomlar: saglanir.
Teorem 4.6 de verilen (U(R, C), M(C, R, 1), A) gaprazlanmig modiiliine, (C, R, i)
nin aktor ¢aprazlanmig modiilii denir ve A(C, R, i) ile gosterilir.

4.7.2 Aktor caprazlanmis modiil 6rnekleri

1. I, R de ideal olmak iizere 7 : [ — R i¢ine doniisiimii

RxI — 1

(r,i) +—— r-i=mi
etkisi ile birlikte (1, R, 7) gaprazlanmig modiiliinii olugturur.

x ={f e M(R)| [ lre M(I)}

olmak tizere

X M(I,Ri) —x o: x — M(I,R,iQ)
(a,¢) 0 ¢ — ([l f)

homomorfizmleri i¢in
Y® = Id, DY = Idp1,Rry4)

olur. Boylece

M(I, R,i) = x
olur. O halde, A(I, R,i) = (U(R,I),x,A) elde edilir.
2. Ornek 1'de ozel olarak I = 0 ise
A(0, R, i) = (U(R,0), M(R),A) = (0, M(R), )
ve I = R ise
A(R,R,1d) = U(R, R), M(R), A) = (M(R), M(R), Id)

olur.
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4.8 Caprazlanmig Modiiliin Sifirlayicisi (Annihilatorii) ve Ornekler

(R, M(R), 1) gaprazlanmig modiiliiniin ¢ekirdeginin, Ann(R) kiimesine egitligi
yukarida belirtilmisti. 2-boyutlu cebirler olarak diisiiniilebilecegimiz caprazlanmis
modiillerin sifirlayicisi ise, etkinin aktor caprazlanmis modiil ile saglaniyor olmasin-
dan dolay1 (C, R, u) — A(C, R, ut) ¢aprazlanmg modiil homomorfizminin ¢ekirdegi
olarak tanimlamr. Bunun igin 6ncelikle o, : €' — C,a,.(¢c) =7 -cve ¢, : R —

R, ¢,(r") = rr'olmak iizere,
v: R — M(C,R,p)
ro— (a9

cebir homomorfizmiile.n : C — U(R, C), n(c) = 1, cebir homomorfizmi tanimlanir.

Boylece,
i) Anlc) = A,

= (auo(c), 8, ()
w = yu(c)
it) y(r)on(e)) = (ar,¢) n.(r)

= amn.(r)
= o,(r - c)
= r-(r'-c
= 7 (r-c)
= (1)

n(r-c)(r')

oldugundan (n,7v) : (C,R,u) — A(C, R, ;1) doéniigtimii bir ¢aprazlanmig modiil

homomorfizmi olur. Cekirdegi ise
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Cekn = {ceCn(c)=0}
= {ceC|n. r)=0(r),r € R}
= {ceC|r-c=0,r€ R}
= Anng(R)

Ceky = {reR|1(r)= (o, ¢,) =0}
= {reRla(c)=r-c=0,ceCveq(r)=rr"=0,r € R}
= Anng(C)NAnng(R)

olmak iizere

Cek(n,v) = (Anne(R), Anng(C) N Anng(R), 1)

caprazlanmig modiilii olarak belirlenir. Cek(n,~), (C, R, 1) caprazlanmig modiiliiniin
annihilatorii olarak adlandirilir.ve Ann(C, R, p1) ile gosterilir.
Ann(C| R, 1), caprazlanmig modiil morfizminin ¢ekirdegi olarak tanimlandigin-

dan, (C, R, 1) caprazlanmig modiiliiniin ideali oldugu aciktir.

4.0.1 Sifirlayici (annihilatdr) 6rnekleri
1. I, R de ideal olmak {izere, (I, R, i) ¢aprazlanmg modiiliiniin sifirlayicist,
{iel|r-i=ri=0,r€ R} =1NAnng(R)
ve
{reR|ri=ri=0;icl}n{reR|rr = =0;r€R}=Anng(R)

oldugundan

(I MAnng(R), Anng(R),1)

caprazlanmis modiiliidiir.
2. Ozel olarak, (R, R, Id) ve (0, R,i) caprazlanmis modiillerinin sifirlayicisi,
Amn(R, R, Id) = (RN Anng(R), Anng(R), Id) = (Anng(R), Anng(R), Id)

ve

Ann(0, R,7) = (0N Anng(R), Anng(R),i) = (0, Anng(R), 1)
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seklindedir.
3. C, bir R-modiil olmak iizere, (C, R,0) ¢aprazlanmig modiiliiniin sifirlayicisi,
Amn(C, R,0) = (H°(R,C), Anng(C) N Anng(R),0)
seklindedir. Burada,

0-% R O)=C 2 CYR,0)

c —  OicC
cebir zinciri igin
Cekoy = {c e C | die(r) =r-c=0, her r € Ricin} = Annc(R)
ve Im dy = 0 olup,
Anng(R) = Cekd; = Cekd; /Im 9y = H(R, O)
elde edilir.
4. (R, M(R), 1) caprazlanmig modiiliiniin sifirlayicisi,
{reR| o, -"=0c() =r"=0;0.€ M(R)} = Anng(R)

ve

{o, € M(R)| o, 7" =0,(r")=0 ; her v’ € M(R) igin} =0
{o, e M(R)| 0,0, = 0,0, =0 her o,y € M(R) igin}=Annpr)(M(R))

oldugundan
Ann(R, M(R), 1) = (Anni(R).0 0 Annsgia(M(R)), ) = (Anna(R), 0, 1)
seklindedir.
5. p: C — R orten doniigiimii ile (C, R, ut) gaprazlanmig modiiliiniin sifirlayicisi,

{ceClr-c=uld)-c=de=0,d € C} = Annc(C)
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ve

{rewC)=R|r-c=pld)-c=de=0;¢d €C}In
{reu@)=R[r"=pd)uc") =pdd)=0;cd el}) = pu(Annc(C))

oldugundan

ATLTL(C, R, ,LL) = (Annc(C), ,u(Annc(C’)), N)

olur.
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