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OZET

Bu caligmanin amaci, izoperimetrik teorem adi verilen, c¢evreleri esit, kapal
diizlemsel egrilerden alan1 en biiyiik olanin tespit edilmesidir.
“Aym ¢evre uzunluguna sahip tiim kapahl diizlemsel sekiller arasinda en
bilyiik alana sahip olan ¢cemberdir.”

Baska bir deyisle:

“Aym alana sahip tiim kapah diizlemsel sekiller arasinda en Kkiiciik cevre
uzunluguna sahip olan ¢emberdir.”

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, calisma hakkinda genel bir
bilginin verildigi giris kismina ayrilmistir.

Ikinci béliimde, izoperimetrik teoremin ifadesi ve esitsizligi verilmistir.

Ucgiincii boliimde, Izoperimetrik teoremin yapilmus ilging ispatlarindan drnekler
ortaya konmustur.

Dordiincii boliimde, bazi diizlemsel geometrik sekiller arasinda izoperimetrik
teoremin uygulamalar verilmistir.

Besinci boliimde ise, izoperimetrik teorem ig¢in ortaya koydugumuz kendi
yaklasimimizin ispat1 verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Izoperimetrik teorem, izoperimetrik esitsizlik ve diizgiin

cokgen
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SUMMARY

The aim of this study, is to discuss about Isoperimetric Inequality.

We can state the Isoperimetric Inequality as
“Among all closed-planer regions with the same perimeter, the CIRCLE has the
maximum area.”

In another word;
“Among all closed-planer regions with the same area, the CIRCLE has the minumum
perimeter.”

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, a general introduction
will be given.

In the second chapter, Isoperimetric Theorem and Isoperimetric Inequality will
be stated.

In the third chapter, some interesting proves of the theorem are given.

In the fourth chapter, some application on the planer shapes of the theorem are
discussed.

In the fifth chapter, over original idea about the Isoperimetric Theorem is given.

Key Words: Isoperimetric theorem, isoperimetric inequality and smooth

polygon.
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BOLUM 1

GIRIS

Izoperimetrik esitsizlik oldukg¢a eski bir problemdir. Teoremin ad1 Yunanca’dan gelir.
"isos = ayn1" , "peri = etrafinda" ve "metron = Ol¢li" anlamia gelmektedir. Cevre
( = "peri" + "metron" ) 2-boyutlu kapali bir bolgenin sinir1 boyunca yay uzunlugudur.
Dolayisiyla teorem ayni ¢evre uzunluguna sahip kapali diizlemsel sekiller ile ilgilidir.

Izoperimetrik teorem su sekilde ifade edilebilir :
“Ayni ¢evre uzunluguna sahip tiim kapal diizlemsel sekiller arasinda en biiyiik alana
sahip olan ¢emberdir.”

Baska bir deyisle:

“Ayni alana sahip tiim kapali diizlemsel sekiller arasinda en kiiciik ¢evre uzunluguna
sahip olan ¢cemberdir.”

Teorem M.O 900' lii yillardan beri bilinmektedir. Prenses Dido'nun hikayesinde

(Miller, A., 2000) teorem ile ilgili bir uygulama bulunmustur.

Prenses Dido, simdilerde Liibnan olarak adlandirilan Tyrus dolaylarinda yasiyordu.
Babasinin 6liimiinden sonra erkek kardesi Prenses Dido' yu {ilkesinden sinir dis1 etti.
Prenses de, halki ile birlikte Kuzey Afrika' da bugiin Tunus'un oldugu yerde bulunan
Carthage'e gitti ve buranin hiikiimdar1 King Jambas'dan bir arsa satin almak istedi.
Ancak onlar Dido' nun giiclinden korktuklari i¢in tiim araziyi alacagini diisiindiiler. Kral
Jambas, Prenses’e zekice bir teklif sundu. Buna gore, Dido’ya bir boga verildi ve bu
boganin derisiyle gevreleyebilecegi araziyi alabilecegi sdylendi.

Kralin zekice oldugunu diisiindiigii bu teklifi Prenses kabul etti ve dahiyane bir bulus

ile herkesi sasirtacak bir alan elde etti. Prenses, dncelikle boganin derisini ince seritlere



boldi. Dido, Akdeniz kiyisini bir dogru kabul ederek elde ettigi seridi bu dogrunun iki
ucuna bagladi ve seridi yarim ¢ember haline getirdi. Boylece Prenses, alabilecegi e2n
biiyiik alam elde etti. Hikayeye gore, Prenses Dido 8 ile 32 hektar (1 sek = 10.000m?)
arasi toprak kazandi. Dido, seridi maksimum alan kaplayacak sekilde arsaya yerlestirdi
ve bdylece farkinda olmadan izoperimetrik teoremi ¢ozdii.

Yiizyillar boyunca teorem hakkinda farkli yaklasimlar ve ispatlar verilmistir. Bu
caligmada birkag ispattan bahsedecek, ozellikle 5. boliimde farkli-6zgiin bir yaklasim

sunacagiz.

Eskisehir, 2008 Siikrii Unver



BOLUM 2

IZOPERIMETRIK TEOREM HAKKINDA

2.1 izoperimetrik ifade Ve Esitsizlik

Simdi izoperimetrik teoremin ifadesini ve  izoperimetrik esitsizligi verelim.

(Bogomolny, A., 2005)

ifade 1: Ayn:i cevreye sahip olan biitiin diizlemsel sekiller arasinda en biiyiik alana
sahip olan ¢cemberdir.
ifade 2: Ayn: alana sahip olan biitiin diizlemsel sekiller arasinda en kiigiik cevreye

sahip olan ¢cemberdir.

Tamm 2.1.1 (Izoperimetrik Esitsizlik)

L ve A diizlemsel bir seklin sirayla ¢evresi ve alani olsun.

2
L—247r
A

esitsizligine izoperimetrik esitsizlik denir. Esitlik durumunun sadece ¢ember igin
gecerli oldugu basitce gosterilebilir. Cember igin,L =277 ve A=7xr> esitlikleri

yerine yazilirsa,

A 7 rt

I’ _ (27[1/)2 _an
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Izoperimetrik esitsizligi daha yiiksek boyutlu uzaylara tasiyarak genellestirebiliriz.
Izoperimetrik esitsizligin 3-boyutlu uzayda karsiligi, Sve V ii¢ boyutlu bir cismin

sirastyla ylizey alani ve hacmi olmak tizere,

367V < §°

olarak verilir.

Aslinda [fade 1 in ¢oziimiinde ¢ember elde etmek oldukea tatmin edicidir. Ciinkii
cember yuvarlakligi ile essizdir ve merkezinden gecen her dogruya gore simetriktir.
Cember miikemmel bir sekildir, dolayisiyla da izoperimetrik teoremi saglayabilecek iyi
bir adaydir. Cokgenler ise ¢cemberlere gore daha az diizglin olduklarindan, teoremin

¢Ozlimii i¢in de 1yi bir aday degillerdir.

Cokgenler ailesinde asagidaki bazi temel sonuglar1 verebiliriz.
1- Ayn1 ¢evreye sahip biitlin liggenler arasinda, en biiyiik alana sahip olan eskenar
ticgendir.
2- Ayni ¢evreye sahip biitlin dortgenler arasinda, en biiyiik alana sahip olan karedir.
3- Ozel olarak, ayn1 gevreye sahip biitiin dikdortgenler arasinda, en biiyiik alana sahip
olan karedir.
4- Ayni gevreye sahip diizglin ¢okgenler arasinda en biiyiik alana sahip olan kenar sayisi
fazla olanidir.

Burada verilen bu sonug 5. boliimde verdigimiz ispatimizin temelini olusturmaktadir.
5- Alan verildigi takdirde yukaridaki her ifadenin tersi de gegerlidir.
6- Sabit bir cevreye sahip kapali diizlemsel sekiller arasinda en biiyiik alana sahip olan

dairesel egridir.



BOLUM 3

IZOPERIMETRIK TEOREME FARKLI YAKLASIMLAR

Izoperimetrik teoremin pek ¢ok farkli ispat1 verilmistir. Biz burada birkag ilging ispat

verecegiz.

3.1 izoperimetrik Esitsizligin Temel Ispati

Izoperimetrik teorem, genellikle diizlemde kapal1 bir egrinin ¢evre ve alanini

iligkilendiren bir esitsizlik ile ifade edilir (Dergiades, N., 2002).

Teorem: L, diizlemde kapali bir egrinin ¢evresi ve A da egri tarafindan ¢evrelenen

bolgenin alan1 olmak iizere,

dir.

Ispat :  ABM...Z bir cokgen olmak iizere, cokgen igindeki 40 dogrusu gokgeni
Oyle iki pargaya boler ki ,
(1) AB+BM +..+PQ = %
, A
(2) A(ABM...PQA) = A, olmak lizere 4, 25

sartlarini saglar.



Sekil 3.1

O, AQ nun orta noktasi, M ise ABM..POA nin O ’ya en uzak noktasi, OM = R
olmak iizere (O,R) g¢emberini ¢izelim. 4 ve Q’dan OM ’ye A', Q' noktalariyla
kesisen dikeyler ¢izelim.

Simetriden dolay1 S = A(AA4'MQ'QA) alani, gemberin alaninin yarisina esittir. Yani,

S = LR
2

ABM ...POA ¢okgeninin dis1 cembere degecek sekilde temel kenarlart MN =a, ve

diger kenarlarda 44" ye paralel olacak sekilde paralelkenarlar kurar.
OMN nin yiiksekligi 4, ve MM'NN' paralelkenarinin yiiksekligi d;, olmak iizere,

h;+d, =R

dir.
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Ayrica 4, alani, OA4B,...,OMN,...,OPQ {iggenlerinin alanlarinin toplamina esittir.

Dolayistyla,

A4, = %Zaihi

olur.

A, alany, paralelkenarlarin alani1 olmak {izere,

4, =Zaihi
= Zai(R_hi)

= ZaiR - Zaihi

= RZai —Zaihi

=R§—L¢
bulunur.
A +4,=28
oldugundan,

4+42%ﬂ2

A, =R>=24,

ifadesi yerine konursa,



A1+R£—2A1217zR2
2
R£—AlzlyzR2
2 2

olup gerekli islemler yapilirsa,

aR* —LR+24, <0

L., I’
T(R——)*—(—-24)<0
( 2ﬂ) (47r 1)

elde edilir. Buradan da su sonuca ulasmak miimkiindiir.
L’ > 874, > 474

Sonug olarak,

bulunur.

Cember icin esitsizlik, esitlige doniistiiglinden sabit L ¢evresine sahip biitiin kapali

egriler i¢inde en biiyiik alana sahip olan ¢emberdir sonucuna varilir.



3.2 izoperimetrik Ifadenin Ispati

Bu kisimda da izoperimetrik ifadenin ispatindan bahsedelim (Bogomolny, A., 2005).

Ifade 1: Aymi cevreye sahip olan biitiin diizlemsel sekiller arasinda en biiyiik alana
sahip olan ¢cemberdir.
Ifade 2: Aymi alana sahip olan biitiin diizlemsel sekiller arasinda en kiigiik cevreye

sahip olan ¢cemberdir.

Ispat: [fade 1i A ile ve Ifade 2 yi B ile gosterelim. Oncelikle A nin dogru oldugunu
farz edelim ve B yi ispatlayalim. Bunun i¢in B nin yanlis oldugunu kabul edelim. O
halde verilen bir C ¢emberi ile ayn1 alana ve daha kii¢iik ¢cevreye sahip bir F' diizlemsel

sekli vardir.

Sekil 3.2

Matematiksel olarak,

A(C)=A(F) ve P(F)<P(O)

dir.
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F ile ayni gevreye sahip baska bir D ¢emberini ele alalim. Cemberin ¢evresi ile alan

dogru orantili ve
P(D)=P(F) <P(C)

oldugundan D ¢emberinin alan1 C ¢emberinin alanindan daha kiiciik olur. Yani,

P(D) = P(F)
iken

A(D) < A(F)
olur. Bu ise A ifadesi ile gelisir. O halde;
A= B

dir.

Simdi de B nin dogru oldugunu farz edelim ve A nin da dogru oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in A nin yanlis oldugunu kabul edelim.

O halde verilen bir C ¢gemberi ile ayni ¢cevreye ve daha biiyiik alana sahip olan bir F

diizlemsel sekli vardir.

P(C) = P(F)

iken

A(F) > A(0O)
dir.
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F ile ayn1 alana sahip baska bir D ¢emberini ele alalim. Cemberin gevresi ile alan
dogru orantili ve

A(D)=A(F)=A(C)
oldugundan D ¢emberinin ¢evresi C ¢emberinin ¢evresinden daha biiyiik olur. Yani,
A(D) = A(F)
iken

P(D)>P(F)

olur. Bu ise B ifadesi ile ¢elisir. O halde B dogru iken A da dogrudur.

B =A

dir.

Simdiye kadar A nin ya da B nin dogru oldugunu degil, ancak ikisinin birlikte dogru
ya da yanlis oldugunu gostermis olduk. Boylece asagidaki ispati inceleyelim.

ifade 1 in ispat1: Ispat pek cok basamagi icerir. Oncelikle Ifade I de bahsedilen
sekle ornek olarak asagidaki konveks sekli ele alalim. Sekil 3.3 {izerindeki X ve Y
noktalarindan gecen dogruyu eksen kabul ederek arada kalan pargay1 yansitalim.

/X\/

Y

Sekil 3.3
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Elde edilen ikinci seklin alan1 daha biiyiiktiir. O halde seklin ¢evre uzunlugu
degismedigi halde alani biiyiitiilebilir.

(o

Sekil 3.4

Ispatm ikinci adiminda ise asagidaki lemmay1 ispatlayacagiz.

Lemma 1: S ve T [fade I de ¢bziilen seklin sinir1 iizerinde secilmis 2 nokta olsun ve
cevreyi iki esit parcaya ayirsinlar. O halde ST dogrusu seklin alanini iki esit parcaya

aylIrir.

1
Sekil 3.5
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Ispat: S1T nin alaninin T2S den biiyiik oldugunu varsayalim. ST yi eksen kabul
ederek S1T2 ile ayn1 ¢evreye fakat daha biiylik alana sahip S1T3 elde edilir. Bu ispat
asagidaki sorunun kismen ¢6ziimiinde yeterli olacaktir.
" Verilen bir uzunluga ve ST gibi bir dogru tizerindeki u¢ noktalara sahip olan

biitiin yaylar arasinda en biiyiik alani ¢evreleyeni bulunuz".

Lemma 2: ST dogrusu iizerinde verilen bir uzunluga ve u¢ noktalara sahip biitiin
yaylar diisiinelim. Yay ile dogru arasinda maksimum alana sahip olan bir yarim

¢emberdir.

Ispat: Cemberde ¢ap1 goren gevre ag1 dik agidir, buradan en biiyiik alana sahip olan
yay igine ¢izilen liggenin dik oldugunu gosterilirse, bu yayin bir yarim ¢gember oldugu
ispatlanir. Eger yay icine ¢izilen bu tiggen dik degilse S nin noktalar1 kaydirilarak tiggen
diklestirilir. Boylece yayin bir kisminin yeri degistirilmis olur. Ayrica iki kenar1 verilen
biitiin tiggenler i¢inde en biiyiik alana sahip olan dik ac1 olugturandir. Buradan sekillerde
tarali alanlar degismedigi halde {iggenin alan ve ST dogrusu ile yeni yay arasindaki
toplam alanin arttig1 goriiliir. Oyle ise, verilen egri bir yarim ¢ember olana dek alan her
zaman S ve T yi hareket ettirerek artirilabilir. Bu ise Lemma 2 ile birlikte Ifade 1 i de
ispatlar.

Ancak [fade I in ispat1 bir hatay1 da igerir, ¢iinkii her ii¢ adimda da sartlara uyan bir
sekil oldugunu kabul ettik ve lemmalar1 bu varsayimlar altinda ispatladik. Ayni1 ¢evreye
sahip biitlin diizlemsel sekiller arasinda en biiylik alana sahip bir sekil oldugunu farz
ettik. Bu varsayim altinda bu seklin cember oldugunu ispatladik. H = A gibi bir H
hipotezinin varligina dikkat edelim. Oyle ki A y1 ispatlamak i¢in H nin dogru oldugunu
gostermeliyiz.

Ifade 1 igin optimal bir seklin varlig1 agik degildir. Ornegin, eger Ifade I verilen bir
cevre i¢in en kii¢lik alana sahip olan sekli tantmlamamizi gerektirseydi bunu

gosteremezdik. Ancak bu ispat1 gercekten tamamlamamiz i¢in daha az 6nemli bir
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noktadir. H nin ispat1 ise oldukga basit fakat Calculus un temel elemanlarini

gerektirmektedir.

3.3 Kosiniis Teoremi Yardimn Ile ispat

Simdi yapacagimiz ispatin pek ¢ok basamagi vardir. Bu ispat (Millennium

Mathematics Project, 2002) den alinmustir. Ispata bir biiyiik varsayimla baslayalim:

“Ayni ¢evreye sahip tiim diizlemsel sekiller arasinda en biiyiik alana sahip olan bir
sekil kesinlikle vardir.”

I. Adim : Asagidaki iki egriyi ele alalim. Soldaki egri konveks bir egridir, dyle ki
egri i¢inden alinan herhangi iki noktay1 birlestiren dogru yine egri i¢cindedir. Sagdaki
egri ise bu sart1 saglamadigindan konveks degildir.

Ispati birinci adiminda gevreler esit iken maksimum alana sahip olan seklin

konveks oldugu gosterecegiz.

A , B

Sekil 3.6

Yukarida gosterildigi gibi konveks olmayan bir sekil alalim. Seklin C ve D noktalarinda
gecen bir AB dogrusu ¢izelim. C ve D arasinda kalan egri pargas1 yansitilirsa, ayni
cevreye sahip yeni bir sekil elde edilir. Ancak bu yeni seklin alan1 artmig olur. Bu islem

sekil konveks olana kadar tekrar edilebilir. Boylece su sonuca varilir:
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“Verilen bir ¢evre i¢cin maksimum alana sahip olan sekil konvekstir.”

Sekil 3.7

2.Adim: Bu adimda ise maksimum alana sahip olan seklin ¢apina gore simetrik
oldugunu gosterecegiz. Herhangi bir S konveks seklini ve seklin ¢evresi lizerinde bir A
noktasini alalim. A dan yarim ¢evre uzakliginda bir B noktast daha alalim ve bu
noktalari birlestirelim. Boylece AB dogrusu S seklini ayn1 ¢evreye sahip olan Sl ve S2
gibi iki pargaya bdlen bir ¢ap olur.

A

Sekil 3.8

Varsayalim ki S1 in alan1 S2 nin alanindan daha biiyiik olsun. Yukaridaki sekildeki

gibi S1 i yansitalim. Olusan yeni sekil AB ¢apina gore simetriktir ve toplam alani
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2S81>S1+S2=S

dir. S1 ve S2 ayni ¢evrelere sahip oldugundan bu iki seklin ¢evreleri de birbirine esittir.
Ancak simetrik olan seklin alan orjinal seklin alanindan biiytiktiir. A, S seklinin gevresi
tizerinde herhangi bir nokta oldugundan, su genellemeye varilir:

“En biiyiik alana sahip olan sekil, ¢capina gore simetrik olmalidir.”

3. Adim: Bu adimda ise ACB agisinin dik ag¢1 olmak zorunda oldugunu gosterecegiz.
S, AB capina gore simetrik olan bir sekil ve C, ¢evre iizerinde herhangi bir nokta ve
D de AB dogrusuna gore onun yansimasi olsun ( 0yle ki D noktasi da AB simetri
dogrusu oldugundan ¢evre iizerinde olmalidir). Boylece sekil ACBD gibi bir ugurtma

sekli ve P, Q ve simetrikleri olan P' ve Q' pargalari olusturur.

Sekil 3.9

Parcalar degisik sekiller verecek sekilde dayanak noktalarindan hareket ettirilebilirler.
Ancak her birinin gevresi orijinal seklin ¢evresine esittir. Tiim bu sekillerin alan1 P, O,
P', Q' pargalarinin hareket ettirilmesiyle olusan ugurtma seklinin alani ve alanlarinda
bir degisiklik olmayan dort parganin alanlarinin toplamina esittir. ACBD nin alani ise
ACB degisken agisinin dlgiimii ile hesaplanir.

ACB agisina 0 diyelim dolayisiyla,
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A(ACBD) = a.b.sin @

ya esit olur. Bu alan ise ancak sin @ nun maksimum olmasi ile maksimum olur ki bu da

a ve b degismediginden & :% veya @ =90 olmasi ile miimkiindiir. Sonug olarak:

“Maksimum alana sahip olan sekil, 90° lik ACB gibi bir a¢i ile elde edilir.”

4. Adim: Simdiye kadar verilen bir ¢evre i¢in en biiyiik alana sahip olan seklin,
asagidaki 6zeliklere sahip oldugunu gordiik:
1) Konvekstir,
2) Bir ¢apa gore simetriktir,
3) Seklin ¢evresi iizerinde herhangi bir nokta ve bir ¢ap ile
olusturdugumuz iiggende ¢ap1 goren ¢evre a1 diktir.

Bunlar da bize bu seklin gember olmak zorunda oldugunu verir.

Sekil 3.10

C dik ag1s1 olmak tizere ACB dik iicgenini ele alalim. 4B istedigimiz gibi captan
geesin. | AB| = 2r, |AC|=a,|BCl|=b ve ABC agis1 ¢ olmak iizere kolayca

trigonometrik bagintilardan, a = 2rsin¢g ve b = 2rcos¢ dir.
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a=2rsing

Sekil 3.11

O, AB nin orta noktasi ve | AO |=| BO |=r olsun. ACB etrafindaki egrinin dairesel

oldugunu gostermek i¢in| OC |= r oldugunu gostermeliyiz. Asagida gosterilen kosiniis

teoreminim BOC iiggenine uygulanirsa,
|OC|* =1 +(2rcos@)’ —2-2rcos¢-rcosgd
=7’ +4r°cos’ g—4r’cos’ ¢

:}/‘2

dir. Yani | OC |= r dir. Sonug olarak en biiylik alan1 veren sekil cemberdir.

3.4 Cubuk ve Yay Yardimyla Ispat
Problem: L uzunluguna sahip bir yayin her iki ucu S uzunluguna sahip bir ¢ubuga

baglansin. Bu sekilde olusan biitiin diizlemsel bolgeler arasinda en biiyiik alana sahip

olani bulunuz.

Céziim: S > 0 i¢in problemi bilinen bir hale getirmeye calisalim. Oncelikle cubugu
x-eksenine paralel olacak sekilde yerlestirelim. Cubugun ug¢ noktalari, gubugun seklini

belirler. Yay pek c¢ok sekil alabileceginden, verilen bir ¢evre ile yay cubugun ug

noktalarina birlestirilirse keyfi bir egri olusur ( Sekil 3.12).
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Sekil 3.12

Olusabilecek sekillerden biri ise, bir daire pargasi ile gubugu igeren dairesel bir

yaydir (Sekil 3.13).

Sekil 3.13

Sekil baska bir daire parcasi ile tamamlanirsa, Sekil 3.14 elde edilir.

Sekil 3.14
Ote yandan ayni daire pargasi keyfi olarak olusturulan baska bir sekle eklenirse

Sekil 3.15 elde edilir.



20

NS

Sekil 3.15

Agikga goriiliiyor ki Sekil 3.14 deki gember ayni1 ¢evreye sahip tiim egriler iginde en
bliylik alana sahip olandir. Aymi daire pargasi her iki sekilden de ¢ikarilirsa su sonuca
varilir. Yay ve ¢ubuk yardimiyla olusturulan alan, Sekil 3.13 deki gibi ¢embersel bir

yay ile maksimum olur.
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BOLUM 4

BAZI DUZLEMSEL SEKILLERIN CEMBER iLE KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde bazi1 diizlemsel sekillerle ¢emberin kiyaslanmasi yapilacaktir. Burada

¢oOziilen problemler genellikle (Kara, E. T., 2005) yliksek lisans tezinden alinmistir.

Problem 4.1: Eskenar {iggenin ¢evresi ile ¢emberin c¢evresi esit olsun. Cemberin

alaniin eskenar iiggenin alanindan biiyiik oldugunu gdsteriniz.

Coziim 4.1: Eskenar ticgenin kenarlar1 a ve ¢gemberin yarigap1 7 olsun.

P(U) = 3a
P(C)=2xr
P(U) =P(C)

olsun .
O halde » = ;_a dir. Simdi alanlarin1 kiyaslayalim.

T
A(C) - AT = mz—*/i"z

9q° _\/gaz

Vs
4r’ 4

a—z(g—x/g)>0
4

Yani, A(C)> A(U) dir.

Problem 4.2: Eskenar iicgenin alani ile ¢emberin alani esit olsun. Cemberin

cevresinin eskenar ticgenin g¢evresinden kiigiik oldugunu gdosteriniz.
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Coziim 4.2:
2 \/gaz
Tro =
4
2
2o 3a
4

Simdi ¢evreleri kiyaslayalim.

PO - 90" —4r
4 «

= a>(9—+/37)>0
olur.

O halde, P(C)<P(U) dir.

Problem 4.3: Dikdortgenin c¢evresi ile ¢emberin g¢evresi esit olsun. Cemberin

alaniin dikddrtgenin alanindan biiyiik oldugunu gosteriniz.

Coziim 4.3:
P(D) =P(C)
2nr=2(a+Db)
a+b
=
T

Simdi alanlar1 kiyaslayalim.

A(C)-A(D)= nr’—ab

(a+b)’

2
T

ab

= T
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_ (a+b)’ —7zab>

0
s
olur.
Buradan, A(C) > A(D) dir.
Lemma :
(a— b)2 >0

a®—2ab+b*>>0
a®+b*>2ab
2> 7—2 oldugundan,
a® +b*>2ab > (r—-2)ab
a* +b*>(r—2)ab
a’ +b*>mab—2ab
(a+b)’ >rab

Problem 4.4: Cemberin ve dikdortgenin alanlari esit olsun. Cemberin ¢evresinin

dikdortgenin gevresinden kiigiik oldugunu gosteriniz.

Coziim 4.4:

A(C) = A(D) olsun

zrt =ab
ab
r=,—
T

Simdi ¢evreleri kiyaslayalim.

[P(D)I” = [P(O)]* =[2(a+b)]" - (277)’



24

=4[(a+b)’ - 7° “—b]
T

=4(a+b)’ —rab]>0

Boylece, P(D) > P(C) dir.

Problem 4.5: Cember ile karenin ¢evreleri esit olsun. Cemberin alaninin karenin

alanindan biiylik oldugunu gosteriniz.

Coziim 4.5:

P(C)=P(K) olsun.

2xr =4a
2a
r=—
T

Simdi alanlar1 kiyaslayalim.

AC)-AK)=rxr’-a’

4q° )
=T——a

T
=a2(i—1)>0

T

O halde, A(C)> A(K) dir.

Problem 4.6: Cemberin alani ile karenin alani1 esit olsun. Cemberin ¢evresinin

karenin ¢evresinden kiicliik oldugunu gosteriniz.



Coziim 4.6:

A(C)=A(K) olsun.

Simdi ¢evrelerin karelerini kiyaslayalim.

[P(K))” ~[P(O)]* = (4a)* -~ (27 1)’

2
—16a’ —4r2 %
T
—4a>(4—7)>0

Dolayisiyla, P(C)<P(K) dir.

Problem 4.7: Cember ile diizgiin altigenin ¢evreleri esit olsun. Cemberin alaninin

diizgiin altigenin alanindan biiyiik oldugunu gosteriniz.

Coziim 4.7:

P(C)=P(A) olsun.

Simdi alanlar1 kiyaslayalim.

AC)-A(A) =nr® —%az

92> 33 ,
-——a
? 2
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=3a2(2—£)>0
T 2

Buradan, A(C)> A(A4) dir.

Problem 4.8: Cember ile diizgiin altigenin alanlar1 esit olsun. Cemberin ¢evresinin

diizgilin altigenin ¢evresinden kii¢lik oldugunu gdésteriniz.

Coziim 4.8:

A(C) = A(4) olsun.

Simdi ¢evrelerin karelerini kiyaslayalim.

[P(O)]* —[P(A)] = (27 r)? —(6a)
=4r Zﬁ —36a’
27

=3a’ (237 -12) <0

Yani, P(C)< P(A4) dir.

26
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BOLUM 5

FARKLI BiR YAKLASIMLA TEOREMIN ISPATI

Bu boliimde, simdiye kadar yapilan ispatlardan farkli olarak kendi yaklasimimizi

ortaya koyacagiz. Teorem 5.2 ile verilen;

“Diizgtiin ¢okgenlerin ¢evre uzunluklari sabit kalmak sartiyla, kenar sayisi

artirtldik¢a alant biiyiir”

ifadesinin ispatin1 verecegiz. Cokgensel yaklasim adin1 verebilecegimiz bu yaklasimda
oncelikle diizgilin ¢okgenler i¢in genel bir alan formiilii ortaya koyup, ispat1 yapilacaktir.
Daha sonra ¢evre uzunlugu sabit kalmak iizere diizglin ¢cokgenlerin kenar sayis1 arttikca
alaniin bliytidiigl ispatlanacaktir.

Simdi Teorem 5.2 igin elde ettigimiz diizgiin ¢okgenler i¢in alan formiiliinii verelim.
5.1 Diizgiin Cokgen icin Bir Alan Formiilii

Teorem 5.1: Sonlu n € IN sayisi i¢in kenar uzunlugu a br olan diizgiin bir n -genin

alani,

n.a’ 180

A(C) = 1 Cot(7)

olur.

Ispat 5.1: Diizgiin gokgenimiz, 4,4,...4, ve gevrel gemberin merkezi O olsun.

Sekil 5.1
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|O4, |5 OA, |=...= O4, |=r diyelim. Diizgiin cokgenimizde »n tane, birbirine es olan
OA 4, , OA,A4,,..., OA,_A,_, Uggenleri olusturalim. Bahsedilen ikizkenar iiggenlerden

birinin alanini bulalim.

4, a A,
r r
0
0
A(A4,04,)= %r-rsin@ dir. (1)

Buradaki tepe agis1 igin 6 = 360 diyebilecegimiz agiktir.
n

Bu iicgende siniis teoremini uygulayalim.

r _ a
sin90— &y sind
2
0
acos—
- =2
sin @
acos—
= r=

. 6 0
2sin—cos—
2 2



Buldugumuz bu ifadeyi (1) esitliginde yerine yazalim.

A(A4,04,)=L. ¢

sin @
2sin— 2sin—

1 a’ . 0 0
= -2sin—cos—
4sin® —
(4
_i. cos 5
4 . 0
sin —
= —zcotg
2
0= 360 oldugu diistiniiliirse
n
a® 180
A(A,04,) =—cot—
n
O halde,

2
A(AAA,A) =n- o180
n

2

n.a 180
co

n
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bulunur.
Bu asamadan sonra izoperimetrik teorem i¢in kendi diislincemizi ortaya koyabiliriz.
Bizim burada yapacagimiz, asagidaki teoremin dogrulugunu kanitlamak olacaktir.

5.2 Cokgensel Yaklagimla Ispat

Teorem 5.2 : Diizgiin cokgenlerin ¢evre uzunluklar sabit kalmak sartiyla, kenar

sayis1 artirildikca alani biiyiir.

Ispat 5.2: C: 4, 4,...4, diizgiin n-genimizin bir kenar uzunlugu a olsun.

Cyr: A4/4,...4,,, dizgin ( n+1 )— genimizin bir kenar uzunlugu b olsun.

Sekil 5.2

P(C,)=P(C,) i¢cin A(C,) < A(C,) oldugunu gosterecegiz.

P(C)) =P(C,)
na=mn+1)-b
polta (2)

n+l1



2
AG) =" ot
4 n
2
A(C,y = Db 180

4 n+l1
A(C))<A(C,) olmalr:

(n+1)b> 180 na> 180
cot - cot >0
4 n+l 4 n

esitsizliginde (2) esitligini kullanalim.

na _,
(n+1D(—) 2
ntl cot 180 _ na cot180>0
4 n+l1 4 n
n*a’ 180 na® 180
cot — cot >0
4n+1) n+1 4 n
na’_ n 180 180
cot —cot—]>0
4 n+1 n+l1 n
2 ncot(ﬂ)—(n+l)cot(@)
na n+l1 n
[ 1>0
4 n+l1
na’

180 180
2t D) [n cot(ﬁ) —(n+1) cot(7)] >0

Bu esitsizligin dogru olmasi,
n cot(&) —(n+1) cot(@) >0
n+1 n

olmasma baghdir.

Bu esitsizligin dogrulugunu matematiksel program MAPLE yardimiyla asagidaki

sekilde verebiliriz:

31
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n>3 olmak iizere,
F(n)=n cot(ﬁ) —(n+1) cot(@)
n+1 n
fonksiyonunun grafigini Maple programina cizdirirsek, asagidaki

grafikle karsilasiriz.

>A:=n*cot (Pi/ (n+1)) - (n+1) *cot (Pi/n) ;

A:chot(nzlj—(n+l)cot(:]

>plot(A,n=3..33);
0.7

I:I.E-:
D.E-:
D.d-:
I:I.3-:
D.E-:

0.1+
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Grafikten de agikga goriildiigii tizere F' fonksiyonunun degerleri hep pozitiftir. Bu
ise teoremin dogru oldugunu kanitlar. Bu noktadan sonra teoremi ifade edersek diizgiin
cokgenin ¢evresini degistirmeden kenar sayisi1 artirildiginda alani biiyiir.

Sonug olarak sunu soyleyebiliriz:

“Kenar sayisi sonsuza gotiiriildiigii zaman diizgiin ¢okgenimiz en miikemmel sekil

olan ¢cember olacaktir.”
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