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BÖLÜM 1 

 
 

 
GİRİŞ 

 

 Gecikmeli diferansiyel denklemler, doğal olarak meydana gelen salınımlı 

sistemler gibi,  fiziksel, biyolojik ve sosyolojik süreçleri modellemek için kullanılır. İlk 

olarak 1942 yılında Minorsky [1], kendinden uyartımlı salınımlı dinamik sistemleri 

modellemek için kullanılan histerodiferansiyel denklemler fikrini tanıtmıştır. Minorsky,  

öz salınımlar gibi bazı doğal fenomenlerin gecikmeli zamana bağımlı olan bir eylemi 

tarif eden bir gecikmeli dinamik sistemi [2] tanımlayan bir hareket veya eylemin 

öncesinden etkilenmiş olabileceği önerisini ortaya atmıştır. Ayrıca, Minorsky bir 

kontrol sistemi içinde kendi kendini uyarmayı modelleme yeteneğinden dolayı bu 

sistemlerin önemini açıklamıştır. 

g  bir dış kuvvet olmak üzere; fiziksel sistemler genelde gecikmeli sönüme sahip 

 

( ) ( ) ( ) ( )tgtbxtxKtx =−+′+′′ τ                                                                                     (1.1) 

 

ve gecikmeli kuvvete sahip 

 

( ) ( ) ( ) ( )tgtbxtxKtx =+−′+′′ τ                                                                                      (1.2) 

 

sistemleriyle sınıflandırılır. Minorsky (1.1) ve (1.2) modellerini gemilerdeki 

stabilizasyon sistemlerini [3] çalışmak için kullanmıştır. Hareketli denge ağırlığı ile bir 

geminin hareketini kontrol etmeyle ilgili olan bu çalışmasında gecikme (denge 

ağırlığının yeniden ayarlanmasını temsil eden zaman) içeren bir realist matematiksel 

model yapmış ve gecikme çok büyükse hareketin salınımlı olduğunu gözlemlemiştir. 
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Bir adi diferansiyel denklem, şimdiki zamanda geleceği öngören denklemdir. 

Gecikmeli diferansiyel denklem ise şimdiki zamanın ve geleceğin bir biçimde geçmişe 

bağlı olduğu denklemdir. Bir adi diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin 

derecesi sonlu iken bir gecikmeli diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin 

derecesi sonsuzdur. Gecikmeli diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin 

derecesinin sonsuz olması çözümde kendinden uyartımlı salınımlar gibi farklı çözüm 

davranışlarını destekleyen sonsuz sayıda öz değer olmasını sağlar. Gecikmeli 

diferansiyel denklemlerin bu özelliği, fiziksel kontrol sistemlerinin modellenmesinde 

bu denklemlerin kullanımına büyük avantaj sağlar. 

 Minorsky, fiziksel sistemlerde salınımlı fenomen modellemek için bir temel 

atmıştır. Onun bu konu üzerine araştırmalarından birçok fiziksel ve biyolojik sürecin 

modellenmesinde kullanışlı olan gecikmeli dengeleyici kuvvete ve gecikmeli sönüme 

sahip gecikmeli diferansiyel denklem modelleriyle tanışmış olduk. 

 Hutchinson, 1948’de bir dairesel nedensel sistemin dinamiğini tanımlayan 

gecikmeli lojistik sistem olarak bilinen bir gecikmeli diferansiyel denklem modeli 

geliştirmiştir [4]. Bir nedensel sistem, çıktının şimdiki veya geçmiş girdiye bağlı olduğu 

bir sistemdir.  Bir dairesel nedensel sistem ise sistem yok olmasın diye farklı oranlarda 

ve sıklıkta sistemin bir parçasının diğerini etkilediği biçimde değişen nedensel bir 

sistemdir.  Konak-parazit ilişkisi [5], bir parazit konak popülasyonunun gelişimini 

zorlayıcı bir şekilde değiştirmeden veya konağı öldürmeden yaşam döngüsünü 

tamamlayabileceği için konak popülasyonu var olmaya devam edeceğinden ekolojik 

dairesel nedensel sisteme bir örnektir. Bu modeldeki gecikme,  büyüyen bir 

popülasyondaki gebelik periyodu veya bir parazitin yaşam döngüsü gibi modellenebilen 

ve sürecin doğal olarak meydana geldiği çeşitli özelliklerini temsil eder. 

20. yüzyılda, 1950'lerde gecikmeli denklemler teorisi üzerine araştırmalar artmış 

ve araştırmacıların ilgisi ile hızlı bir gelişme kaydedilmiştir. Özellikle adi gecikmeli 

diferansiyel denklemler üzerine yapılan çalışmalar günümüzde de etkin bir şekilde 

gelişmeye devam etmektedir [6-10]. Gecikmeli denklemlerin nümerik çözümleri 

üzerine daha çok adi diferansiyel denklemlerde çalışılmıştır [11-15]. Bazı yazarlar 

gecikmeli adi diferansiyel denklemlerin kararlılığını çalışmışlardır [16-22]. Adi 

gecikmeli diferansiyel denklemler üzerine çalışmalar aktif olarak devam etmesine 

rağmen kısmi gecikmeli diferansiyel denklemlerle çalışan az sayıda bilim adamı vardır. 
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Kısmi gecikmeli denklemler için farklı tipte problemler, operatör yaklaşımı 

kullanılarak çözülmüştür. A. Ashyralyev ve P.E. Sobolevskii, parabolik tipte lineer 

kısmi diferansiyel denklemler için başlangıç değer problemini göz önüne almışlar ve 

probleminin kararlılığı için gerekli koşullardan daha kuvvetli varsayımlar altında 

kararlılık eşitsizlikleri kanıtlamışlardır. Gecikmeli parabolik tipte denklemler için 

başlangıç değer probleminin yaklaşık çözümünde birinci ve ikinci basamaktan 

doğruluklu fark şemaları çözümlerinin kararlılık kestirimlerini vermişlerdir [23-24]. 

D.B. Gabriella, sınırsız gecikme operatörleri içeren Banach uzaylarında değerler 

alan gecikmeli denklemleri çözmek için ekstrapolasyon uzaylarını kullanmıştır.  

Gabriella, abstract yarı lineer gecikmeli denklemlerin bir sınıfı için kuvvetli ve zayıf 

çözümlerin varlığını araştırmıştır [25].  

Daha çok çözümün karakteri üzerine bazı çalışmalar yapılmıştır [26-30]. 

Y.Liang, T.J. Xiao bir Banach uzayında sonsuz gecikme içeren fonksiyonel diferansiyel 

denklemler için Cauchy probleminin çözülebilirliğini incelemişlerdir [31]. S. Ahmad, 

M. Rama Mohana Rao ve Y. Zhang gecikmeli denklemlerin kararlılığını çalışmışlardır 

[32-33]. Feng ve Lu asimptotik davranış üzerine araştırma yapmış [34], J. Yang, C.Y. 

Wang, J. Li, Z.J. Meng nötral hiperbolik gecikmeli denklemlerin salınımı için gerekli 

ve yeterli koşulu göz önüne almıştır [35]. M.El-Borai ve F.K.Asaad yüksek mertebeden 

gecikmeli parabolik diferansiyel denklemlerin Cauchy probleminin çözümünün varlık 

ve tekliği üzerine çalışmıştır [36]. C.V. Pao, üst ve alt çözüm metodunu kullanarak 

lineer olmayan gecikmeli parabolik sistemleri incelemiştir [37]. 

Analitik çözümleri ifade edilebilen az sayıda gecikmeli diferansiyel denklem 

vardır. Gecikme teriminin varlığı gecikmeli diferansiyel denklemlerin teorik analizinin 

yapılmasını zorlaştırır. Bu durumda nümerik metotlar bu açığın kapatılması için 

gereklidir. Nümerik metotların sistematik olarak çalışılması Barwell ‘in 1975’te P-

kararlılık ve GP kararlılık kavramlarını tanıtmasından sonra başlamıştır [38]. Yirminci 

yüzyılın son on senesinde nümerik metotları kullanarak gecikmeli denklemler üzerine 

yapılan çalışmalar en üst düzeye çıkmıştır. 1990’da Liu ve M.N. Spijker, gecikmeli 

diferansiyel denklemlerde θ -metodunun kararlılığını çalışmışlar ve birçok sonuca 

ulaşmışlardır [39]. Z.Jackiewicz ve B.Zubik-Kowal, lineer olmayan gecikmeli kısmi 

denklemler için Chebyshev spektral kollokasyon ve dalga biçimi relaksasyon 
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metotlarını araştırmışlardır [40]. Ferreria, Hutchinson denkleminin özel durumu olan 

lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemi çalışmıştır [41]. 

Bu çalışmada gecikmeli parabolik 
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denklemi için Neumann tipi sınır koşullu başlangıç ve sınır değer problemi çalışılmıştır.  

          İkinci bölümde  değişkenlerine ayırma ve Fourier serileri metodu kullanılarak 

denklemin analitik çözümü bulunmuştur.  

           Üçüncü bölümde aynı denklemin çözümünü bulmak için Laplace dönüşüm 

metodu kullanılmıştır.  

           Dördüncü bölümde Liao [42] tarafından tanıtılan homotopi analiz metodu 

(HAM) kullanılarak denklemin yaklaşık çözümü bulunmuş, metotta yakınsaklık kontrol 

parametresi olan 1−=  alındığında problemin tam çözümü elde edilmiştir. 

 Beşinci ve son bölümde ise fark şemaları metoduyla bulunan [43] birinci 

basamaktan doğruluklu fark şemasının nümerik çözümleri ile aynı noktalar göz önüne 

alınarak HAM ile bulunan yaklaşık çözümler karşılaştırılmıştır.  Bu karşılaştırma 

yapılırken MATLAB 7.0  programı kullanılmıştır. Sonuçlar tablolarla verilmiştir.  
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BÖLÜM 2 

 
 

 
GECİKMELİ PARABOLİK BİR DENKLEM İÇİN 

NEUMANN TİPİ SINIR KOŞULLU BAŞLANGIÇ VE 

SINIR DEĞER PROBLEMİNİN DEĞİŞKENLERİNE 

AYIRMA VE FOURIER SERİLERİ METODU İLE 

ÇÖZÜMÜ 
 

 

Bilindiği gibi, bir lineer parabolik diferansiyel denklemin analitik çözümü,  Fourier 

serileri, Laplace dönüşüm ve Fourier dönüşüm metotları kullanılarak bulunabilir. Bu 

çalışmada gecikmeli parabolik 

 


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t                                    (2.1)      

denklemi için Neumann tipi sınır koşullu başlangıç ve sınır değer problemi çalışılmıştır. 

Öncelikle bu problemin çözümü için değişkenlerine ayırma ve Fourier serileri metodu 

kullanılacaktır.  

[ ]1,0∈t  için [ ]0,11 −∈−t  olduğundan xextu t cos),1( )1( −−=−  fonksiyonu, (2.1) 

denkleminde yerine yazılırsa parabolik denklem için 

[ ]







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
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π
π

π

                                 (2.2)    

Neumann tipi sınır koşullu başlangıç ve sınır değer problemi elde edilir. (2.2) 

problemini çözmek için ( )xtu , ’i  
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   ( ) ( ) ( )xtwxtvxtu ,,, +=                                                                                              (2.3) 

biçiminde iki fonksiyonun toplamı olarak yazarız. Bu durumda (2.2) probleminin 

çözümü 

[ ]













∈==
≤≤=

<<≤≤=
∂

∂
−

∂
∂

1,0,0),()0,(
,0,cos),0(

,0,10,0),(),(
2

2

ttvtv
xxxv

xt
x

xtv
t

xtv

xx π
π

π

                                                            (2.4)                                                          

ve 

[ ]













∈==
≤≤=

<<≤≤=
∂

∂
−

∂
∂ −−

1,0,0),()0,(
,0,0),0(

,0,10,cos)1,0(),(),( )1(
2

2

ttwtw
xxw

xtxe
x

xtw
t

xtw

xx

t

π
π

π

                                     (2.5)                                                            

problemlerinin çözümlerinin toplamını verir. Öncelikle (2.4) problemini çözelim. 

Değişkenlerine ayırma metoduyla 

( ) ( ) ( ) 0, ≠= xXtTxtv  

biçiminde tanımlayıp denklemde yerine yazarsak 

( ) ( ) ( ) ( ) 0=′′−′ xXtTxXtT  

veya 

( )
( )

( )
( ) λ=
′′

=
′

xX
xX

tT
tT                                                                                                         (2.6)                                                                

bulunur. (2.6) eşitliğinden 

( ) ( )
( ) ( )




=′=′
=−′′

00
0

π
λ
XX

xXxX
                                                                                                    (2.7) 

denklemi elde edilir. Çözümü bulabilmek için λ ’nın aldığı değerlere göre üç durum 

söz konusudur. 

i)  02 >= µλ  için sadece aşikar çözüm vardır.  

ii) 0=λ  için c  herhangi bir sabit sayı olmak üzere; ( ) cxX =  çözümü elde edilir. 

iii) 02 <−= µλ  için µ ’nün +∈= Zkk,µ  ve çözümün  

( ) ,....2,1,sincos =+= kkxdkxcxX kkk  

biçiminde olduğu görülür. (2.6) eşitliğinden 
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( ) ( ) 02 =−′ tTktT                                                                                                          (2.8) 

denklemi yazılır. Bu denklemden  

( ) tk
kk eCtT

2−=  

çözümü bulunur. Böylece kkk Cca = , kkk Cdb =  olmak üzere;    

( ) ( )∑
∞

=

−+=
1

2

sincos,
k

tk
kk ekxbkxaxtv                                                                            (2.9)                                     

bulunur.  

π≤≤= xxxv 0,cos),0(  

başlangıç koşulu kullanılırsa 

( ) xkxbkxa
k

kk cossincos
1
∑
∞

=

=+  

eşitliğinden 

2,0,11 ≥== kaa k  

1,0 ≥= kbk  

katsayıları elde edilir. Katsayılar, (2.9) çözümünde yerine yazıldığında (2.4) 

probleminin çözümü 

( ) xextv t cos, −=                                                                                                         (2.10)                                                

bulunur. (2.5) probleminin çözümünü elde etmek için  

∑
∞

=

=
1

cos)(),(
k

k kxtAxtw                                                                                             (2.11) 

serisini göz önüne alalım.  

π≤≤= xxw 0,0),0(                                                                                                 (2.12) 

başlangıç şartı kullanılarak 

0cos)0(
1

=∑
∞

=k
k kxA  

olduğundan 

0)0( =kA ,  1≥k  

elde edilir. (2.11) seri çözümü (2.5) probleminde yerine yazılırsa 

∑∑
∞

=

−−
∞

=

=+
1

)1(2

1

' cos)1,0(cos)(cos)(
k

t
k

k
k xekxtAkkxtA  

yani 
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[ ]∑
∞

=

−−=+
1

)1(2' cos)1,0(cos)()(
k

t
kk xekxtAktA  

bulunur. { }∞=1cos kkx  kümesi ortogonal bir küme olduğundan (2.12) başlangıç koşulu 

kullanılarak  







≥==+

==+ −−

2,0)0(,0)()(

,0)0(,)1,0()()(
2'

1
)1(

1
'
1

kAtAktA
AetAtA

kkk

t

 

 

Cauchy problemleri elde edilir. Bu problemlerin çözümlerinden                                 

∫ −−−−− +=
t

sstt dseeAetA
0

)1()(
11 )1,0()0()( ∫ −−=

t
st dse

0

)( )1,0( te t )1,0()1( −−= ete t )1,0(−=                                                               

ve 

2,0)( ≥= ktAk  

bulunur.  Katsayılar, (2.11) çözümünde yerine yazılırsa  

xetextw t cos)1,0(),( −=                                                                                             (2.13) 

bulunur. Sonuç olarak (2.3) eşitliğinden (2.2) problemin çözümü 

( ) { } 10,cos)1,0(1, ≤≤+= − txteextu t                                                              (2.14) 

 biçiminde bulunur. 

[ ]2,1∈t   için [ ]1,01∈−t  olduğundan { } xteextu t cos)1()1,0(1),1( )1( −+=− −−  

fonksiyonu, (2.1) denkleminde yerine yazılırsa parabolik denklem için  

{ }

{ }
[ ]













∈==
≤≤+=

<<≤≤

−+=
∂

∂
−

∂
∂

−

−−

2,1,0),()0,(
,0,cos)1,0(1),1(

,0,21

,cos)1()1,0(1)1,0(),(),(

1

)1(
2

2

ttutu
xxeexu

xt

xtee
x

xtu
t

xtu

xx

t

π
π

π                                         (2.15)    

Neumann tipi sınır koşullu başlangıç ve sınır değer problemi elde edilir. (2.15) 

problemini çözmek için ( )xtu , ’i (2.3) biçiminde yazarız.  Buradan (2.15) probleminin 

çözümü 
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{ }
[ ]














∈==
≤≤+=

<<≤≤=
∂

∂
−

∂
∂

−

2,1,0),()0,(
,0,cos)1,0(1),1(

,0,21,0),(),(

1

2

2

ttvtv
xxeexv

xt
x

xtv
t

xtv

xx π
π

π

                                                           (2.16) 

ve 

{ }

[ ]













∈==
≤≤=

<<≤≤−+=
∂

∂
−

∂
∂ −−

2,1,0),()0,(
,0,0),1(

,0,21,cos)1()1,0(1)1,0(),(),( )1(
2

2

ttwtw
xxw

xtxtee
x

xtw
t

xtw

xx

t

π
π

π

         (2.17)                             

problemlerinin çözümlerinin toplamını verir. (2.16) problemini değişkenlerine ayırma 

ve Fourier serileri metoduyla çözelim. [ ]1,0∈t  aralığındaki işlemleri tekrarlarsak (2.9) 

çözümünü elde ederiz. 

{ } π≤≤+= − xxeexv 0,cos)1,0(1),1( 1  

başlangıç koşulu kullanılırsa                                            

( ) { } 1

1
cos)1,0(1sincos

2 −
∞

=

− +=+∑ xeeekxbkxa
k

k
kk  

eşitliğinden 

2,0,)1,0(11 ≥=+= kaea k    

 1,0 ≥= kbk   

katsayıları elde edilir. Katsayılar, (2.9) çözümünde yerine yazıldığında (2.16) 

probleminin çözümü 

( ) { } xeextv t cos)1,0(1, += −                                                                                         (2.18) 

bulunur. (2.17) probleminin çözümünü elde etmek için (2.11) seri çözümünü göz önüne 

alalım.  

π≤≤= xxw 0,0),1(                                                                                                 (2.19) 

başlangıç şartı kullanılarak 

0cos)1(
1

=∑
∞

=k
k kxA  

olduğundan 

0)1( =kA ,  1≥k  
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elde edilir. (2.11) seri çözümü (2.17) probleminde yerine yazılırsa     

{ } xteekxtAkkxtA t

k
k

k
k cos)1()1,0(1)1,0(cos)(cos)( )1(

1

2

1

' −+=+ −−
∞

=

∞

=
∑∑  

Yani                      

[ ] { }∑
∞

=

−− −+=+
1

)1(2' cos)1()1,0(1)1,0(cos)()(
k

t
kk xteekxtAktA  

bulunur. 

{ }∞=1cos kkx  kümesi ortogonal bir küme olduğundan (2.19) başlangıç koşulu 

kullanılarak 

{ }






≥==+

=−+=+ −−

.2,0)1(,0)()(

0)1(,)1()1,0(1)1,0()()(
2'

1
)1(

1
'
1

kAtAktA
AteetAtA

kkk

t

 

 

Cauchy problemleri elde edilir. Bu problemlerin çözümlerinden   

{ }∫
−

−−−−−− −++=
t

sstt dsseeeAetA
1

)1()(
1

)1(
1 )1()1,0(1)1,0()1()(  

{ }dssee
t

t∫ −+= −−

1

)1( )1()1,0(1)1,0(                                                

( )
























 −

+= −

t

t sesee
1

2

2
1)1,0()1,0(  









−

−
+= − eteete t )1,0(

2
)1()1,0()1,0(

2
22  

( )( )








−

−
+= − eteete t )1,0(

!2
1)1,0()1,0(

2

 

              

ve 

2,0)( ≥= ktAk  

 

bulunur.  Katsayılar, (2.11) çözümünde yerine yazılırsa    

 
( )( ) xeteetextw t cos)1,0(
!2

1)1,0()1,0(),(
2









−

−
+= −  
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bulunur. Sonuç olarak (2.3) eşitliğinden (2.15)  

 

problemin çözümü        

( ) ,21,cos
!2

)1()1,0()1,0(1),(
2

≤≤






 −
++= − txteetextu t                                        (2.20)                                

biçiminde bulunur. 
+∈Zm , [ ]1, +∈ mmt  için [ ]mmt ,11 −∈−  olduğundan           

x
m

mteteextu
m

t cos
!

)()1,0(...)1()1,0(1),1( )1(







 −

++−+=− −−  fonksiyonu, (2.1) 

denkleminde yerine yazılırsa parabolik denklem için  

( )( ) ( )( )[ ]

[ ]














+∈=

≤≤






 −−

++
−

++=

≤≤+≤≤






 −

++−+=
∂

∂
−

∂
∂

−

−−

1,),,()0,(

,0,cos
!

1)1,0(...
!2

1)1,0()1,0(1),(

,0,1

,cos
!

)()1,0(...)1()1,0(1)1,0(),(),(

2

)1(
2

2

mmttutu

xx
m

mmemeemexmu

xmtm

x
m

mtetee
x

xtu
t

xtu

xx

m
m

m
t

π

π

π
            (2.21) 

Neumann tipi sınır koşullu başlangıç ve sınır değer problemi elde edilir. (2.21) 

problemini çözmek için ( )xtu , ’i (2.3) biçiminde yazarız.  Buradan (2.21) probleminin 

çözümü    

 ( )( ) [ ]

[ ]














+∈=

≤≤








+++
−

++=

≤≤+≤≤=
∂

∂
−

∂
∂

−

1,),,()0,(

,0,cos
!
)1,0(...

!2
1)1,0()1,0(1),(

,0,1,0),(),(

2

2

2

mmttvtv

xx
m

emeemexmv

xmtm
x

xtv
t

xtv

xx

m
m

π

π

π

     (2.22)                    

ve 
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[ ]

















+∈=
≤≤=

≤≤+≤≤






 −

++−+=
∂

∂
−

∂
∂ −−

1,),,()0,(
,0,0),(

,0,1

,cos
!

)()1,0(...)1()1,0(1)1,0(),(),( )1(
2

2

mmttwtw
xxmw

xmtm

x
m

mtetee
x

xtw
t

xtw

xx

m
t

π
π

π
                (2.23) 

problemlerinin çözümlerinin toplamını verir. (2.22) problemini değişkenlerine ayırma 

ve Fourier serileri metoduyla çözersek (2.9) çözümünü elde ederiz.                                   

 

( )( ) [ ] π≤≤








++
−

++= − xx
m

emeemexmv
m

m 0,cos
!
)1,0(...

!2
1)1,0()1,0(1),(

2

 

 

başlangıç koşulu kullanılırsa                                         

( )∑
∞

=

−+
1

2

sincos
k

mk
kk ekxbkxa ( )( ) [ ] x

m
emeeme

m
m cos

!
)1,0(...

!2
1)1,0()1,0(1

2









++
−

++= −  

eşitliğinden             

( )( ) [ ]

2,0

,
!
)1,0(...

!2
1)1,0()1,0(1

2

1

≥=

++
−

++=

ka
m

emeema

k

m

 

1,0 ≥= kbk  

katsayıları elde edilir. Katsayılar, (2.9) çözümünde yerine yazıldığında (2.22) 

probleminin çözümü 

( ) ( )( ) [ ] x
m

emeemextv
m

t cos
!
)1,0(...

!2
1)1,0()1,0(1,

2









++
−

++= −                            (2.24) 

bulunur. (2.23) probleminin çözümünü elde etmek için (2.11) seri çözümünü göz önüne 

alalım.  

π≤≤= xxmw 0,0),(                                                                                               (2.25) 

 başlangıç şartı kullanılarak 

0cos)(
1

=∑
∞

=k
k kxmA  

olduğundan 
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0)( =mAk ,  1≥k  

elde edilir.  

(2.11) seri çözümü, (2.23) probleminde yerine yazılırsa 

∑ ∑
∞

=

∞

=

+
1 1

2' cos)(cos)(
k k

kk kxtAkkxtA

[ ] x
m

mtetee
m

t cos
!

)()1,0(....)1()1,0(1)1,0( )1(







 −

++−+= −−  

yani                          

[ ]∑
∞

=

+
1

2' cos)()(
k

kk kxtAktA [ ] x
m

mtetee
m

t cos
!

)()1,0(....)1()1,0(1)1,0( )1(







 −

++−+= −−  

bulunur.  

{ }∞=1cos kkx  kümesi ortogonal bir küme olduğundan (2.25) başlangıç koşulu kullanılarak  

[ ]









≥==+

=






 −

++−+=+ −−

.2,0)1(,0)()(

0)1(,
!

)()1,0(....)1()1,0(1)1,0()()(

2'

1
)1(

1
'
1

kAtAktA

A
m

mteteetAtA

kkk

m
t

 

Cauchy problemleri elde edilir. Bu problemlerin çözümlerinden                         

+= −− )()( 1
)(

1 mAetA mt ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ds
m

mseseee
m

s
t

m

st







 −
++−+−−−−∫ !

1,0...11,011,0 )1()(      

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) 


















+
−

+−

+−
++

−
−

−
+−

= +
−

!1
1,0

!
1,0

!
11,0....

!2
11,0

!2
11,01,01,0

1

22

m
mte

m
e

m
mtemeteemet

e mm

m

t  

ve 

2,0)( ≥= ktAk  

bulunur. Katsayılar, (2.11) çözümünde yerine yazılırsa         

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

x

m
mte

m
e

m
mte

meteemet
extw mmm

t cos

!1
1,0

!
1,0

!
11,0...

!2
11,0

!2
11,01,01,0

),( 1

22



















+
−

+−
+−

++

−
−

−
+−

= +
−           (2.26)                                            

elde edilir.  (2.3) eşitliğinden (2.23) problemin çözümü 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,cos

!1
1,0...

!2
11,01,01,

12

+≤≤








+
−

++
−

++=
+

− mtmx
m

mteteetextu
m

t               (2.27) 

biçiminde bulunur. Böylece,  (2.1) gecikmeli parabolik denklemi için Neumann tipi 

sınır koşullu başlangıç ve sınır değer probleminin değişkenlerine ayırma ve Fourier 

serileri metodu kullanılarak bulunan analitik çözümü [43] 

( )

( ){ }

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )



















≥+≤≤








+
−

++
−

++

≤≤






 −

++

≤≤+

≤≤−

=

+
−

−

−

−

..............................................................................

,2,1,cos
!1

1,0..
!2

11,01,01

............................................................................

,21,cos
!2

11,01,01

,10,cos1,01
,01,cos

,

12

2

nntnx
n

nteteete

txteete

txete
txe

xtu

n
t

t

t

t

  (2.28)             

biçimindedir.
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 BÖLÜM 3 
 

 

GECİKMELİ PARABOLİK BİR DENKLEM İÇİN 

NEUMANN TİPİ SINIR KOŞULLU BAŞLANGIÇ VE 

SINIR DEĞER PROBLEMİNİN LAPLACE DÖNÜŞÜM 

METODU İLE ÇÖZÜMÜ 
 

 

3.1 Laplace Dönüşümü 

 İntegral dönüşümlerinin tarihçesi L´eonard Euler (1763 ve 1769)'in çalışmasına 

dayanır. Euler ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemlerin çözümlerinde 

aslında ters Laplace dönüşümünü göz önüne almıştır. Laplace, Theorie analytique des 

probabilites (1812) adlı çalışmasında, aslında Euler'in Laplace dönüşümünü tanıttığını 

kabul etmiştir. İlk olarak Euler 'in kullandığı  

( )dssey
b

a

sxφ∫=  

 integral dönüşüme Laplace dönüşümü ismini koyan ise Spitzer(1878) 'dir. Bu haliyle 

Laplace dönüşümü ( )xyy = 'in bilinmeyen fonksiyon olduğu diferansiyel denklemde 

kullanılmıştır.  

19. yüzyılın sonlarında, Laplace dönüşümü Poincare ve Pincherle ve daha sonra Petzval 

tarafından kompleks haline genişletilmiş ve Picard tarafından iki değişkenli formuyla 

yeniden bulunmuştur. Abel ve diğer birçok araştırmacı Laplace dönüşümü ile ilgili 

çalışmalara devam etmiştir. Modern Laplace dönüşümünün ilk uygulaması, 

Rutherford'un radyoaktif parçalanma üzerine çalışmasından ortaya çıkan denklemleri 

dönüştüren Baterman (1910)'ın çalışmasıdır. 

Baterman, 

P
dt
dP

iλ−=  



 16 

denkleminde  

( ) ( )dttPexp xt∫
∞

−=
0

 

dönüşümünü yerine koyarak dönüştürülmüş denklem elde etmiştir. Bernstein (1920), 

teta fonksiyonları üzerine yaptığı çalışmasında 

( ) ( )duuesf su∫
∞

−=
0

φ  

ifadesini kullanarak bu dönüşümü Laplace dönüşümü olarak adlandırmıştır.  

            Laplace dönüşümüne modern yaklaşım, Doetsch tarafından 1920 ve 30 larda 

verilmiştir ve Laplace dönüşümü Doetsch [44-45] tarafından diferansiyel, integral ve 

integro-diferansiyel denklemlere uygulanmıştır. Doetsch çalışmasını, 1937 yılında 

sunduğu Theorie und Anwendungen der Laplace Transformation adlı metinde 

sonuçlandırmıştır. 

 Oliver Heaviside'ın (1894, 1899, 1912), üç ciltten oluşan Electromagnetic 

Theory adlı eserinde Laplace dönüşüm yöntemine benzerlikler bulunmaktadır. 

Heaviside'ın hesaplamalarında elektrik mühendisleri için problemlerini çözmede 

oldukça kullanışlı bir teknik bulunur. Bromwich bu tekniği güçlendirip Laplace 

dönüşümü ile birleştirerek γ , x fonksiyonunun bütün tekilliklerinin sağında olmak 

üzere;  

( ) ( )dssxe
i

tX
i

i

ts∫
∞+

∞−

=
γ

γπ2
1  

ters dönüşümünü bulmuştur. 

 Adi ve kısmi diferansiyel denklemler, elektrik akımı, titreşen zar, yalıtılmış 

iletken içinden geçen ısı akımı gibi bazı zamanla değişen nicelikleri tanımlarlar. Bu 

denklemler genelde sistemin 0=t  anındaki durumunu tanımlayan başlangıç koşulları 

ile verilirler. Laplace dönüşümü, bu problemleri çözmek için verilen çok güçlü bir 

tekniktir. Dönüştürülmüş denklemin çözümü de daha sonra uygulanan ters dönüşümle 

orijinal problemin çözümüne dönüştürülür. Bu teknik "Laplace dönüşüm yöntemi" 

olarak bilinir.  

    Laplace dönüşüm yöntemi adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin, integro-

diferansiyel denklemlerin, fark denklemlerinin, imroper integrallerin çözümlerinde 

kullanılır ve literatürde bu konu üzerine yapılan birçok çalışma bulunmaktadır [46-50]. 
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Laplace Dönüşümünün Tanımı: 0>t  olmak üzere; ( )tff = , bir reel veya kompleks 

değişkenli fonksiyon ve s , bir reel veya kompleks parametre olsun. Limit mevcut iken 

f 'nin Laplace dönüşümü  

( ) ( )( ) ( ) ( )dttfedttfetfLsF stst ∫∫ −

∞→

∞
− ===

τ

τ
00

lim                                                              (3.1)                        

ile verilir. (3.1) integrali limit mevcut iken yakınsaktır, limit mevcut değilse integral 

ıraksaktır denir ve f için tanımlanan Laplace dönüşümü yoktur. ( )fL  notasyonu f ' in 

Laplace dönüşümünü gösterirken kullanılır ve buradaki integral Riemann (improper) 

integralidir. Yani L  sembolü,  ( )tff =  fonksiyonlarından yeni bir ( ) ( )( )tfLsF =  

fonksiyonu üreten Laplace dönüşümüdür. 

 

Tanım 3.1.  (3.1) integraline  

( )dttfe st∫ −

∞→

τ

τ
0

lim  

limiti varsa mutlak yakınsaktır denir.  Eğer ( )( )tfL  mutlak olarak yakınsıyor ise 

∞→τ  iken her ττ >′ için 

( )dttfe st∫
′

−
τ

τ

≤ ( ) 0→∫
′

− dttfe st
τ

τ

 

olur.  Bu durumda ( )( )tfL  de yakınsar1. 

 

Tanım 3.2.  (3.1) integraline, kompleks düzlemde bir Ω  bölgesindeki s   parametreleri 

için eğer her 0>ε  için 0ττ ≥  eşitsizliğini sağlayan bir 0τ  sayısı varsa ve her Ω∈s  

için 

( ) ε
τ

<∫
∞

− dttfe st  

                                                 
1 ( )dtt∫

∞

0

ϕ  integralinin yakınsaklığı Cauchy kriterine denktir: 

∞→τ  iken ττ >′ için ( ) 0→∫
′

dtt
τ

τ

ϕ . 
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sağlanıyorsa düzgün yakınsar denir. 

 

Tanım 3.3. Bir f  fonksiyonu, eğer  

( ) ( )−
→

=
− 0

0

lim tftf
tt

 ve ( ) ( )+
→

=
+ 0

0

lim tftf
tt

 

limitleri mevcut ve ( ) ( )+− ≠ 00 tftf  ise bir 0t  noktasında sıçrama süreksizliğine sahiptir. 

 

Tanım 3.4. Bir f  fonksiyonu, 

i) ( ) ( )+
→

=
+

0lim
0

ftf
tt

 limiti mevcut 

ve 

ii) f 'in ( )b,0  aralığındaki sıçrama süreksizliğine sahip olduğu sonlu sayıda nτττ ,...,, 21  

noktası hariç, her sonlu  ( )b,0  aralığında sürekli ise [ )∞,0  aralığında parçalı süreklidir 

denir. Parçalı sürekli bir fonksiyon her alt aralıkta sınırlıdır. Yani sonlu sayıda iM  

sabiti için 

( ) 1,...,2,1,, 1, −=<<≤ + nitMtf iii ττ  

sağlanır. 

 

Tanım 3.5. Bir f  fonksiyonu, eğer 00 ≥∃t  için 

( ) 0, ttMetf t ≥≤ α  

eşitsizliğini sağlayan 0>M  ve α  sabitleri varsa α üstel mertebeye sahiptir. 

 

 

3.2. Laplace Dönüşümünün Temel Özellikleri 

 

Lineerlik: Laplace operatörü L  'nin en temel ve kullanışlı özelliklerinden biri 

lineerliğidir. Yani 

( ) α>sRe  için Lf ∈1 , ( ) β>sRe  için Lf ∈2  ise ( ) { }βα ,maxRe >s  için Lff ∈+ 21  

ve her 1c , 2c  sabiti için  

( ) ( ) ( )22112211 fLcfLcfcfcL +=+                                                                                (3.2)                                 

eşitliği sağlanır. 
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Düzgün Yakınsaklık: [ )∞,0  aralığında parçalı sürekli ve üstel mertebeden f  

fonksiyonları için Laplace integrali mutlak yakınsaktır yani ( )dttfe st∫
∞

−

0

 yakınsaktır. 

Üstelik bu tür fonksiyonlar için Laplace integrali düzgün yakınsaktır. 

 

Teorem 3.1. f  fonksiyonu, [ )∞,0  aralığında parçalı sürekli ve α üstel mertebeye sahip 

ise ( ) ∞→sRe  iken 

( ) ( )( ) 0→= tfLsF  

olur. 

 

Laplace Dönüşümünün Tersi: ( ) ( )( )tfLsF =  ise bir fonksiyonun Laplace 

dönüşümünü orijinal fonksiyona dönüştüren ters Laplace dönüşümü 

( )( ) ( )tfsFL =−1 ,     0≥t , 

ile gösterilir. 

 

Lerch Teoremi: [ )∞,0  aralığında farklı sürekli fonksiyonlar farklı Laplace 

dönüşümlerine sahiptirler. 

 

Ters Laplace Dönüşümünün Lineerliği: 1−L  ters Laplace dönüşümü de lineerdir, 

yani, ( ) ( )( )tfLsF =  ve ( ) ( )( )tgLsG =  ise 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )sGbLsFaLsbGsaFL 111 −−− +=+ ( ) ( )tbgtaf +=                                       (3.3) 

sağlanır. 

 

Birinci Öteleme Teoremi: ( ) ( )( )tfLsF =  ise ( ) 0Re >s  için a  reel ( ) as >Re  olmak 

üzere; 

( ) ( )( )tfeLasF at=−  

eşitliği sağlanır. 

İspat: 

( ) as >Re  için 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tfeLdttfeedttfeasF atatsttas ===− ∫∫
∞

−
∞

−−

00

 

bulunur. 

 

İkinci Öteleme Teoremi: ( ) ( )( )tfLsF =  ise  

,0≥a ( )




<
>

=
.,0

,1
at
at

tua  

olmak üzere; 

( ) ( )( ) ( ) .0, ≥=− − asFeatftuL as
a  

eşitliği sağlanır. 

İspat: 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) ,
0

∫∫
∞

−
∞

− −=−=−
a

st
a

st
a dtatfedtatftueatftuL  

integralinde at −=τ  dönüşümü yapılırsa  

( ) ( ) ( ) ( ).
0 0

sFedfeedfe assasas∫ ∫
∞ ∞

−−−+− == ττττ ττ  

bulunur. 

 

3.3. Laplace Dönüşümünün Türevi ve İntegrali 

Yardımcı Teorem: ( )txf ,  ve ( ) bxatxf
x

≤≤
∂
∂ ,, , 0,0 >≤≤ TTt  

bölgelerinde nitt i ,...,1, ==  doğruları boyunca sonlu sayıda sıçrama süreksizlikleri 

hariç sürekli fonksiyonlar olsun. 

( ) ( )∫
∞

=
0

, dttxfxF   ve ( )∫
∞

∂
∂

0

, dttxf
x

 integralinin ilki yakınsak, ikincisi düzgün 

yakınsaktır. 

Bu durumda  

( ) ( )∫
∞

∂
∂

=
0

, dttxf
x

xF
dx
d      ( )bxa <<  

olur.  
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Teorem 3.2. f , [ )∞,0 ’da α üstel mertebeden parçalı sürekli bir fonksiyon ve 

( )( ) ( )sFtfL =  olsun. Bu durumda 

( ) ( ) ( )( ) ( )α>=−= sntftLsF
ds
d nn

n

n

,...,3,2,1,1                                                          (3.4)                

olur. 

İspat :  α>≥ 0xs  için aşağıdaki hesaplamada Yardımcı Teoremden yararlanarak türev 

ve integral işaretlerini yer değiştirilirse 

( ) ( ) ( )dttfe
s

dttfe
ds
dsF

ds
d stst ∫∫

∞
−

∞
−

∂
∂

==
00

 ( ) ( )( )ttfLdttfte st −=−= ∫
∞

−

0

. 

elde edilir. 

Her α>s  için α>≥ 0xs  eşitsizliğini sağlayan 0x∃  bulunabilir. Bu durumda yukarıda 

bulunan sonuç her α>s  için sağlanır. Diferansiyel almayı tekrarlayarak ya da 

tümevarımla α>≥ 0xs  için teorem ispatlanmış olur.    

 

3.4. Türevin Laplace Dönüşümü 

 Diferansiyel denklemleri çözmek için bir f  fonksiyonunun f ′  türevinin 

Laplace dönüşümünün bilinmesi gerekir. ( )'fL , ( )fL  cinsinden yazılabilir. 

 

Türev Teoremi: f , ( )∞,0  aralığında α üstel mertebeden, sürekli fonksiyon ve 'f , 

[ )∞,0  aralığında parçalı sürekli fonksiyon olsun. Bu durumda  

( )( ) ( )( ) ( )+−= 0' ftfsLtfL        ( )( )α>sRe                  (3.5)                  

sağlanır. Kısmi integrasyon ile  

( ) ( )∫∫ −

∞→
→

∞
− =

τ

δτ
δ

dttfedttfe stst 'lim'
0

0

 ( ) ( ) 







+= ∫ −−

∞→
→

τ

δ

τ

δ
τ
δ

dttfestfe stst

0
lim  

 ( ) ( ) ( ) 







+−= ∫ −−−

∞→
→

τ

δ

δτ

τ
δ

δτ dttfesfefe stss

0
lim ( ) ( )∫

∞
−+ +−=

0

0 dttfesf st        ( )( )α>sRe . 

bulunur. Buradan 

( )( ) ( )( ) ( )+−= 0' ftfsLtfL  

olur. ( ) α>= xsRe olduğunu kullanırsak ∞→τ  iken 
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( ) ατττ τ Meefe xs −− ≤ ( ) 0→≤ −− ταxMe  

bulunur. 

( ) ( )tff
t

'lim0'
0+→

+ =  limiti var olduğunda ( )+0f  vardır.  Eğer f , t=0 da sürekli 

fonksiyon ise ( ) ( )00 ff =+    olur ve buradan 

( )( ) ( )( ) ( )0' ftfsLtfL −=                                                                                            (3.6)                                   

bulunur. 

 

Teorem 3.3. f , [ )∞,0  aralığında 01 >= tt  sıçrama süreksizlik noktası hariç sürekli ve 

α üstel mertebeden fonksiyon, 'f , [ )∞,0  aralığında parçalı sürekli fonksiyon olsun. Bu 

durumda  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )−+− −−−= 11
10' tftfeftfsLtfL st             ( )( )α>sRe  

olur. 

İspat :  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) 







++=

′=′

∫

∫∫

−−−

∞→

−

∞→

∞
−

+

− τ
τ

τ

τ

τ

0
0

00

1

1lim

lim

dttfetfetfe

dttfedttfe

st

t

sttst

stst

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0lim
0

11
11 








+−+−= ∫ −+−−−−

∞→

τ
τ

τ
τ dttfestfefeftfe ststsst  

bulunur. Böylece 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )−+− −−−= 11
10' tftfeftfsLtfL st  

olur.  

             Eğer nttt <<<= ...0 10  sonlu sayıda sıçrama süreksizlik noktaları ise bu 

Teorem 3.3. 'ün sonucu,  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )∑
=

−+−+ −−−=
n

k
kk

st tftfeftfsLtfL k

1

0'                                                     (3.7)               

olarak genelleştirilebilir. 

'f  , [ )∞,0  aralığında sürekli ve üstel mertebeden fonksiyon ise f  de sürekli ve üstel 

mertebedendir. Bunu görmek için  
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( ) 0,, 0 ≠≥≤′ αα ttMetf t  

olduğu varsayılsın. 

( ) ( ) ( )0

0

tfdftf
t

t

+′= ∫ ττ  

olur ve  

( ) ( ) ( ) ., 000

0

ttCetfeMtfdeMtf tt
t

t

≥≤+≤+≤ ∫ ααατ

α
τ  

bulunur. f  sürekli olduğundan bu sonuç 0≠α  için olduğu kadar 0=α  için de 

geçerlidir. 

      Diferansiyel denklemlerin çözümlerinde daha yüksek mertebeden türevlerin de 

Laplace dönüşümlerini almak gerektiğinden (3.6) formülünü f ′′ 'ne uygulayarak 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )000 fftfsLsftfsLtfL ′−−=′−′=′′    

( )( ) ( ) ( )002 fsftfLs ′−−=                                                                                            (3.8) 

elde edilir. Benzer biçimde 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )000 23 ffstfLsftfsLtfL ′′−′−=′′−′′=′′′                                           (3.9)                                                              

bulunur. 

Bu bulunanlar genelleştirilirse aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 3.4. ( ) ( ) ( ) ( )tftftf n 1,...,, −′ , ( )∞,0  aralığında sürekli ve α üstel mertebeden 

fonksiyon, ( ) ( )tf n , [ )∞,0  aralığında parçalı sürekli fonksiyon olsun. Bu durumda  
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−+−+− −−′−−= 0...00 121 nnnnn ffsfstfLstfL                                  (3.10)                                                                            

olur. 

 

3.5.  Laplace Dönüşümünün Kısmi Diferansiyel Denklemlere 

Uygulanması 

 0≥t  zaman değişkeni olmak üzere; ( )xtuu ,=  fonksiyonu göz önüne alınsın. 

( )xsU ,  ile u 'nun t 'ye göre Laplace dönüşümü gösterilir. 

( ) ( )( ) ( )dtxtuextuLxsU st∫
∞

−==
0

,,,  

Burada x , dönüştürülmemiş değişkendir. 
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Bu durumda 

( )

( ) ( )xsU
x

dtxtue
x

dtxtu
x

e
x
uL

st

st

,,

,

0

0

∂
∂

=
∂
∂

=

∂
∂

=






∂
∂

∫

∫
∞

−

∞
−

                                                                       (3.11) 

bulunur. Yani türevin dönüşümü, dönüşümün türevidir. 

( ) ( )∫∫
∞

−−

→
=

0
0

0

,,lim
0

dtxtuedtxtue stst

xx

τ

, 

Yani, 

( ) ( )0,,lim
0

xsUxsU
xx

=
→

                                                                                                (3.12)                                              

bulunur.  

(3.11) 'de x 'e göre türev alındığından s  parametresi sabit olarak alınabilir. Böylece  

( ) ( )
dx
dUxsU

dx
dxsU

x
==

∂
∂ ,,  

yazılabilir. (3.11)'in türevi  

2

2

2

2

dx
Ud

x
uL =







∂
∂  

olur. 

Türev teoreminden 

( )( ) ( ) ( ) ( )xuxssUxuxtusL
t
uL ,0,,0, ++ −=−=






∂
∂  

olur.  

 Laplace dönüşüm yönteminde kısmi diferansiyel denklemin her iki yanına 

Laplace dönüşümü uygulanır ve denklem bilinmeyen fonksiyonun ( )xUU =  olduğu adi 

diferansiyel denkleme döner. u 'nun diğer değişken olan x 'e göre Laplace dönüşümü 

alınırsa bu sefer denklem bilinmeyen fonksiyonun ( )tUU =  olduğu adi diferansiyel 

denkleme döner ve dönüştürülmüş denklemin çözümü bulunur. Bulunan çözümün ters 

Laplace dönüşümü alınarak orijinal denklemin çözümü bulunur. 
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3.6 Gecikmeli Parabolik Bir Denklem için Neumann Tipi Sınır Koşullu Başlangıç 

ve Sınır Değer Probleminin Laplace Dönüşüm Metodu ile Çözümü 

   (2.1) denklemini fark denklemi olarak yazıp [ ]1, +∈ mmt  için denklemin çözümünü 

Laplace dönüşüm metodu ile bulabiliriz.  

( )

[ ]














≥==
≤≤−≤≤=

+∈≤≤>≥
∂
−∂

−=
∂

∂
−

∂
∂

++

−

++

0,0),()0,(
,01,0,cos),(

,1,,0,0,0

,,1)1,0(),(),(

11

0

2

2

2
1

2
1

ttutu
txxextu

mmtxtk
x

xtu
x

xtu
t

xtu

xkxk

t

kkk

π
π

π                                 (3.13) 

gecikmeli parabolik Neumann tipi sınır koşullu başlangıç ve sınır değer probleminin 

Laplace dönüşüm metodu ile çözümü bulunabilir. t  zaman değişkenine göre ),( xtu  

fonksiyonunun ve türevlerinin ve gecikmeli terim içeren fonksiyonun türevinin Laplace 

dönüşümü  

dtxtueuL k
st

kt ∫
∞

+
−

+ =
0

11 ),()(                                                                                         (3.14) 

ve 

( ) ( )

( ) ( ) ( ),,0,

,,

11
0

1

0 0
1

'
1

1

ssUxudtxtues

extudtxtue
t

u
L

kkk
st

st
kk

stk
t

++

∞

+
−

∞ ∞
−

++
−+

+−=+

==







∂
∂

∫

∫                                                            (3.15) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2

201

0
2

20

2

2

2

2

0
2

2

2

2

cos
1

   

,,
  

,,,

dx
ud

ex
s

ee

d
x

xu
ed

x
xu

ee

d
x

xu
edt

x
xtu

e
x

xtu
L

ks
s

s

kskss

kskstk
t

τ

τ

θ
τ

τ

τ

θτ

τ

τθ

θ
θ

θ
θ

θ
θττ

−

−

+−
−

∞
−

−

−−

∞

−

+−
∞

−

+







+

=

∂
∂

+
∂

∂
=

∂
∂

=

=
∂
−∂=








∂
−∂

∫∫

∫∫

                        (3.16) 

olarak tanımlansın. 

Öncelikle [ ]1,0∈t  için çözüm bulmak istediğimizde (3.13) denkleminde  (3.14), (3.15) 

ve (3.16) eşitliklerinde 1=τ , 0=k  alırsak   
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( ) ( ) ( ) ( )
2

0
2

2
1

2
1 ,11.0,,

x
xtu

x
xtu

t
xtu

∂
−∂

−=
∂

∂
−

∂
∂                                                               (3.17) 

denklemi ve 

dtxtueuL st
t ∫

∞
−=

0
11 ),()(  

( )ssUx
t

uLt 1
1 cos +−==






∂
∂ , 

( ) ( )

x
s
e

x
s

ex
s
ee

x
xtu

L s
s

s
t

cos
1

    

cos
1

1cos
1

1,
  

1

2
0

2

+
−=

+
−








+

−
=








∂
−∂ −

+
−

τ

τ
τ

ττ

 

elde edilir. (3.17)  denklemin her iki yanına Laplace dönüşümü uygulanırsa 

( ) ( )

( ) 







+
−

−=−+−









∂
−∂

−=







∂
∂

−






∂
∂

x
s

e
x
UsUx

x
xtu

L
x
uL

t
uL ttt

cos
1

1.0
d

dcos

,1
1.0

2
1

2

1

2
0

2

2
1

2
1

 

ve dönüştürülmüş denklem 

( ) ( ) ( ) x
s

exxssUxsU cos
1
1.0cos,

dx
,d

12
1

2

+
−−=−                                                             (3.18) 

olarak bulunur. Bu denklemin homojen çözümü 

( ) sxsx
h ececxsU −+= 211 ,  

olur. Başlangıç koşulları kullanılırsa 021 == cc  bulunur.  

(3.18) denkleminin özel çözümü 

( ) xBxAxsU p sincos,1 +=  

olarak kabul edilip (3.18)  denkleminde yerine konulursa 

( )
( )21

1.0
1

1
+

+
+

=
s
e

s
A  , 0=B  

bulunur. Buradan (3.18) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( )
( )

x
s
e

s
xsUxsU p cos

1
1.0

1
1,, 211









+
+

+
==                                                             (3.19) 

elde edilir.  (3.19) çözümüne ters Laplace dönüşümü uygulanırsa 
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( )( ) ( )
( )

x
s
eLx

s
LxsUL cos

1
1.0cos

1
1, 2

11
1

1









+
+








+
= −−−  

ve  [ ]1,0∈t  için (3.13) denkleminin 

( ) ( ){ } xteextu t cos1.01,1 += −                                                                                      (3.20) 

çözümü bulunur. 

[ ]2,1∈t  için  (3.13) denkleminde 1=k  alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1
2

2
2

2
2 ,11.0,,

x
xtu

x
xtu

t
xtu

∂
−∂

−=
∂

∂
−

∂
∂                                                               (3.21) 

denklemi elde edilir. (3.14), (3.15) ve (3.16) eşitliklerinde 1=k  alındığında 

( ) dtxtuextuL st
t ∫

∞
−=

0
22 ),(),(  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xssUxu

dtxtuesextUdtxtue
t

xtuL stst
st

t

,,0                                    

,,,,

2

2
00

22
0

2

+−=

+=′=







∂
∂

∫∫
∞

−
∞

−

−∞

 

( )
( )

( )
( )

( )
x

s
e

s
ex

s
ee

dx
udex

s
eext

x
uL

s
s

s

s
s

s
t

cos
1

11.0
1

1cos
1

1

cos
1

1,1

2

1

2
1

21

2
2

2










+
+

+
−








+

−
=

+







+

−
=








−

∂
∂

−
+

−

−
+

−

 

( )
( )

x
s

e
s

e s cos
1

11.0
1 2

1









+
−

+
−

= +−  

elde edilir.  (3.21) denkleminin her iki yanına Laplace dönüşümü uygulanırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

x
s

e
s

e
dx

xsUdxssUxu
s

cos
1

1.0
1

11.0,,,0 22
2

2

22








+
−

+
−

−=−+−
−

 

Buradan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

x
s

e
s

exuxssU
dx

xsUd s

cos
1

1.0
1

11.0,0,,
2222

2
2









+
−

+
−

+−=−
−

                           (3.22) 

denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

xuxsU
s

cos
1

1.0
1
11.0

1
,0, 32

2
2









+
−

+
−

−
+

=
−

                                               (3.23) 

bulunur. (3.23) çözümünün ters Laplace dönüşümünü alırsak 
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( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

eL
s

xuLxsUL
s

ttt cos
1

1.0
1
11.0

1
,0, 32

121
2

1









+
−

+
−

−







+
=

−
−−−  

olur. 

( ) ( )



≥−
≤≤

=
TtTtf

Tt
tg

00
                                                                             (3.24) 

fonksiyonunun Laplace dönüşümü  

( ) ( )( ) ( )sFetgLsG st
t

−==                                                                                           (3.25) 

olarak verilir. (3.24)’te 1=T  alırsak ( )n
n tL

s
n

=+1
!  olduğundan ( )

( )31
1
+

=
s

sF  için 

(3.25)’ te ( ) ( )sFesG s−=  ve ( )
!2

2tetf
t−

=  yani ( )
( ) ( ) 1,

!2
11

21

≥
−

=−
−−

ttetf
t

 bulunur. 

Bu durumda (3.23) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) xteteexuextu
t

tt cos
!2

11.01.0,0,
21

22 






 −
++=

−−
−−                                        (3.26) 

elde edilir.  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) xee

xxuexuxu
cos1.01

cos1.0,0,1,1
1

2
1

12

+=

+==
−

−

 

olduğundan 

( ) xxu cos,02 =  

bulunur. (3.21) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( ) ( )( ) xteetextu t cos
!2

11.01.01,
2

2 






 −
++= −                                                         (3.27) 

elde edilir. 

[ ] 3,2∈t  için (3.13) denkleminde 2=k  alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

2
3

2
3 ,11.0,,

x
xtu

x
xtu

t
xtu

∂
−∂

−=
∂

∂
−

∂
∂                                                                (3.28) 

denklemi elde edilir.  

(3.14), (3.15) ve (3.16) eşitliklerinde 2=k  alındığında 

( ) dtxtuextuL st
t ∫

∞
−=

0
33 ),(),(  
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( ) ( ) ( )xssUxu
t

xtuLt ,,0,
33

3 +−=







∂
∂  

( ) ( )
2

2
21

2
3

2 ,cos
1

1,1
dx

xsUdex
s

eext
x
uL s

s
s

t
−

+
− +








+

−
=








−

∂
∂  

( ) ( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

ex
s

ee
s

s
s

s cos
1

1.0
1

1.0
1

1cos
1

1
3

2

2

1










+
+

+
+

+
−








+

−
=

−
−

+
−  

( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

e s
s cos

1
1.0

1
11.0

1 3

22

2
1









+
−

+
−

+
−

=
−

+−  

bulunur. (3.28) denkleminin her iki yanına Laplace dönüşümü uygulanırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

e
dx

xsUdxssUxu
ss

cos
1

1.0
1

1.0
1

11.0,,,0 3

22

22
3

2

33








+
−

+
−

+
−−=−+−

−−

 

ve  

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

e

xuxssU
dx

xsUd

ss

cos
1

1.0
1

1.0
1

11.0

,0,,

3

22

2

332
3

2









+
−

+
−

+
−+

−=−

−−                                      (3.29) 

denklemi elde edilir. (3.29) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

e
s

xuxsU
ss

cos
1

1.0
1

1.0
1

11.0
1
,0, 4

22

32
3

3








+
−

+
−

+
−−

+
=

−−

                         (3.30) 

bulunur. (3.30) çözümünün  ters Laplace dönüşümü alınırsa 

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

eL
s

xuLxsUL
ss

ttt cos
1

1.0
1

1.0
1

11.0
1
,0, 4

22

32
131

3
1









+
−

+
−

+
−−








+
=

−−
−−−  

olur.  

(3.24)’te 2=T  alınırsa 

( )
( )41

1
+

=
s

sF  için (3.25)’ te ( ) ( )sFesG s2−=  ve ( )
!3

3tetf
t−

=  yani 

( )
( ) ( ) 2,

!3
22

32

≥
−

=−
−−

ttetf
t

 bulunur. 

Böylece (3.28) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xteteteexuextu
tt

tt cos
!3

21.0
!2

11.01.0,0,
32221

33 






 −
+

−
++=

−−−−
−−     (3.31)     
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elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) xeee

xeeexuexuxu

cos
!2

1.01.021

cos
!2

1.01.02,0,2,2

2
2

2
2

3
2

23









++=





















++==

−

−−

 

olduğundan  

( ) xxu cos,03 =  

bulunur. Buradan (3.28) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xteteetextu t cos
!3

21.0
!2

11.01.01,
333222

3






 −

+
−

++= −                           (3.32) 

olur. 

[ ]4,3∈t için (3.13) denkleminde 3=k  alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
2

3
2

2
4

2
4 ,11.0,,

x
xtu

x
xtu

t
xtu

∂
−∂

−=
∂

∂
−

∂
∂                                                                (3.33) 

denklemi elde edilir.  

(3.14), (3.15) ve (3.16) eşitliklerinde 3=k  alındığında 

( ) dtxtuextuL st
t ∫

∞
−=

0
44 ),(),(  

( ) ( ) ( )xssUxu
t

xtuLt ,,0,
44

4 +−=







∂
∂  

( ) ( ) ( )
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3
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
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s cos
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1
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1
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
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+
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+
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+
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


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−
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olur. (3.33) denkleminin her iki yanına Laplace dönüşümü uygulanırsa 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

e
s

e

dx
xsUdxssUxu

sss

cos
1

1.0
1

1.0
1

1.0
1

11.0

,,,0

4

33

3

22

2

2
4

2

44









+
−

+
−

+
−

+
−−=

−+−

−−−                                     (3.34) 
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denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

e
s

e
s

xuxsU
sss

cos
1

1.0
1

1.0
1

1.0
1

11.0
1
,0, 5

33

4

22

32
4

4








+
−

+
−

+
−

+
−−

+
=

−−−

     (3.35) 

bulunur. (3.35) çözümüne ters Laplace dönüşümü uygulanırsa 

( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

e
s

eL

s
xuLxsUL

sss

t

tt

cos
1

1.0
1

1.0
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1.0
1

11.0

1
,0,

5

33

4

22

32
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41
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
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+
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+
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olur.  

(3.24)’te 3=T  alınırsa ( )
( )51

1
+

=
s

sF  için (3.25)’ te ( ) ( )sFesG s3−=  ve ( )
!4

44tetf
−

=  

yani ( )
( ) ( ) 3,

!4
33

43

≥
−

=−
−−

ttetf
t

 bulunur.  

Buradan (3.35) çözümünün ters Laplace dönüşümü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xtete

teteexuextu

tt

t
tt

cos
!4

31.0
!3

21.0

!2
11.01.0,0,

433322

21

44



−

+
−

+



 −

++=

−−−−

−−
−−

                                               (3.36) 

bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) xeeee

xeeeexuexuxu

cos
!3

1.0
!2
1.021.031

cos
!3

1.0
!2
1.021.031,0,3,3

322
3

322
3

4
3

34





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
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+++=
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

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


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olduğundan 

( ) xxu cos,04 =  

bulunur. Böylece (3.33) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) xteteteetextu t cos
!4

31.0
!3

21.0
!2

11.01.01,
432

4






 −

+
−

+
−

++= −   (3.37) 

elde edilir. 

Benzer biçimde her [ ]1, +∈ mmt  ve 0≥k  için denklemler birbiri ardınca çözülür ve 

[ ]1,, +∈∈ mmtNm  için (3.13) denkleminde mk =  alınırsa 



 32 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) x
m

mteetextU
m

t
m cos

1
1.0...1.01,

1









+
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+++=
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olmak üzere; 

( ) ( ) ( ) ( )
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2

2
1

2
1 ,1.0,,

x
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x
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t
u mmm

∂
∂
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∂

∂
−

∂
∂ ++                                                                (3.38) 

denklemi elde edilir.  

(3.14), (3.15) ve (3.16) eşitliklerinde mk =  alındığında 

( ) dtxtuextuL m
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olur. (3.38) denkleminin her iki yanına Laplace dönüşümü uygulanırsa 

( ) ( )

( ) ( )
( )
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( )
( )

x
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e
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e
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e
s

e

dx
UdxssUxu

m

msmss

m
mm

cos
1

1.0...
1

1.0
1

1.0
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
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

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                            (3.39) 

denklemi elde edilir.  (3.39) denkleminin çözümü 
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      (3.40) 

bulunur. (3.40) çözümünün ters Laplace dönüşümü alınırsa 
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
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( )
( )

( )
( )

x
s

e
s

e
s

e
s

L m

msmss

t cos
1

1.0...
1

1.0
1

1.0
1

1
24

22

32
1










+
−−

+
−

+
−

+
−− +

−−−
−  



 33 

olur. 

(3.24)’te mT =  alınırsa ( )
( ) 21

1
++

= ms
sF  için (3.25)’ te ( ) ( )sFesG ms−=  ve 

( ) ( )!1

1

+
=

+−

m
tetf

mt

 yani ( )
( ) ( )
( ) mt
m

mtemtf
mmt

≥
+
−

=−
+−−

,
!1

1

 bulunur.  

Buradan (3.40) çözümünün ters Laplace dönüşümü 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) x
m

mtete

teteexuextu

mmtmt

t
t

m
t

m
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!1
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1322
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
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−
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−
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

 −
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                                     (3.41) 

bulunur. 

( ) ( ) ( ) ( )( emexuexmuxmu m
m

m
mm 1.0,0,, 11
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( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) x
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eemem m

cos
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



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( ) ( )( )( )
( )

( )( ) x
m

e
m

ememe
m
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!

1.0
!1
1.01...1.01

2









+

−
−

+++= −  

olduğundan 

( ) xxum cos,01 =+  

bulunur. Buradan  (3.38) denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) x
m

mteteetextu
m

t
m cos

!1
1.0....

!2
11.01.01,

12

1




+
−

+




+
−

++=
+

−
+                  (3.42) 

elde edilir. 

Böylece Laplace dönüşümü uygulanarak fark denklemine dönüştürülmüş (2.1) 

denkleminin (2.28) tam çözümü bulunur. 

 

 

 

 

 

 

                                                  



 34 

BÖLÜM 4 
 

 

 
GECİKMELİ PARABOLİK BİR DENKLEM İÇİN NEUMANN TİPİ 

SINIR KOŞULLU BAŞLANGIÇ VE SINIR DEĞER PROBLEMİNİN 

HOMOTOPİ ANALİZ METODU İLE ÇÖZÜMÜ 
 

  

         (2.1) probleminin çözümü için S.J.Liao tarafından bulunan homotopi analiz 

metodunu göz önüne alalım [51-59]. Yöntemi tanıtmak için 

 

( )[ ] ( )xtfxtuN ,, =                                                                                                       (4.1) 

diferansiyel denklemini ele alalım. Genel olarak yöntemin tanıtımında kullanılan  

N operatörü lineer olmayan bir operatör olmasına rağmen (2.1) probleminde 

çalıştığımız gecikmeli parabolik denklem lineer bir denklem olduğu için (2.1) problemi 

için N  lineer bir operatör, t  ve x  bağımsız değişkenler, ( )xtu ,  bilinmeyen fonksiyon 

ve ( )xtf ,  verilen analitik bir fonksiyon olarak alınacaktır. [ ]1,0∈q  homotopi 

parametresi, 0≠  yakınsaklık kontrol parametresi, L lineer operatör, ( )xtu ,0 , ( )xtu , ’ 

in başlangıç yaklaşımı ve ( )qxt ;,φ  bilinmeyen bir fonksiyon olmak üzere; 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]xtfqxtNqxtuqxtLq ,;,,;,1 0 −=−− φφ                                                   (4.2) 

denklemi sıfırıncı-derece deformasyon denklemi olarak adlandırılır. 

 

Tanım 4.1. YXf →:  , YXg →:  sürekli dönüşümler, [ ]1,0=I  olsun. Her Xx∈  için 

( ) ( )xfxH =0,  ve ( ) ( )xgxH =1,  eşitliklerini sağlayan bir YXxIH →:  sürekli 

dönüşümü varsa f  ve g  dönüşümleri homotopiktir denir. H dönüşümüne de f  ve g  

arasında homotopi dönüşümü denir. 
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      Homotopik dönüşümler tanımına göre, (4.2) sıfırıncı-derece deformasyon 

denklemini kullanarak 1=q  ve 0=q  alındığında lineer denklem ile lineer olmayan 

denklem arasında bir homotopi dönüşümü tanımlanabilir. 

Benzer şekilde  0=q  ve 1=q  için  

( ) ( ) ( ) ( )xtuxtxtuxt ,1;,,,0;, 0 == φφ                                                                         (4.3) 

olacağından ( )xtu ,  çözümü ile ( )xtu ,0  başlangıç yaklaşımı arasında da bir homotopi 

dönüşümü tanımlanabilir. Bu durumda q ,0’ dan 1’e değiştikçe ( )qxt ;,φ  çözümü,  

( )xtu ,0   başlangıç yaklaşımından denklemin çözümü olan ( )xtu , ’ e değişir. ( )qxt ;,φ , 

q ’ya göre Taylor serisine açılırsa 

( ) ( )
0

;,
!

1,
=∂

∂
=

q
m

m

m q
qxt

m
xtu φ                                                                                           (4.4) 

olmak üzere; 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

+=
1

0 ,,;,
m

m
m qxtuxtuqxtφ                                                                                (4.5) 

elde edilir. ( )xtu ,0  başlangıç yaklaşımı, L  lineer operatörü,  yakınsaklık kontrol 

parametresi uygun olarak seçildiğinde (4.4) serisi 1=q ’ de verilen denklemin çözümü 

olan ( )xtu , ’ e yakınsar ve 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

+=
1

0 ,,,
m

m xtuxtuxtu                                                                                          (4.6)   

bulunur. 

( ) ( ) ( ){ }xtuxtuxtuU nn ,,...,,,, 10=


 vektörü tanımlansın. (4.2) sıfırıncı derece deformasyon 

denklemi türetilerek, 

( )
( )( ) ( )( )

01
,;,

!1
1

1

=−∂
−

∂
−

= −

qmm q
xtfqxtN

m
R m

φ                                                               (4.7) 





>
≤

=
1,1
1,0

m
m

mχ                                                                                                          (4.8)  

olmak üzere; 

( ) ( )[ ] ( )11 ,, −− =− mmmmm URxtuxtuL χ                                                                            (4.9) 

( ) 1,0,0 ≥= mxum  
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m . derece deformasyon denklemleri elde edilir. Yüksek derece deformasyon 

denklemleri art arda çözülerek ( )xtu ,  çözümünün N . dereceden yaklaşımı 

 

( ) ( ) ( )∑
=

+≈
N

m
m xtuxtuxtu

1
0 ,,,                                                                                       (4.10)     

bulunur. Çözümlerden oluşturulan homotopi serisi 1=q ’ de çözüme yakınsadığından 

problemin çözümü olan 

( ) ( )∑
∞

=

=
0

,,
m

m xtuxtu                                                                                                      (4.11)  

elde edilir. 

 

Liao [42] kitabında,  çözüm serisinin yakınsaklık bölgesini belirlemek için  ’yi 

bağımsız değişken gibi düşünüp .N  dereceden yaklaşık çözüm olan ( )∑
=

N

m
m xtu

1

,  'i 

kullanarak bulunan  ’ye bağlı fonksiyonun grafiklerinin çizilmesi gerektiğini 

belirtmiştir.  Örneğin    

( )
0,0

,
==

=
txxtt txu 


γ  

olmak üzere; γ ,  ’nin bir fonksiyonudur. Buradan bir ~γ  eğrisi çizilebilir. γ ’nın  

farklı   değerleri için verilen bütün yakınsak seriler alınan terim sayısına bağlı olarak 

tam çözüme yakınsar. ~γ  eğrisinin grafiğinde  -eksenine paralel bir doğru parçası 

görülür. Bu doğru parçasına karşı gelen    değerlerinin oluşturduğu bölge serinin 

yakınsaklık bölgesidir. Ele alınan probleme göre çözüm serisinden  ’ye bağlı bir 

fonksiyon elde etmek için alınan türevin mertebesi ve türev alınan değişken farklılık 

gösterir.  

             Eğer   yerine,  ’nin yakınsak olduğu bölgeden herhangi bir değer konursa 

buna karşı gelen çözüm serisi yakınsak olur. Homotopi analiz metodu, bir problemin 

yardımcı   parametresi cinsinden çözüm ailesini verir. Aile içindeki her bir çözümün 

yakınsaklık bölgesi,   yakınsaklık kontrol parametresi ile belirlenir.  

 

 (2.1) denklemini homotopi analiz metodu ile çözmek için denklemi [ ]1,0∈t  için 

yeniden düzenleyelim: 
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( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) [ ]













∈==
≤≤=

<<≤<=
∂

∂
−

∂
∂ −−

1,0,0,0,
,0,cos,0

,0,10,cos)1.0(,, 1
2

2

ttutu
xxxu

xtxe
x

xtu
t

xtu

xx

t

π
π

π

                                (4.12) 

(4.12) denkleminin çözümü için başlangıç yaklaşımını 

( ) xxtu cos,0 =                                                                                                            (4.13)                                                                                   

c ;  integral sabiti olmak üzere [ ] 0=cL  özelliğini sağlayan 

( )[ ] ( )
t

qxtqxtL
∂

∂
=

;,;, φφ                                                                                               (4.14) 

olsun. (4.12)  denklemi için 

( )[ ] ( ) ( )
2

2 ;,;,;,
x

qxt
t

qxtqxtN
∂

∂
−

∂
∂

=
φφφ                                                                        (4.15) 

olsun. (4.2)  sıfırıncı-derece deformasyon denklemini oluşturursak 

0=q  ve 1=q  için 

( ) ( ) ( )
( ) ( )xtuxt

xxuxtuxt
,1;,

cos,0,0;, 0

=
===

φ
φ

   ,                                                                         (4.16) 

 olur. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) xe
x

xtu
t

xtu
uR t

m
mm

mm cos1.01
,, 1

2
1

2
1

1
−−−−

− −−
∂

∂
−

∂
∂

= χ                                  (4.17) 

olmak üzere (4.9)  m  derece deformasyon denkleminin çözümü 1≥m    için                 

( ) ( ) ( )[ ]1
1

1 ,, −
−

− += mmmmm URLxtuxtu χ                                                                        (4.18) 

bulunur. Buradan başlangıç yaklaşımı 

( ) xxtu cos,0 =   

olarak alınır. (4.17)’den  

( ) ( ) ( ) xe
x
u

t
uuR t cos1.0 1

2
0

2
0

01
−−−

∂
∂

−
∂
∂

= , 

( ) ( ) xtttexuR cos...
!3!2

11.0cos
32

01 







+−+−−= , 

elde edilir. (4.9)’dan  

( ) ( )[ ] ( )01011 ,, uRxtuxtuL =− χ  

ve 
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( ) ( ) ( ) 0,01011 == xuuRuL   

denklemi 

( ) ,01
1 uR
t

u
=

∂
∂  

( ) ( ) 0,0,cos...
!3!2

11.0cos 1

32
1 =
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
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

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
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∂
∂ xuxtttex

t
u

 , 

olur. Bu denklemin çözümünden 

( ) ( ) ( ) 0,0,coscos...
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1.0, 1

432

1 =+



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


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1 ,coscos
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11.0,
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kk

xtx
k

textu   

bulunur. 

 (4.17)’den  
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x
u
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elde edilir. (4.9) ‘dan 

( ) ( )[ ] ( )12122 ,, uRxtuxtuL =− χ  

ve 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,0, 21212 =+= xuuRuLuL   

denklemi 
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olur. Bu denklemin çözümünden 
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( ) ( ) ( )( )

( ) xtxtte

xttttextxtu

cos
!2

cos...
!3!2

1.0

cos...
!4!3!2

1.01cos1,

2232
2

432

2






+







+−−









+−+−+−+=

 

Yani 

( ) ( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

−

−
−

+−+=
2

1

2 cos
!1

11cos1,
k

kk

x
k

txtxtu 

( ) ( )∑
∞

=

+

+
−

+
2

221
2 cos

!2
cos

!
11.0

k

kk

xtx
k

te 
  

bulunur. (4.17)’den 
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elde edilir. (4.9)’dan  

( ) ( )[ ] ( )23233 ,, uRxtuxtuL =− χ  

ve 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,0, 32323 =+= xuuRuLuL   

denklemi 
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olur. Bu denklemin çözümünden 
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bulunur. Denklemler sırasıyla çözülürse 
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elde edilir. (4.11)’de 1−=   seçersek 
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k

textu
k

kk

cos
!2

cos
!

11.0,
2

2

1

2 +
−

= ∑
∞

=

+

, 

( ) ( ) ( ) xtx
k

textu
k

kk

cos
!3

cos
!

11.0,
3

3

1

3 −
−

= ∑
∞

=

+

, 

. 

. 

. 

( ) ( ) ( ) ( ) x
n

tx
k

textu
nn

nk

kk

n cos
!

1cos
!

11.0,
1 −

+
−

= ∑
∞

=

+

                                                      (4.20) 

elde edilir. Bu durumda     1−=  için (4.12) probleminin çözümü 

( ) ( )( ) ( ) 10,cos
!

11.01,
0

≤≤
−

+= ∑
∞

=

tx
k

tetxtu
k

kk

                                                 (4.21) 

bulunur. (4.21)’den (4.12) probleminin tam çözümü olan 

( ) ( )( ) xeetxtu t cos1.01, −+=                                                                                       (4.22) 

elde edilir.       
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(2.1) problemini [ ]2,1∈t  için yeniden düzenleyelim: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
( ) ( )














≤<==
<<+=

<<≤<+−=
∂

∂
−

∂
∂

−

−−

21,0,0,
,0,cos11.0,1

,0,21,cos111.01.0,,

1

1
2

2

ttutu
xxeexu

xtxtee
x

xtu
t

xtu

xx

t

π
π

π

          (4.23) 

 

(4.23) denkleminin çözümü için başlangıç yaklaşımını  

( ) ( ){ } xeextu cos1.01, 1
0 += −                                                                                    (4.24) 

olarak seçelim. (4.14) lineer operatörünü göz önüne alıp (4.23) denklemi için (4.15) 

operatörünü tanımlarsak (4.2) sıfırıncı derece deformasyon denklemini oluştururuz. 

1≥m  için  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ] xtee
x

xtu
t

xtuuR t
m

mm
mm cos111.01.01,, 1

2
1

2
1

1 +−−−
∂

∂
−

∂
∂

= −−−−
− χ         (4.25) 

olmak üzere ; 

( ) 0,1 =xum                                                                                                                 (4.26) 

başlangıç koşullarını alarak  (4.9)  .m  derece deformasyon denklemlerini elde ederiz.  

(4.18) denkleminden, .m  derece deformasyon denklemlerinin çözümleri 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } xteexee

xtee
x
u

t
uuR

t

t

cos11.011.0cos1.01

cos11.011.0

11

1
2
0

2
0

01

−+−+=

−+−
∂
∂

−
∂
∂

=

−−−

−−

 

elde edilir. (4.9)’dan  

 

( ) ( )[ ] ( )01011 ,, uRxtuxtuL =− χ  

ve 

( ) ( ) ( ) 0,1, 1011 == xuuRuL   

denklemi 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) 0,1,cos11.011.0cos1.01 1
111 =−+−+=

∂
∂ −−− xuxteexee

t
u t  

olur. Bu denklemde ϑ=−1t  değişken dönüşümü yapılırsa 

( ){ } ( ) ( ){ } ( ) 0,0,cos1.011.0cos1.01 1
11 =+−+=

∂
∂ −− xuxeexeeu ϑ
ϑ

ϑ  
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ve buradan 

( ){ } ( )

( ) ( ) 0,0,cos...
!3!2

11.0

cos...
!3!2

11.0cos1.01

1

32
2

32
11

=







+−+−−









+−+−−+=

∂
∂ −

xuxe

xxeeu

ϑϑϑϑ

ϑϑϑ
ϑ





 

denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( ) x

kk
te

x
k

ttxeextu

k

kk
k

kk

cos
!11

111.0

cos
!

111.01cos1.01,

1

11
2

1

1
1

1

∑

∑
∞

=

++

∞

=

+
−

−+
−−

−

−−
−−+=





 

olarak bulunur. (4.17)’den 

( ) 2
1

2
1

12 x
u

t
uuR

∂
∂

−
∂
∂

=  

elde edilir. (4.9)’dan  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) 0,1,,, 212122 ==− xuuRxtuxtuL χ  

 

1−= tϑ  değişken dönüşümü yapılırsa 

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ }

( ) ( ) xex

xeexe

xxeeuR

cos...
!3.5!2.432

1.0cos...
!4!3!2

1.0

cos1.01cos...
!3!2

1.0

cos...
!3!2

11.0cos1.01

5432
2

432

1
43

22

32
1

12









+−+−−








+−+−−

++







+−+−−









+−+−−+=

−

−

ϑϑϑϑϑϑϑϑ

ϑϑϑϑϑ

ϑϑϑ







 

elde edilir. (4.9)’dan 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) 0,0,,, 212122 ==− xuuRxtuxtuL χ  

ve  

( ) ( ) ( ) ( ) 0.0, 21212 =+= xuuRuLuL   

olduğundan 

( )12
12 uRuu

+
∂
∂

=
∂
∂

ϑϑ
 

Yani 
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( ){ } ( )

( ) ( ){ }

( ) ( )

( ){ } ( )

( ) ( ) 0,0,cos...
!3.5!2.432

1.0

cos...
!4!3!2

1.0cos1.01

cos...
!3!2

1.0cos...
!3!2

11.0

cos1.01cos...
!3!2

1.0

cos...
!3!2

11.0cos1.01

2

5432
22

432
212

43
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32
2

12
43

22

32
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=





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
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
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
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
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∂
∂
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


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denklemi bulunur. Bu denklemin çözümü 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) x

kkk
tex
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x
k
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k
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k
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k
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k
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cos
!21

111.0cos
!

111.0

!2
1cos1.01cos

!2
111.01

cos
!1
111.011cos1.011,

2

11
22

2

1
2

2
12

2

2

2

1
1

2

∑∑

∑

∑

∞

=

++∞

=

+

−
∞

=

∞

=

−
−

−+
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+
−−

+

−
++

−
−−

+−

−
−−

+−−++=







 

 

elde edilir. (4.17)’den 

( ) 2
2

2
2

23 x
u

t
uuR

∂
∂

−
∂
∂

=  

olur. ϑ=−1t  değişken dönüşümü yapılırsa (4.17)’den 

 

( ) 2
2

2
2

23 x
uuuR

∂
∂

−
∂
∂

=
ϑ

 

ve 

( ) ( ){ } ( )

( ) xe

xxeeuR

cos...
!3!2

1.0

cos...
!3!2

11.0cos1.01

43
22

32
1

23









+−+−−









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ϑϑϑ




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( ){ } ( )

( ) xe

xxee
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
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
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

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






+−+−−++ −

ϑϑϑϑ

ϑϑϑϑϑ





 

( ) ( ){ } ( )( )

( )( ) ( ){ } xeexe

xxee

cos
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1.01cos...
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cos...
!4!32

1.01cos1.011

2
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5432
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1
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( ) xe

x

cos...
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1.0

cos...
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2
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






++−+−+









−+−+−+

ϑϑϑϑ
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
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elde edilir. (4.9)’dan 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,1, 32323 =+= xuuRuLuL   

 

denklemi ϑ=−1t  değişken dönüşümü ile 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,0, 32323 =+= xuuRuLuL   

 

denklemine dönüşür ve  

( ){ } ( )

( ) ( ){ } xeexe

xxeeu

cos1.01cos...
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1.0
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11.0cos1.01
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
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ϑϑϑ
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( ) ( )

( ){ } ( ) xxee
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denkleminin çözümü 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )∑∑
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k
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )∑ ∑

∞

=

∞

=

+++

−−+
−−

−
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−
3 3

11
23

1
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!311
111.0cos

!
111.0

k k
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x
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tex
k

t
  

bulunur. 

Denklemler sırasıyla çözülürse 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
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elde edilir.  

 

1−=   seçersek 

 

( ) ( )[ ] ,cos11.0, 1
0 xeextu += −  

( ) ( )[ ]( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) x
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k
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k
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1
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∑
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                         (4.27) 

 

elde edilir.  

1−=  için (4.23) probleminin çözümü 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) x
k

tettextu
k

kk

cos
!

111.0
!2

11.0,
0

2

∑
∞

=

−








++

−+
=                                                 (4.28) 

olur. (4.28)’ den , (4.23) probleminin tam çözümü olan 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) xeettextu t cos11.0
!2

11.0,
2

−









++

−+
=                                                            (4.29) 

bulunur . 

     (2.1) probleminin [ ]3,2∈t  için çözümünü ele alalım. Denklemi [ ]3,2∈t  için yeniden 

düzenleyelim: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )
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

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ttutu

xxeeexu
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(4.30) 

Başlangıç yaklaşımını 

( ) ( )[ ] ( ) xeeextu cos11.02
!2

1.0,
2

2
0 








++= −                                                                   (4.31) 

olarak seçelim. (4.14) lineer operatörünü alıp (4.30) denklemi için (4.15) operatörünü 

tanımlarsak (4.2) sıfırıncı derece deformasyon denklemini oluştururuz. 1≥m  için 
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(4.32) 

olmak üzere; 

( ) 0,2 =xum                                                                                                                 (4.33) 

başlangıç koşulları ile (4.9) .m derece deformasyon denklemlerini elde ederiz. (4.18) 

denkleminden, .m  derece deformasyon denklemlerinin çözümleri 
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olmak üzere; 

( ) ( ) ( ) 0,2, 1011 == xuuRuL   
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olur. Bu denklemde  ϑ=− 2t  değişken dönüşümü yaparsak 
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denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü 
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bulunur. (4.9)’dan 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,2, 21212 =+= xuuRuLuL   

denkleminde ϑ=− 2t  değişken dönüşümü yaparsak (4.17)’den 
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olur.  

Bu denklemin çözümü 
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bulunur. (4.9)’dan 
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olur.  

Bu denklemin çözümü 
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bulunur.  

Denklemler sırasıyla çözülürse 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) x
n
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n

n
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
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∞
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∞
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∞
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elde edilir. 1−= seçilirse 

( ) ( )[ ] ( ) xeeextu cos11.02
!2

1.0,
2

2
0 
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




++= − , 
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elde edilir.  1−=  için (4.30) probleminin çözümü 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )∑
∞

=

−








++

−
+

−
=

0

23

,cos
!

111.0
!2

11.0
!3

21.0,
k

kk

x
k

tettetextu                 (4.34) 

bulunur. Bu serinin kapalı formu 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) xeettetextu t cos11.0
!2

11.0
!3

21.0,
23

−









++

−
+

−
=                                  (4.35) 

(4.30) probleminin tam çözümüdür. 

           

               Son olarak (2.1) probleminin [ ]4,3∈t  için çözümü göz önüne alalım. 

Denklemi yeniden düzenlersek: 
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
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
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
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
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∂
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31.01.0,,

23
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ttutu
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x
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t
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t

π

π

π
     (4.36) 

 

(4.36) probleminin çözümü için başlangıç yaklaşımı olarak 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) xeeeextu cos11.03
!2
1.02

!3
1.0,

23
3

0 







+++= −                                             (4.37) 

seçelim. (4.14) lineer operatörünü alıp (4.36) denklemi için (4.15) operatörünü 

tanımlarsak (4.2) sıfırıncı-derece deformasyon denklemini oluştururuz. 

1≥m  için 

( ) ( ) ( )
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t
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t
m

mm
mm

cos111.0
!2

21.0
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
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 (4.38) 

olmak üzere; 

( ) 0,3 =xum                                                                                                                 (4.39) 
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başlangıç koşulları ile (4.9) .m derece deformasyon denklemini elde ederiz. (4.18) 

denkleminden, .m  derece deformasyon denkleminin çözümleri: 
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olmak üzere; 

( ) ( ) ( ) 0,3, 1011 == xuuRuL   

denklemi 
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olarak yazılır. Bu denklemde ϑ=− 3t   değişken dönüşümü yaparsak 
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denklemine dönüşür. Bu denklemin çözümü 
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olarak bulunur.  (4.9)'dan  

( ) ( ) ( ) ( ) 0,3, 21212 =+= xuuRuLuL   

denkleminde ϑ=− 3t   değişken dönüşümü yaparsak 
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elde edilir. 1−=  için (4.36) probleminin çözümü 
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bulunur. Bu serinin kapalı formu 
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(4.36) probleminin tam çözümüdür. 
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Böylece homotopi analiz metodu ile  1−=  seçtiğimizde (2.1) problemi için 

[ ]1,0∈t , [ ]2,1∈t , [ ]3,2∈t , [ ]4,3∈t  aralıklarında denklemlerin tam çözümlerini elde 

ederiz.   

         ( )xtuu
k

kapp ,
3

0
∑
=

=  yaklaşık çözümünü kullanıp ( )0,0xxtu=γ  için  -eğrisini 

çizersek çözüm serisi  [ ]1,0∈t , [ ]2,1∈t , [ ]3,2∈t , [ ]4,3∈t  aralıklarında sırasıyla 

48.048.1 ≤≤−  , 10.0241.1 ≤≤−  , 12.019.1 ≤≤−  , 002.1 ≤≤−   bölgelerinde 

yakınsak olur. Bu bölgelerin her birinde 1−=  aldığımızda problemin tam çözümünü 

buluruz. ( )3,5.0 π , ( )3,5.1 π , ( )3,5.2 π  , ( )3,5.3 π  noktalarındaki appexer uuu −=  

mutlak hatalar Tablo 4.1'de verilmiştir.  

 

 

Tablo 4.1.  HAM ile 1−=  için 
3
π

=x 'deki Mutlak Hata 

              t            exu            appu           eru  

             0.5 0.22965557441588 0.22906172466806 0.00059384974782 

             1.5 0.10539022023123 0.10509479577247 0.00029542445876 

             2.5 0.04824178564753 0.04810733327449 0.00013445237303 

             3.5 0.22080517765307 0.02206433149559 0.00016186269046 
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BÖLÜM 5 
 

 

 
SONUÇLAR   

 

 
 Gecikmeli kısmi diferansiyel denklemler için bazı başlangıç ve sınır değer 

problemleri,  E  Banach uzayında  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )





≤≤−=

≥−=+

0

,0,

twtgtv

twtvtBtAv
dt

tdv
                                                                            (5.1) 

 
başlangıç değer problemine indirgenebilir. ( ) ( )( )tBDAD ⊆  yoğun tanım kümesine sahip 

E  Banach uzayında  A  sınırsız lineer operatörü kuvvetli pozitif operatör olsun. Yani 

0,1 ><∃ δM  için  

t

EE

tA Mee δ−

→

− ≤ ,    0, >≤
→

− tMtAe
EE

tA                                                                (5.2) 

eşitsizlikleri sağlansın.  

( )tB  kapalı operatörleri, ( )AD  üzerinde sürekli ve  

( ) ( ) ( )ADuuAtButBA ∈= −− ,11                                                                                      (5.3) 

eşitliği sağlansın. Kuvvetli pozitif A  operatörü,  her Eu∈ 'yi içeren  

E

A
E

uAeu λα

λ
λ

α

−−

>
= 1

0
sup  

normlarının sonlu olduğu ( )EAEE ,αα =  fractional uzaylarını tanımlar. Her 0≥t  için 

M  sabit olmak üzere; 

( ) α

α
−→

− −
≤ 22

1
M

AtB
EE

                                                                                                 (5.4) 

 

sağlansın.  (2.1) denkleminin nümerik çözümünü bulmak için (5.1) denklemine karşı 

gelen birinci basamaktan doğruluklu fark şeması [43] 
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denklem sistemi elde edilir.  

 

 (5.6) denklem sisteminin çözümünden (2.1) probleminin fark şemaları metodu 

[11-12], [19-20], [23-24], [60-64] ile nümerik çözümü bulunur. Aynı 

( )3,5.0 π , ( )3,5.1 π , ( )3,5.2 π  , ( )3,5.3 π  noktalarında, (5.5) birinci basamaktan 

doğruluklu fark şemasının farklı MN ,  değerleri için nümerik çözümleri ve (4.10)' daki 

3=N  olduğu durumda homotopi analiz metodu ile elde edilen yaklaşık çözümü 

sırasıyla Tablo 5.1, 5.2, 5.3 ve 5.4 'de verilmiştir.  

 Bu durumda yani 1−=  seçildiğinde   yakınsaklık kontrol parametresi çözüm 

serisinin yakınsaklık bölgesi içinden seçildiği için (2.1) denklemi için homotopi analiz 

metodu ile bulunan çözüm daha doğruluklu gözükmektedir.  

 Halbuki homotopi analiz metodunda seri çözüm yalnızca  'nin yakınsaklık 

bölgesinde olduğu durumda yakınsaktır. İki metodu karşılaştırmak için   yakınsaklık 

kontrol parametresini yakınsaklık bölgesi dışından seçersek fark şemaları metodunun 

denklemin tanımlandığı tüm bölgede yakınsak olmasından dolayı daha hızlı ve 

doğruluklu olduğu görülür.  
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 Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (5.5) ile 4== MN   değerleri için 

bulunan nümerik çözümler ve   yakınsaklık kontrol parametresinin yakınsaklık bölgesi 

dışından seçildiği durumlarda 3=N  için homotopi analiz metodu ile 

( )3,5.0 π , ( )3,5.1 π , ( )3,5.2 π  , ( )3,5.3 π  noktalarında bulunan çözümler sırasıyla  

Tablo 5.5, 5.6, 5.7, 5.8' de verilmiştir. 

 Sonuç olarak, homotopi analiz metoduna karşın fark şemaları metodu (2.1) 

probleminin tanımlandığı tüm bölgede çözümün yakınsak olmasını garanti eder. Bu 

yüzden sonlu fark metodu homotopi analiz metodundan daha etkilidir. 

 

Tablo 5.1. ( )3,5.0 π  noktasında  1−=  iken HAM ve Fark Şemaları Metotlarının  
Mutlak Hata Karşılaştırması  
                Metot                  appu                     eru  

3=N  için HAM 0.22906172466806 0.00059384974782 

14== MN  için (5.5) Fark Şeması 0.22925180320754 0.00040377120833 

 

 

Tablo 5.2. ( )3,5.1 π  noktasında  1−=  iken HAM ve Fark Şemaları Metotlarının 
Mutlak Hata Karşılaştırması  
                Metot                  appu                     eru  

3=N  için HAM 0.10509479577247 0.00029542445876 

400== MN  için (5.5) Fark Şeması 0.10439229073876 0.00099792949247 

 

 

 

 Tablo 5.3. ( )3,5.2 π  noktasında  1−=  iken HAM ve Fark Şemaları Metotlarının 
Mutlak Hata Karşılaştırması  
                Metot                  appu                     eru  

3=N  için HAM 0.04810733327449 0.00013445237303 

300== MN  için (5.5) Fark Şeması 0.04718024717717 0.00106153847036 
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Tablo 5.4. ( )3,5.3 π  noktasında  1−=  iken HAM ve Fark Şemaları Metotlarının 
Mutlak Hata Karşılaştırması  
                Metot                  appu                     eru  

3=N  için HAM 0.22064331496257 0.00001618626904 

300== MN  için (5.5) Fark Şeması 0.20648374008388 0.00143214368142 

 
 

 
Tablo 5.5. ( )3,5.0 π  noktasında  2−=  iken HAM ve Fark Şemaları Metotlarının 
Mutlak Hata Karşılaştırması  
                Metot                  appu                     eru  

3=N  için HAM 0.60794034646756 0.37828477205168 

4== MN  için (5.5) Fark Şeması 0.19917417967644 0.03048139473944 

 
 

 
Tablo 5.6. ( )3,5.1 π  noktasında  1.2−=  iken HAM ve Fark Şemaları Metotlarının 
Mutlak Hata Karşılaştırması  
                Metot                  appu                     eru  

3=N  için HAM 0.23880229550568 0.34419249070247 

4== MN  için (5.5) Fark Şeması 0.01269407636052 0.11808429659175 

 
 

 

Tablo 5.7. ( )3,5.2 π  noktasında  5.1=  iken HAM ve Fark Şemaları Metotlarının 
Mutlak Hata Karşılaştırması  
                Metot                  appu                     eru  

3=N  için HAM 0.61914656094707 0.57090477529954 

4== MN  için (5.5) Fark Şeması 0.05916387117235 0.10740565681988 
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Tablo 5.8. ( )3,5.3 π  noktasında  2=  iken HAM ve Fark Şemaları Metotlarının 
Mutlak Hata Karşılaştırması  
                Metot                  appu                     eru  

3=N  için HAM 0.44651534337246 0.42443482560715 

4== MN  için (5.5) Fark Şeması 0.07117968302668 0.09326020079198 
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