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OZET

Bu ¢alismada gecikmeli parabolik bir diferansiyel denklemin degiskenlerine
ayirma ve Fourier serileri ve Laplace doniisiim metotlar1 kullanilarak tam ¢oziimii ve
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BOLUM 1

GIRIS

Gecikmeli diferansiyel denklemler, dogal olarak meydana gelen saliniml
sistemler gibi, fiziksel, biyolojik ve sosyolojik siirecleri modellemek icin kullanilir. lk
olarak 1942 yilinda Minorsky [1], kendinden uyartimli salinimli dinamik sistemleri
modellemek icin kullanilan histerodiferansiyel denklemler fikrini tanitmistir. Minorsky,
0z salinimlar gibi bazi dogal fenomenlerin gecikmeli zamana bagimli olan bir eylemi
tarif eden bir gecikmeli dinamik sistemi [2] tanimlayan bir hareket veya eylemin
oncesinden etkilenmis olabilecegi Onerisini ortaya atmistir. Ayrica, Minorsky bir
kontrol sistemi icinde kendi kendini uyarmayir modelleme yeteneginden dolayr bu
sistemlerin Onemini agiklamistir.

g bir dis kuvvet olmak iizere; fiziksel sistemler genelde gecikmeli séniime sahip

X"(t)+ Kx'(t)+ bx(t — 7) = g(t) (1.1)
ve gecikmeli kuvvete sahip

X"(t)+ Kx'(t — )+ bx(t) = g(t) (1.2)
sistemleriyle siniflandirilir. Minorsky (1.1) ve (1.2) modellerini gemilerdeki
stabilizasyon sistemlerini [3] ¢alismak i¢in kullanmistir. Hareketli denge agirligi ile bir
geminin hareketini kontrol etmeyle ilgili olan bu ¢aligmasinda gecikme (denge

agirliginin yeniden ayarlanmasini temsil eden zaman) igeren bir realist matematiksel

model yapmis ve gecikme ¢ok biiyiikse hareketin salinimli oldugunu gozlemlemistir.



Bir adi diferansiyel denklem, simdiki zamanda gelecegi ongoren denklemdir.
Gecikmeli diferansiyel denklem ise simdiki zamanin ve gelecegin bir big¢imde gecmise
bagli oldugu denklemdir. Bir adi diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin
derecesi sonlu iken bir gecikmeli diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin
derecesi sonsuzdur. Gecikmeli diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin
derecesinin sonsuz olmasi ¢6ziimde kendinden uyartimli salinimlar gibi farkli ¢6ziim
davraniglarin1 destekleyen sonsuz sayida 0z deger olmasmi saglar. Gecikmeli
diferansiyel denklemlerin bu &zelligi, fiziksel kontrol sistemlerinin modellenmesinde
bu denklemlerin kullanimina biiyiik avantaj saglar.

Minorsky, fiziksel sistemlerde salimimli fenomen modellemek ic¢in bir temel
atmistir. Onun bu konu lizerine arastirmalarindan bir¢ok fiziksel ve biyolojik siirecin
modellenmesinde kullanishi olan gecikmeli dengeleyici kuvvete ve gecikmeli soniime
sahip gecikmeli diferansiyel denklem modelleriyle tanigmis olduk.

Hutchinson, 1948’de bir dairesel nedensel sistemin dinamigini tanimlayan
gecikmeli lojistik sistem olarak bilinen bir gecikmeli diferansiyel denklem modeli
gelistirmistir [4]. Bir nedensel sistem, ¢iktinin simdiki veya ge¢cmis girdiye bagl oldugu
bir sistemdir. Bir dairesel nedensel sistem ise sistem yok olmasin diye farkli oranlarda
ve siklikta sistemin bir parcasinin digerini etkiledigi bicimde degisen nedensel bir
sistemdir. Konak-parazit iliskisi [5], bir parazit konak popiilasyonunun gelisimini
zorlayic1 bir sekilde degistirmeden veya konagi oOldiirmeden yasam dongiisiini
tamamlayabilecegi i¢in konak popiilasyonu var olmaya devam edeceginden ekolojik
dairesel nedensel sisteme bir ornektir. Bu modeldeki gecikme,  blyiyen bir
popiilasyondaki gebelik periyodu veya bir parazitin yasam dongiisii gibi modellenebilen
ve siirecin dogal olarak meydana geldigi ¢esitli 6zelliklerini temsil eder.

20. yiizyilda, 1950'lerde gecikmeli denklemler teorisi iizerine arastirmalar artmis
ve arastirmacilarim ilgisi ile hizli bir gelisme kaydedilmistir. Ozellikle adi gecikmeli
diferansiyel denklemler iizerine yapilan ¢aligmalar giiniimiizde de etkin bir sekilde
gelismeye devam etmektedir [6-10]. Gecikmeli denklemlerin nimerik cozimleri
tizerine daha ¢ok adi diferansiyel denklemlerde calisilmistir [11-15]. Baz1 yazarlar
gecikmeli adi diferansiyel denklemlerin kararliligini ¢alismislardir [16-22]. Adi
gecikmeli diferansiyel denklemler {izerine caligmalar aktif olarak devam etmesine

ragmen kismi gecikmeli diferansiyel denklemlerle ¢alisan az sayida bilim adami vardir.



Kismi gecikmeli denklemler i¢in farkli tipte problemler, operatdér yaklasimi
kullanilarak ¢oziilmiistiir. A. Ashyralyev ve P.E. Sobolevskii, parabolik tipte lineer
kismi diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢c deger problemini goz oniine almislar ve
probleminin kararliligr i¢in gerekli kosullardan daha kuvvetli varsayimlar altinda
kararlilik esitsizlikleri kanitlamiglardir. Gecikmeli parabolik tipte denklemler igin
baslangic deger probleminin yaklasik c¢oziimiinde birinci ve ikinci basamaktan
dogruluklu fark semalar1 ¢6ziimlerinin kararlilik kestirimlerini vermislerdir [23-24].

D.B. Gabriella, sinirsiz gecikme operatorleri igeren Banach uzaylarinda degerler
alan gecikmeli denklemleri ¢6zmek i¢in ekstrapolasyon uzaylarini kullanmistir.
Gabriella, abstract yar1 lineer gecikmeli denklemlerin bir sinifi i¢in kuvvetli ve zayif
¢Ozlimlerin varligini arastirmigtir [25].

Daha ¢ok ¢oziimiin karakteri {izerine bazi ¢alismalar yapilmistir [26-30].
Y.Liang, T.J. Xiao bir Banach uzayinda sonsuz gecikme i¢eren fonksiyonel diferansiyel
denklemler i¢cin Cauchy probleminin ¢oziilebilirligini incelemislerdir [31]. S. Ahmad,
M. Rama Mohana Rao ve Y. Zhang gecikmeli denklemlerin kararliligin1 ¢caligmiglardir
[32-33]. Feng ve Lu asimptotik davranis iizerine arastirma yapmis [34], J. Yang, C.Y.
Wang, J. Li, Z.J. Meng nétral hiperbolik gecikmeli denklemlerin salinimi i¢in gerekli
ve yeterli kosulu géz oniine almistir [35]. M.EI-Borai ve F.K.Asaad yuksek mertebeden
gecikmeli parabolik diferansiyel denklemlerin Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin varlik
ve tekligi iizerine ¢alismistir [36]. C.V. Pao, iist ve alt ¢6ziim metodunu kullanarak
lineer olmayan gecikmeli parabolik sistemleri incelemistir [37].

Analitik ¢oziimleri ifade edilebilen az sayida gecikmeli diferansiyel denklem
vardir. Gecikme teriminin varligi gecikmeli diferansiyel denklemlerin teorik analizinin
yapilmasini zorlastirir. Bu durumda niimerik metotlar bu agigin kapatilmasi i¢in
gereklidir. Niimerik metotlarin sistematik olarak c¢alisilmas1 Barwell ‘in 1975te P-
kararlilik ve GP kararlilik kavramlarini tanitmasindan sonra baglamistir [38]. Yirminci
yiizyilin son on senesinde niimerik metotlar1 kullanarak gecikmeli denklemler iizerine
yapilan g¢alismalar en list diizeye ¢cikmustir. 1990°da Liu ve M.N. Spijker, gecikmeli
diferansiyel denklemlerde &-metodunun kararliligini ¢alismislar ve bir¢ok sonuca
ulagsmuglardir [39]. Z.Jackiewicz ve B.Zubik-Kowal, lineer olmayan gecikmeli kismi

denklemler icin Chebyshev spektral kollokasyon ve dalga bicimi relaksasyon



metotlarint arastirmiglardir [40]. Ferreria, Hutchinson denkleminin 6zel durumu olan
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi ¢calismistir [41].

Bu caligmada gecikmeli parabolik

au(t,x) azu(tz, X) +(0D) o%ul(t —21, X) _ 0
ot OX OX
t>0,0<x<mr,
u(t,x) =e ' cosx,
-1<t<0, 0<x<m,
u,(t,0)=u,(t,7z)=0

denklemi i¢in Neumann tipi sinir kosullu baslangi¢ ve sinir deger problemi ¢alisilmistir.

Ikinci boliimde degiskenlerine ayirma ve Fourier serileri metodu kullanilarak
denklemin analitik ¢6ziimii bulunmustur.

Uciincii bélimde ayni denklemin ¢oziimiinii bulmak icin Laplace doniisiim
metodu kullanilmistir.

Dordiincii boliimde Liao [42] tarafindan tanmitilan homotopi analiz metodu
(HAM) kullanilarak denklemin yaklasik ¢oziimii bulunmus, metotta yakinsaklik kontrol
parametresi olan 7 = —1 alindiginda problemin tam ¢6ziimii elde edilmistir.

Besinci ve son boliimde ise fark semalari metoduyla bulunan [43] birinci
basamaktan dogruluklu fark semasinin niimerik ¢éziimleri ile ayni noktalar géz oniine
alimarak HAM ile bulunan yaklasik c¢oziimler karsilastirilmistir. Bu karsilastirma

yapilirken MATLAB 7.0 programi kullanilmistir. Sonuglar tablolarla verilmistir.



BOLUM 2

GECIKMELI PARABOLIK BIR DENKLEM ICIN
NEUMANN TiPi SINIR KOSULLU BASLANGIC VE
SINIR DEGER PROBLEMININ DEGiSKENLERINE

AYIRMA VE FOURIER SERILERI METODU iLE

cOzUmMU

Bilindigi gibi, bir lineer parabolik diferansiyel denklemin analitik ¢oziimili, Fourier
serileri, Laplace doniisiim ve Fourier doniisiim metotlar1 kullanilarak bulunabilir. Bu

calismada gecikmeli parabolik

=0, t>0,0<x<r,

2 200 (+ _
ault,x) o u(tz, X) +(O,1)a u(t 21,x)

ot OX OX
u(t,x)=e'cosx, -1<t<0, 0<x<ur, (2.1)
u,(t,0)=u,(t7)=0

denklemi i¢in Neumann tipi sinir kosullu baslangi¢ ve sinir deger problemi caligiimistir.
Oncelikle bu problemin ¢éziimii igin degiskenlerine ayirma ve Fourier serileri metodu
kullanilacaktir.

te[01] icin t-1e[-1,0] oldugundan u(t-1,x)=e“Pcosx fonksiyonu, (2.1)
denkleminde yerine yazilirsa parabolik denklem icin
au(t,x)  d%u(t,x) _

ot Ox?
u(0,x)=cosx, 0<x<r, (2.2)

u,(t,0)=u,(t,7) =0, te[01]

(0D)e " Pcosx, 0<t<1l,0<x<r,

Neumann tipi smir kosullu baslangic ve smir deger problemi elde edilir. (2.2)

problemini ¢6zmek igin u(t, x)’i



u(t, x)=v(t, x)+w(t, x) (2.3)
biciminde iki fonksiyonun toplami olarak yazariz. Bu durumda (2.2) probleminin
¢cozumi
ov(t,x)  d*v(t,x)

ot ox?
v(0,x)=cosx, 0<x<r, (2.4)

v (t,0) =V, (t,7) =0, te[0]]

=0, 0<t<1 0<x<m,

ve

ow(t,x) o*wl(t

ot X
w(0,x)=0, 0<x<r, (2.5)
w, (t,0) =w, (t,7) =0, t €[01]

) _ (0)e P cosx, 0<t<1,0<x<,

problemlerinin ¢dziimlerinin toplamin1 verir. Oncelikle (2.4) problemini ¢ozelim.
Degiskenlerine ayirma metoduyla

v(t,x)=T(t)X(x)=0

bi¢ciminde tanimlayip denklemde yerine yazarsak

T'(t)X(x)-T(t)X"(x)=0

veya

bulunur. (2.6) esitliginden

{ X"(x)-AX(x)=0

X'(0)=X"(r)=0

(2.7)

denklemi elde edilir. C6zimi bulabilmek i¢in A ’nin aldig1 degerlere gore ¢ durum

s6z konusudur.

i) A=p®>0 igin sadece asikar ¢dziim vardir.

i) A =0 icin ¢ herhangi bir sabit say1 olmak iizere; X (X): c ¢6zUmdu elde edilir.
iii) A=—px°<0igin g'nin u=k,keZ" ve ¢ozimiin

X, (x)=c, coskx+d, sinkx, k =1,2,....

biciminde oldugu goriiliir. (2.6) esitliginden



T'(t)-k*T(t)=0 (2.8)
denklemi yazilir. Bu denklemden
T, (t)=C,e ™"

¢ozumi bulunur. Boylece a, =¢c,C,, b, =d,C, olmak Uzere;

v(t,x)= i(ak coskx +b, sinkx)e ™" (2.9)
k=

1
bulunur.
v(0,x)=cosx, 0<x<rx

baslangi¢ kosulu kullanilirsa

i(ak coskx + b, sinkx)=cos x
k=1

esitliginden
a=1a=0k>2
b, =0k=>1

katsayilar1 elde edilir. Katsayilar, (2.9) ¢oziimiinde yerine yazildiginda (2.4)

probleminin ¢ézimi
v(t,x)=e" cosx (2.10)

bulunur. (2.5) probleminin ¢dzimin( elde etmek igin
w(t,x) = > A (t) coskx (2.11)
k=1

serisini goz Oniine alalim.
w(0,x)=0, 0<x<rx (2.12)

baslangi¢ sart1 kullanilarak

iAk(O)coskx =0

k=1

oldugundan

A (0)=0, k=1

elde edilir. (2.11) seri ¢6ziimii (2.5) probleminde yerine yazilirsa

D" A (t)coskx+ > k*A (t)coskx = (0,))e ™ cos x
P =

yani



i [Ak () +k*A, (t)]COS kx = (0,1)e ™ cos x

bulunur. {COS kx}jf:l kiimesi ortogonal bir kiime oldugundan (2.12) baslangi¢ kosulu
kullanilarak

A +AR) =01,  A(0)=0,
A ) +k2A ()=0, A (0)=0, k=2

Cauchy problemleri elde edilir. Bu problemlerin ¢6zimlerinden
t t

A 1) =e*A0)+ j e ) (0,1)e ¢ Vds = j e (0)ds =e ¢V (0t =e*(0,L)et
0 0

ve

At)=0 k=2

bulunur. Katsayilar, (2.11) ¢6ziimiinde yerine yazilirsa

w(t, x) = e~ (0,1)et cos x (2.13)
bulunur. Sonug olarak (2.3) esitliginden (2.2) problemin ¢6ziimii

u(t,x)=e {1+ (0,1)et}cosx, 0<t<1 (2.14)
biciminde bulunur.

tef2] icin  t-1e[01] oldugundan u(t-1,x) = e {1+ (01)e(t —1)}cos x
fonksiyonu, (2.1) denkleminde yerine yazilirsa parabolik denklem i¢in

ou(t,x) o°u(t,x)
a X

1<t<2, O0<x<m, (2.15)

u@,x)=e*{l+(0)ejcosx, 0<x<7,

u,(t,0)=u,(t,7) =0, te[L,2]

(0)e P {1+ (0)e(t —1)}cosx,

Neumann tipi smir kosullu baslangic ve smir deger problemi elde edilir. (2.15)
problemini ¢6zmek igin u(t, X)’i (2.3) bi¢giminde yazariz. Buradan (2.15) probleminin

¢O0zumu



ov(t,x) 0°v(t,X)

o ox
v(L,x) =e*{l+(0)ejcosx, 0<x<7, (2.16)
v (t,0) =V, (t,7) =0, te[L,2]

=0, 1<t<2, 0<x<,

ve

2
awgt' X)_9 ‘g(tz’ X) _ (0060 L+ (00)e(t—1)}cosx, 1<t<2, 0<x <7,
X

w(@l,x)=0, 0<x<r, (2.17)
w, (t,0) =w, (t,7) =0, te[1,2]

problemlerinin ¢oziimlerinin toplamini verir. (2.16) problemini degiskenlerine ayirma
ve Fourier serileri metoduyla ¢6zelim. t e [0,1] araligindaki islemleri tekrarlarsak (2.9)
¢OzUmini elde ederiz.

v(L,x)=e{l+(0))e}cosx, 0<x <7

baslangi¢ kosulu kullanilirsa

> (a, coskx +by sinkx)e™ ={L+(01)e}cosxe™
k=1
esitliginden
a, =1+(02)e, a, =0, k>2
b, =0, k>1

katsayilar1 elde edilir. Katsayilar, (2.9) ¢06ziimiinde yerine yazildiginda (2.16)

probleminin ¢ézimi

v(t,x)=e" {1+ (0)e}cosx (2.18)
bulunur. (2.17) probleminin ¢6zimiini elde etmek icin (2.11) seri ¢6zimiini g6z 6niine
alalim.

w(l,x)=0, 0<x<rx (2.19)

baslangi¢ sart1 kullanilarak
> A (Dcoskx =0
k=1

oldugundan
A@D=0, k>1



elde edilir. (2.11) seri ¢oziimii (2.17) probleminde yerine yazilirsa
> A (t)coskx+ > k*A (t)coskx = (0)e P {L+(0)e(t —1) jcos x
k=1 k=1

Yani

i [Ak' () +k?A (t)]cos kx = (0,)e {1+ (0,1)e(t —1) }cos x

k=1

bulunur.
{cos kx}f:1 kiimesi ortogonal bir kiime oldugundan (2.19) baslangi¢ kosulu

kullanilarak

A)+A) =(0De P+ (0Det-D}, A@Q)=0
A0 +K*A 1) =0,A0)=0k=2

Cauchy problemleri elde edilir. Bu problemlerin ¢6ziimlerinden

At)=e “PAQD+ je-“-s) (0)e {1+ (0,)e(s-1)jds

t

j e D (02){1+(0,1)e(s—1)Jds

_ e (0)et + (01)%e? & 21) —(0,1)e}

—et (O,l)e{s +(0) e(s ;1)2

=e [ (0,1)et + ((O,l)ezﬂ - (O,l)e}

ve

A (1) =0, k=2

bulunur. Katsayilar, (2.11) ¢6ziimiinde yerine yazilirsa

w(t,x) =e'| (0,1)et + ((O,l)ezﬂ —(0,1)e |cosx

10



bulunur. Sonug olarak (2.3) esitliginden (2.15)

problemin ¢ozumi
2
u(t, x) :e{l+(0,1)et+W}cos X, 1<t <2, (2.20)

biciminde bulunur.

meZ", te[m,m+1] igin t-le[m-1,m] oldugundan
ut—1,x)=e {1+ (0D)e(t-1) +...+M}cosx fonksiyonu, (2.1)
m!

denkleminde yerine yazilirsa parabolik denklem i¢in
ou(t,x) d°ut,x)
ox?

m<t<m+l 0<x<,

u(m,x)=e™ {1+ (0L)em+ (Oelm 1) ot [(Oe(m~(m-1)I
| | 2 m!

SN

=(0e ™ {1+ 0De(t-1)+...+ W} COS X,

(2.21)

}cosx, 0<x<r,

u, (t0)=u,(t,z), te[mm+l]

Neumann tipi sinir kosullu baslangic ve smir deger problemi elde edilir. (2.21)
problemini ¢6zmek igin u(t, X)’i (2.3) bi¢giminde yazariz. Buradan (2.21) probleminin
¢cozumi

ov(t,x) o%v(tx)
ot ox?

0, m<t<m+1 0<x<,

v(m,x)=e™" {1+ (0,))em +((O,1)e(2+1))2+ ot +[(O,rln_)'e]m} cosx, 0<x<z, (2.22)

v, (t0) =V, (t,7), te[mm+1]

ve

11



ow(t,x)  0°w(t,x)
ot ox®

m<t<m+1 0<x<,

=(0,De " {1+ O et -1 +...+ W} COS X,

(2.23)

w(m,x) =0, 0<x<r,
w, (t,0) =w,(t,7), te[mm+1]

problemlerinin ¢éziimlerinin toplamini verir. (2.22) problemini degiskenlerine ayirma

ve Fourier serileri metoduyla ¢ozersek (2.9) ¢ozumunt elde ederiz.

v(im,x)=e™" {1+ (0,1)em + ((O’l)e(;] -1)f +ot [(O,:r?le]m }cos X, 0<x<rxw

baslangi¢ kosulu kullanilirsa

0

> (a, coskx+b, sinkx)e ™ =e™" {1+ (0,)em + ((02)e(m 1)) + ot [©ODef" }cos X

k= 2! m!
esitliginden
2 m
a, =1+ (0)em+ ((02)e(m ~1) +ot [0De] ,
2! m!
a =0 k>2
b, =0,k>1

katsayilar1 elde edilir. Katsayilar, (2.9) c¢oziimiinde yerine yazildiginda (2.22)

probleminin ¢ozimu

2 m
vit,x)=e™ {1+ (0,)em + ((O’l)e(; -1) +ot [(0’1)?] }cos X (2.24)
! m!
bulunur. (2.23) probleminin ¢6zimiini elde etmek igin (2.11) seri ¢6zimiini g6z 6niine
alalim.
w(m,x)=0, 0<x<rx (2.25)

baslangi¢ sart1 kullanilarak
> A (m)coskx =0
k=1

oldugundan

12



A(m)=0, k>1
elde edilir.

(2.11) seri ¢oziimil, (2.23) probleminde yerine yazilirsa

i A, (t) coskx + i k2A, (t) coskx

=(0)e " {1+ (0e(t-1)+...+ [(O’l)e(;l_ Wi }cos X

yani

i [Ak (t)+ kA, (t)]cos kx = (0,)e "V {1+ (ODet-D +....+ [(O,l)egﬂ— m)]" }cos X

bulunur.

{COS kx}f=1 kiimesi ortogonal bir kiime oldugundan (2.25) baslangi¢ kosulu kullanilarak

A1) + A (t) = (00)e {1+ 0Dt 1) +... + ODeC-m]" } AD)=0

m!
A (t)+k2A (t)=0,A (1) =0, k > 2.

Cauchy problemleri elde edilir. Bu problemlerin ¢6ziimlerinden

m!

A= M Am)+ [0 {l+(0,1)e(s _1)s..4 (OLels = m))" }ds

(01)et — (02)em + ((01)et-1))* ((0.1)e(m-1)f - ((0,0)e(t —m+2))"

_ -t 2! 2! . m!
_((02))"  ((O2)eft—m))™*
m (m+1)
A({t)=0, k>2

bulunur. Katsayilar, (2.11) ¢oziimiinde yerine yazilirsa

(Ot - (01)em + (e =2)" _ (0L)e(m-1))

2! 2!

. (onet-m+1)"  (02e)" (026t -m)™

m! m! (m+1)

w(t,x)=¢e™ COS X (2.26)

elde edilir. (2.3) esitliginden (2.23) problemin ¢oziimii

13



u(t,x)=e" {1+ (01)et + (O,l)eg = ot (O,l)(en(qtgln):)m”} cosx, m<t<m+1 (2.27)

biciminde bulunur. Boylece, (2.1) gecikmeli parabolik denklemi i¢in Neumann tipi
siir kosullu baslangig ve sinir deger probleminin degiskenlerine ayirma ve Fourier
serileri metodu kullanilarak bulunan analitik ¢6ziimii [43]

e'cosx, —1<t<0,
e {1+(0,L)et}cosx, 0<t <1,

e {1+ (0)et + ((O’l)e(t_l))z}cos X, 1<t<2,
2! (2.28)

e {1+ (0.1)et + ((0,1)e§tl -1)) +.+ (oLl _1; ) } cosx, n<t<n+ln>2,

bicimindedir.
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BOLUM 3

GECIKMELI PARABOLIK BIR DENKLEM ICIN
NEUMANN TiPi SINIR KOSULLU BASLANGIC VE
SINIR DEGER PROBLEMININ LAPLACE DONUSUM
METODU ILE COZUMU

3.1 Laplace Doniisiimii

Integral déniisiimlerinin tarihgesi L eonard Euler (1763 ve 1769)'in ¢alismasina
dayanir. Euler ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemlerin ¢6zumlerinde
aslinda ters Laplace donilisiimiinii g6z Oniine almistir. Laplace, Theorie analytique des
probabilites (1812) adli ¢alismasinda, aslinda Euler'in Laplace doniistimiinti tanittigini
kabul etmistir. Ilk olarak Euler 'in kullandig
y = [e”g(s)ds
integral doniisiime Laplace doniisiimii ismini koyan ise Spitzer(1878) 'dir. Bu haliyle

Laplace doniisimi y = y(x)'in bilinmeyen fonksiyon oldugu diferansiyel denklemde

kullanilmistir.

19. ylizyilin sonlarinda, Laplace doniisiimii Poincare ve Pincherle ve daha sonra Petzval
tarafindan kompleks haline genisletilmis ve Picard tarafindan iki degiskenli formuyla
yeniden bulunmustur. Abel ve diger bir¢ok arastirmaci Laplace dontistimii ile ilgili
caligmalara devam etmistir. Modern Laplace doniistimiiniin ilk uygulamasi,
Rutherford'un radyoaktif par¢alanma iizerine ¢alismasindan ortaya g¢ikan denklemleri

doniistiiren Baterman (1910)"1n ¢aligmasidir.

Baterman,
®_
dt
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denkleminde
p(x)= [ e P(t)t
0

doniigiimiinli yerine koyarak doniistiiriilmiis denklem elde etmistir. Bernstein (1920),

teta fonksiyonlari iizerine yaptig1 calismasinda

0

f(s)= je‘s“qﬁ(u)du

0
ifadesini kullanarak bu doniisiimii Laplace doniisiimii olarak adlandirmistir.

Laplace doniisiimiine modern yaklasim, Doetsch tarafindan 1920 ve 30 larda
verilmistir ve Laplace dontisiimii Doetsch [44-45] tarafindan diferansiyel, integral ve
integro-diferansiyel denklemlere uygulanmistir. Doetsch calismasini, 1937 yilinda
sundugu Theorie und Anwendungen der Laplace Transformation adli metinde
sonuc¢landirmistir.

Oliver Heaviside'm (1894, 1899, 1912), ii¢ ciltten olusan Electromagnetic
Theory adli eserinde Laplace doniisim yontemine benzerlikler bulunmaktadir.
Heaviside'!n hesaplamalarinda elektrik muhendisleri icin problemlerini ¢6zmede
oldukca kullaniglt bir teknik bulunur. Bromwich bu teknigi gili¢lendirip Laplace

doniistimii ile birlestirerek y, Xfonksiyonunun biitlin tekilliklerinin saginda olmak

Uzere;
X(t)= iﬁix()etsx(s)ds
2 i

ters doniigiimiinii bulmustur.

Adi ve kismi diferansiyel denklemler, elektrik akimi, titresen zar, yalitilmig
iletken i¢inden gegen 1s1 akimi gibi bazi zamanla degisen nicelikleri tanimlarlar. Bu
denklemler genelde sistemin t =0 anindaki durumunu tanimlayan baslangi¢ kosullari
ile verilirler. Laplace doniisiimii, bu problemleri ¢ozmek i¢in verilen ¢ok giiclii bir
tekniktir. Doniistiirtilmiis denklemin ¢oziimii de daha sonra uygulanan ters doniisiimle
orijinal problemin ¢6zimine dOniistiiriiliir. Bu teknik "Laplace doniisiim yontemi"
olarak bilinir.

Laplace doniisim yontemi adi ve kismi diferansiyel denklemlerin, integro-
diferansiyel denklemlerin, fark denklemlerinin, imroper integrallerin ¢ozimlerinde

kullanilir ve literatiirde bu konu iizerine yapilan birgok ¢alisma bulunmaktadir [46-50].
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Laplace Déniisiimiiniin Tammm: t > 0 olmak iizere; f = f(t), bir reel veya kompleks

degiskenli fonksiyon ve s, bir reel veya kompleks parametre olsun. Limit mevcut iken

f 'nin Laplace dontistimii

Fs)=L(f(t)= e f(tpit = lim

Hje-st f (t)t (3.1)
0 0

ile verilir. (3.1) integrali limit mevcut iken yakinsaktir, limit mevcut degilse integral
raksaktir denir ve f igin tanimlanan Laplace doniisiimii yoktur. L(f) notasyonu f'in
Laplace doniisiimiinii gosterirken kullanilir ve buradaki integral Riemann (improper)
integralidir. Yani L semboli, f = f(t) fonksiyonlarindan yeni bir F(s)= L(f(t))

fonksiyonu tireten Laplace doniigiimiidiir.

Tamm 3.1. (3.1) integraline

|imﬂest f(t)ot
0]

T—>0

limiti varsa mutlak yakisaktir denir. Eger L(f(t)) mutlak olarak yakinsiyor ise

7 — oo iken her 7' > zigin

Te‘s‘ f (t)t

< ﬂe“ f(t)dt >0

T

olur. Budurumda L(f(t)) de yakinsar™.

Tamm 3.2. (3.1) integraline, kompleks diizlemde bir © bolgesindeki s parametreleri
icin eger her ¢ >0 i¢in 7 >z, esitsizligini saglayan bir 7, sayis1 varsa ve her s e Q
icin

o0

Jer f(tht

T

<é&

! I(p(t)jt integralinin yakinsaklig1 Cauchy kriterine denktir:
0

7 — oo iken 7' > rigin J-(p(t)it—>0.
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saglaniyorsa diizgilin yakinsar denir.

Tamm 3.3. Bir f fonksiyonu, eger

lim £ (t)=f(t,") ve lim £(t)= t(t,°)

>ty

limitleri mevcut ve f (to_);t f (to+) ise bir t, noktasinda sicrama siireksizligine sahiptir.

Tanim 3.4. Bir f fonksiyonu,

i) lim £ (t)= f(0") fimiti meveut

ve

i) f'in (0, b) araligindaki sigrama siireksizligine sahip oldugu sonlu sayida z,,7,,..., 7,
noktast harig, her sonlu (0,b) arahiginda siirekli ise [0,c0) araliginda pargal siireklidir
denir. Parcal1 siirekli bir fonksiyon her alt aralikta simirlidir. Yani sonlu sayida M,
sabiti icin

ft)<M,, r<t<r, i=12.,n-1

i+1?

saglanir.

Tamm 3.5. Bir f fonksiyonu, eger 3t, > 0 i¢in
() < Me*, t>t,

esitsizligini saglayan M >0 ve « sabitleri varsa « Ustel mertebeye sahiptir.

3.2. Laplace Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri

Lineerlik: Laplace operatori L 'min en temel ve kullanish &zelliklerinden biri
lineerligidir. Yani

Re(s)>«a igin f, eL, Re(s)> g icin f, e L ise Re(s)>max{a, g} igin f, + f, eL
ve her c,,c, sabiti igin

L(c,f, +¢c,f,)=c,L(f,)+c,L(f,) (3.2)

esitligi saglanir.
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Diizgiin Yakinsakhk: [O,oo) araliginda parcali siirekli ve Ustel mertebeden f
fonksiyonlart i¢in Laplace integrali mutlak yakinsaktir yani .”e"St f (tjdt yakinsaktir.
0

Ustelik bu tiir fonksiyonlar icin Laplace integrali diizgiin yakinsaktir.

Teorem 3.1. f fonksiyonu, [O,oo) araliginda pargali siirekli ve o Ustel mertebeye sahip
ise Re(s)— oo iken
F(s)=L(f(t))—>0

olur.

Laplace Déniisiimiiniin Tersi: F(s)=L(f(t)) ise bir fonksiyonun Laplace
doniisiimiinii orijinal fonksiyona doniistiiren ters Laplace dontigiimii
L*(F(s))=f(t), t=>0,

ile gosterilir.

Lerch Teoremi: [0,00) araliginda farkli stirekli fonksiyonlar farkli Laplace

doniistimlerine sahiptirler.

Ters Laplace Déniisiimiiniin Lineerligi: L™ ters Laplace déniisiimii de lineerdir,
yani, F(s)=L(f(t)) ve G(s)=L(g(t)) ise
L™ (aF(s)+bG(s))= aL™*(F(s))+bL™(G(s)) = af (t)+ bg(t) (3.3)

saglanir.

Birinci Oteleme Teoremi: F(s)=L(f(t)) ise Re(s)>0 icin a reel Re(s)>a olmak
uzere,

F(s—a)=L(e™f(t))

esitligi saglanir.

Ispat:

Re(s)> a igin
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F(s—a)=[e ™ f(t dt—je’St e f (t)dt = L(e* £ (t))

O3

bulunur.

ikinci Oteleme Teoremi: F(s)= L(f(t)) ise

1 t>a
a>0,u,(t)= 0 ‘oa

olmak tzere;
L(u,(t)f(t—a))=e*F(s), a=0.
esitligi saglanir.

Ispat:

L(u. (©)f (t-a))=

o—3

e *[u, (O)F (t—a)ldt = [e £

integralinde 7 =t —a doniisiimii yapilirsa

Je w+a) dr—e‘aSTe‘”f (r)dz = e *F(s)

0

bulunur.

3.3. Laplace Déniisiimiiniin Tiirevi ve Integrali

Yardima Teorem: f(x,t) ve gf(x,t), a<x<b , 0<t<T,T>0
X
bolgelerinde t=t, ,i=1...,n dogrular1 boyunca sonlu sayida sigrama siireksizlikleri

haric surekli fonksiyonlar olsun.

FO)=[fxtdt  ve | %f(x,t)dt integralinin ilki yakinsak, ikincisi diizgiin
0

0
yakinsaktir.

Bu durumda

iF(X):]:i f(x,t)dt (a<x<b)
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Teorem 3.2. f, [O,oo)’da a listel mertebeden parcali siirekli bir fonksiyon ve

L(f(t))= F(s) olsun. Bu durumda

:S"n F(s)=L(C 1" (), n=123... (5> a) (34)

olur.

Ispat: s>x, >« igin asagidaki hesaplamada Yardimc1 Teoremden yararlanarak tiirev

ve integral isaretlerini yer degistirilirse

D r(s) =L ettt = [ f (bt = [—te ™ F(Ohit = L(~tf (1)),

ds ds 5 0S 0

elde edilir.

Her s>« igin s> X, > o esitsizligini saglayan3x, bulunabilir. Bu durumda yukarida
bulunan sonu¢ her s>« igin saglanir. Diferansiyel almayi tekrarlayarak ya da

timevarimla s > X, > & igin teorem ispatlanmis olur.

3.4. Turevin Laplace Doniisiimii

Diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in bir f fonksiyonunun f' tirevinin

Laplace doniisiimiiniin bilinmesi gerekir. L(f'), L(f) cinsinden yazilabilir.

Tiurev Teoremi: f, (0,00) araliginda « Ustel mertebeden, surekli fonksiyon ve f',

[O, oo) araliginda parcali siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda

L(f'(t))=sL(f(t)- f(0*)  (Re(s)>a) (3.5)
saglanir. Kismi integrasyon ile

_[e‘St f'(t)dt = lim [e™f (t)dt = lim { e () + s.[e‘St f (t)dt}
0 e 0 o

-0
T—>0

=lim { e f(r)-e*f(5)+ sj'e‘St f (t)dt} =—f(07)+ s]o' e ft)dt  (Re(s)>a).

bulunur. Buradan

Lt () =sL(f () t(0)

olur. Re(s) = x > a oldugunu kullanirsak 7 — oo iken
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e f (r)‘ <e™"Me” < Me @ 50
bulunur.

f'(O*):Iim f'(t) limiti var oldugunda f(0+) vardir. Eger f, t=0 da strekli

t—>0"
fonksiyon ise (0*)=f(0) olur ve buradan

L(f'(t)=sL(f (t)- £ (0) (3.6)

bulunur.

Teorem 3.3. f, [O, oo) araliginda t =t, > 0 sigrama siireksizlik noktasi hari¢ stirekli ve
o Ustel mertebeden fonksiyon, f', [0,00) araliginda pargali siirekli fonksiyon olsun. Bu
durumda

LPE)=sL(t0)- 10)-e(t)- 1) (Rels)>a)

olur.

Ispat :

o0

[e= f/(t)dt =lim

T
0

= Iim_e‘st f (tj;l +ef (t)(: + je‘“ f (t)dt}

7% A
0

[e t(t)dt
0

—lim| e f(t; )- £(0)+e f(r)-e*f(t )+ sje‘“ f (t)dt}

T—0
0

bulunur. Boylece

L(f*(t) = sL(f (1)~ f(0)-e(f(t)- Flt))
olur.

Eger O0=t, <t <..<t, sonlu sayida sicrama siireksizlik noktalar1 ise bu

Teorem 3.3. 'lin sonucu,
L) = sLF0)- £07)- e (1(t)- 1) @)

olarak genellestirilebilir.
f', [0,00) araliginda siirekli ve iistel mertebeden fonksiyon ise f de stirekli ve Ustel

mertebedendir. Bunu gormek icin
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[f/(t) < Me”, t=t,, a#0

oldugu varsayilsin.

t

f(t)=[ e+ f(t)

t0
olur ve

t
HOE Mje“fdr+|f(t0)|sMe“‘+|f(t0)|s(:e“‘,t2t0.

t a

bulunur. f siirekli oldugundan bu sonu¢ « #0 igin oldugu kadar =0 igin de
gecerlidir.
Diferansiyel denklemlerin ¢dzimlerinde daha yilksek mertebeden tirevlerin de

Laplace doniisiimlerini almak gerektiginden (3.6) formiiliini f " 'ne uygulayarak
L(f"(t))=sL(f'(t)- f'(0)=s(sL(f(t))- f(0))— f'(0)
=s’L(f(t))-sf(0)- f'(0) (3.8)

elde edilir. Benzer bicimde

L(£"(t)) = sL( (1))~ £"(0)= s*L(f (t))-s2'(0)~ "(0) (3.9)
bulunur.

Bu bulunanlar genellestirilirse asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4. f(t), f'(t)..., f"?(t), (0,:) araliginda siirekli ve « Ustel mertebeden

fonksiyon, f (”)(t), [0, oo) araliginda pargali stirekli fonksiyon olsun. Bu durumda
f

L(f ™ (t))=s"L(f(t)-s"*£(0")-s"2 (0" )—...- £ I(0") (3.10)
olur.

3.5. Laplace Doniisiimiiniin Kismi Diferansiyel Denklemlere
Uygulanmasi

t >0 zaman degiskeni olmak iizere; U= u(t, X) fonksiyonu gbz 6nine alinsin.

U (S, X) ile u'nun t'ye gore Laplace doniistimii gosterilir.

o0

U(s,x)= L(u(t,x))= J.e‘“u(t, X it

0

Burada X, doniistiiriilmemis degiskendir.
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Bu durumda

ou) 7 0
Ll — |=[e™ —ult,xdt
& Je ulxK

(3.11)
07 s 0
= &.([e ‘u(t, x)dt = U (s,x)
bulunur. Yani tiirevin doniisiimii, doniisiimiin tiirevidir.
lim e’“u(t,x)dt:je’“u(t,xo)dt,
°0 0
Yani,
limU(s,x)=U(s,x,) (3.12)
bulunur.

(3.11) 'de x'e gore tiirev alindigindan S parametresi sabit olarak alinabilir. Boylece

0 d du
—U(s,x)=—U(s,x)=—
OX (S X) dx (S X) dx

yazilabilir. (3.11)'in tiirevi

o’u) daU
L o2 | T 2
OX dx

olur.

Tlrev teoreminden
L(%uj = sL(u(t, x))-u(0",x)=sU(s,x)-u(0*,x)

olur.

Laplace doniisiim yonteminde kismi diferansiyel denklemin her iki yanina
Laplace doniisiimii uygulanir ve denklem bilinmeyen fonksiyonun U =U (X) oldugu adi
diferansiyel denkleme doner. u'nun diger degisken olan Xx'e gore Laplace doniisiimii
alinirsa bu sefer denklem bilinmeyen fonksiyonun U =U(t) oldugu adi diferansiyel

denkleme doner ve doniistiiriilmiis denklemin ¢6zimi bulunur. Bulunan ¢6zimin ters

Laplace doniisiimii alinarak orijinal denklemin ¢6ziimii bulunur.
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3.6 Gecikmeli Parabolik Bir Denklem i¢cin Neumann Tipi Sinir Kosullu Baslangi¢
ve Sinir Deger Probleminin Laplace Doniisiim Metodu ile Coziimii

(2.1) denklemini fark denklemi olarak yazip te [m,m+1] icin denklemin ¢ézimdini

Laplace doniisiim metodu ile bulabiliriz.

ou, ., (t,x) &%u,.,(t,x) o%u, (t —1,x)

+ _ + > :_(0’1) § ’
ot OX OX

k>0,t>0, 0<x<z, te[mm+1] (3.13)

Uy (t,x) =e"cosx, 0<x<rx,—1<t<0,

uk+lx (t’o) = uk+lx (t’”) = O ’t = O

gecikmeli parabolik Neumann tipi sinir kosullu baglangi¢c ve sinir deger probleminin

Laplace doniisim metodu ile ¢ozimi bulunabilir. t zaman degiskenine gore u(t, x)

fonksiyonunun ve tlrevlerinin ve gecikmeli terim iceren fonksiyonun tirevinin Laplace

dontistimi
L (Ues) = &t )dlt (3.14)
0
ve
6uk+1 _00 —st, ' _ —stOO
L= )= [e U, (6, x)dt = u, , (t,x)e™ | (3.15)
0 0

¥ sje‘“um(t, x)dt = —u, ., (0,x)+sU, ,(s)
0

2u (t-7,%x)) T L%, (t-7,%) . T o) 0°U(0,X)
I R N

0 2 0 A2
— e—ST Ie—sa a uk(ze’ X)dH_i_e—STJ'a uk(f’ X)de (316)
OX 5 OX

—(s+1)o 0 2

.| € .. d‘u

s cosx ||+e™ 2"
dx

s+1 _

-7

=€

olarak tanimlansin.
Oncelikle t €[0,1] igin ¢oziim bulmak istedigimizde (3.13) denkleminde (3.14), (3.15)
ve (3.16) esitliklerinde 7 =1, k =0 alirsak
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ouy(t,x) o%u,(t,x)  (0.1)0%u,(t-1,x) (3.17)
ot ot ox? '

denklemi ve

L (u) = [ e~y (t, x)dt
0
L| M) = —cosx+sU,(s),
ot
2 _ _ alsHl)
Lt (MJ =g % |:1e—j| COSX —e %7 LCOS X

ox? s+1 s+1

T

COS X
s+1

elde edilir. (3.17) denklemin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

N =]

d2u,

X2

—Cosx+sU, —

= (0.1 —% cos xj
s+1

ve doniistiiriilmiis denklem
2
dUl—(zs,x)_ sU, (s, x) = —cosx —Mcosx (3.18)
dx s+1
olarak bulunur. Bu denklemin homojen ¢6zimd

AERNNPECY

U, (s,x)=ce’™ +c,e
olur. Baslangi¢ kosullart kullanilirsa ¢, =c, =0 bulunur.
(3.18) denkleminin 6zel ¢bzimi

U,,(s,x)= Acosx+ Bsin x

olarak kabul edilip (3.18) denkleminde yerine konulursa

Aol e(o.1)2
s+1 (s+1)

, B=0

bulunur. Buradan (3.18) denkleminin ¢6zim

Ul(s,x):Ulp(s,x)={$+ (z(f'll))z}cosx (3.19)

elde edilir. (3.19) ¢oziimiine ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

26



L4(U, (5. ) = L(LJ cosx+ L1( e(0.1) Jcosx

s+1 (s+1)

ve te[04] igin (3.13) denkleminin
u,(t,x)=e"{L+(0.1)et}cos x (3.20)
¢6zUm bulunur.
t € [1,2] igin (3.13) denkleminde k =1 alinirsa
ou, (t,x) 8%u,(t.x) _ (0.1)0%u,(t-1,x)

ot ox? ox?
denklemi elde edilir. (3.14), (3.15) ve (3.16) esitliklerinde k =1 alindiginda

(3.21)

L, (u, (t,x)) = Te‘s‘uz(t, x)dt

o st o @
L[(—auz(g' X)) =& u; (t,x)dt =U,(t, x)e | +s[eu,(t, x)dt
0 o o

=—u(0,x)+sU,(s, x)

o°u, J[1-el L d?u
t—-1x)|=¢e""° coOsSX+e* —1Lt

S+

_ als+)
:e‘{1 el }cosx—e‘s(iﬂo.l)e 1 ]cosx

S+ s+1 (s+1Y

—e —s+1 1
=<———(0.1 COS X
{s+1 (0.2 (s+1)2}

elde edilir. (3.21) denkleminin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

0, (0,)+ 5U,(5,x) 99206 _ _(o.l)e{‘_l_M}cosx

dx? s+1 (s+1f

Buradan

aU,8.%) Zlfj;(zs, X)_ sU, (s, x)=-u,(0,x)+ (O.l)e{ s_+11 - ((Zi)i; }cos X (3.22)

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6zimi

Uz(s,x):m—(o.l)e{( -1 (o'l)e_s}cosx (3.23)

s+1 s+1)  (s+1)°

bulunur. (3.23) ¢oziimiiniin ters Laplace dontisiimiinii alirsak
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Ls<u2<s,x>>=u(“2<0’x>j—(o.1>eu( = (0-1)3‘5Jcosx

s+1 (s+1F (s+1y

olur.

0 0<t<T
g(t):{f(t—T) t>T (3.24)

fonksiyonunun Laplace dontigiimii

G(s)=L(g(t)=eF(s) (3.25)

I
olarak verilir. (3.24)'te T =1 alirsak —~ :L(t“) oldugundan F(s)=

n+l
S

icin

1
(s+1)°

,t>1 bulunur.

e 't? e I (t-1)
|

(3.25)" te G(s)=e*F(s) ve f(t)= 5 yani f(t-1)=

Bu durumda (3.23) denkleminin ¢6zimdi

-(t11 2
u,(t,x)=e"u,(0,x)+ (O.l)e(e‘t + (0.1)#) CoS X (3.26)

elde edilir.
u,(L x)=u,(1,x)=e"u,(0,x)+(0.1)cos x
=e(1+(0.1)e)cos x
oldugundan
u,(0,x)=cosx

bulunur. (3.21) denkleminin ¢6ziimi
2
u,(t,x)=¢e" [1+ (0.1)et +WJCOSX (3.27)

elde edilir.

te[2,3] igin (3.13) denkleminde k = 2 alinirsa

auy(t.x) d%uy(tx)  (0.2)0%,(t-1,x) (3.28)

ot ox? ox?
denklemi elde edilir.
(3.14), (3.15) ve (3.16) esitliklerinde k = 2 alindiginda

L, (u,(t, x)) = Te‘“u3(t, x)dt
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Q(WJ = —U,(0, x)+ sU,(s, x)

2 s+1 2
L{%Xuj (t-1, x)j = e‘{l_e }cosx +e dUdZ—(ZSX)

s+1 X

_ a(s+1) 2 -5
:e‘{1 ¢ }cosx—e‘s[ L + (0.0)e +(0.1)e ]cosx

s+1 s+1 (s+1f (s+1)
2 -2s
= _—e—(O.l)e’s'+1 ! - 0.1 e3 COS X
s+1 (s+1f  (s+1)
bulunur. (3.28) denkleminin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

—u3(0,x)+sU3(s,x)—dZU3—(S’X)— (O.l)e{— L —(O'l)es—(o'l)zezs}cosx

axz s+1 (s+1f  (s+1)

ve

d?U,(s, x)

LX) 0 (5.0=1(0.0)

0 1)e{— 1 (0.2 (0.2)0e™ }COS )

s+l (s+1F (s+1)

(3.29)

denklemi elde edilir. (3.29) denkleminin ¢ézim

_ U3(0, X) 1 (0.1)e*5 (0-1)28725
U,(s,x)= o1l —(0.1)e{— 6+17  (+1F  (s+1) }cosx (3.30)

bulunur. (3.30) ¢oziimiiniin ters Laplace doniisiimii alinirsa
, 4 Uy(0,%) , 1 (01 (0.17e™
HU,(s,x)) = 1Lj-o.1 - - - co
L[ ( 3( )) Lt ( n ( )eLt (S+l)2 (S+1)3 (S+1)4 S X

olur.
(3.24)’te T =2 alinirsa

1 . , e et :
F(S)_(s+1)4 icin  (3.25 te  G(s)=e®F(s) ve f(t)= 2 yani
e A (t-2)

flt—-2)= ,t>2 bulunur.

Boylece (3.28) denkleminin ¢ozimi

U, (t, x) = e"'u, (0, x) + (O.l)e[e‘t + (O.l)e(‘;(t = + (O'l)ze(;:)(t — 2)3]005 X (3.31)
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elde edilir.
U,(2,x)=u,(2,%x)= {ezus(o, X) + eZ{Z(O.l)e + ((02#')@2}} CoS X
—e? {1+ 2(0.1)e + ((02%)6)2} CoS X

oldugundan
u,(0, x) = cos x

bulunur. Buradan (3.28) denkleminin ¢6zim

u,(t,x)=¢e™ {1+ (0.1)et + 0. e;(t -1 + (0.1)3e;!(t -2) } COS X (3.32)

olur.
t €[3,4] icin (3.13) denkleminde k = 3 alinrsa

2 2
ou,(t,x) @ u4(';, x):_(0.1)8 u3(t;1, X) (3.33)
ot OX OX
denklemi elde edilir.
(3.14), (3.15) ve (3.16) esitliklerinde k = 3 alindiginda
L (u (t,x) = [&~u, (&, x)dt
0
L‘(%:X)j =—u,(0,x)+sU,(s, x)
2 _ _ als+) 2
L{a uy(t : 1, x)] _ e_{l e }cosx+e‘s d Ug(zs, X)
OX s+1 dx
o 1-e o 1 (1 (01 (0.17ee™ (0.1 ee™
=e COSX—e + ~+ —+ — |cosx
s+1 s+1{s+1 (s+1F  (s+1) (s+1)
olur. (3.33) denkleminin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa
2
—u,(0,x)+sU, (s, x)—dUd“T(ZS’X)
(3.34)

s+1 (s+1F  (s+1°  (s+2)

:—(0.1)e{— 1 (01* (01fe™ (0.1)3e35}COSX
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denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6zimi

_ w(0x) 1 (02 (0afe™ (0.1 e*
U,(s,x)= s+1 —(0-1)6{—(5+1)2—(8+1)3 - (s+1) - (5+1) }cosx (3.35)

bulunur. (3.35) ¢6zimine ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

O

s+1

—(O.l)eL;l{— 1 (01 (0.2pe™® (0.1)3e35}cOSX

(s+17 (s+1° (s+1)  (s+1)

olur.
1 e 't*
(3.24)’te T =3 alinirsa F(S): = icin (3.25)" te G(S):e’SSF(S) ve f(t)=
(s+1) 4
—(t-3) _ 2\
yani f(t—3):w,t23 bulunur.
Buradan (3.35) ¢oziminin ters Laplace doniisiimii
-t(-1)(+ _1)2
u4(t,x)=e“u4(0,x)+(0.1)e{e‘tt+ A
| . ' (3.36)
2 —-(t-2)(+ _9)3 3 ,—(t-3)(+ _ 2)*
L 007 ?(t-2)" (01fe“(t-3) }COSX
3 4
bulunur.

U, (3, x)=u,(3,x)=e"u,(0,x)+ e3{1+ 3(0.1)e (2(0-L)) + ((0'13): e)3 } CoS X

2!

=g {1 +3(0.1)e + (2(0-L)) + ((O'l)ze)z } COS X

2! 3
oldugundan
u,(0,x)=cosx

bulunur. Boylece (3.33) denkleminin ¢ézimi

tx)=e" {1+ (02t Q2RO (O2R-2)7 (0.1 -3 }cos X (337

2! 3 4

elde edilir.

Benzer bicimde her te[m,m+1] ve k>0 igin denklemler birbiri ardinca ¢éziiliir ve

me N,t e [m,m+1] icin (3.13) denkleminde k =m alinrsa
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U, (t,x)= et(1+ (0.1)et +... + ((0-L)elt - m))m+ljcos X

(m+1)
olmak Uzere;
au, ., u,,,(t,x) &%u, (t,x)
— ~m+l t' m+— 01— 1"~/ 3.38
o)== = 0.0) 2 (3.38)

denklemi elde edilir.
(3.14), (3.15) ve (3.16) esitliklerinde k = m alindiginda

L (u, tx Je u, (t, x)dt

;(mj U103+ U, (5,%)

ot

RT 1l L duU
mi (t -1, X e’ CoOsXx+e® m
L‘( ox? ( )j { 1 dx?

S+

B L) L

s+1 (s+1) (s+1)

. (0.1 °ee . (0.1)"e

et ——————|COS X
(s+1)* (s+ 1)”‘*1 j
olur. (3.38) denkleminin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

d’u
0 U , _ m+1
m+1( X)+ S m+1(S X) dXZ

=—(o.1)e{— 1 (02" (0afe™ L}

s+1 (s+1?  (s+1) T (s+1™

(3.39)

denklemi elde edilir. (3.39) denkleminin ¢6zimdi

U,.(s.x)= Una(0X) _ (0.1)e{— 1 (01> (e —w}cosx

s+1 s+1F (s+1f (s+1)f 7 (s+1)?

bulunur. (3.40) ¢c6ziminin ters Laplace doniisiimii alinirsa

LUl 0) - 1 2200

s+1
1 (0le® (01)e*  (0.)"e™ CoS X
T T
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olur.

(3.24)'te T=m alinirsa F(s)=m
—tgm-+1 —(t-m)(+ _ m )M+
ft:Lyani fFlt—m)=2 (t m) , t>m bulunur.
(m+1) (m+1)!

Buradan (3.40) ¢oziimiiniin ters Laplace dontisiimii

2!

2 —(t-2) _9)3 m __—(t-m) _ m+1
+(0.1) e " (t-2) +...+(0'1) e "™ (t-m) cosx
3 (m+1)

um+1<t,x>=etumﬂ(o,xmo.l)e(ett+<0-1>e'“-”<t—1)2

- em[1+ m(0.1)e +... + (m—1)0.L)e) + ((0.2))" jcos X

(m—1) m!
oldugundan
u,.,(0,x)=cosx

bulunur. Buradan (3.38) denkleminin ¢ozimi

Up,a(t, X) =7 {1+ (0.1)et + ((01)e§+1))2 +ont (0.t —m)™ } COS X

(m+1)

elde edilir.

icin (3.25) te G(s)=e ™F(s) ve

(3.41)

(3.42)

Boylece Laplace doniisiimii uygulanarak fark denklemine doniistiiriilmiis (2.1)

denkleminin (2.28) tam ¢6zUmu bulunur.
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BOLUM 4

GECIKMELI PARABOLIK BIR DENKLEM ICIN NEUMANN TIiPI
SINIR KOSULLU BASLANGIC VE SINIR DEGER PROBLEMININ
HOMOTOPI ANALiZ METODU iLE COZUMU

(2.1) probleminin ¢ozimu igin S.J.Liao tarafindan bulunan homotopi analiz

metodunu g6z oniine alalim [51-59]. Yontemi tanitmak i¢in

N[u(t, )] = £, %) 4.2)
diferansiyel denklemini ele alalim. Genel olarak yontemin tanitiminda kullanilan
N operatorii lineer olmayan bir operatéor olmasina ragmen (2.1) probleminde
calistigimiz gecikmeli parabolik denklem lineer bir denklem oldugu igin (2.1) problemi

icin N lineer bir operatdr, t ve x bagimsiz degiskenler, u(t,x) bilinmeyen fonksiyon
ve f(t,x) verilen analitik bir fonksiyon olarak alimacaktir. ge[0,1] homotopi
parametresi, 7 # 0 yakinsaklik kontrol parametresi, L lineer operator, uo(t, X), u(t, X)’
in baglangi¢ yaklagimi ve ¢(t, X; q) bilinmeyen bir fonksiyon olmak Uzere;

(- a)Lfg(t, x;a)—u,(t, X)) = ar[N[g(t, x; )] - £ (¢, x)] (4.2)

denklemi sifirinci-derece deformasyon denklemi olarak adlandirilir.

Tamm4.1. f:X >Y , g: X Y siirekli doniisiimler, | =[0,1] olsun. Her x € X igin
H(x,0)= f(x) ve H(x1)=g(x) esitliklerini saglayan bir H:Xxl —»Y stirekli
doniigiimii varsa f ve g doniisiimleri homotopiktir denir. H doniisiimiine de f ve ¢

arasinda homotopi doniisiimii denir.
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Homotopik doniisiimler tanimina gore, (4.2) sifirinci-derece deformasyon

denklemini kullanarak q=1 ve q=0 alindiginda lineer denklem ile lineer olmayan

denklem arasinda bir homotopi doniisiimii tanimlanabilir.

Benzer sekilde q=0 ve g=1 icin

#(t, x0)=u,(t,x) , ¢(t,x1)=u(t,x) (4.3)
olacagindan u(t,x) ¢cozimi ile uo(t,x) baslangi¢ yaklagimi arasinda da bir homotopi
doniligiimii tanimlanabilir. Bu durumda ,0° dan 1’e degistikge ¢5(t,x;q) ¢cozumu,
uo(t, X) baslangic yaklasimindan denklemin ¢6ziimii olan u(t, X)’ e degisir. ¢(t, X;q),

g ’ya gore Taylor serisine agilirsa

_ 13"t xq)
u,,(t,x)= oo | (4.4)
olmak Uzere;
#(t.%:0) = Uy (60 + Y uy (1 )a" (4.5)

elde edilir. uo(t,x) baslangi¢ yaklasimi, L lineer operatorl, 7 yakinsaklik kontrol
parametresi uygun olarak se¢ildiginde (4.4) serisi q=1" de verilen denklemin ¢6zim

olan u(t, x) e yakinsar ve

0

u(t, x) = u,(t, x)+ > u, (t, x) (4.6)

m=1

bulunur.
Un = {uo(t, X), ul(t, X),..., un(t, X)} vektorli tanimlansin. (4.2) sifirinct derece deformasyon

denklemi tiiretilerek,

R b o (NG X)) (t,x)

" (m-1) aq™* o “.7
0, m<1
Zm:{l S m>1 48)
olmak tzere;
L[, (6. X)= 20l 2 (6, X)] = 7R, (G ) (4.9)

u,(0,x=0 , m>1
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m. derece deformasyon denklemleri elde edilir. Yuksek derece deformasyon

denklemleri art arda ¢bzilerek u(t, x) goziiminiin N . dereceden yaklagimi

u(t, x) ~ u, (t, x)+ ium(t, X) (4.10)

bulunur. Coztimlerden olusturulan homotopi serisi g =1" de ¢oziime yakinsadigindan

problemin ¢6zumu olan
u(t, x)= Zw:um(t, X) (4.11)
m=0

elde edilir.

Liao [42] kitabinda, ¢Oziim serisinin yakinsaklik bolgesini belirlemek igin 7 ’yi

N
bagimsiz degisken gibi diisiinlip N. dereceden yaklasik ¢oziim olan ZUm(t,X) I

m=1
kullanarak bulunan 7°’ye bagh fonksiyonun grafiklerinin ¢izilmesi gerektigini

belirtmistir. Ornegin

Yy = Uy (X’t) L—(:o,t:o
olmak Uzere; y, #’nin bir fonksiyonudur. Buradan bir y ~ 7 egrisi ¢izilebilir. » 'nin
farkli 7 degerleri icin verilen biitiin yakinsak seriler alinan terim sayisina bagl olarak
tam ¢Oziime yakinsar. y ~ 7 egrisinin grafiginde 7 -eksenine paralel bir dogru parcasi
gortliir. Bu dogru pargasia karst gelen 7% degerlerinin olusturdugu bolge serinin
yakinsaklik bolgesidir. Ele aliman probleme goére ¢oziim serisinden 7% ’ye bagli bir
fonksiyon elde etmek icin alinan tlirevin mertebesi ve tiirev alinan degisken farklilik
gosterir.

Eger h yerine, % ’nin yakinsak oldugu bolgeden herhangi bir deger konursa
buna kars1 gelen ¢oziim serisi yakinsak olur. Homotopi analiz metodu, bir problemin
yardimer 7 parametresi cinsinden ¢ozum ailesini verir. Aile icindeki her bir ¢ozumin

yakinsaklik bolgesi, 7 yakinsaklik kontrol parametresi ile belirlenir.

(2.1) denklemini homotopi analiz metodu ile ¢ozmek igin denklemi te[O,l] icin

yeniden diizenleyelim:
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au(t,x) o%u(t, x)
a
u(0,x)=cosx, 0<x<m, (4.12)

u (t0)=u,(t,z)=0, te[0]]

=(0.0e " Ycosx, 0<t<l, O<x<m,

(4.12) denkleminin ¢6ziimii igin baslangi¢ yaklasimini
Uy (t, x) = cosx (4.13)
c; integral sabiti olmak iizere L[c]=0 6zelligini saglayan

_ 0¢(t,x;q)

Lt xq)] ===~ (4.14)
olsun. (4.12) denklemi igin

1 08(t.x;q)  °(t.x;q)
N[g(t x; a)l === o (4.15)

olsun. (4.2) sifirinci-derece deformasyon denklemini olusturursak
qg=0 ve g=1ig¢in
#(t,x;0) = u, (t, x) = u(0, x) = cos x

, 4.16
#(t, x;1) = u(t, x) (419
olur.

2
R, (0, )= Qpa(t,X) 0 ”m-lz(t' x) —(t- 2, 0.1 cosx (4.17)
ot OX

olmak tzere (4.9) m derece deformasyon denkleminin ¢ozimi m>1 igin
u, (t,x)= z,u,,(t,x)+ hL‘l[Rm (Um—l)] (4.18)

bulunur. Buradan baslangi¢ yaklagimi
Uy (t, X) = cosx

olarak alinir. (4.17)’den

2
R, (u,) = % - % —(0.1)e Y cos x,

2 3
R, (U, )= cos x — (0.1)e(1—t +t2—!—t3—!+ ...jcosx :

elde edilir. (4.9)’dan
L[ul(t7 X)_ X1Yo (t’ X)] = th(Uo)

ve
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L(u1)= th(uo) ul(o' X): 0

denklemi
ou
El:th(uo) J
2 3

Ny, cosx —(0.1)e 1—t+ 5D eosx ,u,(0,x)=0,
ot 2 3
olur. Bu denklemin ¢6zumiinden

2ttt
ul(t,x):—h(O.l)e[t—§+§—m+...jcosx+htcosx , u,(0,x)=0

Yani

© (_ l)k+ltk
u, (t,x)= —h(O.l)eZTcos X + At Cos X,

k=1
bulunur.
(4.17)’den
ou, o%u t?

R,(u )=—"2——T=—#(0.1)e| 1-t+———+... |COSX+ACOSX
) ot ox ( )e( 2l 3 J

2 t3 t! ’
~n(0.1)e[ t——+——— +...|COSX + it COS X

21 3 4l

elde edilir. (4.9) ‘dan

L[u, (t,x)— 2,u,(t,x)] = 7R, (u,)

ve

L(u,) = L(u,)+AR,(u,) , u,(0,x)=0

denklemi
t2 3 2 3

aizhcosx—h(o.l)e PR SR cosx—#%(0.1)e 1—t+ 5 Uy Jeosx+
ot 21 3 2t 3

2 3 4
hzcosx—hZ(O.l)e[t—t—+t——t—+...jcosx+h2tcosx , U,(0,x)=0

olur. Bu denklemin ¢6zumiinden
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2 3 4
u, (t,x)= Ak +1)cos xt — 7i(h +1)(O.1)e(t—t—+t——t—+...Jcosx

20 3 4
2 3 242
—hZ(O.l)e(t——t—+...Jcosx+ Y cosx
21 3 2
Yani
0 (_1)ktk—l
u,(t, x) =717 + 1)t cos x — A +1)Y_ ~——~—cos X
& (k-1)
) = (1) nt?
+7 (O.l)ekZ:;Tcosx+ o COSX

bulunur. (4.17)’den

2 2 3
R3(u2)=%— aaxu; = h(h+1)cos x — A +1)(0.1)e(1—t+t2—!—t3—!+...jcosx

3 44 2.2
t

2 2 3 4 5
—hz(O.l)e(t—t—+——t—+...)cosx+h2tcosx—hz(O.l)e(t——t— t——t—-i-...JCOSX-l— 't

+ cosx
20 3 4 5 2!
elde edilir. (4.9)’dan
L[Us(t,X)—Q(BUZ(t,X)]:hR3(U2)
ve
L(u3):L(u2)+hR3(u2) 1 us(O’X)ZO
denklemi

2 3 2 3
%zhcosx—h(O.l)e[l—t+t——t—+...Jcosx—hZ(O.l)e(l—t+t——t—+...Jcosx+
ot 2 3 21 3
hzcosx—hz(O.l)e(t——+———+...Jcosx+h2tcosx+h2(h+1)tcosx

2 3

2 ot 3 t? t t
~1*(h+1)0.2)e] 1+t ——+——... |cosx—/>(0.1)¢[ t —— +———+... |COS X
21 3 20 3 4

2 3 4
+h3tcosx+h2(h+1)tcosx—hz(h+1)(0.1)e(t—t—+t——t—+...}cosx

2 3 4 5 3:2
—h3(0.1)e[t——t—+t——t—+...Jcosx+ P osx
20 3 4 4 2!

olur. Bu denklemin ¢d6ziminden
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0o K+1 g k-2
U, (t, x) = 72(7 + 1)t cos X + 3h (h+1)?cosx hh+lzz ) COS X
=3
o (_ )k+1 k-1 Ltk 33
—2n%( h+1z cos x —7i*( Ol)ez COS X +——COS X
k=3 k! 3
bulunur. Denklemler sirasiyla ¢oziiliirse
S )k+l k ngn
u,(t,x)=g(r+1t,x)+( ez COS X+~ —COS X
k=n -

elde edilir. (4.11)’de 7 =-1 secersek

U, (t, X)=cos x,

® (_ 1)k+l k
uy(t, x)=(0.2)>" o COSX—teosx
k=1 .

0 k+1 ¢k 2
uz(t,x):(o.l)ez(_l)_ ! cosx+%cosx,

t
COS X ——COS X,
3

k+1, k Ngn
) cosx+(_1n)|t oS X

~0aexC

elde edilir. Budurumda 7 =-1 igin (4.12) probleminin ¢dzimi

ult, )= 2+ (0.0et)y L

k=0

tk

N—
=~

COS X , 0<t<1

=

bulunur. (4.21)’den (4.12) probleminin tam ¢6zima olan

u(t,x)=(1+(0.1)et)e ™" cosx

elde edilir.
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(2.1) problemini t € [1,2] igin yeniden diizenleyelim:

au(t,x) ou(t,x)

ot o
u@,x)=e?[(0.2)e +1Jcosx , O<x<n, (4.23)
u,(t0)=u (tz)=0 , 1<t<?2

= (0.1 V[(0.2)e(t-1)+1]cosx, 1<t<2,0<x<m,

(4.23) denkleminin ¢6ziimii igin baslangi¢ yaklasimini

Uy(t, x) = e {L+(0.1)e}cos x (4.24)
olarak secelim. (4.14) lineer operatoriinii goz Oniine alip (4.23) denklemi icin (4.15)
operatoriinii tanimlarsak (4.2) sifirinct derece deformasyon denklemini olustururuz.

m>1igin

R, s )= @“mét(t’ X)_ @Zugxlz(t’ %) 4 Yo V0.0t —1)+Loosx  (4.25)

olmak tzere ;
U, (1, x)=0 (4.26)
baslangi¢ kosullarini alarak (4.9) m. derece deformasyon denklemlerini elde ederiz.

(4.18) denkleminden, m. derece deformasyon denklemlerinin ¢bzimleri

R(5,)= 2o _587“ (0.2 1+ (0.1)e(t —1)}cos x
— e {1+(0.1)e}cos x— (0.1 {1 +(0.1)e(t — 1)} cos x

elde edilir. (4.9)’dan

L[ul(t’ X) — XiYo (t' X)] = th(uo)

L(ul) = th(Uo )v ul(]" ) =0
denklemi
% = ne L+ (0.1)e}cos x — 7(0.2)e P+ (0.2)e(t —1)lcos x ,  u,(1,x)=0

olur. Bu denklemde t —1=9 degisken doniisiimii yapilirsa
0

a—L;l:he‘l{1+(O.l)e}cosx—h(o.l)e‘3{1+(0.1)e3}cosx ., u(0,x)=0
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ve buradan

2 3
% =he 1+ (0.1)e)cos x — h(O.l)(l— 3 +%—‘§—!+ } COS X

2 3

- h(O.l)Ze(l— 9 +%—%+ ...]Scosx . u,(0,x)=0

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢dzimi
k

0t x) = hel{1+(o.l)e}cosx(t_1)_h(o.1)§(‘1)“#cosx
. 1)k +1 (t _ 1)k +1

25 (
-n(0.1y°e)’ (D 1) COS X

k=1

olarak bulunur. (4.17)’den

ou, %
R.(u —_ 1 _ ™1
o) ot ox?
elde edilir. (4.9)’dan

L[uz(t’x)_lzul(t’X)]:th(ul)1 u2(1,x)=0

3 =t-1 degisken donilisiimii yapilirsa
g 9
R,(u,)=he*{L+(0.1)e}cos x — h(O.l)[l— 9 T ] COS X

3 4
- h(O.l)ze[S -9 +%—i—l+ ...jcosx +he {1+ (0.1)e 3 cos x

2 3 4 2 3 4 5
—h(O.l)(9—9—+'9——%+...jcosx—h(O.l)ze(lg——lg—+‘9—— g +...jcosx

elde edilir. (4.9)’dan

L[u,(t,x)— z,u,(t,x)]= AR, (u,) , u,(0,x)=0
ve

L(u,)=L(u,)+AR,(u,), u,(0.x)=0
oldugundan

ou, ou
28 =09 Rl

Yani
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2 3
%:he‘1{1+(0.1)e}cosx—h(0.1)(1 g+ &5 jcosx
04 20 3
g 9
~n(0.1Ye (19 92+§—?+ jcosx+h2el{1+(0.1)e}cosx

2 3 3 4
—hz(O.l)(l g+5 5 jcosx—)‘f(o.l)ze[&l—Q2 +‘9——’9—+...Jcosx
21 3 20 3

2 3 4
+h%e {1 +(0.1)e}Fcos x —hz(O.l)(S—%Jr'g——'g—Jr...}cosx

2 3 4 5
_hz(o.l)ze(%—% %— 5‘93| +...jcosx . u,(0,x)=0

denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6zim

u,(t,x)=n(r+1)e {1+ (0.1)e}cos x(t —1)— A(7 +1)(0.1) i )I)kl CoS X

0 k 2
(7 +1)(0.1) Zez ) cosx + h%e ™ {L+(0.1)e}cos x@
k=2 k k - 2!

© k+1 © k+1 k+1
7*(0.1)>] 1) ( )cosx+h Olzez( D7 (-1)

~ ! = (k+1k(k —2) cosx

elde edilir. (4.17)’den

ou, o
Rl =5 50

olur. t—1=9 degisken doniisiimii yapilirsa (4.17)’den

ou, o°u
Rs(u2)= 29 8x22

ve
g F

R3(u2)=he‘l{1+(0.l)e}cosx—h(O.l)(l 3+§—§+ jcosx

3 4
—h(O.l)ze(lSl—,Sl2 +'9——‘9—+...Jcosx
21 3
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2.1 2 ¥ 9
+h%e{1+(0.1)ejcos x — #?(0.1 1—9+?—§+... CoS X

4

3
—hz(o.l)ze(,sl—ﬁ2 +‘9——’9—+...}cosx
21 3

92 93 34
+h(1+h)e‘1{1+(O.l)e}&cosx—h(h+l)(0.l)(l9—— TR Jcosx
5 192 193 194 l95 _— 192
—h(h+1)0.1) e£7—?+§—z+... cos x + h’e {1+(0.1)e}7cosx

2 3 4 5
+(O.l)hz[—‘9—+’9——‘9—+'9——...]cosx

3 4 5 6
+h2(0.1)2e( y,9_F 9 +...jcosx

32 43 542 653
elde edilir. (4.9)’dan

L(u3)= L(U2)+hR3(U2) ) Us(l,X):O
denklemi t —1=9 degisken doniisiimii ile
L(us): L(u2)+hR3(u2) ’ US(O, X): 0

denklemine doniistir ve

2 3
% =he {1+ (0.1)ejcosx — h(0.1{1—.9 +%—%+ ...jcosx

3 4
- h(O.l)ze(S ~ 9%+ % - i_l + J cos x + h’e ™ {L+(0.1)e}cos
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2 3 3 4
—hz(o.l)(l g+ 5, ]cosx—hz(o.l)ze(&l—g2 +’9——’9—+...jcosx
20 3 20 3

- hz(O.l)ze[— | j cosx + i*e {1+ (0.1)e}cos x

2 3 3 4
~1%0.1) 1~ g+ 8 cosx —7°(0.1)e| 9 — 9% + I 9, |cosx
20 3 21 3

2 3 4
+ 7% {1+ (0.1)e}9cos x — ?‘ze’(o.l)e(lsz - % A A J COS X

2 3 4 5
—h3(0.1)2e(%—%+%—%+ ) cosx + 1% (7 +1)e ™ {L+ (0.1)e}%cos x

2 3 4
—hz(h+1)(O.1)(9—‘9—+‘9——‘9—+...Jc03x

2 2 3 4 5
+h%e M L+ (O.l)e}%cosx +1°(0. 1)(—‘9— AN A A j COS X

3 4 5 6
+1°(0.1)¢| — S I E T Jeosx
32 43 5428 653

denkleminin ¢6zimu

U, (t,x) = A7 + 1)’ *[(0.1)e + 1]cos x(t — 1)+ 242 (7 + 1) *[(0.1)e + 1]cos x (t- )2

n(h +1) i( 1) () cos x — Ak +1) Olzei(( D) CoS X

“ —2) k —1)k —3)
© 0 k
2(h+1 OlkZ:; kt— Y cosx —h(h+1 Olzg;‘kkl—)l() ))cosx
+h2(n+1 Olzei t-1) cosx+h3e‘1[(0.1)e+1]cosx( )
~k(k k 2) 3l
0 )k +1 (t 1) 2 0 )k +1 (t 1)k +1
0 1 h
kz o COS X — ekgj k+1 k3] COS X

bulunur.

Denklemler sirasiyla ¢oziiliirse
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u, (t, x) = gz(h+1tx)+hel[(Ol)e+1]cosx( 1) —h" 01i kl( -1)

+(= Nzn 2e - (_ 1)k 1(t 1)k 5 COS X
SR A M oy o gy Do ) P TLL
elde edilir.

h=-1 secersek

Uy (t,x)=e*[(0.1)e + 1]cos x,
u,(t, x) = —e*[(0.2)e +1](t —1)cos x

+(o.1)§(—1)“#cosx+01 i 11

= ! & (k+1)k —1)

0t x)= e [0.0)e-+1]" ‘21)2 cosx

cos X

+(0.1)§:(_1)k (-1 cosx + OlzeiMcosx’

k=2 ! k=2 k 1)k (k 2)

U, (t,x)=—e*[(0.1)e + 1]ﬂcos X

°°(—1)k -1 - (Y- |
+(O.1)kZ=3: _ cosx +(0.1)° Z;k+1) )k 3)|cosx

\—/
=~

0 (tx)=(-1)e [(01)e+1]( Y o5+ 012

CGpe |
O e ki —1)...(kt— ) (o) D

COSX

elde edilir.
h=-1i¢in (4.23) probleminin ¢6zimu
2 © K4k
ult, @{ngmﬂz%cosx
H k=0 H

olur. (4.28)’ den , (4.23) probleminin tam ¢6zim olan
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u(t,x)=(w+(o.l)et+1]et CoS X (4.29)

bulunur .
(2.1) probleminin t €[2,3] igin ¢oziimiinii ele alalim. Denklemi t [2,3] igin yeniden

duzenleyelim:

5Ug[t,x) aza(t ,X) - (0.1 t{w +(0.0)e(t-1)+1|cosx ,2<t<3,0<x<x,

u(2,x)= e-Z[W+ 2(0.1)e+1}cosx ,0<x<,

u,(t0)=u,(t7r)=0,2<t<3

(4.30)
Baslangi¢ yaklagimini

uo(t,x):e2[%+2(0.1)e+1}c05x (4.31)

olarak secelim. (4.14) lineer operatorini alip (4.30) denklemi icgin (4.15) operatorini

tanimlarsak (4.2) sifirinci derece deformasyon denklemini olustururuz. m>1 igin

Rm(ﬁm71)= aumgt(t,x) 2( X ~(L- 7, N0.2)" ”[[(0 Lelt-2)f +(0.2)e(t-1)+1 |cosx

(4.32)
olmak Uzere;
u,(2,x)=0 (4.33)
baslangi¢ kosullar ile (4.9) m.derece deformasyon denklemlerini elde ederiz. (4.18)

denkleminden, m. derece deformasyon denklemlerinin ¢oztimleri

R (1) = Mo _ 0o —(O.l)e(”){1+(0.1)e(t—1)+[(0'1)e£+2)]2}cosx

ot ox?

= e2{1+ 2(0.2)e + —[(O';!)e]z } COS X — (0.1)e(”){1+ (0.2)e(t-1)+ —[(0'1)92 -2)f } COS X

olmak Uzere;
L(ul): th(uo)! u1(2’ X)= 0
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denklemi

%:he {1+2(o 1)e+[( 2_)e]z}cosx n(0.1)e tl{1+(o Te(t-1)+ W}cosx

olur. Bu denklemde t—-2=9 degisken doniisiimii yaparsak

%:he {1+2(o 1)e+[( 1)‘3] }cosx 1n(0.1)e 9+1{1+(o 1e(9+1)+ [(0'12)‘!3‘9]2}cosx
=he” {1+2(0 1)e+[( ;_)e]z}cosx 7(0. 1)[1 .9+'Z2 ':9; ..]e‘lcosx
—h(O.l)z(l—19+%j—%3+...j3003x—h(0.1) (1 9+‘97:—%!3+ jcosx

2 3
h(o ) (1 9+ ‘9—+...}92003x , u,(0,x)=0
2! 2 3

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢ézimi

21

u,(t, x) = e~ {M +2(0.1)e + 1}(t —2)cos x

B 0 k+l 2)k 0 ( l)k+l (t _ 2)k+1
~ne(0.1) (t n(0.1)°
e 21 cos x — #(0.1) ; D 1) COS X
o k+1 3 o k+l k+2
0122( ) ( 2) COS X — he ) (t-2) COS X
k=1 k=1 k + 2 k 1)

bulunur. (4.9)’dan

L(u,)=L(u)+Ry(w) . u,(2,x)=0
denkleminde t —2 =9 degisken doniisiimii yaparsak (4.17)’den

ou, o
2(“1): 8_1;_?

ve

2 2 3
R,(u,)=he™ {1+ 2(0.1)e + [(O;)e] }cos X — h(O.l)(l 9+ % —~ '9? +.. ]el COS X

3 4 2 3
~ (0.1 (19 92+%—%+ jcosx—h(o.l) (1 9+%—%+ Jcosx
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3 4 52 63

2 2
N, _ he2{1+ 2(0.1) +%}cosx - h(O.l)[l 9 +%—?+

3 4
A jcosx 7(0.1)° (1 G+ =Tt
! 20 3

denklemi
3
Je COS X

4 5
h(01) (]92 9 4 ‘9| _ jcosx+h2e2{1+2(0.l)e+ o

1-94+ ———+..

l92 193 4
—hz(O.l)[ je‘lcosx—h (0.1 [19 192+———+...jcosx
21 3 21 3

2 3 3
~1*(0. )(1 3+‘9——‘9—+...jcosx—hzwe[32—93+——
21 3 2! 20 3
2 3 4 5 2
v 9.3 '9—+...jcosx—h2(0.1)2(19—'9—+———
2 3 4

olur.
Bu denklemin ¢6zimdi
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o )=t EO2ET 20 2os- 025 R
10010353 R connh s 0:27 5 R 2 o
S L A {[(o ;) T . 50 1)e+1}( 2 o,

COS X

2 2 (— 1)k+l( - Z)k 2 (0,1)3 * (_ 1)k+1 (t _ 2)k+2
+1°(0.2) ;Tcosx +he k; T (¥ ey

bulunur. (4.9)’dan
L(us) = L(Uz)"' hRs(Uz) ] U3(2, X) =0
denkleminde t —2 =9 degisken doniisiimii yaparsak (4.17)’den

au, ol
Ry(u,)= P

ve

3

R,(u,)= he‘2{1+ 2(0.1)e +W}cosx - h(0.1)(1— 9 +‘9—2—‘9—+ ...je-l COS X

21 3

3 4 2 3
—n(0.1)° g-g+L 8L cosx —A(0.1)*[ 1- 9+ 5 cosx
21 3 21 3

4 5 i
h(ozll) (,92 gL '9—+...jcosx+hze‘2{1+2(0.1)e+%}cosx

2 3

2 3 3 4
—hZ(O.l)(l 3+%—%+ jelcosx—h(01) [19 32+‘9——‘2—|+...Jcosx

2 3 3 4 5
—12(0.17°1- g+ 5L cosx—hzwe P9 +8 5 cosx
20 3 2! 20 3

2 2 3 4
+hle” {1 +2(0.1)e + %}3 cos x— A’ (0.1)(19 A AN A ...]e‘l COS X

2 3 4 5 2 3 4
~1?(0.1)° LA AL A cos x — 7%(0.1)° 9- L 85 eosx
2 3 421 53 2 41

—h? 0.0 e[9—3—3—4+‘9—5—’9—6+..)cosx+h(1+ n)e {1+ 2(0.1)e + W}Scosx

3 4 52 63
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2 3 4 2 3 4
—h(l+ h)(O.l)[S—'gz+'9—‘9+...je1 cosx—A(l+ h)(O.l)z(S—‘i+g—i+...)cosx

2 3 4 5 3 3 4 5 6
—h(1+h)(0.1)2[é;—193 %_:Sl ]cosx h(h+1)(021|) e(‘g—‘9+‘9—‘9+...]cosx

2 2 2 3 4 5
+h%e 2{1+2(0 e+ [(O;')e] }‘92 cosx+h2(0.1 ‘9— ‘9——'9—+‘9—— jelcosx

3 4 5 6 2 3 4 5
+h2(0.1)2(—‘9—+‘9——‘9—+ 9 —...jcosx+h (01)( 9 +‘9——‘9—+‘9——...Jcosx

32 43 542! 653

3 4 5 6 7
+h2we( '9—+'9 g + g —...]cosx

2! 43 54 652 763
elde edilir.
L(us) = L(u2)+ hR3(u2) ) u3(0, X) =0
denklemi

09

2 2 3
s _ he? {1+ 2(0.1)e + —[(O';)e] }cos X— h(O.l)(l— 9 +% —% +...

3
—h(0.1)2(9—192+'9——'9—+...jcosx—h(0.1) (1 g+ 4
2 3 21 3

|
4 i

4 5 2
h(ozll) (92 9+ ‘ZI % ]cosx+h2e‘2{l+2(0.1)e+[(0'1)6] }cosx

2 3 3 4
—hz(O.l)(l 3+%—%+ jelcosx—h(OI) (19 92+‘9——'9—|+...jcosx

2l 2 3
2 2 3 4
h? ‘2{1+2(0 1)e+[( el }Bcosx—h (© 1)[,9—’97 %—%+ ]e ' cos X

2 3 420 53

3 3 4 5 6 2
—h2Me(lg——lg—+‘9——‘9—+...jcosx+h2e2{1+ 2(0.1)e+%}cosx

2 3 4 5 2 3 4
—hz(o.l)z(‘g——lg—+‘9——‘9—+...Jcosx—hZ(O.l) [19—'9—+'9——‘9—+ Jcosx

2! 3 4 521 63
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2 3 3 4
- hz(o.l)(l g+ 5 je‘l COS X — hz(o.l)z(.Q— @+ ] cos
20 3 21 3

2 3 3 4 5
1?01 1- 9+ I I Jeosx—n? (017 -9 +L T L eosx
23 2l 3

2 2 3
+h3e2{1+2(0.1)e+%}cosx—h3(0.l)(l 9+%—%+ ]elcosx

3 4 2 3
- 1%(0.1)° (19 32+‘9——%+...]cosx—h3(0.1) (1 3+%—%+ ]cosx

4 5 2
K : (01 [92 9° +‘9——'9—+...]cosx+h3e‘2{l+ 2(0.1)e+M}19005x
2! 21 3 2!

2 3 4 2 3 4 5
—h3(0.1)(8—%+%—%+ ]el cosx—h3(0.1)2(‘9——‘9—+‘9——‘9—+...Jcosx

2 3 4 3 3 4 5 6
—h3(0.1)2(,9—'97+9——%+...Jcosx—h3%e(3——‘9—+'9——‘9—...]cosx

2 3 4 2 3 4 5
~1*(h+1)0.1) gL &8 cosx — 1* (7 +1)(0.1)° T 8,5 5L eosx
2 4 2 3 420 53

3 3 4 5 6 2 2
+h2(h+1)(0'1) (‘9——'9—+'9——'9—+...Jcosx+h e {1+2(0 e+ [(021')6] }%cosx

3 4 5 6
+1%(0.1)| - I8 &8 oosx
32 43 542" 653

203 4 5
(0.1° ( g ¢ ¥ ¢
e ——+

2 3 4 5
+h3(0.1)2(—'9—+'9——‘9—+‘9——...jcosx

+re L
2!

43 54 6521 7.6.3

+...]cosx ,u;(0,x)=0

olur.

Bu denklemin ¢6zimdi
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2!

uy(t,x) = n(n +1) e {1 +2(0.1)e + [(0.2)f }(t —2)cos x

l)k+1 (t _ 2)k—2

2o oo (02 2 conrap 0§ VR oy

h(h +1) i“ kkl(_ )'2)k_ cos x — 3( h+1)(012k2 - )!2)“ COS X

2(n+ 1) 0122 (_)Z)cosx 2n’(h+1) e 1012 ( ))lcosx
" ; AL DS S A y _>)cosx
—2n*(h +1) 5 ki k+1(k 3) cosx +h’e {1+201)e }(t 3!2) CoS X
e 1(0'1)2( DY i o Lk
oy g O 5 L
bulunur.

Denklemler sirasiyla ¢oziiliirse

u, (t,x)=gs(r+1,t,x)+7"e" [[(0 ;) ef +2(0.1) +1} (t-2y COS X

0 k+l k
1)'n"e™(0.1) Z (t 2) COS X
k= !

<1>“<t RN,
O k- k= (=2 =)
Zi ( ) COS X

k=n

(01)3 © (_ )k+l (t 2)k+2 oS X

2! Z “(k +2)k +1k...k =(n=3))k —n)

elde edilir. 7 =—1secilirse

+(=1)"n"e

Uy (t, x)= e{@+ 2(0.1)e +1}cosx :
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u,(t,x)= —e‘{[(o';!)e]z +2(0.1)e + 1}(t ~2)cosx + e‘l(O.l):1 — X Cos X
) 0 (_ 1)k+l(t _ 2)k+1 ) 0 2)k
+(0.1) kZ:; (e D 1) cos x +(0.1) kz; CoS X

© kl k+2
0 Z ) (t-2) COS X ,

21 &~ k+2 ~1)

u,(t,x)=e> {M +2(0.0)e + 1}6[_2—?)2 COS X + e’l(O.l)i - 1)k+1((!t -2)f oS X

2!

2 © k+l(t 2)k +1 5 0 (_1)k+l(t_2)k
kz kK 2) cos x +(0.1) kzzz: X oS X
1 k 1(t 2)k 2
21 Z k+2)(k+1)(k 2y 0%
u,(t,x) = —e 2{[(0';!)(3]2 (0.1)e +1} cos x( ) +e(0 1)2 S 1)k+L(!t -2 COS X
5 0 (_ 1)k+l(t _ 2)k+l 0 2 k
+(01)k2=;1(k+1)k(k—1)(k— )cosx+01 Z; COS X
(0.13 ®© ( 1)k 1(t 2)k +2
B ; (k +2)k + 1)k (k —3) cosx.

u,(t,x)= (- 1)”e{[(0'1)e]2 2(0.1) +1} cos x(t 2) (0.1 i l(.t 2f COS X

k=

cos X +(0.l)zi ) k(lt -2f cos X
k=n '

2 (_1) )
O kD k= (=2 =)

S (1) (t-2)"
2 2 2k Dk k (3K )

COS X



elde edilir. 7 =-1 igin (4.30) probleminin ¢bzimu

u(t, x) = [[(01)95;' -2)f N [(0.1)e§': -1f +(0.)t +1}§ cos X (4.34)
bulunur. Bu serinin kapali formu
u(t,x)= ([(O.l)eg! -2)f + [(Ol)eg = +(0.2)et + 1)et oS X (4.35)

(4.30) probleminin tam ¢ézimudar.

Son olarak (2.1) probleminin te[3,4] icin ¢bzimii goz Oniine alalim.
Denklemi yeniden diizenlersek:

oult,x) ouft,x) _ (O_l)e_(t_l){[(o-l)e(t—3)]3 , [02(t-2)F +(o,1)e(t_1)+1}cosx,
3 2!

ot ox?

3<t<d |, O0<x<mrm,

u(3,x):e3{[( e[ [2(0 L +3(0. 1)e+1}cosx 0<x<7,

(4.36)

3 2
u, (t,0)=u,(t,7)=0, 3<t<4,

(4.36) probleminin ¢6ziimii i¢in baslangi¢ yaklagimi olarak

Uy (t,X)= e‘{[(o';!)e]s + [2(0.1)ef +3(0.2)e + 1} COS X (4.37)

2!

secelim. (4.14) lineer operatoriinii alip (4.36) denklemi icin (4.15) operatOrini

tanimlarsak (4.2) sifirinci-derece deformasyon denklemini olustururuz.

m>1icin
R (ﬁm_l)zaum‘l(t’ x) 62um_12(t, X)
ot OX 3 2 (4.38)
-7 )(O.l)e‘(“l{[(o'l)eg - J02R=2IE (0.1 _1)+1] cosx
olmak tzere;
u,(3,x)=0 (4.39)
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baslangi¢ kosullart ile (4.9) m.derece deformasyon denklemini elde ederiz. (4.18)

denkleminden, m. derece deformasyon denkleminin ¢ozumleri:

COS X

Rl(uo ) = % 8 Y (0 1) {l + (0.1)8('[ — 1) + [(0.1)6('[ _ 2)]2 + [(0'1)61(; — 3)]3 }

ot ax 21

e {1 +3(0.1)e + (2016 [0.Le] } cos x — (0.0~ + (0.1t 1)

2! 3

[00e-2)F _ [0.2klt- 3)]3}
3

2!

COS X

olmak Uzere;
L(ul) = th(uo) ’ u1(3’ X) =0

denklemi

a;t =he”® {1 +3(0.1)e + [2 (Ozll)e]z + [(0';!)8]3 } COS X
2L [0 s, 00

~n(0.1)e Y {1 +(0.2)e(t-1)+ [(0.2)e(t -

2!

olarak yazilir. Bu denklemde t —3=9 degisken doniisiimii yaparsak

2!

2 2 3
% = he‘3{1+ 3(0.2) + [2(0.1)] + [(0';26]3 }cos X — h(O.l)(l 9+ % - % +.. je‘z COS X

3 4 2 3
-n(0.1Ye ‘1[19 g5, ]cosx—Zh(O.l) ‘1[1 19+'9——%+ Jcosx

21 3l 2!
3 4 5 3 4
(0.) Fogel cosx —7(0.1)| 9 #+ 85 L eosx
2 2 3 21 3l

2 3 4 5 6
h(01) [1 9+% ‘9—+...]cosx—hMe(l93 g+ e ‘9—+...]cosx ,u,(0,x)=0
2 23 3 o3

—h

denklemine doniisiir. Bu denklemin ¢6ziimii
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k+1 k
(t -3) COS X

o [0.0] | [20.2)f | 3(0.1) +1}(t 3)cos x— e (0.1 i

u,(t, x) = 7ie 3 T
k+1(t

0 k+l k+1 © k
‘10122&c05x—2he 22 ) oS X
=1

& (k+1)k —1)

0 K+1 k+2 0 k+1 k+1
z " (-3) COS X — hOlsz —1)"(t-3) COS X
~ (k+2)k —1) (k +1)k —1)

k+1( _ 3)k+3

01)3 © 1k+1( 3)k Cosx_h 14i

3

COS X

M

= (k+3)k—1)

k=1
olarak bulunur. (4.9)'dan
L(uz) = l—(ul)+ R, (ul) ' u2(37 X) =0
denkleminde t —3=9 degisken doniisiimii yaparsak

au, ol
R(y)==2-—2

ve

R,(u,)= he3{1+ 3(0.1)e + [2(0'2?9]2 + [(0';!)6]3}cosx—h(0.l)(1 3+'9?:—%!3+ je 2 CoS X

3 4 2 3
-~ h(O.l)ze‘l(S ~ 9 +3——%+ ...Jcos X — Zh(O.l)Ze‘l{l— 9 +%—%+ ] COS X

3 4 5 3 4
0.1 (92—93+'9——";+ ]cosx—h(o.l)[éi A ]cosx
3 21 3
6

3 2 3 4 5
—h(o ) dg-g+S 5. cosx—hwe -9+ 5 9L eosx
2 23 3 23

2 3 2 3 4
he‘?’{l +3(0.1)e + [2(0.L)e] + [(0.1)e] }cos X9 — h(O.l)(S AL A A ...je‘z COS X
2! 3 20 3 4

2 3 4 5 3 4
~-n(0.1)°e™ g I.s . cosx —2r(0.1)°e™ 9-L 8 8 L cosx
2 3 42 532 41

3 3 4 5 6 2 3 4 5
—hM LA L AN S cos x — #(0.1)° I I 5 I L eosx
2 3 4 52 632 2 3 42 532

3 2 3 4 4 4 5 6 7
_h@ 3_9_+9__8_+._. COSX—hMe 9__9_+3__ 9 + ... 1cos X
2 20 3 4 3 4 5 6.2 732

olur.
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Bdylece
L(uz ) = L(Ul)"' R, (ul) » Uy (O' X) =0

denklemi

2 3 2 3
N, _ he3{1+ 3(0.1)e + [2(0.2)e] + [0.2)] }cos X — h(O.l)(l g+ 5, jez CoS X
0 2! 3 21 3

3 4 2 3
~n(0.1ye™ 9 AL A cosx —2A(0.1f e 1- 9+% &, cosx
21 3 21 3

3 4 5 3 4
_h(O.l) P A A cosx —A(0.1)° 9-g+2 -2 . |cosx
2 21 3 2t 3

3 2 3 4 5 6
—h(o ) -9+ %, cosx+h(0'1) -9 +T %1 oosx
21 2 3 3 3

3

2 3 2
- hzes{l +3(0.1)e + [2(0';)8] + [(0.31I)e] }cos X — hZ(O.l)(l 9+ % - '9? +.. Jez oS X

3 4 2 3
—7’12(0.1)2e‘1(l9—192 +%—%+...jCOSX—ZhZ(O.l)Ze_l[l—3+%—%+ Jcosx

4 5 3 4
Zh(o ) F-g+S T cosx—n 2(0.1)°| 9- #+5_8  eosx
2 2 3 3

2 3 4 5 6
— i . 0" [1 9+% ‘9—+...jcosx—h2@e(l93—3“+‘9——‘9—+...Jcosx
21 3 3 3

2 3 4 5 2 4
n?(0.1fe™ y &89 +...)cosx—2h2(0.1)2e‘1[3—%+§—%+...]cosx

3/ a3 o 5 6 2 98 4 >
_hz(O.zl) ‘2 ‘i 52 6‘22+...jcosx—hz(O.l)S(lg——iwL‘g—— Y +...)cosx

3 2 3 4 4 4 5 6 7
_hZM J +‘9 4 +... cosx—hZMe 19__19_+19__19_+m COS X,
2 20 3 4 :

u,(0,x)=0

elde edilir.
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Bu denklemin ¢6zimdi

U, (t, X) = A7 + 1)(93[[(0'1)‘3]3 L [201eF 3(0.1)e +1(t — 3)cos x.

3 2!

o0

—h(h+1) 012

k=2

(t=3)~ cosx— A +1 Olzeli )kcosx
=2

2)

1)
(k-
—2n(h+1)0.1)e i z 3~ COS X — hh+1\02 i kt ;) COS X
- k=2 -

—h(h+1)(0.1)3§:(_1)k(t 3) cosx + ef(h +1)0.1 i ( ik 3);)1 oS X

3

=

(1) (-3 cosx+ —h%e™ [(0-L)e" + [2(0-2)] +3(0.1)e+1 Mcosx
| 2! 2!

kl(t 3)kl
“ ! k2k+1 (k—2)

oy L
~ (k+2)k +1)(k —2)

COS X

=

&
[\S]
=

Z G0 ) COS X

0
= k!

bulunur. (4.9) dan
L(us) = L(u, )+ ARs(u,) , us(3,x)=0

denkleminde t —3=9 degisken doniisimii yaparsak

2
Ra(uz): ou, 0°u,

09 ox?

ve

R3(u2)=he3{1+3(0.1)e+[2(0'1)e]2 Ll 1)e]3}cosx 1(0. 1)(1 9+‘9£—‘9—3+ Je 2 cosx

2! 3

4 2 3
~n(0.1ye 9 192+‘i—‘9—+ cosx —2A(0.1fe™| 1- 9+% &, cosx
21 3 21 3

4 5 3 4
h(o U gog L, cosx—h(0.1)°| 9 $+L T L oosx
2 21 3 3
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3 2 3 ¥ ° 6
_h(O.l) (1 g9+ 5 Jcosx+h(0'1) e[193—l94+‘9——’9—+...jcosx
21 3 3 3!

2 2 3
+h%e1+3(0.1)e + [2(0.L)e] + [(0.2)eF } COS X — hz(O.l)(l g+ 5 ]ez CoS X
2! 3 2t 3
g 9 g F
—hz(O.l)Ze‘l(Q - F+= - ...jcosx —2r*(0.1 e ‘1(1 g+ 4. Jcosx
21 3 21 3

3 4 5 3 4
(0.) 32—83+’9——%+...]cosx—h2(0.1)(,9 32+%—%+ jcosx

3 2 3 4 5 6
& 0.3) (1—3#9——‘9— jcosx h AL 0.3) (33 g+ e ‘9—+...Jcosx
3 3 23

2 2 3 4
+ hze‘3{1+ 3(0.1)e + [2(0'2})9] + [(0;')9]3 }cos X9 — hZ(O.l)(S —~ % PN ...)e‘z COS X
'92

2 3 4 5 3 4
~n*(0.10e™ y I8 cosx —2h%(0.1)°e™ 9-L 88 L eosx
2 3 42 532 2 3 4

3 3 4 5 6 2 3 4 5
—hZM('g——g— g _9 ...Jcosx—hz(o.l)s('g——'i+'9—— 9 +...Jcosx
2 3 4 52 632 2 3 42 532
3 2 3 4 4 4 5 6 7
—hz@(8—3—+3——’9—+...}cosx—hzﬁe(g——'g—+’9—— 9 +...Jcosx
2 20 3 4 3 4 5 62 732
2 2 3 4
+h(h+l)e‘3{l+3(0.1)e+ [2(0'21') JiC ;) e }Scosx h(h +1)0. 1)( —%+%—%+...)e-2 C0S X

2 3 4 5
W& &89 +...Jcosx—2h(h+1)(0.1)2e1(3——+———+...Jcosx
! ! 20 3 4

2 3 2 3 4 5
—n(n+ 1)(01) [.9—‘9— ‘9——...jcosx—h(h+1)(o.1)3(‘97—%+%—%+...Jcosx

2 2 3
3 4 5 6 4 4 5 6
—n(h+ 1)(0 1 (8 yFE.g_ 9. cosx—we T T 5 L |eosx
2! 3 4 52 63' ! 4 5 6.2
2 2 2 3 4 5
+h%e 1+3(O.1)e+[2(0'1)e] +[(O.1)e]3 cosx.‘g——hz(o.l 8,9 5, le?cosx
2! 3 2 20 3 4 5
3 4 5 6 4 5 6 7
~1*(0.1 e £ 8,5 9 .. cosx—M I F 5 Jeosx
32 43 542 6532 2 43 54 652 7652
4 5 2 3 2 3 4
-r*(0.2)° g 8.5, cosx—m T8 cosx
32 43 542 2 2 3 4
5 6 7 2 3 4
—7’12M y_ 5,5 _. cosx —2A%(0.1)e™ T _ 8.9 lecosx
3 (54 65 762 20 3 4
olmak uzere;
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L(us): L(u2)+hR3(u2) ’ U3(0, X): 0

denklemi

2 3 2 3
N, _ he3{1+ 3(0.1)e + [2(0.L)e| + [(0-L)e] }cos X — h(O.l)(l g+ 5L jez CoS X
09 2! 3 21 3

3 4 2 3
—n(0.1)e ‘1(9 92+%—%+ jcosx—Zh(O.l) (1 9+%—%+ ]cosx

3 4 5 3 4
—h—(o'l) PO A A cos x —7(0.1)° -9+ 9 1 lcosx
2 21 3 2l 3

2 3 4 5 6
h(01) (1 ,9+L9——'9—+...Jcosx+h(0'l) e[&s A A JCOSX
3 3 23

+ hze‘3{1+ 3(0.1)e + [2(02})9]2 " [(0-;26]3 } cosx — i’ (0.1)(1 9+ Ca +.. Je‘z COS X

21 3

2! 2!

3 4 5 3 4
—hz—(o'zl) (.92 &+ ’ZI %+...Jcosx—h2(0.l)3(l9—.92+%—%+...Jcosx

2 3 5 6
—i? (O i) 1-9+ L ‘9— cosx —h? 1) el -9+ L ‘9—+... COS X
2 2! 3 3 2! 3

2 3 2 3 4
+ hze‘s{l +3(0.2)e + [2(0.2)e] + [(O';)e] }cos X — h2(0.1)2[19 - % P ...je‘z Cos X

3 4 2 3
~r*(0.1Ye™| 9- A A cosx —2h%(0.1Fe | 1- 9+% 5, cosx
3 3

2!

2 3 4 5 2 3 4
n?(0.1)e™ g 5,8 _ &, cosx —2r%(0.1) e 9-L 88 L eosx
2 3 42 532 !

3 3 4 5 6 2 3 4 5
_hZ@[%_%Jrs—z— GZ > +...]cosx—h2(0.1)3(9——'i+'9—— Y +...]cosx

3 2 3 4 4 4 5 6 7
—hz—(o'l) (8—‘9—+‘9——%+...]c03x—h2Me(‘g——g—+‘9—— 9 ...Jcosx

2 4 5 62 732

e 3{1+3(0 Do+ 2 (02?9]2+[(0'?1,!)e]3}cosx—h2(0.l)(1 19+‘9?j—'9?3+ Jezcosx

3 4 2 3
~-r*(0.1 e ‘1(9 32+‘9——%+...jcosx—2h2(0.1) (1 .9+'9——%+ jcosx

2! 2!
4 5 3 4
R 0.y gog L cosx —7%(0.1)° 9-@+5 % L lcosx
2 21 3 21 3
3 2 3 2 4 5 6
—h2%[1—3+%—%+...)cosx+@e(83 84+%—%+ ]cosx
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2 3 2 3
+h%° {l +3(0.1)e + [2(0';)8] + [(0.?1)I)e] }cos X — hs(O.l)(l 9+ % - % +.. Jez oS X

3 4 2 3
—h3(0.1)2e‘1(9 ~- +%—%+ ...Jcosx -~ 2h3(0.1)2e‘1(1— 9+%—%+ jcosx

4 5 3 4
-n 01" Fog+S T |cosx— 7(0.1)| 9- #+5_%L lcosx
2 23 3l

2 3 3 4 5 6
- (0 ) 1-9+ 4 3—+ cosx+h 01) el 9 — ,94+'i—9—+... COS X
2! 2. 3 3 3

+h3{1+ 30.1)e + [2(0.1)] + [(0;)6] }Qcosx (0 1)[8—19—?+‘9—3—'9—?+...)e‘2 COS X

2!

2 3 4 5 2 3 4
n(0.1Ye™ y &g +...jcosx—2h3(0.1)2e1(.9—’9—+'9——3—+...)c05x

3 3 4 5 6 2 3 4 5
_h3(0'21) ‘i ‘i+é9—2—6‘22+...jcosx—h3(0.l)3(19——‘9—+‘9—— Y +...jcosx

3 2 3 4 i 4 5 6 7
—h3—(0'1) 9—‘9—+‘9——‘9—+...]cosx—h3@e[‘9——‘9—+‘9—— 4 +...Jcosx

2 20 3 4 3 4 5 62 732
(h+1)e {1+3(01)e [(01)e]2 [(Olfe]s}gcosx h (h+1)(01)[.9—‘9—2 %!3—‘9—4+ Je‘zcosx

2 3 4 5 2 3 4
72 (n +1)(0.1)2e‘1(%_‘9_+‘9_—‘9—|+...Jcosx—2h2(h+1)(O.1)2e‘1(8—%+%—%+..}cosx

3 4 5
2 3 2 3 4 5
—n*(h+ 1)(01) 9-2 5 cosx n?(h+1)(0.1) T & T L eosx
2 21 3 3 3 4
3 4 5 6 4 4 5 6
—n*(h+ 1)(O 1y ['9 —'9—+‘9——‘9—+...Jcosx—hz(h+1)Me(‘9——‘9—+‘9——..)cosx
2 3 4 521 63 3 4 5 6.2

2 3 2 2 3 4 5
+h3e‘3{1+3(0.1)e+[Z(O'le)e] +[(O ;)e] }’5; cosx —#%(0. 1)(‘9——’9—+‘9——’9—+...je‘2 oS X

3 4 5 6 4 5 6 7
—h3(0.1)2e1[‘9——‘9— LA ...jcosx—h3(01)3(‘9——‘9— ‘9—— Y ...jcosx

3 4 5 3 2 3 4
—h3(0.1)3(‘9——'9—+ i +...]cosx—%(0.1)3(‘9——‘9—+'9—+...]cosx

3.2 43 542 2 3 4
3 3 5 6 7 2 3 4
_n01) &, +... [cosx —21%(0.1) e ™ T T 5 Jeosx
3 54 65 76.2 20 3 4
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Bu denklemin ¢6zimdi

uy(t, x)=n(r+1ye™ [(0';)8]3 + [2(0'2%)6]2 +3(0.1)e +1|(t—3)cos x

~n(n+1)(0.2)e”? i CO)e-3)” cosx—7i(f +1)(0.1) e’li G ) COS X

~ (k -2) =

=3 k
—4n*(h+1)e (0. 1)22 S 1)2:(_t1_)!3)k1 cosx — 2 (h +1) (02%)3 kzo:: ((_ it 3)k+!1 COS X

Rl as i L4 l(tk_ 33),k_ cosx — 22 (1 +1) (021)3 Z(—l)k '

=
w
=~
—
~
|
= +
=
|
S="

(01 O 5 (1) (E-3) ; s[(01)€]3 , [20.2)] (t-3)°
~2n*(h+1)e 3 22k 3)cosx+he ” +30.0e+1 T oS

se2(0.1y5 U (E=3) S (0LPS (1)k (-3
-n%e?(0.1)) cosx —7°e™(0.1) kz;j (s Dk Dk 3)'cosx

( l)k l(t 3)k +2

x| _+r
= N

_2n% (0.1 Zi(_l)k Ht-3) cosx 30.1)

Mg

& o (k+2)k+Tkk=3)
o K+1 K+1 3 3 o k+1 k
-r%0.2))] ~1(t-3) cosx—" 0.) z( )7 t-3) oS X
S (k+1k(k —1)k —3) 2 & k!
3 4 o k+1 k+3
1%e(0.1) 3 (1) (t-3) cosx
3 Z(k+3)k+2)k+1)k—3)
bulunur.
Denklemler sirasiyla ¢oziiliirse
3 2 n
un(t,x):g4(h+1,t,x)+h”e3{[(0';)6] +[2(0.2})e] +3(0.1)e +1 (t—nl3) oS X
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+(—1)”;’i"(0.1)eZi(_l)m(t_g)k cosx+(~1)'a"(0.1e 15: Y73 COS X

2 Dkk =)k —(—2)fk—n)

0 K+1
e C M U=

3kz k+1k(k —1)..(k —(n—2))k —n) 2! kz

+(=1)"n"e (0 l i 17 -3 COS X

2+ 2)k+ Tk (k—(n—2)k—n)

elde edilir.

h=-1 segilirse

Uy (t,x) = e‘{[(o';!)e]s [2(0.1)ef +3(0.1) +1} COSX,

21

3 2!

u, (t,x)= —e3[[(0'1)e]3 + [2(0.1)e] +3(0. 1)e+1}(t 3)cos x

0 k+1 +1
COSX+ (0.1)29’12Mcosx

1)k l(t 3)k +1
3 & (k+3)k-1)
)

o [0.2)] | [2(0.2)] (t-3f
3 > +3(0.1)e+1 o COSX

COS X,

(k+1k(k—2)

+(0.1)e? i Cy -3 cosx+(0.1)e kiMCOS X
1

21 (1) (e -3) & (CYT(-3
+2(0.1e kZ:Z: X cosx+ > kz k+2 s Dk _2) COS X
i (1) (E-3) 0.0)° < () (t-3)"
+(0.2) ZZ: (e DKk 2) cosx+-= kZ:; " COS X

4 5 k+1 k+1
+e(0'1 > (C17(t-3) COS X,
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U, (t,x)=—e [(0.1)ef + [2(0'21!)612 +3(0.1)e +1|cosx. (t _3?)3

Afy 3)k w 1)k 1(,[ _ 3)k+1

~(k +1)k(k — 1)(k 3)l cosx

+ 2(0.1)2 e‘li—(_ 1)k+:((! — 3)k COS X + (021|)3 i "

k=3

R

3 = (k+3)k+2)k+1)k—3)

0 (6 x)= (1) e [(0-1)e]3+[2(°-1)e] 30.0)+1|0Y cosx

; :
01)6_22( o 0 S e
T s L M e e e e
3?( W Sk e T
(03%)4§:(k+2)(k4(-1)1|2k 1(5: (Br?kf}4))(k—n)!cosx’n>3

elde edilir. 72 =-1 igin (4.36) probleminin ¢6zimu

) ([(o.l)egt! o], foakt-2]  [0360-0F 1JZ

cosx (4.40)

bulunur. Bu serinin kapali formu

u(t,x)= ([(O.l)e(t -3f + [(0.1)eft - 2)F + [(0.1e(t -1 +(0.1)et+1].e‘t oS X (4.41)

4l 3 2!

(4.36) probleminin tam ¢ozimudar.
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Boylece homotopi analiz metodu ile 7=-1 segtigimizde (2.1) problemi igin

te[01],te12],te[23],t€[34] araliklarinda denklemlerin tam goziimlerini elde

ederiz.

3

u =2uk(t,x) yaklagtk ¢oziimiinii kullanip » =u,,(0,0) igin 7 -egrisini

app
k=0

cizersek ¢ozim serisi  te[01], te[L2], te[2,3], te[34] araliklarinda sirasiyla

-148<h<048,-141<h<0210, -119<h<0.12,-1.02<h<0 bholgelerinde

yakinsak olur. Bu bolgelerin her birinde 7 =-1 aldigimizda problemin tam ¢6ziimiinii

buluruz. (0.5,7/3),(L.5,7/3),(2.5,7/3) ,(3.5,7/3) noktalarindaki U, =|u, — U,
mutlak hatalar Tablo 4.1'de verilmistir.
Tablo 4.1. HAMile 7 =-1 igin X :%'deki Mutlak Hata
t uex l"Iapp L’Ier
0.5 0.22965557441588 | 0.22906172466806 | 0.00059384974782
15 0.10539022023123 | 0.10509479577247 | 0.00029542445876
2.5 0.04824178564753 | 0.04810733327449 | 0.00013445237303
3.5 0.22080517765307 | 0.02206433149559 | 0.00016186269046
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BOLUM 5

SONUCLAR

Gecikmeli kismi diferansiyel denklemler i¢in bazi baslangic ve sinir deger

problemleri, E Banach uzayinda

d‘(;_?) + Av(t)=B(tv(t—w), t >0, (5.1)

v(t)=g(t) (~w<t<0)
baslangi¢ deger problemine indirgenebilir. D(A) c D(B(t)) yogun tanim kiimesine sahip
E Banach uzayinda A sinirsiz lineer operatorii kuvvetli pozitif operatdr olsun. Yani

M <1,6 >0 igin

e~

<Me™?, HtAe“AHEHE <M, t>0 (5.2)

E>E
esitsizlikleri saglansin.

B(t) kapali operatorleri, D(A) iizerinde sirekli ve

A7B(t)u = B(t)A™"u,u e D(A) (5.3)
esitligi saglansin. Kuvvetli pozitif A operatéri, her u € E 'yi iceren

Ju

_ l-a g oA
. =l ne
>0

normlarmin sonlu oldugu E_ = E_(A E) fractional uzaylarini tanimlar. Her t >0 igin

M sabit olmak Uzere;

l-«a

BOA |, . < ore (5.4)

saglansin. (2.1) denkleminin niimerik ¢6ziimiinii bulmak icin (5.1) denklemine karsi

gelen birinci basamaktan dogruluklu fark semasi [43]
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T (5.5)

ve
[—l,oo]r X[O,ﬂ']h :{(tk,xn):tk =kz,—N <k,N7=1x,=nh,0<n< M,Mh:ﬂ'}

1zgara noktalarinin kiimesini kullanilarak

mN +1<k <(m+1)N,m=0.1..1<n<M -1,

olmak uzere;
uri: _u:& . urI:+1 _2ur|: +ur§—l +(0.1)urf;1N _ZUrI:iN +UrI::1N =0
T h? h? ’
mN +1<k<(m+1)N,m=01,..1<n<M -1, (5.6)

u‘=e*cosx,~N<k<0,0<n<M,
ug_ k k

denklem sistemi elde edilir.

(5.6) denklem sisteminin ¢oziimiinden (2.1) probleminin fark semalar1 metodu
[11-12], [19-20], [23-24], [60-64] ile nimerik ¢ozimii bulunur. Aym
(0.5,7/3),(1.5,7/3),(25,7/3) ,(3.57/3) noktalarinda, (5.5) birinci basamaktan
dogruluklu fark semasimin farkli N, M degerleri i¢in niimerik ¢ézlimleri ve (4.10)' daki
N =3 oldugu durumda homotopi analiz metodu ile elde edilen yaklasik ¢Ozlimii
sirastyla Tablo 5.1, 5.2, 5.3 ve 5.4 'de verilmistir.

Bu durumda yani 7 = -1 secildiginde # yakinsaklik kontrol parametresi ¢oziim
serisinin yakinsaklik bolgesi i¢inden secildigi i¢in (2.1) denklemi i¢in homotopi analiz
metodu ile bulunan ¢6ziim daha dogruluklu goziikmektedir.

Halbuki homotopi analiz metodunda seri ¢oziim yalmizca 7 'nin yakinsaklik
bolgesinde oldugu durumda yakinsaktir. iki metodu karsilastirmak igin % yakinsaklik
kontrol parametresini yakinsaklik bolgesi disindan segersek fark semalart metodunun
denklemin tanimlandigi tiim bdlgede yakinsak olmasindan dolayr daha hizli ve

dogruluklu oldugu goriiliir.
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Birinci basamaktan dogruluklu fark semast (5.5) ile N =M =4 degerleri i¢in
bulunan numerik ¢ozlimler ve 7 yakinsaklik kontrol parametresinin yakinsaklik bolgesi
disindan  segildigi durumlarda N =3 i¢in homotopi analiz metodu ile
(0.5,7/3),(1.5,7/3),(2.5,7/3) ,(3.5,7/3) noktalarinda bulunan ¢dziimler sirastyla
Tablo 5.5, 5.6, 5.7, 5.8' de verilmistir.

Sonu¢ olarak, homotopi analiz metoduna karsin fark semalart metodu (2.1)
probleminin tanimlandigi tiim bolgede ¢oziimiin yakinsak olmasini garanti eder. Bu

yuzden sonlu fark metodu homotopi analiz metodundan daha etkilidir.

Tablo 5.1. (0.5, 7r/3) noktasinda 7 =-1 iken HAM ve Fark Semalar1 Metotlarinin
Mutlak Hata Karsilastirmasi

Metot uapp Ue,
N =3 i¢in HAM 0.22906172466806 0.00059384974782
N =M =14 i¢in (5.5) Fark Semas1 | 0.22925180320754 0.00040377120833

Tablo 5.2. (1.5, 7r/3) noktasinda 7% =-1 iken HAM ve Fark Semalar1 Metotlarinin
Mutlak Hata Karsilagtirmast

Metot u u

app er

N =3 i¢cin HAM 0.10509479577247 0.00029542445876

N =M =400 igin (5.5) Fark Semas1 | 0.10439229073876 0.00099792949247

Tablo 5.3. (2.5, 7r/3) noktasinda 7% =-1 iken HAM ve Fark Semalar1 Metotlarinin
Mutlak Hata Karsilastirmasi

Metot u u

app er

N =3 icin HAM 0.04810733327449 0.00013445237303

N =M =300 i¢in (5.5) Fark Semas1 | 0.04718024717717 0.00106153847036
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Tablo 5.4. (3.5, 7r/3) noktasinda 7 =-1 iken HAM ve Fark Semalar1 Metotlarinin

Mutlak Hata Karsilastirmasi

Metot uapp Ue,
N =3 i¢cin HAM 0.22064331496257 0.00001618626904
N =M =300 igin (5.5) Fark Semas1 | 0.20648374008388 0.00143214368142

Tablo 5.5. (0.5,7/3) noktasinda 7 =-2 iken HAM ve Fark Semalar1 Metotlarmin

Mutlak Hata Karsilagtirmasi

Metot uapp Ue,
N =3 i¢cin HAM 0.60794034646756 0.37828477205168
N =M =4 ig¢in (5.5) Fark Semas1 0.19917417967644 0.03048139473944

Tablo 5.6. (1.5,7/3) noktasinda % =-2.1 iken HAM ve Fark Semalari Metotlarinin

Mutlak Hata Karsilagtirmasi

Metot uapp U,
N =3 i¢cin HAM 0.23880229550568 0.34419249070247
N =M =4 ig¢in (5.5) Fark Semas1 0.01269407636052 0.11808429659175

Tablo 5.7. (2.5, 7z/3) noktasinda 7% =15 iken HAM ve Fark Semalar1 Metotlarinin

Mutlak Hata Karsilastirmasi

Metot uapp Ue,
N =3 i¢in HAM 0.61914656094707 0.57090477529954
N =M =4 igin (5.5) Fark Semas1 0.05916387117235 0.10740565681988
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Tablo 5.8. (3.5, 7r/3) noktasinda 7% =2 iken HAM ve Fark Semalar1 Metotlarinin
Mutlak Hata Karsilastirmasi

Metot u u

app er

N =3 icin HAM 0.44651534337246 0.42443482560715

N =M =4 i¢in (5.5) Fark Semasi 0.07117968302668 0.09326020079198
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