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OZET

Bu tezde, polinom ve polinom olmayan kiibik spline fonksiyonlar yardimiyla
baz1 kismi diferensiyel denklemlerin sayisal ¢éziimleri tizerinde galisiimistir.

Birinci bolimde, diger boliimlerde kullanilacak olan kavramlar tanitilmistir.
Spline fonksiyonlar hakkinda genel bilgi verilmis, sonrasinda kuadratik ve kiibik spline
interpolasyon fonksiyonlar1 agiklanmugtir.  Polinom olmayan spline fonksiyonlar
tanmimlanarak, polinom olmayan kuadratik, kibik, kuartik ve kuintik spline
interpolasyon fonksiyonlar: olusturulmustur. Son olarak, adveksiyon-diflizyon, RLW,
lineer olmayan Burger ve genellestirilmis Burgers-Fisher denklemleri, baslangi¢ ve sinir
kosullar ile birlikte tanitilmistir.

Diger dort bolimde, adveksiyon-difiizyon, RLW, lineer olmayan Burger ve
genellestirilmis Burgers-Fisher denklemlerinin sayisal ¢oziimleri polinom olmayan
kibik spline fonksiyonlar kullanilarak arastirilmustir. Onerilen metotlarin Kararhlhig:
icin ikinci, Uc¢lncl ve dordincli bolimlerde von-Neumann analizi kullanilmis, son
bolimde ise yerel kesme hatasi ¢alisilmistir. Metotlarin dogrulugunu ve etkinligini
6lgmede farkli bazi test problemleri dikkate alinmistir ve elde edilen sonuclar polinom

spline tabanl1 metotla ve daha dnceden yapilmis olan ¢alismalarla karsilastirilmastir.

Anahtar Kelimeler: Spline fonksiyon, polinom olmayan kiibik spline fonksiyon, kismi
diferensiyel denklemler, adveksiyon-difizyon, RLW, lineer olmayan Burger,

genellestirilmis Burgers-Fisher denklemleri



Vi

SUMMARY

In this thesis, the numerical solutions of the some partial differential equations
are studied by using polynomial and non-polynomial cubic spline methods.

In the first chapter, some definitions needed in the next chapters are given. An
introduction about spline functions is given and then quadratic and cubic spline
interpolation functions are described. After the non-polynomial cubic spline functions
is explained, non-polynomial quadratic, cubic, quartic and quintic spline functions are
constructed. Finally, the advection-diffusion, RLW, non-lineer Burger and generalized
Burgers-Fisher equations are introduced together with their initial and boundary
conditions.

In the other four chapters, the advection-diffusion, RLW, non-lineer Burger and
generalized Burgers-Fisher equations are solved numerically by using non-polynomial
cubic spline method. Von-Neumann analysis is employed in the second, third and
fourth chapters for the stability and local truncation error of the method is derived in the
last chapter. To illustrate the accuracy of the methods, some numerical examples are
considered and obtained results are compared with polynomial spline based method and

some early studies.

Keywords: Spline function, non-polynomial cubic spline function, partial differential
equations, advection-diffusion, RLW, non-lineer Burger, generalized Burgers-Fisher

equations
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BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi kavramlar tamitilmigtir.
Spline fonksiyonlar hakkinda genel bilgi verilmis, kuadratik ve kiibik spline interpo-
lasyon fonksiyonlar: aciklanmistir. Diferensiyel denklem ¢oziimlerinde kullanilacak
olan polinom olmayan spline fonksiyonlar tanitilarak, polinom olmayan kuadratik,
kiibik, kuartik ve kuintik spline interpolasyon fonksiyonlar1 agiklanmigtir.  Son
olarak, sayisal ¢oziimleri yapilacak olan bazi zamana bagh kismi diferensiyel denk-

lemler tanitilmigtir.
1.1 Spline Fonksiyonlar

Problem c¢oziimlerinde siklikla kullanilan yontemler arasinda yer alan interpo-
lasyon yontemleri, fizik, kimya, biyoloji, mithendislik ve matematik gibi ¢egitli bilim
dallarinda yaygin olarak kullanmlmaktadir. Bu yaklagimlar arasinda polinom yak-
lagimi 6nemli bir yere sahiptir. Uygulamada kullanilacak olan fonksiyonu bulmak
her zaman miimkiin olmayabilir. Ancak fonksiyonu temsil etmek iizere bir polinom
elde edilebilir. Fonksiyonu elde etmek icin verilen nokta sayisi ne kadar artarsa
polinomun derecesi de o kadar artacaktir. Yiiksek dereceden polinomlar hem iglem
giicliiklerini ortaya c¢ikaracagindan hem de fonksiyonlarda biiyiik salinimlara yol aga-
cagindan hatal sonuclar dogurabilir. Bundan dolay1 verilen bilgilere uyacak en
kiigiik dereceden polinomlar bulunabilir. Bu yaklagim i¢in hem diizgiinlegtirici hem
de verimli bir yaklagim elde etmede en uygun olani parcal polinom yaklagimidir (De
Boor, 1978). Boylece islem kolayhgida saglanmig olacaktir. Polinom yaklagiminda
yapilan iglem, problemin ¢oziim bolgesini kiiciik araliklara pargalayarak her bir parca
tizerinde diigiik dereceden polinomlar kullamlarak, aranan f (x) fonksiyonuna yak-
lagsmaktir. Bu tiir ozelliklere sahip parcali polinomlara spline fonksiyonlar adi ve-
rilmektedir.

Spline kavrami, ilk olarak 1946’da Schoenberg tarafindan tanitilmigtir. Fonksi-

yona spline adinin verilmesi parcali polinomlarla, spline adim tasiyan mekanik bir



alet arasindaki iliskiden kaynaklanmigtir. Bu mekanik alet, elastik bir maddeden
yapilmig ince oluklu bir gubukla beraber kollarinin bir ucunda agirliklar: olan ve diger
ucundan da oluklara gegirilebilecek ¢ikintilar1 olan parcalardan olusmaktadir (Bkz.
Sekil 1.1). Kollar ve agirliklarla gubugun belli bir yoldan gegmesi saglanir ve boylece
agirliklarin kollarimin ¢ubuga degdigi noktalardan gegen diizgiin egrileri ¢izilir. Bu

diizgiin egriler spline fonksiyon olarak adlandirilmig ve S (x) ile gosterilmigtir.

G —

Sekil 1.1: Mekanik spline (Schumaker’den, 1993)

m. dereceden spline fonksiyonlar, xg, z1,xs,...,x, € R monoton artan bir dizi

olmak tizere agagidaki 6zelliklere sahiptir.

(i) S(z), her [z, z;41] ,7=0,1,2,...,n —1 de m. ya da daha kiiciik dereceden

bir polinomdur. (Burada xy = —oc0 ve x, = 0o olabilir.)

(ii) S (z), (m —1). mertebeden tiirevlenebilir ve xy,xs, ..., x,_1 boliinme nokta-

larinda siireklidir.

m = 0 igin (i7) kosulu gegersizdir. m = 1 igin spline fonksiyonu lineer bir
fonksiyon olup verilen aralikta kirik cizgiyi gosterir.

Genel olarak, S (x); [z;,2j11], j = 0,1,2,...,n — 1 araliklarinin her biri i¢in
derecesi m ya da daha kiigiik olan farkli fonksiyonlar olarak verilebilir. m > 0
icin m. dereceden bir spline fonksiyonun m. tiirevi bir adim fonksiyonudur. Bunun
yanisira m. dereceden bir spline fonksiyonu bir adim fonksiyonun m. basamaktan

belirsiz integralidir de denebilir.



Simdi, bir [a,b] arahigl i¢in a = 29 < 1 < ... < x, = b seklindeki z; = a + ih,
h = I’_T“, i=0,1,2,...,n boliim noktalarimi goz ¢niine alahm. wu;’ler u (z;,t)’lerin
yaklagik ¢oziimlerini ifade etmek iizere kuadratik ve kiibik spline fonksiyonlarini elde

edelim.
1.1.1 Kuadratik spline fonksiyonlar

Tanim: Asagidaki 6zellikleri saglayan bir S(x) fonksiyonuna kuadratik spline

interpolasyon polinomu denir.
(i) S(z) € C! [a,b]
(ii) S(z;) = f(2:),0<i<n

(iii) S(z), her [z;, z;41], 1 = 0,1,2,...,n — 1 alt arahigimda parcali kuadratik poli-

nomdur.

m. dereceden bir spline fonksiyonun 6zelliklerini goz oniine alirsak, m — 1. mer-
tebeden tiirevlenebilir olmasi icin en azindan m. dereceden polinomlarin secilmesi
gerekir.  Kuadratik spline fonksiyonlar her bir alt aralikta tiirevlenebilen ikinci
dereceden polinomlardir ve bu fonksiyonlarin birinci tiirevleri béliinme noktalarinda
siireklidir. [z, ;1] arahginda bu polinomlar a;,b; ve ¢;’ler bilinmeyenler olmak

tizere (1 =0,1,2,...,n—1)

bi¢iminde gosterilebilir. Burada n + 1 nokta icin n tane aralik vardir. Bu nedenle
3n tane bilinmeyen sabitin hesaplanmasi gerekir. Bu sabitlerin hesaplabilmesi icin

de 3n tane denkleme veya kosula ihtiya¢ vardir. Bu kogullar asagida belirtildigi gibi

elde edilir:
1. Fonksiyon i¢ noktalarda siireklidir. Bu durum;

Clz;ll'?fl + bz;l.CCifl +c1 = f(,CU,L',l) (112)

aix?_l + bil’i—l +c¢ = f(a:i_l) (1.1.3)



bigiminde ifade edilebilir. Sadece icteki boliinme noktalar: kullanildigindan
1 = 2 den n’ye kadar alimir. Her bir nokta i¢in iki denklem elde edildiginden

(1.1.2) ve (1.1.3) denklemlerinden n — 1 nokta igin 2n — 2 denklem elde edilir.

2. Aralik iizerinde tanimlanan spline fonksiyon ug¢ noktalarda da deger almak-
tadir. Bunun icin

alxg + blxo +c = f(IQ) (114)
@2 + by + cn = f(z0) (1.1.5)

denklemleri yukaridaki sisteme eklenirse toplamda 2n — 2 4+ 2 = 2n kosul elde

edilmig olur.

3. I¢ boliinme noktalarmdaki birinci tiirevleri siirekli olmalidir.  Buna gore
Si(r) = a;z* + bz + ¢; denkleminin birinci tiirevi Si(x) = 2a;z + b; olur.

Bu kosulu boliinme noktalar igin saglatirsak,

2661'_11'1‘_1 + bi—l = 2aixi_1 + bZ (116)
olur (i = 2,...,n). Bu esitlik n — 1 nokta i¢in saglanacagindan, toplam
2n +n —1 = 3n — 1 kosul bulunmus olur. 3n sabitin hesaplanabilmesi

icin bir kosul eksiktir. Fonksiyonlar veya onlarin tiirevleri hakkinda ek bilgiye
sahip olamazsak, sabitleri bagariyla hesaplayabilecek keyfi bir se¢im yapmamiz
gerekir. Her ne kadar yapilacak secim sayisi fazla da olsa asagidaki kosula

gore segeriz.

4. Tk boliinme noktasinda ikinci tiirevi 0 kabul ederiz. (1.1.1) denkleminin ikinci
tiirevi 2q;’dir ve bunu matematiksel olarak aq = 0 ile ifade ederiz. Bu kosul

ilk iki noktanin diiz bir ¢izgi ile bagh oldugu anlamina gelir.
S (x) kuadratik spline fonksiyonu
S(z)=a;(x— x¢)2 +b; (r—x;) + ¢ (1.1.7)

seklinde tanimlanir. Burada ay, b;, ¢; ler sabitlerdir.



(1.1.7) denklemindeki a;, b; ve ¢; (i =0,1,...,n — 1) katsayilarin1 hesaplayalim:

S (l‘i+1/2) = Uit1/2
S ($i+1/2) = Mi+1/2
olmak tizere kuadratik spline fonksiyonu M; (i = 0,1,...,n) degerlerine bagh olarak
elde edilecektir ve My, My, ..., M, ler denklem sisteminin bilinmeyenlerini olustura-

caktir. Bu M; degerleri daha sonradan hesaplanmak iizere (1.1.7) denkleminin iki

defa tiirevini alirsak;

S'(z) = 2a;(x—x;)+ b (1.1.9)
S"(x) = 2 (1.1.10)
olur.  (1.1.7), (1.1.8), (1.1.9) ve (1.1.10) denklemlerinden S (z;y1/2), S’ (),
S” ($¢+1 /2) degerleri hesaplanarak h = ;1 — x; olmak iizere 1 = 0,1,...,n — 1
icin
a; = Mi;1/2’ bz =My, ¢ = U1z — %Mi+1/2 — %ml (1111)
olarak bulunur. Spline olma kosullarindan S (z) ve S’ (z)’in stirekli olmas1 gerek-
mektedir. Dolayisiyla 1 < ¢ < n icin;

Si(m) (z;) = Sz(Tl) (z;), m=0,1 (1.1.12)

bagintisin saglayacak sekilde segilen M; (i = 0,1,...,n) degerleri ile S (x) ve S’ (2)
stirekli yapilabilir. Buradan (1.1.7) denkleminden;

Sic1 () = ai— (x; — 9Ci—1)2 +bim1 (x; — xim1) + ¢ia

= a;i_1h* +bi_th+ ¢

Si(x) = ai(v;—x)+bi (2 — ) +¢

olup (1.1.12) egitliginden m = 0 igin 1 < i < n olmak iizere;

&i_1h2 + bi_lh +ci1=¢ (1113)



elde edilir. (1.1.9) denkleminden

Siy(x) = 2a;-1 (v —xi-1) + biy

= 2ai_1h + bi—l

2

— b,
olup (1.1.12) egitliginden m = 1 igin 1 < i < n olmak iizere;
2a,~_1h + bi—l = bi (1114)

elde edilir. (1.1.13) ve (1.1.14) egitliklerinde (1.1.11) denklemleri kullanmilirsa ve

diizenleme yapilirsa h = x; — x;_; i¢in

h2

h (mz + mi,l) = 2 (uz‘+1/2 — Ui_l/g) — Z (Mi+1/2 + 3Mi—1/2) (1115)
h (mZ — mi,l) = thl',l/Q (1116)
olur. (1.1.15) ve (1.1.16) esitliklerinden;
h2
hm; = (ui+1/2 - Ui—1/2) ) (MH—I/Q - Mi—1/2)
h2
hm;_y = (ui—l/Q - ui—3/2) - g (Mz'—l/Q - Mi—3/2) (1-1-18)

elde edilir. (1.1.18) denklemlerindeki degerler (1.1.16) denkleminde yerine yazilip

diizenlenirse (i = 2,3,...n — 1);

8
M1y +6M;_y/0+ M;_3/0 = 72 (ui+1/2 — 2ui_1/2 + U¢—3/2) (1.1.19)

bulunur.

(1.1.19) denklem sisteminde M; ve M, i¢in isteksel sabit degerleri belirlenip sag
tarafa gegirilirse (n — 2) x (n — 2) lik bir lineer sisteme sahip oluruz. (1.1.19) dan
M;, 2 <i < n—1 degerleri kolaylikla hesaplanabilir. Bu hesaplamalar ve (1.1.11)
deki degerler, (1.1.7) de yerine yazilirsa kuadratik spline fonksiyonunu elde etmis

oluruz.



1.1.2 Kiibik spline fonksiyonlar

Tanim: Asagidaki ozellikleri saglayan S(z) fonksiyonuna kiibik spline interpo-

lasyon polinomu denir.
(i) S(z) € C?la,]
(ii) S(zj) = f(z;) 0<j<n

(iii) S (x), 0 < j < n olmak tizere her [z;,z;11], j =0,1,2,...,n — 1 alt araliginda

parcal kiibik polinomdur.

Kiibik spline fonksiyonlarmn kendisi, birinci ve ikinci tiirevleri verilen aralik
tizerinde siireklidir. Her bir aralik i¢in aj, b;, ¢; ve d;’ler bilinmeyenler olmak tizere
(7=0,1,2,....,n)

fi(z) = a;z® + bz® + c;z + d; (1.1.20)
biciminde polinomlar kullamlarak yaklagim yapilabilir. Burada n + 1 nokta igin
n tane aralik oldugundan 4n tane bilinmeyen sabitin hesaplanmasi gerekir. Bu
sabitlerin hesaplabilmesi i¢inde 4n tane denkleme veya kosula ihtiya¢ vardir. Bu

kosullar agagidaki gibi belirlenir:
1. I¢ noktalarda fonksiyon degerleri siireklidir. (2n — 2 bagnt1)
2. Bagtaki ve sondaki fonksiyonlar ug noktalardan ge¢gmelidir. (2 bagmt)
3. I¢ noktalarda birinci mertebeden tiirevler siireklidir. (n — 1 bagint1)
4. I¢ noktalarda ikinci mertebeden tiirevler siireklidir. (n — 1 bagnt1)
5. 1lk ve son noktada ikinci mertebeden tiirevler sifir olmahdir. (2 bagnt)

Yukaridaki beg sarttan toplam 2n —2+2+n—14n— 142 = 4n tane kosul elde
edilmis olur. Besinci sart, u¢ noktalarda fonksiyonlarin dogrusal olacagi anlamini
tagir. Bu tiir spline fonksiyonlara tabii spline fonksiyonlar: denir (Tiirker, 1997).

S" (x;) = M, olsun. S (z) kiibik spline fonksiyonu 0 < j < n olmak iizere
M; lere bagh olarak elde edilecek ve bu M; degerleri lineer denklem sisteminin

bilinmeyenlerini olusturacaktir.



My, My, ..., M, degerlerini sonradan belirlemek iizere secelim. S (z) kiibik
spline oldugundan her [z;, z;.;] araliginda S” (x) birinci dereceden bir polinomdur.
[z, x;11] araligindaki kiibik spline fonksiyonunu S; () ile gosterelim.

(xj, M;) ve (xj41, M;+1) noktalar i¢in [z, ;4] aralginda Lagrange interpo-
lasyon formiiliinden S; (=) nin ikinci tiirevi;

M;j (2541 — ) N My (x — x5)
h h

olarak yazlabilir. ~Burada S7 (z;) = Mj, S7 (2j41) = Mj11 0 < j <n—1ve

! (z) = (1.1.21)

S (zj41) = Sjyq (1541) 0 < j < n—2 olduguna dikkat edelim. Boylece x € [z}, 7;11]
igin S7 () degerine sahip olan S” (x) fonksiyonu [a, b] de siirekli fonksiyon tanimlar
(5" (x) kirk gizgidir). (1.1.21) esitliginin iki defa integrali alinirsa;

M (201 —2)° | My (x — 2;)°

Si(r) = — o + 5T + ¢ (1.1.22)
Mi(ziir — 1) M, — 1)
S;(r) = J(%gg z) Aijuath (gh ;) + 17+ e (1.1.23)

elde edilir. Burada c¢; ve ¢y katsayilar1 integrasyon sabitleridir. S (x)’in siirekli

olmasi ve interpolasyon kogullarii saglamasi i¢in (1.1.23) de;

Sj(x5) = U, Sja (23) = Ujn, 0<j <n—1

yazilirsa;
M; M;
Uy = Sj(zj) = 6_j (241 — ;)" + 6J—h+1 (v; — ;)" + ey + ¢y (1.1.24)
M; M;
Upn = 85(2550) = 5 (@54 = i)’ + 6]—h+1 (w1 —2))° (1.1.25)

+Cll'j+1 + C2

denklemleri elde edilir. (1.1.24) ve (1.1.25) denklemlerinin ortak ¢tziimiiyle

Uwn—-U;, h
h 1 h 1
Ca = Iy <EMJ’+1 — EUjJrl) — Tj+1 (EMJ — ﬁU]> (1127)

bulunur. Bu degerler (1.1.23) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse;

M (2 —2)° M, — )3 B2 I
S; () = J(xjgé z) 4 J+1(6xh ;) +(Uj—EMj> (xﬁ—lh z)

h? _
+ (Uj+1 - EMM> (@ h%) (1.1.28)



sonucuna varilir. (1.1.28) denklemi S’ (z)’in stirekli olmasim yani S} (z;) = Sj_; (x;),
1 < j < n bagmmtisim garantilemez. (1.1.28)in tiirevi;

M (2511 — x)° LM (@ - ;)" (M — M) Ui U

55 (@) = = 2h 2h 6 I

(1.1.29)

olup S} (v;) = 57 1 (7;), 1 < j < n bagmtisim saglayacak bigimde secilen Mj,
1 < j < n—1 degerleri ile S’ (z) stirekli yapilabilir. Bunun i¢in (x;_1,z;) ve

(x, x;41) araliklariin ortak noktalarindaki tiirev ifadeleri (1.1.29) yardimiyla;

My (z; —x;)*  M;(z; —x;21)°  U;j—U;_y h(M;—M;_,)
! ) — _ 7 J J J J J J J _ J J
Si1 () oh e T h 6
gy Gt
S (z;) — M (w540 — @)’ b My () — ;)" LU U (M = M)
I 2h 2h h 6
h h U1 —U;

seklinde yazihr. % (z;) = 57, (;) esitliginden 1 < j <n — 1 olmak tizere;

h h Ui —-U;_ h h Ujt1 = U;
i A

elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesiyle

6
hMjy +2hM; + hMy = o (

Uj_l —2Uj +Uj+1) (1130)
bulunur. Bu sistemde M, ve M, icin isteksel sabit degerleri belirleyip sag tarafa
gegirilirse (n — 1) x (n — 1) lineer sistemini elde etmis oluruz. Sistemin matris formu

b; = % (Uj—1 —2U; + Ujtq), 1 < j <n—1 olmak iizere;

4 ho0 17 s | [ o=ty ]
ho4h h M, by
0 h 4h h M, by
_ : (1.1.31)
ho4h b0 || M, b
hodah ho| | M, b
_ 0 h 4h || Moy | | by —hM, |
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biciminde olur. Katsayilar matrisinde ticgensellik ve kosegensellik 6zellikleri vardir.
Dolayisiyla tekil degildir. My, Ms, ..., M, 1 bir tek ¢oziime sahip olur. Coziim M,
ve M, lerin se¢imine baghdir. (1.1.31) den M;, 1 < j < n — 1 degerleri kolaylikla
hesaplanabilir. Bu hesaplamanin sonucunda bulunan M; degerleri (1.1.28) de yerine
yazilarak spline fonksiyonu elde edilir. « € [a,b] igin S («) degerinin bulunmasi
gerektiginde a € [z, x;44] araliginda (1.1.28) bagntis: bulunur. Yani S; () = S (@)
dir.

[a,b] araligimin ug¢ noktalarinda U (x)’in tiirevleri bilinirse daha iyi bir spline
fonksiyon elde edilebilecegi diistintilmektedir. Bunun i¢in S(z;) =U;, 0 < j <n
oldugundan S (x); S (z,,) = U’ (z,,) = my, ve ' (x9) = U’ (x9) = my esitliklerini

saglamahdir. (1.1.29) dan j = n — 1 i¢in;

Mn—l (xn - xn>2 Mn (xn - xn—1)2 + Un - Un—l

Ullen) = Sjo(@n) = = oh * o h
h(M, = M,_y)
6
h h U, — Un_s
= = n— _Mn - 7
R S B
olup
h h U, — Un_y
= M, 4 oM, 2 et 1.1.32
m 6 1+ 3 + 3 ( 3 )

bulunur. Benzer bigimde (1.1.29) dan j = 0 igin;

Mo (ZL‘l — l’o)z M1 (l’o — ZL‘Q)2 U1 — Uo h (Ml — Mo)

Ulwo) = So(m0) = ——— + 2h T T 6
h h Uy — Uy
= —“My—-M
ghlo =gt —
olup
h h U, — U,
my = —g My — ¢ M + lh 0 (1.1.33)

elde edilir. Bulunan bagmtilar ve (1.1.30) denklemi ile birlikte S’ (x)’in siirekliligi
saglanmig olur. (1.1.30), (1.1.32) ve (1.1.33) denklemleri birlikte diisiiniildiigiinde
(n 4 1) bilinmeyenli (n + 1) denklemden olusan bir sistem elde edilir.  Sistemin

matris formu b; = % (Uj—1 —2U; + Ujt1), 1 < j <n—1 olmak iizere;
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_gho -_MO-_%—mO_
h 4h h M, by
0 h 4h h M, by
- : (1.1.34)
h 4h h 0| | M., bn—a
h 4h h | | My by
_ S R I

elde edilir. Denklem sisteminden My, ..., M, kolaylikla hesaplanabilir ve (1.1.28)
de yerine yazilirsa elde edilen spline fonksiyona D; spline’1 denir (Ahlberg, et al.,
1967).

Simdi de S’ (z;) = m; olmak tizere S () kiibik spline fonksiyonunu mg, m, ..., m,
tiirevlerine bagl olarak elde etmeye calisalim. Bu durumda mg, my, ..., m, lineer
denklem sistemimizin bilinmeyenleri olacaktir.

[z, xj11] arahgindaki kiibik spline fonksiyonunu S;(z) ile gosterelim. (z;,m;) ve

(241, mj+1) noktalar: igin [x;, z,4,] araliginda Hermit interpolasyon formiiliinden;

Si(z) = AT x}zj =), B = xh)Q(x — )" (1.1.35)
AT J CEEA RS IO G L ONEEEL)
esitligine ulasabiliriz. Bu ifadenin iki defa tiirevini aldigimizda
Six) = m, (Tj11 — ) (292]'2+ Tjy —3x) i (x — ;) (2%;21 +; —37)
+6%(l’j+l — ) (x — ;) (1.1.36)
S'(x) = —2m, 27541 —;2:15] —3r 2mj+12xj + xlgl —3x
+6%(%+1 +x; — 21) (1.1.37)
esitliklerini buluruz. S} (v;) = 57 (7;), 1 < j < n bagmtisin saglayacak bigimde

secilen m;, 1 < j <n — 1 degerleri ile S” (x) siirekli yapilabilir. Boylece;
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‘2.I'j+1 + Xy — 3x 2.I'j + Tjy1 — 337]‘

5i(@j) = —2m 12 L - 2mjp 12
+6%(@H + x5 — 2x5)
= _4% _ m;‘;rl +6Uj+1h2_ U;
V() = —2mjy 2z; + x;L; — 37 om; 2251 +h5§j — 3z
+6%(% + 1z — 2x5)
= 2T 4Ty 6%

elde ederiz. S} (z;) = Sj_; (x;) esitliginde 1 < j <n — 1 olmak ftizere;

m; m; Ujt1 —U; m;_ m; U, -U;_
4 Jj+1 Jj+1 I _9 j—1 43 J Jj—1
h n TR A T
denkleminden
hmj_l + 4hm] + hmjﬂ =3 (Uj-i-l — Uj_l) (1138)

sonucunu elde ederiz. Bu sistemde mg ve m,, icin isteksel sabit degerleri belirleyip
sag tarafa gegirilirse (n — 1)z (n — 1) lineer sistemini elde etmig oluruz. Sistemin

matris formu b; = 3 (Uj31 — Uj—1), 1 < j < n — 1 olmak tizere;

4 b0 10 m | o —nmo |
h 4h h Mo bs
0 h 4h h ms bs
- : (1.1.39)
h 4h h O My—3 bn—3
h 4h h My_o bn—2
i 0 h 4h | [ M ] i b,_1 — hm, |

bigiminde olur. Katsayilar matrisinde tiggensellik ve kisegensellik ozellikleri vardir.
Dolayisiyla tekil degildir. mq,ms, ..., m,_1 bir tek coziime sahip olur. Coziim my
ve m,, lerin se¢imine baghdir. (1.1.39) den m;, 1 < j < n — 1 degerleri kolaylikla
hesaplanabilir. Bu hesaplamanin sonucunda bulunan m; degerleri (1.1.35) de yerine

yazilarak spline fonksiyonu elde edilir.
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[a,b] araliginmin ug noktalarinda U (z)’in ikinci tiirevleri bilinirse daha iyi bir
spline fonksiyon elde edilebilecegi diistiniilmektedir. ~ Bunun icin S(z;) = U;
0 < j < noldugundan S (z); " (z,) = U" (x,) = M, ve S" (x¢) = U" (x9) = My
esitliklerini saglamahdir. (1.1.37) den j =n — 1 igin;

M, = —om, 2x, + ngl — 3z, _om, 22,1 +h§n — 3z,
—{—6%(% +xp1 — 21,,)
_ 27”2—1 n 4% _ g Un ‘hz)Un—l (1.1.40)
olur ve benzer sekilde j = 0 igin;
My, — _2m02x1 + flg — 3z _om, 2x + 2; — 3z n 6U1 f; Uy (21 + 20 — 20)
S LU LU (1.1.41)

elde edilir. Bulunan bu bagmtillar ve (1.1.38) denklemi birlikte diisiiniildiigiinde
(n 4 1) bilinmeyenli (n + 1) denklem sistemi elde edilir. ~ Sistemin matris formu

bj = 3(Uj+1 — Ujfl), 1 S] S n — 1 olmak iizere;

-+ -2 0 mo My — 680

h 4h h my by

0 h 4h h ma b3
: = : (1.1.42)

h 4h h O My—2 bn—2

h 4h h M1 brn—1

i 0 2 21| ma | | Ma+62g=t ]

olur. Bu denklem sisteminden my, ..., m, kolaylikla bulunabilir ve (1.1.35)" de

yerine yazilirsa elde edilecek olan spline fonksiyon yine bir D; spline’1 olur.
m; ve M; ler arasindaki iligkiyi elde etmek icin ig¢ noktalar i¢in U (z) fonksi-

yonunun tiirev degerlerini hesaplayalim. Bunun i¢in ilk olarak (1.1.29) denkleminden
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SI

(z7) ve S} (7;) degerleri hesaplanirsa

j—1
2 2
S;._l (1}]) _ mj _ _Mj,1 (;‘;L— l’j) 4 Mj (xj22:13j1) i Uj —hUjl
_h(Mj — M;_4)
6
h h U;—-U,_
my = Mt g M+ ]le (1.1.43)
ve
M; (xj41 —x;)° Mg (z;—z;)°  Ujq —U;
S((x‘):m__JH i)y J J J J
I J 2h 2h h
h(Mj—H - M])
6
h h Uipr — U;j

bulunur. (1.1.37) denkleminden de S}, (z;) ve S (x;) degerleri hesaplanirsa

21‘j + Tj—1 — 3(L‘j ‘255];1 + Ty — 3(L‘j

S (x;) = M;=—-2m;, e —2m; h2
+6%(9@ + ;1 — 2x5)
M, = 2m;;1 + 4% + 6% (1.1.45)
ve
S]'-'(xj) = M;=-2m; 2541 +hfj — 3% _ 2mj 22 + I;;l — 3%
_’_6%(.@‘%&_1 +x; — 2z;)
M, = —4% - Qm;:l + 6Uj“h; Ui (1.1.46)

esitlikleri elde edilir. (1.1.43) denkleminden m;.; ve (1.1.44) denkleminden m;

esitlikleri kullanilirsa;

h
M —my = o (Mj + Mj11) (1.1.47)

bagintisi kolaylikla elde edilebilir.
Kuartik ve kuintik spline fonksiyonlar, polinom olmayan kuartik ve kuintik spline

fonksiyonlar boliimiinde agiklanacaktir.
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1.2 Polinom Olmayan Spline Fonksiyonlar

Birinci boliimde verilen bir araligi kiiciik parcalara ayirip her bir parga iizerinde
diisiik dereceden polinomlar kullanarak aranan fonksiyona yaklagmak icin spline
fonksiyonlarin kullanmilmas: tanimlanmis ve spline fonksiyonlar 1, z, 22, 23 polinom-

lar1 kullamlarak elde edilmisti. Bu boliimde ise 1,z, 22, 23

,sinTx,cosTx tipin-
deki fonksiyonlar kullanilarak polinom ve trigonometrik kisimlardan olusan poli-
nom olmayan spline fonksiyonlar elde edilecektir. Burada 7 spline fonksiyonunun
trigonometrik kisminin frekansi olup real veya imajiner bir deger olabilir.

Polinom olmayan spline i¢in olusturacagimiz model 7 parametresine gore lineer
olmayan bir bagitidir. Elde edecegimiz spline fonksiyonda 7 keyfi bir paramet-
re olacagindan uygun secilmesi durumunda iyi bir yaklagim olusturacagi ve meto-
dun dogrulugunun artacag diigiiniilmektedir (Rashidina, 2006). Ayrica polinom ol-
mayan spline’larin trigonometrik kisimlarimin C*°—tiirevlenebilirligi polinom spline
fonksiyonlarda ortaya cikan diizgiinliik kaybini da azaltacaktir. Bunun yaninda poli-
nom olmayan spline’lar sadece u (z,t) igin degil, ¢6ziim kiimesinin her noktasinda
u (x,t) nin yiiksek dereceden tiirevleri i¢in de siirekli bir yaklagima sahiptir.

Aragtirilan polinom olmayan spline fonksiyonlarinin siniis ve kosiniis fonksiyon-
larini icermesi, bu fonksiyonlarin polinomlarin bir¢cok beklenen 6zelligini paylagmasi
ve ardigik tiirevlerinin de siniis ve kosiniis olmasi agisindan hesaplamalarda kolaylik
saglayacaktir (Scheid, 1988).

Simdi, bir [a,b] araligl i¢in a = 2y < 21 < ... < x,, = b seklindeki z; = a + ih,
h = b;—a, i =0,1,2,...,n boliim noktalarini gtz oniine alahm. w;’ler u (z;,t)’lerin
yaklagik c¢oziimlerini ifade etmek iizere polinom olmayan kuadratik, kiibik, kuar-
tik ve kuintik spline fonksiyonlarim elde edelim. Ilerleyen béliimlerde kismi difer-
ensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri polinom olmayan kiibik spline fonksiyonlar:

yardimiyla elde edilecektir.
1.2.1 Polinom olmayan kuadratik spline fonksiyonlar
S (x) polinom olmayan kuadratik spline fonksiyonu

S(z)=a;cosT(x —x;) + b;sinT (v — ;) + ¢ (1.2.1)
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seklinde tanimlanmaktadir. Burada a;, b;, ¢; ler sabitler ve 7 keyfi bir parametredir.
Denklem (1.2.1), [a,b] araliginda 7 — 0 iken bilinen kuadratik spline fonksiyonunu
vermektedir. Polinom olmayan kuadratik spline fonksiyonu su ¢zellikleri saglamak-

tadir:
(i) u(z)=95;(v), z € [xi,xixa),i=0,1,...,n—1
(ii) S(z) € C*|a,b]

ui'ler u (x;,t)’lere yaklagik ¢oziimlerini ifade etmek iizere (1.2.1) denklemindeki

a;,b; ve ¢; (i=0,1,...,n— 1) katsayilarinm1 hesaplayalim.

S(CEZ‘+1/2) = Uit1/2

S ($i+1/2) = Mz‘+1/2

olmak iizere polinom olmayan kuadratik spline fonksiyonu M; (i = 0, 1,...,n) deger-
lerine bagh olarak elde edilecektir ve My, My, ..., M, ler denklem sisteminin bilin-
meyenlerini olusturacaktir. Bu M; degerleri daha sonradan hesaplanmak iizere

(1.2.1) denkleminin iki defa tiirevini alirsak;

S'(x) = —ra;sinT (x —x;) + 7 cos T (x — ;) (1.2.3)
S"(x) = —7?a;cosT (v — ;) — T°b;sinT (x — 1) (1.2.4)
olur. (1.2.1),(1.2.2),(1.2.3) ve (1.2.4) denklemlerinden S (zi11/2),5 (2;),
S ($¢+1 /2) degerleri hesaplanarak 6 = Th ve h = ;.1 — x; olmak fizere

1=0,1,...,n—1i¢in

m; 0 m; M1/
—tans b= —, ¢ = U1+ —
T 2 T T

Mit1y2
5 Se
T

0
¢3 - (1.2.5)

a; = —

olarak bulunur. Spline olma kosullarindan S (z) ve S’ (z)’in stirekli olmas1 gerek-

mektedir. Dolayisiyla 1 < i < n igin;

S () = S™) (2;), m=0,1 (1.2.6)
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bagintisin saglayacak sekilde segilen M; (i = 0,1,...,n) degerleri ile S (x) ve S’ ()
stirekli yapilabilir. Boylece (1.2.1) denkleminden;

Si1(x;) = ajqcosT(x; —xi1) +biysinT (v; — x-1) + ¢iq

= a;_1co80+b;_1s8inf + ¢;_1

Si(x;)) = ajcosT(x; —x;) +bisinT (v; — ;) + ¢

= a; +¢
olup S; (x;) = S;—1 (z;) esitliginden 1 < i < n olmak iizere;
a;_1c080 +b;_1sinf +c,_1 = a; + ¢ (1.2.7)
elde edilir. (1.2.3) denkleminden;

S () = —TaiysinT (x; —xi 1) + TbigcosT (v, — xi 1)

= —Ta;_1sinf + 7b;,_; cosb

Si(x;) = —7a;sinT (x; — x;) + by cos T (x; — x;)

== Tbl'
olup 5! (z;) = Si_; (x;) esitliginden 1 < i < n olmak iizere;
—Ta;—1 sin 6 + Tbi_l cosf = sz‘ (128)

elde edilir. (1.2.7) ve (1.2.8) esitliklerinde (1.2.5) denklemleri kullanilirsa ve diizen-

leme yapilirsa 8 = 7h ve h = x; — x;_1 i¢in

1 0 1 0
; tan 5 (mi + mi,l) = (uiH/Q — ui,l/Q) + ﬁ (cos@sec 5 - 1) Mi,l/g

1 0
+§ (1 — Sec 5) Mz’—|—1/2 (129)

2 .0
m; —m;—1 = — sin §Mi—1/2 (1210)
T
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olur. (1.2.9) ve (1.2.10) esitliklerinden;

T 0 1 0 0 1 .0
m; = ) cot 5 (uiH/g - ui,l/g) + (Z cot 3 (COS@Sec 5~ 1) + ; sin 5) Mi,l/g
1 0 0
—i—; cot 5 (1 — sec 5) M1/
0 1 0 0 1 0
m;—1 = gCOt 5 (Ui_l/g — Ui_3/2) + (E cot 5 (COS@SGC 5 — 1) + ; sin 5) Mi_g/g

1 0 0
+Z cot 3 (1 — sec 5) M;_1/2

esitlikleri elde edilir. m;_; ve m; degerleri (1.2.10) de yerine yazilip diizenlenirse

(1=2,3,...n—1);

1
a1y + BMi_1/9 + aM;_3/5 = e (Uz’+1/2 — 2U;_1/2 + ui73/2) (1.2.11)
bulunur. Burada
9
secs — 1
“ T T
5 = 4secgsin2§+2 (1 — sec%)

92
dir.
(1.2.11) denkleminde (o, 8) — (%, %) iken denklem bilinen kuadratik polinom

(1 22

51 ﬂ) iken denklem bilinen kiibik polinom spline’a doniisiir ve

spline’a, («a, 3) —
(v, B) — (1—12, %) iken niimerik sonu¢ kuadratik ve kiibik polinom spline’dan daha
iyi gtkmaktadir (Ramadan, et al., 2007).

(1.2.11) denklem sisteminde M; ve M, icin isteksel sabit degerleri belirlenip sag
tarafa gegirilirse (n — 2) x (n — 2) boyutlu bir lineer sisteme sahip oluruz. (1.2.11)
den M;, 2 < ¢ < n — 1 degerleri kolaylikla hesaplanabilir. Bu hesaplamalar ve
(1.2.5) deki degerler, (1.2.1) de yerine yazilirsa polinom olmayan kuadratik spline

fonksiyonunu elde etmis oluruz.
1.2.2 Polinom olmayan kiibik spline fonksiyonlar

S (x) polinom olmayan kiibik spline fonksiyonu

S(z)=a; +b; (x —x;) + ¢;sinT (v — x;) + d; cos T (x — ;) (1.2.12)
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seklinde tanimlanmaktadir. Burada a;, b;, ¢;, d; ler sabitler ve 7 keyfi bir paramet-
redir. Denklem (1.2.12), [a,b] araliginda 7 — 0 iken bilinen kiibik spline fonksi-
yonunu vermektedir. Polinom olmayan kiibik spline fonksiyonu su ¢zellikleri sagla-

maktadir:
(i) U(I’) = Sl(l'), VS [$i>xi+l]7 i :0,1,...,7’L— 1
(i) S (z) € C=[a,b]

(1.2.12) denklemindeki a;, b;,¢; ve d; (i =0,1,...,n — 1) katsayilarin1 hesapla-
yalim.

S (x;) = u; ve S” (x;) = M; olmak iizere polinom olmayan kiibik spline fonksiyonu
M; (i=0,1,...,n) degerlerine bagh olarak elde edilecektir ve My, M, ..., M, ler
denklem sisteminin bilinmeyenlerini olusturacaktir. Bu M; degerleri daha sonradan

hesaplanmak iizere (1.2.12) denkleminin iki defa tiirevini alirsak;

S'(x) = bi+71cicosT (v — ;) — Td;sinT (v — ;) (1.2.13)

S"(r) = —7’¢sinT (v —x;) — 2d;cosT (z — ;) (1.2.14)

olur. (1.2.14) denkleminden ve S” (x;) = M; oldugundan

M; = S"(z;) = —7¢;sinT (x5 — x;) — 72d; cos T (w5 — ;)
= —7d; (1.2.15)
Mgy = S"(ziy1) = —T2cisinT (251 — ;) — 72djcos T (w51 — ;)
= —712¢;sinf — 72d; cos ) (1.2.18)

olup burada # = 7h ve h = w41 — z; olmak tizere (1.2.15),(1.2.16) ve (1.2.12)

denkleminin x; ve x;; noktalarindaki degerlerinden kolayhikla i = 0,1,...,n — 1
icin
— M; U1y M;i11—M; _ M;cos0—M,; 1 M
A; = Uy + 7-_227 bz — h + 0 s C; = R dz = —T—21 (1217)

olarak bulunur. Spline olma kogullarmdan S’ (z)’in siirekli olmasi gerekmekte-

dir. Dolayisiyla (1.2.13) denkleminden S; (x;) = S/_; (x;), 1 < i < n bagintisim
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saglayacak sekilde secilen M; (i = 0,1,...,n) degerleri ile S’ (z) siirekli yapilabilir.

Buradan;
Sl () = big+71ei1cosT (; —xi 1) — Tdi_ysinT (v; — 241)
= bji_1+7¢i_1cos0 —7d;_1sinf (1.2.18)
Si(z;) = bi+7¢icosT(x; —x;) — 7d;sinT (2, — ;)

olup S! (z;) = S!_; (z;) esitliginden 1 < i < n olmak iizere;
bi_1+ T¢i_1co80 — 1d;_1sinf = b; + 7¢;

bu esitlikte (1.2.17) denklemleri kullanilirsa ve diizenleme yapilirsa 6 = 7h ve

h = T — Tij—1 1§111

1
OzMz‘—l + 25Mz + OZMH_l = ﬁ (ui_l — QUZ + ui—f—l) (1220)
bulunur. Burada a = —9% + Wlne ve = 0% + 9‘3;190 dur. 7 — 0 iken 8 — 0 olup

(v, B) — (%, %) olur ve (1.2.20) denklemi bilinen kiibik polinom spline’a déniistir.
(1.2.20) denklem sisteminde M, ve M, icin isteksel sabit degerleri belirlenip sag
tarafa gegirilirse (n — 1) x (n — 1) boyutlu bir sisteme sahip oluruz. Sistemin matris

formu b; = h—12 (wi—1 — 2u; + uiv1), 1 < i <mn—1olmak iizere;

(98 o 0 M, by — aM,
a 260 « M, by
0 a 20 « Ms; b3
= : (1.2.21)
a 286 a 0 M, s bn—3
a 28 « M, bn—2
I 0 «a 20 11 M, _4 | I bp—1 — oM, |

biciminde olur. Katsayilar matrisinde {icgensellik ve kosegensellik 6zellikleri vardir.

Dolayisiyla tekil degildir. My, M, ..., M, _1 bir tek ¢oziime sahip olur. Coziim M,
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ve M, lerin se¢imine baghdir. (1.2.21) den M;, 1 < i < n — 1 degerleri kolaylikla
hesaplanabilir. Bu hesaplamalar ve (1.2.17) deki degerler, (1.2.12) de yerine yazilirsa
polinom olmayan kiibik spline fonksiyonunu elde etmis oluruz.

S (x;) = ugy S"(x;) = m; ve S” (x;) = M; olmak {izere polinom olmayan kiibik
spline fonksiyonunun m; (i = 0,1, ..., n) birinci tiirev degerlerini hesaplayalim. my,
my, ..., m, degerleri elde edecegimiz denklem sisteminin bilinmeyenlerini olugtura-

caktir. Bu m; degerleri daha sonradan hesaplanmak iizere (1.2.13) denkleminden;

/ .
Sifl (IZ) = m;_1 = bi—l + TC;—1COST (IZ - xi—l) — Tdi_l ST (IZ — xi—l)
m;_1 = b1+ 710080 —Td;_1sin6
Si(x;)) = my=0b;+71ccosT (x; — ;) — TdisinT (x; — ;)
m; = b+ T1¢
/ .
Si+1 (Z’z) = M1 = bl'+1 + TCiy1COST (Z’i+1 - CL',L) - Tdi+1 S T (QTZ'Jrl — CL',L)
mir1 = bi1+7¢i1c080 —7d;y1sind

bulunur. Bu esitliklerde (1.2.17) daki degerler yerine koyulursa,

m; = % + hBM; + haMi_; (1.2.23)

elde edilir. (1.2.22), (1.2.23) ve (1.2.24) denklemlerini sirasiyla o, 203 ve a degerleri

ile carparak toplarsak;

a :’j 6 (ui—I—l — Uz‘—l) (1225)

am;_1 + 26m; + am;i =

esitligi kolayhkla elde edilir. Burada o = — 2 + 79— ve 3 = 7 + 72% dur.

(1.2.25) denklem sistemi mg ve m,, isteksel sabit degerleri belirlenip sag tarafa

gegirilirse (n — 1) x (n — 1) boyutlu bir sisteme sahip oluruz. Sistemin matris formu
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b; = O‘—ZB (i1 —ui—1), 1 <i <n—1olmak iizere;
-25 a 0 17 my ] [ by — amg |
a 20 « ma ba
0 a 20 « mg bs
= : (1.2.26)
a 26 a 0 My—3 bn—3
a 28 « M2 br—2
I 0 «a 20 || M| I b,—1 — am,, |

bi¢iminde olur. Katsayilar matrisinde iiggensellik ve kisegensellik tzellikleri vardir.
Dolayisiyla tekil degildir. mq,ms, ..., m,_1 bir tek ¢coziime sahip olur. Coziim my
ve m,, lerin se¢imine baghdir. (1.2.26) dan m;, 1 < i < n — 1 degerleri kolaylikla
hesaplanabilir.

Elde ettigimiz ve ileride kullanacagimiz tiim polinom olmayan kiibik spline esit-

likleri Tablo 1.1’de gosterilmistir.

Tablo 1.1 : Polinom olmayan kiibik spline esitlikleri

oMy +268M; + aMiyy = 75 (uim1 — 2u; 4+ uig)
am;—1 +20m; +am; = a—zﬁ (Uir1 — Ui—1)
mi—1 = % — hpM;_y — habl;
m; = ===+ hBM; + hal; 4
Mmiy1 = “H—= 4+ hBM;y + hal;

1.2.3 Polinom olmayan kuartik spline fonksiyonlar

S (x) polinom olmayan kuartik spline fonksiyonu

S (z) = a;cosT (& — ;) + bisinT (x — ;) + ¢; (x — 23)° + d; (x — 3) + €,

i=0,1,...,n
(1.2.27)
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seklinde tammmlanmaktadir. Burada a;,b;, c;,d; ve e; ler sabitler ve 7 keyfi bir
parametredir. Denklem (1.2.27), [a, b] araliginda 7 — 0 iken bilinen kuartik polinom
spline fonksiyonunu verir. Polinom olmayan kuartik spline fonksiyonu su ozellikleri

saglar:
(i) U(CE’):SZ(ZE),ZEE [$$,$Z+1],Z:O,1,,n—1
(i) S (z) € C>[a,0]

(1.2.27) denklemindeki a;, b;, ¢;,d; ve e; (1 = 0,1, ...,n — 1) katsayilari hesapla-
yalim.

S (x;) = u;, S (x;)) = m; ve 8" (x;) = F; olmak iizere polinom olmayan kuar-
tik spline fonksiyonu F; (i =0,1,...,n) degerlerine cinsinden elde edilecektir ve
Fy, F, ..., F, ler denklem sisteminin bilinmeyenlerini olugturacaktir. Bu F; deger-

leri daha sonradan hesaplanmak tizere (1.2.27) denkleminin ti¢ defa tiirevini alirsak;

S'(z) = —7taisinT (x —x;) + ThicosT (v — x;) + 2¢; (x — 2;) + d;(1.2.28)
S"(x) = —7%a;cosT (v — ;) — T2b;sinT (x — 1) + 2 (1.2.29)
S"(x) = 7Ta;sinT (v — x;) — T3b;cos T (x — ;) (1.2.30)

olur. Buradan (1.2.27),(1.2.28) ve (1.2.30) denklemlerinin z; ve x;,; noktalarn-
daki degerleri ve S (x;) = u;, S"(x;) = my, 8" (x;) = F; esitlikleri kullamlarak

1=0,1,...,n—11icin § = 7h ve h = x;,1 — x; olmak iizere;
h3
a; = m (E+1 — Fz COSQ) s
Fi
bz = _hgﬁa
1 h(cosf —1) m; h

G = 33 (Uip1 — us) — B (Fig1 + Fy) — i ?Fi, (1.2.31)

h2
di = mi""?ﬂa

(Fip1 — cosOF;)

G

degerleri kolaylikla elde edilir. Spline olma kosullarindan S’ (x) ve S” (z)’in siirekli
olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla (1.2.28) ve (1.2.29) denklemlerinden 1 < i <n
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i¢in;

bagntisim saglayacak sekilde segilen F; (i =0, 1,...,n) degerleri ile S" (z) ve S (x)

siirekli yapilabilir. Buradan;

Sz{fl (ZL’z) = —Ta;—1 sin T (l’l - ZL’Z;l) + sz;l COST (l’l - .131;1) + 201',1 (ZL’Z — qu)
+d; 1

= —Ta;— sin 6 + Tbi—l cos + thi—l + di—l

Si(x;)) = —7Ta;sinT (x; — x;) + T cos T (w; — x;) + 2¢; (w; — ) + d;

= 71b; + d;
olup 8! (z;) = S!_; (x;) esitliginden 1 < i < n olmak iizere;
—7a;_18in0 4+ 7b;_1 cos 0 + 2hc;_1 + d;_1 = Tb; + d; (1.2.33)
ve
" o(x) = —T?ai_1cosT (z; — wi1) — TPy sinT (2, — 2_1) + 2¢i1
= —72q;_10 — 7%b;_; sin 0 + 2¢;_;
S (x;) = —TajcosT (v — 1) — T2bisin T (2 — ;) + 2¢
= —7%aq; 4+ 2¢;
olup S¥ (z;) = S, (x;) esitliginden 1 < i < n olmak iizere;
—72a;_10 — T2b;_1 sin 0 + 2¢;_, = —7%a; + 2¢; (1.2.34)

elde edilir. (1.2.33) ve (1.2.34) egitliklerinde (1.2.31) denklemleri kullanilirsa ve

diizenleme yapilirsa § = 7h ve h = x; — x;_1 i¢in

4 2 o m Ry - 22 (Bt ) (cost— 1)
m;+mi—1 = 7 \W— U-1)— 5 L% i+1) = 3 ., L% i cosbv —
! h Vg P sing i
(1.2.35)

h% tan 0 ycosf — 1 h?

m; —mi—1 = ) i—h Fsing (Ficp — Fi) — 20500 (Fi1i + Fip)
h? 1
) (E - F‘ifl) + — (’Ujifl — 2’LLZ + ’U@+1) (1236)

h2
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olur. (1.2.35) ve (1.2.36) esitliklerini toplayarak i = 0,1,2, ..., n olmak iizere;

m; = % (Uit1 — ui1) — 293h7521119 (Fi1 + 2F; + Fija) (cos ) — 1)
(Bt )£ 22 (%) (1.2:37)
bulunur. (1.2.37) denkleminden ise;
1 h?
Mo = op (u; — uj—o) — s (Fi—o 4+ 2F;_1 + F;) (cos — 1)
_49212119 (Fia + F) 4 12 (C;tee - %) b (1.2.38)

yazilabilir. (1.2.37) ve (1.2.38) denklemlerinin (1.2.35) denkleminde kullanilmasiyla

1=20,1,2,...,n — 1 olmak tizere;

1
ali o+ BF,_ + BF +aFi = 73 (—wi—g + 3ui—1 — 3u; + wiyq) (1.2.39)

bulunur. Burada o = (g52— + %) ve 3 = (—(CG%SS?;;) + “;f;g?) dur. 7 —0
iken § — 0 olup (1.2.39) denklemi bilinen kuartik polinom spline’a doniisiir (Noor,
et al., 2004; El-Danaf, 2008). («, ) — (%, %) iken ise (1.2.39) denklemi bilinen
kiibik polinom spline’a doniisiir (Al-Said, et al., 2003; El-Danaf, 2008) .

(1.2.39) denklem sisteminde M, ve M, igin isteksel sabit degerleri belirlenip
sag tarafa gecirilirse sistemin matris formu b; = % (—ui_o + 3u;—1 — 3u; + uiyq),

2 <i<n—1olmak iizere;

(5 8 o 1T A ] [ o-ar |
Fy by
B0 « F3 bs
D | = : (1.2.40)
a f B « Fo_3 by—3
a 5 a Fos bn—2
I a [ B 11 F,_ | I b,_1 — ol |

bigiminde olur. Katsayilar matrisinde tiggensellik ve kisegensellik tzellikleri vardir.
Dolayisiyla tekil degildir. Fy, Fs, ..., F,_1 bir tek ¢oziime sahip olur. (oziim Fy
ve F, lerin se¢imine baghdir. (1.2.40) dan F;, 1 < i < n — 1 degerleri kolaylikla
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hesaplanabilir. Bu hesaplamalar ve (1.2.31) deki degerler, (1.2.27) de yerine yazilirsa

polinom olmayan kuartik spline fonksiyonunu elde etmis oluruz.
1.2.4 Polinom olmayan kuintik spline fonksiyonlar
S (x) polinom olmayan kuintik spline fonksiyonunun formu:

S(x) = a;cosT (v — x;) +bisinT (v — 2;) +¢i (v — 23)° +di (v — 23)* +ei (x — 23) + fi

(1.2.41)
seklindedir. Burada a;, b;, ¢;, d;, e;, f; ler sabitler ve 7 keyfi bir parametredir.
Denklem (1.2.41), [a, b] araligimda 7 — 0 iken bilinen kuintik polinom spline fonksi-

yonunu vermektedir. Polinom olmayan kuintik spline agagidaki iki 6zelligi saglar:
(i) 'LL(J]) - SZ(ZL'), YIS [$i>$i+1]a i 20717"'7n_ 1
(ii) S (z) € C*|a,b]

(1.2.41) denklemindeki a;, b;, ¢;, d;,e; ve f; (i = 0,1, ..., n — 1) katsayilarin1 hesap-
layalim.

S(z;) = u, SP (z;)) = M; ve SW(z;) = F; olmak iizere polinom olmayan
kiibik spline fonksiyonu M; (i = 0,1,...,n) degerlerine bagh olarak elde edilecektir
ve My, My, ..., M, ler denklem sisteminin bilinmeyenlerini olusturacaktir. Bu M,

degerleri daha sonradan hesaplanmak tizere (1.2.41) denkleminin dort defa tiirevini

alirsak;
S'(x) = —airsinT (v —x;) +biTcosT (x — ;) + 3¢; (v — 1)
+2d; (v — ;) + e (1.2.42)
S@(z) = —a;m?cosT (x —x;) — bit?sinT (x — ;) + 6¢; (x — )
+2d, (1.2.43)
S (x) = a7sinT (z — x;) — b cosT (x — x;) + 6¢4 (1.2.44)
SW(x) = atcosT (x— ;) +byrisinT (x — 1) (1.2.45)

olur. (1.2.41), (1.2.43) ve (1.2.45) denklemlerinden 6 = 7h ve h = x;; — x; olmak

iuzere;
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up = S(x;) = a;cosT (x; — ;) + bisinT (z; — x;) + ¢ (v — x;)°
+dz (l‘z — .’Ili)Q + é€; ((L‘z — l'z) + fz
= a+fi
Uir1 = S (xi—f—l) = a; COST (Iz‘—l-l — JIZ) + bz sin T (xz'—l-l — JIZ) + C; (xi—l-l — JIZ')S
i (i1 — 23)? + € (Tis1 — 20) + i
= a;cosf +b;sinf + c;h® + d;h? + e;h + f;
M, = S®(z;) = —a;7%cosT (z; — x;) — by sinT (z; — ;)
= —aﬂ'2 + 2dZ
(1.2.46)
Mi+1 = 5(2) (Iz) = —CLz‘T2 COST (ZEZ‘+1 - Iz) - biTQ sin T (ZIZH_l — ZL’Z)
+6CZ‘ ((L‘i+1 — l'z) + 2dz
= —a;72cosf — b;T%sin @ + 6¢;h + 2d;
F, = S@W (z;) = a;7* cos T (x; — a;) + byTt sin 7 (z; — ;)
= CL,L'T4
Fy = SW (2i11) = @it cos T (w1 — x3) + bymtsin T (21 — 73)

= a;7 cosf + b;7* sin §

olup (1.2.46) denklemleri ile birlikte S (z;) = u;, S@ (2;) = M; ve SW (z;) = F;
oldugu kullanilarak kolaylikla ¢ =0,1,...,n — 1 igin

F;
a; = ga
p — L — Ficost
o 4ging '
1 h
¢ = 6—h(Mi+1—Mi)+@(Fi+1—Fi)y
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1 1
d; = =M, +—F, 1.24
2 + 272 ( 7
1 h®  h? h® h? h
% = 3 (Uiv1 —w;) + (y - W) Fi — (y + @) Fivi — G (Miy1 + M),
E;
fi = Uz‘—g

olarak bulunur. Spline olma kosullarindan S’ (x)’in ve S® (z)’in siirekli olmas
gerekmektedir. Dolayisiyla (1.2.42) ve (1.2.44) denklemlerinden 1 < i < n olmak
luzere;

S (i) = S (w1), m=1,3
bagmtisim saglayacak sekilde segilen M; ve F; (1 =0,1,...,n) degerleri ile S’ () ve

SG) (z) siirekli yapilabilir. Buradan § = 7h ve h = x; — ;_; igin;

S 1 (z)) = —aja7sinT (v; —xi_1) +bi1TcosT (; — i)
+3ci1 (v — xz’—l)Z +2d;1 (2 — @i1) + €51

= —Q;1T sin 6 + biflT cos + 3Ci,1h2 + Qdiflh +e_1

(1.2.48)
Si(x;)) = —amsinT (x; — x;) + b7 cos T (z; — x;)
= biT —+ €;
olup 5! (z;) = S}_; (x;) esitliginden 1 < i < n olmak iizere;
—Q; 1T sin 6 + bi_lT cosf + 3Ci_1h2 + 2di_1h +e-1 = bz‘T +e; (1249)
elde edilir ve yine # = 7h ve h = x; — x;_; i¢in;
SO () = a1 ) — b B R ,
() = aiaresinT (v, — w-1) — b7 cos T (x; — wi—1) + 661
= ai,17'3 sinf — bi,17'3 cos + 6Ci,1
(1.2.50)

Si(g) (z;) = a;m3sinT (z; — 2;) — b7 cos 7 (z; — x;) + 6¢;

= —bﬂ'g -+ 601‘
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olup Si(?’) () = Sz-(i)l (x;) esitliginden 1 < i < n olmak iizere;
a; 17°sinf — b, 173 cos @ + 6¢;_1 = —b;T> + 6¢; (1.2.51)

bulunur. (1.2.49) ve (1.2.51) esitliklerinde (1.2.47) denklemleri yerine yazilir ve

diizenlenirse;
6 6 1 1 1
My +4M; + Miyy = -5 (-1 — 2u; + Sl =
o T Min h? (i1 = 20i + i) + 72 (Hsm@ 6 6)
6 (2 2cosf 4
F i +F 2 (22220 2R (1.2.52
(Fia +1)+7’2 (92 fsin 0 6) ( )

1 1
My —2M;+ My = R? ( —) (Fie1 + Fia)

Osinf 62
1 cos 6
2 | = — —— | F} 1.2.53
- (92 ¢ sin 0> ( )
bu iki esitlikden F;_; ile F;,; elimine edilirse : = 1,2, ..., n olmak iizere;
6 —4—2cosf -6 6
Plog+——— | F = — | (M;—1 + M,
<94+' 03 sin 0 ) (9$n9_+94>( 1+ Min)
42 —12 6 12
| — — 5 — = | M, 1.2.54
( 03sinh  6* 94> ( )

6 1 1
2 (m - ?> (i1 — 2u; + uig1)

sonucuna variriz. (1.2.54) egitliginden F;_; ve Fjy icin;

—4-2 2 _
o (G R (8 8

E 0 sin 0 Osinf@ @

40> —-12 6 12
S V 1.2.55
+<¢mw 02 w) ! ( )

6 [ 1 1
'7?(%m9_ﬁa(m2_2ml+“”

o* 0 sin 0 Osind = §*
2 J—
+ <u — E — 2) M; 4 (1.2.56)

6  —4—2cosf 0°—6 6
h? (— + ¢> Fipn = ( + —> (M; + Miy2)

0*sing 0> 6!

6 1 1
NAVETY I (Wi — 2uit1 + Uit2)
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esitlikleri de elde edilebilir. (1.2.54), (1.2.55) ve (1.2.56) esitlikleri (1.2.53) de yerine

yazilir ve diisenlenirse ¢ = 2,3,...,n — 1 olmak iizere;

6
aM;_o+BM; 1 +yM;+BM; 1 +aMy = 72 (Wi + U1 + ou; + PUi 1 + Wlkiya)
(1.2.57)

bulunur. Burada kullanilan «, 8,7y, w, o ve ¢ parametreleri # = 7h olmak iizere;

(60 — 6° + 66°) sinf + 6 cos? 0 + 6° — 66" — 6

“ T 0° (—1 + cos?0) ’
5 = 9 (993 — 0+ (69 - 93) cos 0) sin 6 + («96 — 66* + 12 cos 9) cosf — 20*
B 0° (=1 + cos?0)
62 — 2
12
* 0° (—1 + cos26)’
_ (60° — 60 — 0°) sin @ + (126> — 46*) cos 0 + (46° + 126) sin 6 cos 6
T 0° (—1 + cos?0)
18cos? 6 + 65 — 60* — 18
0% (=1 + cos?0) 7
(1.2.58)
Lo 20sinf + cos?2 0 — 0% — 1
B 0* (—1 + cos2 0) ’
_ 2—3051n0+026059—Hsinﬁcosﬁ—200529—|—92+2
L 0" (=1 + cos20) 7
2—4981n0+292008«9 —20sinfcosh — 3cos? b + 6> + 3
o = —
0" (=1 + cos? )
seklindedir.

(1.2.57) denklem sisteminde Mj ve M, icin isteksel sabit degerleri belirlenip sag
tarafa gegirilirse (n — 1) x (n — 1) boyutlu bir sisteme sahip oluruz. Sistemin matris

formu b; = h% (Wui—o + Pui—1 + ou; + QUi + wWiiia), 2 < i < n — 2 olmak iizere;
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(8 4 B a R Y I
a B v B My ba
a B v B M bs
a [ v M, by
a f o Ms bs
a B v B « M, _s by—s
a v b o« M4 bn-4
a B v B M;,—3 bn—3
a B v M, b2
i a 8 o} | [ Mn-1 | ] b,_1 — aM, |
(1.2.59)

bigiminde olur. Katsayilar matrisinde tiggensellik ve kisegensellik ozellikleri vardir.
Dolayisiyla tekil degildir. M, Ms, ..., M, _; bir tek ¢oziime sahip olur. Coziim M,
ve M, lerin se¢imine baghdir. (1.2.59) den M;, 1 < i < n — 1 degerleri kolaylikla
hesaplanabilir. Bu hesaplamalar ve (1.2.47) deki degerler, (1.2.41) de yerine yazilirsa

polinom olmayan kuintik spline fonksiyonunu elde etmis oluruz.
1.3 Kismi Diferensiyel Denklemler

Bu boliimde polinom ve trigonometrik kisimlardan olugsan polinom olmayan
kiibik spline’lar yardimiyla sayisal coziimleri ilerleyen boliimlerde arastirilacak olan
kismi diferensiyel denklemler tanitilmigtir. Son zamanlarda polinom olmayan kiibik
spline temelli fonksiyonlar (Islam, et al.,2007; Kumar, et al., 2008; Ramadan, et
al., 2009; Rashidina, et al., 2008) baz diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin elde
edilmesinde kullanilmaya baglanmistir. Polinom olmayan spline fonksiyonlarin kul-
lanilmasi ayn1 hesaplama maliyetiyle daha dogru sonuglarin elde edilmesini sagla-
maktadir. Caligmalarda ele alinacak olan spline fonksiyonu £ {1, z, cos 7, sin 7z}

formundadir. Buradan her x; < z < x;,; alt arahgmda, 7 — Oiken (i = 0,...n — 1)
L{1,z,cosTx,sinTx} veya L{1,z,coshrz,sinh Tz} veya L {1, z, 22, xg}

elde ederiz.




32

1.3.1 Adveksiyon-difiizyon denklemi, baslangi¢c ve smir kosullari

Taginma ve difiizyon iglemlerini belirleyen bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denk-
lemi
0%u

ou ou
= T A5 =0 (1.3.1)

formundadir. Burada ¢ diizgiin akig hizin1 ve A sabit difiizyon katsayisini gostermek
tizere u (z,t), x konumunda ve t zamanindaki konsantrasyonu gostermektedir.

Denklem (1.3.1) in baglangi¢ kosulu;
u(x,0) =ug(z), 0<z<L (1.3.2)

ve siir kosullar

u (Ovt) = fO (t) y U (L>t) = fL (t) veya _A%h = ¢L (t) (133)

olarak tanimlanir. Burada L kanalin uzunlugu; ¢;, v = L sinirindaki akig ve ug, fo,
fr bilinen fonksiyonlardir. Boliim 2’de adveksiyon-difiizyon denkleminin polinom
olmayan kiibik spline metoduyla ¢oziimii incelenecektir ve buradaki ug () degeri
test problemleri ¢alisilirken verilecektir.

Denklem (1.3.1) in ¢oziimii i¢in literatiirde degisik niimerik algoritmalar bulun-
maktadir.  Holly ve Preissmann (1977) ozel interpolasyon polinomlarmi kullan-
miglardir ve C,. < 1 i¢in, sarth olarak kararl bir metot olusturmuslardir. Szymkewicz
(1993) denklem (1.3.1) i kiibik spline fonksiyonunun karakteristik kullanmimi olan
bir metodla ¢ozmiistiir. Calismalarinda zaman adimi iizerinde bir sinirlama yok-
tur ve C, > 1 icin yiiksek dogrulukta ¢oziim olugturulmugtur. Rapin ve Lube
(2004), Streamline Upwind Petrov-Galerkin kararlilagtirma metodu ile sonlu ele-
manlar metodunu kullanarak adveksiyon-difiizyon denkleminin sayisal ¢oziimlerini
elde etmiglerdir. Torrilhon ve Xu (2005), Bhatnagar-Gross-Krook yontemini aragtir-
miglar ve bu yéntemi lineer olmayan adveksiyon-difiizyon denklemine uygulayarak
metodun karaliligim1 ve tutarlihgini incelemiglerdir. Bu calismalarinda C).’ye bagh
sartl kararli bir metot elde etmislerdir. Adveksiyon-difiizyon denkleminin en kiigiik
kareler sonlu eleman formiiliiyle ¢oziimii (2006) de Dag, Irk ve Tombul tarafindan

olusturulmustur. Calismalarinda hem lineer sekilli fonksiyonlar1 hem de kuadratik
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B-spline geklindeki fonksiyonlar:1 kullanmiglardir.  Szymkewicz’in 1993’deki calig-
masina benzer olarak, C, iizerinde herhangi bir sinirlama yapmaksizin dogrulugu
yiiksek ¢oziimler de bulmuglardir.  Spreadsheet’leri kullanarak, Karahan (2006)
adveksiyon-difiizyon denkleminin bir kapali sonlu fark formiilasyonu gelistirmistir.
Calismasinda ii¢ farkli yontem sunmustur ve sonuglari hesaplarken sadece agirlik
parametrelerini degistirmistir. Tsai, Chiang ve Yang (2006) denklem (1.3.1) icin
karakteristikler metodunu arastirmiglar ve konum veya zaman dogrulari {izerinde
kullanilan Hermit kiibik interpolasyonu ve kiibik spline interpolasyonlarindaki 4
metodla kargilagtirmiglardir.  Witek, Teixeira ve Flatau (2008), adveksiyon-difiizyon
denkleminin ¢oziimiinii kapal ve kararh sayisal metotlar olmak iizere iki ayr1 yon-
temle aragtirmiglar ve C,. sayisina bagl gsarth kararl olan bu metotlar iledenklemin
sayisal ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Kalashnikova, Farhat ve Tezaur (2009), yiik-
sek dereceden Peclet sayilari i¢cin adveksiyon-difiizyon denk-leminin sonlu elemanlar
yontemini kullanarak siirekli olmayan enrichment metodu ile sayisal ¢oziimiinii elde

etmiglerdir.
1.3.2 Regularized long wave (RLW) denklemi, baslangi¢ ve sinir kosullar:

RLW denklemi,
Up + Uy + EUUL — Ugyr = 0 (1.3.4)

esitligi ile verilmektedir. Burada x konum koordinati, ¢ zaman, u dalga genisligi,
e ve u pozitif parametreleri ifade etmektedir. Bu denklemin basglangic ve simir
kosullar: sirasiyla

u(z,0) = f(x)

z — +oo iken © — 0

(1.3.5)

dir.
Boliim 3’te RLW denkleminin polinom olmayan kiibik spline metoduyla ¢oziimii
incelenecektir ve buradaki f (z) degeri test problemleri ¢ahgilirken verilecektir.
Lineer olmayan (1.3.4) denklemi ilk olarak Peregrine (1966) tarafindan, ardigik
dalgalar1 modellemek igin ileri siirtilmiigtiir ve sayisal ¢oziimii yapilmistir . Benja-

min, Bona ve Mahony (1972) ise, RLW denkleminin daha yaygm olarak bilinen
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lineer olmayan Korteweg-de Vries dalga denkleminin ¢oziimiine benzerligini goster-
miglerdir. Eilbeck ve McGuire (1975, 1977), sonlu farklar metodu kullanarak denk-
lemin sayisal ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Jain ve Iskandar (1979), farkh formlar-
daki sonlu farklar metotlar: kullanarak sayisal ¢coziimler elde etmislerdir. Alexander
ve Morris (1979), kiibik spline kullanarak, Galerkin metoduyla RLW denkleminin
sayisal ¢oziimlerini aragtirmiglardir. Ayrica 1977 yilinda, ti¢ adimh sonlu farklar
metodlarini kullanarak RLW denkleminin sasyisal ¢oziimleri tizerinde ¢alismiglardir
(Eilbeck, et al., 1977). Padam ve Iskandar(1979), farkhi formdaki sonlu farklar
yontemini kullanarak, RLW denkleminin sayisal ¢oziimleri iizerinde galigmiglardir.
Bona ve Pryant (1973), uygun kosullar altinda RLW denkleminin ¢tziimlerinin var-
ligin ve tekligini incelemisglerdir. Bu denklemin uzun dalgalarin modellenmesindeki
tek dalga ¢oziimiiniin kararhligr i¢in yeterli kogullar Albert, Bona ve Henry (1987)
tarafindan elde edilmistir. Chang, Wang ve Guo (1995), RLW denklemi i¢in ko-
runumlu fark yéntemini vermiglerdir. Jain, Shankar ve singh (1993), RLW denkle-
mini parcalayip kiibik spline kullanarak sonlu farklar metoduyla sayisal ¢oziimlerini
bulmuglardir.  Gardner, Gardner ve Dag (1995), kuadratik B-spline kullanarak
Galerkin metoduyla, RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii yapmiglardir. Gardner,
Gardner ve Dogan (1996), lineer gekil fonksiyonlar1 kullanarak, RLW denklemi-
nin en kiiciik kareler metoduyla sayisal ¢oziimii iizerinde calismiglardir.  Gard-
ner, Gardner ve Amein (1997), kuintik B-spline kullanarak, Petrov-Galerkin meto-
duyla RLW denkleminin sayisal ¢oziimlerini yapmiglardir. Bhardwaj ve Shankar
(2000), kuadratik B-spline kullanarak, en kiigiik kareler metoduyla RLW denklemi-
nin sayisal ¢oziimiiyle ugrasmustir.  Dag ve Ozer (2001), kiibik B-spline kulla-
narak en kii¢iik kareler yontemiyle RLW denkleminni sayisal ¢oziimiinii yapmislardir.
Dogan (2001, 2002), kuadratik B-spline kullanarak, Petrov-Galerkin metuduyla ve
lineer gekil fonksiyonlar: kullanarak Galerkin metoduyla RLW denkleminin sayisal
¢oziimiinii aragtirmigtir.  Dag, Dogan ve Saka (2003), denklemin sayisal ¢oziimii
icin B-spline kolokeysin metoduyla; Avilez-Valente ve Seabra-Santos (2004), denk-
lemin sayisal ¢oziimiinii Petrov-Galerkin sonlu eleman metoduyla; Saka, Dag ve

Dogan (2004), denklemin sayisal ¢ozmiinii kuadratik B-spline kullanarak Galerkin
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metoduyla; Raslan (2005), denklemin sayisal ¢ziimiinii egit geniglik denklemlerini
kullanarak; Dag, Saka ve Irk (2006), denklemin sayisal ¢oziimiinii kuintik B-spline
fonksiyonlarim kullanarak Galerkin metoduyla; Kutluay ve Esen (2006), denklemin
sayisal ¢oziimiinii sonlu fark metoduyla aragtirmiglardir. RLW denkleminin yak-
lagik ¢oziimiinii elde edebilmek icin yapilan calismalar bugiinde devam etmektedir

ve degisik algoritmalar ile en iyi sayisal ¢oziimii bulmak amaglanmaktadir.
1.3.3 Lineer olmayan Burger denklemi, baglangic ve simir kosullar:

Burger denklemi,

Up + Uy — VUgy = 0 (1.3.6)

esitligi ile verilmektedir. Burada v viskozite sabiti, ¢ ve = alt indisleri ise zamana
ve konuma gore tiirevleri gostermektedir. Simir sartlar1 ve baglangic sartlar ise

sirasiyla
u(a,t) =a1, wu(bt)=as,
ug (a,t) =0, wu, (b t) =0, (1.3.7)
Ugy (@, 1) =0, Uy (b,) =0, t € (0,7

u(z,0)=f(z), a<z<b (1.3.8)

olarak alinacaktir.

Boliim 4’te lineer olmayan Burger denkleminin polinom olmayan kiibik spline
metoduyla ¢oziimii incelenecektir ve buradaki f (x) degeri test problemleri ¢aligihirken
verilecektir.

Lineer olmayan Burger denklemi, Bateman (1915) tarafindan ortaya atilmigtir.
Burger (1948), ozellikle tiirbiilans modellemesi olmak iizere birgok matematiksel
modelleme de kullanildigindan, denklem daha ¢ok Burger denklemi olarak bilinmek-
tedir. Bu denklem, daha sonraki zamanlarda 1s1 iletimi ve yayilmasi, gaz dinamigi,
elastiklik, say1 teorisi, sok dalgalar ve tiirbiilans problemleri olmak tizere pek cok
fiziksel olayin modellenmesinde kullanilmigtar.

Hopf (1950) ve Cole (1951), Burger denklemini lineer hale getirip, keyfi baglangig
ve sinir kosgullar1 kullanarak denklemin tam ¢oziimiinii bulmuslardir.  Bu yiizden

denklem, sayisal metotlar icin test denklemi olarak kullanilmaktadir. Burger denk-
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lemi bir ka¢ analitik ¢oziime sahiptir. Fakat bu c¢oziimler genelde seri coziimii
oldugundan kiigiik viskozite sabiti igin yavag yakinsamaktadir ve dolayisiyla bu
¢oziimleri kullanmak pratik degildir. Bu yiizden Burger denkleminin ¢oziimlerini
elde edebilmek igin sayisal ¢aligmalar zorunluluk olmustur. Sayisal metotlar ile de
Burger denkleminin yaklagik ¢oziimleri kiiciik viskozite sabiti igin her zaman bu-
lunamamaktadir. Bugiine kadar pek ¢ok galigma denklemin yaklagik ¢oziimlerini
bulmak ic¢in onerilmigtir. Bu calismalarin en ilgi ¢ekenleri kiiciik viskozite sabiti
icin de ¢oziim bulunabilenlerdir.

Jain ve Holla (1978), kiibik spline kullanarak bir ve iki boyutlu Burger denklemi-
nin sonlu farklar metodu ile sayisal ¢oziimii tizerinde ¢aligmiglardir. Jain ve Lohar
(1979), bir ve iki boyutlu Burger denklemlerini ikiye parcaladiktan sonra kiibik spline
kullanarak sonlu farklar metoduyla sayisal ¢oziimiinii elde etmistir. Fletcher (1983),
bir ve iki boyutlu Burger denkleminin beg ve yedi noktali sonlu elemanlar metoduyla,
lineer, kuadratik ve kiibik gekil fonksiyonlarimi kullanarak sonlu elemenlar meto-
duyla sayisal ¢oziimii iizerinde c¢alismig buldugu sonuclari birbirleriyle karsilagtir-
nmugtir.  Evans ve Abdullah (1984), sonlu farklar metodunun bir uygulamas: olan
asikar grup metodunu kullanarak, Burger denklemini sayisal olarak cozmiigler ve
metodun kararliligini incelemislerdir. Degisik dereceden B-spline fonksiyonlar1 kul-
lanilarak sonlu elemanlar metotlarinin degigik formulasyonlar1 verillmigtir. Agirhik
ve interpolasyon fonksiyonu olarak ikinci dereceden spline fonksiyonlar kullanilarak
Bubnov-Galerkin metoduna bagh bir ¢calisma yapilmigtir (Ali, et al., 1990). Iskan-
dar ve Mohsen (1992), Burger denklemini ikiye pargalayarak sonlu farklar metoduyla
sayisal ¢oziimii tizerinde calismiglardir.  Kutluay, Bahadir ve Ozdes (1999), sonlu
farklar metodunun bir uygulamasi olan agikar metodu kullanarak sayisal ¢oziimiinii
vermiglerdir. Sonlu elemanlar kiibik ve kuintik B-spline kolokeysin yontemleri ile
de Burger denkleminin sayisal ¢oziimii bulunmustur (Ali, et al., 1992, Zaki, et al.,
2000). Ikinci dereceden B-spline fonksiyonlar1 kullamlarak Galerkin yontemi ile
Burger denkleminni sayisal ¢oziimleri bulunmugtur (Kutluay, et al., 2004). Hem
kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile hemde kuadratik ve kiibik B-spline fonksi-

yonlar1 deneme ve agirlik fonksiyonlar: kullanilarak Galerkin yontemi ile Burger
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denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir (Dag, et al., 2005, Dag, et al., 2006).
Ganji, Ganji, Kariimpour ve Ganji (2008), homotopi perturbation metodunun kul-
lanarak lineer olmayan Burger denkleminin sayisal ¢oziimii iizerine ¢aligmiglardir.
Ozis ve Erdogan (2009), bir boyutlu Burger denkleminin sayisal ¢oziimii igin iistel
uygunlagtirma metodunu kullanmiglar ve yiiksek Reynolds (Re = 1/v) sayilari igin
kararli bir metot elde etmiglerdir. Lin ve Ying (2009), Burger denkleminin baglangig
kogullari i¢in Green fonksiyonlarimi kullanarak denklemin sayisal ¢oziimii igin aralik
hesab1 yontemini uygulamiglardir. Luo, Zhou ve Yang (2009), uygun dik ayrigtirma
tabanl sonlu elemanlar metodu ile denklemin sayisal ¢oziimiinii elde etmigler ve
sonlu elemanlar metodu ile elde edilen ¢oziim ile karsilagtirmislardir. Wang, Lin ve
Hu (2009), lineer olmayan Burger denklemini ayrigtirarak residual correction metodu

yardimiyla sonlu farklar metodu ile denklemin sayisal sonucunu elde etmislerdir.
1.3.4 Genellestirilmis Burgers-Fisher denklemi, baglangi¢ ve sinir kosullar:
Genellegtirilmis Burgers-Fisher denklemi, (Sar1, et al., 2008)
U+ WUy — Uy =Mu (1 —w’), 0<z <1, t>0 (1.3.9)

esitligi ile verilmektedir. Burada &, A\ ve § sabitlerdir. Baslangic kosulu

1/5
u(x,0) = (% + %tanh (alx)> (1.3.10)

ve sinir kosgullar:

/6
tanh (alagt))l ,
s (1.3.11)

1_ 1
27 2
u(1,t) = (3 + 3 tanh (a1 (1 —ast)))"", >0

olarak kullanilmigtir. Burada a; = 2(_5—_%51) ve ay = ﬁ + >\(5£+ D dir.

Bolim 5’te genellestirilmis Fisher-Burgers denkleminin polinom olmayan kiibik
spline metoduyla ¢oziimii incelenecektir ve buradaki f (x) degeri test problemleri
caligilirken verilecektir.

Genellestirilmis Fisher-Burgers denklemi bazi fiziksel olaylarin modellenmesinde
kullanilir. Fisher (1937) 6nce u (z, t) ile mutant genin yayilimi i¢in farkh disiplinlerle

karsilagtirilmig bir model olarak bilinen Fisher denklemi ileri siirmiigtiir. Daha sonra
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denklem farkli problemleri modellemek i¢in kullanilmigtir. Fisher denkleminin en
genel formlarindan birisi genellestirilmis Burgers-Fisher denklemidir.

Bircok aragtirmaci farkli sayisal metodlar: kullanarak Burgers-Fisher denklemi-
nin ¢oziimiinii hesaplamaya caligmigtir. Genellegtirilmis Burgers-Fisher denkleminin
sayisal bir simiilasyonu ve kapali ¢oziimii Kaya ve El-Sayed (2004) tarafindan ver-
ilmigtir. Genellestirilmis Burgers-Fisher denkleminin ¢oziimii igin sinirli bir Padé
yaklagimi Ismail ve Rabboh (2004) tarafindan verilmistir. ~Adomian ayrigtirma
metodunu kullanarak, Burgers-Huxley ve Burgers-Fisher denklemlerinin ¢oziimleri
Ismail, Raslan ve Rabboh (2004) tarafindan elde edilmistir. Wazwaz (2005) lineer
olmayan 1s1 iletimi ve Burgers-Fisher denklemlerinin c¢oziimiinde tanh fonksiyonlar
metodu kullanmigtir.  Yine ayni yontemle Chen ve Zhang (2004) Burgers-Fisher
ve Kuramoto-Sivashinsky denklemlerinin ¢oziimleri iizerine ¢aligmiglardir.  Walkil
ve Abdou (2007) denklemin ¢oziimiinde genigletilmis modifiye tanh metodunu kul-
lanmuglardir.  Wazwaz (2007), tanh-coth metodu kullanarak Burgers-Fisher denk-
leminin sayisal ¢oziimiinii elde etmeye ¢alismigtir. Varyasyonel iterasyon metodu
(2007) yardimiyla Moghimi ve Hejazi, genellestirilmis Burgers-Fisher denklemi ve
Burger denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Fahmy (2008), faktori-
zasyon metoduyla denklemi ¢dzmiigtiir.Golbabai ve Javidi (2007, 2006), genellesti-
rilmig Burgers-Fisher denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmede spektral kolekeysin
metodunu kullanmiglardir.  Sari, Giirarslan ve Dag kompakt sonlu fark metodu
yardimiyla denklemin sayisal ¢coziimiinii elde etmisler ve elde ettikleri ¢oziimleri Is-
mail, Raslan ve Rabboh™un (2004) ¢aligmalariyla karsilagtirmiglardir (Sari, et al.,

2008).
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BOLUM 2

ADVEKSIYON-DIFUZYON DENKLEMININ POLINOM OLMAYAN
KUBIK SPLINE METODU YARDIMIYLA SAYISAL COZUMU

2.1 Girig

Bu boéliimde, adveksiyon-difiizyon denkleminin sayisal ¢oziimii polinom olmayan
spline fonksiyonlar kullanilarak arastirilmistir.  Elde edilen metodun kararlilig
icin von-Neumann analizi kullanilmigtir. Metodun dogrulugunu gostermek icin iki
farkli test problemi incelenmigtir ve burada bulunan sonuclar polinom spline tabanl
metotla ve daha tnceden yapilmis olan caligmalarla karsilagtirilmigtir.

Niimerik modeller, sivilarin yogunluguna gore kirlenmenin yayilimimi tahmin
etmede onemli miihendislik araglaridir.  Boyle bir tahmin adveksiyon-difiizyon
denkleminin ¢oziimiiyle elde edilebilir. Bir akitma filmindeki 1s1 transferi de, toprak-
taki su transferi de adveksiyon-difiizyon denklemi ile modellenmektedir. Denklemin
niimerik ¢oziimiindeki bilinen zorluklar hem adveksiyon hem de difiizyon icermesin-
den ve yiiksek Peclet sayilari i¢in oldugu gibi adveksiyonun baskin olmasindan ortaya
cgikmaktadir. Analitik metotlarla denklemin pratik durumlara simiilasyonu miimkiin
olmadigindan gegitli niimerik metodlar kullanilmaktadir. Sonlu fark ve sonlu eleman
metodlarinin standart formlarinda kullanilmasinin adveksiyon-difiizyon denkleminin
¢oziimii icin verimli olmadig1 ve genellikle gercek olmayan sonuclara neden oldugu
bilinmektedir. Bu durumda bahsedilen zorluklarin iistesinden gelmek icin 6zel al-
goritmalar onerilmektedir.

Polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimiyla adveksiyon-difiizyon denkle-

minin sayisal ¢oziimiinii veren algoritmay1 tanimlayalim:
2.2 Sayisal Metot

x;'ler [a,b] arahgindaki boliinme noktalarimin koordinatlar ve i = 0,1,...,n



olmak tizere
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a = rp<n<...<z,=0b
b—a
h =
n
xr; = £U0+ih

olsun. (1.3.1) adveksiyon-difiizyon denkleminde

Ut = x5

unJrl —un

n+1 n
,u = (2.1)

Crank-Nicolson formiilleri kullanilirsa (1.3.1) denkleminin tamamiyla zamana ve

konuma gore ayristirilmis formunu

ultt = FMIT 4 gmi T 4 ¢ (2.2)
seklinde yazabiliriz. Burada
uttt = MLt =y = M ove u? =m?
—EN AN n n n
f: gta g:Tt ve CZ:sz +gmz+uz
dir. Denklem (2.2) dan
U?—Jrll = szn—JEl + gm;il +Ci1
Wt = M gt 4 (2.3
U?jll = fMinjil +gm?f11 + Cit1
yazilabilir.  (2.3) denklemlerinde Tablo 1.1 deki m;_1, m; ve m;,qesitlikleri kul-

lanilarak yeniden yazilirsa;

n+l

(7
7}-1—1 fMZLJE1+g< 7

u o =
1—1 h
un—f—l -
n+1 __ n+1 7

u; = fM'" +g
h
n+l
n+1
Wiyq

elde edilir. Bu
Tablo 1.1 deki

aMI - 28MI + a M = — (uff = 20t

u, Uu

denklem sisteminden M', M ve

n+1

—uz—l — hﬁM,Lnjil — hOéMZL+1> + Ci—1

n+1

o R I 73 VS honi’L”LlI) Yo

nt1

- + hBMZ_ljll + hOéMinJrl) + Cit1

MrA!

i1 degerleri bulunarak

1
7 :L:_r 11 )

hZ
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esitliginde yerine yazar ve diizenlenirse

(ghﬁ + h?a + gha — f) ul 't + (2h26 + 2f) ultt 4 (—ghﬁ + h%a — gha
—f)u (2.4)
= ah’c;i_1 + 2Bh%c; + ah’ciq
bulunur. Denklem (2.4) de
ci-1 = fMy+gmiy +uly
¢ = fM"+gm} + u}
Civ1 = My +gmiy +uiy
degerleri yerine yazilir ve diizenlenirse Tablo 1.1 deki egitlikler de kullanilarak
1=1,2,...,n— 1 olmak {izere
A+ B!+ Crul! = Agul | + Boul + Coully (2.5)

elde edilir. Burada

Ay = ghB + h2a+gha — f, Ay = —ghB + h?a + gha + f,
B1:2h26+2f7 B2:2h2ﬁ_2fa
C, = —ghf + h*a — gha — f, Cy = ghB + h*a+ gha + f
dir. (1.3.2) baglangig kogulundan u? hesaplanir ve (1.3.3) siir kogullar1 yardimiyla
up ve u, (2.5) denklem sisteminden elimine edilirse iteratif olarak u!" degerleri he-

saplanabilir.
2.3 Kararlhilik Analizi

Kararhlik analizi i¢in von-Neumann metodu kullanilacaktir:
uj = = g"elikh (2.6)

k mod sayisi, h konum artimi, ¢ biiyiime ¢arpani ve ¢ = y/—1 olmak iizere denklem

(2.5) de yerine yazilirsa

A qn+1 i(j— 1)kh+B qn+l ijh+c q;irllez(j+l) _ A2q] i(j— 1)k:h+B qn ijkh

+Cij+1€ i(j+1)kh
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olur. Bu denklemi diizenlersek ve €' = cosa + isina,e ™ = cosa — isina

esitliklerini kullanirsak
21+ iz

q= (2.7)

z3 + i24

esitligini elde ederiz. Burada

21 = (Ay + Cy) cos (kh) + By, 29 = (Cy — Ag) sin (kh),

(2.8)
z3 = (A1 4+ Cy) cos (kh) + By, 24 = (Cy — Aqp) sin (kh)
dir. Boylece (2.7) esitligine |¢| < 1 kararlilik sartim saglatirsak
: N2
zl—l—z.zz §1:<21+z.22> <1
23+ 124 Z3 + 124
bulunur. Bu esitsizligi, (2.8) esitliklerini ve ¢ = cosa + isinq,

e~ = cos v — i sin «v esitliklerini goz oniinde bulundurarak diizenlersek
27+ 23 — 25 — 25 = 16h* (cos (kh) — 1) (acos (kh) + 3) < 0

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlige gore sayisal metot « cos (kh) + 5 > 0 sartiyla

kararli olur, bu sarta gore;
a>0,>0vef>aveyaa<0, >0vef>—« (2.9)
olmalidir.

2.4 Test Problemleri

Bu boéliimde elde ettigimiz algoritmanin dogrulugunu gormek icin iki test prob-

lemi incelenecektir. Metodun dogrulugu

_ analitik mlmem'k” _ ‘ analitik m'jmerik}
Hata = ||u U - —mjax uj u;

hata normuyla olgiilecektir. Sayisal hesaplamalarda, a ve § nin belirlenmesi (2.9)

kararlilik sartlarina uygun olarak se¢ilmistir. (2.5) niimerik metodu (e, ) — (3, 3)

iken polinom spline matoduna (PSM) doniismektedir ve a ve f'nin diger degerleri

i¢in polinom olmayan spline metodunu (POSM) vermektedir. Courant sayisi, £ akis

hiz1 ve & adim hiz1 olmak iizere C, = £ % olarak alinmigtir. Peclet sayisi ise &

adveksiyonunun % difiizyonuna oraniyla yani P, = £ % olarak alinmgtir.
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2.4.1 Birinci test problemi

Bu 6rnekte, A = 0 ve £ = 0.5 m/sn sabit hiz da olan saf adveksiyon incelenecektir.
Analitik ¢oziimii
1
u(x,t) = 10exp <_2_p2 (2 — a0 — §t2)) (2.10)
dir ve burada p standart sapma olup 264 m ve x = 2 km’dir. Baglangic konsantras-
yonu (2.10) denkleminden ¢ = 0 i¢in elde edilebilir. Sinirlarda ise
u(0,t) =u(L,t)=0

sartlart alinmigtir. Burada L = 9 km’dir. Hiz 0.5 m/sn oldugunda, baglangigtaki
yayitlimi 9600 sn’de 4.8 km uzaklhiga taginmaktadir. Sekil.1 ’de bu tasima goste-

rilmektedir.

t=0sn t=9600sn

0 \ \ \ \ \
0 2000 4000 6000 8000 10000
X

Sekil 2.1 : Baglangigtaki yayilimin taginmasi

t = 9600 sn’de olusan en yiiksek degerlere sahip oldugu noktalarin konsantras-
yonlar1 Tablo 2.1 de verilmistir. Tablodan da goriildiigii gibi zaman periyodu iler-
lerken en yiiksek deger aldigi noktadaki analitik degeri segilen tiim Courant sayilar:
i¢cin 10 degerine esit olmaktadir. Bu verilere dayali hesaplamalar, POSM’nin anali-
tik coziime ¢ok yakin sonucglar verdigini ve genellikle diger metodlardan daha dogru

sonuclar ortaya koydugunu gostermektedir.
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Tablo 2.1 :

t=9600 sn’de cesitli Courant sayilar1 icin en yiiksek degerin olustugu noktalar konsantrasyonu. At=50, av=0.1

Cr h 5 POSM PSM  Szymkiewicz,1993 Dag,2006 Holly,1977 Gardner,1994  Analitik
0.25 100 0.1874  9.989  9.940 9.816 9.926 9.677 9.986 10.000
0.50 50 0.1661  10.000  9.985 9.836 9.932 9.756 9.986 10.000
0.75 33.3 0.1340  10.000  9.986 9.934 9.949 9.805 9.993 10.000
1.00 25 0.1 10.000  9.986 10.000 9.961 10.000 9.986 10.000
1.50 16.6 0.1 9.989  9.994 9.941 9.959 9.994 10.000
2.00 12.5 0.1 9.996  9.994 10.000 9.961 9.986 10.000
2.40 10.416 0.1 9.996 9.994 9.966 9.962 9.994 10.000
3.20 7.8 0.1 9.996  9.995 9.988 9.962 9.999 10.000
4.80 5.2 0.1 9.995 9.994 9.992 9.962 9.994 10.000

Farkli Courant sayilar1 i¢in tanim kiimesi tizerindeki hatalar Tablo 2.2 de ve-
rilmigtir. Bu tabloya gore agik¢a goriilmektedir ki POSM, C,. < 1 igin dogrulugu
daha iyi olan sonuclar vermektedir. C). > 1 i¢in metodun dogrulugunda bir azalma

olsa da POSM’in sonuglar1 diger metodlardan daha iyi veya hemen hemen aym

cikmaktadir.
Tablo 2.2 : t=9600 sn’deki hatalar. At=50 ve @=0.1
C, h 15} POSM PSM Dag, 2006
0.25 100 0.1874 5.066F —2 3.258E—1 3.76FE —1
0.50 50 0.1661 2.207F—-3 1976F -1 3.73F —1
0.75 33.3 0.1340 2579E —4 1912F -1 3.76FE —1
1.00 25 0.1 1.673F —12 1.90le—1 3.79E —1
1.50 16.6 0.1 1.054F —1 1899F —1 3.78FE —1
2.00 12.5 0.1 1.419F -1 1897E —1 3.79F —1
2.40 104 0.1 1.560F —1 1.899F —1 3.80F —1
3.20 7.8 0.1 1.711F -1 1.898FE —1 380K —1
480 5.2 0.1 1.81bF —1 1898F —1 3.77TE —1
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POSM ve PSM metotlarinin hata dagilimlar1 Sekil 2.2 ve Sekil 2.3’te verilmistir.
Sekillerden de hatadaki iyilesme agikga goriinmektedir. C, = 0.25 igin en yiiksek
degeri aldig1 noktada PSM’nin POSM’den daha az hata olugturdugu goriilmektedir
ancak biitiin tanim kiimesi tizerindeki hata dagilimi POSM’nin daha dogru sonuglar

cgikardigimi gostermektedir.

02 —

—:PSM —:PSM
4 --—:POSM 1 —--:POSM
s | Cr=025 71 cr=o02s
t = 9600 sn ] t = 9600 sn

012 —

Hata
Il

0.08 —

2000 4000

Sekil 2.2 : Hata dagilimi Sekil 2.3 : Hata dagilimi

2.4.2 Ikinci test problemi

Bu ornekte, hem difiizyon hemde adveksiyon incelenecektir. Bu durumda akis

hiz1 £ = 0.01 m/dk olarak almmigtir. Kanalin uzunlugu L = 200 m olup tanim
bolgesi h = 1 m uzunlugundaki diizgiin araliklara boliinmiistiir. Bulunan sonuclar
C, = 0.6 (At = 60 sn) igin hesaplanmugtar.

Baslangic ve sinir kosulu sirasiyla u (x,0) = 0 ve u (0,t) = 1, u (L,t) = 0 olarak
secilmistir.

Bu baglangig ve sinir kogullar altinda, denklem (1.3.1) agagidaki analitik ¢oziime
sahiptir:
1
= —erfc

x— &t 1 x ¢ x4+ &t
2 (m)Hp(T)(m)

Sekil 2.4, 2.6 ve 2.7 de iig farkh difiizyon katsayisi i¢in sayisal sonuglarin davranis-

u(x,t)

larim gostermektedir. Sekillerden de goriildiigii gibi yiiksek dereceden Peclet sayilar:
icin ¢ozlim diizgiinlesmistir. Bundan dolay1 niimerik metotlarla ¢oziimii tam dogru-

lukla modellemede baz1 sorunlar ortaya ¢ikmaktadir. A = 0.002 m?/sn ve P, = 5
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olmak tizere POSM ve PSM metotlarinin hata dagilimlar1 Sekil 2.5’te verilmistir.
Tekrar goriilmiistiir ki POSM, PSM’ye gore dogrulugu daha yiiksek sonuglar ver-

mektedir.

—:PSM
- POSM

t =3000 sn| t = 6000 sn 001 —

0 40 80 120 0
X X

80 120

Sekil 2.4 : A=0.002, P.=5 icin ¢oziimler Sekil 2.5 : A=0.002 m2/sn i¢in hatalar

b t=3000sn\ t=6000sn 4

t=3000 sn t=6000 sn

0 40 80 120 0 40 80 120 160 200
X X

Sekil 2.6 : A=0.002, P.=0.5 icin ¢oziimler Sekil 2.7 : A=0.002, P-=0.05 icin ¢oziimler

Kargilagtirma yapmak i¢in, Tablo 4.2’de P. =5, = 0.0lm/sn, A = 0.002m2/8n,
Cr = 0.6, At = 60 sn, h = 1m i¢in adveksiyon-difiizyon denklemi ¢oziilmiigtiir ve t =
3000 sn da sonuglar elde edilmistir. Hesaplama hatalar: da aym tabloda verilmistir.
Bu tablodan, genellikle POSM’nin sonuglarinin digerlerinkinden daha dogru sonuglar

verdigi sdylenebilir.
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Tablo 2.3 : t=3000'de analitik ve sayisal ¢oziimlerin kargilagtirilmas1 (a=0.2155,3=0.2732)

x POSM PSM Szmkiewicz,1993 Holly, 1977 Gardner,1994 Dag,2006 Analitik

0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
18 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
19 0.999 1.000 0.999 1.000 1.000 1.000 0.999
20 0.997 0.999 0.998 1.000 0.999 1.000 0.998
21 0.994 0.997 0.996 1.000 0.996 0.999 0.995
22 0.987 0.992 0.990 1.000 0.991 0.996 0.990
23 0.975 0.981 0.978 1.000 0.981 0.989 0.978
24 0.954 0.961 0.957 1.000 0.961 0.974 0.958
25 0.920 0.926 0.922 1.000 0.927 0.946 0.926
26 0.869 0.873 0.870 0.996 0.874 0.900 0.876
27 0.800 0.798 0.799 1.013 0.800 0.832 0.807
28 0.712 0.704 0.708 1.047 0.706 0.743 0.718
29 0.609 0.595 0.602 0.897 0.596 0.638 0.614
30 0.496 0.480 0.488 0.457 0.479 0.524 0.500
31 0.382 0.368 0.375 0.067 0.366 0.411 0.386
32 0.277 0.267 0.272 -0.036 0.265 0.306 0.282
33 0.187 0.183 0.185 -0.010 0.181 0.218 0.193
34 0.117 0.119 0.118 0.002 0.118 0.147 0.124
35 0.067 0.073 0.070 0.000 0.072 0.095 0.074
36 0.035 0.042 0.038 0.000 0.042 0.058 0.042
37 0.017 0.023 0.020 0.000 0.023 0.034 0.022
38 0.007 0.012 0.009 0.000 0.012 0.019 0.010
39 0.003 0.006 0.004 0.000 0.006 0.010 0.005
40 0.001 0.003 0.002 0.000 0.003 0.005 0.002
41 0.000 0.001 0.001 0.000 0.001 0.003 0.001
42 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.000
200 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Hata 6.83E-3 2.01E-2 2.5E-2
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2.5 Sonucglar

Bu bsliimde adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢oziimiine polinom olmayan spline
algoritmasinin uygunlugu aragtirilmigtir.  Dogruluk agisindan metod iyi sonuglar

vermigtir. Bu sonugclar 1s1g1inda yapilan calismadan asagidakilere ulagilmigtir:

1. Polinom olmayan kiibik spline’lar1 kullanarak adveksiyon-difiizyon denklemi-
nin ¢oziimii i¢in verilen algoritma etkilidir ve ayni hesaplama maliyetiyle dogru-

lugu daha yiiksek sonuglar vermektedir.

2. Von-Neumann teorisine dayali olarak yapilan kararlilik analizi niimerik meto-

dun sarth olarak kararli oldugunu gostermektedir.

3. Elde edilen metot, C, Courant sayisi i¢in herhangi bir kisitlama getirmemek-

tedir ve C. > 1 i¢in hesaplamalara uygundur.

4. Birinci test problemine gore, ele alinan metot €, < 1 durumunda C,. > 1

durumundakinden daha dogru sonuglar vermektedir.

Ozetle, adveksiyon-difiizyon denkleminin coziimiinde polinom olmayan kiibik
spline fonksiyonlarindan olugturulan niimerik algoritma dogruluk ve etkililik agisin-
dan diger sayisal yontemlerle karsilastirildiginda daha iyi performans gosterdigi

goriilmektedir.
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BOLUM 3

REGULARIZED LONG WAVE (RLW) DENKLEMININ POLINOM
OLMAYAN KUBIK SPLINE METODU YARDIMIYLA SAYISAL
CcOzZUMU

3.1 Giris

Bu bolimde RLW denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in polinom olamayan kiibik
spline fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Von-Neumann teorisi yardimiyla metodun karar-
lilik analizi yapilacaktir. Metodun dogrulugunu ve etkililigini 6l¢cmede tek solitary
dalga olugsumu ve iki solitary dalga carpigmasi olmak iizere iki test problemi ince-
lenmigtir. Elde edilen sonuglar polinom spline tabanli metotla ve daha ¢nceden
yapilan calismalarla karsilagtirilmigtir.

RLW denklemi, sig sular ve plazma dalgalar1 gibi 6énemli fiziksel fenomenlerin
modellenmesinde kullanilmigtir. Bundan dolay1 lineer olmayan dagitici dalgalarin
galigilmasinda bu denklem 6nemli bir rol oynar. Sinirli sayida analitik ¢oziimii var
oldugundan, RLW denkleminin ¢alisilmasinda sayisal analizler 6nem kazanir.

Simdi polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimiyla (1.3.4) RLW denkleminin

sayisal ¢oziimii i¢in bir algoritmay1 tanimlayalim:
3.2 Sayisal Metot

z;'ler [a,b] araligindaki boliinme noktalarimin koordinatlar: ve ¢ = 0,1,...,n

olmak tizere

a = rp<n<...<z,=0b
b—a
h =
n
xr; = .T0+ih

olsun. (1.3.4) denklemini lineerlegtirerek yaklagik ¢oziimlerini elde edecegiz. Denk-
lemde lineer olmayan wuwu, terimindeki u yerine yerel bir sabit olarak z alalim.

Boylece denklem (1.3.4)’ii yeniden yazacak olursak

Uy + Uy + E2Up — Ugzy = 0 (3.1)
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seklinde yazilir. Denklem (3.1)’de (2.1) Crank-Nicolson formiilleri kullanilarak za-

n+l __ n+1 n+l __ n+1 n o __ n no_ n
man ayristirmast ul, " = M, ulT = m;", ul, = M ve u} = m} olmak
izere;
ultt — o omit omp mM emr M — M
+ +ez — 1 =0 (3.2)
At 2 2 At

elde edilir. (3.2) denklemi diizenlenirse
it = M — g (3:3)
halini alir. Burada
g= %(1—{—82) ve ¢; = up — pM! — gm?

dir. Denklem (3.3)’ten

n+l _ n+1 n+1

uly = pMT —gmiT + i

n+1l n+1 n+1

u; = puM!"" —gm!T +¢ (3.4)
n+l1 n+1 n+1 )

upy = pMEE —gmiy + i

yazilabilir.  (3.4) denklemlerinde Tablo 1.1 deki m;_q1, m; ve m;esitlikleri kul-

lanilarak yeniden yazilirsa;
ntl _ g el

U
u;"‘jll = NMZ.”_ng —yq <ZTZ—1 _ hﬁMinjll _ hOéMinJrl) 4y

urL+1 _ un+1
utt = pMMtt —g <—Z : =L hBMT 4 haMfT) + ¢

Ul
uil = M —g (HT +hBM + haMf“) + cin

elde edilir. Bu denklem sisteminden M"%', M!"*! ve M!' degerleri bulunarak
Tablo 1.1 deki
n mn n 1 n n n
aM + 2BMM + aMI = 72 (uifll —2utt + uijll)
esitliginde yerine yazar ve diizenlersek
po_gla+B)\ . 20\ i1 pooglet+B)y n
(Q_F—T Uijll—f‘ 2B+ﬁ UZ-JF + Oé—ﬁ—FT uljll
= aci_1+20¢ + aciyq (3.5)
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bulunur. Denklem (3.5) de

— n n n
Cio1 = ui g — pMy—gmi
n n n
G = uy —pM—gm;
I n n
Cit1 = Ujpq — PJM1+1 gmy,

degerleri yerine yazilir ve diizenlenirse Tablo 1.1 deki egitlikler de kullanilarak

1 =1,2,...,n— 1 olmak {izere
Aut + Bultt 4+ Cult = Cul 4 + Bul + Aul, (3.6)
elde edilir. Burada

A:a_h_lg_g(a:ﬁ)a _26—'— h2 C=a- h2+g(a+,8) (37)

dir. (3.6) denklem sisteminde n — 1 tane denklem elde edilmistir ve n+ 1 tane bilin-
meyen vardir. (1.3.5) baglangig ve sinir kogullarinin da bu sisteme eklenmesiyle,
yeni denk-lem sistemi Thomas algoritmasi1 kullanilarak c¢oziilebilen {iclii bant ma-
tris sistemi haline gelmektedir. Baslangig kogsulundan u? degerini hesaplayarak,
yeni zaman diizeylerindeki ¢oziimler (3.6) denkleminin tekrarli kullanihgiyla elde
edilebilecektir. Yukarida kullandigimiz lineerlestirme igleminin sakincalarini en aza

indirmek icin agagidaki iterasyon her bir zaman adiminda iki defa tekrarlanmistir:

(u*)n-i—l — u” + % (un+1 . un) (38)

3.3 Kararlhilik Analizi

Kararhlik analizi i¢in von-Neumann metodu kullamlacaktir. Bunun igin (2.6) daki

u} degeri (3.6) da yerine yazilirsa

Aq”ﬂ i(j— 1)kh+Bqn+1 ”kh—kC'qnillez(]H = CO¢"

’ " i(j— 1)kh+Bqn zykh+Aq?+1€i(j+l)kh

elde edilir. Yukaridaki denklemde e = cos o + isin o, e 7' = cos  — i sin « egitlik-

lerini kullamirsak

21+ 1z
g=— (3.9)

21 — iZz
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esitligini elde ederiz. Burada
21 =(A+C)cos(kh) + B, 2z =(A—C)sin(kh), (3.10)
dir. Boylece (3.9) esitligi ile (3.10) ve (3.7) degerlerini bir arada diigiiniirsek
qg=1

bulunur. Buradan |¢| < 1 kararhlik sartinin saglandig1 agikca goriilmektedir. Buna

gore sayisal metodun kosulsuz kararl oldugu sonucuna ulagilir.
3.4 Test Problemleri

Algoritmanin dogrulugu iki test problemi incelenerek gosterilecektir. Hata

n
age . . .y . l
L2 — Huanalztzk . unumemk||2 _ hz u?nalmk N ujayzsa (311)
Jj=0
Loo — Huanalztzk _ unumemk”OO — max u?nalztzk . ujayzsa (312)
J

hata normlariyla verilecektir..
RLW denklemi agagida sirasiyla verilmis olan kiitle, momentum ve enerjiye karsilik

gelen korunum kanunlarini saglamaktadir:

+oo
C; = / udx,
_iooo
C(2 = / (u2 +u (ux)2) dl’,

+o0
Cy = / (v + 3u?) da.

Sayisal hesaplamalarda, o ve  deneysel olarak belirlenmistir.  (3.6) sayisal

metodu (o, ) — (3, %) iken PSM’ye doniismektedir ve o ve f’min diger degerleri

icin POSM’yi vermektedir.
3.4.1 Tek solitary dalganin yayilmasi

RLW denkleminin analitik ¢oztimii (Peregrine, 1966)’da

u (x,t) = 3csec h? (k (z — g — (14 c)t)) (3.13)
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olarak verilmistir. Burada k = % mdir. Bu ¢oziim 3¢ genigliginde ve 1 + ec
hizindaki bir tek solitary dalgay ifade etmektedir. Baglangic kogulu (3.13) denkle-
minden ¢ = 0 alinarak hesaplanmigtir. Bu test probleminde, («, 5) — (i, i) ikilisi

POSM’u i¢in kullanilmigtir. Yukaridaki denklemde goriilen parametreler
c=0.1 20=0,e=1, p=1

olarak alinmigtir. Bu parametreler ve verilen baglangic koguluyla birlikte, solitary
dalga hareketleri i¢in 0 < ¢ < 20 ve —40 < x < 60 araliginda ¢oziimler elde edile-
cektir. Daha 6nceki ¢aligmalarla karsilagtirma yapmak i¢in konum adimi h = 0.125
ve zaman adimi At = 0.1 olarak kullamilmigtir. Secilen zamandaki ¢oziim profili
Sekil 3.1 de verilmigtir. Bu gekilden de agik¢a goriildiigii tizere, dalganin biiyiik-
liigii degismemektedir. ¢ = 20 de PSM igin elde edilen maksimum hata solitary
dalganin en yiiksek degerini aldigi noktanin yakininda meydana gelmistir. Diger
taraftan POSM ic¢in maksimum hata secilen zamanda sag taraftaki sinirda meydana
gelmistir. Bu hata, simirdaki analitik deger 0.1268 x 10* iken sifir alinarak hesa-
planmigtir. Dogrulugu acgisindan POSM’nin etkisini gormek i¢in Sekil 3.2 tizerinde
hem POSM’nin hemde PSM’nin hata dagilimlar1 bir arada verilmigtir. Sekil 3.2’den
POSM’nin PSM’ye gore daha az hataya sahip oldugu goriilmektedir.

03 —

N

Sekil 3.1 : t=0 ,4 ,8 ,12 ,16 ve 20’deki solitary dalga ¢oziimleri

01 —f

15

-40 -20 0 20 40 60
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1.2 —

— :PSM

Hata x 10 4

Sekil 3.2 : t=20"deki ((uanalitik_usaylsal)X104> hata dagilim

Elde ettigimiz sonuglar1 daha ¢nceki baz1 caligmalarla karsilagtirmak igin hata
normlart ve korunum sabitlerinin farkli zamanlardaki degerleri Tablo 3.1 de ve-
rilmigtir. Bu tabloya gore POSM digerlerine gore daha dogru sonuglar vermektedir.
Dag ve arkadaslari, 2003 de en kiiciik kareler yontemini kullanmiglardir. Kullandik-
lar1 Galerkin metodu sonlu farklar metoduna gore maliyeti yiiksek olan bir metottur.
Onerilen bu metod daha az maliyetlidir. Farkli zamanlardaki C;, Cy ve C5 korunum

sabitlerinin degerleri ¢ = 0 daki sabitlerle neredeyse ayni degerde kalmaktadir.
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Tablo 3.1 : Geniglik=0.3, h=0.125, At=0.1, o = [$=0.25 igin hatalar ve sabitler

Metot Zaman Lo x 10* L. x 10* 4 Cy Cs
0 0.0000 0.0000 3.979927 0.8104625 2.579007
4 0.0896 0.0285 3.979930 0.8104650 2.579007
8 0.1556 0.0481 3.979928 0.8104650 2.579007
ros 12 0.2214 0.0613 3.979926 0.8104650 2.579008
16 0.2863 0.0816 3.979917 0.8104650 2.579008
20 0.3534 0.1268 3.979883 0.8104651 2.579008
0 0.0000 0.0000 3.979927 0.8104625 2.579007
4 0.4979 0.1884 3.979930 0.8104625 2.579007
8 0.9855 0.3810 3.979928 0.8104625 2.579007
e 12 1.4623 0.5655 3.979926 0.8104625 2.579007
16 1.9253 0.7377 3.979917 0.8104625 2.579007
20 2.3739 0.8981 3.979883 0.8104625 2.579007
0 0.0000 0.0000 3.979927 0.8104625 2.579007
4 0.1549 0.0695 3.979944 0.8104625 2.579007
Aviler.2001 8 0.3000 0.1343 3.979947 0.8104625 2.579007
12 0.4306 0.1868 3.979946 0.8104625 2.579007
16 0.5464 0.2292 3.979939 0.8104625 2.579007
20 0.6493 0.2643 3.979909 0.8104625 2.579007
0 0.0000 0.0000 3.979927 0.8104625 2.579008
4 0.4084 0.1560 3.979929 0.8104622 2.579007
8 0.8054 0.3148 3.979926 0.8104620 2.579006

Dag, 2006

12 1.1917 0.4658 3.979923 0.8104617 2.579005
16 1.5641 0.6054 3.979914 0.8104614 2.579004
20 1.9215 0.7337 3.979883 0.8104612 2.579003
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0 0.0000 0.000 3.979927 0.810463 2.579007
4 0.0060 1.458 3.977092 0.809641 2.576296
0.0260 5.786 3.973316 0.808320 2.571938

Dag,2001
12 0.0640 9.228 3.979106 0.806774 2.566836
16 0.1150 12.148 3.965344 0.805461 2.562505
20 0.1840 15.664 3.961597 0.804185 2.558292
0 0.0000 0.0000 3.979926 0.8104646 2.579007
4 0.1757 0.0693 3.979930 0.8104626 2.578998
8 0.2249 0.0887 3.979924 0.8104606 2.578994

Dag,2003

12 0.3355 0.1072 3.979926 0.8104621 2.578997
16 0.4075 0.1224 3.979918 0.8104624 2.578999
20 0.4315 0.1321 3.979890 0.8104625 2.578999

Noktasal yakinsaklik oraninin derecesini gormek igin farkli zaman ve konum
adimlarinda algoritma caligtirilmigtir. Konum ve zamandaki noktasal yakinsak-

lik orani

logyg (Huanalitik —up,|| / Hucmalitik — Uh;yy H)
logyg (hi/hit1) ’

log o (|tanatiti — vae, || / | Uanatitic — var41l])
logyo (Ati/Atit1)

formiilleri yardimiyla hesaplanmaktadir. Burada wugnqr analitik ¢oztimii, uy, ve
ua, sirasiyla h; ve At; ile elde edilen sayisal ¢oztimlerini gostermektedir.

Zaman adimi At = 0.1 alinarak elde edilen konumsal yakinsaklik oran1 Tablo
3.2 de verilmistir. Bu tabloya gére POSM’nin yakinsaklik oran1 PSM’ye gére daha
yiiksektir yani POSM daha hizli yakinsar. Konum adimi sabit alinarak zamana bagh
yakinsaklik oran1 Tablo 3.3’te verilmigtir. Verilen sonuclar POSM’nin PSM’den

daha hizli yakinsadigimi gostermektedir.
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Tablo 3.2 : At=0.1, ¢=0.1, -40<x<60 icin t=20’de konum yakimsaklik orani

n POSM PSM
Ly x 104 Diger Ly x 10% Diger
50 640.5540 — 87.00504 —

100 150.7303 2.087351 20.69252 2.071990
200 35.58707 2.082544 6.270329 1.722496
400 7.244032 2.296488 3.025769 1.051239
800 0.353355 4.357603 2.373942 0.350017

Tablo 3.3 : n=800, ¢=0.1, -40<x<60 i¢in t=20’de zaman yakinsaklik orani

At POSM PSM

Ly x 10% Diger Ly x 10% Diger
2 762.0152 — 763.9788 —
1 209.0968 1.865649 211.4360 1.853312

0.5 52.02754 2.006824 54.48368 1.956325
0.25 11.36144 2.195130 13.84686 1.976265
0.125 1.144468 3.311397 3.601900 1.942729
0.1 0.353355 5.266663 2.373942 1.868347

3.4.2 1ki solitary dalgasimin carpigmasi

Bu boliimde, farkli biiyiikliiklerde ve aym yonde hareket eden iki solitary dal-

ganin ¢arpigmasi iizerinde ¢aligilacaktir. Carpisma igin basglangig kosulu;

u(z,0) = uy + us,

4k2

u; = 3A; sec h? (k:j (.I—%])) , A= 1_—4]];]2', j=12

dir. Daha 6nceki caligmalarda kullanilan agagidaki parametreler kullanilmigtir:

e=1, p=1, ky =04, ky =0.3, 21 = 15, 75 = 35.
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Baslangi¢ kosulu altinda, RLW denkleminin analitik bir ¢oziimii bulunmamaktadir.

Iki solitary dalga carpigmasi [0,120] araliginda At = 0.1 ve h = 0.3 alinarak

t = 30 oluncaya kadar gozlenmigtir ve POSM icin (o, 8) ikilisi (55,41) olarak

secilmistir.  Ilk c¢oziim Sekil 3.3’te verilmistir.  Sekilden de goriildiigii gibi, ilk
zamanlarda iki ayr1 dalga olan solitary dalga t = 15 zamaninda ¢arpisma olugsmus-

tur ve sonraki zamanlarda orijinal sekilleri degistirmistir.

Sekil 3.3 : Iki solitary dalganim carpismasi

Iki dalgamn carpismasi ¢t = 10 da baglamustir. Carpismadan sonra t = 20 de
kendi orijinal sekillerini almiglardir ve daha kiiciik olan solitary dalganin arkasindaki
salinim kuyrugu gozlenmigtir. Bu durum Sekil 3.4 te gosterilmigtir. Benzer galigma
daha 6nce (Kutluay, et al., 2006), (Duran, et al., 2003), (Santerelli, 1978), (Gardner,
et al., 1990) gibi makalelerde de ele alinmigtir. Korunum sabitlerinin segilen farkl
zamanlardaki degerleri Tablo 3.4’te verilmistir. Bu tabloya gore, carpisma sirasinda
C5 korunum sabiti neredeyse ayni kalirken, C'; ve C'3 korunum sabitlerinde degismeler

olmaktadir.



Sekil 3.4 : t=25 zamaninda kiiciik olan solitary dalganin ardindaki salimm kuyrugu
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Tablo 3.4 : h=0.3, At=0.1, aw=1/24, $=11/24 igin sabitler

Metot Zaman C Cy Cs
0 37.91650203  120.5232341 744.0812089
5 37.93509791 120.5162830  745.0483244
10 37.96824283 120.6108837  745.3071008
POSM 15 38.01838004  120.6522575  743.8516366
20 37.97028040 120.7355790  746.7345423
25 37.98104398 120.8660845  747.9501516
30 37.99741759 120.9928903  749.0129697
0 37.91650203  120.5232341 744.0812089
5 37.93438349  120.6477294  745.1183240
10 37.96813431 120.7039296  745.3940462
PSM 15 38.01848528 120.6199847  743.9516635
20 37.97014311 120.8658730  746.8785308
25 37.98154128 121.0107860  748.1228400
30 37.99840311 121.1422921 749.2197390

99
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3.5 Sonucglar

Bu ¢alismada, RLW denkleminin ¢6ziimii i¢in polinom olmayan spline algorit-
masinin iyi sonuclar verdigi goriilmiigtiir. Metodun verimliligi tek solitary dalga
hareketi ve iki solitary dalga ¢arpigmasi ile test edilmistir. Metodun dogrulugunu
gormek icin, Ly ve L., hata normlari, C;, Cs ve (3 korunum sabitleri ile birlikte
kullanilmigtir. Karalilik analizi von-Neumann metodu ile yapilmigtir. Elde edilen

sonuclara bagh olarak, su bilgilere ulagilabilir:

i) Kararhlik analizi sayisal metodun kosulsuz kararli oldugunu gostermektedir.

ii) Polinom olmayan spline tabanli metot RLW denkleminin ¢tziimii i¢in dogru
ve verimli bir metottur. Ilk test probleminden POSM’nin diger metotlardan
ayni veya daha az hesaplama maliyetiyle daha dogru sonuclar ortaya koydugu

soylenebilir.

iii) Ilk test probleminde konum ve zamana gore yakinsaklik orant POSM’nin PSM

ye gore daha hizl yakinsamaktadir.

iv) Ikinci test probleminde analitik ¢6ziimiin olmamasindan dolay1 metodun dogru-
lugu korunum sabitlerinin sonuglarina gore tartigilmigtir ve POSM kabul edile-

bilir sonuglar ortaya koymustur.

Sonug olarak, polinom olmayan spline fonksiyonlardan olusan sayisal metot RLW
denkleminin ¢oziimii i¢in kullanilmig olan diger sayisal metotlarla karsilagtirildiginda

daha iyi sonuclar verdigi gozlenmistir.
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BOLUM 4

LINEER OLMAYAN BURGER DENKLEMININ POLINOM
OLMAYAN KUBIK SPLINE METODU YARDIMIYLA SAYISAL
CcOzZzUMU

4.1 Giris

Bu boliimde lineer olmayan Burger denkleminin sayisal ¢oziimiinii bulmak igin
polinom olamayan kiibik spline fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Elde edilen metodun
kararlilik analizi i¢in von-Neumann teorisi kullanilmigtir. Metodun dogrulugunu ve
etkililigini 6lgmede bir test problemi incelenmigtir. Elde edilen sonuclar polinom
spline tabanli metotla elde edilen sonuclarla kargilagtirilmigtar.

Burger denklemi bir kag analitik ¢oziime sahiptir. Fakat bu ¢oziimler genelde seri
¢oziimii oldugundan kiigiik viskozite sabiti i¢in yavas yakinsamaktadir ve dolayisiyla
bu c¢oztimleri kullanma pratik olmamaktadir.  Bu yiizden Burger denkleminin
¢oziimlerini elde edebilmek icin sayisal caligmalar zorunluluk olmustur.

Simdi polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimyla (1.3.6) lineer olmayan

Burger denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in bir algoritma elde etmeye ¢aligalim.
4.2 Sayisal Metot

z;'ler [a,b] araligindaki boliinme noktalarimin koordinatlar1 ve ¢ = 0,1,...,n

olmak tizere

a = < <...<zxp,=0>
b—a
h =
n
T, = l‘o+lh

olsun. (1.3.6) denklemi sayisal olarak ¢ozmek igin 6ncelikle lineer olmadigindan
lineerlestirmelidir. Bunun ic¢in denklemde lineer olmayan uu, terimdeki u yerine

yerel bir sabit olarak z alahm. Boylece denklem (1.3.6)’y1 yeniden yazacak olursak

Up + 2Uy — VUgy = 0 (4.1)
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seklinde yazilir. Denklem (4.1) denkleminin (2.1) Crank-Nicolson formiillerini kul-
lanarak zaman ayrigtirilmasi yapilmig hali

un-i—l —ut un+1 + un+1 + u”
4z x z _ g e . _ () 4.9
At 2 2 (42)

olur. (4.2) denklemini u"+* = M |yt = mI* o, = MP ve u? = m? olmak

tizere diizenlersek

utt = a MM+ bt 4 ¢ (4.3)
halini alir. Burada
a= %V, b:—z%, ¢ = ul +alM 4 bm}
dir. Denklem (4.3)’den
n+l n+1 n+1

wly = a4 e

ul™t = aMM + b + o (4.4)

uiy = aM A bmi i

yazilabilir.  (4.4) denklemlerinde Tablo 1.1 deki m; 1, m; ve m;esitlikleri kul-

lanilarak yeniden yazilirsa;

n+l _  n+tl

= o (S - ) e

n+1 n+1
U — U
uttt = aMP 4b (7 - L hBM haMZTLlI) +¢

Wit gt
ult = aM 40 (ZHTl + hBMIH + hOzMi”H) + Cig1
elde edilir. Bu denklem sisteminden M%', M*' ve M[' degerleri bulunarak

Tablo 1.1 deki

1
aM + 2BMM + aMIH = h2 (up™) = 20t +

esitliginde yerine yazar ve diizenlersek
(bhB + hPa + bha — a) uf™ + (2R B + 2a) uf ' + (=bhB + hPa
—bha — a) ul} (4.5)

= &h2ci_1 + 26]12@ + &h2ci+1
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bulunur. Denklem (4.5) de

— n n n
Cio1 = uiq a4+ bmi,
¢ = u; +aM+bm}

— n n n
Cit1 = Uiy +aMiy, +bmiy

degerleri yerine yazilir ve diizenlenirse Tablo 1.1 deki egitlikler de kullanilarak

1=1,2,...,n— 1 olmak {izere
At + Bt + Gl = Asul | + Boul' + Coullyy (4.6)

elde edilir. Burada

Ay = bhf3 + h*a +bha —a, Ay = —bhf + h*a + bha + a,
Bl = 2h26 + 2@, Bg = 2h26 — 2a,
C) = —bhB + h?a — bhae — a, Cy = bhB + h?a + bha +a

dir. (4.6) denklem sisteminde n — 1 tane denklem elde edilmistir ve n + 1 tane bil-
inmeyen vardir. (1.3.7) smir kosullarinin da bu sisteme eklenmesiyle, yeni denklem
sistemi Thomas algoritmas1 kullanilarak ¢oziilebilen {iclii band matris sistemi ha-
line gelmektedir. (1.3.8) baglangic kogulundan u degerini hesaplayarak baglanirsa,
yeni zaman diizeylerindeki ¢oziimler (4.6) denkleminin tekrarli kullanihigiyla elde
edilebilecektir. Yukarida kullandigimiz lineerlestirme igleminin sakincalarini en aza

indirmek igin (3.8) iterasyonu her bir zaman adiminda iki defa eklenmigtir.
4.3 Kararlilik Analizi

Kararlilik analizi igin von-Neumann metodu kullanilacaktir. Denklem (2.6) y1

denklem (4.6) da yerine yazarsak

Alq;irll@i(j_l)kh + qu;LJrleijkh + Clq;irllei(j-&-l)kh _ qu;-bflei(j_l)kh + BQq;meijkh

_’_C2q;1,+1ei(j+l)kh

olur. Bu denklemi diizenlersek ve ' = cos o + i sin o, e7'* = cos a — 7 sin « egitlik-

lerini kullamirsak

21+ 1z
g="— (4.7)
Z3 + 124
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esitligini elde ederiz. Burada

21 = (Aa + Cy) cos (kh) + By, 22 = (Cy — Ay)sin (kh),

(4.8)
z3 = (A1 + Cy) cos (kh) + By, 24 = (Cy — Ay) sin (kh)
dir. Boylece (4.7) esitligine |¢| < 1 kararlilik sartim saglatirsak
: N2
Atz §1:$<m+7@> <1 (4.9)
23+ 124 Z3 + 124
bulunur. (4.9) esitsizligini (4.8) esitliklerini ve € = cosa + isinq,
e~ = cos a — i sin o esitliklerini goz oniinde bulundurarak diizenlersek
27 + 23 — 25 — 2 = 16h* (cos (kh) — 1) (acos (kh) + 3) < 0 (4.10)

esitsizligi elde ederiz. (4.10) esitsizliginden sayisal metot « cos (kh)+ 5 > 0 sartiyla

kararl olur, bu sarta gore;
a>0,>0vef>aveyaa<0, >0vef>—« (4.11)

olmalidir.
4.4 Test Problemi

Bu boliimde elde ettigimiz algoritmay1 dogrulamak igin bir test problemi ince-
lenecektir. Metodun dogrulugu (3.11) ve (3.12) denklemleri ile verilen hata norm-
laryla olgiilmiigtiir.

Sayisal hesaplamalarda, o ve  deneysel olarak belirlenmigtir.  (4.6) sayisal
metodu (o, ) — (%, %) iken PSM’ye doniismektedir ve a ve f’min diger degerleri

icin POSM’yi vermektedir.

Burger denkleminin iyi bilinen analitik ¢oziimii (Nguyen, et al., 1982)

u(z,t) = @/t L t>1,0<z<1, (4.12)
1++/t/to exp(z2/(4vt))

olarak alimmigtir. Burada ¢ty = exp (1/8v) dir. Baslangi¢ kosulu denklem (4.12)’nin
t = 1 degeri icin hesaplanmig halidir ve sinir kogullar1 ise

u(0,t) =u, (0,) =0 ve wu(l,t)=0 (4.13)

olarak verilmektedir.  Sarsintimin yayihmu igin [0, 1] tamm araliginda v = 0.01,

0.005, h = 0.02, 0.005 ve At = 0.01 parametreleri ile galigilmigtir.
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POSM i¢in farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler ile denklemin analitik ¢oziim
degerleri Sekil 4.1 — 4.3’de farkli v ve h degerleri i¢in modellenmigtir. Sekillerden

sayisal ¢oziim ve analitik ¢oziimlerin cakigmakta oldugu goriilmektedir.

— : ANALITIK
— : SAYISAL t=1

t=17
t=21
uoz2 — t=26

Sekil 4.1 : h=0.02, ¥=0.01 icin farkli zamanlardaki analitik ve sayisal ¢oziimler

—  ANALITIK
- -—-:SAYISAL

t=32

Sekil 4.2 : h=0.02, ¥=0.005 i¢in farkli zamanlardaki analitik ve sayisal ¢oziimler
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— tANALITIK
< --:SAYISAL

t=17
t=2.4
t=31

Sekil 4.3 : h=0.005, ¥=0.005 i¢in ¢esitli zamanlardaki analitik ve sayisal ¢oziimler

Tablo 4.1’de PSM ve POSM igin farkli zamanlarda elde edilen sonuglar kargilagti-
rilmigtir. Tabloda ve Sekil 4.4—4.6’da da goriildiigii gibi POSM, PSM’ye gore kiigiik
olan viskozite ve adim araligi degerleri icin genelde daha iyi sonuclar vermektedir.
Daha biiyiik v degerleri igin ise genelde daha iyi iken, hemen hemen ayni sonuclar:

verdikleri araliklarda goriilmektedir.

Tablo 4.1 : At=0.01 icin farkli zamanlardaki sonuclarin kargilastirilmas

PSM POSM

t a B Ly x 103 Lo x 10° Ly x 10% Lo x 10°

1.7 0.245 0.254 0.0893163 0.345139 0.0458896  0.174708

H=0.00 2.4 0.249 0.250 0.0731669 0.264713 0.0531737 0.128441
v 3.1 0.220 0.278 0.6675740 4.790610 0.6582950 4.790610
1.8 0.173 0.3075 1.1290300 3.629850 0.3324350 0.800371

h=0.02, 2.4 0.1903 0.295 0.8641230 2.640350 0.3716420 0.865847
v=0.005 3.2 0.245 0.245 1.4966200 7.491460 1.3476400 7.491460
1.7 0.1632 0.3328 0.2320930 0.603065 0.1143880 0.200391

h=0.02, 2.1 0.1729 0.3243 0.3133720 1.147600 0.2537940 1.147600
v=0.01 2.6 0.2397 0.256 1.6270600 8.067980 1.5923600 8.067980




00008 —
—:PSM
---: POSM
h=0.02
00005 —|
©
& 00004 |
T
00002 —|
0 ——

00012 —
—:PSM
--- : POSM

0.0008 —]

Hata

0.0004 —]

| —:PSM
--: POSM
0008 |
0005
©
= i
T
0004
0002

h=0.02
v=001

t=26
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Sekil 4.4 : h=0.02, ¥=0.01 igin t=1.7, 2.1 ve 2.6 zamanlarindaki hatalarin karsilagtirilmas:

0003 —
—:PSM
---: POSM

0,002 —{

Hata
L

0,001 —]

00008 —
—:PSM
4 —:POSM
h=0.02
00005
©
B 0000
T
00002 -
0 ——

0008 —
—:PSM
--:POSM

0006 —|

©

S 000s

T

0002 —|
° ——

Sekil 4.5 : h=0.02, ¥=0.005 i¢in t=1.8, 2.1 ve 3.2 zamanlarindaki hatalarin kargilagtirilmas:

0.0004 —

—:PSM
{ - :POSM

00003 —|
<
& o002 |
T

00001 —|

o
T

Sekil 4.6: h=0.005,

00003 —
—:PSM
--:POSM
00002 -
00001 -
! 0

0.005 —

—:PSM
1 - :POSM
o004 h=0.005
v =0.005
— t=31
0003
0002
o001
° T T
o 02 04
X

v=0.005 i¢in t=1.7, 2.4 ve 3.1 zamanlarindaki hatalarin kargilagtirilmasi
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BOLUM 5

GENELLESTIRILMIiS BURGERS-FISHER DENKLEMININ
POLINOM OLMAYAN KUBIK SPLINE METODU YARDIMIYLA
SAYISAL COZUMU

5.1 Giris

Bu boliimde polinom olmayan kiibik spline fonksiyonlar yardimiyla genellesti-
rilmis Burgers-Fisher denkleminin fark denklemi formu elde edilecektir. Elde edilen
fark metodun yerel kesme hatasi hesaplanmigtir. Metodun dogrulugunu ve etkili-
ligini 6lgmede iki test problemi incelenmistir. Elde edilen sonuclar polinom spline
tabanli metotla elde edilen ve daha 6nce yapilan ¢alismalarda elde edilen sonuclarla
kargilagtirilmigtar.

Simdi polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimiyla (1.3.9) genellegtirilmis

Burgers-Fisher denkleminin sayisal ¢oziimii icin bir algoritmay1 tanmimlayalim.

5.2 Sayisal Metot

zi, 1 =0,1,...,n ler [a,b] araligindaki boliinme noktalar: olmak iizere
a = < <...<zx,=0>
h—
[ —
n
Tr; = X+ ih

olsun. (1.3.9) denklemini sayisal olarak ¢tzmek igin dncelikle lineer olmadigindan
lineerlestirilerek coziimleri bulunacaktir. Bunun i¢in denklemde lineer olmayan uu,
terimdeki u yerine yerel bir sabit olarak z alalim. Boylece denklem (1.3.9)’u yeniden
yazacak olursak

W + E20Uy — Ugy = Nz (1 — u‘s) (5.1)

seklinde yazilir. Denklem (5.1)’de (2.1) Crank-Nicolson formiilleri kullanilirsa

n+l _ ,n n+1 n n+1 n
U U Z(;ux T Uy Uy, U

Iy +¢ 5 5 2= Az (1-2) (5.2)
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13 S n+1 n+l _ o ntl ,n __ n n o_ N
elde edilir.  (5.2) denklemini «' = M | wlt = m!™, ull, = M ve ul! = m]

olmak tizere diizenlersek

ul ™t = a MM+ bt + g (5.3)
halini alir. Burada
a=—4 b=—-28 c=aM!+&m! —ul+ Ik, k=2 (1-2°")At
dir. Denklem (5.3)’den
uptlt = aM i ey
utt = aM]T + EbmI T + ¢ (5.4)
uptlt = aMPR i 4 i

yazilabilir.  (5.4) denklemlerinde Tablo 1.1 deki m;_q, m; ve m;esitlikleri kul-

lanilarak yeniden yazilirsa;

urtl gt
u:ﬁjll = aMin_Jil + &b (lTZl _ hﬁMin_JEl _ haM;Hl) +e g
n+l n+1 U?H - ?—Jrll n+1 n+1
W= Mg (B g had )+
n+1 n+1
un+1 _ CLMn+1 —l—fb (uzj_l - Ui+ n hﬁMnH + honnH) +c
i+l i+1 7 i+1 i i+1
elde edilir. Bu denklem sisteminden M%', M*' ve M[' degerleri bulunarak
Tablo 1.1 den
1
aM +28M] " + oM = 2 (uiy = 20+ ui)

esitliginde yerine yazar ve diizenlersek
(£bhB + hPa + Ebha — a) ul ! + (21°B + 2a) u!™ + (—EbhB + hPar
—&bha — a) ult! (5.5)
= ah®ci_1 +2Bh*c; + ah’ciy
bulunur. Denklem (5.5) de
Cio1 = aM, +&bm | —u + AR
c¢i = alM]+&m] —u + Ak

n n n
Ci+1 — aMZ-+1 + fbmz_'_l — ui+1 + )\K/
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degerleri yerine yazilir ve diizenlenirse Tablo 1.1 deki egitlikler de kullanilarak

1=1,2,...,n — 1 olmak {izere
Alu?fll + Blug“rl + Cluﬁll = Ay} | + Boui + Chull, | + 2h2\k (a+ pB) (5.6)

genellestirilmis Burgers-Fisher denkleminin fark denklemi formu elde edilir. Bu

denklemle

Ay = E0hB + h2a + Ebha —a, Ay = —EbhB — h2a — Ebha + a,
By = 2h*3 + 2a, By = —2h%3 — 2a,
Cy = —EbhB + h2a — Ebha — a, Cy = £bhS — h%a + Ebha + a

dir. (5.6) denklem sisteminde 1 — 1 tane denklem elde edilmistir ve n+ 1 tane bilin-
meyen vardir. (1.3.11) sir kogullarinin da bu sisteme eklenmesiyle, yeni denklem
sistemi Thomas algoritmas1 kullanilarak ¢oziilebilen ti¢lii bant matris sistemi haline
gelir. (1.3.10) baglangig kosulundan u{ degerini hesaplayarak baglanirsa, yeni zaman
diizeylerindeki ¢oziimler (5.6) denkleminin tekrarli kullamligiyla elde edilebilecektir.
Yukarida kullandigimiz lineerlegtirme igleminin sakincalarini en aza indirmek igin

(3.8) iterasyonu her bir zaman adiminda iki defa tekrarlanmigtir.
5.3 Yerel Kesme Hatas

(5.6) fark denkleminin yerel kesme hatasi1 Taylor seri agilimindan faydalanilarak
bulunur.  (5.6) denklemindeki u/*', w/™, w7, ul |, u? ve ul,; fonksiyonlarmin

7

(th, nk) noktasindaki Taylor seri acilimlar

h? h? h*

h? h3 A
vy = 07 ()i G ()] + 5y (Uawe)i + 7y (Uaaaa)] -
n h2 n h3 n h4 n
'U/?jll = u?‘f’l —h (u‘r)l +1 —+ ? (UIx)Z +1 g (Umxx)l +1 + I (uxwxx)l +1 o
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k2 /€3 k4
= lu? -+ lf (UO:L + E (utt>? + ? (uttt)? + Z (utttt)? + .. ]

2 3

k
—h [(Ux)? Ak (Uar); + = (Uar); +

a1 (

ol ( uxttt)? + .. :|

? k2 n kg n
+§ [(umz) + k (u:rxt) + a (uxmtt)i + ? (uzmttt)l- + .. 1 — ...
2 ;3 Moo
U?-f—l = u + k (Ut) + 5 (utt) + — 3' (uttt) + E (utttt)i 4+ ...
n h2 n h3 n h4 n
uttl =t b (u) T+ o7 (tee); 1y o7 (1 o)) T (Ugae )i T+ .
" 2 " k3 4
= lu? + K (u); + Bl (uge); + 3 (Ur); + — 4, (weee); + - ]

2

+h <(U’-'E)'L +k (u:rt)l + B (Uxtt)i ‘|‘ uzttt T )
2
_|_

(uxmtt)n + (Umttt)

e

20 3!

seklindedir. Bu degerleri (5.6) da yerine yazarsak kesme hatasi

k2 k3 k4
1= | ()] G+ ,<um> B o )
3!

3!
k? k3 k*

+B; (uf +k(w)! + = () + = = (ttgge)" + — T (weree): + .. )

k2 "
—h (( o) Tk (ug)! +§<umtt)i+ (Ugtsr); + - >
+

2 /{?2
+—= ((sz)zn + k (uxzt)? + = 2' (uzztt)n + (ua:xttt)

kQ k3 k4
+C4 [(u? + & (w); + =5 ol (us); + = 3] (wsee); + 0 (wpee); + - )

k? k?
h? k2 I n
n n h2 n hg n h4 n n
h? e 4
olarak bulunmaktadir. Burada o = —f secildigi takdirde denklemin hata derecesi

O (h? + kh?) olarak elde edilmektedir.
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5.4 Test Problemleri

Bu boliimde elde ettigimiz algoritmay1 dogrulamak icin iki test problemi ince-
lenecektir. Metodun dogrulugu (3.12) hata normuyla verilmistir.
Sayisal hesaplamalarda, o ve ( deneysel olarak belirlenmigtir.  (5.6) sayisal
11

metodu (o, ) — (3, 5) iken PSM’ye doniismektedir ve a ve f'min diger degerleri

icin POSM’yi vermektedir.
5.4.1 Birinci test problemi

Genellestirilmis Burger-Fisher denkelminin analitik ¢oziimii (Sari, et al., 2008)’da
u(z,t) = (5 + % tanh (a; (z — agt)))l/d, t>0 (5.7)

olarak verilmigtir. Burada

olup £ = 0.001, A = 0.001 ve § = 1,4 degerleri kullanilmigtir. Daha 6nce yapilmig
caligmalarla kargilagtirma yapilabilmesi igin n = 11 ve At = 0.0001 secilmistir.
0 = 1 ve 4 iken elde edilen sayisal sonuglar Tablo 5.1 ve 5.3’te denklemin analitik
¢oziimii ve daha 6nce yapilmis caligmalarda elde edilen sonuglarla birlikte verilmistir.
Tablo 5.1 ve 5.3’te PSM ve POSM ile elde edilen sayisal ¢oziimler analitik ¢oziimle
ayn goriinmektedir ciinkii metodlarin mutlak hata degeri Tablo 5.2 ve 5.4’te de
verildigi gibi 107 civarlarindadir. Tablo 5.2 ve 5.4’e gore POSM, genelde PSM'’ye
gore daha iyi sonuclar verirken, her iki metotta daha onceki yapilan caligmalardan

cok daha iyi coziimler elde etmektedir.
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Tablo 5.1 : Sayisal coziimlerin karsilagtimlmas: (a=-999-10", 3=999-10")
0=1
z t analitik  Ismail, 2004  Sar1, 2008 PSM POSM
0.001 0.499988 0.499986 0.499988 0.499988 0.499988
0.005 0.499989 0.499979 0.499988 0.499989 0.499989
01 0.010 0.499990 0.499971 0.499989 0.499990 0.499990
0.001 0.499938 0.499936 0.499938 0.499938 0.499938
0.005 0.499939 0.499929 0.499938 0.499939 0.499939
00 0.010 0.499940 0.499921 0.499939 0.499940 0.499940
0.001 0.499888 0.499886 0.499888 0.499888 0.499888
0.005 0.499889 0.499879 0.499888 0.499889 0.499889
09 0.010 0.499890 0.499871 0.499889 0.499890 0.499890
Tablo 5.2 : Mutlak hatalarm karsilagtirlmas: (a=-999-10", 3=999-10)
0=1
T t Tsmail, 2004 Sar1, 2008 PSM POSM
0.001 1.93753F — 06 1.01F — 07 1.11022F — 16 1.66533F — 16
0.005 9.68763F — 06 4.38E — 07 1.27676F — 15 1.55431F — 15
o 0.010 1.93752F — 05 7.53FE — 07 2.72005F — 15 3.83027F — 15
0.001 1.93738E — 06 1.04F — 07 5.55112F — 16 1.66533F — 16
0.005 9.68691F — 06 521F — 07 2.05391F — 15 1.11022F — 16
0o 0.010 1.93738E — 05 1.04F — 06 2.60902F — 15 2.22045E — 16
0.001 1.93724F — 06 1.01F — 07 777156 FE — 16 3.33067F — 16
0.005 9.68619F — 06 4.38F — 07 3.16414F — 15 1.60982F — 15
09 0.010 1.93724F — 05 7.53E — 07 3.05311F — 15 3.49720F — 15




Tablo 5.3 : Sayisal ¢oziimlerin kargilagtirilmasi (a:-1010+0.4690704ﬂ:—oz)

0=4
T t analitik Ismail, 2004 PSM POSM
0.001 0.840888 0.840888 0.840888 0.840888
0.005 0.840890 0.840889 0.840890 0.840890
o 0.010 0.840892 0.840891 0.840892 0.840892
0.001 0.840854 0.840854 0.840854 0.840854
0.005 0.840856 0.840856 0.840856 0.840856
v 0.010 0.840859 0.840857 0.840859 0.840859
0.001 0.840821 0.840821 0.840821 0.840821
0.005 0.840823 0.840822 0.840823 0.840823
0 0.010 0.840825 0.840824 0.840825 0.840825

Tablo 5.4 : Mutlak hatalarin kargilagtirilmasi (oz:-1010+0.4690704,5:-a)

0=4
x t Sar1, 2008 PSM POSM
0.001 1.75E — 08 3.33067E — 16 1.11022F — 16
0.005 7.32E — 07 1.66533F — 15 777156 E — 16
. 0.010 1.27F — 06 3.21965E — 15 4.44089EF — 16
0.001 1.75E — 08 4.44089EF — 16 9.99201E — 16
0.005 877K — 07 3.10862E — 15 2.22045F — 16
" 0.010 1.75E — 06 0.88418E — 15 777156 E — 16
0.001 1.75E — 08 8.88178E — 16 2.22045E — 16
0.005 7.38E — 07 2.88658E — 15 1.11022F — 16
0 0.010 1.27E — 06 3.99680L — 15 3.33067L — 16

74
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PSM ve POSM ig¢in farkli zamanlardaki hatalarin kargilagtirilmas: Sekil 5.1 ve

5.2’de verilmistir.

0.01 —

—:PSM
1 -—--:POSM
t=0.001
0.008 —
2 0006 —
=}
=
x 1 N
o] TN
& ~ 7 \
T o004 — i ~, 0 \\
) \ . N
\ \
4 / /
\ \
J \ / \
\ /
0,002 — K \ /
, \ o
. L
1
P
/
0 T T T T T T T T T
o 02 04 s 08
X

N
s
]
@
<

Hata x 10*
I

006 —

t=0.01

Sekil 5.1 : 0=1 icin t=0.001, 0.005 ve 0.01 zamanlarmdaki mutlak hatalarm karsilastirilmasi

001 — ’

. .
—:PSM A
R \
—:POSM [/
S t=0001
000 —| , \
’ \
// N
T . \
|
« ’ \\
2, oo —| ; .
E | \
; \
x )
- ' N
g | .
T o000t — | \
, \
! ~
/ .
; .
0.002 — // \\
. .
1/
.
.
,
0
T T [ T T
0 02 o4 0s 0s
X

—:PSM
4 --:POSM

0.02 —

0.01 —

t=0.005

Hata x 10"

008 —
—:PSM
1 ---:POSM

002 —

t=0.01

Sekil 5.2 : d=4 icin t=0.001, 0.005 ve 0.01 zamanlarindaki mutlak hatalarm karsilastirilmasi

5.4.2 ikinci test problemi

Genellestirilmis Burgers-Fisher denkleminin (5.7) analitik ¢oziim denkleminde

& =01, N = —0.0025 ve 6 = 2, 4, 8 degerleri alinmgtar.

caligmalarda alinan n = 11 ve At = 0.0001 parametreleri secilmistir.

Daha once yapilmig

Incelenen bu test probleminde PSM ve POSM icin elde edilen sonuclar daha

onceki galigmalardan daha iyi oldugu goriilmiistiir.

farkli o degerleri ve zamanlar i¢in Tablo 5.5 — 5.7’de verilmigtir.

Bu sonuglarin kargilagtirilmas:



Tablo 5.5 :

x ve t nin farkli degerleri ve 0=2, £=0.1, A=-0.0025 i¢in mutlak hatalarin karsilastirilmasi

(a=-26807.442,0=-c)

0=2
T t Sar1, 2008 PSM POSM
0.1 1.12133E — 05 5.37170E — 11 6.31561F — 11
0.2 1.46989E — 05 7.04719E — 11 1.24436E — 10
0.1 03 1.60003E — 05 7.66925F — 11 2.47514F — 10
0.4 1.64875E — 05 7.90152F — 11 2.41347F — 10
0.5 1.66712E — 05 7.98940E — 11 2.96981EF — 10
0.1 2.90376E — 05 1.40695E — 10 1.03180F — 11
0.2 4.04291EF — 05 1.95464F — 10 1.54824F — 11
0.5 03 4.46809L — 05 2.15774E — 10 1.54823F — 11
0.4 4.62715E — 05 2.23343E — 10 1.03265F — 11
0.5 4.68703E — 05 2.26201F — 10 2.12053F — 14
0.1 1.15442E — 05 5.64229F — 11 5.55619F — 11
0.2 1.51006E — 05 7.35281F — 11 1.12952F — 10
09 03 1.64278E — 05 7.98684F — 11 1.72173E — 10
0.4 1.69246E — 05 8.22344F — 11 2.33224F — 10
0.5 1.71119E — 05 8.31305F — 11 2.96099E — 10




Tablo 5.6:

x ve t nin farkli degerleri ve 0=4, £=0.1, A=-0.0025 icin mutlak hatalarm kargilagtirilmas

(v=-23743.977,f=-«)

0=4
T t Sar1, 2008 PSM POSM
0.1 1.34208E — 05 4.29993F — 11 1.19890e — 010
0.2 1.76149F — 05 5.68683F — 11 2.31559¢ — 010
0.1 0.3 1.91878FE — 08 6.21130F — 11 3.35001e — 010
0.4 1.97832F — 05 6.41561F — 11 4.30227¢ — 010
0.5 2.00142F — 05 6.50192F — 11 5.17243e — 010
0.1 3.48865FE — 05 1.15776 E — 10 4.46976e — 011
0.2 4.85914F — 05 1.61094F — 10 6.67254e — 011
0.5 0.3 5.37251F — 05 1.78146F — 10 6.60870e — 011
0.4 5.56640F — 05 1.84746 E — 10 4.27950e — 011
0.5 5.64122F — 05 1.87481F — 10 3.11895e¢ — 012
0.1 3.83199F — 05 4.76527TF — 11 8.71749¢ — 011
0.2 5.34140F — 05 6.18394F — 11 1.82454e — 010
0.9 03 5.91084F — 05 6.71834F — 11 2.85830e — 010
0.4 6.12989F — 05 6.92637F — 11 3.97298¢ — 010
0.5 6.21833F — 05 7.01377TE — 11 5.16846¢e¢ — 010




x ve t nin farkli degerleri ve 0=8, £=0.1, A=-0.0025 icin mutlak hatalarin karsilastirilmas

Tablo 5.7:

(=-21937.057,0=-c)

0=28
T t Sar1, 2008 PSM POSM
0.1 1.47050EL — 05 2.66396L — 11 1.84907F — 10
0.2 1.93270E — 05 3.58646L — 11 3.47224EF — 10
0.1 03 2.10749E — 05 3.95652F — 11 4.86972F — 10
0.4 2.17508F — 05 4.12100E — 11 6.04158E — 10
0.5 2.20270E — 05 4.20937E — 11 6.98801L — 10
0.1 3.83199E — 05 7.52639E — 11 1.23985F — 10
0.2 5.34140F — 05 1.05310F£ — 10 1.85502F — 10
0.5 03 5.91084E — 05 1.17194F — 10 1.84611F — 10
0.4 6.12989E — 05 1.22358F — 10 1.21344F — 10
0.5 6.21833E — 05 1.25037E — 10 4.24494F — 12
0.1 1.15325FE — 05 3.23339F — 11 9.51818F — 11
0.2 2.00506E — 05 4.18010F — 11 2.12739F — 10
09 03 2.18329E — 05 4.55691F — 11 3.52650EL — 10
0.4 2.25218E — 05 4.72393F — 11 5.14901E — 10
0.5 2.28032E — 05 4.81349F — 11 6.99470F — 10
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Elde dilen sonuglar Sekil 5.3 — 5.5’de modellenmigtir. Bu ¢alismada POSM igin

elde edilen sonuclar beklenildigi kadar iyi olmamistir, yani baz1 zaman dilimlerinde

PSM’nin daha iyi ¢oziimler ortaya koydugu goriilmiistiir.
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