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OZET

Bu ¢alismada, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Reddy kiris teorileri gibi farkli kiris
teorilerinde dalga yayinimi ¢alisilmistir. Bu kiris teorilerine ait dalga yayinim egrileri elde
edilmis ve elde edilen egriler diizlem elastisite ¢oziimleriyle kiyaslanmistir. Timoshenko
kiris teorisindeki gibi Reddy kiris teorisinde de iki adet dalga yaymim egrisi elde
edilmistir. Buna karsilik, Euler-Bernoulli kiris teorisinde bir adet dalga yaymim egrisi
elde edilmistir.

Timoshenko ve Reddy kiris teorilerinde diizlem i¢i kuvvetin etkileri incelenmis ve
Timoshenko ve Reddy Kirislerine ait dalga yaymim egrileri diizlem elastisite ¢oziimiiyle
kiyaslanmistir.

Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Reddy kiris modellerinin serbest titregsim frekans
denklemleri farkli sinir kosullarinda elde edilmistir.

Timoshenko kiris teorisinde farkli kayma diizeltme faktorleri kullanilarak analiz

yapilmis ve Timoshenko kirisi i¢in faz hiz1 ve grup hiz1 degerleri bulunmustur.
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ABSTRACT

In this study wave propagation in beams is studied using different beam theories
like Euler-Bernoulli, Timoshenko and Reddy beam theories. Dispersion curves are
obtained for these beam theories compared with plane elasticity solutions. It is obtained
that there are two branches for the Reddy beam theory similar to Timoshenko beam
theory. However one branch is obtained for the Euler-Bernoulli beam theory.

The effects of in-plane load on the Timoshenko and Reddy beam theories are
examined and dispersion curves of the Timoshenko and Reddy beams are compared with
plane elasticity solution.

Free vibration frequency equations of Euler-Bernoulli, Timoshenko and Reddy
beam models are obtained for different boundary conditions.

Different shear correction factors are used for analysis of Timoshenko beam theory

and phase velocity and group velocity values are determined for the Timoshenko beam.
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ONSOZ

Bir¢ok miihendislik yapisinda zamanla ortaya ¢ikan hasarlar, yapilarin mekanik
ozelliklerini degistirerek mukavemetlerinin azalmasina neden olurlar. Bu nedenle
miithendislik yapilarindan biri olan kirislerin de mekanik davraniglarinin belirlenmesi ve
buna bagli olarak miihendislik yapilarinin tasarlanmasi olduk¢a 6nemlidir. Bu ¢alismada,
dikdortgen kesitli izotropik kirislerin yliksek mertebeli kayma deformasyon teorileri ile
dalga yaymimi analizi ve serbest titresim analizi yapilmigtir. Kayma deformasyon
teorilerinden biri olan Timoshenko kiris teorisinde, ikinci spektrum frekans degerlerinin
fiziksel anlami iizerine arastirmalar yapilmistir.

Bu tez calismasinin hazirlanmasinda, her konuda benden yardimlarini ve
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BOLUM 1

GIRIS

Bu tez ¢alismasinda, dikdortgen kesitli, izotropik kiriglerin dalga yayimimi analizi
yapilmis ve kirislerin serbest titresimi sirastyla Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Reddy
kiris teorileri ¢ergevesinde incelenmistir. Dalga yaymimi analizi ile Timoshenko ve
Reddy kiris teorilerine ait ikinci spektrum frekans degerlerinin fiziksel anlami
arastirilmistir.

Bu béliimde ilk olarak problem ve 6nemi agiklanmis, konuyla ilgili daha 6nce
yapilan c¢alismalara yer verilmis ve son olarak da c¢alismanin amaci ve kapsami

anlatilmistir.

1.1. Problem ve Onemi

Kiriglerin dinamik davraniglarinin analizi miihendislikte 6nemli bir arastirma
konusu olmustur. Demiryolu miihendisligi, sivi ve gaz iletim hatlarinda kullanilan
borular, gemi iskeletlerinde ve koprii ayaklarinda kullanilan kiris kolon baglantilari
kirislerin kullanim alanlarindan bazilaridir. Kiris, kalinlik ve genislikleri uzunluklarina
gore daha az olan, eksenine diisey yonde etkiyen yiikleri tasiyan narin yap1 elemanlar
olarak tanimlanir.

Tiim elastik cisimlerde oldugu gibi, kirigler de bir dis uyaran etkisinde kendi
denge noktasi etrafinda mekanik salinim hareketi yapar ve uyaran kaldirildiginda da
salinim hareketine devam eder. Meydana gelen bu salinim hareketine serbest titresim
hareketi denir. Cismin sadece esnekligine ve kiitlesine bagli olan ve cismin o frekansta
uyarilirsa yliksek genlikle ve siirekli olarak titresecegi frekansa dogal frekans denir. Diger
bir deyisle frekans cismin bir saniyedeki toplam salinim sayisidir. Bir cismin dogal
frekansiyla ¢akisan bir frekansta uyarilmasi sonucunda ortaya ¢ikan fiziksel olaya

rezonans denir. Rezonansa girmis bir kiris asir1 sekilde titresir ve genlik degeri artarak



sonsuza gider. Bundan dolay1r miihendislik yapisinin dogal frekanslarmin bilinmesi,

yapinin zarar gormeden emniyetli bir sekilde ¢alisabilmesi agisindan oldukg¢a 6nemlidir.

1.2. Daha Once Yapilan Calismalar

Bir kirisin elastik deformasyonu genel elastisite denklemleri kullanilarak ilk kez
Jacob Bernoulli tarafindan incelenmistir. 18.yy’da Jacob Bernoulli (1654-1705), elastik
bir kirigin egilmesinin, kirisin her noktasi i¢in egilme momenti ile orantili oldugunu
belirtmistir. Daniel Bernoulli (1700-1782) ise titresen bir kirisin diferansiyel hareket
denklemini ¢ikarmistir. Leonhard Euler (1707-1783), ¢esitli yiikkleme durumu altinda
calisan elastik kirislerin sekil degisimlerini incelemis ve Bernoulli teorisini dogrulamistir.
Bu yaklasim Euler-Bernoulli kiris teorisi olarak adlandirilir ve miihendislikte klasik kirig
teorisi olarak bilinir. Bu teori ile miihendislikte kirislerin yiikk tasima ve ¢okme
karakteristikleri hesaplanmaktadir. Euler-Bernoulli kiris teorisi birgok miihendislik
problemlerine basit ve makul bir ¢6ziim sunmaktadir. Ancak bu teori yiikksek modlardaki
dogal frekanslar i¢in yetersiz kalmaktadir. Ayn1 zamanda bu teoride, ince ve uzun narin
kirisler icin dogal frekans degerleri dogru olarak bulunabilirken, teori kisa ve kalin
kiriglere uygulandiginda yetersiz kalmaktadir. Bunun temel nedeni kiriste meydana gelen
kayma sekil degisiminin etkisinin g6z ardi edilmesidir.

Euler-Bernoulli klasik kiris teorisine alternatif olarak Timoshenko tarafindan
farkli bir yaklagim sunulmustur. Donme etkilerinin yaninda, kayma etkilerinin de dikkate
alindig1 bu yaklasim Timoshenko kiris teorisi olarak bilinir (1921). Timoshenko Kkiris
teorisi, narin kiriglerin yaninda kisa ve kalin kirisler i¢in de anlamli sonuglar vermektedir.
Timoshenko kiris teorisinde kesitte sabit bir kayma sekil degisimi (sabit kayma gerilmesi)
dagilimi kabul edilir. Ancak elastisiteden de bilindigi gibi kayma gerilmesi dagilimi sabit
degildir. Bu sebepten dolay1 olusan hatayr diizeltmek i¢in Timoshenko kiris teorisinde
diizeltme faktori kullanilir.

Cowper (1966) tarafindan Timoshenko kirigine ait kayma diizeltme faktori
Poisson oraninin bir fonksiyonu olarak ifade edilmistir. Renton (1997), kullandig:
diizeltme faktorii degerleriyle diizlem gerilme elastisite teorisi sonucuna daha da
yaklagmistir.

Timoshenko Kkiriglerinin egilme titresimlerine, dénme ataletinin ve kayma

rijitliginin etkisi, Traill-Nash ve Collar (1953) tarafindan ortaya konmustur.



Anderson (1953), iiniform kirislerin titresimlerini Timoshenko kirig teorisine gore
incelemis, Dolph (1954), genel anlamda egilme titresimini, Timoshenko teorisi esaslarina
uygun arastirmistir.

Dolph ve Herrman (1955), iki tarafi basit destekli kirisin, dis kuvvetleri dikkate
almadan sinir deger problemini elde etmislerdir.

Huang (1961), altt sinir kosulu igin Timoshenko kiris modelinin frekans
denklemlerini ve mod sekillerini olusturmustur.

Statik olarak eksenel kuvvete maruz Timoshenko kiris-kolon baglantilarinin
dinamik davranisi, Cheng ve Tseng (1973) tarafindan incelenmistir.

Chen (1987), Timoshenko kiriginin egilme titresim analizini genellestirilmis
dinamik rijitlik matrisini kullanarak gergeklestirmistir. Timoshenko kirisinin, farkli sinir
kosullarina gore dinamik analizi Kim ve Renardy (1987) tarafindan gerceklestirilmistir.

Kayma deformasyonunu ayrintili olarak inceleyen Reddy, Wang ve Lam (1997),
Timoshenko teorisine alternatif teoriler {izerinde ¢aligsmislardir.

Geist ve McLaughin (1998), iiniform her iki ucu serbest Timoshenko kiriginin
0zdegerlerinin elde edilecegi bagintilar1 ortaya koymuslardir.

Kruszewski (1949), ankastre kirigin ilk ii¢ antisimetrik modunu, iki tarafindan
serbest kiris i¢in ise simetrik ve anti simetrik modlarini elde etmistir.

Goens (1931), iki ucu serbest Timoshenko kirisleri ile yapmis oldugu ¢alismada
diferansiyel hareket denklemlerinin iki adet ¢6ziimiiniin oldugunu goézlemlemistir. Bir
¢ozlim hiperbolik ve trigonometrik fonksiyonlardan olusurken, diger ¢6zlim ise sadece
trigonometrik fonksiyonlardan olusmaktadir. Bu ¢6ziimlerin kritik frekansin iistiindeki
titresim modlarinda kayma ve donme ataleti parametrelerine bagli olarak farkli dogal
frekans degerleri verdigini gozlemlemistir. Traill-Nash ve Collar (1953), bu degisimi
Timoshenko kiris teorisinde ikinci spektrumun varlig: ile agiklamistir. Ikinci spektrumun
varligini iki ucu basit destekli ve iki ucu serbest kirislerde yapmis olduklar1 niimerik
cOzlimlerle gostermislerdir.

Anderson (1953), Timoshenko kirisinde egilme titresimini incelemis ve her iki
ucu basit destekli kirigler i¢in iki ayr1 frekans spektrumunun varligini kesfetmislerdir.

Dolph (1954) ve Kapur (1966) da basit destekli sinir kosullar1 igin Timoshenko
kirislerinde ikinci spektrumun varligini ispat etmisler, ancak diger sinir kosullari igin

ikinci spektrumun varligr hakkinda yorum yapamamuslardir.



Abbas ve Thomas (1977), sonlu elemanlar modelini kullanarak her iki ucu basit
destekli kirig igin ikinci spektrumun varligini dogrulamislardir. O zamandan beri,
Timoshenko’nun ikinci spektrumu ile ilgili iki sorun arastirmacilarin oldukga ilgisini
cekmistir. Ilk olarak basit destekli sinir kosullar1 disindaki farkli sinir kosullarinda ikinci
spektrum frekans degerlerinin gegerliligi aragtirtlmistir. Ayrica ikinci spektrumun fiziksel
bir anlaminin olup olmadig1 bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir.

Stephen (1982), bu arastirmalarinin sonucunda “Timoshenko Kkiris teorisinin
ikinci spektrum frekans degerlerinin varliginin kagiilmaz oldugunu ancak anlamsiz
sonuclar vermesi sebebiyle onem verilmemesi gereken bir teori oldugunu ifade etmistir.”
Stephen bu diislincesini, bulunan faz hizlarinin elastisite teorisindeki degerlere gore
olduke¢a yanlis sonuglar vermesine dayandirmistir. Kiigiik titresim modlarinda genis bir
dalga boyu araliginda birinci spektrum frekans sonuclarinin miikemmel bir sekilde
uyumlu oldugunu, fakat ikinci spektrum frekans degerlerinin PC teorisi ile uyumlu
olmadigini belirtmistir.

Yine Stephen (1982), dairesel kesitli sonsuz bir kiriste dalga yaymimini
inceleyerek diizlem gerilme elastisite sonucglartyla Timoshenko kirisindeki birinci ve
ikinci spektrum degerlerinin karsilastirmasint yapmustir. Birinci spektrumun ilk yirmi
dogal frekans degeri icin diizlem gerilme elastisite teorisiyle oldukc¢a uyumlu oldugu
gozlenirken, ikinci spektrum degerlerinin sadece ilk iki moddaki degerlerde diizlem
gerilme elastisite sonuclartyla uyumlu oldugunu gézlemlemistir. Daha yiiksek titresim
modlarinda ayn1 uyumun olmadigini belirtmistir. Boylece ikinci spektrumun fiziksel
anlaminin olmadig1 sonucuna varmistir.

Levinson ve Cooke (1982), Timoshenko kiris teorisinde 6z deger ve 6z vektor
problemlerini ¢alisirken ikinci spektrumun varligini dikkate almanin gerekli olmadiginm
savunmuslardir. Yapmis olduklari ¢alismada karakteristik denklemin yalnizca her iki ucu
basit destekli kiris igin c¢arpanlarina ayrilabildigini sdylemisler ve ikinci spektrum
kavramimin ancak diger sinir kosullar1 i¢in de bulunmasi sartiyla kabul edilebilir
oldugunu savunmuslardir.

Chervyakov ve Nesterenko (1993), ikinci spektrumun fiziksel anlamini
arastirmiglar ve yaptiklar1 ¢calismada Timoshenko kiris teorisindeki birinci spektrumun

mekanik enerji degerinin pozitif ¢iktigini, ikinci spektrumun mekanik enerji degerinin ise



negatif ¢iktigini belirtmislerdir. Bu yiizden ikinci spektrum degerlerinin fiziksel bir
anlaminin olamayacagini ifade etmislerdir.

Han vd. (1999), ikinci spektrumu kisaca agiklayarak egilme momenti ve kesme
kuvveti ifadelerinin birinci spektrum igin es fazli iken, ikinci spektrum degerlerinde es
fazli olmadigini gostermislerdir.

Renton (2001), Timoshenko’nun ikinci spektrum teorisinin dogrulugunu dalga
yayimimi yoluyla aragtirmistir. Dalga boyunun kiris yiiksekliginden daha biiyiik oldugu
durumlar i¢in ikinci spektrum frekans egrisinin diizlem gerilme elastisite ¢6ziimiiyle
uyumlu oldugunu ancak daha diisiik dalga boylarinda ikinci spektrum ile diizlem elastisite
¢ozlimii arasindaki farkin giderek arttigini gézlemlemistir.

Stephen (2006) ve Puchegger (2006), Timoshenko Kkiriginin titresimini
incelemisler ve elde ettikleri sonuglar1 her iki ucu serbest sinir kosulu i¢in deneysel
sonuglarla kiyaslamiglardir. Bu kiyaslamanin sonucunda Timoshenko ikinci spektrum
frekans degerlerinin kritik frekans degerinin iistiinde ¢iktigini gézlemlemisler ve ikinci
spektrum degerlerinin ihmal edilmesi gerektigini belirtmislerdir.

Bhaskar (2009), Timoshenko kiriginin elastik dalgalarda ¢éziimiinii yapmistir ve
ikinci spektrumun ihmal edilmesinin istatistiksel enerji analizi metodu kullanildiginda
onemli hatalara sebep olacagini belirtmistir.

Manevich (2015), ikinci spektrumun fiziksel anlamini elastik zemin etkisiyle
aciklamistir. Zemin etkisinin ikinci spektrum frekans degerlerinden bagimsiz olarak
aciklanamayacagin ifade etmistir.

Bickford (1982), diisey kayma gerilmelerinin kalinlik boyunca parabolik olarak
degisimini dikkate alarak bir kiris teorisi ortaya koymustur.

Reddy (1984), bir plagin alt ve iist yiizeylerinin gerilmeden bagimsiz olma sartini
kullanarak Parabolik Kayma Deformasyon Teorisini (PKDT) gelistirmistir. Diizlem igi
yer degistirmelerin kiibik olarak secilmesiyle dik kayma genlemelerinin parabolik olarak
degisimini saglamistir.

Bickford (1982) Reddy (1988), yer degistirme alanina bagl siirekli hareket
denklemleri tiiretmislerdir. Bickford’un ¢alismasi izotropik kiriglerle sinirli iken, Reddy
caligmasinda tabakali kompozit plaklar1 dikkate almistir. Reddy’nin iigiincii mertebe
tabakali plak teorisi Heyliger ve Reddy (1988) tarafindan izotropik kirislerin lineer ve

nonlineer egilme ve titresimlerinin incelenmesinde kullanilmistir.



Petrolito (1995), Reddy kiris teorisini kalin kiriglerin tam katilik analizine
uygulamistir. Kirisin sekil fonksiyonlarin1 diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinden
tiireterek sonlu elemanlar metodunu kullanmislardir.

Soldatos ve Timarc1 (1993)’nin yer degistirme alanina eklenen sekil fonksiyonlari
yardimt ile birlestirilmis kayma deformasyonu teorisi, dik katmanli kabuk yapilarin
dinamik analizi (1995) ve dik katmanli plaklarin burkulma analizinde (Aydogdu ve
Timarci, 2005) kullanilmistir.

1.3. Calismanin Amaci ve Kapsamm

Kiris problemlerinde analitik ¢ozliimler kiris uglarina uygulanan farkli sinir
sartlarina gore yapilmaktadir. Bu sinir sartlari kiris uglarinin basit destekli, ankastre ve
serbest olmasi1 durumlarinin farkli varyasyonlari alinarak belirlenir.

18. yy’ da, bir kirisin egilme titresimini, sadece eylemsizlik kuvveti ve egilme
olusturan kuvvetleri dikkate alarak inceleyen Euler (1744), miihendislikte klasik kirig
teorisi olarak adlandirilan bir teorinin ortaya ¢ikmasini saglamistir. Klasik kiris teorisi,
diizgiin izotropik bir kirisin elastikliginin basitlestirilmis bir ifadesidir.

Timoshenko (1921), kayma sekil degisiminin de dikkate alindig1 bir kiris teorisini
ortaya cikarmigtir. Matematiksel bakis agisina gore Timoshenko kirig teorisinin ana
Ozelligi bir noktadaki gerilme-sekil degistirme durumu, toplam ¢okme ve egilme egimi
olacak sekilde iki adet boyutlu vektor ile tanimlanabilmektedir. Bunun sunucunda farkli
fazlarda iki adet dalga yaymimi egrisi (iki ayr1 spektrum) gérmek miimkiindiir.

Farkli sinir kosullarina sahip Timoshenko kiriglerine ait serbest titresim frekans
denklemlerinin analitik ¢6ziimii Timoshenko ve Young (1955) tarafindan yapilmistir.

Fybra (1972), kitabinda kirislerin serbest ve zorlanmis titresim problemlerinin
analitik olarak ¢Oziimlerini vermistir.

Timoshenko kiris teorisinde varsayilan yer degistirme yaklasimi kirigin alt ve {ist
yiizeylerinde kayma sinir kosulunu saglamamaktadir. Bunun iizerine Reddy (1984),
kiriglerin ylizeylerinde kayma gerilmelerinin sifir olmas1 sartin1 saglayan ve boylece
Timoshenko kiris teorisindeki gibi kayma diizeltme faktoriine ihtiyag duymayan bir
yiiksek mertebe kiris teorisi ortaya koymustur.

Bu tez ¢alismasinin temel amaci kirislerde yiiksek mertebeli kayma deformasyon

teorisini (Reddy kiris teorisi) kullanarak Timoshenko kiriglerinde ortaya ¢ikan ikinci



spektrumun fiziksel anlaminin olup olmadigini aragtirmaktir. Literatiirde Timoshenko
kiriglerinde ikinci spektrumun varligi ispatlanmis ancak fiziksel anlami konusunda
giinlimiize kadar bir¢ok arastirmaci farkli goriisler ortaya koymustur. Bu ¢alisma ile
Timoshenko kirislerinde ikinci spektrum frekanslarinin fiziksel anlami arastirilacak ve bu
konu ile ilgili literatiire katki saglanacaktir.

Bu kapsamda, ¢alismanin 2. boliimiinde, Euler-Bernoulli (EB), Timoshenko ve
Reddy kiris teorilerinin diferansiyel hareket denklemleri ve genel sinir kosullarini veren
ifadeler Hamilton Prensibi kullanilarak c¢ikarilmistir. 3. boliimde diizlem gerilme
elastisite ¢ozliimii ile EB, Timoshenko ve Reddy kiris teorilerinin hareket denklemlerinin
dalga yaymimi metodu ile analitik ¢éztimleri yapilmigtir. Buna ek olarak, Timoshenko
kiris modelinin uglarina diizlem i¢i (P) kuvveti uygulanarak kiriste meydana gelen yer
degistirme acilar1 arasindaki faz durumlar1 incelenmistir. 4. bdliimde, uglarindan basit
destekli, ankastre ve serbest siir kosullarinin farkli kombinasyonlarmin etkisindeki
izotropik kiriglerin ii¢ kiris teorisi i¢in titresim analizleri yapilmistir. 5. boliimde elde
edilen sonuglar, tablo ve grafiklerle gdsterilmistir. Son boliim olan 6. boliimde ¢alismadan

elde edilen genel sonuclara yer verilmistir.



BOLUM 2

EULER-BERNOULLI, TIMOSHENKO VE REDDY KIRIi$
TEORILERININ HAREKET DENKLEMLERI VE SINIR
KOSULLARI

2.1. Giris

Bu béliimde, izotropik kirislerin hareket denklemleri genisletilmis Hamilton
Prensibi kullanilarak elde edilmistir. Kiriglere ait yer degistirme fonksiyonlarina yer
verilmig ve klasik kiris teorisi ile birlikte Timoshenko ve yiiksek mertebeden kayma

deformasyonlu kiris teorileri (Reddy kiris teorisi) incelenmistir.

2.2. Euler-Bernoulli (EB) Kiris Teorisi
EB kiris teorisine gore, egilmeden Once tarafsiz eksene dik ve diizlem olan
kesitler, egilmeden sonra da tarafsiz eksene dik ve diizlem kalirlar. Bu ¢alismada, tiim
kiris modelleri i¢in agsagida verilen kabuller yapilmistir.
-Malzeme lineer elastiktir.
-Poisson etkisi ihmal edilmistir.
-Doénme agist ¢ok kiiciik oldugu i¢in, kii¢lik ag1 varsayimi yapilabilir.
-Kiitle merkezinden gecen eksen ile notral eksen kesismektedir. Bu yiizden kesit alani

simetriktir.

2.2.1. EB Kiris Teorisinin Hareket Denklemi ve Sinir Kosullari
Bir kiris modelinin geometrisi ve boyutlar1 kartezyen koordinat sisteminde

(X, Y, z) Sekil 2.1 deki gibi tanimlanmustir.
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Orta Diizlem

Sekil 2.1. Kirig geometrisi ve eksen takimlari

Buna gore, EB kirisi i¢in yer degistirme alani ifadeleri izleyen sekilde verilmektedir [2].

Ux,zt) = ulxt) —zwy + f(2)u (x5 1),

V(x,z;t) =0,
W(x,z;t) = w(x;t),
EBKT: f(z) = 0. 2.1)

Burada, U, V, W kirise ait bir noktanin sirasiyla x,y ve z eksenlerindeki yer
degistirmelerini, u, v ve w ise orta diizlemdeki bir noktanin “¢” anindaki yer
degistirmelerini, U1 ise orta diizleme etki eden kayma genlemesini gostermektedir. ““,x”
ifadesi, x” e gore kismi tiirevi, f(z) ise kiris teorisine ait sekil fonksiyonunu temsil
etmektedir. EB kiris modelinin sekil degistirdikten sonraki hali Sekil 2.2 ile

gosterilmektedir.
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Sekil 2.2. EB kirisinde yer degistirme

Burada, eksen yer degistirmesi olan “Up” degeri ¢ok kii¢iik oldugundan ihmal edilmekte
ve kirisin yer degistirme denklemlerinde dikkate alinmamaktadir.

Bir EB kirisi i¢in genleme potansiyel enerji ifadesi asagidaki gibi ifade edilir [30].

1 (L (2W(x D\
PEegilme :E_]; El OT dx (22)

Burada E elastisite modiilii, | kiris kesitinin alan atalet momentini, W(x,t) kirisin yer
degistirme fonksiyonunu, t zamani ve L kirisin boyunu gdstermektedir. Bu kiris i¢in
kinetik enerji ifadesi;

KEegiime = 1prA (M)Z dx (2.3)

2J), ot

seklinde yazilabilir. Burada p kirig malzemesinin yogunlugunu, A ise kirisin kesit alanini
ifade eder. Boylece EB kiris teoremi igin Lagrange fonksiyonu;

L = KEegiime — PEegilme (2.4)

M Wy 2W(x )\’
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olacak sekilde yazilabilir.

t
~ aW(x D)2 2W(x, )\’ ~
__aff [ ) — EI (—) ]dxdt+tff(x,t)5Wdt_o (2.6)

ox?2

Burada f(x,t) korunumsuz kuvveti, "&" ise varyasyonel sembolii gostermektedir.

“Genigletilmis Hamilton Prensibi” kullanilarak ve denklem (2.6)’ nin ayr1 ayr

denklemler (2.8) bulunabilir.
Diferansiyel hareket denklemi ve sinir kosullarini veren ifadeler sirasiyla;
9*W(x, 1) 92W(x, 1)
EIl A =
axt TP e
63W—O =0,L 6W_0 EIGZW
ax T U gy TV VARG

olacak sekilde bulunur.

(2.7)

W = 0 veya EI =0,x=0,L. (2.8)

Bu simir sartlarindan yer degistirme bilesenleri ile ilgili olanlara geometrik sinir sartlari
denir. Kirislerin uglarindaki baglantilara goére farklilik gosteren ve bu c¢alismada
kullanilacak, geometrik sinir kosullarindan bazilar1 asagidaki gibidir.

Basit destekli (B) sinir sarti:

W=0 62W=0 x=0,L (2.9)

’ 0x? ’ Y
Ankastre (A) sinir sarti:

oW

W =0, T 0, x=0,L, (2.10)
Serbest (S) sinir sarti:
62W=0 63W=0 x=0,L (2.11)
0x? ' 0x3 ’ o '

2.3. Timoshenko Kiris Teorisi
Timoshenko kiris teorisinde, egilmeden Once tarafsiz eksene dik ve diizlem olan
kesitler, egilmeden sonra yine diizlem kalir, ancak tarafsiz eksene dik kalmazlar. Boylece

kayma gerilmelerinin kirisin egilmesine olan etkisi dikkate alinmis olur.

2.3.1. Timoshenko Kiris Teorisinin Hareket Denklemi ve Sinir Kosullari

11



Bir Timoshenko kiris modeli i¢in yer degistirme alani ifadeleri izleyen sekilde
verilmektedir.

U(x,z;t) = u(xt) —zwy + f(2D)u; (x5 1),

V(x,z;t) =0
W(x,t) = w(x;t),
TKT: f(z) = z. (2.12)

Burada, f(z) Timoshenko kiris teorisinde (TKT), kalinlik boyunca enine kayma
gerilmesi ve genleme dagilimini gosteren sekil fonksiyonunu temsil etmektedir.
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Sekil 2.3. Timoshenko kirisinde yer degistirme

Bir Timoshenko Kkirisi i¢in toplam genleme potansiyel enerji ifadesi kartezyen

koordinatlarda izleyen sekilde ifade edilir [30].

2
PEcopiam = f lEI a(p(x t) + KGA (@—w(x@) ldx (2.13)

Burada G kayma modiilii, k Timoshenko’nun diizeltme faktorii, W(X,t) yerdegistirme,
@ (x,t) ise egilme momentine bagli olan donme agisin1 gostermektedir.

Timoshenko kirisinin yatay yer degistirmesinden kaynakli kinetik enerji ifadesi;

12



L
1 AW(x, t)\°
KEegime = 5 f pA( M ) dx (2.14)
0

ve kiris kesitinin donmesinden kaynaklanan kinetik enerji denklemi;

KE g = = f l a‘p(x t) ldx (2.15)

olacak sekilde yazilir. Boylece Timoshenko kirisinin toplam kinetik enerji ifadesi

denklem (2.16)’ daki gibi elde edilir.

KEtoplam = % OfL [pA (aw;f, t))z + pl (M)z] dx (2.16)

ot

Boylece Timoshenko kiris teoremi i¢in Lagrange fonksiyonu;

L = KE¢op — PE¢op (2.17)
L 2 2 2

1 OW(x,t) dp(x,1) 2p(x,1) OW(x,t)
=g (5 ) +or(P0) - (P0) a0 )

olarak bulunur.

—5 f ” aW(x t) (B(p()t( t)) m <6q)(x,t))2 A (aW(x,t) _ @(Xit))z]dxdt

dx

(2.18)

ox 0x

+ ] f(x,t)éwdt = 0 (2.19)
t

“Hamilton Prensibi” uygulanarak ve denklem (2.19)’ un ayr1 ayr1 varyasyonlari alinarak

Timoshenko kiris modelinin hareket denklemleri (2.20), (2.21) ve genel sinir kosullarini

veren denklemler (2.22) bulunabilir.

Diferansiyel hareket denklemlerini ve sinir kosullarini veren ifadeler sirasiyla;

dp(x,t) 92W(xt) 0?W(x,t)
—KGA< R + f(x,t) = pA—6t2 , (2.20)
%@ (x,1) OW(x,t) %@ (x,1)
El—axz — kGA <(p — ox ) = pl —atz . (2.21)
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(oL A

@ =0veyaEl—=0, x=0,L, W= _0veya KGA((p ——) =0,x=0,L (2.22)
0x 0x

olacak sekilde bulunur.

Burada, EI d¢/dx moment, kGA(p — 0W /0x) ise kesme kuvvetidir.

2.4. Reddy Kiris Teorisi

Diizlem igi yer degistirmelerin kalinlik ile yiiksek mertebeden degistigi ve kirisin
alt ve st yiizeylerinde kayma gerilmelerinin sifir olmasi sartin1 saglayan bir teori Reddy
(1984) tarafindan ortaya konmustur. Kalinlik koordinatina bagli bir sekil fonksiyonu
secilerek kayma deformasyon teorileri elde edilebilmektedir. Klasik kiris teorisi ve
Timoshenko kiris teorisi, sekil fonksiyonunun (f(z)), sirasiyla O ve z’ ye esit olmasi
durumlarinda elde edilmisti. Reddy (1984) ise, sekil fonksiyonunu kalinlik koordinatinin

kiibik bir fonksiyonu olacak sekilde secerek Parabolik Kayma Deformasyon Teorisini

(PKDT) 6nermistir.

2.4.1. Reddy Kiris Teorisinin Hareket Denklemi ve Simir Kosullari
Reddy kiris teorisinde biiyiikliikler y-ekseninden bagimsiz olacak sekilde yer
degistirme alanm1 asagidaki hali alir.
Uxzt) = ulxt) —zwy + f(2)ui (x5 t),
V(x,z;t) =0,
Wt =wxt),

4772
PKDT: (2) = z (1 . W) (2.23)
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Sekil 2.4. Reddy kirisinde yer degistirme

PKDT icin verilen kinematik iligkiler asagidaki gibi yazilabilir.
Ex = Uy — ZWyy + f(Z) U &
Ve = f'@Dwy (2.24)
Burada & ve y,, genleme bilesenlerini gostermektedir.

Reddy kiris modeli i¢in gerilme ifadesi Hooke Yasas1 yardimiyla,
ox = Egy,
Txz = GYxz - (2.25)
o, normal gerilme ve t,, kayma gerilmesi bilesenleri bulunabilir.
Reddy kiris teorisinin hareket denklemlerini ve genel sinir kosullarin1 veren denklemler
Hamilton’un Varyasyonel ilkesi uygulanarak elde edilecektir. Bu amacla, Reddy kiris

modeli i¢in genleme enerjisi,

L A
1
Ug = EJ j(cxex + Ty, Vxz)dxdA (2.26)
00

seklinde yazilabilir. Burada A kirisin kesit alanini ifade etmektedir.

g dis yiikiiniin olusturdugu potansiyel enerji ise Up ile gdsterilmektedir.
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N| =

L
9°W
UD = f q(X)W + NO W dx (227)
0

Burada, q(x) kiris kesitinde enine uygulanan dis yiikii, No ise eksenel yiikii

gostermektedir. Kinetik enerji ifadesi ise,

L A
1
K= Ef f p(U2 + W#) dxdA (2.28)
00

. . . n a n . . .. .. .
seklinde tanimlanir. Bu esitliklerde =, = 7t ifadesi zamana gore tlirevi

gostermektedir. Boylece Reddy kiris modeli i¢in belli bir zaman araliginda Hamilton’un

Varyasyonel ilkesi asagidaki gibi yazilabilir.

t

f (6Ug +8Up —6K)dt =10 (2.29)
t1

Denklem (2.29) ¢oziildiigiinde hareket denklemleri, kuvvet ve moment bilesenlerine bagli

olarak,

N% = (Pou + Po1Uy — P1W,x)

)

tt
c
M,XX - (plu,x + pllul,x + PoW — pZW,XX) t’

M5 —Q = (p01u + PozUs — F)11W,x)'tt . (2.30)
seklinde elde edilir. Burada, “ c " ile gosterilen iist simge, orta diizlemde meydana gelen
ve EB teorisini tanimlayan genleme bilesenlerini ifade eder. “a ” simgesi ise EB genleme
bilesenlerine ek olarak kayma deformasyon etkilerini de dikkate alan orta diizlemdeki
genleme bilesenlerini tanimlamaktadir. Bu esitliklerde ifade edilen kuvvet ve moment

bilesenleri asagida tanimlanmustir [20].

h h h
2 2 2
N¢ = fcxdz , M€ = foxzdz , Q? = frxz f'(z)dz,
_h _h _h
2 2 2
h
2
M? = fcxf(z)dz. (2.31)
h

2

pij» 10,1 ; j=1,2) ile gosterilen atalet katsayilar1 da asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
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h/2

p; = fpzidz (i=0,12),
-h/2
h/2

pij = J. pz! [f(z)]dz i=01;j=12). (2.32)
—hy/2

Bununla birlikte, Reddy kiris modelinin x=0,L uglarindaki smir kosullar1 her
ciftten biri se¢ilerck asagidaki gibi farkli kombinasyonlarda uygulanabilir.
uveya N°€
w veya M§
wy veya M€
u; veya M@ (2.33)
Sunulan ¢alismada asagidaki sinir kosullar1 kullanilacaktir.

x =0, L ’de Basit Destekli Sinir Sarti:

u=w=M°=M?*=0 (2.34)
x =0, L ’de Ankastre Sinir Sarti:

u=w=Wwy=U1=0 (2.35)
x =0, L ’de Serbest Sinir Sarti:

N°= M®x= M°= M?=0 (2.36)

Denklem (2.30)’ daki kuvvet, moment ve atalet katsayilar1 ifadeleri agik bir

sekilde yazilip diizenlenirse, Reddy kiris modelinin hareket denklemi,

- 64W+E(I 4 I,)63u1_ A62W+ (I 4 I’) 03u, , d*w
1 9% 173021) 553 ~ PG TP\t T3 ) oeax Ploxzo
4 \o*w 8 16, 8%y 8 16
_E(Il_ﬁll) oz TEhi— gzl tgEh) 5z _G<A_F11+F11>“1
(T (1 8 I+ 16 1 ’w I 4 I 2.37
“P e )\t T3zt 9h41) axatzp(l 3h2 1)' (2.37)

olacak sekilde elde edilir [20].
Bu esitlikte verilen I, Ij, I;' atalet momenti terimleri kiris kesit alanina bagh olarak

izleyen sekilde tanimlanabilir.

(I, 1,1) = J(ZZ,Z4,Z6)dA (2.38)
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BOLUM 3

KIiRIS TEORILERINDE DALGA YAYINIMI

3.1. Giris

Sistemin sonsuz olmast halinde herhangi bir frekansta serbestce titresmesi,
dalgalarin yayinimu ile ilgilidir. Dalga hareketi, bir par¢anin uyarilmasi ve ona bitisik
parcalara carpmasiyla momentumu onlara iletmesi olarak tanimlanabilir. Dalga hareketi,
potansiyel ve kinetik enerjiler arasindaki bir dengedir. Boyuna dalgalar, boyuna sekil
degistirmede, egilme dalgalar1 ise egilme sekil degistirmesinde potansiyel enerji
depolarlar. Metal bir levhanin egilme hareketi, akan bir suyun igine tas atilmasindan
dolay1 olusan dalgaciklar dalga hareketine ait baz1 6rneklerdir.

Yapilardaki hasarlarin tespit edilebilmesi icin yiliksek frekansli uyarimlar
gerekmektedir. Hasar1 belirlemede kullanilan bir kavram olan dalga frekanslar
malzemenin ve hasarin ¢esidine baghidir. Sonlu elemanlarin birlestirilerek, ytliksek
titresim modlarinda yapisal siireksizlikler vasitasiyla dalga hareketinin etkilerini
yakalamak miimkiindiir. Elastik dalga yaymimi i¢in birgok niimerik teknik ve analitik
¢oziim yontemleri kullanilmigtir. Niimerik teknikler sonlu farklar metodu, sonlu
elemanlar metodu ve sinir eleman metodu olarak siralanabilir. Kiriglerde dalga yaymimi
¢oziimii ise stirekli ortamda, (Seon M. Han vd.,1999) ve (Renton, 2000) tarafindan
yapilmustir.

Bu boliimde, 2. Bolimde diferansiyel hareket denklemleri c¢ikarilan EB,
Timoshenko ve Reddy kiris teorilerinin dalga yayinim analizi yapilmistir. Her bir kiris
teorisine ait olan dalga yaymim denklemleri ¢ikarilmis ve “diizlem gerilme elastisite
¢Ozimi” yapilmistir. Son kisimda ise, Timoshenko ve Reddy kirisinin u¢larina diizlem

ici kuvvet uygulanarak, birinci ve ikinci spektrum egrilerinin faz iliskileri incelenmistir.

3.2. EB Kiris Modelinde Dalga Yayinimi
Bir EB kiriginin dalga yayinim denklemi asagidaki gibi ifade edilebilir [1].
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W = W, el(@t-k0) (3.1)
Burada Wn orta diizlemdeki yer degistirmeyi, w agisal frekansi ve Kk ise dalga sayisini
gostermektedir. Kiris malzemesinin elastisite modiilii E, kayma modiilii G ve Poisson
oranina v bagli olarak izleyen sekilde ifade edilir.

E=2G(1+v) (3.2)
Boliim 2’ de cikarilan EB kiris teorisinin diferansiyel hareket denklemi (2.7), denklem
(3.2)’de verilen dalga yayinimi ifadesi ile ¢oziilecek olursa,

Elk* — pAw? =0, (3.3)

Elk#

olacak sekilde dalga sayisina bagli boyutlu agisal frekans denklemi elde edilebilir. Kiris
malzemesinin genisligi b, kalinlig1 2h olacak sekilde kiris kesitinin alan1 ve atalet

momenti sirastyla,

A = 2bh (3.5)
b(2h)3
_ - 2) (3.6)

olarak bulunur.
(3.4)’ de verilen agisal frekans ifadesi, y = pw?/Gk? boyutsuz frekans parametresi ile
boyutsuzlastirilip, kesit alan1 (3.5) ve atalet momentini (3.6) veren ifadeler yerine

yazilirsa,

2
Y= §(1 + v)k2h? (3.7)

olacak sekilde EB kirig modelinin boyutsuz frekans parametresini veren esitlik yazilabilir

[1].

3.3. Timoshenko Kiris Modelinde Dalga Yayimim

Bir Timoshenko kirisinde dalga yaymim denklemi asagidaki gibi ifade edilebilir.
W = aei(kx—(.ot)
¢ = peikx—0t) (38)
Burada W yer degistirme fonksiyonunu, ¢ egilme momentine bagli olan dénme agisini,

a ve b parametreleri ise dalganin maksimum genligini gostermektedir. Boliim 2’ de
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c¢ikarilan Timoshenko kiris teorisinin diferansiyel hareket denklemi (2.20, 2.21), denklem
(3.8)’de verilen dalga yayinimi ifadesi ile ¢oziilecek olursa,

—KGAK? + pAw? —xGAKi ] [E] _ [0] (3.9)

KGAKi —EIk? — kGA + plw?
matrisi elde edilir. Burada a ve b genlikleri sifira esit olamayacag1 i¢in katsayilar
matrisinin determinanti sifira esitlenmelidir. Eger katsayilar matrisinin determinantini
sifira esitleyecek olursak;
aw* — Bw? +e=0 (3.10)
olacak sekilde acisal frekans denklemi bulunur. Burada,

a = p2Al,

B = —[kGApIk? + pAEIk? + pAkGA],

e = EIkGAk*

degerlerini gostermektedir. Bu esitliklerde dikdortgen kesitli Timoshenko Kkirisinin

diizeltme faktorii Poisson oranina bagl olarak asagidaki sekilde ifade edilmektedir [16].
10(1 +v)

T 12+ 11v
(3.10)’ da verilen agisal frekans ifadesi, y = pw?/Gk? boyutsuz frekans parametresi ile

(3.11)

boyutsuzlastirilip, kesit alan1 (3.5) ve atalet momentini (3.6) veren ifadeler yerine
yazilirsa, Timoshenko kiris modelinin boyutsuz frekans parametresini veren esitlik

asagidaki gibi bulunabilir.

(1+)+5+5 [1+ +5+5 251+ 3.12
Y Y2 = v 4k2h2 — ( V) 4‘k2h2 3 ( V) ( . )

3.4. Reddy Kiris Modelinde Dalga Yaymim

Bir Reddy kirisinin dalga yaymim denklemi asagidaki gibi ifade edilebilir.
Uy = uy,el@t-ko,
W = W, el (@t=k0) (3.13)
Burada U; ve W ifadeleri yer degistirme fonksiyonlarini, u,, ve Wn ifadeleri ise kirigin
orta diizleminde meydana gelen yer degistirmeleri gostermektedir. Bolim 2’ de ¢ikarilan
Reddy kiris teorisinin diferansiyel hareket denklemi (2.37), denklem (3.13)’de verilen

dalga yaymimu ifadesi ile ¢oziilecek olursa,
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—EL k* + pAw? + pl; k2 w? ELk3i — pl,w?k ] [ ] [0]
um

3.14
—ELLk3i + pl,w?ki —EI3k? — GI, + pl3w (3.14)

matrisi elde edilir. Kiris malzemesinin genisligi b, kalinlig1 da 2h olacak sekilde matriste

verilen atalet bliyilikliikleri sirastyla,

b(2h)3 4
== 2= (Il _Wh)’
8 16 8 16,
ls = (11 3zt o Il) le = (A Rzl Fh)’
~ b(zh)S . b(2h)’
I = —— Iy = — (3.15)

olacak sekilde tanimlanmaktadir. Elde edilen matriste (3.14), Wn ve u,, ifadeleri sifira
esit olamayacagi icin katsayilar matrisinin determinant1 sifira esitlenmelidir. Eger
katsayilar matrisinin determinantini sifira esitleyecek olursak;

aw* —Bw?+e=0 (3.16)
acisal frekans denklemi bulunur. Burada,

a = p?Al; + p?l;15k? — p?12k?,

B = 2El;I;pk* + pAEI;k? + pAGI, + pl,GI,k? — 2pEI5k*,

e = E?I,13k® + EGI;I,k* — E2I2Kk°®.

degerlerini gostermektedir.

(3.16) da verilen agisal frekans ifadesi, y = pw?/Gk? boyutsuz frekans
parametresi ile boyutsuzlastirilip, kesit alan1 (3.5) ve atalet momentlerini (3.15) veren
ifadeler yerine yazilirsa, Reddy kiris modelinin boyutsuz frekans parametresini veren
denklem asagidaki gibi bulunabilir.

— + / 2_4
vl.vz=( PP ae) 0 (3.17)

20 Gk2

3.5. Diizlem Gerilme Elastisite Coziimii

X-ekseni kirigin orta yiizeyinden gecen eksen boyunca olmak iizere, y-ekseni de
x-eksenine dik olacak sekilde tanimlanmaktadir. u ve w ise sirasiyla x ve y eksenlerinde
meydana gelen yer degistirme bilesenlerini ifade etmektedir. Basit harmonik hareket
varsayimiyla, Sekil 3.1° de diizlem gerilme hali verilen bir diferansiyel elemanin dinamik

denge esitlikleri asagidaki gibi yazilabilir [1].
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v
Ty + 3_}-’ d}’
iy
Ty T 3y dy
I
a1,
¥ Ty T I dx
a do
X > ‘.id
‘ oy + EW X
4
Txy dy
-+ dx >
¥
Tyy
Oy
Sekil 3.1. Diizlem gerilme durumunda diferansiyel eleman
doy 0Ty 5
=0,
0x dy TP
do, Ot
y Xy 2
— =0. 3.18
3y t—o TP (3.18)

Buradaki gerilme bilesenleri yer degistirme bilesenlerine bagli olarak,

_ 2G <6u+ (’)W) _ 2G (E)w_l_ au) _G<6u+6W) 319
“=aowax TV ) T aowyley T Wax) TGt G

seklinde yazilir. Yer degistirme bilesenleri izleyen formda seriye agilirsa,

u= Z u;sinhm;ysin(kx + a)sin(wt + ¢€),

1

w= z w;coshm;ycos(kx + a)sin(wt + €). (3.20)
T

ve denklem (3.19) daki gerilme ifadeleri denklem (3.18)’ deki denge denklemlerinde

yerine yazilip, denklem (3.20) ifadesi kullanilarak ¢oziiliirse asagidaki matris elde edilir.

22



1=V +v) -2 —(1 + )y, l V‘\‘;l] - [8] (3.21)

(1 +v)w 1-v-D+21
Bu matriste ky; ifadesi m; parametresi yerine gegmekte ve y, boyutsuz frekans
parametresini gostermektedir. Matristeki u; ve w; sifira esit olamayacagindan, katsayilar

matrisinin determinant1 sifira esitlenirse asagidaki gibi boyutsuz frekansa bagli iki adet

kok elde edilmektedir.
w=1-y ve u%=1—%(1—w) (3.22)

Kiris kesiti x-eksenine gore simetrik oldugundan, serbest yiizey kosullarinda (2h kiris
kalinlig1 olacak sekilde) y=h ve y=-h kosullar1 saglanmaktadir. Denklem (3.22)’de elde
edilen iki kok y=h'da o, = 0 ve Ty, = 0 sartin1 saglar. Bu durumda (3.21) matrisi
asagidaki halini alir.

(2 — y)coshp; kh 2coshy,kh

22y (3.23)

sinhy;kh (2 —vy) sinhp,kh [x;] - [8]

pikh Hokh
Son olarak, (3.23)’lin katsayilar matrisinin determinant1 sifira esitlenirse, boyutsuz

frekans parametresi (y) ile dalga sayisi (k) arasindaki iliski bulunabilir.

3.6. Timoshenko Kiris Teorisinde Diizlem I¢i Kuvvetin Etkisi

Timoshenko kirisinde dalga yayinimi ¢oziimiiyle elde edilen iki adet frekans
yayimim egrisi hakkinda bazi tartigmali ve agik olmayan konular vardir. Timoshenko
kirisinin uglarina bir diizlem i¢i kuvvet uygulanmasi durumunda, elde edilen iki adet
dalga yayinim egrisini kiyaslamak oldukc¢a avantajli bir yontem olacaktir. Boylece ikinci
spektrum olarak da adlandirilan ikinci dalga yaymim egrisi hakkinda literatiirde yer alan
bazi ¢caligmalara katkida bulunmak amaglanmaktadir.

Uglarina P kuvveti uygulanan bir Timoshenko kirisinde diferansiyel hareket

denklemi agagidaki gibi ifade edilir.
dp(x,t) 9*W(xt 0*W(x, t 0*W(x, t
KGA( e 0"W(x )>+P (X)+pA (X)=0

0x 0x? 0x? ot? ’
%@ (x,1) OW(x,t) %@ (x,1)
—EIT-FKGA © —T + IT =0 (324)

Yukarida verilen Timoshenko kiris teorisinin hareket denklemi (3.24), denklem (3.8)’de

verilen dalga yaymimu ifadesi ile ¢oziilecek olursa,
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—pAw?a — Pk?a + kGAkbi + kGAk?a = 0, (3.25)
—plw?b + EIk?b + kGAb — kGAkai = 0. (3.26)
olacak sekilde iki adet denklem elde edilmektedir. Elde edilen bu denklemler vasitasiyla
bir Timoshenko kirisinde kayma agisini veren ifadenin (¢ — W'), kesitteki toplam donme
acisini (¢) veren ifadeye oran1 asagidaki sekilde bulunmaktadir.
o—-W a_ KGAK?
=1——ki=1-
© b (kGAk? — pAw? — Pk?)

(3.27)

3.7. Reddy Kiris Teorisinde Diizlem I¢i Kuvvetin Etkisi
Uclarma P kuvveti uygulanan bir Reddy kirisinde diferansiyel hareket denklemi
asagidaki gibi ifade edilir.

o*w 3, 0*w d3u, o*w 9’w
EhgatE gy meAGE — g G tPhgae T Pee =0
3w 0%, 9%u, 3w
—EIl, o + El; e Gl u; — pl3 5tz + pl, EVETE = 0. (3.28)

Yukarida verilen Reddy kiris teorisinin hareket denklemi (3.28), denklem (3.13)’de
verilen dalga yayinimi ifadesi ile ¢6ziilecek olursa,

—ELwk* + ELu, k3i + pAw?wy, — plou,w?ki + pli k?w?wy, + Pk?w,, = 0,
—ElL,wyhk3i — Elzu,k? — Gluupy, + plaugyw? + pl,w kw?i = 0. (3.29)
olacak sekilde iki adet denklem elde edilmektedir. Elde edilen bu denklemler vasitasiyla
bir Reddy kirisinde kayma agisini1 veren ifadenin (¥), kesitteki toplam dénme agisini (1)
veren ifadeye orani asagidaki sekilde bulunmaktadir.

Y u,f(z)’ 1

U wf(2) +woki ELK* — plw2k? 1
—ELLk* + pAw? + pl;k?w? + Pk? f(z)’

(3.30)
1+

Burada f(z)' = 1 — & (3.31)

VA
h2
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BOLUM 4

KIiRIS TEORILERININ FARKLI SINIR KOSULLARI iCIN
ANALITIK COZUMLERI

4.1. Giris

Bu boliimde, farkli smir kosullarina sahip dikdortgen kesitli izotropik EB,
Timoshenko ve Reddy kiris modellerinde serbest titresim frekans denklemleri elde
edilmistir. Her iki ucu basit mesnetli (B-B), her iki ucu ankastre (A-A), her iki ucu serbest
(S-S) ve bir ucu ankastre diger ucu serbest bagli (A-S) sinir kosullari i¢in analiz

yapilmistir.

4.2. EB Kiris Teorisinde Serbest Titresim Analizi
Uniform bir EB kirisi icin hareket denklemi asagidaki gibi ifade edilebilir.
*W(x,t) 0*°W(xt
LOWED WD _
ox* ot?

Bu denklemde c ile gdsterilen boyutsuz parametre,

El
- »

seklinde yazilmaktadir.

(4.1)

Konum (x) ve zamana (t) bagl olarak elde edilen diferansiyel hareket denklemi (4.1),
degiskenlerine ayirma metodu ile asagidaki sekilde ¢oziilebilir [8].

W(x,t) = WE)T(t) (4.3)
Denklem (4.3), EB kirisi i¢in verilen hareket denkleminde (4.1) yerine yazilir ve denklem

diizenlenirse,
2 9*w 1 0°T(t
¢ ®__ ()za:wz (4.4)
W(x) dx* T(t) dt?
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Konum ve zamanin fonksiyonu olarak yazilan bu diferansiyel denklemde a ifadesi agisal
frekansin karesi olacak sekilde tanimlanmustir (¢=w?). Bu denklem ayni1 zamanda konum

ve zaman fonksiyonlar1 ayr1 olacak sekilde asagidaki gibi diizenlenebilir.

"’Xf‘) — B*W(X) = 0 (4.5)
aZd'l;gt) + w?T() =0 (4.6)
Burada f ile verilen frekans parametresi, asagidaki sekilde ifade edilmektedir.
2 2
Denklem (4.5) ve (4.6)’ nin genel ¢ozlimleri sirasiyla,
T(t) = D;sinwt + D,coswt (4.8)
W(x) = C,cosPBx + C,sinpx + C3coshfx + C,sinhfx,
veya
W(x) = C;(cosBx + coshpx) + C,(cosBx — coshfx) + C3(sinPx + sinhfx)
+C,(sinBx — sinhfx) (4.9)

olacak sekilde bulunabilir. Burada C; ve D; keyfi sabitleri temsil etmektedir. C6ziimlerden
de goriildiigii gibi zamana bagli fonsiyonun T(t) ¢6ziimii trigonometrik, yer degistirme
fonksiyonunun W(x) ¢oziimii ise hem trigonometrik hem de hiperbolik terimleri
icermektedir. EB kiriginin dogal frekans ifadesi denklem (4.7)’ den asagidaki gibi

tanimlanabilir.

w = 2 ﬁ = (BL)? / i (4.10)
pA pAL* '

W(x) kirisin normal mod veya karakteristik fonksiyonu, w ise kirisin dogal frekans1 olarak

adlandirilabilir. Her kiriste sonsuz sayida normal mod ve her bir moda karsilik gelen bir
dogal frekans degeri mevcuttur. Denklem (4.10)’ daki dogal frekans degeri f, farkli sinir
kosullar1 uygulanarak bulunabilir. Kiristeki smir kosullart konum fonksiyonu W(X)
cinsinden ifade edilmektedir. Boylece smir kosullari ¢oziimii elde edilen konum

fonksiyonuna uygulanarak, frekans denklemleri ve 6z fonksiyonlar elde edilebilir.

4.2.1. Her iki Ucu Basit Mesnetli EB Kirisi
Her iki ucu basit mesnetli (B-B) bir EB kirisinde, egilme ve egilme momenti

ifadeleri sifira esit olmaktadir. Boylece sinir kosullar asagidaki gibi ifade edilebilir.
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W(0) = 0 (4.11)

EIaZW 0)=0 o'W 0) = 412
0x? - veya ox?2 (0) = (4.12)
W(L) =0 (4.13)
EIaZW (L)=0 oW L)=0 4.14

952 = veya T2 (L) = (4.14)

(4.11) ve (4.12)’ de verilen smir kosullar1 (4.9)’daki konum fonksiyonunda yerine
yazilirsa,

C;=C,=0 (4.15)
olarak bulunur. Bununla beraber (4.13) ve (4.14)” de verilen sinir kosullart da (4.9)’ da
yerine yazilirsa,

sinBL + sinhBL  sinhBL — sinhBL] [C3] _ [0]
sinhBL — sinBL  —sinBL — sinhBL] [C4] ~ L0

(4.16)
matrisi elde edilir. Asikar olmayan ¢6ziim i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifira
esitlenmelidir. Eger katsayilar matrisinin determinanti sifira esitlenirse,

sinBLsinhfL = 0 (4.17)
esitligi bulunur. Denklem (4.17)’ den goriildiigii tizere sinhfL, =0 oldugu durumlar harig
hicbir durumda sifira esit olmaz. =0 olmasi durumunu ise dikkate almaya gerek yoktur.

Ciinkii bu durumda denklem (4.10)” a gére w=0 olmaktadir. Bu yiizden iki ucu basit

mesnetli EB kirisi i¢in frekans denklemi izleyen sekilde ifade edilebilir.

sinfL =10 (4.18)
Elde edilen frekans denkleminin kokleri,
B,L = nm, n=12... (4.19)

olarak bulunur. Boylece titresimin dogal frekans degerleri asagidaki gibi yazilabilir.

w, = (ByL)? Bl = n’n? B , n=12,... (4.20)
n t pAL* pAL* "

4.2.2. Her iki Ucu Ankastre EB Kirisi

Her iki ucu ankastre bagli EB kirisinde yer degistirme ve yer degistirme egimi

sifira esittir. Boylece sinir kosullar1 asagidaki sekilde yazilabilir.

W(0) = 0 (4.21)
ow
- @ =0 (4.22)
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W(L) =0 (4.23)

a—W(L) =0 (4.24)
0x

(4.21) ve (4.22)’ de verilen smir kosullart (4.9)’daki konum fonksiyonunda yerine
yazilirsa,

C;=C3=0 (4.25)

olarak bulunur. Bununla birlikte (4.23) ve (4.24)’ deki smur sartlar1 da kullanilarak
asagida gosterilen matris elde edilmektedir.

cosBL — coshpL  sinBL — sinhBL] [Cz] _ [0] 426
—sinBL — sinhBL  cosBL — coshBL] |C,] (4.26)
Bu matriste C, = C, = 0 olmasi durumunda asikar ¢6ziim ortaya ¢ikmaktadir. Asikar
olmayan ¢Ozlim i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifira esitlenmelidir. Eger

katsayilar matrisinin determinanti sifira esitlenirse,

cosBLcoshfL—1 =10 (4.27)

olacak sekilde frekans denklemi bulunabilir. Elde edilen frekans denkleminin kokleri,
Cn+Dm

BL = — . n= 1,2, .. (4.28)

seklinde ifade edilebilir. Boylece titresimin dogal frekans degerleri asagidaki gibi

yazilabilir.

gy | EL_@utnie | El 1 420
(J.)n_(Bn ) pAL4__ 4 pAL4 ) n= gy sunn ( . )

4.2.3. Her iki Ucu Serbest EB Kirisi

Serbest uclu kirislerde egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri sifira esittir.

Bu yiizden serbest uclu kirisler i¢in sinir kosullar1 asagidaki sekilde yazilabilir.

EIaZW 0)=0 oW 0)=0 4.30

— (=0 veya = (0)= (4:30)

EIagW(O) =0 oW 0)=0 4.31
o3 (D=0 veya 5 (0) = (4.31)
ZW aZ

El Foe (L)=0 veya 2 (L)=0 (4.32)
3W 63

El FwE (L)=0 veya Fwe (L)=0 (4.33)

Sinir kosullarini veren diferansiyel denklemler asagidaki gibi yerine yazilabilir.
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0*°W
dx?2

(x) = B?[C;(—cosPx + coshBx) + C,(—cosPx — coshPx)

+C3(—sinfx + sinhpx) + C,(—sinfx — sinhBx)] (4.34)
0*W
dx3

(x) = B3[C,(sinPx + sinhPx) + C,(sinPx — sinhPx)

+C5(—cosPx + coshfx) + C4(—cosPx — coshfx)] (4.35)
[k iki sinir sart1 (4.30) ve (4.31) konum denkleminde yerine yazilirsa,
C,=C,=0 (4.36)
olarak iki keyfi sabitin degeri bulunur. Geriye kalan iki siir sart1 (4.32) ve (4.33) da
konum denklemine uygulanirsa agagidaki matris elde edilir.

_C.OSBL + (_:oshBL —sinBL + sinhBL] [Cl] _ [0] (4.37)
sinBL + sinhfL  —cospBL + coshBL| [C

Asikar olmayan ¢0zlim i¢in verilen katsayilar matrisinin determinanti sifira esitlenerek
her iki ucu serbest EB kirisi i¢in frekans denklemi izleyen sekilde elde edilmektedir.
cosBLcoshfL—1 =10 (4.38)
Gortildigu gibi iki ucu serbest kiris ile iki ucu ankastre bagli EB kiris modelinde ayni1
frekans denklemleri elde edilmektedir. Buradaki ana fark her iki ucu serbest EB kirigsinde

BL = 0 i¢in kat1 cisim modu goriiliir. Buna bagli olarak titresimin dogal frekans degerleri

asagidaki gibi genellestirilebilir.

_ oz | B! _ (2n—3)?n? | EI 15 439
wy = (BuL) AT Z A P L2 (4.39)

4.2.4. Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest EB Kirisi

Bir ucu ankastre (x=0), diger ucu serbest (X=L) kiris modelinde, x=0 noktasinda
yer degistirme ve onun egimi sifir, X=L noktasinda ise egilme momenti ve kesme kuvveti

degerleri sifir olmak zorundadir. Béylece sinir kosullar1 agagidaki gibi ifade edilebilir.

W(0) =0 (4.40)

A

- (0 =0 (4.41)
ZW aZ

El=—()=0 veya ——=()=0 (4.42)

EIagWL =0 ang =0 4.43
5z (W =0 veya —=(L)= (4.43)

(4.40) ve (4.41)’ deki iki sinir kosulu kullanilarak iki keyfi sabitin degeri
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olacak sekilde bulunur. (4.42) ve (4.43)’ deki diger smir kosullarinin uygulanmasi
durumunda asagidaki matris elde edilebilir.

cosfL + coshfBL  sinBL + sinhBL] [EZ] _ [0]

—sinfL + sinhpBL  cosBL + coshfL (445)

Asikar olmayan ¢6ziim i¢in bulunan katsayilar matrisinin determinant1 sifira esitlenir ve

frekans denklemi asagidaki gibi elde edilir.

cosBLcoshfL+1=0 (4.46)
Elde edilen frekans denkleminin kokleri,

Zn—-1)m
BL = — n=12,... (4.47)

olacak sekilde bulunur ve titresimin dogal frekans degeri de asagidaki sekilde ifade edilir.

gy | EL_@-ni | El 1 a1
(1)1’1_(81’1 ) pAL4__ 4 pAL4' ) n= gy sunn ( . )

4.3. Timoshenko Kiris Teorisinde Serbest Titresim Analizi

Uniform izotropik bir Timoshenko kirisinin hareket denklemi asagidaki gibi

tanimlanabilir.
0*W* (x*, t%) PW*(x*,t*)  dp(x*,t%)
A —mm — ~  kG*A" — — 0’
P ot ( %2 ox"

62 X*, t* aZ X*,t* aw* X*, t*
gl e t) L <¥_ (p(x*,t*)> —0. (4.49)

T %72 ox°
Bu denklemde yer alan terimler asagida gosterildigi sekilde boyutsuzlastirilmistir.

Kiris boyunca ifade edilen koordinat ekseni x=x"/L" seklinde boyutsuzlastirilmistir.
Kirisin kesit alani, kiris malzemesinin yogunlugu, kayma modiilii, alan atalet momenti ve
yer degistirme ifadeleri de sirasiyla, A=A"L"?, p = [p*(L*®w*?)/(E*I")], G=G" L™/(E"
I"), 1= 1"/ L™, W= W’/ L" olacak sekilde boyutsuzlastirilmaktadir. Burada “*” sembolii
boyutlu parametreleri gostermektedir.

Yukarida verilen hareket denklemi izleyen sekilde ayristirilabilir.

o*w py 0*W 0°W  p?lo*w

3~ (P @) aae T A e i oo = O
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64 4

2 21 f4
%—(p +%)%+pA%T(ZP+pK—C:ZTT=O. (4.50)
Burada W ve ¢  nin X ve t’ nin bir fonksiyonu oldugu agik bir sekilde goriilmektedir.
W(x,t) ve ¢(x,t) aym diferansiyel denklem formunda elde edilmektedir. Boylece yer
degistirme W(x,t) ve donme agis1 @ (x, t) terimleri i¢in ayn1 formda davranis gosterirler
yorumu yapilabilir. Bundan sonraki adimda denklemler degiskenlerine ayirma metodu ile
¢oziilebilir. Zamana bagl olan diferansiyel denklem, EB kiris modelinde elde edilen

diferansiyel denklemle (8.6) ayni formda elde edilmektedir. Konum denklemi ise matris

formatinda,
kGA 0 [W"(X) 0 —xGA [W'(X)] [pAoo2 0 HW(X)

" ' + =0 4.51
%0 Ulercolthea "o ool 70 1w - xealloco) =0 45D
olacak sekilde yazilabilir. Bu esitlikte « ' = aa—x” konuma gore tiirevi gostermektedir.

(4.51) denklemi ¢oziiliirse, 6z degerleri veren karakteristik denklem izleyen sekilde

bulunabilir.
p p’l
4 ) 022 2, F " 4
r +(pI+KG)oo r‘ — pAw +KGoo 0 (4.52)
1\ pw? 1\%p2w*
=+ |- (I1+=)—= [[I-—= 2 4.
== (+KG> 2 —\/( KG) g Tpao (4.53)

Boylece 6z degerler gercek ve imajiner kok verecek sekilde asagidaki gibi ifade edilir.

-t (I+ 1)pw2 (I 1)2p2w4+ 2 4.54
2 == ) kG a4 P (4:54)
(4.54)’ deki denklemin kokleri sadece imajiner kok verirken,

=+ (I+1>pw2+ (I 1>2p2w4+ 2 4.55
f34= = ) G/ a4 ' Pa® (4:55)

denklem (4.55) dogal frekansin (@) degerine bagli olarak ya gercek ya da imajiner kok
vermektedir. Frekans degeri /kGA/pl ifadesinden kiigiik ise gercek kokler, frekans
degeri \/kGA/pl ifadesinden biiyiik ise imajiner kokler ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle

elde edilen ¢oziimde her iki durum da dikkate alinmalidir. Burada /kGA/pl ifadesi

Timoshenko kirislerinde kritik frekans degerini (wk) gostermektedir. Bir Timoshenko
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kiris modelinde dogal frekans degeri, kritik frekans degerinden kiiciik oldugu durumlarda
(w< wi),

[W(x)
®(x)
olacak sekilde trigonometrik ve hiperbolik terimler igeren konuma bagl ¢oziim

_[Ci] . C, Cs] . Cy
] = [D1] sinax + [Dz] cosax + [Ds] sinhbx + [DJ coshbx (4.56)

yazilabilir. Burada a ve b terimleri asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

1\ pw? 1\% p2w*
e
a (+KG 2 +j KG) a4 TP
b= (I+1)pw2+ (I 1)2p2w4+ 2 4.57
B KG/) 2 kG & PO (4.57)
C ve D katsayilar1 arasindaki iliski ise izleyen sekilde ifade edilmektedir.
_ xGAa® — pAw’ b - KGAa? — pAw?
1= kGAa 2 27 kGAa v
KGAb? + pAw? KGAb? + pAw?
37 4 Dy = 3 (4.58)
kGAb kGAb
Dogal frekans degeri, kritik frekans degerinden biiyiik oldugu durumlarda ise (w> @),
[W(X)] = [Ell sinax + [Ezl cosax + IEBl sinbx + lg4l cosbx (4.59)
p(x) D, D, D, .
olacak sekilde sadece trigonometrik terimler igeren ¢oziim bulunur.
1\ pw? 2 p2 o
= [||+—=)— [—— 2,
a <+ G) 2 +j< KG) g Ao
b= (I+1)pw2 (1 1)2p2w4+ 2 4.60
- kG 2 G/ —a T PA® (4.60)
5 - KGAa? — pAw? ¢ 5 - KGAa? — pAw? ¢
1o kGAa 2 2 kGAa v
— KGADB? — pAw? ~ kGAbB? — pAw?
D3 = — = C4_, D4_ == = C3. (461)
kGAb kGAb
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Burada b ile b arasindaki iliskinin b = ib olduguna dikkat edilmelidir. Simdi frekans ile
dalga sayis1 arasindaki iliskiyi inceleyecek olursak, daha 6nce buldugumuz kritik frekans

degerini asagida gosterilen formda tekrar yazabiliriz.

_ KGA_l kG 462
Wk = ol ~ 7 0 (4.62)

Burada r, boyutsuz atalet yari¢ap1 veya narinlik oranin (S) tersidir. Atalet yarigapinin

degeri narinlik oranina (S) bagl olarak asagidaki gibi yazilabilir.

S K 4.63
S T (4.63)

Denklem (4.62) alinarak, denklem (4.57) ve (4.60) da yerine yazilirsa, boyutsuz kritik

dalga sayilari izleyen sekilde bulunur.

1 .
dg = E\/ (KGI + 1), bk = bk = 0. (464)

Diizeltme faktorii (x) niin Poisson oranina bagli olarak degistigi gosterilmisti. Poisson
oraninin da ayni malzemelerde ¢ok fazla degismedigi géz Oniine alinirsa, kritik dalga
sayisinin daha ¢ok narinlik orani (S=1/r) ile degistigini sdylemek miimkiindiir. Ayni
zamanda w<wk durumunun a<ax durumuna karsilik geldigini sdylemek de miimkiindiir.
Bu durum denklem (4.57) veya (4.60) da @’ nin w’ ya gore tiiretilmesiyle dogrulanabilir.
Timoshenko kirisinde a ve b olacak sekilde iki adet dalga sayisi bulunmustu.
Dolayisiyla frekans denklemi de hem @’ ya hem de b’ ye baglh olacak sekilde iki adet
dalga sayisi igerecektir. Frekans denkleminin sonucunu bulmak i¢in ise bir dalga sayisi
digeri cinsinden yazilmali ve bdylece frekans denklemi de tek bir dalga sayisinin
fonksiyonu olacak sekilde ifade edilmelidir. Not olarak, b hiperbolik fonksiyonun dalga
sayisidir ve fiziksel bir anlama sahip degildir. Ciinkii zaten frekans denkleminde
trigonometrik fonksiyona sahip a dalga sayist mevcuttur. Yine de b dalga sayisi, a dalga
sayist cinsinden yazilarak frekans denklemindeki etkisi hesaba katilacaktir. Buna gore
denklem (4.57) ve (4.60) ile verilen dagilim iligkisi asagidaki formda yazilabilir.

plw? pw?
Bl = 2 ) BZ = M = Blﬂz B B3 = pA(,l)Z (4‘65)

a =\/(B1 +B,) ++/(B; — B,)? + B,

b= \/—(Bl +B,) ++/(B; — B,)? + B; = ib. (4.66)
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Burada 2 bir sabit olmak tizere asagidaki gibi hesaplanir.

2(1+v
o2 - 2d+v) (4.67)
K
Denklem (4.66)’ da verilen By, B,, B; katsayilari,
B = a’ — b? B _ 0%(a® - b?)
1721402 27T 21+ 02)
1 (1—-032)2
B. = —1 (32 2\2 _ 2 _p2y2l _
3 4{(51 + b*) (1+QZ)2(a b?) (4.68)

olarak bulunur. Denklem (4.65)’ den faydalanarak B; iin B; e orani bulunup, bu oran

(4.68)’ de kullanilirsa dalga sayilar1 arasindaki iligkiyi veren asagidaki denklem

bulunabilir.

B (Q2%b? + a%)(Q%a? + b?)
(a2 -b?)(1+Q?)

Denklem (4.69)’ da gortldigi gibi dalga sayilari narinlik oranina bagli olarak

2

(4.69)

degismektedir. Benzer sekilde, a ve b dalga sayilari da denklem (4.69)° da b yerine ib
yazilmasi sonucunda asagidaki gibi elde edilir.
_ (~0%B? + a?) (0% — B?)

(a2 +b2)(1+ Q?)

(4.65) ve (4.68)° deki esitlikler kullanilarak konum denkleminin ¢6ziimiinde yer alan

SZ

(4.70)

katsayilar dalga sayisina bagli olacak sekilde asagidaki gibi elde edilir.

b _ szz+azC 5 _szz+azC
7 1+402a 2T (1+0%a Y
5. = Qza2+b2C 5 _Qza2+b2C 171
T 1+ Y T 14+0)p ¥ (4.71)

Boylece w<wk durumu i¢in dalga sayilar1 cinsinden ¢dziim bulunmaktadir. Benzer
sekilde yine (4.65) ve (4.68) esitlikleri kullanilarak ve b yerine ib yazilarak C; ve D; sabit
katsayilar1 da izleyen sekilde ifade edilmektedir.

i a0

7 1+02a % 27 (14+0%a Y

L L U 5, =2 =0, 4.72)
T ooa+0)p Y 2T (1+02)b '
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Her sinir kosulu i¢in bir tane frekans denklemi elde edilmektedir. Bir Timoshenko

Kirisinde verilen ti¢ farkli u¢ kosullarindaki sinir kosullar1 asagidaki sekilde gosterilmistir.
d¢

B): —=0, W=0,

(B): o

A: =0, W=0,

L) oW
(5):5-=0, xGA (g_ ) = 0. (4.73)

Bu sinir kosullarindaki frekans denklemleri a<ax ve a>ax durumlar1 i¢in ayr1 ayri elde
edilmektedir. a>ax durumunda, frekans denkleminde b yerine ib ifadesi gelmektedir. Her
iki durumda elde edilen frekans denklemleri (2, a, b, veya b ye baglidir. Ayn1 zamanda
(4.69) ve (4.70) denklemleri kullanilarak frekans denklemleri sadece a veya b dalga
sayisina bagli olarak da ifade edilebilir. Boyutsuz dalga sayisinin kritik dalga sayisindan
kiigiik veya biiyiikk oldugu durumlar i¢in verilen sinir kosullarinda frekans denklemleri

asagidaki tablolarda gosterilmektedir.

Tablo 4.1. Timoshenko kirisinin dort farkli sinir kosulu i¢in frekans denklemleri (a<ax)

(B—B) sinasinhb = 0

(@%2 — b?)(Q%a% + 0%b? + O%ab — ab)(Q%a? + O%b% — Q2ab + ab)

inasinhb
2ab(b? + Q2a2)(a2 + Q2b2) sinasin

(A—A)

—cosacoshb+1=10

(a* + Q*b* + 402%a%b? + b*Q* + b?)
(b2 + Q2a%)(a% + Q2b2)

(A—S) (a%? —b?)sinasinhb — ab cosacoshb

—2ab=0

(a2 — b?)(a? + b? + O%ab — ab)(a®? + b? — Q2%ab + ab)

2ab(b? + 02a2)(a? + 02b2) sinasinhb

=95

—cosacoshb+1=0

35



Tablo 4.2. Timoshenko kirisinin dort farkli sinir kosulu igin frekans denklemleri (a>ax)

(B—B) sinasinb = 0

(a? + B?) [(0%a% — 0252)" + (Q?ab — ab)”

ZaB(—BZ n Qzaz)(az — QZBZ) sinasinb — cosacosb + 1 = 0

(A—A)

(a* + Q*a* — 4022252 + B*0* + B*)

(—BZ + QZaZ)(az _ QZBZ) cosacosb

(A-9) (a? + b?)sinasinb — ab

—2ab=0

(a2 + b?) [(az — 52)2 + (Q%ab - aB)Z]

ZaB(—BZ n Qzaz)(az — QZBZ) sinasinb — cosacosb+ 1 =0

=95

4.4. Reddy Kiris Teorisinde Serbest Titresim Analizi

Farkli sekil fonksiyonlarinin segilmesiyle, kayma deformasyonlu kiris teorileri

4z2

elde edilmektedir. Sekil fonksiyonunun f(z) = z (1 — 5

) secilmesi sonucunda, kayma
deformasyonlu kirig teorilerinden biri olan Reddy kiris teorisinin hareket denklemi
asagidaki gibi yazilabilir.

c a —
D11W,XXXX - Dllul,xxx - _(pOW - pZW,XX + pllul,x)

tt
11Wx = Dijug o + Asuy = (praWy — PozUll)'tt - (4.74)
Buradaki atalet terimleri (p; j), denklem (2.32)’ de tanimlanmaktadir. Rijitlik degerleri

ise asagidaki sekilde belirtilmektedir.

h/2
(Df,;,D3;, DiY) = f Q11 (2%, 2f(2), f*(z))dz (4.75)
~h/2
h/2
Ms= | Qulr @ 4.76)
—h/2
Gx = Qllsx ) sz = QSSYXZ (4'77)

Hareket denklemi, serbest harmonik titresim varsayimi yapilarak boyutsuz bir sekilde

asagidaki gibi ifade edilir.
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Da
V_V(IV) _ %l—ln/ = &2 (V_V P2 _,, + P11 l_l,>,

- w
11 pol? pol?
D14 Di1 8517 P11 Po2
— o’ + = _—2< w' = ﬁ) (478)
D1, D11 Di: pol? poL?
Parametreleri boyutsuzlastirma islemi izleyen sekilde gosterilmistir.
w/L = w(€) cos(wt), u; =€) cos(wt) (0<&=x/L<1). (4.79)
L4
& = w22 (4.80)
D14

Ayni zamanda denklem (4.78), yer degistirme bilesenleri cinsinden izleyen formdaki gibi

ayriklastirilarak yazilabilir.

2
<%> _E 7D 4 I(Z D§1 P11 _D? P2 Poz >(T)2 n ?;iLzl @
D1, D11 Di; pol? Df; pol?  pol? 11
a L2 p aa) ( p 2 p p > l
55 2 11\ —» ( 11) _ P2Po2\ _4|_,
+ + w” + w |w
K Df; pol? = Df; pol? p(2)L4
Poz _ %51'2 ]
+ L) 2 w* — Do w2
0 11

w=0,

2 _
<i> _j GVD 4 (2 Di1 P11 _Dﬁl P2 Poz )52 n %SLZI Gav)
DI D [\ Di;pol? Dijpol? pol? D1

Aa LZ Daa 2
n 5?: p22+ il o2 4+ (9112> _Pzzpoz o4 g
Di; pol® DI, poL poL*

2
_l_[poz ot — SsL 62]

(=]

=0. 4.81
poL? D§1 ( )

(2.23)’ deki sekil fonksiyonu (2.32), (4.75) ve (4.76) esitliklerinde yerine yazilirsa, tam
kayma titresim frekansi parametresi homojen bir Reddy kiris modeli i¢in izleyen sekilde

bulunur.

LY f14 Qs

(2.32), (4.75) ve (4.76) denklemleri arasinda sabit yogunluklu bir kiris malzemesi i¢in
asagidaki durum yazilabilir.

h/2 h/2
DI pia f—h/z 2f(z)dz  p3  p, f—h/z[f(z)]ZdZ
P ’ c T o T 2 ' (4.83)
DI, P2 f—h/z z2dz D14 P2 f—h/z z2dz
Boylece yukaridaki esitlikler kullanilarak, (4.81) ifadesi daha da basit bir sekilde,
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WD+ (272 + ATV + [Y* + (A + AD YW + (A Y* — gA Y)W = 0,
a0 4+ (272 + AT + [Y* + (A + A)V2]0" + (A, X" — gA YT = 0. (4.84)

yazilir. Bu denklemdeki ifadeler asagida tanimlanmaktadir.

_ Agsl? _ PoPo2 L7 v = pf1 — P2Poz g = pol? Y2 = P2 ®?
tooypg TP vpR p; pz pol?

. (4.85)

Sekil fonksiyonu f(z) = 0 veya f(z) = z segilirse, Y = 0 olur ve bu durum 4, ve A,’
nin tekil olmasini saglar. Bu kosulda denklem (4.84), daha basit bir hal alarak
4.mertebeden diferansiyel denklem haline gelir. Y # 0 durumunda ise denklem (4.84)’
de gorildiigii gibi 6.mertebeden diferansiyel hareket denklemi elde edilmektedir. Bu
bilgiler 1s18inda, sekil fonksiyonunun Reddy kiris teorisinde oldugu gibi non-lineer
secilmesi durumunda Y degeri negatif olur ve buna bagli olarak da A; ve A, ifadeleri de
negatif deger alir. Bu durumda, (4.84)’ de ortaya ¢ikan {i¢ ¢ift kokiin karesi reel kok olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Bu ifade yardimci denklemle su sekilde gosterilebilir.

M=M+v (i=1,23),

V= % (2Y2 + Ay). (4.86)
Boylece denklem (4.84), yardimc diferansiyel denklem vasitasiyla,

A6 =(R2Y2+ADM + (Y2 + A1 + A)Y2A% + (A, Y2 —gA)Y2 =0 (4.87)
olacak sekilde tanimlanabilir. Ayn1 zamanda bu denkleme izleyen doniisim de
uygulanabilir.

A2=M-— % (2Y2 + Ay) (4.88)

Bu doniisiim vasitasiyla (4.87) esitligi asagidaki halini alir.

1 2
M3 + 3 [—(A; + Y32 + (A; + 3A,)Y?]M + E(Al +Y?)3

1
T [3A;(A; +3A, +9g + 3Y?) + (4Y2 —9A,)Y?]Y2 =0 (4.89)

A; < 0ve A, <0 igin, denklem (4.89) daki M katsayis1 negatif olmaktadir. Bu 6nemli
sonug kullanilarak, (4.89) esitligi daha basit hale indirgenerek izleyen sekilde yazilabilir.

M3 <q2+fz)M+ S (4.90)
4 3V3 '

Burada f ve r parametreleri izleyen sekilde ifade edilmektedir.

2 1
f=3V3 [ﬁ (Ay +2Y%)° =5 (A +2Y2)(Ar + Ay +Y2)Y? + (A,Y — gA)Y?|,
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3
2=24 1(A +2Y2)2 - (A, + A, +Y?)| —f? 491
q- = 3 W1 1 2 . (4.91)

Eger denklem (4.90) ¢oziiliirse ortaya ¢ikan {i¢ reel kok asagidaki gibi ifade edilir.

1
[16(f%2 — g?)]e 1/ ™
M, =—- _—_ cos [§ tan (;) + E]'

27
_ ) ) 1
16(f< +q-)]e 1 /My ™
M, = — T cos [gtan (;) — § )
2 2 :
16(f* +q-)]e 1 .
M; = [Tl cosS [gtan (;)] (4.92)

Reddy kiris teorisinde dogal frekansin biiyiikliigiine gore asagida gosterilen esitligi
yazmak miimkiindjir.

>0, OS(T)<T]R

2 2
A <0, )‘2{<0, ® > MR

A2 > 0. (4.93)

Bu denklemde de goriildiigii gibi dogal frekans degerleri, tam kayma titresim frekansi
parametresinden (nz) biyilk veya kiigik oldugu durumlarda farkli yolla
hesaplanmaktadir. Bu nedenle denklem (4.87)’ nin genel ¢6ziimii 0 < @ < 1z durumu
i¢in,
W = Bycos(A;&) + B,sin(A;§) + Bzcosh(A,§) + B,sinh(A,8)
+Bscosh(A38) + Bgsinh(A58)
u = R;B,cos(A;§) — RyB;ysin(A4§) + R,B,cosh(A,§) + R,B3sinh(A,§)
+R3Bgcosh(A;8) + RyBgsinh(A55). (4.94)
ve @ > ng durumu igin,
W = C;cos(A;8) + Cysin(A48) + C3cos(A48) + Cusin(A48)
+Cscosh(A38) + Cgsinh(A58),
i = R;C,cos(A;&) — R Cysin(A4 &) + R4C4ucos(A,E) — R4C3sin(A48)
+R;Cscosh(A38) + R3Cssinh(A58). (4.95)
olacak sekilde bulunmaktadir. Elde edilen genel ¢oziimlerde A3 = —A3 dir. Ayni1 zamanda
B; ve C; (i=1,2,....,6) keyfi sabitler olmak {izere,
(5(h*A?®2% — 12 + 12%2)
_ 42 (h2®? — 122%)
5(h®A?®?2 + 121 — 12w2)
42 (h2®2 + 12A%)

i=1,4,

R, (4.96)

i=2,3.
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esitligi goriilmektedir. Denklem (4.94) ve (4.95)’ e smir kosullarinin uygulanmasiyla ve
asikar olmayan ¢o6ziim icin elde edilen katsayilar matrisinin determinantinin sifira
esitlenmesiyle, istenen sinir kosular1 i¢in aranan dogal frekans denklemleri elde edilebilir.
& = 0veya ¢ = 1 durumlarinda kirise uygulanan farkli sinir sartlar1 asagidaki sekilde
gosterilmektedir.

1. Ankastre Ug (A) : w

2.Basit DestekliUg (B) : W =Wy =1 =0.

a

Di;
3.Serbest Ug (S) : Wgge — DE, ugg + ®2 (

P2 _ P11 _ _ _
pOLZ W_E - mll) = WvEE = qu = 0. (497)

Yukarida gosterilen sinir kosullarimin farkli kombinasyonlarinin kullanilmasiyla bir
Reddy kirig modeline ait frekans denklemleri asagidaki sekilde elde edilmektedir.

0 < w < ng i¢in frekans denklemleri:

A) Her Iki Ucu Basit Destekli Kiris (B-B):
sindi; =0 (4.98)

B) Her iki Ucu Ankastre Kiris (A-A):
P,P;sinA; (1 — cosA,coshA;) + Py P;sinhA, (1 — cosA coshAs)

1
—P; P,sinhA; (1 — cosA,coshd,) + > (—P? + P# + P#)sin);sinhA,sinhA; = 0 (4.99)

burada P, P,, P; degerleri sirasiyla,

P, = A (A3 — A3 (h2®?2 — 1223) (h2@? + 1213 + 12A3),

P, = L, (A7 + A3) (h?®? + 12A3) (h2®?2 — 12A% + 12)2),

P; = A3(A2 + A3) (h?®? + 12A3) (h2®?% — 1227 + 1213). (4.100)

esittir.

C) Her iki Ucu Serbest Kiris (S-S):

P,P; P, P
}\2 2 sinA, (1 — coshA,coshA;) — AZ 2 smhkz (1 — cosA;coshAs)
12 Ginha (1 — cosA cosh),) + 1( P +—= P + PZ) A sinhA,sinhd; = 0 (4.101)
sin COsA, cos = —-== sin);sinhA,sinh}A; =
AZAZ 3 ! Zr2l T ! 2 3

D) Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Kiris (A-S):
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2 2

— A3 :
2)\1)\3 51n?\151nh7\3>

P,P. A3+ A2
2 3coskl<1—k 2 3gnhxzmnhx3>

P,
ha, (1
As 20, Mg S 2(

Mg

PP, M- 1(P?2 P? P2
_)\_17\2 coshAz (1 — TN 2 sinA, sinhA, 5 A—% += 22 +== 22 cosA;coshA,coshd; =0 (4.102)

® > Mg icin frekans denklemleri:

E) Her iki Ucu Basit Destekli Kiris (B-B):
sind;sind, =0 (4.103)

F) Her iki Ucu Ankastre Kiris (A-A):
S,S3sinA; (1 — cosA,coshA;) — S;S3sinA, (1 — cosA;coshAy)

1
+S,S,sinhA; (1 — cosA;cosA,) — = (S% + S2 — S3)sinA;sinA,sinhA; = 0 4.104
5 (51 457 =53

burada S;, S,, S3 degerleri sirasiyla,

S: =M% + 23 (h2w? — 12A2) (h2®2 — 1222 + 1212),

S, = A (A% + A3 (h2®?2 — 122%) (h%®? — 1212 + 1213),

S = A3(A2 — A2 (h?®? + 122%) (h?®?2 — 1222 — 12)%). (4.105)
esittir.

G) Her iki Ucu Serbest Kiris (S-S):

S1S3

Az;\z smhM(l — cosA;coshi;)
1S, 1(S? sz s2

7\27\2 smhkg(l — COSA;COSA,) + 7\4 + 7\_1 v

S,S3
7\27\2 sm)\l(l coshA,coshA;) —

>sm7\151n7\451nh7\3 =0 (4.106)

H) Bir Ucu Ankastre Diger Ucu Serbest Kiris (A-S):

5253 )\421_ - 2 S S )\2 }\
— e cosA; (1 — 2 smh)\45mh)\3 )\1 . cos?\4 1-—- 2 sm?\lsmh)\3
$iS, 7\2 + A2 51 SZ s2
—ﬁcoshhg, ST smklslnM )\2 + = 2 += 22 cosA; coshA,coshA; = 0 (4.107)
14 14 4
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BOLUM 5

SAYISAL SONUCLAR

5.1. Giris
Bu boliimde, 3. ve 4. boliimde agiklanan ¢6ziim yontemleriyle, kiris teorilerine ait
dalga yayinim egrileri, diizlem i¢i kuvvetin Timoshenko kirig teorisine etkisi ve kiriglerin

serbest titresim davranisi i¢in elde edilen sonuglar sunulmustur.

5.2. Dalga Yaymmim Egrileri

Bu boliimde, EB, Timoshenko ve Reddy kiris teorilerine ait dalga yayinim egrileri
elde edilmis ve bu egriler diizlem elastisite ¢oziimii ile kiyaslanmistir. Timoshenko ve
Reddy kiris modellerinde iki adet dalga yayinim egrisi gézlenirken, EB kiris modelinde
sadece bir adet dalga yaymim egrisi gézlemlenmistir. Dalga yayinim egrilerinin Poisson
oranma bagli olarak degistigi goriilmektedir. Farklt Poisson oranlarina bagli olarak
cizilen bu grafiklerde, boyutsuz frekans parametresinin farkli dalga boylarindaki degisimi
gosterilmektedir. Grafiklerde gosterilen Euler-Bernoulli kirisine ait dalga yaymim egrisi
(EB), Timoshenko kiriginde birinci spektrum ve ikinci spektrum frekans degerlerini
gosteren egriler sirasiyla (TBT1) ve (TBT2), Reddy kiris modeline ait dalga yaymim
egrileri ise (R1) ve (R2) ile ifade gosterilmektedir. Diizlem elastisite ¢6ziimii ile elde
edilen dalga yaymim egrileri ise (1), (2), (3) olacak sekilde belirtilmektedir.

Tiim Poisson oranlarinda ve yiiksek dalga boylarinda, EB kirisine ait dalga
yaymim egrisi (EB), birinci diizlem elastisite egrisine (1) yakinsamaktadir. Bu durum
ozellikle boyutsuz dalga boyunun z/kh>3 oldugu durumlarda goriilebilir. Buna karsilik
kiiciik dalga boylarinda (EB) yaymim egrisi, birinci diizlem elastisite ¢oziimiinden
oldukga farkl frekans degerleri vermektedir.

Timoshenko’nun birinci spektrum frekans egrisi (TBT1) ile Reddy kirisinin birinci
spektrum egrisi (R1) tiim Poisson oranlarinda birinci diizlem elastisite ¢oziimii ile birebir

uyumlu sonuglar vermektedir. (TBT1) egrisine gore (R1) egrisi, kii¢lik dalga boylarinda
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(w/kh<1) birinci diizlem elastisite ¢oziimiinden farkli olacak sekilde sonug¢ vermektedir.
Bu aralikta (R1) dalga yaymim egrisi ikinci ve ti¢iincii (2,3) diizlem elastisite ¢oziimlerine
daha ¢ok yakinsamaktadir.

Timoshenko kirisinin ikinci spektrum egrisi (TBT2) ile Reddy kirisinin ikinci
spektrum egrisi (R2), Poisson oraninin »>0.2 ve boyutsuz dalga boyunun z/kh>2 oldugu
durumlarda ikinci diizlem elastisite egrisi (2) ile olduk¢a uyumlu goriinmektedir.
Ozellikle yiiksek dalga boylarda (TBT2), (R2) ve (2) egrileri birebir kesismektedir.
Buna karsilik Poisson oraninin 0=0./ olmasi halinde (TBT2) dalga yaymim egrisi yiiksek
dalga boylarinda (z/kh>2), ikinci diizlem elastisite ¢éziimiine (2) yakinsamaktadir (Sekil
5.1).

10y T I T 7T
i S
! ;’j
—~ 8 (3 ~(2) ]
.‘p;: _ EB / TBTZ«
U s |
E / Y ZR7
g g ! e i
1 ;s
g ‘ //
5 | / s i
a4 NI
a xl o
5 s
= /,./-/
Ak L i
1

1 2 3 4 3
Dalga boyu'kiris kalnhg (i)

v=0.1,h=0.1,b =0.1,E = 200x10°
Sekil 5.1. Euler-Bernoulli (EB), Timoshenko (TBT1,TBT2) ve Reddy (R1,R2) kiris

modellerinin yayinim egrilerinin diizlem elastisite ¢6ziimii (1,2,3) ile kiyaslanmasi
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i
/ A
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s ~3) A
= —EB A
7 y
H i &
[ ¥] ((‘
g i ! /_PJ .
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% ) _/'x
ﬁ i "’_/I
- s _
3 A
4 vt
g |12 /7
g, [ .Li:r}
B 5L N 2 _
i
= 1 1)
TBT1 | ! |
1 2 3 4 3
Dalga bovu'kiris kalmhg (m/kch)

v=0.2,h=0.1,b=0.1,E = 200x10°
Sekil 5.2. Euler-Bernoulli (EB), Timoshenko (TBT1,TBT2) ve Reddy (R1,R2) kiris

modellerinin yayinim egrilerinin diizlem elastisite ¢6ziimii (1,2,3) ile kiyaslanmasi

10 T TT T T
! e
; e
Al —EB _ //Rl_ 1
= o #  R2
g ~(3) /,'/
£ " e
g 6 Ry .
g o
8, ! LY
s B2/ - 7 Q@
7 e
5 I -~
&Rl .~ 4
MmN -
e
IBT1 I m—— Y
1 2 3 4 5
Dalga boyu/lkiris kalnhd (n/ld)

v =0.25h =0.1,b = 0.1,E = 200x10°
Sekil 5.3. Euler-Bernoulli (EB), Timoshenko (TBT1,TBT2) ve Reddy (R1,R2) kiris

modellerinin yayinim egrilerinin diizlem elastisite ¢oziimii (1,2,3) ile kiyaslanmas1
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1 2 3 4 5
Dalga boyu'kms kabnhg (w'kh)

v=0.3,h=0.1,b=0.1,E = 200x10°
Sekil 5.4. Euler-Bernoulli (EB), Timoshenko (TBT1,TBT2) ve Reddy (R1,R2) kiris

modellerinin yayinim egrilerinin diizlem elastisite ¢6ziimii (1,2,3) ile kiyaslanmasi

Bovutsuz frekans parametresi ()

Dalga bovwkiris kalnhg (/)

v =0.35h=0.1,b=0.1,E = 200x10°
Sekil 5.5. Euler-Bernoulli (EB), Timoshenko (TBT1,TBT2) ve Reddy (R1,R2) kiris

modellerinin yayinim egrilerinin diizlem elastisite ¢6ziimii (1,2,3) ile kiyaslanmasi
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5.3. Timoshenko Kiris Teorisinde Faz iliskileri

Traill-Nash ve Collar (1953), Timoshenko kirisinin birinci spektrumunda egilme
ve kayma acgilarinin es fazli yani ayni isaretli, ikinci spektrumda ise bu agilarin zit fazh
oldugunu belirtmislerdir. Bu durum diizlem i¢i kuvvetlerin dikkate alindigr durumlarda
gecerli degildir. Diizlem i¢i kuvvetlerin etkisi dikkate alinarak, Timoshenko kirig
kesitinin kayma agisinin (¢ — W') toplam donme agisina (¢) oranmna olan etkisi
incelendiginde, ikinci spektrum egrisinin es fazli oldugu goriiliirken buna karsilik birinci
spektrum egrisinin es fazli olmadigr sonucuna varilmaktadir. Bu nedenle iki spektrum
arasinda yapilan niteliksel ayrim, kesitin donme ve kayma agilar1 arasindaki faz
iligkilerine indirgenemez sonucuna ulasilabilir. Diizlem i¢i kuvvetin etkisi altinda ac1
oranlariyla yapilan bu analizde farkli dalga sayilarinda, ikinci spektrum egrisinin her
zaman pozitif degerler aldigi, birinci spektrum egrisinin ise belli diizlem i¢i kuvveti
degerlerinde pozitif degerden negatif degere gectigi asagidaki grafiklerde

gosterilmektedir.

] T T T T

b=0.05 m, h=0.1 m, P=0

Sekil 5.6. Timoshenko kirisinde ag1 oranlarinin dalga sayisi ile degisimi

(T1 ve T2 sirasiyla birinci ve ikinci spektrumu gostermektedir).
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6 T T T T
b=0.05m. h=0.1m

T P=4x105N

Sekil 5.7. Timoshenko kirisinde a¢1 oranlarinin dalga sayisi ile degisimi

(T1 ve T2 sirasiyla birinci ve ikinci spektrumu gostermektedir).

6 T T T T
b=03m h=03m

ar =-2x10° N |

ook T2 -

(q:r - W )* |
v ..
oF | 7
T1
\ ] ] ] ]
—4 2 4 5 g 10

Sekil 5.8. Timoshenko kirisinde ag1 oranlarinin dalga sayisi ile degisimi

(T1 ve T2 sirastyla birinci ve ikinci spektrumu gostermektedir).
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6 T T T T
b=0.05m. h=0.1m

T P=-7x107 N

Sekil 5.9. Timoshenko kirisinde ag1 oranlarinin dalga sayisi ile degisimi

(T1 ve T2 sirastyla birinci ve ikinci spektrumu gostermektedir).

5.4. Reddy Kiris Teorisinde Faz iliskileri
Diizlem i¢i kuvvetlerin etkisinin dikkate alindigr ve alinmadigi durumlarda,
Reddy kiris kesitinin kayma ag¢isinin (¥) toplam dénme agisina () oranina olan etkisi

incelendiginde, birinci ve ikinci spektrum egrilerinin es fazli oldugu gortilmektedir.

4 | T | |
R2
SRR ¥ e _
(Y)‘ ........ - -
n o
qj Rl
| i

=03 m, h=0.3m,P=0 | |

0 2 4 6 S 10
k

Sekil 5.10. Reddy kirisinde a¢1 oranlarinin dalga sayisi ile degisimi

(R1 ve R2 sirastyla birinci ve ikinci spektrumu gostermektedir).
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Sekil 5.11. Reddy kirisinde a¢1 oranlarinin dalga sayisi ile degisimi

(R1 ve R2 sirasiyla birinci ve ikinci spektrumu gostermektedir).

5.5. Kirislerin Titresimi

Bu boliimde, 4. boliimde farkli sinir kosullar icin elde edilen EB, Timoshenko ve
Reddy kiris teorilerine ait frekans denklemlerinin kokleri bulunarak, ilk bes moddaki
titresim frekansi degerleri boyutsuz olarak tablolar halinde sunulmaktadir. Boyutsuz
titresim frekans1 degerleri (B-B), (A-A) ve (A-S) sinir kosularinda hesaplanmis ve
bulunan frekans degerleri literatiirde yer alan degerler ile kiyaslanmigtir (Tablo5.1, Tablo
5.2, Tablo 5.3). Timoshenko kiris teorisinde, ikinci spektrum frekans degerleri sadece (B-
B) sinir kosulunda gosterilmektedir. Ciinkii (B-B) smir sart1 i¢cin Timoshenko kiris
modelinin karakteristik denklemi g¢arpanlarina ayrilabilmektedir. Buna karsilik, diger
sinir kosullarinda Timoshenko kiriginin karakteristik denklemlerini ¢arpanlarina ayirmak
miimkiin degildir. Ancak, diger sinir kosullart i¢in ikinci spektrum frekans degerlerinin

etkisi mod sekillerinin ¢izilmesiyle gosterilebilir.
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Tablo 5.1. ik bes boyutsuz frekans parametresi

(B-B)

EB EB [31] Tl T1 [31] T2 R R [31]
@y 3141 3141 3115 3115 10,92 3113 3115
Wy 6.283 6.283 6.001 6.090 12.03 5.090 6.090
Gy 0424 9434 2840 8.340 13.30 8841 2341
Wy 12 58 12.36 11.35 1134 1459 11.34 11.34
g 13.70 13.70 13.61 1361 13.84 1362 1362
(T: Timoshenko, T1: Birinci spektrum, T2: Ikinci spektrum, R: Reddy. L/A=10)

Tablo 5.2. ik bes boyutsuz frekans parametresi

(A-A)
EB [EB[3]]| T [ T[31] R R[31]
@y 4.730 4.730 4579 4 5749 4611 4382
@, T.833 1.833 7.331 7331 7431 7.340
Gy 10.99 1092 0834 QB33 10,03 0.g3
Wy 14.13 14.13 12.14 12.14 12.46 12.18
g 17.27 17.27 14.23 1423 14.68 1430

(EB: Euler-Bernoulls, T: Timoshenko, R: Reddy, LA=10)

Tablo 5.3. ik bes boyutsuz frekans parametresi

(A-S)
EB EB [37] T T [37] R
T 1875 1.875 1.867 1. 867 1.880
TP 4.694 4.694 4372 4572 4820
W3 T.835 1854 7415 7415 8.720
Wy 10.99 1099 0087 1037 11.80
g 14.14 1413 12,32 12.63 14.26
(EB: Euler-Bernoulli, T: Timoshenko, R: Reddy, L/A=10)
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5.6. Mod Sekilleri ve Genlik Oranlar:

EB, Timoshenko ve Reddy kiris modellerinin farkli sinir sartlarinda ilk on
moddaki mod sekilleri ile birlikte Timoshenko ve Reddy kirislerine ait maksimum genlik
oranlar1 asagidaki grafiklerde gosterilmektedir. Asagidaki grafiklerde EB, T ve R ile
gosterilen egriler sirasiyla EB, Timoshenko ve Reddy kiris teorilerine ait farkli mod
sayilarindaki ve o mod sayilarina ait boyutsuz frekanslardaki mod sekillerini temsil
etmektedir. T1 ve T2 ile gosterilen mod sekli egrileri de Timoshenko’ nun 1. ve 2.
spektrum egrilerini gostermektedir. B-B sinir sarti i¢cin Timoshenko’ nun 1. ve 2.
spektrum frekans degerlerindeki mod sekilleri ayr1 ayri ¢izilmistir. Ayrica B-B sinir sart1
icin Timoshenko’ nun 1. ve 2. spektrum frekans degerlerindeki mod sekilleri ¢ (x) yer
degistirme fonksiyonuna bagli olarak da verilmektedir. Grafiklerde de goriildigii gibi

verilen sinir sartlarinda kirisler i¢in elde edilen mod sekilleri ayni1 kalmaktadir.
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Sekil 5.12. Her iki ucu basit destekli (B-B) smir sartindaki mod sekli
(EB=3.141, T1=3.115, T2=10.92, R=3.115, n=1. mod).
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Sekil 5.13. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=6.283, T1=6.091, T2=12.03, R=6.090, n=2. mod).
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Sekil 5.14. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=9.424, T1=8.840, T2=13.30, R=8.841, n=3. mod).
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Sekil 5.15. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=12.56, T1=11.35, T2=14.59, R=11.34, n=4. mod).
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Sekil 5.16. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=15.70, T1=13.61, T2=15.84, R=13.62, n=5. mod).
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Sekil 5.17. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=18.85, T1=15.67, T2=17.04, R=15.69, n=6. mod).

Sekil 5.18. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=21.99, T1=17.57, T2=18.18, R=17.54, n=7. mod).
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Sekil 5.19. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=25.13, T1=19.31, T2=19.47, R=19.29, n=8. mod).

[

Sekil 5.20. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=28.27, T1=20.93, T2=20.95, R=20.89, n=9. mod).
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Sekil 5.21. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(EB=31.41, T1=22.44, T2=23.32, R=22.41, n=10. mod).
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Sekil 5.22. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=4.730, T=4.579, n=1. mod).
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Sekil 5.23. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=7.853, T=7.531, n=2. mod).

Sekil 5.24. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=10.99, T=9.856, n=3. mod).
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Sekil 5.25. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=14.14, T=12.14, n=4. mod).

Sekil 5.26. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=17.28, T=14.23, n=5. mod).
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Sekil 5.27. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=20.42, T=16.14, n=6. mod).

— EB

Sekil 5.28. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=23.56, T=17.92, n=7. mod).
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Sekil 5.29. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=26.70, T=19.57, n=8. mod).

— EB

Sekil 5.30. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=29.85, T=21.11, n=9. mod).
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Sekil 5.31. Her iki ucu ankastre (A-A) sinir sartindaki mod sekli
(EB=32.99, T=22.57, n=10. mod).

Sekil 5.32. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=1.875, T=1.867, n=1. mod).
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Sekil 5.33. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) siir sartindaki mod sekli
(EB=4.694, T=4.572, n=2. mod).

W(x)

Sekil 5.34. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=7.855, T=7.415, n=3. mod).
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Sekil 5.35. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=10.99, T=9.987, n=4. mod).

— EB

Sekil 5.36. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=14.14, T=12.32, n=5. mod).
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Sekil 5.37. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=17.26, T=14.44, n=6. mod).

Sekil 5.38. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=20.43, T=16.38, n=7. mod).
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Sekil 5.39. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=23.58, T=18.17, n=8. mod).

Sekil 5.40. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=26.73, T=19.83, n=9. mod).

65



Sekil 5.41. Bir ucu ankastre diger ucu serbest (A-S) sinir sartindaki mod sekli
(EB=29.84, T=21.37, n=10. mod).
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Sekil 5.42. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=3.115, T2=10.92, n=1. mod).
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Sekil 5.43. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=6.091, T2=12.03, n=2. mod).
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Sekil 5.44. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=8.840, T2=13.30, n=3. mod).
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Sekil 5.45. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=11.35, T2=14.59, n=4. mod).
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Sekil 5.46. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=13.61, T2=15.84, n=5. mod).
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Sekil 5.47. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=15.67, T2=17.04, n=6. mod).
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Sekil 5.48. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=17.57, T2=18.18, n=7. mod).
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Sekil 5.49. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=19.31, T2=19.47, n=8. mod).
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Sekil 5.50. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=20.93, T2=20.95, n=9. mod).
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Sekil 5.51. Her iki ucu basit destekli (B-B) sinir sartindaki mod sekli
(T1=22.44, T2=23.32, n=10. mod).
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Sekil 5.52. Timoshenko kiriginde genlik oram
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60,

Genlik orami (/1)

Dalga sayisi (k)

Sekil 5.53. Reddy kirisinde genlik orani

5.7. Faz Hiz1 ve Grup Hiz1 Degerleri

3. boliimde dalga yayinimi ¢oziimii yapilan EB ve Timoshenko kiris modellerinin
faz hiz1 ve grup hizi degerleri asagidaki grafiklerde gdsterilmektedir. Timoshenko kirisine
ait ikinci spektrum egrisinin faz hiz1 yiiksek dalga sayilarinda, EB ve Timoshenko
kiriginin birinci spektrum faz hizina yakinsamaktadir. Yiiksek dalga sayilarinda ise grup

hiz1 degerleri arasindaki fark ortaya ¢ikmaktadir.
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Dalga savisi (k)
Sekil 5.54. Timoshenko ve EB kirislerinde faz hizi
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Sekil 5.55. Timoshenko ve EB kirislerinde grup hizi

5.8. Farkh Diizeltme Faktorlerinin Timoshenko’nun fkinci Spektrumuna Etkisi

Bu boliimde, Timoshenko kirisinin dalga yaymimi ¢éziimiinde farklir diizeltme
faktorleri kullanilarak elde edilen birinci ve ikinci spektrum frekans egrileri, diizlem
elastisite ¢Ozlimiiyle karsilastirnlmaktadir. Boylece farkli diizeltme faktorlerinin
kullanilmasiyla Timoshenko’nun ikinci spektrum frekans egrisinin degisimi
gozlemlenmektedir. Asagidaki grafiklerde de gorildigi gibi, k, = 0.84651 yerine
Kk, = 0.80811 veya k, = 0.79 alindiginda, Timoshenko’nun ikinci spektrum frekans

egrisi (T2), 2. diizlem elastiste egrisine (2) daha da yakinsamaktadir.
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Sekil 5.56. Farkl: diizeltme faktorleri kullanilarak olusturulan dalga yayinim egrileri

(k; = 0.833, Kk, = 0.833, v = 0.3).
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Sekil 5.57. Farkl1 diizeltme faktorleri kullanilarak olusturulan dalga yayinim egrileri

(1 = 0.833, Kk, = 0.84651, v = 0.3).
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Sekil 5.58. Farkli diizeltme faktorleri kullanilarak olusturulan dalga yaymim egrileri

(kq = 0.833, Kk, = 0.81923, v = 0.3).

10 T T - T T
! .
% ; (3) y
g ; 7
o
g o f 7 ]
El . P
= p It
g Yo
'TE AF s l-"- _
H - Ry
T el
= -~
& -
%: RI 7 .
= -
1(1) 1 1 1
1 2 3 4 3

Dalga boyu/'kiris kalinligi (m/kh)
Sekil 5.59. Farkl1 diizeltme faktorleri kullanilarak olusturulan dalga yayinim egrileri
(1 = 0.833, k, = 0.80811, v = 0.3).
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Sekil 5.60. Farkli diizeltme faktorleri kullanilarak olusturulan dalga yaymim egrileri
(k1 = 0.833, k, = 0.79, v =10.3).
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BOLUM 6

GENEL SONUCLAR

Bu calismada, dikdortgen kesitli izotropik kiriglerin klasik kiris teorisi ve yiiksek
mertebeli kayma deformasyon teorileri kullanilarak serbest titresim analizi yapilmistir.
Kiris teorilerine ait diferansiyel hareket denklemleri ve genel sinir kosullar1t Hamilton” un
Varyasyonel Ilkesi ile ¢ikarilmistir. Diferansiyel hareket denklemleri ¢ikarilan kiris
teorileri ile ilk olarak dalga yaymimi ¢éziimii yapilarak her bir kirig teorisine ait dalga
bozunma egrileri elde edilmistir. Klasik kiris teorisi olarak da adlandirilan EB Kkiris
teorisinde bir adet dalga bozunma egrisi gozlenirken, kayma etkilerinin yaninda dénme
etkilerinin de dikkate alindigi Timoshenko kiris teorisinde ve diizlem igi yer
degistirmelerin kalinlik koordinatina baglh bir sekil fonksiyonu ile yiiksek mertebeden
degistigi, kiris ylizeylerinde kayma gerilmelerinin sifir olmasi sartin1 saglayan Reddy
kiris teorisinde ise ikiser adet dalga bozunma egrileri gozlemlenmistir. Elde edilen dalga
bozunma egrileri farkli Poisson oranlarinda diizlem elastisite ¢6ziimii ile kiyaslanmis ve
Timoshenko’ nun ikinci spektrum frekans degerlerinin fiziksel anlami tartisiimastir.
Yiiksek dalga boylarinda, Timoshenko ve Reddy kiris teorilerinin ikinci spektrum
egrilerinin ikinci diizlem elastisite egrisi ile uyumlu oldugu goriilmektedir. Elde edilen
bu sonug ile daha onceki yapilan ¢aligmalarda varligi ispatlanan ancak fiziksel anlami1
giiniimiizde de tartisma konusu olan Timoshenko’ nun ikinci spektrum frekans
degerlerinin ihmal edilmemesi gerektigi ve fiziksel bir anlaminin oldugu sonucuna
varilmistir. Ayrica elde edilen bu sonucu desteklemek i¢in Timoshenko kirisinin uglarina
diizlem i¢i kuvvet uygulanarak, diizlem i¢i kuvvetin Timoshenko’ nun ikinci spektrum
frekans egrisine olan etkisi gosterilmistir. Daha 6nceki ¢alismalarda, Timoshenko’ nun
birinci spektrumunda egilme ve kayma agilarinin es fazli, ikinci spektrumda ise bu
acilarin es fazli olmadig1 gosterilmistir. Bunun iizerine bazi aragtirmacilar ikinci spektrum
frekans degerlerinin thmal edilmesi gerektigini ve fiziksel bir anlaminin olmadigini

belirtmistir. Ancak bu durum diizlem i¢i kuvvetin dikkate alindigi durumlarda gecerli
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degildir. Farkli diizlem i¢i kuvvetler i¢in yapilan analizlerde Timoshenko kiris kesitinin
kayma agisinin, toplam dénme agisina oranina olan etkisi incelendiginde, ikinci spektrum
egrisinin es fazli oldugu goriiliirken, birinci spektrum frekans egrisinin zit fazli oldugu
gorilmistiir. Reddy kiris teorisinde, farkli diizlem i¢i kuvvetler i¢in yapilan analizlerde
ise birinci ve ikinci spektrum frekans egrilerinin es fazli oldugu goriilmektedir.

Timoshenko’ nun sekil faktorii olarak da adlandirilan diizeltme faktoriiniin degeri
farkl dalga boylarinda bazi arastirmacilar tarafindan arastirilmistir. Dikdortgen kesitli
kirislerde farkli diizeltme faktorleri kullanilarak yapilan dalga sayisi ¢oziimleri, diizlem
elastisite ¢Oziimiiyle kiyaslanmistir. Birinci ve ikinci spektrumda ayri ayr1 diizeltme
faktorleri kullanilarak yapilan dalga sayisi ¢oziimiinde, ikinci spektrum egrisinin ikinci
diizlem elastisite egrisi ile olan degisimi incelenmistir. Yapilan bu analizlerde, ikinci
spektrum da kullanilan farkli diizeltme faktorii degerlerinde, ikinci spektrum frekans
degerleri ikinci diizlem elastisite ¢ozlimiiyle daha uyumlu sonuglar vermektedir.

EB, Timoshenko ve Reddy kiris modellerinin serbest titresim frekans denklemleri
farkli sinir sartlar1 icin elde edilmistir. (B), (A) ve (S) smir kosullarmin farkh
kombinasyonlarinin etkisi dikkate alinarak elde edilen frekans denklemlerinin ¢éztimleri
neticesinde ilk bes moddaki boyutsuz dogal frekans degerleri tablo halinde sunulmustur.
EB, Timoshenko ve Reddy kiris teorilerinin farkli smir kosullarinda mod sekilleri
cizilmistir. Ayrica dalga yaymnimi ¢oziimiinden faydalanilarak Timoshenko ve Reddy
kiris teorilerine ait maksimum genlik oranlar1 grafiklerle gosterilmistir. EB ve

Timoshenko kiris modelleri i¢in faz hiz1 ve grup hiz1 degerleri bulunmustur.
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