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OZET

Modiiliis Fonksiyonu Yardimiyla Tanimlh

Genellestirilmis Istatistiksel Yakinsaklik

Dort esas boliimden olusan bu caligmanin ilk boliimiinde istatistiksel yakinsaklik ve
bulanik sayilarin kisa bir tarihcesinden bahsedilmistir. Ikinci boliimde, bulanik kiime,
bulanik say1, bulanik sayilarda temel iglemler ve bulanik say1 dizisi tammlar: veri-
lerek bulanik say1 dizilerinin yakinsakligi, sinirlilig, istatistiksel yakinsakhgi ve kuvvetli
p—Cesaro toplanabilme gibi baz1 6zelliklerinden bahsedilmistir. Caligmamizin iigiincii
boliimii orjinal olup, simirsiz bir f modiiliis fonksiyonu kullamlarak 5 € (0,1] reel
sayis1 i¢in bulamk say1 dizilerinde f—dereceden (A™, f) —istatistiksel yakinsaklik ve
f—dereceden kuvvetli (A™, f)—Cesaro toplanabilme kavramlari tanimlanmig ve
aralarindaki bazi kapsama bagintilar1 incelenmigtir. Dordiincii ve son boliimde ise

tez caligmasinda elde edilen sonucglara yer verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik say1 dizisi, Modiiliis fonksiyonu, Istatistiksel yakim-

saklik, Cesaro toplanabilme, Fark dizisi.
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SUMMARY

Generalized Statistical Convergence

Defined By A Modulus Function

This study consists of the four main chapters. In the first chapter, we give some in-
formations about the historical development of statistical convergence and fuzzy num-
bers. In the second chapter, we give the concepts of fuzzy set, fuzzy number and
sequence of fuzzy numbers and mention convergence, boundedness, statistical conver-
gence and strongly p—Cesaro summability of the sequences of fuzzy numbers. In the
third chapter which is original, we introduce the notions (A™, f) —statistical conver-
gence of order § and strong (A™, f) —Cesaro summability of order 3 for § € (0,1]
with respect to an unbounded modulus function f for sequences of fuzzy numbers and
examine some inclusion theorems. In the fourth and last chapter, we give the results

obtained from the thesis.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Modulus function, Statistical convergence,

Cesaro summability, Difference sequence.

v



SEKILLER LISTESI

Sekil 2.1. A = (ay, ag, a3) tiggen bulanik sayist ......... ... 5
Sekil 2.2. Bir tiggen bulanik sayisinin « seviye aralign ........ ... oL 6
Sekil 2.3. Iki ticgen bulanik saymin toplami .................cceeeiiiiiiiiiaaii.... 7
Sekil 2.4. Iki tiggen bulanik saymin farkt ............... ... 8
Sekil 2.5. Yamuk bulanik sayist ... 11
Sekil 2.6. (X},) bulanik say1 dizisinin X, bulanik sayisina yakinsamasi ............ 13

Sekil 2.7. Istatistiksel yakinsak ve sinirli, fakat yakinsak olmayan bir

bulanik say1 diziSi . ........oouiii i 16
Sekil 3.1. (Xj) ve (A™X}) bulamk say1 dizilerinin terimleri........................ 21
Sekil 3.2. (X}) bulanik say1 dizisi Uy, bulanik sayisma 3 € (3,1] icin S—dereceden

(A™, f) —istatistiksel yakmsaktir ... .. ... . i 23
Sekil 3.3. (Xj) ve (AXy) bulanik say1 dizilerinin terimleri......................... 27



SEMBOLLER LISTESIi

Bu caligmada kullanilan baz1 semboller aciklamalar: ile birlikte agagida sunulmus-

tur.

L (R™)
A«
cl(A)
supp A
h.h.k

S%(A™, F, )

SPO(A™, F, f)

wﬁ (Am7 F? f)

w570 (Am7 F? f)

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

n—boyutlu reel bulanik sayilar kiimesi

A bulanik kiimesinin a—seviye kiimesi

A kiimesinin kapanis

A bulanik kiimesinin destegi (support)

hemen hemen her &
Bir modiiliis fonksiyonuna gore S—dereceden
(A™, f) —istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerin kiimesi
Bir modiiliis fonksiyonuna gore g—dereceden sifira
(A™, f) —istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerin kiimesi
Bir modiiliis fonksiyonuna gore S—dereceden kuvvetli
(A™, f) —Cesaro toplanabilir bulanik say1 dizilerin kiimesi
Bir modiiliis fonksiyonuna gore sifira f—dereceden kuvvetli

(A™, f) —Cesaro toplanabilir bulanik say1 dizilerin kiimesi

VI



1. GIRIS

Algilmig yakinsakligin bir genellegtirilmis hali olan istatistiksel yakinsaklik fikri
Zygmund’mn [1] bir monografisine kadar gider. Steinhaus [2] ve Fast [3] birbirlerinden
bagimsiz olarak bu kavrami tamimlayarak daha saglam matematiksel temellere oturt-
muslar ve daha sonraki yillarda Schoenberg [4] tarafindan tekrar bir tanimi da yapilmig-
tir. Salat [5] ve Fridy [6] nin bu alandaki 6ncii ¢aligmalarindan sonra toplanabilme
teorisindeki en aktif alanlardan biri olarak ortaya ¢ikmig ve pek ¢ok aragtirmaci tarafin-

dan ¢ahgilmaya baglanilan bir konu haline gelmistir. ([7],[8],[9],[10])

1981 yiinda Kizmaz [11] tarafindan bir © = () reel say1 dizisinin ardigik iki
teriminin farklarindan olusan yeni bir Az, = xp — 2441 dizisi tamimlanmis ve bu galis-
mada tanimlanan fark dizi uzaylarinin Banach uzaylari olduklari gosterilmigtir. Fark
islemine aym mantikla devam edildiginde A%z, = Az, — Azy.; seklinde ikinci fark-
lar, A3z, = A2z, — A2z, seklinde {iclincii farklar ve bu sekilde devam edilerek
Amzy = A™ 1z, — Am 1y, seklinde m-yinci farklar Et ve Colak [12] tarafindan elde
edilerek genellestirilmig fark dizilerinin tanmimi, Banach uzay1 olma durumlar: ve bazi
cebirsel 6zellikleri verilmistir. Ozellikle Et ve Colak [12]'1in bu ¢alismasindan sonra, fark

dizisi lizerine ¢alismalar yogun bir gekilde artmaya baslamistir.

Modiiliis fonksiyonu fikri ilk defa 1953 yilinda Nakano [13] tarafindan ortaya atilarak
bu fonksiyonun temel o6zellikleri ilgili makalede verilmigtir. Buna goére bir modiiliis
fonksiyonu [0, c0) araligindan [0, co) araligina tanimh bir ¢ fonksiyonu olup su sartlar
saglamasi gerekmektedir:

(i) ¢ (t) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ = 0 olmasidur,

(i) ¢ (t+5) <@ () + ¢ (s), (t =0 ves>0),

(iii) ¢ artan bir fonksiyondur,

(iv) ¢, sifirda sagdan siireklidir.

Toplanabilme teorisinde bir modiiliis fonksiyonu kullanilarak pek ¢ok dizi uzay1 inga
edilmis ve bu fonksiyonun 6zel hallerine gore alanla ilgili daha ¢nceden tamimlanmig

dizi uzaylar1 elde edilerek kiyaslama yapilmstir. ([14],[15],[16])



Bulanik say1 dizileriyle ilgili ilk galigma Matloka’nin [17], 1986 yilinda yaptig "Se-
quences of fuzzy numbers" adli makalesidir. Bu makalede bir bulanik say1 dizisinin
tanimi verilerek bazi topolojik 6zelikleri aciklanmigtir. Daha sonraki yillarda bu dizilerin
istatistiksel yakinsakligi Nuray ve Savag [18] tarafindan tanimlanmis ve bu makale o
giinden beri pek ¢ok aragtirmaciya nemli bir kaynak teskil etmigtir. ([19],[20],[21],[22],
[23])-

Istatistiksel yakinsaklik tamminda derece kavranu ilk olarak Gadjiev ve Orhan [24]
tarafindan tanimlanmig olup 6zellikle Colak’in [25] 2010 yilinda yaptig bir ¢alismadan
sonra av—dereceden istatistiksel yakinsaklik konulu caligmalar gerek say1 dizileri gerekse
bulanik say1 dizileriyle ilgili alanda hizli bir gekilde artmaya baglamigtir ([26],[27],[28]).
Bulanik say1 dizileri i¢in dereceli istatistiksel yakinsakhga ilk olarak Altiok vd.[29]
nin ¢alismasinda rastlanmaktadir. Bilindigi gibi simirli ve istatistiksel yakimsak bir
bulamk say1 dizisi kuvvetli p—Cesaro toplanabilir olmasina ragmen Altinok vd.[29]
un caligmasinda buradaki yakinsakliklar derecelendirilip f—dereceden alindiginda bu
onermenin saglanmadig1 gosterilmistir.

2014 yilina gelindiginde Aizpuru vd. [30] sinirsiz bir modiiliis fonksiyonundan yarar-
lanarak yeni bir yogunluk kavrami tanimlamis ve bunun bir sonucu olarak adi yakin-
saklik ile istatistiksel yakimsaklik arasinda bulunan yeni bir non-matris yakinsaklik
tiirii elde etmistir. Bu galigmada modiiliis fonksiyonun birim fonksiyon ozelligi kul-
lanilarak 6zel durumda istatistiksel yakinsaklik kavramina indirgendigi goriilmiigtiir.
Daha sonradan Bhardwaj vd. [31] tarafindan yine smrsiz bir f modiiliis fonksi-
yonu ve skalar diziler kullanilarak adi smnirhlik ve istatistiksel sinirlilik arasinda bir
kavram olan f—istatistiksel sinirhilik tanimi verilmigtir. Son zamanlarda sinirsiz bir
f modiiliis fonksiyonunu kullanilarak Altinok ve Kasap [32] tarafindan f—dereceden
f—istatistiksel yakinsak ve kuvvetli p—Cesaro toplanabilir bulanik say1 dizilerinin kii-
mesi olan S? (F, f) ve w” (F, f) dizi kiimeleri tanimlanmig ve bu kiimeler arasinda bazi

bagmtilar verilmistir.



2. BULANIK SAYILAR VE BULANIK SAYI DiZIiLERI

Bu boliimde bulanik kiimeler ve bulanik sayilarin temel 6zellikleri verildi. Ayrica
bulanik say1 dizisinin tanimi ve bazi 6zellikleri verilerek bu dizilerin istatistiksel yakin-

sakligi ve kuvvetli Cesaro toplanabilirligi orneklerle acgiklandi.
2.1. Bulanik Kiime ve Bulanik Say1

Tanim 2.1.1. x bir kiime ve A C x olsun. Bir A bulamk kiimesi, X, : x — [0, 1]

seklinde bir karakteristik fonksiyon ile temsil edilir. Bu fonksiyon

(0,1], =€ Aise
0, x¢ Aise

seklinde tanmimlanir. Bu X 4 karakteristik fonksiyonuna iiyelik fonksiyonu adi verilir.

Tanim 2.1.2. Herhangi bir A bulamk kiimesinin a—seviye kiimesi (a—seviye) a €
(0, 1] olmak tizere

A={zx e x: Xs(x) > a}

bigiminde bir reel aralik olarak tanimlanir. Aritmetik islemlerde o = 0 durumunda, A°

seviye kiimesi 6zel olarak
A" =cl{z e R: X (z) > 0}

bi¢iminde tanimlanir. Burada "cl{x € R: X4 () > 0}” ile {x € R: X4 (z) > 0} kii-

mesinin kapanig1 gosterilmektedir.

Tanim 2.1.3. ([33]) Asagidaki kogullar1 saglayan bir X : R — [0, 1] fonksiyonuna bir
bulanik say1 adi verilir:
i) X normaldir, yani X (zo) = 1 olacak sekilde bir zy € R mevcuttur,

ii) X konvekstir, yani herhangi =,y € R ve A € [0,1] igin
XAz +(1=XN)y) = min{X (2),X (y)}

esitsizligi saglanir,



iii) X tist-yari-siireklidir,

iv) el {x € R: X (z) > 0} kiimesi kompakt bir kiimedir.
L (R) ile ttim bulanik sayilarn kiimesi gosterilecektir.

Bulanik say1 dizileriyle ilgili yaptigimiz ¢alismalarda genellikle dy Hausdorff metri-
ginden yararlanarak asagida tammu verilen d metrigini kullanmaktayiz. Bu metrik

herhangi iki X ve Y bulanik sayis1 icin

d : LR)xLR)—R

d(X,Y) = sup dy (X*Y?)

0<a<l

bi¢imindedir. dy Hausdorff metriginin tanim ise
di (X, Y*) = max (|X* - Y[, |X" =Y"|)
seklinde olup (L (R),d) uzay1 bir tam metrik uzaydir [34].

Bulanik kiimeler iiyelik fonksiyonlariyla tanimlandiklarindan dolay1 bulanik sayilarin
tiyelik fonksiyonlar: ile ayn1 kavram olduklarini ve bu nedenle iiyelik fonksiyonu cesidi
kadar bulanik say1 gesidi oldugunu soyleyebiliriz.

Ele alinan konuya gore degisik bulanik sayilar kullanmak miimkiindiir. Genel olarak
pratik uygulamalarda kullanilan {iggen(triangular) ve yamuk(trapezoidal) olmak iizere
iki tane bulanik say1 s6z konusudur. Caligmamizin agagidaki kisimlarinda Baykal ve

Beyan’da [35] yer alan temel iglemleri agiklayip ve érnekler verecegiz.
2.2. Uggen Bulanik Sayilar

ay ve ag, bulanik kiime desteginin alt ve tist sinir degerleri ve ao, tam tiyelikli tek

say1 olmak iizere {icgen bulanik say1 tanimi

.

(x —ay) e
m, a1 S T X Q9 1S€e
g (w) = pig (7501, 09,a3) = %, as < x < ag ise
3 — Q2
\ 0, T > az veya T < ay ise

olarak yapilabilir. p, (ay) = 1 olmak iizere ay ye tiggen bulanik saymin tepe’si denir.

as 'nin a; ve ag ’iin orta noktasi olma zorunlulugu yoktur (Sekil 2.1).

4



Mg (x) A
1 /

a) a a3

v

Sekil 2.1. A=[ ay, a,, a3] ticgen bulanik sayisi

Bir iiggen bulanik say1, « seviye kiimeleri (giiven aralig) ile ifade edilebilir. Va €

0,1] ve af, a§ € R icin

(a’? al) o
= = == —
a (a2 —a1) at = (ag —a1) o+ a4
(a’3 ag) a
— = = — —
a (05— a2) as (a3 — ag) o + as
A% = [af,a5] = [(aa — a1) o + a1, — (a3 — a2) a + a3

elde edilmis olur.

Ucgen bulanik sayilarda aritmetik islemler o seviye kiimeleri kullanilarak veya aralik
say1 iglemleri kullanilarak yapilabilir.

Ucgen bir bulanik say1, merkezi a, olmak iizere, “z, a ’ ya yaklagik olarak esittir”

gibi bir bulanik nicelik olarak goriilebilir.

Ornegin A = (=5, —1,1) tiggen bulanik sayismin iiyelik fonksiyonu

(le-s)’ —H<x<—1ise
pg () = L2, —1<z<1lise

0, x>1veyax < =5 ise

seklinde olup bu saymin « seviye kiimesi

5
(3:1— ) = a=>zrx=4a-5
1—
(1-=) = a=cr=—2a+1
2
AY = [aﬁ“), a:(f‘)} = [4a — 5, —2a + 1]

bt



seklinde bir araliktir. Buradan ozel olarak o = 0,5 olarak A%° hesaplanirsa
A%P = [ago,s) a§°’5)} = [-3,0]

elde edilir (Sekil 2.2).

H4(x) A
1
/ <
-5 -3 0 1
——
AO.S

Sekil 2.2. Bir tiggen bulanik sayisinin « seviye kiimesi

Ucgen bulanik say1 islemlerinde baz1 énemli ézellikler bulunmaktadir. Ucgen bu-

lanik sayilar arasindaki toplama ve ¢ikarma sonuglar: iiggen bulanik say1 olur. Fakat

carpma ve bolme iglemlerinin sonucu tiggen bulanik say1 olmak zorunda degildir. En

biiyiik (maksimum) ve en kiigiik (minimum) iglemleri tiggen bulanik say1 vermez. Fakat

siklikla carpma ve bélmenin iglem sonuglar1 da yaklagik degerler kullanilarak tiggen bu-

lanik say1 olarak kabul edilir.

Toplama ve ¢ikarma iglemlerinde iiyelik fonksiyonu kullanimina gerek yoktur. Bu

islemler agagidaki oldugu gibi o seviye kiimesi iglemleri kullanilarak da yapilabilir.

Uyelik fonksiyonlar ile de ayn1 sonuclar elde edilebilir.
2.2.1. Toplama ve Cikarma Islemi

A ve B gibi iki iiggen bulanik say1 arasinda toplama ve ¢ikarma iglemi

A+ B = (a1,a9,a3)+ (b1, be,b3) = (a1 + b1, az + by, a3 + b3)

A—B = (a1,a2,a3) — (b1,b2,b3) = (a1 — b3, as — ba, a3 — by)

seklinde tanimlanir.



Ornek 2.2.1.1. A = (-3,2,4), B = (—1,0,6) olmak iizere A ve B bulanik sayilar
verilsin.

(a) (2.1) formiiliinden

A+ B=(-3+(-1),240,4+6) = (—4,2,10)

bulunur.
(b) A = (-3,2,4) , B = (—1,0,6) i¢in « seviye araliklarin1 kullanarak da aymni

sonuglar elde edilebilir. Gerekli iglemlerden sonra « seviye araliklari

A* = [ago‘), a:(f‘)} = [(ag — a1) o + a1, — (a3 — az) o + as]
= [ba—3,—2a+ 4]
G = [bga)’ béa)} = [(b2 = b1)  + b1, — (bs — bz) v + bs]

= [a—1,—6a+ 6]

seklinde bulunur. A® ve B®, « seviye araliklarinin toplami

A® 4 B* = [6a — 4, —8a + 10]

olacaktir. Ozellikle o = 0 ve a = 1 icin

A’ + B = [-4,10]

A+ B = [2,2]=2
elde edilir. Bu iglemden elde edilen ii¢ nokta onceki drnekte verilen A + B nin sonucu
olarak elde edilen (—4,2,10) sayis1 ile uyum igindedir (Sekil 2.3).

H4(x) y

Sekil 2.3. iki iiggen bulanik saymin toplami



Ornek 2.2.1.2. (a) A= (-3,2,4), B=(—1,0,6) igin
A-B=(-3-6,2—-0,4—(-1)) =(-9,2,5) dir.
(b) Yine A® — B® iglemini yaptiktan sonra @ = 0 ve @ = 1 durumlarini ele alalim.

a seviye kiimesi islemleri yapildiktan sonra
A — B* =[1la— 9, —3a + 5] (2.3)

bulunur. (2.3) ifadesinde oo = 0 ve o = 1 degerlerini yerlerine koyarsak

A"~ B = [-9,5]
Al —B' = [2,2]=2
bulunur. Bu sonug¢ A — B = (=9, 2, 5) ii¢ noktasi ile esittir (Sekil 2.4).

Sonug olarak bulanik sayilar arasindaki iglemleri o seviye kiimesi iglemlerini kulla-

narak da yapabilecegimiz agiktir.

H4(x) y

v

Sekil 2.4. iki iicgen bulanik sayimin farki

2.2.2. Carpma Islemi

Ucgen bulanik sayilarin carpma islemi yaklasiklastirma kullanilarak yapilir. Bunun
icin once ilgili sayilarin « seviye kiimeleri alimp c¢arpilir. Ardindan o = 0 ve o = 1

degerleri icin sonuclar elde edilir.

Ornek 2.2.2.1. A = (1,2,4) ve B = (2,4,6) olsun. Bu iki bulanik saymin « seviye



kiimeleri

A = [2=1Da+1,—(4—-2)a+4]
= [a+1,—2a+4]
B, = [4—-2)a+2,—(6—4)a+ 6]

= [2a+2,—2a + 6]

seklindedir. Tiim « € [0, 1] degerleri igin, iki seviye araligi olan A* ve B® yi ¢arpalim.
a € [0,1] "de her araligin elemanlarinin pozitif sayilar oldugunu gorecegiz. Boylece iki

araligin carpma islemi kolay olacaktir:

_ [&+1,—2&+4]’[204+2’_2&+6]
= [(@+1)(2a+2),(~2a+4) (~2a +6)]

= [207 +4a +2,40” — 20a + 24] (2.4)

(2.4) de 6zel olarak

a = 0igin; A°- BY = [2,24]

a = ligin; A" B'=[2+4+2,4—20+24] =[8,8 =8

elde edilir.
A - B’ nin yaklagiklagtirilmasiyla ile A - B = (2,8,24) iiggen bulanik sayiy1 elde

ederiz.
2.2.3. Bolme Islemi

(arpmada yapilana benzer bir yolla, bir ticgen bulanik sayida A: B nin yaklagik
degeri ifade edilir. Once A® aralign B® ile boliiniir ve a = 0 ve o = 1 degerleri icin

sonuclar elde edilir.

Ornek 2.2.3.1. A = (1,2,4) ve B = (2,4,6) bulanik sayilar verilsin. o € [0,1] icin

her araligin elemani pozitif say1 olacagindan, A“: B* y1

(a+1) (—2a+4)

A*B =
(—2a+6)" (2a+2)

(2.5)
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seklinde elde ederiz. (2.5) kiimesinde a nin 6zel degerleri igin

14

a = 0icin; A%B" = lg’i] =10.17,2]
1+1 —2+4 2 2

a = licin; A%B' = i , ki — = =0.5
—2+6" 242 4’ 4

bulunur. Buradan yaklagiklagtirilmig A:B 7 in degeri

A:B~(0.17,0.5,2)

olarak elde edilir.
2.3. Yamuk Bulanik Sayilar

Yamuk bulanik say1 en sik kullanilan bulanik say1 ¢esididir. Yamuk bulanik sayilarin
daha sik kullanilma nedeni tiggen bulanik sayilarin yamuk bulanik sayilarin 6zel bir sekli
olmas1 ve sozel degiskenlerle kolay kavranabilir olmasidir.

Yamuk bulanik say: iiyelik derecesi en biiyiik olan («v = 1) birden ¢ok nokta olmasi
anlamma gelir.

Yamuk bulanik say1 dort parametre ile tanimlanir.a; ve a4, bulanik kiime desteginin
alt ve ist siir degerleri ve as ve a3 tam tiyelikli sayilarin kiimesinin sinirlarini gostermek

izere,

.

(x —ay) e
m, A1 ST = Gy 1se
1, as < x < ag ise
g () = iy (7501, 02,03, aq) = .
(ag — ) .
m, as S X S a4 1S€
\ 0, T > a4 veya xr < aq ise

tiyelik fonksiyonuyla tanimlanir. Yamuk bulanik saymin aritmetik iglemleri i¢in « se-

viye kiime iglemleri kullanilir. Voo € [0, 1] i¢in

A% = [af,af] = [(as — a1) a + a1, — (a4 — a3) a + a4

bulunur. Agikg¢a goriildiigii gibi as = a3 oldugunda say1 iicgen bulanik say1 olmaktadir

(Sekil 2.5).
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Hy (x)“

v

a) a a3 a4

Sekil 2.5. Yamuk bulanik sayisi

Yamuk bulanik sayilarla yapilan iglemlerde toplama ve ¢ikarma sonucu yine bir
yamuk bulanik sayidir. Carpma ve bolme ile tersine gevirme sonuglar: yamuk olmak
zorunda degildir. Bulanik sayilarin en biiyiik ve en kiiciik islemleri her zaman yamuk
bulanik say1 degildir. Fakat yine pek ¢ok ¢arpma ve bolme iglemi sonucunda yaklagik
yamuk bicimi kullanilir. Ucgen bulanik sayilarda oldugu gibi toplama, cikarma basitce

tanimlanir ve ¢arpma ve bolme islemleri iiyelik fonksiyonlar: kullanilarak yapilmalidir.
2.3.1. Toplama ve Cikarma Islemi
A ve B gibi iki yamuk bulanik say1 arasinda toplama ve ¢ikarma iglemi

A+B = (a1 +0by,as + by, a3+ bs,as + by)
A—B = (a1 — by, ay — b3, a3 — by, as — by)

seklinde tanimlanir.
2.3.2. Carpma Islemi

Yamuk bulanik sayilarin carpma islemi de yaklagiklagtirma kullanilarak yapilir.
Bunun igin ticgen bulanik sayidaki gibi ¢nce ilgili sayilarin « seviye kiimeleri bulunup

bunlar garpilir. Ardindan a@ = 0 ve a = 1 degerleri i¢in sonuglar elde edilir.

Ornek 2.3.2.1. A= (1,5,6,9) ve B = (2,3,5,8) seklindeki iki yamuk bulamk sayinin

carpma islemini yapalim.

11



Islemin tam degeri icin iiyelik fonksiyonu kullamlmahdir. Yaklagik degerler icin o

seviye kiimesi iglemleri kullanilirsa
A* = [da+1,—-3a+9]
B* = [a+2,-3a+§]

kiimeleri bulunur. Tim « € [0,1] degerleri icin, her araligin her elemam pozitif

oldugundan dolay1, « seviye kiimeleri ile carpma

AY-B* = [(4a+1)(a+2),(=3a+9)(—3a+38)]

A*-B* = [40® +9a + 2,907 — 5la + 72] (2.6)
seklinde olacaktir. Ozel olarak (2.6) da
a = 0igin;A°- B =[2,72]
a = ligin;A'-B'=[4+9+2,9—51+72] = [15,30]

olacagindan a = 0 ve a = 1 degerlerindeki dort nokta kullanilarak, yamuk bulanik

saymin yaklagik degerini A - B = (2,15, 30, 72) olarak elde edebiliriz.
2.3.3. Bolme Islemi

Yamuk bulanik sayilarin toplama ve ¢ikarma iglemleri yine yamuk bulanik say1 verir.
Ancak iki yamuk bulanik sayimin carpimi ya da boliimii yine bir yamuk bulanik say1
vermez. (iinkii ¢arpim sonucunda ikinci dereceden bir denklem elde edilir. Bu da
carpim sonucunun egrisel bir gekli oldugu anlamina gelir. Bu maksatla egrisel olan
carpim sonucu grafigi o kesmeleri ile dogrusal olan yamuk bulanik grafige yaklagtirilir.

Bu nedenle ¢arpim islemleri yaklagik bir degerdir.
2.4. Bulamk Say1 Dizileri ve Temel Ozellikleri

Bulanik say1 dizileriyle ilgili ilk ¢alismayr Matloka [17], 1986 yilinda yapmis ve bu
caligmasinda bir bulanik say1 dizisinin tanimini ve bazi1 temel 6zelliklerini asagidaki

sekilde vererek bu tanimi literatiire kazandirmigtir.

Tanim 2.4.1. L(R), bulamk sayilar kiimesi olmak iizere X : N — L (R) seklinde

tanmimli bir {iyelik fonksiyonuna bir bulanik say1 dizisi adi verilir. Burada dizinin te-
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rimleri olan X (k) bulanik sayisini reel say1 dizileriyle de uyumlu olmas: agisindan X

ile gosterecegiz.

Tanim 2.4.2. Her ¢ > 0 igin & > kg iken d (X}, Xy) < € saglanacak bigimde bir
ko dogal sayis1 mevcut ise (Xj) bulanik say1 dizisi Xy bulanik sayisina yakinsaktir ve

klim X, = X ile gosterilir. ¢ (F) ile tiim yakinsak bulanik say:1 dizilerinin kiimesi

gosterilir.
Asagida yakinsak bir bulanik say1 dizisi érnek olarak verilmigtir:

Ornek 2.4.3. X = (X},) bulanik say1 dizisinin iiyelik fonksiyonunu

kg 222 T € [M,ﬂ ise

k+2 k2 %
! __k 4k+2 4427
X (z) x4 2 x e [3,%H2] ise
0, diger durumlarda

bi¢iminde tanimlarsak bu dizinin yakinsak ve limitinin

T —2, x €[2,3] ise
Xo(x)=<¢ —x+4, xc[3,4] ise

0, diger durumlarda

seklinde bir bulanik say1 oldugu goriiliir (Sekil 2.6).

Sekil 2.6. (X,) bulanik say1 dizisinin X, bulanmk
sayisina yakinsamasi

Tanim 2.4.4. Her k£ € N sayist icin L < X, < U olacak sekilde L ve U bulanik sayilar
mevcut ise X = (X}) bulanik say1 dizisine sinirhdir denir. /o, (F) ile ttim siirh bulanik

say1 dizilerinin kiimesi gosterilecektir.

Yukarida verilen 6rnekteki (X}) bulamk say1 dizisi sinirh bir dizidir.
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Tanim 2.4.5. ([18]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 i¢in,

1
lim% H{k <n:d(Xy, Xo) >} =0

olacak gekilde bir X, bulanik sayisi mevcut ise, yani h.h.k igin d (X, Xo) < € esit-
sizligini saglayan bir X, bulanik sayis1 varsa X = (Xj) bulank say1 dizisi Xy bulanik
sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. (Xj) dizisi Xy bulamk sayisina istatistiksel
yakinsak ise S(F') —lim X}, = Xy veya Xj, — Xo (S (F)) yazilr.

S (F) ile istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesini gosterecegiz. Ozel
olarak Xy = 0 almrsa S (F') yerine Sy (F') yazacagz.

Bilindigi gibi sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolay1 ¢ (F) C
S (F) kapsamasi agiktir. Bu kapsamanin kesin oldugunu da agagidaki drnekte gorebi-

liriz.

Ornek 2.4.6. X = (X},) bulanik say1 dizisini

20— (2k—1), wz€ [k—1k] ise
4 (Qk 1) [k . 1} ) k= n3 ise
—2x 4+ +1), z€ |k, k+ 35| 18€
X, (z) = ? (n=1,2,3,..)
0, diger durumlarda
\ Xo (), k # n? ise

olacak bicimde tanimlayalim. Burada

20 — 1, T € [%,1} ise
Xo(x) =4 —22+3, T € [1, %] ise
0, diger durumlarda

olup, her € > 0 igin
{keN:d(X, Xo) >c} C{8,27,64,...}

oldugundan § ({k € N : d (X, Xo) > ¢e}) = 0 dir. Bu nedenle X = (X}) dizisi X, a
istatistiksel yakinsaktir. Ancak {k € N :d(Xy, Xo) > ¢} kiimesi sonlu olmadig1 igin
(Xk) dizisi X, a yakinsak degildir.

S (F) ve Ly (F) dizi kiimeleri birbirlerini kapsamazlar. Yukaridaki érnekte verilen

X = (Xj) bulank say:1 dizisini goz oniine alalim. Bu dizi istatistiksel yakinsaktir
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fakat sinirh degildir. Simdi de smirh olup istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi 6rnegi

verelim.

Ornek 2.4.7. (X}) bulamk say1 dizisini su sekilde tanimlayalim:

( )

r+3, xe[-3,-2] ise
—xr—1, z€ [—2, —1] ise p, k tekise
0, diger durumlarda
X () = X
x—1, x € [1,2] ise

—x + 3, x € [2,3] ise >,k cift ise

\ 0, diger durumlarda )

Bu dizinin terimleri say1 dogrusu tizerinde isaretlendiginde iistten ve alttan en az iki
tane bulanik sayisi tarafindan siirlandirildigr goriilecektir. Bu nedenle dizi sinirhdir.
Diger taraftan verilen dizinin istatistiksel yakinsayacag: herhangi bir bulanik say1 mev-

cut olmadigindan dizi istatistiksel yakinsak degildir.

Yakinsak her bulanik say1 dizisi ayni zamanda hem istatistiksel yakinsak hem de
sinirh oldugundan S (F) N 4y, (F) # 0 dir. Hatta ¢(F) C S(F) Nl (F) kapsamasi

kesindir. Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmigtir:

Ornek 2.4.8. Simdi ki (Xx) bulanik say1 dizisini 6yle tanimlamaliy1z ki bu dizi hem
istatistiksel yakinsak olmali hem de sinirli olmalidir. Yukarida verilen kapsama bagin-
tisimin kesinliginden bahsedebilmek icin dizinin ayni zamanda yakinsak olmamas: da

gerekmektedir. T{im bunlar géz oniine alindiginda diziyi

.

k 2-2k 2k—2 .
el tige, TE [7,3} ise b e
TN N = [3 M} ise ;
k+2 k2 Tk (n=1,2,3,.)
0, diger durumlarda Y
X (z) =
r+3, xe€[-3,-2] ise
—r—1, xze€[-2,—1]ise ¢, k # n? ise
\ 0, diger durumlarda

bigiminde tamimlayabiliriz. Asagidaki sekilde de goriilecegi iizere bu dizi siirh bir
dizidir. Istatistiksel yakinsakligin tanim hatirlanirsa dogal yogunluk hesabindan dolay:
bu dizinin X, {icgen bulanik sayisina istatistiksel yakinsak oldugu anlagilir. Fakat, bu

dizi yakinsak olmayip yukarida verilen kapsama kesindir (Sekil 2.7).
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-3 -2 -1 0 32 16/9 3 38/9 972 6

Sekil 2.7. Istatistiksel yakinsak ve sinirli, fakat yakinsak olmayan bir
bulanik say1 dizisi

Teorem 2.4.9. ([36]) X = (Xj) bir bulamik say1 dizisi olsun. Bu durumda h.h.k.
icin Xy = Y olacak sekilde yakinsak bir Y = (Y}) dizisi varsa X dizisi istatistiksel
yakinsaktir.

Tanim 2.4.10. ([37]) X = (X}) bir bulamk say1 dizisi ve p > 0 olsun. Eger
n—oo 1 ol ’

olacak sekilde bir X, bulanik sayis1 varsa X = (Xj) bulank say:1 dizisi X, bulamk
sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli p—Cesaro yakinsak bulanik

say1 dizilerinin kiimesini w (F, p) ile gosterecegiz. Bir bagka ifadeyle

1 n
w(F,p) = {X = (Xy) : nh—{goﬁ Z [d ( Xk, Xo)]” =0, en az bir X, igin}
k=1

dir. X = (X}) bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise
X — Xo (w (F,p)) yazacagz.

Teorem 2.4.11. ([37]) 0 < p < oo olsun. Eger bir X = (Xj) bulanik say:1 dizisi
Xo bulanik sayisia kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise ayni zamanda X, bulanik sayisina

istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 2.4.12. ([37]) 0 < p < oo olsun. Eger simirh bir X = (X},) bulanik say1 dizisi
Xo bulanik sayisina istatistiksel yakinsak ise bu takdirde Xy bulanik sayisina kuvvetli

p—Cesaro yakisaktir.
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3. BULANIK SAYI DiZILERINDE 3-DERECEDEN (A™, f)-ISTATISTIiK-
SEL YAKINSAKLIK VE KUVVETLI (A™, f) ~-CESARO TOPLANABILME

3.1. Giris

Bu kisimda reel say1 dizileri i¢in f—yogunluk ve fz—yogunluk kavramlar verilecek-

tir.
Tanim 3.1.1. [25] N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin f—yogunlugu

ds (A) = lim n—15|{kgn:keA}| (3.1)

seklindeki limitle tanimlanir. Burada /3 sayisi (0, 1] araliginin herhangi bir elemamdir.

(3.1) ifadesinde [ sayisiin 6zel olarak 1 olmasi halinde f—yogunluk, dogal yogunlukla

denk olur.

Tanim 3.1.2. [38] S yukaridaki gibi bir reel say1 ve f fonksiyonu da simirsiz bir

modiiliis olmak {izere N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin fg—yogunlugu

d, (A) = lim

lim o Tk < ke AY) (32)

biciminde tanimlanir.

Uyari 3.1.3. [38] Eger (3.2) ifadesinde 5 = 1 ve f (z) = x alinirsa bu durumda bir kii-
menin fz—yogunlugu dogal yogunluga indirgenir. Sadece 3 = 1 alimirsa f—yogunluga

ve yine sadece f () = x alnmasi durumunda da f—yogunluga indirgenmis olur.
3.2. Bulanik Say1 Dizilerinde f—Dereceden (A™, f)—Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda SP (A™, F, f) dizi kiimesini tammlanarak 3 nm farkli degerleri icin

cesitli kapsama teoremleri verilecektir.

Tanim 3.2.1. 0 < # < 1 sayis1 ve sinirsiz bir f modiiliis fonksiyonu verilsin. Eger

herbir € > 0 i¢in

lim

! m —
nﬁoof(nﬁ)f(HkSnd(A XkaXO) 25}|) =0
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limiti mevcut ise X = (Xj) bulamk say1 dizisi X, bulamk sayisina S—dereceden
(A™, f) —istatistiksel yakisaktir denir. Bu durumda (X;) dizisi X, ’a
SP (A™, F, f) —yakinsak olur. Bu yakinsama aym zamanda S° (A™, F, f) — lim X, =
Xy seklinde de yazilabilir. Bu sekildeki biitiin bulanik say1 dizilerin kiimesi S¥ (A™, F, f)
ile gosterilecektir. Eger dizi 6zel olarak 0 sayisina S—dereceden (A™, f) —istatistiksel
yakinsak ise bu durumda boyle dizilerin kiimesi de S#° (A™ F, f) ile gosterilecektir.
Ayrica tanimladigimiz bu iki dizi kiimesi arasinda bir S#0 (A™ F, f) C SP (A™, F, f)

seklinde bir kapsama bagintisinin oldugunu da belirtelim.

Uyar: 3.2.2. [ nin 1 den biiyiik degerleri igin S—dereceden (A™, f) —istatistiksel

yakinsaklik iyi tanimh degildir. Bunun sebebi agsagidaki ¢rnekte verilmistir.

f@)

> 0 sartim saglasim ve X = (X}, dizisini

Ornek 3.2.3. f modiiliis fonksiyonu tlim

de su sekilde tanimlayalim:

(

xr+4 A4 <xr< -3
—r—2 3<r< -2 k tek ise
0 diger durumlarda
Xy = /
T — 2 2<x<3
—r+4 3<z <4 k cift ise
\ 0 diger durumlarda

(X%) dizisinin a—seviye kiimesi hesaplanirsa « € (0, 1] i¢in

r+4 = a=r=a—-4
—r—2 = a=>r=—a—2
X" = la—-4,-a-2
r—2 = a=zr=a+2
—rx4+4 = a=r=—-a+4
[(X1]* = [a+2,—a+4]

ve boylece
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(X

bulunacaktir. & tek icin

ve k ¢ift icin

A Xy,

AX,

o —4,—a —2] k tek

la+2,—a+4] Fkcift

X — X1

icin

icin

[ —4,—a—2] — [a+ 2, —a +4]]

a—44+a—-—4,—a—2—a—2]

2a — 8, —2a — 4]
2la — 4, —a — 2]
X — Xpa

[a4+2,—a+4] —[a—4,—a —2]]

a+2+a+2,—a+4—a+4]

2a+ 4, —2a + §]

2la + 2, —a + 4]

olacagindan [AX]* seviye kiimesi

[AX]”

dir. Bu kiimenin iiyelik fonksiyonu ise

2la —4,—a —2] Fk tek igin
2la+2,—a +4] k cift igin
3 3
xT’ T € |8, —6]
_x2_4, T € [—6, —4] >k tek icin
0, diger durumlarda )
3
=4 z € [4,6]
—248 r € [6,8] >k ¢ift igin
0, diger durumlarda )
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seklindedir. Benzer sekilde A2X; = AX}, — AXyy; formiilii kullanilarak

) 2[a —4,—a —2] k tek igin
(AP X" =

2 +2,—a+4] kcift igin
seviye kiimesi bulunur. Genelleme yapilarak A™X; = A™ !X, — A™71X;,, for-

miilintin kullanilmasiyla m € N icin m. mertebeden

2M o — 4, —a — 2] ;= [Uh]" k tek ise

[ATX]" =
2M [+ 2, —a + 4] := [Us]" kift ise

seviye kiimesi bulunur. Buradan (A™X}) dizisinin tiyelik fonksiyonu

.

= +4, xel[-2m2 327
— =2, ze[=-32m —2mH] »:=U; Fktekigin
0, diger durumlarda
&2, el 3om]
—L +4, xze32m2mt?] H:=U kift icin
| 0, diger durumlarda

bulunur. Bu takdirde 5 > 1 ve her bir € > 0 i¢in tlim @ > 0 ozelligi kullanilirsa

! A 0)
o (T <nd(AmX 1) 2 )) <€ 02
! VN 1 )
o (T <n (A5 ) 2 ) < o2
lim o (k< s d (AN 1) = ) = 0
lim s (k< s d (AN 1) > ) = 0

elde edilir. Bu limitlerin anlami X = (X},) dizisinin hem U; hem de U, gibi iki farkl li-
miti var demektir. Halbuki bir bulanik say1 dizisinin f—dereceden (A™, f) —istatistiksel

limiti varsa sadece bir tane olmalidir. O halde g > 1 degerlerinde bu yakinsaklik tiirii
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tammlanamaz. (Sekil 3.1)

N"Xp (ktek) AN (ktel) X (kek) 4 Kk (keift) AX . (k gift) A" X (k gift)

0 2 4 8 2

Sekil 3.1. (X)) ve (A" X}) bulanik say1 dizilerinin terimleri

[
»

m+1 2m+2

_2m+2 _2m+1 -8 4 )

Yakinsak her bulanik say1 dizisinin ayn1 zamanda 5—dereceden (A™, f) —istatistiksel

yakinsak oldugu fakat tersinin genellikle saglanmadig1 asagidaki ornekte gosterilmistir.

Ornek 3.2.4. X = (Xx) bulanik say1 dizisini agagidaki gibi tanimlayalim:

2 2 7
52~ 5 T S
2 10 7 _ 3 .
—sr+ 3, 5 <x<5 k=n’ise (n=1,2,3...)
x 0, diger durumlarda
L) = 2y 4+ L0 5<r< 1
3 30 =4+ =73
—2x—-2 I<zr<-1 k # n3 ise
\ 0, diger durumlarda

0 <p < 1lign f(x) = 2P modiiliis fonksiyonunu géz oniine alalim. (Xj) dizisinin

a—seviye kiimesi hesaplanirsa

1+3a,5-2al, k=ndise
[Xk]a — [ 2 2 }

[-5+3a,—-1—3a], k+#n’ise
kiimesi bulunur. Bu kiimenin 1. fark kiimesi

24 5,10 — 3a] k= n? ise
[AX]" =14 [-10+3a,—2—50], k-+1=n3ise
[—4 4+ 4,4 — 4a],  diger durumlarda

ve bunun {iyelik fonksiyonu
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(AXy) (2)

“"T_z, 2< <7
—H0 S 7<e <10
0, diger durumlarda
0 —10< < -7 \
=2 T<z<-2 o
0, diger durumlarda )
\
%‘, —4<x<0
=t 0<xz<4 >
\ 0, diger durumlarda )

k= n3 ise

E+1=n?ise

diger durumlarda

seklinde hesaplanir. Benzer gekilde 2. ve 3. fark kiimeleri

a2,

[A%X,]"

o

.

[—2 4 9, 14 — Ta],
) [-20+ 60, —4 — 10a],
] 24 90,14 70,

[—8 + 8, 8 — 8,

[—10 + 17, 22 — 15a] ,
(34 + 130, —2 — 190 ,
2 4+ 19, 34 — 13a],
[—22 4 15cr, 10 — 17¢],
| [-16 + 160,16 — 160]

kE=n3 ise
E+1=n?ise
E+2=n3ise

diger durumlarda

k= n3 ise
kE+1=n?ise
k42 =n?ise
k+3=n?ise

diger durumlarda

seklindedir. Fark iglemlerine devam edildiginde [A™ X} ]* seviye kiimesi

[A™ X" =

seklinde hesaplamir. Buradan Uy, Us, Us, ..., U, terimleri [U;]%, [Us]*, [Us]”, ...

(

| 2m 1+, 1 — a] := [U,]"

k= n3 ise
k41 =mn?ise
k42 =mn?ise
k+3=n3ise

, diger durumlarda

 [Un]®

seviye kiimelerine kargilik gelen iiggensel bulanik sayilar olmak iizere (A™X}) bulanik
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say1 dizisinin iiyelik fonksiyonu

.

U, k =n? ise

Us, kE+1=n3ise
Us, k+2=n3ise
Us,, k+3=n?ise

Aka (l‘) =

st + 1, x € [-2mF (]

—gmrr T 1, x € [0,2mT] := U,,, diger durumlarda

\ 0, diger durumlarda

seklinde bulunur. Bu takdirde, (X}) bulamk say1 dizisi 8 € (%, 1] igin
g1 T 1 r € [-2mFL (]
Un(z)=q -zt +1, @€[0,2m]
0, diger durumlarda

bulanik sayisina 5—dereceden (A™, f) —istatistiksel yakinsaktir, fakat yakinsak degildir
(Sekil 3.2).

Xi (k=n’)

»

Xk(k¢n3 4

mH -5 -1 0l 1 5 ol

Sekil 3.2. (Xi) bulanik say1 dizisi U, bulamk sayisma S e (4,1]i¢in 8 — dereceden

(A", f) - istatistiksel yakisaktir.

Teorem 3.2.5. Herhangi iki (X}) ve (Y)) bulank say1 dizisini gtz oniine alahm. f
sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < 5 < 1 olmak {iizere bu iki dizinin S—dereceden

(A™, f) —istatistiksel limitleri X, ve X{ olsun. Bu durumda,

23



(i) Eger SP (A™ F, f) —lim X = Xy ve c € Cise S® (A™, F, f) — limcX}, = cX,
dir.

(ii) Eger SP (A™ F,f) — limX;, = Xy ve SP(A™ F,f) — limY, = X| ise
S8 (A™, F, f) — lim (X, + Y3) = Xo + X} dir.

Teorem 3.2.6. (§ ve v sayilar1 0 < § < v < 1 egitsiziligini saglayan herhangi iki reel
say1 ve f fonksiyonu da siirsiz bir modiiliis olmak tizere S° (A™, F, f) C S7 (A™, F, f)
kapsama bagintisi saglanir ve bagint1 kesindir.

Ispat. f modiiliis fonksiyonunun tanimi geregi artanlik zelliginden S? (A™, F, f) C
SY(A™ F, f) bagmtis1 kolayca ispatlanabilir. Bir (X}) bulamk say1 dizisini agagidaki

gibi segerek bu bagintinin kesin oldugunu gostermeye caligalim.

%:1:, 0<zx< %
“Er 42 d<r<3 k=n?ise (n=1,2,3,...)
X (1) = 0, diger durumlarda (3.3)
z 9, 4<z<6
244, 6<z<8 k # n? ise
\ 0, diger durumlarda

bigiminde tanmmlayalim. p € (0,1] igin f () = 2 modiiliisiiniti alalim. Buradan (3.3)

de verilen (X} ) dizisinin a—seviye kiimesi

[42, -3+ 3], k=n?ise

[X5]" =
200+ 4, —2a + 8], k # n? ise

olarak bulunur. Simdi [AX}]" seviye kiimesinden baglayarak [A™ X} ]* seviye kiimesine

kadar terimleri bulalim:

.
10a _1la 23
[3 ,—3 1], k =n~ ise

[AXG]" =9 [Be+1, -8 48], k+1=n?ise

[da — 4, —4a + 4], diger durumlarda

( [2e — 12, -2 4 3] k= n?ise
A2x,° (22 42— 22 4 16],  k+1=n?ise
] =

[%_127_%4_3}7 k+2:n2ise

[8a —8,—8a+ 8|, diger durumlarda
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[U4]%, k =n? ise
(U], k+1=n?ise
[Us]”, k+2=n?ise
[A™ X" =
| 2" o =1, —a+ 1] := [U,]", diger durumlarda

seklinde hesaplamir. Boylece [A™X]" seviye kiimesinin iiyelik fonksiyonu

Us, k = n? ise
Us, kE+1=n?ise
Us, k42 =n?ise
Uy, , k+3=n?ise
Aka (l‘) =
g +1, —2mH <2 <0
1—525,  0<a<omit := Uy, diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda

olup buna gore (X;) bulanik say1 dizisi v € (3,1] icin

g+ 1, 2" <a <0
Un (z) = l1— 55, 0<z<2omtt
0, diger durumlarda

sayisina y—dereceden (A™, f) —istatistiksel yakinsak olup 0 < 5 < % degerleri icin bu

dizi f—dereceden (A™, f) —istatistiksel yakinsak olamaz.

Sonug 3.2.7. Herhangi bir 0 < § < 1 reel sayis1 ve simirsiz bir f modiiliisii icin
SP(A™ F, f) C S(A™, F, f) bagmtis1 vardir ve bu kapsama bagintisi kesindir. Burada

alinan dizilerin yakinsadiklar: noktalar da ayni olur.

Teorem 3.2.8. Herhangi bir 0 < § < 1 reel sayis1 ve sinirsiz bir f modiiliisii igin
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(i) SP(A™, F, f) C SP (A™ F) ve kapsama kesindir,

(ii) S® (A™, F, f) C S (A™, F) ve kapsama kesindir.

Ispat. Kapsamanin kesinligini gostermek icin X = (Xx) bulanik say1 dizisi agsag-
daki sekilde tanimlansin:

.

k. (k1) 2k—1
] k+1 € [#,3]
k st 1 st 1 _ 3
—k oy re 3 k =n’ ise
Xk (l’) _ k+1 k+1> [ 'k }
0, diger durumlarda
\ 0, k # n3 ise
(X%) bulanik say1 dizisinin a—seviye kiimesi
[%04 + 214 _(k—]:l)a +akel] I — e

[Xk]*

0, diger durumlarda

seklindedir. Simdi de [A™X}]" kiimesini bulalim.

[kikloz + 2kk—1’ _(k—]:l)oé + 4k]:-1 ’ L o
o k+2 (4k+5)  (k+2) (2k+1) | 3.
[AX,]" = [moz— 0 R YT R E+1=n’ise
\ 0,0], diger durumlarda
( [%&—i—zklﬁ_l,—(kzl)oz—i-%;l , k= n3 ise
2k14 (8k+10)  (2k+4) (4k+2) .
[A2X,]" = [k+104— R R O kr |0 kRt l=mnise
k43 2k+3 _ (k+3) 4k+9 | .3
[k—+20‘+k+2’_k+20‘+k+2_’ k+2=n"ise
\ 0,0], diger durumlarda
( (0% .
[U4]%, k =n? ise
[Us]”, kE+4+1=nise
[U3]*, kE+2=n3ise
[A™ X ] =

\ 0,0] :

seklinde bulunur.
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Simdi de f modiiliis fonksiyonunu f () = In(z + 1) seklinde tanimlayalim. Bu-

radan f in ve logaritma fonksiyonunun temel 6zelliklerinin kullanilmasiyla 5 nin % <
S < 1 sartim saglayan degerleri icin [U,,]" = [0, 0] bulamk sayisina S—dereceden is-
tatistiksel yakinsak ve bunun bir sonucu olarak da istatistiksel yakinsak oldugu ko-
layca goriiliir. Diger taraftan f—yogunluk ve genellestirilmis fark operatoriiniin 6zel-

liklerinden
df ({keN:d(A"X,,0)>¢c}) > df({keN d(A™X,,0) > ¢})
= - #0
3 7&

elde edilebileceginden dolay1 (X}) dizisinin S—dereceden (A™, f) —istatistiksel yakimn-

sak olmadig1 sonucuna ulagilir. (Sekil 3.3)

AX, (k+1=n%) AXyg (k+1= 1) 1]

Py 142 AX ., (k=n’
/f\\ AXl(k=n3) Bﬁ//&\ 27( n’)
AX i (k +1=1) - ¥ o

PN s ko

AX, (k +1= 1) VARG E I T
kow T, e / )\ o &/ ANA IR TP NN

ol v ¥ 1\ A N / RN
ZzZ ¢ /)' : N o Z 2 / | N g
_33 109 _ 257 o 127 _53 _15 15 53 109 33
8 27 64 4 2 64 27 8 0 1 8 27 2 4 27 8 5

Sekil 3.3. (Xi) ve (AX},) bulanik say1 dizilerinin terimleri

3.3. f—dereceden Kuvvetli (A™, f)—Cesaro Toplanabilme

Caligmamizin bu kisminda f modiiliis fonksiyonunu ele alarak bulanik say1 dizileri
igin w? (A™, F, f), w?? (A™ F, f) ve w>> (A™, F, f) dizi kiimelerini tanimlayarak bu

dizi kiimeleriyle ilgili 6nemli kapsama teoremleri elde edilecektir.

Tanim 3.3.1. [ pozitif bir reel say1, bulanik bir (X}) dizisi ve siirsiz bir f modiiliisiinii

alalim. Bu durumda asagidaki dizi kiimelerini tanimlayalim:

n—00 nﬁ

w? (A™ F, f) = {X €s(F): lim — Zf (A" X}, 0)) = O} , (3.4)
n—oo nﬁ

w? (A™ F, f) = {X €s(F): lim — Zf (A™X,,, Xo)) = 03X, € L (RI%{;)

w>>® (A™,F, f) = {X €s( HSup - Zf (A™X},0)) < oo} , (3.6)
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f (z) = x durumunda w?> (A™, F, f) dizi kiimesini w®> (A™, F) ile gosterecegiz.

Uyar1 3.3.2. Bilindigi gibi Altinok vd. [29] nin ¢alismasmda yer alan w” (F,p) dizi
kiimesinde segilen [ sayisi istatistiksel limitin tekliginden dolay1 1 den biiyiik olami-
yordu.  Bizim (3.4)-(3.6) da tammladigmmz w?° (A™ F, f), w®(A™F, f)

w?>® (A™ F, f) dizi kiimelerinde ise 3 sayisiyla ilgili herhangi bir kisitlama yoktur.

Yani 3 y1 bir pozitif reel say1 olarak secmemizin herhangi bir mahsuru yoktur.

Teorem 3.3.3. Herhangi bir f modiiliisiinii alalim. Bu durumda § nin agagidaki
degerleri goz oniine alindiginda,

(i) w? (A™, F, f) C w?> (A™, F, f) , (8 € (0,00))

(4i) w® (A™, F, f) C w®>° (A™ F, f), (B € [1,00)) dur.

Ispat. Burada (i) deki kapsamanim ispat1 acik oldugundan sadece (ii) deki kap-
samanin ispatin vermemiz yeterli olacaktir. Bu ispatta w® (A™, F, f) dizi kiimesinde
bir (X}) bulanik say1 dizisi alip gerekli islemlerden sonra bu dizinin w?> (A™, F, f) dizi
kiimesine ait oldugunu gostermemiz gerekecektir. Bulanik sayilarin ve modiiliis fonksi-

yonunun Ozelliklerinden agagidaki esitsizligi yazabiliriz:

%Zf( (A" X4, 0) Zf (A™ X}, Xo)) + f (d (Xo, ))# 1, (3.7

k=1
(3.7) esitsizliginin sag tarafi bir pozitif say1 olacagindan dolay: sol tarafin supremumu-
nun alinmastyla (Xj) bulanik say1 dizisinin w®*° (A™ F, f) dizi kiimesine ait oldugu

goriiliir. Bu da istenen olup ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.3.4. [3, [1, 00) araliginda herhangi bir reel say1 ve f de herhangi bir modiiliis
olmak tizere

(i) w? (A", F) C w? (A, F, f),

(ii) w0 (A™ F) Cc w9 (A™ F, f),

(iii) w?> (A™, F) C w?>® (A™, F, f) dir.

Ispat. Ilk iki bagmtmn ispatlarimin asikar olmalar1 sebebiyle sadece iiciincii kap-
samanin ispatini vermemiz yeterli olacaktir. Buna gore w®*> (A™, F) dizi kiimesinde

oyle bir X = (X}) bulanik say1 dizisi segelim ki bu dizi

sup 5203 (A™X},0) < oo
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kosulunu saglayan bir dizi olsun. Simdi de § € (0,1) ve € > 0 sayilar1 verilsin ki bu

sayllar ¢ € (0,6] igin f (t) < € sartim saglasm. Ayrica

1 2
d(Aka,G)S(S d(Aka,6)>(5

toplami dikkate alindiginda

Y oo< e (3.8)

olup d (A™X,0) > ¢ igin

_ d(A™X,., 0 d(A™X},, 0
d(A™X,,,0) < % <1+ H%H : (3.9)
esitsizliginin yazilabilecegi goriiliir. (3.9) esitsizliginde [|-|] sembolii tam degeri temsil

etmektedir. Buna gore

f(d(A™X},0)) < (1+ Hd(#m”) f(1)< 2f(1)d(#m

esitsizligini yazabiliriz. Diger taraftan

2
d(A™ X},,0)>6

yazilabileceginden (3.8) esitsizliginin kullanilmasiyla

5 Zf Akaa ))

Z (A™X,,,0). (3.10)

k=
elde edilir. Sonug olarak, 3 € [1,00) degerleri i¢in yine (3.10) esitsizliginin sag tarafinin
sonlu bir reel say1 olmasi miinasebetiyle sol tarafin da supremumu almarak (Xj) €

w?*° (A™ F, f) oldugu goriiliir.

f(r)

Teorem 3.3.5. lim

77— 00

B € (0,1] reel sayist igin w? (A™, F, f) C w? (A™, F') bagmtis1 saglanir.

> 0 kosulunu saglayan bir f modiiliis fonksiyonu ve bir

Ispat. Kapsama bagmtisim gosterebilmek icin w® (A™, F, f) dizi kiimesinde bir
(Xx) bulanik say1 dizisini gtz oniine alalim.

inf{mzr>0}— i 27

7—00 T
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esitliginin varhg1 daha énceden bilinmektedir. Islemlerimizde kolaylik olmasi acisindan
¢ = lim f_(rr) denilirse, buna gore ¢ > 0 olmasi sebebiyle her r > 0 i¢in f (r) > fr ve

buradan r < £~! f (r) olup asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
1 <& . 1 & -
— ;d(A Xy, Xo) < 07— ;f(d (A™ X}, Xo)) (3.11)

Sonug olarak (3.11) esitsizliginin sag tarafinin sifira gitmesi sebebiyle sol taraf da sifira

gideceginden (X3) € w® (A™, F) bulunur.

Yukarida verilen son iki teoremden faydalanarak asagidaki sonucu verebiliriz:

f(r)

Sonug 3.3.6. [ fonksiyonu lim <~ > 0 kosulunu saglayan bir modiiliis fonksiyonu

olmak tizere 3 > 1 degerleri i¢in w® (A™, F, f) = w” (A™, F) esitligi saglanir.

Teorem 3.3.7. [ ve v sayllar1 0 < § < « sartin1 saglayan herhangi iki reel say1 ve
f fonsiyonu da bir modiiliis olsun. Buna gore w® (A™, F, f) C w” (A™, F, f) bagintist
mevcut olup bu kapsama kesindir.

Ispat. Verilen kapsamanin dogru oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu nedenle bu-
rada sadece kapsamanm kesinligini gostermemiz yeterlidir. Ik olarak (X},) bulanik say1
dizisini agagidaki gibi tanmimlayalim:

.

Tr — 2 2<xr<3
X, (2) = —x+4 3<z<4 k =n? ise
0 diger durumlarda
\ 0 k # n3 ise

Bu dizinin a—seviye kiimesi

[ +2,—a+4], k=n?ise

(X" =
0, 0], k # n?3 ise

seklinde bir kiime olup m = 1 6zel hali igin [AX}]|* kiimesi

@ +2,—a+4] k=mn3ise
AXp]* =< [a—4,—a—2] k+1=n’ise
0,0], k # n? ise

ve AX (x) kiimesinin iiyelik fonsiyonu da
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T —2, x € [2,3]

—r + 4, r € [3,4] bk =n3ise
0 diger durumlarda )
3
AXp(r) =9 o+4,  z€[-4,-3

—r—2, wx€[-3,-2] b k+1=mn?ise

0 diger durumlarda )

0, k # n? ise

seklinde bulunur. Modiiliis fonksiyonunun f (0) = 0 6zelliginden yararlanilirsa ve m =

1 alinirsa

Zf (amx,0)) < 200 p (4 = 2L (3.12)

esitsizligi elde edilir ve boylece n — oo iken limit durumunda v > % degerleri icin
(3.12) esitsizliginin sag tarafi 0 'a yaklasir. Ayrica her n € N igin

2(y/—4)

nB

nﬁzf 4(A"X,,0)) > e (313)

seklinde bir esitsizlik de yazilabilir. Yine n — oo i¢in limit durumunda £ € (O, %)
degerleri igin (3.13) esitsizliginin sag tarafi sonsuza gideceginden dolay: sol taraf da

sonsuza gidecek ve boylece (X;) ¢ w® (A™, F, f) oldugu goriilecektir.

Teorem 3.3.8. [ ve v sayilar1 0 < § < v < 1 sartim saglayan herhangi iki reel say1
ve (X) da bir bulank say1 dizisi olsun. f fonksiyonu da her z, y > 0 ve Tli_glo f_(:l >0
icin kf (z) f (y) < f (xy) kogullarim saglayan bir £ > 0 sabit sayisi var olacak bigimde
sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda, w® (A™ F, f) c SY (A™ F, f)
bagimtist mevcuttur ve limitler aynidir.

Ispat. Herhangi (X;) bulanik say1 dizisini ele alalm ve € > 0 verilsin. Bu takdirde,

modiiliis fonksiyonunun 6zelliklerinden

Y FA(A"X, Xo) > f (Z d (A" X, X0)>

f({k <n:d(A™Xy, Xo) > e} e)

v

> kf(HE<n:d(A™Xy, Xo) > e}]) f (¢)
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esitsizlikleri ve < v sartinin kullanilmasiyla

rf({k <n:d(A"Xy, Xo) > e}]) f(¢)

3 FE(AT X, X))
k=1

B
o Rf({k <n:d(A™ Xy, Xo) 2> e}]) f (€)
= o
_ f({k<n:d(A"Xy, Xo) > e}]) f(e) f (n7)
1 f ()
ifadeleri yazilabilir. Boylece, hipotezdeki lim f—(rrl > 0 ifadesi ve (Xj) dizisinin

rT—00

w? (A™, F, f) dizi kiimesinin eleman olmast dikkate alinirsa bu dizinin S” (A™, F, f)

dizi kiimesine ait oldugu kolaylikla goriiliir.
Yukaridaki teoremde = ~ alarak asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 3.3.9. [ sayis1 0 < f < 1 sartimu saglayan herhangi bir reel say1 ve (Xj)
f(r)

da bir bulanik say1 dizisi olsun. f fonksiyonu da her z, y > 0 ve lim == > 0 i¢in
kf(x) f(y) < f(zy) kosullarim saglayan bir £ > 0 sabit sayisi var olacak bi¢imde
stnirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda, w® (A™, F, f) C S (A™, F, f)

bagintist mevcuttur ve limitler aynidir.
Yukarida verilen Sonug’ta S = 1 alinmasi halinde agagidaki sonucu buluruz:

Sonug 3.3.10. (X}) bir bulank say1 dizisi f fonksiyonu da her z, y > 0 ve lim @ >0
icin kf (z) f (y) < f (xy) kogullarim saglayan bir £ > 0 sabit sayisi var olacak bigimde
siirsiz bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere w (A™, F, f) C S (A™, F, f) bagmtis1 mev-

cuttur ve limitler ayndir.

Teorem 3.3.11. [ sayist 0 < § < 1 sartimi saglayan herhangi bir reel sayi, (X}) bir
bulanik say1 dizisi ve f fonksiyonu da lim f_(rr) > ( sartini saglayan bir modiiliis olmak

rT—00

tizere w® (A™, F, f) C SP (A™, F, f) bagmtisi mevcuttur ve limitler aynidir.
Yukaridaki teoremde 8 = 1 alinmasi halinde agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 3.3.12. (X}) bir bulanik say1 dizisi ve f modiiliis fonksiyonu da lim f_(rT‘Z >

rT—00

0 sartim1 saglasimn. Bu durumda w (A™, F, f) € S(A™, F, f) bagmtisi mevcuttur ve

limitler aymdir.

Teorem 3.3.11 ’de = 1 ve f (z) = = alinmas: halinde agagidaki sonucu verebiliriz:
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Sonug 3.3.13. Eger bir bulanik say1 dizisi bir X bulanik sayisina kuvvetli A" —Cesaro

toplanabilir ise X, bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir.
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4. SONUQC

Aizpuru’nun [30] bir modiiliis fonksiyonu kullanarak klasik anlamda f—istatistiksel
yakinsakligi tammlamasinin ardindan Bhardwaj [38] bu tanimi derecelendirerek a—
dereceden f—istatistiksel yakinsakligin tanmimimi vermistir. Altinok ve Kasap [32] ise
bu tanimlari ilk defa bulanik say1 dizilerine uyarlayip gesitli kapsama bagintilar: elde et-
mistir. Bu tez caligmasinda da A™ genellestirilmis fark operatorii kullanilarak
Altinok ve Kasap [32]mn tanmimlamig oldugu dizi kiimeleri genellestirilerek ¢ok daha
genel sonuglar elde edilmis ve bu yeni dizi kiimelerinin 6zel hallerinde literatiirde daha

onceden tanimh olan dizi kiimeleriyle aralarinda bazi kapsama bagintilar: bulunmustur.
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