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sitesi Bilimsel Araşt¬rma Projeleri (FÜBAP) Birimi taraf¬ndan FF.18.07 nolu proje ile

desteklenmi̧stir. Desteklerinden dolay¬ FÜBAP Birimine teşekkür ederiz.
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ÖZET

Modülüs Fonksiyonu Yard¬m¬yla Tan¬ml¬

Genelleştirilmi̧s ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Dört esas bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n ilk bölümünde istatistiksel yak¬nsakl¬k ve

bulan¬k say¬lar¬n k¬sa bir tarihçesinden bahsedilmi̧stir. ·Ikinci bölümde, bulan¬k küme,

bulan¬k say¬, bulan¬k say¬larda temel i̧slemler ve bulan¬k say¬ dizisi tan¬mlar¬ veri-

lerek bulan¬k say¬ dizilerinin yak¬nsakl¬¼g¬, s¬n¬rl¬l¬¼g¬, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve kuvvetli

¡Cesàro toplanabilme gibi baz¬ özelliklerinden bahsedilmi̧stir. Çal¬̧smam¬z¬n üçüncü

bölümü orjinal olup, s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonu kullan¬larak  2 (0 1] reel

say¬s¬ için bulan¬k say¬ dizilerinde ¡dereceden (¢ )¡istatistiksel yak¬nsakl¬k ve

¡dereceden kuvvetli (¢  )¡Cesàro toplanabilme kavramlar¬ tan¬mlanm¬̧s ve

aralar¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ incelenmi̧stir. Dördüncü ve son bölümde ise

tez çal¬̧smas¬nda elde edilen sonuçlara yer verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Bulan¬k say¬ dizisi, Modülüs fonksiyonu, ·Istatistiksel yak¬n-

sakl¬k, Cesàro toplanabilme, Fark dizisi.
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SUMMARY

Generalized Statistical Convergence

De…ned By A Modulus Function

This study consists of the four main chapters. In the …rst chapter, we give some in-

formations about the historical development of statistical convergence and fuzzy num-

bers. In the second chapter, we give the concepts of fuzzy set, fuzzy number and

sequence of fuzzy numbers and mention convergence, boundedness, statistical conver-

gence and strongly ¡Cesàro summability of the sequences of fuzzy numbers. In the

third chapter which is original, we introduce the notions (¢ )¡statistical conver-

gence of order  and strong (¢ )¡Cesàro summability of order  for  2 (0 1]

with respect to an unbounded modulus function  for sequences of fuzzy numbers and

examine some inclusion theorems. In the fourth and last chapter, we give the results

obtained from the thesis.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Modulus function, Statistical convergence,

Cesàro summability, Di¤erence sequence.
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1. G·IR·IŞ

Al¬̧s¬lm¬̧s yak¬nsakl¬¼g¬n bir genelleştirilmi̧s hali olan istatistiksel yak¬nsakl¬k …kri

Zygmund’¬n [1] bir monogra…sine kadar gider. Steinhaus [2] ve Fast [3] birbirlerinden

ba¼g¬ms¬z olarak bu kavram¬ tan¬mlayarak daha sa¼glam matematiksel temellere oturt-

muşlar ve daha sonraki y¬llarda Schoenberg [4] taraf¬ndan tekrar bir tan¬m¬ da yap¬lm¬̧s-

t¬r. Salat [5] ve Fridy [6] nin bu alandaki öncü çal¬̧smalar¬ndan sonra toplanabilme

teorisindeki en aktif alanlardan biri olarak ortaya ç¬km¬̧s ve pek çok araşt¬rmac¬ taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lmaya başlan¬lan bir konu haline gelmi̧stir. ([7],[8],[9],[10])

1981 y¬l¬nda K¬zmaz [11] taraf¬ndan bir  = () reel say¬ dizisinin ard¬̧s¬k iki

teriminin farklar¬ndan oluşan yeni bir ¢ =  ¡ +1 dizisi tan¬mlanm¬̧s ve bu çal¬̧s-

mada tan¬mlanan fark dizi uzaylar¬n¬n Banach uzaylar¬ olduklar¬ gösterilmi̧stir. Fark

i̧slemine ayn¬ mant¬kla devam edildi¼ginde ¢2 = ¢ ¡ ¢+1 şeklinde ikinci fark-

lar, ¢3 = ¢2 ¡ ¢2+1 şeklinde üçüncü farklar ve bu şekilde devam edilerek

¢ = ¢¡1 ¡¢¡1+1 şeklinde -yinci farklar Et ve Çolak [12] taraf¬ndan elde

edilerek genelleştirilmi̧s fark dizilerinin tan¬m¬, Banach uzay¬ olma durumlar¬ ve baz¬

cebirsel özellikleri verilmi̧stir. Özellikle Et ve Çolak [12]’¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra fark

dizisi üzerine çal¬̧smalar yo¼gun bir şekilde artmaya ba̧slam¬̧st¬r.

Modülüs fonksiyonu …kri ilk defa 1953 y¬l¬nda Nakano [13] taraf¬ndan ortaya at¬larak

bu fonksiyonun temel özellikleri ilgili makalede verilmi̧stir. Buna göre bir modülüs

fonksiyonu [01) aral¬¼g¬ndan [01) aral¬¼g¬na tan¬ml¬ bir  fonksiyonu olup şu şartlar¬

sa¼glamas¬ gerekmektedir:

(i)  () = 0 olmas¬ için gerek ve yeter şart  = 0 olmas¬d¬r,

(ii)  (+ ) ·  () +  ()  ( ¸ 0 ve  ¸ 0),

(iii)  artan bir fonksiyondur,

(iv) , s¬f¬rda sa¼gdan süreklidir.

Toplanabilme teorisinde bir modülüs fonksiyonu kullan¬larak pek çok dizi uzay¬ inşa

edilmi̧s ve bu fonksiyonun özel hallerine göre alanla ilgili daha önceden tan¬mlanm¬̧s

dizi uzaylar¬ elde edilerek k¬yaslama yap¬lm¬̧st¬r. ([14],[15],[16])
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Bulan¬k say¬ dizileriyle ilgili ilk çal¬̧sma Matloka’n¬n [17], 1986 y¬l¬nda yapt¬¼g¬ "Se-

quences of fuzzy numbers" adl¬ makalesidir. Bu makalede bir bulan¬k say¬ dizisinin

tan¬m¬ verilerek baz¬ topolojik özelikleri aç¬klanm¬̧st¬r. Daha sonraki y¬llarda bu dizilerin

istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ Nuray ve Sava̧s [18] taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve bu makale o

günden beri pek çok araşt¬rmac¬ya önemli bir kaynak teşkil etmi̧stir. ([19],[20],[21],[22],

[23]).

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬nda derece kavram¬ ilk olarak Gadjiev ve Orhan [24]

taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s olup özellikle Çolak’¬n [25] 2010 y¬l¬nda yapt¬¼g¬ bir çal¬̧smadan

sonra ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k konulu çal¬̧smalar gerek say¬ dizileri gerekse

bulan¬k say¬ dizileriyle ilgili alanda h¬zl¬ bir şekilde artmaya başlam¬̧st¬r ([26],[27],[28]).

Bulan¬k say¬ dizileri için dereceli istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga ilk olarak Alt¬nok vd.[29]

nin çal¬̧smas¬nda rastlanmaktad¬r. Bilindi¼gi gibi s¬n¬rl¬ ve istatistiksel yak¬nsak bir

bulan¬k say¬ dizisi kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir olmas¬na ra¼gmen Alt¬nok vd.[29]

un çal¬̧smas¬nda buradaki yak¬nsakl¬klar derecelendirilip ¡dereceden al¬nd¬¼g¬nda bu

önermenin sa¼glanmad¬¼g¬ gösterilmi̧stir.

2014 y¬l¬na gelindi¼ginde Aizpuru vd. [30] s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonundan yarar-

lanarak yeni bir yo¼gunluk kavram¬ tan¬mlam¬̧s ve bunun bir sonucu olarak adi yak¬n-

sakl¬k ile istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬nda bulunan yeni bir non-matris yak¬nsakl¬k

türü elde etmi̧stir. Bu çal¬̧smada modülüs fonksiyonun birim fonksiyon özelli¼gi kul-

lan¬larak özel durumda istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬na indirgendi¼gi görülmüştür.

Daha sonradan Bhardwaj vd. [31] taraf¬ndan yine s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksi-

yonu ve skalar diziler kullan¬larak adi s¬n¬rl¬l¬k ve istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k aras¬nda bir

kavram olan ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k tan¬m¬ verilmi̧stir. Son zamanlarda s¬n¬rs¬z bir

 modülüs fonksiyonunu kullan¬larak Altinok ve Kasap [32] taraf¬ndan ¡dereceden

¡istatistiksel yak¬nsak ve kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir bulan¬k say¬ dizilerinin kü-

mesi olan  ( ) ve  (  ) dizi kümeleri tan¬mlanm¬̧s ve bu kümeler aras¬nda baz¬

ba¼g¬nt¬lar verilmi̧stir.
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2. BULANIK SAYILAR VE BULANIK SAYI D·IZ·ILER·I

Bu bölümde bulan¬k kümeler ve bulan¬k say¬lar¬n temel özellikleri verildi. Ayr¬ca

bulan¬k say¬ dizisinin tan¬m¬ ve baz¬ özellikleri verilerek bu dizilerin istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬ ve kuvvetli Cesàro toplanabilirli¼gi örneklerle aç¬kland¬.

2.1. Bulan¬k Küme ve Bulan¬k Say¬

Tan¬m 2.1.1.  bir küme ve  ½  olsun. Bir  bulan¬k kümesi,  :  ! [0 1]

şeklinde bir karakteristik fonksiyon ile temsil edilir. Bu fonksiyon

 =

8
<
:

(0 1]   2  ise

0  2  ise

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu  karakteristik fonksiyonuna üyelik fonksiyonu ad¬ verilir.

Tan¬m 2.1.2. Herhangi bir  bulan¬k kümesinin ¡seviye kümesi (¡seviye)  2

(0 1] olmak üzere

 = f 2  :  () ¸ g

biçiminde bir reel aral¬k olarak tan¬mlan¬r. Aritmetik i̧slemlerde  = 0 durumunda 0

seviye kümesi özel olarak

0 =  f 2 R :  ()  0g

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada " f 2 R :  ()  0g " ile f 2 R :  ()  0g kü-

mesinin kapan¬̧s¬ gösterilmektedir.

Tan¬m2.1.3. ([33]) Aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan bir  : R ! [0 1] fonksiyonuna bir

bulan¬k say¬ ad¬ verilir:

i)  normaldir, yani  (0) = 1 olacak şekilde bir 0 2 R mevcuttur,

ii)  konvekstir, yani herhangi   2 R ve  2 [0 1] için

 (+ (1¡ ) ) ¸ min f ()   ()g

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r,
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iii)  üst-yar¬-süreklidir,

iv)  f 2 R :  ()  0g kümesi kompakt bir kümedir.

 (R) ile tüm bulan¬k say¬lar¬n kümesi gösterilecektir.

Bulan¬k say¬ dizileriyle ilgili yapt¬¼g¬m¬z çal¬̧smalarda genellikle  Hausdor¤ metri-

¼ginden yararlanarak aşa¼g¬da tan¬m¬ verilen ¹ metri¼gini kullanmaktay¬z. Bu metrik

herhangi iki  ve  bulan¬k say¬s¬ için

¹ :  (R)£  (R)! R

¹ (  ) = sup
0··1

 (  )

biçimindedir.  Hausdor¤ metri¼ginin tan¬m¬ ise

 (  ) = max
¡
j ¡  j 

¯̄


 ¡ 
¯̄¢

şeklinde olup
¡
 (R)  ¹

¢
uzay¬ bir tam metrik uzayd¬r [34].

Bulan¬k kümeler üyelik fonksiyonlar¬yla tan¬mland¬klar¬ndan dolay¬ bulan¬k say¬lar¬n

üyelik fonksiyonlar¬ ile ayn¬ kavram olduklar¬n¬ ve bu nedenle üyelik fonksiyonu çeşidi

kadar bulan¬k say¬ çeşidi oldu¼gunu söyleyebiliriz.

Ele al¬nan konuya göre de¼gi̧sik bulan¬k say¬lar kullanmak mümkündür. Genel olarak

pratik uygulamalarda kullan¬lan üçgen(triangular) ve yamuk(trapezoidal) olmak üzere

iki tane bulan¬k say¬ söz konusudur. Çal¬̧smam¬z¬n a̧sa¼g¬daki k¬s¬mlar¬nda Baykal ve

Beyan’da [35] yer alan temel i̧slemleri aç¬klay¬p ve örnekler verece¼giz.

2.2. Üçgen Bulan¬k Say¬lar

1 ve 3 bulan¬k küme deste¼ginin alt ve üst s¬n¬r de¼gerleri ve 2, tam üyelikli tek

say¬ olmak üzere üçgen bulan¬k say¬ tan¬m¬

 () =  (; 1 2 3) =

8
>>>>><
>>>>>:

(¡ 1)

(2 ¡ 1)
 1 ·  · 2 ise

(3 ¡ )

(3 ¡ 2)
, 2 ·  · 3 ise

0,   3 veya   1 ise

olarak yap¬labilir.  (2) = 1 olmak üzere 2 ye üçgen bulan¬k say¬n¬n tepe’si denir.

2 ’nin 1 ve 3 ’ün orta noktas¬ olma zorunlulu¼gu yoktur (Şekil 2.1).
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 )(xA  

 a1                                     a2                    a3   

Şekil 2.1. A=[ a1, a2, a3] üçgen bulanık sayısı   

   

1 

Bir üçgen bulan¬k say¬,  seviye kümeleri (güven aral¬¼g¬) ile ifade edilebilir. 8 2

[0 1] ve 1 , 

3 2 R için

 =
(1 ¡ 1)

(2 ¡ 1)
) 1 = (2 ¡ 1) + 1

 =
(3 ¡ 3 )

(3 ¡ 2)
) 3 = ¡ (3 ¡ 2) + 3

 = [1  

3 ] = [(2 ¡ 1) + 1¡ (3 ¡ 2)+ 3]

elde edilmi̧s olur.

Üçgen bulan¬k say¬larda aritmetik i̧slemler  seviye kümeleri kullan¬larak veya aral¬k

say¬ i̧slemleri kullan¬larak yap¬labilir.

Üçgen bir bulan¬k say¬, merkezi 2 olmak üzere, “  ’ ya yaklaş¬k olarak eşittir”

gibi bir bulan¬k nicelik olarak görülebilir.

Örne¼gin  = (¡5¡1 1) üçgen bulan¬k say¬s¬n¬n üyelik fonksiyonu

 () =

8
>>><
>>>:

(+5)
4

 ¡5 ·  · ¡1 ise
(1¡)

2
 ¡1 ·  · 1 ise

0   1 veya   ¡5 ise

şeklinde olup bu say¬n¬n  seviye kümesi

(+ 5)

4
= )  = 4 ¡ 5

(1¡ )

2
= )  = ¡2+ 1

 =
h

()
1  

()
3

i
= [4¡ 5¡2 + 1]
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şeklinde bir aral¬kt¬r. Buradan özel olarak  = 0 5 olarak 05 hesaplan¬rsa

05 =
h
(05)1  (05)3

i
= [¡3 0]

elde edilir (Şekil 2.2).

 )(xA  

 -5           -3               0        1 

0.5 

1 

A0.5 

Şekil 2.2. Bir üçgen bulanık sayısının  seviye kümesi   

   

Üçgen bulan¬k say¬ i̧slemlerinde baz¬ önemli özellikler bulunmaktad¬r. Üçgen bu-

lan¬k say¬lar aras¬ndaki toplama ve ç¬karma sonuçlar¬ üçgen bulan¬k say¬ olur. Fakat

çarpma ve bölme i̧slemlerinin sonucu üçgen bulan¬k say¬ olmak zorunda de¼gildir. En

büyük (maksimum) ve en küçük (minimum) i̧slemleri üçgen bulan¬k say¬ vermez. Fakat

s¬kl¬kla çarpma ve bölmenin i̧slem sonuçlar¬ da yaklaş¬k de¼gerler kullan¬larak üçgen bu-

lan¬k say¬ olarak kabul edilir.

Toplama ve ç¬karma i̧slemlerinde üyelik fonksiyonu kullan¬m¬na gerek yoktur. Bu

i̧slemler aşa¼g¬daki oldu¼gu gibi  seviye kümesi i̧slemleri kullan¬larak da yap¬labilir.

Üyelik fonksiyonlar¬ ile de ayn¬ sonuçlar elde edilebilir.

2.2.1. Toplama ve Ç¬karma ·I̧slemi

 ve  gibi iki üçgen bulan¬k say¬ aras¬nda toplama ve ç¬karma i̧slemi

+ = (1 2 3) + (1 2 3) = (1 + 1 2 + 2 3 + 3) (2.1)

¡ = (1 2 3)¡ (1 2 3) = (1 ¡ 3 2 ¡ 2 3 ¡ 1) (2.2)

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Örnek 2.2.1.1.  = (¡3 2 4),  = (¡1 0 6) olmak üzere  ve  bulan¬k say¬lar¬

verilsin.

(a) (2.1) formülünden

+ = (¡3 + (¡1)  2 + 0 4 + 6) = (¡4 2 10)

bulunur.

(b)  = (¡3 2 4) ,  = (¡1 0 6) için  seviye aral¬klar¬n¬ kullanarak da ayn¬

sonuçlar elde edilebilir. Gerekli i̧slemlerden sonra  seviye aral¬klar¬

 =
h

()
1  

()
3

i
= [(2 ¡ 1)+ 1¡ (3 ¡ 2)+ 3]

= [5 ¡ 3¡2+ 4]

 =
h
()1  ()3

i
= [(2 ¡ 1) + 1¡ (3 ¡ 2)+ 3]

= [¡ 1¡6 + 6]

şeklinde bulunur.  ve   seviye aral¬klar¬n¬n toplam¬

 + = [6 ¡ 4¡8+ 10]

olacakt¬r. Özellikle  = 0 ve  = 1 için

0 +0 = [¡4 10]

1 +1 = [2 2] = 2

elde edilir. Bu i̧slemden elde edilen üç nokta önceki örnekte verilen + nin sonucu

olarak elde edilen (¡4 2 10) say¬s¬ ile uyum içindedir (Şekil 2.3).

 )(xA  

 -4       -3            -1     0              2               4             6        10 

Şekil 2.3. İki üçgen bulanık sayının toplamı   

   

A+B 

A 
B 
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Örnek 2.2.1.2. (a)  = (¡3 2 4) ,  = (¡1 0 6) için

¡ = (¡3¡ 6 2¡ 0 4¡ (¡1)) = (¡9 2 5) dir.

(b) Yine  ¡ i̧slemini yapt¬ktan sonra  = 0 ve  = 1 durumlar¬n¬ ele alal¬m.

 seviye kümesi i̧slemleri yap¬ld¬ktan sonra

 ¡ = [11¡ 9¡3+ 5] (2.3)

bulunur. (2.3) ifadesinde  = 0 ve  = 1 de¼gerlerini yerlerine koyarsak

0 ¡0 = [¡9 5]

1 ¡1 = [2 2] = 2

bulunur. Bu sonuç ¡ = (¡9 2 5) üç noktas¬ ile eşittir (Şekil 2.4).

Sonuç olarak bulan¬k say¬lar aras¬ndaki i̧slemleri  seviye kümesi i̧slemlerini kulla-

narak da yapabilece¼gimiz aç¬kt¬r.

 )(xA  

 -9           -3            -1      0             2          4         5              6 

Şekil 2.4. İki üçgen bulanık sayının farkı   

   

A-B 

A 

B 

2.2.2. Çarpma ·I̧slemi

Üçgen bulan¬k say¬lar¬n çarpma i̧slemi yakla̧s¬klaşt¬rma kullan¬larak yap¬l¬r. Bunun

için önce ilgili say¬lar¬n  seviye kümeleri al¬n¬p çarp¬l¬r. Ard¬ndan  = 0 ve  = 1

de¼gerleri için sonuçlar elde edilir.

Örnek 2.2.2.1.  = (1 2 4) ve  = (2 4 6) olsun. Bu iki bulan¬k say¬n¬n  seviye
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kümeleri

 = [(2¡ 1)+ 1¡ (4¡ 2)+ 4]

= [+ 1¡2+ 4]

 = [(4¡ 2)+ 2¡ (6¡ 4)+ 6]

= [2 + 2¡2 + 6]

şeklindedir. Tüm  2 [0 1] de¼gerleri için, iki seviye aral¬¼g¬ olan  ve  yi çarpal¬m.

 2 [0 1] ’de her aral¬¼g¬n elemanlar¬n¬n pozitif say¬lar oldu¼gunu görece¼giz. Böylece iki

aral¬¼g¬n çarpma i̧slemi kolay olacakt¬r:

 ¢ = [ + 1¡2 + 4] ¢ [2 + 2¡2 + 6]

 ¢ = [( + 1) (2+ 2)  (¡2+ 4) (¡2+ 6)]

 ¢ =
£
22 + 4+ 2 42 ¡ 20 + 24

¤
(2.4)

(2.4) de özel olarak

 = 0 için ; 0 ¢0 = [2 24]

 = 1 için ; 1 ¢1 = [2 + 4 + 2 4¡ 20 + 24] = [8 8] = 8

elde edilir.

 ¢  ’ nin yaklaş¬klaşt¬r¬lmas¬yla ile  ¢  »= (2 8 24) üçgen bulan¬k say¬y¬ elde

ederiz.

2.2.3. Bölme ·I̧slemi

Çarpmada yap¬lana benzer bir yolla, bir üçgen bulan¬k say¬da :  nin yakla̧s¬k

de¼geri ifade edilir. Önce  aral¬¼g¬  ile bölünür ve  = 0 ve  = 1 de¼gerleri için

sonuçlar elde edilir.

Örnek 2.2.3.1.  = (1 2 4) ve  = (2 4 6) bulan¬k say¬lar¬ verilsin.  2 [0 1] için

her aral¬¼g¬n eleman¬ pozitif say¬ olaca¼g¬ndan, :  y¬

: =

·
( + 1)

(¡2+ 6)

(¡2+ 4)

(2 + 2)

¸
(2.5)
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şeklinde elde ederiz. (2.5) kümesinde  n¬n özel de¼gerleri için

 = 0 için ; 0:0 =

·
1

6

4

2

¸
= [017 2]

 = 1 için ; 1:1 =

·
1 + 1

¡2 + 6

¡2 + 4

2 + 2

¸
=

·
2

4

2

4

¸
= 05

bulunur. Buradan yakla̧s¬klaşt¬r¬lm¬̧s : ’ in de¼geri

: »= (017 05 2)

olarak elde edilir.

2.3. Yamuk Bulan¬k Say¬lar

Yamuk bulan¬k say¬ en s¬k kullan¬lan bulan¬k say¬ çeşididir. Yamuk bulan¬k say¬lar¬n

daha s¬k kullan¬lma nedeni üçgen bulan¬k say¬lar¬n yamuk bulan¬k say¬lar¬n özel bir şekli

olmas¬ ve sözel de¼gi̧skenlerle kolay kavranabilir olmas¬d¬r.

Yamuk bulan¬k say¬ üyelik derecesi en büyük olan ( = 1) birden çok nokta olmas¬

anlam¬na gelir.

Yamuk bulan¬k say¬ dört parametre ile tan¬mlan¬r.1 ve 4, bulan¬k küme deste¼ginin

alt ve üst s¬n¬r de¼gerleri ve 2 ve 3 tam üyelikli say¬lar¬n kümesinin s¬n¬rlar¬n¬ göstermek

üzere,

 () =  (; 1 2 3 4) =

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

(¡ 1)

(2 ¡ 1)
 1 ·  · 2 ise

1 2 ·  · 3 ise
(4 ¡ )

(4 ¡ 3)
 3 ·  · 4 ise

0   4 veya   1 ise

üyelik fonksiyonuyla tan¬mlan¬r. Yamuk bulan¬k say¬n¬n aritmetik i̧slemleri için  se-

viye küme i̧slemleri kullan¬l¬r. 8 2 [0 1] için

 = [1  

4 ] = [(2 ¡ 1) + 1¡ (4 ¡ 3)+ 4]

bulunur. Aç¬kça görüldü¼gü gibi 2 = 3 oldu¼gunda say¬ üçgen bulan¬k say¬ olmaktad¬r

(Şekil 2.5).
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 )(xA  

 a1                                     a2                    a3         a4 

Şekil 2.5. Yamuk bulanık sayısı   

   

 
1     

Yamuk bulan¬k say¬larla yap¬lan i̧slemlerde toplama ve ç¬karma sonucu yine bir

yamuk bulan¬k say¬d¬r. Çarpma ve bölme ile tersine çevirme sonuçlar¬ yamuk olmak

zorunda de¼gildir. Bulan¬k say¬lar¬n en büyük ve en küçük i̧slemleri her zaman yamuk

bulan¬k say¬ de¼gildir. Fakat yine pek çok çarpma ve bölme i̧slemi sonucunda yakla̧s¬k

yamuk biçimi kullan¬l¬r. Üçgen bulan¬k say¬larda oldu¼gu gibi toplama, ç¬karma basitçe

tan¬mlan¬r ve çarpma ve bölme i̧slemleri üyelik fonksiyonlar¬ kullan¬larak yap¬lmal¬d¬r.

2.3.1. Toplama ve Ç¬karma ·I̧slemi

 ve  gibi iki yamuk bulan¬k say¬ aras¬nda toplama ve ç¬karma i̧slemi

+ = (1 + 1 2 + 2 3 + 3 4 + 4)

¡ = (1 ¡ 4 2 ¡ 3 3 ¡ 2 4 ¡ 1)

şeklinde tan¬mlan¬r.

2.3.2. Çarpma ·I̧slemi

Yamuk bulan¬k say¬lar¬n çarpma i̧slemi de yakla̧s¬klaşt¬rma kullan¬larak yap¬l¬r.

Bunun için üçgen bulan¬k say¬daki gibi önce ilgili say¬lar¬n  seviye kümeleri bulunup

bunlar çarp¬l¬r. Ard¬ndan  = 0 ve  = 1 de¼gerleri için sonuçlar elde edilir.

Örnek 2.3.2.1.  = (1 5 6 9) ve  = (2 3 5 8) şeklindeki iki yamuk bulan¬k say¬n¬n

çarpma i̧slemini yapal¬m.
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·I̧slemin tam de¼geri için üyelik fonksiyonu kullan¬lmal¬d¬r. Yaklaş¬k de¼gerler için 

seviye kümesi i̧slemleri kullan¬l¬rsa

 = [4+ 1¡3 + 9]

 = [ + 2¡3+ 8]

kümeleri bulunur. Tüm  2 [0 1] de¼gerleri için, her aral¬¼g¬n her eleman¬ pozitif

oldu¼gundan dolay¬,  seviye kümeleri ile çarpma

 ¢ = [(4+ 1) (+ 2)  (¡3+ 9) (¡3+ 8)]

 ¢ =
£
42 + 9 + 2 92 ¡ 51 + 72

¤
(2.6)

şeklinde olacakt¬r. Özel olarak (2.6) da

 = 0 için ;0 ¢0 = [2 72]

 = 1 için ;1 ¢1 = [4 + 9 + 2 9¡ 51 + 72] = [15 30]

olaca¼g¬ndan  = 0 ve  = 1 de¼gerlerindeki dört nokta kullan¬larak, yamuk bulan¬k

say¬n¬n yaklaş¬k de¼gerini  ¢ »= (2 15 30 72) olarak elde edebiliriz.

2.3.3. Bölme ·I̧slemi

Yamuk bulan¬k say¬lar¬n toplama ve ç¬karma i̧slemleri yine yamuk bulan¬k say¬ verir.

Ancak iki yamuk bulan¬k say¬n¬n çarp¬m¬ ya da bölümü yine bir yamuk bulan¬k say¬

vermez. Çünkü çarp¬m sonucunda ikinci dereceden bir denklem elde edilir. Bu da

çarp¬m sonucunun e¼grisel bir şekli oldu¼gu anlam¬na gelir. Bu maksatla e¼grisel olan

çarp¬m sonucu gra…¼gi  kesmeleri ile do¼grusal olan yamuk bulan¬k gra…¼ge yaklaşt¬r¬l¬r.

Bu nedenle çarp¬m i̧slemleri yaklaş¬k bir de¼gerdir.

2.4. Bulan¬k Say¬ Dizileri ve Temel Özellikleri

Bulan¬k say¬ dizileriyle ilgili ilk çal¬̧smay¬ Matloka [17], 1986 y¬l¬nda yapm¬̧s ve bu

çal¬̧smas¬nda bir bulan¬k say¬ dizisinin tan¬m¬n¬ ve baz¬ temel özelliklerini aşa¼g¬daki

şekilde vererek bu tan¬m¬ literatüre kazand¬rm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.4.1.  (R)  bulan¬k say¬lar kümesi olmak üzere  : N !  (R) şeklinde

tan¬ml¬ bir üyelik fonksiyonuna bir bulan¬k say¬ dizisi ad¬ verilir. Burada dizinin te-
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rimleri olan  () bulan¬k say¬s¬n¬ reel say¬ dizileriyle de uyumlu olmas¬ aç¬s¬ndan 

ile gösterece¼giz.

Tan¬m 2.4.2. Her   0 için   0 iken  ( 0)   sa¼glanacak biçimde bir

0 do¼gal say¬s¬ mevcut ise () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na yak¬nsakt¬r ve

lim
!1

 = 0 ile gösterilir.  ( ) ile tüm yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin kümesi

gösterilir.

Aşa¼g¬da yak¬nsak bir bulan¬k say¬ dizisi örnek olarak verilmi̧stir:

Örnek 2.4.3.  = () bulan¬k say¬ dizisinin üyelik fonksiyonunu

 () =

8
>>><
>>>:


+2

+ 2¡2
+2

  2
£
2¡2


 3
¤
ise

¡ 
+2

+ 4+2
+2

  2
£
3 4+2



¤
ise

0 di¼ger durumlarda

biçiminde tan¬mlarsak bu dizinin yak¬nsak ve limitinin

0 () =

8
>>><
>>>:

¡ 2  2 [2 3] ise

¡+ 4  2 [3 4] ise

0 di¼ger durumlarda

şeklinde bir bulan¬k say¬ oldu¼gu görülür (Şekil 2.6).

 

0         1        2         3        4         5         6 

X1     

X2     
X0     

1  

Şekil 2.6. (Xk) bulanık sayı dizisinin X0 bulanık 
                sayısına yakınsaması   

Tan¬m 2.4.4. Her  2 N say¬s¬ için  ·  ·  olacak şekilde  ve  bulan¬k say¬lar¬

mevcut ise = () bulan¬k say¬ dizisine s¬n¬rl¬d¬r denir. 1 ( ) ile tüm s¬n¬rl¬ bulan¬k

say¬ dizilerinin kümesi gösterilecektir.

Yukar¬da verilen örnekteki () bulan¬k say¬ dizisi s¬n¬rl¬ bir dizidir.
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Tan¬m 2.4.5. ([18])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. Her   0 için,

lim


1


jf ·  : ( 0) ¸ gj = 0

olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ mevcut ise, yani  için  ( 0)   eşit-

sizli¼gini sa¼glayan bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k

say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. () dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel

yak¬nsak ise ( )¡ lim = 0 veya  ! 0 ( ( )) yaz¬l¬r.

 ( ) ile istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin kümesini gösterece¼giz. Özel

olarak 0 = ¹0 al¬n¬rsa  ( ) yerine 0 ( ) yazaca¼g¬z.

Bilindi¼gi gibi sonlu bir kümenin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. Bundan dolay¬  ( ) ½

 ( ) kapsamas¬ aç¬kt¬r. Bu kapsaman¬n kesin oldu¼gunu da aşa¼g¬daki örnekte görebi-

liriz.

Örnek 2.4.6.  = () bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

2¡ (2 ¡ 1)   2
£
 ¡ 1

2
 
¤
ise

¡2+ (2 + 1)   2
£
  + 1

2

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

( = 1 2 3 )

0 ()   6= 3 ise

olacak biçimde tan¬mlayal¬m. Burada

0 () =

8
>>><
>>>:

2¡ 1  2
£
1
2
 1
¤
ise

¡2+ 3  2
£
1 3

2

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

olup, her   0 için

f 2 N :  ( 0) ¸ g µ f8 27 64 g

oldu¼gundan  (f 2 N :  ( 0) ¸ g) = 0 d¬r. Bu nedenle  = () dizisi 0 a

istatistiksel yak¬nsakt¬r. Ancak f 2 N :  ( 0) ¸ g kümesi sonlu olmad¬¼g¬ için

() dizisi 0 a yak¬nsak de¼gildir.

 ( ) ve 1 ( ) dizi kümeleri birbirlerini kapsamazlar. Yukar¬daki örnekte verilen

 = () bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m. Bu dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r
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fakat s¬n¬rl¬ de¼gildir. Şimdi de s¬n¬rl¬ olup istatistiksel yak¬nsak olmayan bir dizi örne¼gi

verelim.

Örnek 2.4.7. () bulan¬k say¬ dizisini şu şekilde tan¬mlayal¬m:

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

+ 3  2 [¡3¡2] ise

¡¡ 1  2 [¡2¡1] ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

  tek ise

¡ 1  2 [1 2] ise

¡+ 3  2 [2 3] ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

  çift ise

Bu dizinin terimleri say¬ do¼grusu üzerinde i̧saretlendi¼ginde üstten ve alttan en az iki

tane bulan¬k say¬s¬ taraf¬ndan s¬n¬rland¬r¬ld¬¼g¬ görülecektir. Bu nedenle dizi s¬n¬rl¬d¬r.

Di¼ger taraftan verilen dizinin istatistiksel yak¬nsayaca¼g¬ herhangi bir bulan¬k say¬ mev-

cut olmad¬¼g¬ndan dizi istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Yak¬nsak her bulan¬k say¬ dizisi ayn¬ zamanda hem istatistiksel yak¬nsak hem de

s¬n¬rl¬ oldu¼gundan  ( ) \ 1 ( ) 6= ; dir. Hatta  ( ) ½  ( ) \ 1 ( ) kapsamas¬

kesindir. Bununla ilgili bir örnek a̧sa¼g¬da verilmi̧stir:

Örnek 2.4.8. Şimdi ki () bulan¬k say¬ dizisini öyle tan¬mlamal¬y¬z ki bu dizi hem

istatistiksel yak¬nsak olmal¬ hem de s¬n¬rl¬ olmal¬d¬r. Yukar¬da verilen kapsama ba¼g¬n-

t¬s¬n¬n kesinli¼ginden bahsedebilmek için dizinin ayn¬ zamanda yak¬nsak olmamas¬ da

gerekmektedir. Tüm bunlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda diziyi

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:


+2

+ 2¡2
+2

  2
£
2¡2


 3
¤
ise

¡ 
+2

+ 4+2
+2

  2
£
3 4+2



¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise

( = 1 2 3 )

+ 3  2 [¡3¡2] ise

¡¡ 1  2 [¡2¡1] ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

  6= 2 ise

biçiminde tan¬mlayabiliriz. Aşa¼g¬daki şekilde de görülece¼gi üzere bu dizi s¬n¬rl¬ bir

dizidir. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ hat¬rlan¬rsa do¼gal yo¼gunluk hesab¬ndan dolay¬

bu dizinin 0 üçgen bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu anlaş¬l¬r. Fakat, bu

dizi yak¬nsak olmay¬p yukar¬da verilen kapsama kesindir (Şekil 2.7).
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X1     

X4     
X9     

-3        -2       -1      0         3/2    16/9      3       38/9    9/2        6  

1  

Şekil 2.7. İstatistiksel yakınsak ve sınırlı, fakat yakınsak olmayan bir   
                bulanık sayı dizisi 

X0     

Teorem 2.4.9. ([36])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. Bu durumda 

için  =  olacak şekilde yak¬nsak bir  = () dizisi varsa  dizisi istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 2.4.10. ([37])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve   0 olsun. E¼ger

lim
!1

1



X

=1

[ ( 0)]
 = 0

olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k

say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakt¬r denir. Kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak bulan¬k

say¬ dizilerinin kümesini  ( ) ile gösterece¼giz. Bir başka ifadeyle

 ( ) =

(
 = () : lim

!1

1



X

=1

[ ( 0)]
 = 0 en az bir 0 için

)

dir.  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak ise

 ! 0 ( ( )) yazaca¼g¬z.

Teorem 2.4.11. ([37]) 0    1 olsun. E¼ger bir  = () bulan¬k say¬ dizisi

0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak ise ayn¬ zamanda 0 bulan¬k say¬s¬na

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.4.12. ([37]) 0   1 olsun. E¼ger s¬n¬rl¬ bir  = () bulan¬k say¬ dizisi

0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise bu takdirde 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli

¡Cesàro yak¬nsakt¬r.
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3. BULANIK SAYI D·IZ·ILER·INDE ¡DERECEDEN (¢ f)¡·ISTAT·IST·IK-

SELYAKINSAKLIKVEKUVVETL·I (¢ f )¡CESAROTOPLANAB·ILME

3.1. Giri̧s

Bu k¬s¬mda reel say¬ dizileri için ¡yo¼gunluk ve ¡yo¼gunluk kavramlar¬ verilecek-

tir.

Tan¬m 3.1.1. [25] N do¼gal say¬lar kümesinin bir  alt kümesinin ¡yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj (3.1)

şeklindeki limitle tan¬mlan¬r. Burada  say¬s¬ (0 1] aral¬¼g¬n¬n herhangi bir eleman¬d¬r.

(3.1) ifadesinde  say¬s¬n¬n özel olarak 1 olmas¬ halinde ¡yo¼gunluk, do¼gal yo¼gunlukla

denk olur.

Tan¬m 3.1.2. [38]  yukar¬daki gibi bir reel say¬ ve  fonksiyonu da s¬n¬rs¬z bir

modülüs olmak üzere N do¼gal say¬lar kümesinin bir  alt kümesinin ¡yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  2 gj) (3.2)

biçiminde tan¬mlan¬r.

Uyar¬ 3.1.3. [38] E¼ger (3.2) ifadesinde  = 1 ve  () =  al¬n¬rsa bu durumda bir kü-

menin ¡yo¼gunlu¼gu do¼gal yo¼gunlu¼ga indirgenir. Sadece  = 1 al¬n¬rsa ¡yo¼gunlu¼ga

ve yine sadece  () =  al¬nmas¬ durumunda da ¡yo¼gunlu¼ga indirgenmi̧s olur.

3.2. Bulan¬k Say¬ Dizilerinde ¡Dereceden (¢ f )¡·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda  (¢   ) dizi kümesini tan¬mlanarak  n¬n farkl¬ de¼gerleri için

çeşitli kapsama teoremleri verilecektir.

Tan¬m 3.2.1. 0   · 1 say¬s¬ ve s¬n¬rs¬z bir  modülüs fonksiyonu verilsin. E¼ger

herbir   0 için

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  (¢ 0) ¸ gj) = 0
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limiti mevcut ise  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden

(¢ )¡istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda () dizisi 0 ’a

 (¢   )¡yak¬nsak olur. Bu yak¬nsama ayn¬ zamanda  (¢  ) ¡ lim =

0 şeklinde de yaz¬labilir. Bu şekildeki bütün bulan¬k say¬ dizilerin kümesi  (¢   )

ile gösterilecektir. E¼ger dizi özel olarak 0 say¬s¬na ¡dereceden (¢ )¡istatistiksel

yak¬nsak ise bu durumda böyle dizilerin kümesi de 0 (¢  ) ile gösterilecektir.

Ayr¬ca tan¬mlad¬¼g¬m¬z bu iki dizi kümesi aras¬nda bir 0 (¢  ) ½  (¢   )

şeklinde bir kapsama ba¼g¬nt¬s¬n¬n oldu¼gunu da belirtelim.

Uyar¬ 3.2.2.  n¬n 1 den büyük de¼gerleri için ¡dereceden (¢ )¡istatistiksel

yak¬nsakl¬k iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Bunun sebebi aşa¼g¬daki örnekte verilmi̧stir.

Örnek 3.2.3.  modülüs fonksiyonu lim
!1

()


 0 şart¬n¬ sa¼glas¬n ve  = () dizisini

de şu şekilde tan¬mlayal¬m:

 =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

+ 4 ¡4 ·  · ¡3

¡¡ 2 ¡3 ·  · ¡2

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 tek ise

¡ 2 2 ·  · 3

¡+ 4 3 ·  · 4

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

0

 çift ise

() dizisinin ¡seviye kümesi hesaplan¬rsa  2 (0 1] için

+ 4 = )  = ¡ 4

¡¡ 2 = )  = ¡¡ 2

[]
 = [ ¡ 4¡¡ 2]

¡ 2 = )  = + 2

¡+ 4 = )  = ¡+ 4

[]
 = [ + 2¡+ 4]

ve böylece
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[]
 =

8
<
:

[¡ 4¡¡ 2]  tek için

[ + 2¡+ 4]  çift için

bulunacakt¬r.  tek için

4 =  ¡+1

= [[¡ 4¡¡ 2]¡ [+ 2¡+ 4]]

= [ ¡ 4 + ¡ 4¡ ¡ 2¡ ¡ 2]

= [2¡ 8¡2 ¡ 4]

= 2[¡ 4¡¡ 2]

ve  çift için

4 =  ¡+1

= [[+ 2¡ + 4]¡ [¡ 4¡ ¡ 2]]

= [ + 2 +  + 2¡+ 4¡  + 4]

= [2+ 4¡2 + 8]

= 2[+ 2¡+ 4]

olaca¼g¬ndan [4]
 seviye kümesi

[4]
 =

8
<
:

2[¡ 4¡ ¡ 2]  tek için

2[+ 2¡ + 4]  çift için

dir. Bu kümenin üyelik fonksiyonu ise

4 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

+8
2
  2 [¡8¡6]

¡¡4
2

  2 [¡6¡4]

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 tek için

¡4
2
  2 [4 6]

¡+8
2

  2 [6 8]

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 çift için
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şeklindedir. Benzer şekilde ¢2 = ¢ ¡¢+1 formülü kullan¬larak

[42]
 =

8
<
:

22[¡ 4¡¡ 2]  tek için

22[ + 2¡+ 4]  çift için

seviye kümesi bulunur. Genelleme yap¬larak ¢ = ¢¡1 ¡ ¢¡1+1 for-

mülünün kullan¬lmas¬yla  2 N için . mertebeden

[¢]
 =

8
<
:

2 [¡ 4¡ ¡ 2] := [1]
 k tek ise

2 [+ 2¡ + 4] := [2]
 k çift ise

seviye kümesi bulunur. Buradan (¢) dizisinin üyelik fonksiyonu

4 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:


2

+ 4  2 [¡2+2¡32]

¡ 
2
¡ 2  2 [¡32¡2+1]

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:= 1  tek için


2
¡ 2  2 [2+1 32]

¡ 
2

+ 4  2 [32 2+2]

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:= 2  çift için

bulunur. Bu takdirde   1 ve her bir   0 için lim
!1

()


 0 özelli¼gi kullan¬l¬rsa

1

 ()
 (jf ·  :  ([¢]

  [1]
) ¸ )gj) ·


¡

2

¢

 ()

1

 ()
 (jf ·  :  ([¢]

  [2]
) ¸ )gj) ·


¡

2

¢

 ()

ve

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  ([¢]

  [1]
) ¸ )gj) = 0

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  ([¢]

  [2]
) ¸ )gj) = 0

elde edilir. Bu limitlerin anlam¬  = () dizisinin hem 1 hem de 2 gibi iki farkl¬ li-

miti var demektir. Halbuki bir bulan¬k say¬ dizisinin ¡dereceden (¢ )¡istatistiksel

limiti varsa sadece bir tane olmal¬d¬r. O halde   1 de¼gerlerinde bu yak¬nsakl¬k türü
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tan¬mlanamaz. (Şekil 3.1)

 Xk (k çift) kX (k çift) k
mX  (k çift) Xk (k tek) kX (k tek) k

mX  (k tek) 

-2m+2          -2m+1     -8              -4               -2       0   2                4                8         2m+1           2m+2  

Şekil 3.1. (Xk)  ve )( k
mX  bulanık sayı dizilerinin terimleri 

1 

Yak¬nsak her bulan¬k say¬ dizisinin ayn¬ zamanda ¡dereceden (¢ )¡istatistiksel

yak¬nsak oldu¼gu fakat tersinin genellikle sa¼glanmad¬¼g¬ aşa¼g¬daki örnekte gösterilmi̧stir.

Örnek 3.2.4.  = () bulan¬k say¬ dizisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

2
5
¡ 2

5
 1 ·  · 7

2

¡2
3
+ 10

3
 7

2
·  · 5

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise ( = 1 2 3)

2
3
+ 10

3
 ¡5 ·  · ¡7

2

¡2
5
¡ 2

5
 ¡7

2
·  · ¡1

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 6= 3 ise

0   · 1 için  () =  modülüs fonksiyonunu göz önüne alal¬m. () dizisinin

¡seviye kümesi hesaplan¬rsa

[]
 =

8
<
:

£
1 + 5

2
 5¡ 3

2

¤
  = 3 ise

£
¡5 + 3

2
¡1¡ 5

2

¤
  6= 3 ise

kümesi bulunur. Bu kümenin 1. fark kümesi

[¢]
 =

8
>>><
>>>:

[2 + 5 10¡ 3]   = 3 ise

[¡10 + 3¡2¡ 5]   + 1 = 3 ise

[¡4 + 4 4¡ 4]  di¼ger durumlarda

ve bunun üyelik fonksiyonu
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(¢) () =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

¡2
5
 2 ·  · 7

¡+10
3

 7 ·  · 10

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

+10
3

 ¡10 ·  · ¡7
¡¡2

5
 ¡7 ·  · ¡2

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 + 1 = 3 ise

+4
4
 ¡4 ·  · 0

¡+4
4

 0 ·  · 4

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

di¼ger durumlarda

şeklinde hesaplan¬r. Benzer şekilde 2 ve 3 fark kümeleri

£
¢2

¤
=

8
>>>>>><
>>>>>>:

[¡2 + 9 14¡ 7]   = 3 ise

[¡20 + 6¡4¡ 10]   + 1 = 3 ise

[¡2 + 9 14¡ 7]   + 2 = 3 ise

[¡8 + 8 8¡ 8]  di¼ger durumlarda

£
¢3

¤
=

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

[¡10 + 17 22¡ 15]   = 3 ise

[¡34 + 13¡2¡ 19]   + 1 = 3 ise

[2 + 19 34¡ 13]   + 2 = 3 ise

[¡22 + 15 10¡ 17]   + 3 = 3 ise

[¡16 + 16 16¡ 16]  di¼ger durumlarda

şeklindedir. Fark i̧slemlerine devam edildi¼ginde [¢]
 seviye kümesi

[¢]
 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

[1]
   = 3 ise

[2]
   + 1 = 3 ise

[3]
   + 2 = 3 ise

[4]
   + 3 = 3 ise

¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢

2+1 [¡1 +  1¡ ] := []
  di¼ger durumlarda

şeklinde hesaplan¬r. Buradan 1 2 3   terimleri [1]
  [2]

  [3]
   []



seviye kümelerine kaŗs¬l¬k gelen üçgensel bulan¬k say¬lar olmak üzere (¢) bulan¬k
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say¬ dizisinin üyelik fonksiyonu

¢ () =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1  = 3 ise

2  + 1 = 3 ise

3  + 2 = 3 ise

4   + 3 = 3 ise

¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢


2+1 + 1  2 [¡2+1 0]

¡ 
2+1 + 1  2 [0 2+1]

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:=  di¼ger durumlarda

şeklinde bulunur. Bu takdirde, () bulan¬k say¬ dizisi  2
¡
1
3
 1
¤
için

 () =

8
>>><
>>>:


2+1 + 1  2 [¡2+1 0]

¡ 
2+1 + 1  2 [0 2+1]

0 di¼ger durumlarda

bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden (¢ )¡istatistiksel yak¬nsakt¬r, fakat yak¬nsak de¼gildir

(Şekil 3.2).

 

    -2m+1                     -5                   -1    0      1                    5                               2m+1  

Xk ( 3nk  ) Xk (k=n3) 
mU  

Şekil 3.2. (Xk)  bulanık sayı dizisi Um bulanık sayısına ]1,(3
1 için  dereceden   

                ),( fm istatistiksel yakınsaktır. 

1 

Teorem 3.2.5. Herhangi iki () ve () bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m. 

s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve 0   · 1 olmak üzere bu iki dizinin ¡dereceden

(¢ )¡istatistiksel limitleri 0 ve  0
0 olsun. Bu durumda,
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() E¼ger  (¢  ) ¡ lim = 0 ve  2 C ise  (¢  ) ¡ lim  = 0

dir.

() E¼ger  (¢   ) ¡ lim = 0 ve  (¢   ) ¡ lim =  0
0 ise-

 (¢   )¡ lim ( + ) = 0 + 0
0 dir.

Teorem 3.2.6.  ve  say¬lar¬ 0   ·  · 1 eşitsizili¼gini sa¼glayan herhangi iki reel

say¬ ve  fonksiyonu da s¬n¬rs¬z bir modülüs olmak üzere  (¢  ) ½  (¢   )

kapsama ba¼g¬nt¬s¬ sa¼glan¬r ve ba¼g¬nt¬ kesindir.

·Ispat.  modülüs fonksiyonunun tan¬m¬ gere¼gi artanl¬k özelli¼ginden  (¢  ) ½

 (¢  ) ba¼g¬nt¬s¬ kolayca ispatlanabilir. Bir () bulan¬k say¬ dizisini aşa¼g¬daki

gibi seçerek bu ba¼g¬nt¬n¬n kesin oldu¼gunu göstermeye çal¬̧sal¬m.

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

3
4
 0 ·  · 4

3

¡3
5
+ 9

5
 4

3
·  · 3

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise ( = 1 2 3 )


2
¡ 2 4 ·  · 6

¡
2
+ 4 6 ·  · 8

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 6= 2 ise

(3.3)

biçiminde tan¬mlayal¬m.  2 (0 1] için  () =  modülüsünü alal¬m. Buradan (3.3)

de verilen () dizisinin ¡seviye kümesi

[]
 =

8
<
:

£
4
3
¡5

3
+ 3
¤
  = 2 ise

[2+ 4¡2 + 8]   6= 2 ise

olarak bulunur. Şimdi [¢]
 seviye kümesinden başlayarak [¢]

 seviye kümesine

kadar terimleri bulal¬m:

[¢]
 =

8
>>><
>>>:

£
10
3
¡ 8¡11

3
¡ 1
¤
  = 2 ise

£
11
3

+ 1¡10
3

+ 8
¤
  + 1 = 2 ise

[4 ¡ 4¡4+ 4]  di¼ger durumlarda

£
¢2

¤
=

8
>>>>>><
>>>>>>:

£
22
3
¡ 12¡23

3
+ 3
¤
  = 2 ise

£
22
3

+ 2¡20
3

+ 16
¤
  + 1 = 2 ise

£
22
3
¡ 12¡23

3
+ 3
¤
  + 2 = 2 ise

[8 ¡ 8¡8+ 8]  di¼ger durumlarda
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...

[¢]
 =

8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

[1]
   = 2 ise

[2]
   + 1 = 2 ise

[3]
   + 2 = 2 ise

¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢

2+1 [¡ 1¡+ 1] := []
  di¼ger durumlarda

şeklinde hesaplan¬r. Böylece [¢]
 seviye kümesinin üyelik fonksiyonu

¢ () =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1  = 2 ise

2  + 1 = 2 ise

3  + 2 = 2 ise

4   + 3 = 2 ise

¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢


2+1 + 1 ¡2+1 ·  · 0

1¡ 
2+1  0 ·  · 2+1

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:=  di¼ger durumlarda

olup buna göre () bulan¬k say¬ dizisi  2
¡
1
2
 1
¤
için

 () =

8
>>><
>>>:


2+1 + 1 ¡2+1 ·  · 0

1¡ 
2+1  0 ·  · 2+1

0 di¼ger durumlarda

say¬s¬na ¡dereceden (¢  )¡istatistiksel yak¬nsak olup 0   · 1
2
de¼gerleri için bu

dizi ¡dereceden (¢ )¡istatistiksel yak¬nsak olamaz.

Sonuç 3.2.7. Herhangi bir 0   · 1 reel say¬s¬ ve s¬n¬rs¬z bir  modülüsü için

 (¢   ) ½  (¢  ) ba¼g¬nt¬s¬ vard¬r ve bu kapsama ba¼g¬nt¬s¬ kesindir. Burada

al¬nan dizilerin yak¬nsad¬klar¬ noktalar da ayn¬ olur.

Teorem 3.2.8. Herhangi bir 0   · 1 reel say¬s¬ ve s¬n¬rs¬z bir  modülüsü için
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()  (¢   ) ½  (¢  ) ve kapsama kesindir,

()  (¢  ) ½  (¢  ) ve kapsama kesindir.

·Ispat. Kapsaman¬n kesinli¼gini göstermek için  = () bulan¬k say¬ dizisi aşa¼g¬-

daki şekilde tan¬mlans¬n:

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:


+1

¡ (2¡1)
+1

  2
£
2¡1


 3
¤

¡ 
+1

+ 4+1
+1

  2
£
3 4+1



¤

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

0  6= 3 ise

() bulan¬k say¬ dizisinin ¡seviye kümesi

[]
 =

8
<
:

h
+1

+ 2¡1


¡ (+1)


+ 4+1



i
  = 3 ise

0 di¼ger durumlarda

şeklindedir. Şimdi de [¢]
 kümesini bulal¬m.

[¢]
 =

8
>>><
>>>:

h
+1

 + 2¡1


¡ (+1)


 + 4+1



i
  = 3 ise

h
+2
+1

 ¡ (4+5)
+1

¡ (+2)
+1

 ¡ (2+1)
+1

i
  + 1 = 3 ise

[0 0]  di¼ger durumlarda

£
¢2

¤
=

8
>>>>>><
>>>>>>:

h
+1

+ 2¡1


¡ (+1)


+ 4+1



i
  = 3 ise

h
2+4
+1

¡ (8+10)
+1

¡ (2+4)
+1

 ¡ (4+2)
+1

i
  + 1 = 3 ise

h
+3
+2

+ 2+3
+2

¡ (+3)
+2

+ 4+9
+2

i
  + 2 = 3 ise

[0 0]  di¼ger durumlarda

...

[¢]
 =

8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

[1]
   = 3 ise

[2]
   + 1 = 3 ise

[3]
   + 2 = 3 ise

¢ ¢

¢ ¢

¢ ¢

[0 0] := []
  di¼ger durumlarda

şeklinde bulunur.
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Şimdi de  modülüs fonksiyonunu  () = ln (+ 1) şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu-

radan  in ve logaritma fonksiyonunun temel özelliklerinin kullan¬lmas¬yla  n¬n 1
3


 · 1 şart¬n¬ sa¼glayan de¼gerleri için []
 = [0 0] bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden is-

tatistiksel yak¬nsak ve bunun bir sonucu olarak da istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu ko-

layca görülür. Di¼ger taraftan ¡yo¼gunluk ve genelleştirilmi̧s fark operatörünün özel-

liklerinden

 (f 2 N :  (¢ ¹0) ¸ g) ¸  (f 2 N :  (¢ ¹0) ¸ g)

=
1

3
6= 0

elde edilebilece¼ginden dolay¬ () dizisinin ¡dereceden (¢  )¡istatistiksel yak¬n-

sak olmad¬¼g¬ sonucuna ulaş¬l¬r. (Şekil 3.3)

 

 8
33     27

109   64
257     -4        -2  64

127  27
53  8

15     0        1       8
15      27

53      2         4   27
109    8

33        5 

8X (k = n3) 
27X (k = n3) 

1X (k = n3) 

7X (k +1= n3) 26X (k +1= n3) 

63X (k +1= n3 )  

Şekil 3.3. (Xk) ve )( kX  bulanık sayı dizilerinin terimleri 
 

1 

kX (k = n3) k  
kX (k +1= n3) 
k  Um  

3.3. ¡dereceden Kuvvetli (¢ f)¡Cesàro Toplanabilme

Çal¬̧smam¬z¬n bu k¬sm¬nda  modülüs fonksiyonunu ele alarak bulan¬k say¬ dizileri

için  (¢   ), 0 (¢   ) ve 1 (¢   ) dizi kümelerini tan¬mlayarak bu

dizi kümeleriyle ilgili önemli kapsama teoremleri elde edilecektir.

Tan¬m 3.3.1.  pozitif bir reel say¬, bulan¬k bir () dizisi ve s¬n¬rs¬z bir  modülüsünü

alal¬m. Bu durumda a̧sa¼g¬daki dizi kümelerini tan¬mlayal¬m:

0 (¢   ) =

(
 2  ( ) : lim

!1

1



X

=1

 ( (¢ ¹0)) = 0

)
 (3.4)

 (¢   ) =

(
 2  ( ) : lim

!1

1



X

=1

 ( (¢ 0)) = 0 90 2  (R)

)
(3.5)

1 (¢   ) =

(
 2  ( ) : sup



1



X

=1

 ( (¢ ¹0)) 1
)
 (3.6)
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 () =  durumunda 1 (¢  ) dizi kümesini 1 (¢  ) ile gösterece¼giz.

Uyar¬ 3.3.2. Bilindi¼gi gibi Altinok vd. [29] nin çal¬̧smas¬nda yer alan  ( ) dizi

kümesinde seçilen  say¬s¬ istatistiksel limitin tekli¼ginden dolay¬ 1 den büyük olam¬-

yordu. Bizim (3.4)-(3.6) da tan¬mlad¬¼g¬m¬z 0 (¢  )   (¢  ) ve

1 (¢  ) dizi kümelerinde ise  say¬s¬yla ilgili herhangi bir k¬s¬tlama yoktur.

Yani  y¬ bir pozitif reel say¬ olarak seçmemizin herhangi bir mahsuru yoktur.

Teorem 3.3.3. Herhangi bir  modülüsünü alal¬m. Bu durumda  n¬n aşa¼g¬daki

de¼gerleri göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

() 0 (¢  ) ½ 1 (¢   ) , ( 2 (01))

()  (¢   ) ½ 1 (¢  ), ( 2 [11)) d¬r.

·Ispat. Burada () deki kapsaman¬n ispat¬ aç¬k oldu¼gundan sadece () deki kap-

saman¬n ispat¬n¬ vermemiz yeterli olacakt¬r. Bu ispatta  (¢   ) dizi kümesinde

bir () bulan¬k say¬ dizisi al¬p gerekli i̧slemlerden sonra bu dizinin 1 (¢   ) dizi

kümesine ait oldu¼gunu göstermemiz gerekecektir. Bulan¬k say¬lar¬n ve modülüs fonksi-

yonunun özelliklerinden a̧sa¼g¬daki eşitsizli¼gi yazabiliriz:

1



X

=1

 ( (¢ ¹0)) ·
1



X

=1

 ( (¢ 0)) +  ( (0 ¹0)) 
1



X

=1

1 (3.7)

(3.7) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ bir pozitif say¬ olaca¼g¬ndan dolay¬ sol taraf¬n supremumu-

nun al¬nmas¬yla () bulan¬k say¬ dizisinin 1 (¢  ) dizi kümesine ait oldu¼gu

görülür. Bu da istenen olup ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.3.4.  [11) aral¬¼g¬nda herhangi bir reel say¬ ve  de herhangi bir modülüs

olmak üzere

(i)  (¢  ) ½  (¢  ),

(ii) 0 (¢  ) ½ 0 (¢   ) 

(iii) 1 (¢  ) ½ 1 (¢   ) dir.

·Ispat. ·Ilk iki ba¼g¬nt¬n¬n ispatlar¬n¬n a̧sikar olmalar¬ sebebiyle sadece üçüncü kap-

saman¬n ispat¬n¬ vermemiz yeterli olacakt¬r. Buna göre 1 (¢  ) dizi kümesinde

öyle bir  = () bulan¬k say¬ dizisi seçelim ki bu dizi

sup


1



X

=1

 (¢ ¹0) 1
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koşulunu sa¼glayan bir dizi olsun. Şimdi de  2 (0 1) ve   0 say¬lar¬ verilsin ki bu

say¬lar  2 (0 ] için  ()   şart¬n¬ sa¼glas¬n. Ayr¬ca

1



X

=1

 ( (¢ ¹0)) =
X

1
(¢¹0)·

+
X

2
(¢¹0)



toplam¬ dikkate al¬nd¬¼g¬nda
X

1
(¢¹0)·

· 
1

¡1
(3.8)

olup  (¢ ¹0)   için

 (¢ ¹0) 
 (¢ ¹0)


 1 +

·¯̄
¯̄ (¢

 ¹0)



¯̄
¯̄
¸
 (3.9)

eşitsizli¼ginin yaz¬labilece¼gi görülür. (3.9) eşitsizli¼ginde [j¢j] sembolü tam de¼geri temsil

etmektedir. Buna göre

 ( (¢ ¹0)) ·
µ
1 +

·¯̄
¯̄ (¢

 ¹0)



¯̄
¯̄
¸¶

 (1) · 2 (1)
 (¢ ¹0)



eşitsizli¼gini yazabiliriz. Di¼ger taraftan

X

2
(¢¹0)

· 2 (1) ¡1
1



X

=1

 (¢ ¹0)

yaz¬labilece¼ginden (3.8) eşitsizli¼ginin kullan¬lmas¬yla

1



X

=1

 ( (¢ ¹0)) · 
1

¡1
+ 2 (1) ¡1

1



X

=1

 (¢ ¹0) . (3.10)

elde edilir. Sonuç olarak,  2 [11) de¼gerleri için yine (3.10) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n

sonlu bir reel say¬ olmas¬ münasebetiyle sol taraf¬n da supremumu al¬narak () 2

1 (¢  ) oldu¼gu görülür.

Teorem 3.3.5. lim
!1

 ()


 0 ko̧sulunu sa¼glayan bir  modülüs fonksiyonu ve bir

 2 (0 1] reel say¬s¬ için  (¢  ) ½  (¢  ) ba¼g¬nt¬s¬ sa¼glan¬r.

·Ispat. Kapsama ba¼g¬nt¬s¬n¬ gösterebilmek için  (¢  ) dizi kümesinde bir

() bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m.

inf

½
 ()


:   0

¾
= lim

!1

 ()


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eşitli¼ginin varl¬¼g¬ daha önceden bilinmektedir. ·I̧slemlerimizde kolayl¬k olmas¬ aç¬s¬ndan

 = lim
!1

()


denilirse, buna göre   0 olmas¬ sebebiyle her  ¸ 0 için  () ¸  ve

buradan  · ¡1 () olup aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi yazabiliriz:

1



X

=1

 (¢ 0) · ¡1
1



X

=1

 ( (¢ 0)) (3.11)

Sonuç olarak (3.11) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n s¬f¬ra gitmesi sebebiyle sol taraf da s¬f¬ra

gidece¼ginden () 2  (¢  ) bulunur.

Yukar¬da verilen son iki teoremden faydalanarak a̧sa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 3.3.6.  fonksiyonu lim
!1

()


 0 koşulunu sa¼glayan bir modülüs fonksiyonu

olmak üzere  ¸ 1 de¼gerleri için  (¢  ) =  (¢  ) eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.3.7.  ve  say¬lar¬ 0   ·  şart¬n¬ sa¼glayan herhangi iki reel say¬ ve

 fonsiyonu da bir modülüs olsun. Buna göre  (¢  ) ½  (¢  ) ba¼g¬nt¬s¬

mevcut olup bu kapsama kesindir.

·Ispat. Verilen kapsaman¬n do¼gru oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir. Bu nedenle bu-

rada sadece kapsaman¬n kesinli¼gini göstermemiz yeterlidir. ·Ilk olarak () bulan¬k say¬

dizisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

¡ 2 2 ·  · 3

¡+ 4 3 ·  · 4

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

0  6= 3 ise

Bu dizinin ¡seviye kümesi

[]
 =

8
<
:

[+ 2¡ + 4]  = 3 ise

[0 0]   6= 3 ise

şeklinde bir küme olup  = 1 özel hali için [¢] kümesi

[¢]
 =

8
>>><
>>>:

[+ 2¡+ 4]  = 3 ise

[¡ 4¡¡ 2]  + 1 = 3 ise

[0 0]   6= 3 ise

ve ¢ () kümesinin üyelik fonsiyonu da
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¢ () =

8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

¡ 2  2 [2 3]

¡+ 4  2 [3 4]

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 3 ise

+ 4  2 [¡4¡3]

¡¡ 2  2 [¡3¡2]

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 + 1 = 3 ise

¹0  6= 3 ise

şeklinde bulunur. Modülüs fonksiyonunun  (0) = 0 özelli¼ginden yararlan¬l¬rsa ve  =

1 al¬n¬rsa
1



X

=1

 ( (¢ ¹0)) ·
2 3
p



 (4) =

2 (4)

¡
1
3

(3.12)

eşitsizli¼gi elde edilir ve böylece  ! 1 iken limit durumunda   1
3
de¼gerleri için

(3.12) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ 0 ’a yaklaş¬r Ayr¬ca her  2 N için

1



X

=1

 ( (¢ ¹0)) ¸
2 ( 3
p
¡ 4)


 (4) (3.13)

şeklinde bir eşitsizlik de yaz¬labilir. Yine  ! 1 için limit durumunda  2
¡
0 1

3

¢

de¼gerleri için (3.13) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ sonsuza gidece¼ginden dolay¬ sol taraf da

sonsuza gidecek ve böylece () 2  (¢   ) oldu¼gu görülecektir.

Teorem 3.3.8.  ve  say¬lar¬ 0   ·  · 1 şart¬n¬ sa¼glayan herhangi iki reel say¬

ve () da bir bulan¬k say¬ dizisi olsun.  fonksiyonu da her   ¸ 0 ve lim
!1

 ()


 0

için  ()  () ·  () koşullar¬n¬ sa¼glayan bir   0 sabit say¬s¬ var olacak biçimde

s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu durumda,  (¢   ) ½  (¢   )

ba¼g¬nt¬s¬ mevcuttur ve limitler ayn¬d¬r.

·Ispat. Herhangi () bulan¬k say¬ dizisini ele alal¬m ve   0 verilsin. Bu takdirde,

modülüs fonksiyonunun özelliklerinden

X

=1

 ( (¢ 0)) ¸ 

Ã
X

=1

 (¢ 0)

!

¸  (jf ·  :  (¢ 0) ¸ gj )

¸  (jf ·  :  (¢ 0) ¸ gj)  ()
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eşitsizlikleri ve  ·  şart¬n¬n kullan¬lmas¬yla

1



X

=1

 ( (¢ 0)) ¸
 (jf ·  :  (¢ 0) ¸ gj)  ()



¸  (jf ·  :  (¢ 0) ¸ gj)  ()


=
 (jf ·  :  (¢ 0) ¸ gj)  ()  ()

 ()

ifadeleri yaz¬labilir. Böylece, hipotezdeki lim
!1

 ()


 0 ifadesi ve () dizisinin

 (¢  ) dizi kümesinin eleman¬ olmas¬ dikkate al¬n¬rsa bu dizinin  (¢   )

dizi kümesine ait oldu¼gu kolayl¬kla görülür.

Yukar¬daki teoremde  =  alarak a̧sa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 3.3.9.  say¬s¬ 0   · 1 şart¬n¬ sa¼glayan herhangi bir reel say¬ ve ()

da bir bulan¬k say¬ dizisi olsun.  fonksiyonu da her   ¸ 0 ve lim
!1

()


 0 için

 ()  () ·  () koşullar¬n¬ sa¼glayan bir   0 sabit say¬s¬ var olacak biçimde

s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu durumda,  (¢   ) ½  (¢   )

ba¼g¬nt¬s¬ mevcuttur ve limitler ayn¬d¬r.

Yukar¬da verilen Sonuç’ta  = 1 al¬nmas¬ halinde aşa¼g¬daki sonucu buluruz:

Sonuç 3.3.10. () bir bulan¬k say¬ dizisi  fonksiyonu da her   ¸ 0 ve lim
!1

()


 0

için  ()  () ·  () koşullar¬n¬ sa¼glayan bir   0 sabit say¬s¬ var olacak biçimde

s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olmak üzere  (¢  ) ½  (¢   ) ba¼g¬nt¬s¬ mev-

cuttur ve limitler ayn¬d¬r.

Teorem 3.3.11.  say¬s¬ 0   · 1 şart¬n¬ sa¼glayan herhangi bir reel say¬, () bir

bulan¬k say¬ dizisi ve  fonksiyonu da lim
!1

()


 0 şart¬n¬ sa¼glayan bir modülüs olmak

üzere  (¢  ) ½  (¢  ) ba¼g¬nt¬s¬ mevcuttur ve limitler ayn¬d¬r.

Yukar¬daki teoremde  = 1 al¬nmas¬ halinde a̧sa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 3.3.12. () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  modülüs fonksiyonu da lim
!1

()




0 şart¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda  (¢  ) ½  (¢   ) ba¼g¬nt¬s¬ mevcuttur ve

limitler ayn¬d¬r.

Teorem 3.3.11 ’de  = 1 ve  () =  al¬nmas¬ halinde a̧sa¼g¬daki sonucu verebiliriz:
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Sonuç 3.3.13. E¼ger bir bulan¬k say¬ dizisi bir0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli¢¡Cesàro

toplanabilir ise 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.
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4. SONUÇ

Aizpuru’nun [30] bir modülüs fonksiyonu kullanarak klasik anlamda ¡istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬ tan¬mlamas¬n¬n ard¬ndan Bhardwaj [38] bu tan¬m¬ derecelendirerek ¡

dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬n¬ vermi̧stir. Altinok ve Kasap [32] ise

bu tan¬mlar¬ ilk defa bulan¬k say¬ dizilerine uyarlay¬p çeşitli kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ elde et-

mi̧stir. Bu tez çal¬̧smas¬nda da ¢ genelleştirilmi̧s fark operatörü kullan¬larak

Altinok ve Kasap [32]’¬n tan¬mlam¬̧s oldu¼gu dizi kümeleri genelleştirilerek çok daha

genel sonuçlar elde edilmi̧s ve bu yeni dizi kümelerinin özel hallerinde literatürde daha

önceden tan¬ml¬ olan dizi kümeleriyle aralar¬nda baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ bulunmuştur.
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