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OZET

Bu calisma beg boliimden olugmaktadir.

Ik boliim giris kismina ayrilmistir ve istatistiksel yakinsakligin tarihsel gelisimi
hakkinda bilgi verilmigtir.

Ikinci boliimde konuya iliskin bazi temel kavramlar ve bilinen sonuclar verilmistir.

Uciincii boliimde bir metrik uzayda bir dizinin A\;— istatistiksel yakinsakligi, \;—
istatistiksel simirlihgr ve kuvvetli (V, A), — toplanabilirligi tanimlandi ve A siifina ait
gesitli A = (\,,) dizileri i¢in baz1 kapsama bagtilarina yer verildi. Ayrica A* smifindaki
cesitli A = (\,,) dizileri igin elde edilen kuvvetli (V, A), — toplanabilir dizilerin kiimeleri
arasindaki bazi kapsama bagintilar: verildi.

Dordiincti boliimde metrik uzaylardaki diziler ig¢in «. dereceden d— istatistiksel
yakinsaklik, «. dereceden d— istatistiksel sinmirlilik ve «. dereceden d— kuvvetli p—
Cesaro toplanabilirlik kavramlar: tanitilarak (0, co) araligimdaki gesitli o degerleri igin
a. dereceden d— kuvvetli p— Cesaro toplanabilir dizilerin kiimeleri arasindaki iligkiler
incelendi ve (0, 1] araligimdaki gesitli o degerleri i¢in bazi kapsama bagmtilar: verildi.

Besinci boliimde ise, metrik uzaylardaki diziler i¢in bir f modiiliis fonksiyonuna
gore df — istatistiksel yakinsaklik ve df— istatistiksel simirhilik kavramlar1 ile bun-
lar arasindaki iligkiler verilmistir. Ayrica f modiiliisiiniin baz1 6zel durumlar: igin,
kuvvetli df — Cesaro toplanabilir dizilerin kiimeleri arasindaki baz kapsama bagintilar
ve kuvvetli df — Cesaro toplanabilir dizilerin kiimeleri ile df — istatistiksel yakinsak
dizilerin kiimeleri arasindaki iligkiler verilmistir.

Ucitincii, dordiincii ve besinci béliimler tezin orijinal kisimlarini olusturmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Yogunluk, Istatistiksel yakinsaklik, Kuvvetli Cesaro topla
nabilirlik, Metrik uzay, Modiiliis fonksiyonu.

iv



SUMMARY

Some Generalized Statistically Convergent Sequence Classes

This study consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction part and in this chapter, the his-
torical development of statistical convergence is given.

In the second part, some basic concepts and results related to the subject are given.

In the third chapter, we introduce A\;— statistical convergence, A;— statistical
boundedness and strong (V, A),;, — summability of a sequence in a metric space. Also,
for various sequences A = (\,) in A, some inclusion relations are given. Furthermore
we establish some inclusion relations between the sets of strongly (V, A), — summable
sequences for various sequences A = (\,) in the class A*.

In the fourth chapter, we introduce d— statistical convergence of order o, d— sta-
tistical boundedness of order o and d— strong p— Cesaro summability of order o for
sequences in a metric space. Furthermore, we investigate the relations between the sets
of sequences which are d— strongly p— Cesaro summable of order o for various values
of o’s in (0, c0) and we give some inclusion relations for various values of o’s in (0, 1].

In the fifth chapter, we give df — statistical convergence and df — statistical bound-
edness and relations between them with respect to a modulus f for sequences in a
metric space. In addition, for some special cases of the f mocilﬂus, we give some in-
clusion relations between the sets of df — strongly Cesaro summable sequences and the
relations between the set of df — statistically convergent sequences and the set of df —

strongly Cesaro summable sequences.

Keywords: Density, Metric space, Modulus function, Statistical convergence,

Strong Cesaro summability.



SEMBOLLER LiSTESIi

Bu ¢alismada (X, d) bir metrik uzay olmak iizere kullanilan bazi simgeler, agikla-

malari ile birlikte asagida belirtilmigtir.

N : Dogal sayilar kiimesi

R . Reel sayilar kiimesi

R™ : n — boyutlu Oklid uzay1

C : Kompleks sayilar kiimesi

w : Tim kompleks terimli dizilerin uzay:
loo : Kompleks terimli sinirh diziler uzay:

c : Kompleks terimli yakinsak diziler uzay:
Co : Kompleks terimli sifira yakinsak diziler uzayi
HEZ1 Bir z dizisinin supremum normu

K° : Bir K kiimesinin tiimleyeni

) (K) : Bir K kiimesinin dogal yogunlugu

S . Istatistiksel yakimsak dizilerin uzay:

o (K) : Bir K kiimesinin A — yogunlugu

S\ : A — istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

C) 1] : Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi

wp : Kuvvetli p — Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
[V, Al . (V,\) — toplanabilir dizilerin kiimesi

do (K) @ Bir K kiimesinin o — yogunlugu
S« : . dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

df(K) : Bir K kiimesinin f — yogunlugu

Sy :f — istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
ca(X) @ (X,d) uzayinda yakinsak dizilerin kiimesi
B.(z,) : x, merkezli, € yaricaph acgik yuvar

Sq(X) : (X,d) uzayinda d — istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Sy, (X) (X, d) uzaymmda )\, — istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

vi



BS4 (X) (X,d) uzayinda d — istatistiksel siirh dizilerin kiimesi
BS,, (X) (X,d) uzayinda A, — istatistiksel simirh dizilerin kiimesi
[V, Al (X) (X, d) uzaymnda kuvvetli (V,\),-toplanabilir dizilerin kiimesi
C, 1], (X,d) uzayinda kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
N (X,d) uzayinda «. dereceden d — istatistiksel yakinsak
Si (X) o .
dizilerin kiimesi
(X,d) uzaymnda «. dereceden d — istatistiksel sinirh
BSg ()
dizilerin kiimesi
N (X, d) uzaymnda «.dereceden d — kuvvetli p — Cesaro toplanabilir
Wpq (X ) C e .
dizilerin kiimesi
(X,d) uzayinda d — kuvvetli p — Cesaro toplanabilir
Wpa (X)
dizilerin kiimesi
Sar (X) : (X, d) uzayinda df — istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
war (X) : (X, d) uzaymnda kuvvetli df — Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi
wq (X) : (X, d) uzaymda kuvvetli d — Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi

vii



1. GIRIS

Dizi uzaylarimin gelisimi pek cok yeni yakimsaklik metodunun tanmimlanmasindan
etkilenmisgtir. Bunlarin en 6nemlilerinden biri de istatistiksel yakinsakliktir.

Istatistiksel yakinsaklik, ilk olarak Zygmund [35] tarafindan "hemen hemen yakin-
saklik" kavrami adi ile 1935 "Trigonometrik Seriler" kitabinin ilk baskisinda Fourier se-
rilerinin istatistiksel yakinsakligiyla ilgili teorem ispatlarinda goriilmiigtiir. Bu kavram
1951 yihinda Steinhaus [33] tarafindan Polonya’da Wroclaw Universitesi'nde diizenle-
nen bir konferansta sunulmustur. Daha sonra Fast [9] aligilmig dizisel limit kavramim
genisleterek istatistiksel yakinsaklik tanimini ortaya koymustur. Bu yeni kavram ile
Schoenberg [32] tarafindan bazi dizi uzaylar1 iizerinde istatistiksel limitin bir lineer
fonksiyonel olabilecegi fark edilmistir. Salat [30] smirh istatistiksel yakinsak diziler
kiimesinin simirli diziler uzaymm kapal bir alt uzay1 oldugunu gostermistir. Istatis-
tiksel Cauchy dizisi kavrami Fridy [10] tarafindan tammlanmig ve reel veya kompleks
terimli bir dizinin istatistiksel Cauchy dizisi olmasi icin gerek ve yeter kogulun istatis-
tiksel yakinsak olmasi gerektigi gosterilmistir. Connor [7] siirh diziler igin istatistiksel
yakinsaklik ile kuvvetli Cesaro toplanabilirligin denk oldugunu gostermigtir.

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde modiiliis fonksiyonu ile ilgili ¢aligmalar
onemli bir yere sahiptir. Modiiliis fonksiyonunun tanimi ilk kez 1953 yilinda Nakano
[26] tarafindan ortaya konulmustur. Daha sonra Ruckle [29], F'K— uzaylarin tanim-
lamak i¢in bir modiiliis fonksiyonu kullanmigtir. Ruckle [29] tarafindan tanimlanmig
olan kuvvetli toplanabilir dizi uzaylari, Maddox [21] tarafindan genellestirilerek bir f
modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlanmig ve bu dizi uzayininin bazi topolojik 6zel-
likleri incelenmistir. Connor [8], istatistiksel yakinsaklik ile bir f modiiliisii kullanilarak
tanimlanan kuvvetli Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkileri incelemistir. Aizpuru ve
arkadaglari, 2014 yilinda bir f sinirsiz modiiliisiinii kullanarak istatistiksel yakinsaklik
kavramini tamimlamigtir [1].

Dereceye gore istatistiksel yakinsaklik, ilk kez Gadjiev ve Orhan [12] tarafindan po-
zitif lineer operatorlerin bir dizisinin istatistiksel yakisaklig ile iligkili olarak verildi.
2010 yilinda Colak [5] bir dogal sayilar kiimesinin «. dereceden yogunlugu kavramin

tanimlayip, say1 dizileri igin «. dereceden istatistiksel yakinsaklik tanimini vererek



bilinen istatistiksel yakinsaklik kavramini genellestirdi ve a. dereceden kuvvetli Cesaro
toplanabilirlik ile arasindaki iligkileri inceledi. Daha sonra Colak ve Bektag [6] «.
dereceden A— istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlayarak bazi kapsama teorem-
lerini vermiglerdir. Bhardwaj ve Dhawan [2] f smirsiz modiiliis fonksiyonundan yarar-
lanarak «. dereceden istatistiksel yakisaklik tanimini vermistir.

Istatistiksel yakinsaklik, Maddox [20], Mursaleen [25], Kolk [15], Savag [31], Fridy ve
Orhan [27], Miller ve Orhan [24] gibi pek ¢ok matematik¢i tarafindan ele alinmigtir. Bu
kavram bir cok matematikgi tarafindan olgiim teorisi, say1 teorisi, trigonometrik seriler,
lokal konveks uzaylar, toplanabilirlik teorisi, Banach uzaylar1 gibi alanlara uygulan-
mustir. Istatistiksel yakinsaklik, genelde reel ya da kompleks say1 dizileri icin caligilmisg
olsa da son zamanlarda Kiiciikarslan [17], Bilalov ve Nazarova [3] gibi yazarlar tarafin-

dan metrik uzaylarda da incelenmigtir.

1.1. Amag

Bu caligmada amag , reel veya kompleks say1 dizileri i¢in caligilmig olan istatistiksel
yakinsaklik ve Cesaro toplanabilirlik benzeri toplanabilirlik kavramlar: kullanilarak elde
edilen dizi simiflarinin, bir metrik uzaydaki karsiliklarini vermek, yani terimleri bir
metrik uzaydan alinmig dizilerin istatistiksel yakinsak, Cesaro toplanabilir ve benzeri
bazi sitmiflarini tanimlamak, bu siniflarin 6zelliklerini ve elde edilen simiflar arasindaki

kapsama iligkilerini ortaya koymaktir.



2. GENEL KAVRAMLAR

Bu béliimiin ilk kisminda temel tamim ve teoremler verildi. Ikinci kisimda ise bu
calismada yararlanilan \—istatistiksel yakinsaklik, o.. dereceden istatistiksel yakinsak-

lik ve f istatistiksel yakinsaklik gibi baz1 kavramlar tanitildi.
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1. X bogtan farkl bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+ X xX—-X

KxX—-X

fonksiyonlar1 asagidaki ozelliklere sahipse X kiimesine K cismi iizerinde bir vektor
(lineer) uzay1 denir. Her A\, u € K ve z,y, 2z € X icin;
De+y=y+x
) (x+y)+z=x+(y+2)
3) Vx € X i¢in z + 0 = z olacak bigimde bir § € X mevcuttur.
4) Vr € X igin x + (—x) = 0 olacak bigimde bir —x € X mevcuttur.
S5)le ==z
6) Az +y) =Ae+ Ay
) (AN+p)x= e+ px
)

8) AMux) = (Ap) x dir [22].

Tanim 2.1.2. X bogtan farkl bir kiime olsun. Her z,y, 2 € X igin;

M1) d(z,y)
M2) d(z,y) =0<= 2z =y
M3) d(z,y) = d(y, z)

M4) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

ozelliklerine sahip d : X x X — R fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine

z,y) >0

xz,

de metrik uzay denir [14].



Tanim 2.1.3. Tamim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan bir fonksiyona diz¢ denir.
Diziler deger kiimelerine gore isimlendirilirler. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar
kiimesi ise diziye reel terimli dizi, C kompleks sayilar kiimesi ise diziye kompleks terimli

dizi denir [14].

Tamim 2.1.4. (X, d) bir metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve z € X olsun. Eger
her £ > 0 igin n > ng iken

d(zn,x) <e

olacak bi¢imde bir ny = ng(e) dogal sayist mevcut ise (z,,) dizisi X uzayinda yakinsaktir

denir ve z,, — = veya lim x,, = z biciminde gosterilir [14].

n—0o0

Tamim 2.1.5. (X, d) bir metrik uzay ve (z,), bu uzayda bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0

sayisina kargilik, her m,n > N igin
d (Tm,xn) < €

olacak bigimde bir N = N (g) dogal sayisi mevcutsa, (x,) dizisine bir Cauchy dizisi

denir[14].

Tanim 2.1.6. Bir (X, d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik

uzaya tam metrik uzay denir [14].
Tanim 2.1.7. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olmak {izere;

Il : X —- K

z = |z

fonksiyonu agagidaki ozelliklere sahipse, ||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve
(X, ||]]) ikilisine de bir normlu uzay denir. Her z,y € X ve her a € K skaleri igin
N1) [|lz]| = 0
N2) ||z]| =0 < =z =40
N3) [loz]| = Je| [l
N4) [l + yll < [lzfl + [ly]l dir [16].

Tamim 2.1.8. Bir (X, ||-||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzaymn bir elemanina

yakinsiyorsa bu normlu uzaya tam uzay veya Banach uzay: denir [16].



Tamim 2.1.9. Tiim kompleks terimli = (z}) dizilerinin kiimesini w ile gosterecegiz.

w, = (x),y = (yx) ve a bir skaler olmak iizere

x+y:(:ck+yk)

axr = (oxy)

ile tanimlanan iglemlerle birlikte bir lineer uzaydir [22]. w nim her alt lineer uzayna

dizi uzay1 denir.

lo = {:1: = (xy) : sup|zx| < oo}
k

sinirli,

7 {x = (zg) : lilrﬁnzck rnevcut}

yakinsak ve

co = {x = (zg) : lillfnxk = O}

sifira yakinsak dizilerin uzayu,

ol = sup

normu ile birer Banach uzaydir [22].

Tanim 2.1.10. K C N={1,2,3,...} olmak iizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

1
J(K)=lim —{k<n:ke K}

n—oo M

ile tanimlanir. Burada [{k < n:k € K}| ifadesi K kiimesinin n den biiyiik olmayan
elemanlarmin sayismi gostermektedir.

Eger ¢ (K) = 0 ise K kiimesi sifir yogunluklu kiime olarak adlandirilir.

d (N) =1 ve N dogal sayilar kiimesinin sonlu bir B C N alt kiimesi i¢in 6 (B) =0
oldugu agiktir. Ayrica A°, A'nin tiimleyenini gostermek iizere § (A°) = 1 — § (A) dur
[10].



Tanim 2.1.11. Bir = (x}) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu bir
kiime digindaki tiim k& lar i¢in sagliyorsa, (zy) dizisi hemen hemen her k igin P 6zelligini

sagliyor denir ve “h.h.k” seklinde gosterilir [10].

Tanim 2.1.12. = = (z;) kompleks terimli bir dizi olmak {izere, her £ > 0 i¢in

1
lim —{k<n:|zy—L| >} =0

n—oo N
veya h.h.k i¢in |z, — L| < € olacak bigimde bir L sayisi1 mevcut ise x = () dizisi L
sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve S — limx = L geklinde gosterilir.
Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S ile gosterilir. Eger, ozel olarak L = 0 ise
r = () dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin

kiimesi S ile gosterilir [10].

Teorem 2.1.13. Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limx, = L ise

S —limz;, = L dir [30].

Ispat. limz, = L oldugunu kabul edelim. Bu durumda her ¢ > 0 icin ve k > N
i¢in |z, — L| < e olacak bicimde N dogal sayisit vardir. A(e) ={k <n:|zy— L| > ¢}
olmak iizere 6 (A (¢)) = 0 oldugundan S — limz = L olur.
Asagidaki 6rnek Teorem 2.1.13. {in tersinin dogru olmadigini gosterir.
, k=m
Ty = m=1,23,..
0, k#m?

ile tamimlanan x = (x;) dizisini ele alalim. Her € > 0 i¢in
Hk<n:loy—0|>e} <H{k<n:z 0} < /n

oldugundan

N

1
lim— {k <n:zp #0} <lim—— =0
n n n n

elde edilir. Boylece S — limz = 0 dir. Fakat © = (z}) dizisi yakinsak degildir.
Ayrica, istatistiksel yakinsak bir dizinin sinirlh olmasi da gerekmez. Yani £, ve S

uzaylar1 birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir. Ornegin,

T = m=1,23,..



ile tamimlanan = = () dizisi, istatistiksel yakinsaktir ve S — limx = 0 dir, ancak bu

dizi acikca goriildiigi gibi sinirh degildir.

Teorem 2.1.14. Bir « = (z}) dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir,

yani S — limz = Ly ve S —limz = Ly ise Ly = Ly dir [34].

Lemma 2.1.15. S—klim xp = L olmas i¢in gerek yeter kogul § (K) = 1ve lim x;, = L

olan bir K = {k; < ky < ... <k, <...} C N kiimesinin var olmasidir [30].

Lemma 2.1.16. S —limxz, =11, S — limy; = I ve ¢ € R olsun. Bu takdirde,
(1) S —lim (z +yx) =11 + I
(27) S —lim (czy) = cly

dir [30].

Bu lemmaya gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzay olur.

Tamim 2.1.17. 6 ({k € N: |zx| > B}) = 0 olacak bigimde bir B > 0 sayis1 mevcut
ise x = () dizisine istatistiksel sinarlider denir.

Istatistiksel smirh dizilerin kiimesi S, ile gosterilir [11].

Tanim 2.1.18. z = (x;) kompleks terimli bir dizi olsun. Bir ¢ > 0 verildiginde, eger
h.h.k igin |z, — zn| < e olacak bigimde bir N = N (g) dogal sayis1 mevcut ise yani;
her € > 0 i¢in

1
lim —|{k<n:|z,—azy| >} =0

n—oo M

oluyorsa x = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [10].

Teorem 2.1.19. Asagidaki ifadeler esdegerdir:
(1) x = (xy) istatistiksel yakisaktir,
(17) x = (zy) istatistiksel Cauchy dizisidir,

(1ii) x = () dizisi i¢in § ({k: zx # yx}) = 0 ( veya h.h.k i¢in x = yi) olacak
sekilde yakimsak bir y = (y,) dizisi vardir [10].

Sonug 2.1.20. (), istatistiksel yakinsak ve S — limz; = L olacak sekilde bir dizi
olsun. Bu durumda lim y;, = L olacak sekilde (zy) dizisinin bir y = (y) alt dizisi vardir

[10].



Lemma 2.1.21. ¢t = (t;,), sonsuz ¢okluktaki & lar icin ¢, # 0 olacak sekilde bir say:
dizisi olsun. Bu takdirde h.h.k i¢in z; = 0 ve Zzozl trxr = oo olacak sekilde bir

x = (xy) dizisi vardir [10].

Tamim 2.1.22. 2 = () kompleks terimli bir dizi olmak {izere eger
limn ! Z |z, — L| =0
" k=1
olacak bigimde bir L kompleks sayis1 mevcut ise, (xy) dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro

toplanabilirdir denir ve kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi [C| 1] ile gosterilir:

C,1] = {x = (x) : L € C,limn‘lz lzp — L] = 0}.

k=1
x = (x) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 bir reel say1 olsun. Eger
limn " Z |z, — LI =0
" k=1
olacak bigimde bir L kompleks sayisi mevcut ise (zy) dizisi L sayisia kuvvetli p-Cesaro

toplanabilirdir denir. Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi w, ile gosterilir:

w, = {x = (v) : 3L € C,limn " Z |z — LY = O}

k=1

[7]-

Teorem 2.1.23. 0 < p < oo olsun. Bu durumda,

i) Bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olan bir dizi L sayisina ayni zamanda
istatistiksel yakinsaktir.

i1) Bir L sayisina istatistiksel yakinsak olan siirh bir dizi L sayisina ayn zamanda

kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir [7].

2.2. \— Istatistiksel Yakinsaklik, a. Dereceden Istatistiksel Yakinsaklik ve
f— Istatistiksel Yakinsaklik

A = (\,) pozitif sayilarin azalmayan, oo a giden ve A, ;1 < A\, +1, \; = 1 sartlarina
sahip bir dizisi olsun. Bu sekilde tanimlanan tiim A = ()\,) dizilerinin kiimesi A ile

gosterilecektir.



K C Nolsun. K’'min A— yogunlugu, I,, = [n — A, + 1, n] olmak iizere

5y (K) = lim— |{k e I, : k€ K}|

olarak tamimlamr. 0, (K), A, = n durumunda ¢ (K) dogal yogunluguna indirgenir

[25].
Tamim 2.2.1. [25] Eger her ¢ > 0 igin

1
lim)\—|{k€[n:|xk—L|25}|:O

ise x = (wy) dizisi L'ye \— istatistiksel yakinsaktir denir. Tiim A\— istatistiksel yakinsak

dizilerin kiimesi Sy ile gosterilir. A\, = n durumunda S, nin S’e denk oldugu aciktur.

Genellestirilmig de la Vallée-Poussin Ortalamasi,

ile tamimlanir [19].

tn (x) — L (n — o0) durumunda z = (zy) dizisine, L sayisina (V,\) — topla-
nabilirdir denir. Her n € Nigin \,, = n ise (V, A) — toplanabilirlik (C, 1) — toplanabilir-
lige indirgenir. L’ye kuvvetli (V,\) — toplanabilir, yani 2, — L[V, ] olan = = (xy)
dizilerinin kiimesi icin

o1
V. Al = {37_ (xk):ElLagl_{glo)\_nZ|xk_L| _0}

kel

yazilir.

Tanim 2.2.2. [5] a, 0 < a < 1 olacak gekilde herhangi bir reel say1 olsun. Bir £ C N

alt kiimesinin a— yogunlugu, limit (sonlu ya da sonsuz) mevcut olmak iizere

1
do (B) = lim — {k <n:keFE}

n—oo N
ile tanmmlamir. Burada |{k <n:k € E}|, E kiimesinin n’yi ge¢meyen elemanlarinin
say1isini gosterir.
N dogal sayilar kiimesinin sonlu her alt kiimesinin a— yogunlugunun sifir oldugu
agiktir ve genel olarak 0 < a < 1 igin d, (E°) = 1 — §, (F) esitligi gegerli degildir;
esitlik ancak o = 1 durumunda gecerlidir. N dogal sayilar kiimesi i¢in

1, a=1
da (N) =

oo, a<l



oldugu da kolaylikla goriilebilir.
Ayrica a = 1 durumunda bir kiimenin a— yogunlugu, kiimenin dogal yogunluguna

doniistir.
Lemma 2.2.3. £ CNolsun. 0 < o < < 1lise d5(F) < 6, (E) dir [5].

Tamim 2.2.4. 2 = (z;) € w ve 0 < o < 1 verilmis olsun. Her ¢ > 0 igin

hm—|{k<n |z, — L| >¢e}| =0

n—oon®
olacak bigimde bir L kompleks sayis1 mevcut ise (z) dizisi L ye a. dereceden istatistik-
sel yakinsaktir denir [5]. () dizisinin L’ye «. dereceden istatistiksel yakinsak oldugu
durumda S®—lim x; = L notasyonu kullanilir. Tiim «. dereceden istatistiksel yakinsak
dizilerin kiimesi S ile ve tiim «. dereceden istatistiksel sifir dizilerinin kiimesi S§ ile
gosterilir. Herbir 0 < a < 1 igin S§ C S oldugu agiktir.

a = 1 icin a. dereceden istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ile aynidir.

Lemma 2.2.5. «a € (0,1] verilsin. Eger bir (xj) dizisi . dereceden istatistiksel

yakinsak ise, bu durumda onun S*- limiti tektir [5].

Uyar1 2.2.6. «. dereceden istatistiksel yakimsaklik 0 < o <1 igin iyi tanimhdir, fakat

a > 1 icin iyi taniml degildir. Bunun igin

1, k=2n
Ty = n=123, ..
0, k#2n
ile tammlanmig x = (xy) dizisi gbzoniine alinsin. Bu durumda « > 1 igin,

hm—|{k<n |z, — 1] > e} < lim —— = 0

n—oo N n—oo 2N
ve

hm—|{k<n |:1:k|>5}|<hm2n =0
ne

elde edilir. Boylece © = () hem 1’e hem de 0’a «. dereceden istatistiksel yakimsak,

yani S* — limz;, = 1 ve S* — limz;, = 0 olur. Ama bu miimkiin degildir.

Tanim 2.2.7. o > 0 ve p > 0 reel sayilar olsun.



olacak bigimde bir L kompleks sayisi mevcut ise © = (x;) dizisi, L’ye a. dereceden
kuvvetli p— Cesaro toplanabilirdir denir [5]. « = 1 igin «a. dereceden kuvvetli p—
Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli p— Cesaro toplanabilirlige doniisiir. Tiim «. dereceden

kuvvetli p— Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi wy ile gosterilir.

Tanim 2.2.8. (Modiiliis fonksiyonu) Eger bir f : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu;
i) flx) =0 2=0
i) fle+y) < f(@)+ f(y)
iii) f artan
iv) f, 0’da sagdan siirekli (dolayisiyla [0, 00)’da her yerde siirekli)
kosgullarini saghyorsa bu fonksiyona modiiliis fonksiyonu adi verilir.
Bir modiiliis fonksiyonu siirh ya da siirsiz olabilir. Ornegin, f(z) =27, 0 < p <1

simursiz, f(z) = 71 smurh bir modiiliis fonksiyonudur [26].

Her n € N igin f (n) < nf (1) esitsizliginin (¢7) den ¢ikacagi agik¢a goriilmektedir.

Uyar: 2.2.9. f ve g herhangi iki modiiliis fonksiyonu olmak tizere f~1, f.g, f — g ve

f/g fonksiyonlarinin modiiliis fonksiyonu olmasi gerekmez [29].

Lemma 2.2.10. f ve g herhangi iki modiiliis fonksiyonu ise fog, af (a > 0), Fff ve

f + g fonksiyonlar1 da modiiliis fonksiyonlaridir [29].

Tanim 2.2.11. f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bir A C N kiimesinin f—

yogunlugu, eger limit mevcutsa

3f (A) = nli{}.}f (I{* S;(;z)k € A}))

ile tammhdir [1].

Uyar: 2.2.12. f(z) = x durumunda f— yogunluk, dogal yogunluga doniisiir. Dogal
yogunluk durumunda § (A) + 6 (N — A) = 1 dir. Ancak bu esitlik f— yogunluk duru-
munda dogru degildir, yani 6 (A) +d; (N — A) = 1 esitligi genel olarak gecerli degildir.
Ornegin, f(z) =log(z+ 1) ve A= {2n: n € N} alirsa §; (A) = §; (N — A) = 1 dir.

Ayrica f— yogunluk durumunda é; (A) = 0 ise 6 (N — A) = 1 oldugu sdylenebilir.
Dogal yogunluk durumunda oldugu gibi sonlu kiimeler sifir f— yogunluga sahiptir ve

dolayisiyla her sonlu A kiimesi igin 67 (A) + 5 (N — A) =1 dir [1].
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Uyari 2.2.13. Herhangi bir sinirsiz f modiiliisii ve A C Nicin 67 (A) = 0ise § (4) =0
dir. ( Gergekten, o7 (A) = 0 ise limit tanimindan her p € N igin yle bir n, € N vardir
ki n > n, igin

1 1 1 1
fAm)) <=f(n S—pf(—n) —f(—n)
(Al < 2f(n) < 2pf {2

p
dir ve f artan oldugundan |A (n)| < ]%n ve dolayisiyla § (A) =0 dir ).

Ama bunun tersi genelde dogru degildir, yani sifir dogal yogunluga sahip bir kiime,
smirsiz bir f modiiliisiine gore sifir olmayan f— yogunluga sahip olabilir. Ornegin,
f(x) =log (x+1) ve A={1,4,9,16,...} almrsa 6 (A) =0 ama 6, (A) = § dir.

Ancak Uyar 2.2.12 den, sinirsiz f modiiliisiiniin se¢imine bakilmaksizin, herhangi

sonlu bir A C N kiimesi i¢in 0 (A) = 0 iken 7 (A) = 0 oldugu her zaman dogrudur [1].

Tanim 2.2.14. f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve # = (z3) bir say1 dizisi olsun.
Eger her € > 0 i¢in
1
lim ——
n—oo f (n)

olacak bicimde bir L sayis1 mevcut ise, (zy) dizisi L'ye f— istatistiksel yakinsaktir

F{k<n: |z, — L >€}|) =0

denir ve bunun i¢in Sy —limx = L gosterimi kullanihr. Ttim f— istatistiksel yakinsak

dizilerin kiimesi Sy ile gosterilir [1].
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3. METRIK UZAYLARDA )\,— ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK, \,—
ISTATISTIKSEL SINIRLILIK ve KUVVETLI (V,\), TOPLANABILIRLIK

3.1. Metrik Uzaylarda )\,— Istatistiksel Yakinsaklik ve \,— Istatistiksel
Siirhilik

Bu kisimda, metrik uzaylarda bir dizinin \;— istatistiksel yakinsaklhigi ve \;— is-
tatistiksel sirlihg) tanimlanacak ve A simifina ait gesitli A = ()\,) dizileri igin A\g—
istatistiksel yakinsak dizilerin kiimeleri ile A\;— istatistiksel simirh dizilerin kiimeleri

arasindaki iligkiler verilecektir.

Tanim 3.1.1. (X,d) bir metrik uzay, © = (z;) bu uzayda bir dizi ve A = (\,) € A

olsun. Eger her € > 0 i¢in

1
lim = |{k € L, : @ ¢ B (o)} = 0

n—oo

olacak bi¢imde bir z, € X elemani mevcut ise (zy,) dizisi x,'a A\gq— istatistiksel yakinsak-
tor denir. Burada I, = [n — A\, + 1,n] ve B. (z,) = {z € X : d(z,x,) < €}, x, merkezli
e yarigaph agik yuvardir. (X, d) metrik uzayinda A\;— istatistiksel yakimsak olan
dizilerin simfi Sy, (X) ile gosterilecektir. Eger (X, d) metrik uzayinda bir z = (xy)
dizisi bir z, € X noktasma \;— istatistiksel yakinsak ise bu durum x; — x, [S), (X)]
ile gosterilir.

(An) = (n) durumunda S, (X)’in S, (X)’e denk oldugu agiktir. Burada S, (X),

2o € X olmak tizere her € > 0 icin

lim ~ |{k < 2x & Be ()} = 0

n—oon,

kogulunu saglayan dizilerin kiimesini gostermektedir [17].

Birn, e N={1,2,3,...} i¢gin N,,, = {no,n, + 1,1, + 2, ...} olarak tamimlansin. Bu

7

durumda " her n € N,,.” ile "pozitif tamsayilarin sonlu ¢oklukta olanlar digindaki her

n € N” kastedilecektir.

Teorem 3.1.2. (X,d) bir metrik uzay, A = (\,), 1 = (1) € A her n € N, icin
An <, olacak gekilde iki dizi olsun.



(i) Eger
lim inf An >0 (3.1)

S
ise f1,— istatistiksel yakinsak her dizi A\q— istatistiksel yakimsaktir, yani S, (X) C
S)\d (X) dir.
(17) Eger
. A
lim— =1 (3.2)

n=oo iy,

ise her \;— istatistiksel yakinsak dizi p,— istatistiksel yakinsaktir, yani S, (X) C
S, (X) dir.

Ha

Ispat. Ispat icin [4] de verilen teknikler kullamlacaktir.
(1) Her n € N,,_ i¢in A, < p,, oldugu ve (3.1) in saglandig1 varsayilsin. Bu durumda
1, C J, dir ve boylece her € > 0 i¢gin
ke Jy:ap & Be(zo)}| > {k € 1, - 1 € Be (o) }]
yazilabilir. Buradan her n € N,,_ i¢in
1 An 1
¥ H{k € J,:xp & B (x0)} > W {k eI, :xp & B (o)}
elde edilir, burada J,, = [n — p,, + 1, n| dir.
Son esitsizlikte n — oo i¢in limit almarak ve (3.1) kullamlarak
(X)] = 2 — 2o [Sy, (X)] ve boylece S, (X) C Sy, (X) elde edilir.

Tp — To [Sud

(1) (k) € Sy, (X) olsun ve (3.2) saglansin. I,, C J,, oldugundan ¢ > 0 olmak iizere
her n € N, i¢in

1 1
M—|{k€Jn:xk§éBE($o)}| = 'u—|{n—,un—|—1§k§n—)\n:xk§é35(:co)}|

n

_|_,ui {k € L, :xp ¢ B ()}

n

-\, 1

< ad] —|—)\—|{k€[n:l‘k¢3€(l‘o)}|
A1

< (1_;)+A—|{kezn:xk¢35<xo>}|

yazilabilir. Yukaridaki egitsizligin sag tarafindaki birinci terim (3.2) den dolay: liml’:—" =

1 oldugundan ve ikinci terim « = (xy) € Sy, (X) oldugundan n — oo iken 0 a gider. Bu,
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n — oo iken ui {k € J, : xx ¢ B: (x5)}| — 0 oldugu ve dolayisiyla x, — x, [S), (X)]
= ), — %o [Sy, (X)] oldugu anlamma gelir. Bu nedenle Sy, (X) C S, (X) dir.

Teorem 3.1.2 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.3. (X,d) bir metrik uzay olsun ve A = (\,),u = (p,) € A dizileri her
n € N, icin A\, < p, sartim saglasinlar. Eger (3.2) saglaniyorsa Sy, (X) = S, (X)
dir.

Teorem 3.1.2 de 1 = (u,,) = (n) alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.4. (X, d) bir metrik uzay ve A = (\,) € A olsun. lim 22 =1ise S, (X) =
Sd (X) dir.

Tamim 3.1.5. (X, d) bir metrik uzay ve A = (\,) € A olsun. (X, d) metrik uzayinda
verilen bir x = (xy) dizisine, eger

1
lim — |{k € I : 21 ¢ By (@)}] = 0

—
’IIOO,,.L

olacak bigimde bir x € X elemani ve bir M > 0 reel sayis1 varsa \;— istatistiksel sinar-
lidvr denir. (X, d) metrik uzayinda A\;— istatistiksel siirh dizilerin kiimesi BS), (X)
ile gosterilecektir.

(M) = (n) durumunda A;— istatistiksel siuirhlik, d— statistiksel simrlihga in-

dirgenir ve d— istatistiksel smirh dizilerin kiimesi BSy (X) ile gosterilir [18].

Teorem 3.1.6. Bir (X, d) metrik uzayinda smurh bir dizi, herbir A € A igin A\;—

istatistiksel sinirhdir.

Proof. z = (z;)'nmn bir (X, d) metrik uzaymmda sirh bir dizi oldugu varsayilsin ve
herhangi bir A € A gozoniine alinsin. () dizisi smirh oldugundan, her £ € N i¢in
d(zr,x) < M olacak sekilde bir x € X elemani ve bir M > 0 reel sayis1 vardir. Bu
durumda

{k<n:x,¢ By (x)} =0 (3.3)

olur ve

{kel,:x ¢ By (x)} C{k<n:zy¢ By (x)}
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kapsamasi gegerli oldugundan her n € Nigin {k € I, : x;, ¢ By (x)} = 0 ve dolayisiyla
{k € I, : x ¢ By (2)}| = 0 yazilabilir. Buradan da n — oo i¢in A, — oo oldugundan

lim — |{/€ €l,: 2, ¢ By (x)} =0,

n—oo )\

yani dizinin \;— istatistiksel sinirhi oldugu elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Uyar: 3.1.7. Teorem 3.1.6 nin tersi genelde dogru degildir. Bunu gostermek icin
asagidaki 6rnek gozoniine alinabilir:

Aligilmig metrik ile X = R uzay1 alinsin. Bu durumda

kE, k=m?
Ty = m=1,2,3, ...
(=1)*, k#m?
ile tamml () dizisi simirh degildir. Ancak herhangi bir M > 2 igin
Vi —vn—

’I’L

A
M (V4 V= )
1

Vit V=,

1
< —

vn

esitsizligi saglandigindan ve bu esitsizligin sag tarafi n — oo icin 0 a yaklagtigindan,

hm — |{k €l,:x, ¢ By (2)}] <

TL—>OO

(x1) dizisinin \;— istatistiksel siirh oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.8. (X,d) bir metrik uzay ve A = (\,),n = (p,) € A her n € N,,_ icin
An < b, sartini saglayan iki dizi olsun.

(1) (3.1) esitliginin saglandigy varsayilsin. Eger X’deki bir z = (z,) dizisi p,;—
istatistiksel yakinsak ise A\y— istatistiksel siuirhdir, yani S,, (X) C BS), (X) dir.

(17) (3.2) esitliginin saglandigy varsayisin. Eger X’deki bir x = (xy) dizisi Ag—
istatistiksel smirh ise i;— istatistiksel smirhdir, yani BS), (X) € BS,, (X) dir.

Proof. (i) Her n € N,,_ icin A\, < p, sart1 ve (3.1) esitligi saglansin. = = (x)
dizisinin bir xz, € X elemanima p,;— istatistiksel yakinsak oldugu varsayilsin. A, < p,

oldugundan [,, C J, dir ve dolayisiyla € > 0 ve yeterince biiyiik bir M > 0 sayis1 i¢in
{kel,:xx¢ By (vo)} C{k € Jp:ar ¢ B (20)}
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yazilabilir. Bu kapsama bagintisindan,

ke Jn:ap & Be (xo)}| > {k € I, - v & B (x0) }]

esitsizligi elde edilir. Buradan her n € N, igin J,, = [n — p,, + 1, n] olmak tizere
1 An 1
™ {k € J,:x, ¢ Be (20)}] > W {k € I, : vx ¢ B (o)}

yazilabilir. Son egitsizlikte n — oo i¢in limit alinarak ve (3.1) kullamlarak x = (z,) €

BS,, (X) ve boylece S, (X) € BS,, (X) elde edilir.

(i1) (zx) € BSy, (X) olsun ve (3.2) saglansmn. I, C J, oldugundan, yeteri kadar
biiytik bir M > 0 sayis1 ve her n € N,,_ icin

1 1
M—|{k€Jn:xk¢BM(:co)}| = ,u—|{n—,un—i—1§k§n—)\n:xk§éBM(xo)}|

n

_|_,ui |{k el,:x ¢ By (370)}|

n

—\, 1
< L+)\—|{k€[nil‘k¢BM(x0)}|

n

A1 .
p (1_M—n) + 3 [k € s 0 ¢ Bu ()}

yazilabilir. Yukaridaki egitsizligin sag tarafindaki birinci terim (3.2) den dolay1 ve ikinci
terim © = (xy) € BS), (X) oldugundan n — oo i¢in 0 a gider. Bu da
1
lim — |{k € J,:zx ¢ By (2,)}] =0
n—oo Mn
oldugunu verir. Béylece () dizisi p1;,— istatistiksel siirh, yani (x;) € BS),, (X) olur.
(z) € BSy, (X) keyfi bir eleman oldugundan BS,, (X) C BS,, (X) elde edilir ki bu

da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.9. (X,d) bir metrik uzay ve A = (\,) € A verilmig olsun. Bu durumda
X deki her \;— istatistiksel yakisak dizi A\;— istatistiksel simirhdir, yani Sy, (X) C
BSh, (X) dir.

Ispat. (u,) = (\,) alimrsa Teorem 3.1.8 (i) den kolayca elde edilir.

Sonug 3.1.10. (X, d) bir metrik uzay ve A = (\,) € A olsun.
(i) Eger
lim inf all >0 (3.4)

n—o0 n
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ise her istatistiksel yakinsak dizi A\;— istatistiksel siurhdir, yani Sy (X) € BS,, (X)
dir.
(17) Eger
lim 22 — 1 (3.5)

n—oo M,
ise her \;— istatistiksel sinirli dizi aym zamanda istatistiksel simirhdir, yani BS), (X) C

BS, (X) dir.
Sirasiyla Teorem 3.1.8 (i) ve (i7) de (p,,) = (n) alinarak ispat kolayca elde edilir.

Uyar: 3.1.11. Teorem 3.1.8 (i)’in tersi genelde dogru degildir. Ornegin ahgilmis

metrikle X = R alinirsa,

Tk = = 1, 268"
1, k=2m
ile tammh () dizisinin, herhangi A\, € A i¢in p,— istatistiksel yakinsak olmadig

ama A\;— istatistiksel sinirh oldugu goriilebilir. Bu 6rnekte her n € N,,_ i¢in A\, < p,

kisitlamasina ihtiya¢ olmadigima dikkat edilmelidir.
3.2. Metrik Uzaylarda Kuvvetli (V, \), — Toplanabilirlik

Bu kisimda oncelikle bir (X, d) metrik uzaymda kuvvetli (V, ), — toplanabilirlik

kavrami tamtilacaktir. Daha sonra
A ={A=(\,) thernigin 0 < A\, <\, ve A, = 00 (n — o0 igin)}

smifina ait gesitli A = (\,,) dizileri icin kuvvetli (V, A), — toplanabilir dizilerin kiimeleri
arasidaki iligkiler verilecektir. A* siifini elde etmek igin, A simifindaki A, 11 < A, +1ve
A1 = 1 sartlarmin kaldirildigina dikkat edilmelidir. A C A* oldugu agiktir ve kapsama
kesindir. Ornegin A = ()\,) = (n?) € A* — A dur.

Bu boliimde daha 6nce kullanilan A smifi yerine A* sinifi kullanilacaktir.

Tamim 3.2.1. (X, d) bir metrik uzay ve A = (\,) € A* olsun. Eger

1
Jim 5= d(z20) = 0
kel,
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ise = (vy) C X dizisine z, € X noktasina kuwvvetli (V,\),— toplanabilirdir denir.

(X, d) metrik uzayinda kuvvetli (V, \), -toplanabilir dizilerin kiimesi

[‘/,)\]d(X): {l‘—(gjk) JLIEIO—Zd l‘k,xo)—o E|$OEX}

" kel,

ile gosterilecektir. Eger (X, d) metrik uzayinda bir x = (zj) dizisi z, € X noktasina
kuvvetli (V, A), — toplanabilir ise bu durum x, — z, [V, A, (X) notasyonu ile gosterilir.

A, = n durumunda (V, A), — toplanabilirlik (C, 1), — toplanabilirlige indirgenir [3].

Teorem 3.2.2. (X, d) bir metrik uzay, A = (\,), = (1,,) € A* olsun ve her n € N,,_
icin A\, < p,, oldugu varsayilsin.

(i) Eger (3.1) saglanirsa X metrik uzayinda kuvvetli (V, u), -toplanabilir bir dizi
ayn1 zamanda kuvvetli (V, \), — toplanabilirdir, yani [V, u], (X) C [V, A], (X) dir,

(1) (3.2) nin saglandigy varsayisin. Eger bir x = (x;) C X dizisi sinrli ve x), —

xo [V, A (X) ise xp — xo [V, p] , (X) dir.

Ispat. (i) (X,d) bir metrik uzay olsun ve her n € N, icin \, < g, oldugu

varsayilsin. Bu durumda I, C J,, dir ve bundan dolay1 her n € N,,_ icin

_Zd xkaxo 2 _Zd xka'ro

P k€Jn ”ke[

ve buradan da

—Zd (T, 7o) 2——Zd (T, To)

Hn ke, Fn ”kel
esitsizligi yazilabilir. Bu durumda son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinarak ve (3.1)
kullanilarak x;, — x, [V, pul, (X) = zp — 2. [V,A];(X) elde edilir. = = (z4) €
[V, 1], (X) keyfi bir dizi oldugundan [V, u], (X) C [V, A],; (X) elde edilir.

(it) x = (zr) C X dizisi sinirh ve z — o [V, A], (X) olsun. (3.2) nin gegerli oldugu
varsaylsin. x = (zj) sinirh oldugundan r > 0 ve 2’ € X olmak iizere her k£ € N i¢in

x, € B, (2') olacak sekilde bir B, (z’) agik yuvari vardir. Buradan

d (g, xo) < d(vg,2') +d(a x,) <r+d(x,z,) =M
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yazilabilir. Simdi, A, < u,, ve her n € N, icin [, C J,, oldugundan, her n € N,,_ icin

LS ) = = 3 o)+~ d ()

’u”keJn ’u”keJn—In ’u”keln
My — Ap, 1
< M+ —Zd(ﬂ?kaﬂ?o)
/’LTL /’Lnkeln
An 1
S (1__)M+_Zd(xk7xo)
Fn )\”keln

yazilabilir. Yukaridaki egitsizligin sag tarafindaki birinci terim (3.2) geregince ve ikinci
terim z;, — x, [V, A],(X) olmasi nedeniyle n — oo i¢in 0’a gider. Boylece z;, —

2o [V, A (X) = 2 — o [V, p]; (X) elde edilir.

3.3. Metrik Uzaylarda )\,— Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli (V, ), —
Toplanabilirlik Arasmdaki Iligki

Bu kisimda metrik uzaylarda A smifina ait gesitli A = ()\,) dizileri i¢in kuvvetli
(V, A\), — toplanabilir dizilerin kiimeleri ile A\;— istatistiksel yakinsak dizilerin kiimeleri

arasimndaki iligki verilecektir.

Teorem 3.3.1. (X,d) bir metrik uzay ve A € A olsun. Bu durumda
(i) x — xo [V, A, (X) = 2, — 2, [S), (X)] dir.

(it) Eger (x)) smurh ve z, — xo [Sy, (X)] ise bu durumda x, — . [V, A], (X) dir.
Ispat (i) vy — . [V, ], (X) olsun. Herhangi bir € > 0 i¢in

Y d(wkre) > > d(wkwe) >el{k €L, ay & Be (o)}
kely, keln
¢ Be (o)
yazilabilir. Iki taraf ), ile boliintip n — oo igin limit ahmrsa z;, — z, [V, A, (X)

oldugundan x, — z, [Sy, (X)] elde edilir.

(i7) (zx), (X,d) metrik uzaymda smurh bir dizi ve xy — x, [Sy, (X)] olsun. Bu
durumda () dizisi siurh oldugundan her k£ € N icin 2, € B, (2) olacak bi¢imde bir

B, (2') C X agik yuvart mevcuttur. Burada r > 0 ve 2’ € X dir. Simdi
d(xg,xo) < d(zp,2") +d (@ x.) <r+d(@,z) =M
yazilabilir ve x;, — x, [Sy, (X)] oldugundan

1
lim —— |{k € L, : 2 & B. ()} =0

n—oo
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olur. Boylece

)\izd(fﬁk’xo) = )\i Z d(:ztk,atto)Jr)\i Z d (g, 7o)

"kel, kelp keln
¢ Be(xo) d(z,x0)<e

M
< T Hkel,: xp ¢ B (zo)} +¢
elde edilir. Bu da =, — x, [V, A], (X) anlamina gelir.

Teorem 3.3.2. (X,d) bir metrik uzay ve A = (\,),p = (p,) € A her n € N,,_ igin
An < b, sartini saglayan iki dizi olsun.

(1) (3.1) gegerli ise
71— 20 [V, iy (X) = @1 — @[Sy, (X)]

dir ve baz1 A\, p € A icin [V, p], (X) C Sy, (X) kapsamasi kesindir,
(1) (zx) smirh ve x — @[Sy, (X)] ise bu durumda, (3.2) gecerli oldugunda z; —

. V., (X) dir
Ispat. (i) 2, — 2. [V, p], (X) olsun. Bu durumda her £ > 0 igin

 d(zpre) =Y d(wpae) > Y d(wgwe) > e|{k € L ay, ¢ B (z0)}|

kel
keJn kel %QBE?%)

esitsizligi saglanir ve boylece her n € N, icin

1 An 1
_Zd(l'k,.’ﬁo) > ,u—)\— |{]€ € [n X ¢ Be (.%'O)HE

'unkEJn n \n

elde edilir.
Son egitsizlikte n — oo igin limit alimip, (3.1) kullanilarak z, — . [V, pl, (X) =
Ty — %o [Sy, (X)) elde edilir. 2 = (z) € [V,pu],(X) keyfi bir dizi oldugundan
V], (X) C Sy, (X) kapsamas: elde edilir.
Bazi A\, ;o € Aicin [V, p], (X) C Sy, (X) kapsamasinin kesin oldugunu gostermek
n+l

i¢in, X =R, d(x,y) = |r — y| veher n € Nicin A, = "3=, y,, = n almsin. Bu durumda
liinﬁﬂ =1 >0 ve buradan [V, p], (X) C Sy, (X) dir. z = (2;) dizisi

n

Look#m
T =

kE, k=m3
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olarak tanimlansin. & > 0 verilmis olsun. Bu durumda her k > k, ve k # m? icin

|zx| < € olacak sekilde k., € N vardir. n — oo iken

1 -1
Lk b lnl > < 5 (k + -t )

R

oldugundan z; — 0[S,] (R) elde edilir. Diger taraftan her n € N igin

n®(n+1)°

14+224+33+483+ ... +n°= 1

esitliginin saglandig1 bilinmektedir. [r|, r reel sayisinin tam kismimi gostermek iizere

¥n < [/n] + 1 ve boylece + > W oldugundan, yukaridaki son esitlik gozoniine

alinarak,

_Z|xk| = %;xk Zl‘k-i- Zl‘k>—zxk— Z

M,
keJn =
k m3 k;ém?’ k m3 k=m3

r % (1+23+33+43+...+ [\%]3>
IO o BV O ES

4n 4([/n) +1)°
yazilabilir. Bu z = () ¢ [V, ] (R) oldugunu verir. Boylece [V, u], (X) C Sy, (X)

kapsamasi kesindir.

(it) z, — x5 [Sy, (X)] ve = () dizisinin sinirh oldugu varsayilsin. Bu durumda
her k € Nigin z;, € B, (z') olacak bigimde bir r > 0 sayis1 ve 2’ € X elemani mevcuttur.
Buradan

d(zp,xo) < d(zp,2') +d (2, x,) <r+d(z,z,) =M

yazilabilir. Ayrica - < /\i oldugundan her € > 0 ve her n € N,,_ icin

—Zd Tp, To) = Z d(zk, xo —l——Zd Tpy To)

’u”keJ ’u”keJn—In ”ke[
—An
< Hn M—l——Zd (g, o)
/’LTL /’Lnkel
An
< (1 - _) )\ Zd xkaxo
" kel,
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An 1 1
S (1 - _) M + )\_n kz: d (xkaxo) + )\_n kz: d (xkaxo)

/’L’I’L €ln €lp
xk§éBs(J»’o) d(xk,a:o)<e
An M
< (1—M—)M—i—)\—|{k€In:xk¢BE(xo)}|+5

yazilabilir. (3.2) kullamlarak z;, — x, [Sy, (X)] oldugunda x; — z, [V, ], (X) elde

edilir.

Sonug 3.3.3. Eger lim inf%: > 0 ise, bu durumda S, (X) N[V, ul, (X) C S, (X)

n—oo
dir.

lim 22 = 1 olmasi lim inf 22 > 0 olmasim saglar. Yani (3.2) = (3.1) oldugundan,

n—ooMn n—o00 Hn

Teorem 3.3.2 de her n icin p,, = n alinirsa asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 3.3.4. Eger lim % = 1 ise, bu durumda

(i) (xg) smurh ve x — xo [Sh, (X)] ise z, — x4 [C, 1],

(it) x — x [C, 1], ise x, — x, [Sy, (X)] dur.

Uyar: 3.3.5. (X, d) bir metrik uzay, A = (\,) € A* ve 0 < p < oo olsun.

P_ ) i L P _
[V,)\]d{x(:ck). hm)\—nZ[d(xk,xo)] =0, EIJ:OEX}

n—oo
kely,

tamimlansm. Bu durumda [V, A], (X) smifi yerine [V, A} ve [V, p], (X) simufi yerine
[V, ]ty almirsa, Teorem 3.3.2 [V, A]}; ve [V, u]}) i¢in de saglanr.
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4. METRIK UZAYLARDA o. DERECEDEN (- ISTATISTiKSEL
YAKINSAKLIK, . DERECEDEN J— ISTATISTIKSEL SINIRLILIK ve
«. DERECEDEN d— KUVVETLIi p— CESARO TOPLANABILIRLIK

4.1. Metrik Uzaylarda «. Dereceden d— Istatistiksel Yakinsaklik ve o.
Dereceden d— Istatistiksel Simirhiik

Bu kisimda metrik uzaylarda «. dereceden d— istatistiksel yakinsaklik ve . derece-

den d— istatistiksel sinirlilik kavramlar: verilecektir.

Tamim 4.1.1. (X, d) bir metrik uzay, © = (x;) bu uzayda bir dizi olsun ve 0 < oo <'1

reel sayisi1 verilmis olsun. (xy) dizisine, her € > 0 igin

yani d, ({k € N: x, ¢ B: (x,)}) = 0 olacak gekilde bir z, € X elemani varsa . derece-
den d— istatistiksel yakinsaktir denir. Eger (xy) dizisi z, € X noktasna «. dereceden
d— istatistiksel yakinsak ise bunu gostermek igin S$ (X) — lim z;, = x, notasyonu kul-
lanilacaktir.

a = 1 i¢in a. dereceden d— istatistiksel yakinsaklik, d— istatistiksel yakinsaklik
ile aymdir [17]. (X, d) metrik uzayindaki tiim «. dereceden d— istatistiksel yakinsak
dizilerin kiimesi S§ (X) ile gosterilecektir ve @ = 1 durumunda tiim d— istatistiksel

yakinsak dizilerin kiimesi Sy (X) ile gosterilecektir.

Lemma 4.1.2. « € (0,1] verilsin. Eger bir (x)) dizisi . dereceden d— istatistiksel

yakinsak ise, bu durumda onun S (X) — limiti tektir.

Ispat. Varsayalm ki S (X) — limzy, = 2, ve S¢ (X) — limx, = 2/, olsun. Herhangi

bir € > 0 i¢in
Ki(e)={keN:ay & B.js(xo)} ve Ky(e) ={k € N:u), ¢ B.pp(a})}

kiimeleri tanimlansimn.
S9 (X)—limzy, = x, oldugundan d,, (K (€)) = 0 dir. Aym sekilde S§ (X)—limz; =
x, oldugundan d, (K3 (¢)) = 0 dir. Simdi K () = K (¢) U K3 (¢) kiimesini alahm. Bu



durumda §, (K (¢)) = 0 olur ve bu

17
0o (NI (g)) =

oo, a<l

a=1

olmasim gerektirir. Bu ise N\ K (¢) kiimesinin sonsuz elemanli oldugunu verir. (Ciinkii
N\K (¢) kiimesi sonlu elemanl olsaydi ¢, (N\K (¢)) = 0 olurdu.) Bu durumda her-
hangi bir £ € N\ K (¢) icin

d(xo,2)) < d(xo,xp) +d (21, 20) <

yazilabilir. € > 0 keyfi oldugundan bu son esitsizlikten d (x., z.) = 0, yani z, = 2/, elde

edilir.

Uyar: 4.1.3. «. dereceden d— istatistiksel yakinsaklik 0 < o < 1 igin iyi tanimhdir,
fakat o > 1 i¢in iyi tanimh degildir. Bunun igin herhangi bir (X, d) metrik uzayinda

a,b € X ve a # b olmak iizere

T = n:1,2,3,...

b, k+#2n
ile tammlanmig () dizisini gozoniine alalim. Bu durumda a > 1 igin,

1
lim — [{k <n:ay ¢ B. (a)}] < lim —— =0

n—oon% n—oo 2N

ve

1
lim — [{k <n:ay ¢ B (b)) < lim —— =0

n—oo N n—oo 2N
dir. Boylece © = (x)) hem a ’ya hem de b 'ye . dereceden d— istatistiksel yakimsak,

yani S§ (X)—limzy = a ve S (X)—limzy, = b olur. Ancak bu Lemma 4.1.2 ile celigir.

Uyar: 4.1.4. Bir (X, d) metrik uzayinda yakmsak her dizinin herbir 0 < o < 1 igin a.
dereceden d— istatistiksel yakinsak oldugunu, yani ¢4 (X) C S (X) oldugunu gérmek

kolaydir. Ama tersi dogru degildir. Ornegin, a,b € X ve a # b olmak iizere

T = n=1,23.. (4.1)



ile tamml (x;,) dizisi, @ > 1 igin a. dereceden istatistiksel yakmsaktir (S§ (X) —

lim 2, = b), ancak yakimsak degildir.

Teorem 4.1.5. (X, d) bir metrik uzay ve 0 < @ < < 1 olsun. Bu durumda
S (X) C S7(X) dir ve a ve § igin o < + < [3 olacak sekilde bir k € N varsa kapsama

kesindir.

Ispat. (X,d) bir metrik uzay, 2 = (v;) € S$(X) ve 0 < a@ < 8 < 1 olsun. Bu

durumda S$ (X) — limxy, = z, oldugu kabul edilirse her € > 0 igin

kS g B ()}l < o k< s f B o)

yazilabilir ve bu S§ (X) C S7 (X) kapsamasin verir.

Kapsamanin kesin oldugu agagidaki érneklerden goriilmektedir.

Ornek 4.1.6. d(a,b) = sup|ay — by (a = (a),b = (bp) € lso) metrigi ile X = I
keN

kOO

siirh diziler uzay1 ve bu uzayda, herbir & € N i¢in 2% = (xz )1:1 € |, olmak tizere

=, k=mn?%ise herbir i = 1,2,3,... icin

0, k#n?iseherbiri=1,2,3,... icin
ile tamimh (a*) dizisi gozoniine alinsin. 6 = (0,0, ...) olmak iizere

n

1
< —vn
nP

{kgn:d(x’“,e) — sup |« — 0| 25}

1€N

yazilabilir. n — oo i¢in limit almrsa 1 < 3 <1 i¢in (z) € S5 (X) elde edilir. Fakat

\/ﬁ_lg%

ne n

{kgn:d(xk,e) — sup | — 0| 25}

1€N

oldugundan 0 < a < 1 icin (z5) ¢ S$ (X) dir.

Ornek 4.1.7. X =R, d(z,y) = |z — y| olmak iizere

1, k=n?
T = n=12,.. (4.2)
0, k#n?
ile tanimh () dizisini gozoniine alalm. Bu durumda, S5 (X) — limz, = 0 yani

%<ﬁ§1iginx€55(X) ancak 0 < o < 1 igin = ¢ 5§ (X) dir [5].
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Teorem 4.1.5’de 8 = 1 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonucg 4.1.8. Eger bir metrik uzayda bir dizi 0 < o < 1 igin bir z, € X elemanina
. dereceden d— istatistiksel yakinsak ise z,’a istatistiksel yakinsaktir. Yani S$ (X) C

Sq(X) dir ve v < 1 igin @ < ¢ < 1 olacak sekilde bir k € N varsa kapsama kesindir.

Teorem 4.1.9. d ve d’, X iizerinde iki metrik ve 0 < o < 1 olsun. Eger d = d' ise,
yani her a,b € X icin d (a,b) > d' (a,b) ise S$ (X) C S$ (X) dir.
Ispat
n—la Hk <n:d (zp,x.) > e} < n—la Hk <n:d(zp,x,) > e}

esitsizliginden cikar.

Tanim 4.1.10. (X, d) bir metrik uzay ve 0 < o < 1 verilmig olsun. (X, d) metrik
uzayindaki bir z = (z;) dizisine, eger

lim — |{k <n: 2% ¢ By (2)}] = 0

n—oo N

olacak sekilde bir x € X elemam ve bir M > 0 reel sayis1 varsa «. dereceden d—
istatistiksel sinirlidur denir. (X, d) metrik uzayinda «. dereceden d— istatistiksel sinirh
dizilerin kiimesi BSS (X)) ile gosterilecektir.

a = 1 durumunda «. dereceden d— istatistiksel simirhilik, d— istatistiksel sinirlihga

indirgenir [18]. d— istatistiksel sinirh dizilerin kiimesi BS, (X) ile gosterilecektir.

Teorem 4.1.11. Bir (X, d) metrik uzaymda sinirh bir dizi aym zamanda herbir a €

(0, 1] i¢in .. dereceden d— istatistiksel siirhdir.

Ispat. z = (x) dizisinin bir (X, d) metrik uzaymnda smirh bir dizi oldugu kabul edilsin
ve a € (0, 1] verilmis olsun. (xy) dizisi sinirh oldugundan, her k& € N igin d (xy, z) < M
olacak sekilde bir x € X elemani ve bir M > 0 reel sayis1 mevcuttur. Bu durumda her
n € Nigin {k <n:z; ¢ By (x)} = 0 oldugundan herbir a € (0, 1] igin

lim — [{k < n: 2y ¢ By (2)}] = 0

n—oo M

yazilabilir. Buradan (z) dizisi herbir o € (0, 1] igin av. dereceden d— istatistiksel sinirl

olur. Bu da ispat1 tamamlar.
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Uyar1 4.1.12. Teorem 4.1.11'nin tersi dogru degildir. Bagka bir ifade ile bir metrik
uzayda d— istatistiksel sinirhi olan bir dizi sinirh olmayabilir. Bunu gostermek icin
Uyar1 3.1.7 de verilen 6rnek gozoniine alinabilir. Bu 6rnekteki () dizisi sinirli degildir.

Ancak
vn+1

nOé

1
ok <n:lz 2 M} <

esitsizligi yeterince biiyiik bir M > 0 igin saglandigindan ve bu esitsizligin sag tarafi
o € (3,1] i¢in n — oo iken 0 a gittigi i¢in, (z) dizisinin . dereceden d— istatistiksel

sinirl oldugu elde edilir.

Teorem 4.1.13. (X, d) bir metrik uzay ve 0 < o« < 5 < 1 olsun.

(1) Eger X deki bir x = (zj) dizisi «. dereceden d— istatistiksel yakinsak ise [3.
dereceden d— istatistiksel smirhdir, yani S§ (X) C BS5 (X) dir.

(17) Eger X deki bir x = (x;) dizisi «. dereceden d— istatistiksel sirh ise [.

dereceden d— istatistiksel smirhdir, yani BS§ (X) C BS’ (X) dir.

Ispat. (i) 0 < o < f < 1 verilsin. z = (x3) dizisinin 2, € X noktasina «. dereceden
d— istatistiksel yakinsak oldugu kabul edilsin. Herhangi bir € > 0 ve yeterince biiyiik
bir M > 0 sayis! i¢in

{k<n:zy¢ By ()} C{k<n:z; ¢ B.(v,)}
yazilabilir. Bu kapsamadan
1 1

sk <niap ¢ By (zo)}| < [{k < nzaw ¢ Be (o)}

elde edilir ve buradan n — oo i¢in limit alnarak S§ (X) C BSY (X) elde edilir.
(1) (zx) € BSS (X) olsun. Yeterince biiyiik bir M > 0 i¢in

1 1

sk <niap ¢ By (zo)}| < [{k < n: i ¢ Bur (o)}
yazilabilir. (z;) € BSg (X) oldugu igin yukaridaki esitsizligin sag tarafi n — oo iken 0

a gider ve dolayisiyla sol taraf da 0 a gider. Buradan BS§ (X) C BSY (X) elde edilir

ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1.14. Bir metrik uzayda
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(1) . dereceden d— istatistiksel yakinsak her dizi «. dereceden d— istatistiksel
siirhdir, yani S¢ (X) C BSS (X) dir,

(77) «. dereceden d— istatistiksel yakimsak her dizi d— istatistiksel sinirhdir, yani
S¢ (X) € BSy(X) dir,

(77i) «. dereceden d— istatistiksel sinirli her dizi d— istatistiksel sinirhidir, yani
herbir a € (0, 1] igin BSS (X) C BSy (X) dir,

(iv) d— istatistiksel yakinsak her dizi d— istatistiksel simirhdir, yani S, (X) C
BS, (X) dir.

Sonug 4.1.14 (iv), [18] deki Teorem 1 (i7) dir. Burada bu sonug Teorem 4.1.13 (7)

de a = = 1 alinarak elde edilir.
4.2. Metrik Uzaylarda «. Dereceden d— Kuvvetli p— Cesaro Toplanabilirlik

Bu kisimda, metrik uzaylarda a. dereceden d— kuvvetli p— Cesaro toplanabilir-
lik kavrami tamtilacak ve (0,00) arahigindaki cesitli a degerleri igin «v. dereceden d—

kuvvetli p— Cesaro toplanabilir dizilerin kiimeleri arasindaki iligkiler verilecektir.

Tanim 4.2.1. (X, d) bir metrik uzay ve o > 0, p > 0 reel sayilar olsun. X uzayindaki
bir = (xy) dizisine,
1 n

lim — Z [d(zg,2,)]" =0

n—oo N
k=1
olacak gekilde bir z, € X elemani varsa a. dereceden d— kuvvetli p— Cesaro topla-
nabilirdir denir. (X,d) metrik uzayindaki tiim «. dereceden d— kuvvetli p— Cesaro
toplanabilir dizilerin kiimesi ws, (X) ile gosterilecektir ve a = 1 icin wy, (X) yerine

wpq (X) yazilacaktir. o =1 igin a . dereceden d— kuvvetli p— Cesaro toplanabilirlik,

d— kuvvetli p— Cesaro toplanabilirlige doniisiir [3].

Teorem 4.2.2. (X,d) bir metrik uzay, 0 < a < 3 ve p > 0 bir reel say1 olsun. Bu

takdirde, w, (X) C wfd (X) dir ve o < 3 ise kapsama kesindir.

Ispat (X, d) metrik uzay ve x = (1) € wey (X) olsun. 0 < a < 3 olmak iizere «,
[ ve bir p pozitif sayis1 verildiginde

n
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yazilabilir ve bu ws, (X) C wf , (X) kapsamasini verir.
Kapsamanim kesin oldugu asagidaki ¢rneklerden goriiliir.

Ornek 4.2.3. d(r,y) = |r — y| metrigi ile X = R uzay1 ve (4.2) de tamml z = (zy,)
dizisi gozoniine almsmn. Buna gore 2 < 3 < 1icin o € wfd (X) ve 0 < a < % i¢in

2 2
z ¢ wh, (X) bulunur [5].

Ornek 4.2.4. z = (z1,73), y = (y1,2) € R? olmak iizere

4 (z,9) = /(@ — 1) + (22— )?

metrigi ile X = R? uzayinda,

(1,0), k=n?
= n=12..
(0,0), k#n?
ile tammh (z*) C R? dizisini gozoniine alahm. Burada (2*) = (2%, 22,...,2%,...);
ol = (2}, 2d), 2? = (a3, 23), ..., 2F = (2, 2) ... du.

1

1

n—lg [d («*,(0,0))]" < % =1

k=1

< B igin wfd (X) — limz* = (0,0), yani

Do =

oldugundan, n — oo i¢in limit alnirsa

(a*) € wfd (X) elde edilir. Fakat

vn—1 _ 1
< —
ne T n®
k=1

[d («*,(0,0))]"

oldugundan, n — oo i¢in limit alinirsa 0 < o < % icin % — o0 olur ve dolayisiyla

(2%) ¢ ws,; (X) elde edilir.
Teorem 4.2.2 de f = 1 alimirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.5. (X, d) bir metrik uzay ve 0 < p < oo olsun. Bu durumda her a € (0, 1]
igin wpy (X) C wyqe (X) dir.
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4.3. Bir Metrik Uzayda S7 (X) ve wy, (X) Kiimeleri Arasindaki Baz1 Kap-

sama Bagintilar:

Bu kisimda, metrik uzaylarda (0, 1] araligindaki gesitli o degerleri igin av. dereceden
d— istatistiksel yakisak dizilerin kiimeleri ile . dereceden d— kuvvetli p— Cesaro

toplanabilir dizilerin kiimeleri arasindaki iligkiler verilecektir.

Teorerm 4.3.1. (X, d) bir metrik uzay, o ve 3, 0 < a < < 1 olacak sekilde sabit
reel sayilar ve 0 < p < oo olsun. Eger (X, d) metrik uzaymnda bir dizi z, noktasina
a. dereceden d— kuvvetli p -Cesaro toplanabilir ise bu dizi aym1 zamanda x, ’a f.

dereceden d— istatistiksel yakinsaktir.

Ispat (X, d) bir metrik uzay ve o = (x;,) dizisi bu uzayda «. dereceden d— kuvvetli

p-Cesaro toplanabilir olsun. Bu durumda herhangi bir € > 0 icin

1 <& 1 1
> A ) 2 [k < g Be(wo)}|e” 2 — [k < s ¢ Be (a0)}| e
k=1

yazilabilir. Bu egitsizlikte n — oo igin limit alirsa, * = (xy) dizisi z.’a «. derece-
den d— kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldugunda sol tarafin ve dolayisiyla sag tarafin
limiti 0 olur. Bu z = () dizisinin x,’a (. dereceden d— istatistiksel yakinsak oldugu

sonucunu verir.

Teorem 4.3.1 de f = a ve f = a = 1 alinirsa, sirasiyla, agagidaki Sonug 4.3.2 (i) ve

(17) elde edilir.

Sonug 4.3.2. (X, d) bir metrik uzay, a € (0,1] ve 0 < p < oo olsun.

(1) Eger (X, d) metrik uzaymnda bir dizi . dereceden d— kuvvetli p -Cesaro topla-
nabilir ise, ayn1 zamanda «. dereceden d— istatistiksel yakinsaktir.

(17) Eger (X, d) metrik uzayinda bir dizi d— kuvvetli p -Cesaro toplanabilir ise, bu

dizi ayn1 zamanda d— istatistiksel yakinsaktir [3].

Uyar1 4.3.3. Teorem 4.3.1 ve dolayisiyla Sonug 4.3.2 (7) ve (¢7) nin tersi genelde dogru
degildir.
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Ornek 4.3.4. d(z,y) = |r — y| metrigi ile X = R uzay ve
k‘2
(1+4)", k=n?
T = n = 1, 2,

0, k # n3

ile tamimh () dizisi gozoniine alinsin. Her ¢ > 0 igin
1 1
— {k <n:d(z,0) > e} < —/n
ne ne

oldugundan § < o < 1 i¢in (z,) € Sg (X)) dir. Ancak, 6zel olarak p = 1 i¢in

n

n n k2 n n k2
> (@, 0F =Y ol = Y (1+%) +Y 0=>" (1+%) (4.3)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=m3 k#m3 k=m3

yazilabilir. Burada Bernoulli Esitsizligi (¢ > —1, a € R olmak iizere ¥n € N i¢in

(1+a)" > 1+ na saglanir) uygulamrsa (4.3) ifadesinden

Y d@u0)f = ) (1+k2%>—2(1+k)22k
k=1 k=1 k=1 k=1
k=m3 k=m3 k=m3

> 142243 4.+ ([n])’
_WMWHT

2

yazilabilir. Buradan

n

@ 0F = Sl =Sl
k=1

o L[ 2(n) + ()
- n 4

elde edilir ki bu o < 3 i¢in dolayisiyla 0 < o < 1 igin (2) ¢ w, (X) oldugunu soyler.

Sonug olarak, 3 < a < 1igin (z;) € S§ (X) — wgy (X) dir.

Uyar1 4.3.5. Genel olarak bir metrik uzayda simirh ve 0 < o < 1 igin «v. dereceden
d— istatistiksel yakinsak bir dizinin «. dereceden d— kuvvetli p— Cesaro toplanabilir

olmas! gerekmez. Bunu gostermek icin asagidaki ornek gozoniine alinabilir.
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Ornek 4.3.6. d(z,y) = |z — y| metrigi ile X = R metrik uzay1 almsm.

B kg
Ty = m=1,23, ..
1, k=m3

ile tammmh = = (zy) dizisi bu durum i¢in bir érnektir. x € I, oldugu agktir ve p = 1

ise § < a<jicinze ST (X)—ws (X) oldugu goriiliir (detay icin [5] e bakilabilir).

Sonug 4.3.7. (X,d) bir metrik uzay, 0 < a < 1 ve p bir pozitif reel say1 olsun. Bu
takdirde, w%; (X) C Sg(X) dir ve @ < 1 i¢in o < ¢ < 1 olacak gekilde bir k € N varsa

kapsama kesindir.

Ispat. Sonug 4.3.2 ve Sonug 4.1.8 den wiy (X) C S4(X) elde edilir. Kapsamanin kesin

oldugunu gostermek icin d (z,y) = |z — y| metrigi ile X = R metrik uzayinda

1, k=n3
Ty = g="1,"29 ..
0, k#nd
ile tammh (z) dizisini gozoniine alahm. Bu durumda, S;(X) — limz, = 0, yani
z € Sq(X) oldugu kolayca goriiliir. Ancak 0 < o < § ve p = 1 igin z ¢ w?, (X) dur.
Gergekten,

1 <& 1 & In—1
—_— — 0 P = — >

k=1
In—1

na

oldugundan n — oo iken —ooolup, 0 <a<:vep=1ignaz ¢ wey (X) dir.

Sonug olarak 0 < a < 3 ve p = 1i¢in 2 € Sq (X) — wgy; (X) dir.
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5. METRIK UZAYLARDA BiR MODULUSE GORE df— ISTATISTIK-
SEL YAKINSAKLIK, df— ISTATISTIKSEL SINIRLILIK ve KUVVETLI
df— CESARO TOPLANABILIRLIiK

5.1. Metrik Uzaylarda Bir Modiiliise Gére df — Istatistiksel Yakinsaklik ve
df — Istatistiksel Sinirlilik

Bu kisimda, metrik uzaylarda f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu olmak tizere df —
istatistiksel yakinsaklik ve df — istatistiksel sinirlilik kavramlar1 tanitilacak ve bunlar

arasindaki iligkiler verilecektir.

Tanim 5.1.1. (X, d) bir metrik uzay, x = (z3) bu uzayda bir dizi ve f, siirsiz bir

modiiliis olsun. Eger her € > 0 icin

1
lim ——

o (1)

olacak bigimde bir z, € X varsa x = (zy) dizisi x,’a df- istatistiksel yakinsaktir ya da

fO{k<n: a ¢ B.(x:)}) =0

Sar (X) — yakinsakter denir. Bu durumda Sy (X) — limzy, = 2, yazilir. (X, d) metrik

uzayindaki tiim df — istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sy (X) ile gosterilecektir.

f(x) = z durumunda df— istatistiksel yakinsaklik, d— istatistiksel yakinsakliga
doniigtir ve bu durumda Sy (X)) yerine Sg (X)) yazilir [17].

Uyar: 2.2.13 ve Tanim 5.1.1 birlikte gozoniine alinarak agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.1.2. df — istatistiksel yakinsak bir dizi ayni1 zamanda d— istatistiksel yakin-

saktir, fakat tersi her zaman dogru degildir.

Lemma 5.1.3. Bir (X, d) metrik uzayindaki bir (x;) dizisi df — istatistiksel yakinsak

ise limiti bir tektir.

Ispat. Sy (X) —limzy, = 2, ve Sy (X) —lim 2, = 2/, oldugu varsayilsin. Herhangi bir

e > 0 1icin

Ki(e)={k<n: a, ¢ Bz ()} ve Ky(¢) ={k<n: x, ¢ Bz (a)}



kiimeleri tanimlansin. Sy (X) — limz, = x, oldugu igin 6 (K (¢)) = 0 dir. Aym
sekilde Sgr (X) — limzy, = 2, oldugu i¢in 0 (K3 (¢)) = 0 dur.

K () = Ky (e) U Ky (¢) alinsin. Bu takdirde 67 (K (¢)) = 0 dir ve Uyan 2.2.12
den 0; (N\K (¢)) = 1 dir. Bu N\K (¢) # 0 oldugunu verir. Boylece herhangi bir
k € N\K (¢) igin,

d (2o, 2}) < d (20, 21) + d (21, 7)) <%+§ —:

yazilabilir. Son esitsizlikten her e > 0i¢in 0 < d (x,,z.) < € elde edilir ki bu d (z,, x.) =

0, yani x, = 2/, oldugunu verir.

Lemma 5.1.4. f ve g siirsiz iki modiiliis fonksiyonu olsun. Eger Sy (X)—limz;, = .

ve Sgg (X) — limay, = 2 ise, bu durumda x, = x, dir.

Ispat. Sy (X) — limz, = z, ve Sy, — lima;, = 2 olsun. Sonug 5.1.2 geregince,
her sinirsiz f modiiliisii igin df — istatistiksel yakinsak bir dizinin ayni zamanda d—
istatistiksel yakisak oldugu biliniyor. Bundan dolayi (z}) dizisi hem z,’a hem de z. e
d— istatistiksel yakimsaktir. d— istatistiksel yakinsak bir dizinin limiti tek oldugundan

o = x, elde edilir.

Uyar: 5.1.5. Bir (X, d) metrik uzayinda yakinsak bir dizi, her smirsiz f modiiliisii
icin df — istatistiksel yakisaktir, ancak bunun tersi genelde dogru degildir. Ornegin,

a ve b, X’in birbirinden farkli iki noktasi olmak iizere
a, k=n?
T = neN
b, k#n?
ile tanimh () dizisini ve f (z) = 2P, 0 < p < 1 sirsiz modiiliis fonksiyonunu gézoniine

alalim.

o FUk s d@mb) 2 el) - f

ik 7 ) =BT A

olup (xy) dizisi b’ye df — istatistiksel yakinsaktir, ancak yakimsak degildir.

Teorem 5.1.6. (X,d) bir metrik uzay, z = (x;) bu uzayda bir dizi ve f, 1imf—§f2 >0
t—o00

olacak gekilde siirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger (zj) dizisi d— istatistiksel

yakinsak ise df — istatistiksel yakinsaktir.
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Ispat. |{k <n: d(zy,z,) > c}| bir dogal say1 oldugundan her smirsiz f modiiliisii
igin
FRk<n: m & Be(x)}]) < [{k <n:ay & Be (20)} f(1)

ve buradan da

fUk<n: oy g B (zo)}]) o n [k <n: a ¢ B (2)3[ f(1)
f(n) — fn) n
0

yazabiliriz. lim+= > 0 ve z € 54(X) oldugundan, bu son esitsizlik kullamlarak

t—o0 t

x € Sgr (X) elde edilir.

Tanim 5.1.7. (X, d) bir metrik uzay, = (x;) bu uzayda bir dizi ve f sinirsiz bir
modiiliis fonksiyonu olsun. Eger her € > 0 i¢in
X 1
lim 0 (Hk <n: d(xg,zn) >€}]) =0
n—oo n
olacak bigimde bir N pozitif tam sayisi mevcut ise © = (xy) dizisine df — istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Teorem 5.1.8. f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda, bir (X, d) metrik
uzayinda df — istatistiksel yakinsak olan bir dizi ayn1 zamanda df — istatistiksel Cauchy

dizisidir.

Ispat. x = (z;,) dizisi df — istatistiksel yakmsak olsun. Bu takdirde verilen her ¢ > 0
igin

lim ——f (({k < n: ¢ Be(2)}]) = 0

e f (n)

olacak bicimde bir z, € X vardir.

K(e)={k<n: ay ¢ B.a(z,)}

tammlansin. x = (x;) dizisi z,’a df — istatistiksel yakinsak oldugundan d; (K (¢)) =0
ve 07 (N\K (¢)) = 1 dir. Boylece her k € N\K (¢) ve her € > 0 igin,

d(xp,xn) < d(xp,xo) +d(xo,2n) < 5+ 7 =¢

€
2

DO | ™

olacak sekilde sabit bir N € N\ K (¢) vardir. Buradan

N\K (¢) C{k<n: d(zp,zy) <e}
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ve dolayisiyla

{k<n: d(zy,zy) > e} C K(e)
yazilabilir. §; (K (¢)) = 0 oldugundan

dr{k<n: d(zy,zn) >¢e}) =0
olur ki bu da (z;)’nin df — istatistiksel Cauchy dizisi oldugunu verir.

Tanim 5.1.9. (X, d) bir metrik uzay, x = (z;) bu uzayda bir dizi ve f, sirsiz bir

modiiliis fonksiyonu olsun. Eger

nlggo%m{k <noap ¢ B (5)}]) =0

olacak gekilde bir z, € X noktasi ve bir M > 0 reel sayis1 varsa x = (zj) dizisine df —

istatistiksel swnarlider denir.

Teorem 5.1.10. (X, d) bir metrik uzay, * = (z;) bu uzayda bir dizi ve f simrsiz bir

modiiliis fonksiyonu olsun. Eger « = (z},) dizisi simurh ise df — istatistiksel simirhdir.
Ispat. (z;) dizisi siirh olsun. Bu takdirde her k € N icin
d(zg,z0) < M
olacak bicimde bir M > 0 reel sayis1 ve bir x, € X noktas1 vardir. Bu durumda
{k<n: z, ¢ By(zs)} =0
dir ve dolayisiyla
i (S5 B (@) = i 0 =0
olur. Bu ise (x)'mn df — istatistiksel siirh oldugunu verir.

f () = x 6zel durumunda, Teorem 5.1.10 dan [18] deki Teorem 1 (i) elde edilir.

Uyar1 5.1.11. Teorem 5.1.10 un tersi genelde dogru degildir, yani df — istatistiksel

sinirli olan bir dizi sinirli olmak zorunda degildir.

37



Bunu gostermek igin érnegin d (z,y) = |z — y| metrigi ile X = R uzaym, f(z) =

2P, 0 < p < 1 modiiliis fonksiyonunu ve

k, k=n?
Ty = n €N
0, k+#n?

ile tamiml (zy) dizisini gozoniine alalm. (x;) dizisinin simirh olmadigy aciktir. ()
dizisinin df — istatistiksel smirh oldugunu gostermek icin z, = 0 ve yeterince biiyiik bir

M > 0 segilsin. Bu durumda
{k<n: |og| > M} = |{k<n: k=n [k|>M}| <[|Vn]] -[IM]]+2<Vn
ve buradan f artan oldugundan

=lim

WA
np

n—0o0

hm— (Hk <mn: |z > M}|) < lim

e ()

yazilabilir. Bu ise (xy) dizisinin df — istatistiksel simirli olmasidir.

Teorem 5.1.12. x = (), (X, d) metrik uzayinda bir dizi ve f sirsiz bir modiiliis
fonksiyonu olsun. Eger x = (x;) dizisi df — istatistiksel yakinsak ise df — istatistiksel

sinirhdir.
Ispat. Keyfi bir € > 0 ve yeterince biiyiik bir A/ > 0 icin
{k<n: axp¢& Bu(ro)} S{k<n: x ¢ B:(2)}
olup, bu kapsama
[{k<n: o ¢ Bu(vo)}| Sk <n: xp ¢ Be (w0)}]

esitsizligini verir. f artan ve () dizisi df— istatistiksel yakinsak oldugundan bu

esitsizlikten yararlanarak

lim —f(|{/€ <n: a2, ¢ By (2.)}]) =

e f (n)

elde edilir. Bu da ispat1 verir.

Uyar1 5.1.13. Teorem 5.1.12'nin tersi genelde dogru degildir, yani df — istatistiksel

siirl olan bir dizi df — istatistiksel yakinsak olmak zorunda degildir. Bunu gostermek
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icin herhangi bir (X, d) metrik uzayinda, a,b € X birbirinden farkli iki sabit nokta

olmak tizere
a, k=2n

Ty = n €N
b, k=2n+1
ile tammmh = = (x;) dizisi ve f(x) = log (x + 1) modiiliis fonksiyonu gozoniine alin-
sin. Bu durumda (zy) dizisinin df — istatistiksel smirli oldugu ancak df — istatistiksel

yakinsak olmadig: kolaylikla goriilebilir.

5.2. Metrik Uzaylarda Bir Modiiliise Gore Kuvvetli df— Cesaro
Toplanabilirlik ve df— Istatistiksel Yakinsaklik Arasindaki Iligki

Bir metrik uzayda bir modiiliise gore kuvvetli df — Cesaro toplanabilirlik kavrami
daha once Bilalov [3] tarafindan tammlandi. Bu kisimda, f modiiliisiiniin baz &zel
durumlari icin, kuvvetli df — Cesaro toplanabilir dizilerin kiimeleri arasindaki baz1 kap-
sama bagintilari ve kuvvetli df — Cesaro toplanabilirlik ile df — istatistiksel yakimsaklik

arasindaki iligki verilecektir.

Tanmim 5.2.1. (X, d) bir metrik uzay, (x;) bu uzayda bir dizi ve f bir modiiliis

fonksiyonu olsun. Eger
1 n
lim — E fld(xg,z.)] =0
n—oon
k=1

olacak bigimde bir z, € X varsa (x;) dizisi =, noktasina kuvvetli df — Cesaro topla-
nabilirdir denir [3]. (X, d) metrik uzaymmda kuvvetli df — Cesaro toplanabilir dizilerin

kiimesi wqr (X) ile gosterilecektir:

wer (X) = {(a:k) : J%%Zf [d (24, x,)] =0, Tz, € X} .

Bu tamimda f modiiliis fonksiyonunun sinirsiz olmasmin gerekmedigine dikkat
edilmelidir.

f(x) = x durumunda (xy) dizisi z, noktasma kuvvetli d— Cesaro toplanabilirdir
denir [3] ve (X,d) metrik uzayinda kuvvetli d— Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi

wq (X) ile gosterilecektir:

1o
wy (X) = {x— (xp) JL%%Zd(xk,xo) =0, Jda, EX}.

k=1
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Teorem 5.2.2. (X, d) bir metrik uzay ve f bir modiiliis olsun. Bu durumda
UH()()C:QM#()()
dir.

Ispat. = € wy(X) olsun. Bu durumda

1 n
lim — E d(zy,x,) =0
n—oon,

k=1

olacak gekilde bir z, € X vardir.
e > 0 verilsin ve §’y1i 0 < § < 1 ve 0 < t < § igin f(t) < e olacak sekilde
segilsin. yy, = d (2, ,) olarak tamimlansin ve ilk toplam y, < ¢ ve ikinci toplam y;, > §

lizerinden olmak iizere
> =3, + 5,

toplami1 gozoniine alinsin. Bu durumda y;, < § igin f(yx) < € oldugundan ), < en ve
Yp > 0 igin

< =<1
Yk + 5

J

yazilabilir. f artan ve alt toplamsal oldugundan

fwo < (e [%]) <oy (14 [%]) <orm

yazilir. Buradan
2f ()
D, ST 2w
k=1
yk>6

ve dolayisiyla

1 < 2f (1)1 &
EZf [ (@r,zo)] < et =5 > d(w, )
k=1 k=1
d(ack,aco)>6
2f (1) 1<
< = 0
< e+ 5 n;d(xk,x)

elde edilir. £ > 0 istenildigi kadar kiigiik yapilabileceginden ve x € wy (X) oldugun-
dan son esitsizligin sag tarafi istenildigi kadar kiigiik yapilabilir. Bu da x € wg (X)

oldugunu verir ki boylece ispat tamamlanmig olur.
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Uyar1 5.2.3. Teorem 5.2.2'nin tersi dogru olmayabilir. Bagka bir ifade ile wgqs (X) C

wq (X) kapsamast her zaman gergeklegmeyebilir.

Ornegin, d (z,y) = | — y| genel metrigi ile X = R uzayin,

k, k=n?
T = neN
0, k+#n?
ile tanumh (z,) dizisini ve f (z) = 1, modiilisiinii gozontine alahm. f(0) = 0 esitligi

de kullanilarak

—Zf (z,0)] = %Z f(lzx]) = Zf %Zf(o)

k:n3 k#n3

1 — 1 — 1 1
E;d(ﬂfkao) = EZIxM:gZ“gZU

= %(1+23+33+ +[%}3)_%[[W]([\;/ﬁ]+l)r
> l[(%-l)(ﬁ)}z_lw
> ; - d

oldugundan n — oo i¢in limit alindiginda sag tarafin limiti oo olacagindan x ¢ w, (X)

elde edilir.

Teorem 5.2.4. (X,d) bir metrik uzay ve f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger

f®

lim ’

t—o0

> ( ise, bu durumda

war (X) C wq (X)
dir.
Ispat. hm ! (t) > 0 saglansm. Bu durumda Maddox [23] deki Onerme 1 geregince

Jim £ (t) mevcuttur ve g = hm i (t) = inf {@ Dt > O} yazilabilir. Bu durumda her

t—o0
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t > 0igin f(t) > Bt dir. 8 > 0 oldugundan her ¢ > 0 igin ¢ < %f (t) yazilabilir ve

buradan

elde edilir. Bu da z € wy (X ) oldugunda z € wy (X ) oldugunu verir.

Teorem 5.2.5. (X,d) bir metrik uzay ve f herhangi bir modiiliis olsun. Eger bir
X metrik uzaymdaki bir x = (zj) dizisi bir 2, € X elemanina kuvvetli df — Cesaro

toplanabilir ise ayni zamanda x,’a d- istatistiksel yakimsaktir [3].

Teorem 5.2.6. (X, d) bir metrik uzay ve f sirsiz bir modiiliis olsun. Eger lim £ (t) >0

t—o0

ve © = (xy) dizisi bir z, € X elemanina kuvvetli df — Cesaro toplanabilir ise z,’a df —

istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. = = (x;), X uzaymda 2, € X elemanma kuvvetli df— Cesaro toplanabilir

herhangi bir dizi olsun. Herhangi bir € > 0 i¢in
Kn)={k<n: z ¢ B.(z,)}

kiimesi tamimlansi. f artan ve f (|K (n)|) < |K(n)| f (1) oldugundan

—Zf o) = S fldr)]) > K@)/ ()

fAK )] f(n) f(e)
fn)  no f(1)
yazilabilir. hm—tt2 > 0 ve z € wy (X) oldugu igin = € Sy (X) elde edilir. Boylece

t—o0

ispat tamamlanir.
f (z) = z alimrsa Teorem 5.2.6 dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.2.7. Bir (X, d) metrik uzaymndaki bir dizi kuvvetli d— Cesaro toplanabilir ise

bu dizi ayn1 zamanda d— istatistiksel yakinsaktir [3].

Sonug 5.2.8. Bir (X,d) bir metrik uzaymdaki bir z = (z) dizisi sinirli ve bir
To € X elemanma df— istatistiksel yakinsak ise bu dizi z,’a kuvvetli df— Cesaro

toplanabilirdir.
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Ispat. 2 = (z,) dizisi siurh ve df — istatistiksel yakinsak olsun. Sonug 5.1.2 geregince,
x = (xy) aym zamanda d— istatistiksel yakinsaktir. Smirh ve d— istatistiksel yakinsak
bir dizinin kuvvetli d— Cesaro toplanabilir oldugu biliniyor [3]. Son olarak Teorem
5.2.2’den de wy (X) C wyr (X) oldugu biliniyor ki bu da x = (z}) mn kuvvetli df —

Cesaro toplanabilir oldugunu verir.

Uyar: 5.2.9. Teorem 5.2.6’daki tlim@ > 0 kosulu kaldirilamaz. Gergekten f,
f(t)

tlimT = 0 olacak sekilde simirsiz bir modiiliis olsun. Bu durumda kuvvetli df —
Cesaro toplanabilir bir dizinin df— istatistiksel yakinsak olmasi gerekmez. Ornegin,

d(z,y) = |z — y| genel metrigi ile X = R uzayim ve

1, k=n?
Ty = n €N
0, k#n?

ile tanimh (xy) dizisini gozoniine alahm. Bu durumda f(z) = log (z + 1) modiiliis

fonksiyonu i¢in lim bg(%lz = 0 dir. Ayrica
¢

— 00

IS 0] = S ) =S FW) 5> f 0)

k=1 k=1
k=n2 k#n2

1 n
= —ZlogQ = @logQ — 0, n — oo i¢in
n n
k=1
k=n2
oldugundan x € wgys (X) elde edilir. Ancak
1
lim ——f ({k <n: d(z40) >¢
im ) = )
1
= lim s f({k <n: || = e}))

T
1 log(vn+1) 1

= e V) = e 27

oldugundan z ¢ Sy (X) dir.
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6. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu tezde, daha énce say1 dizileri i¢in verilen A— istatistiksel yakinsaklik [25] kavrami
metrik uzaylara genellegtirilerek; bir (X, d) metrik uzaymdaki bir dizinin A\;— ista-
tistiksel yakinsakligi, A\q— istatistiksel siirhiigi ve kuvvetli (V, ), — toplanabilirligi
tamimlanmustir ve A, 1 € A igin baz sartlar altinda Sy, (X) ile S,,, (X), BSy, (X) ile
BS,, (X), [V, A, (X) ile [V, u],, (X) ve Sy, (X) ile [V, u],, (X) kiimeleri arasindaki bazi
kapsama bagintilar: verilmigtir.

Colak [5] tarafindan verilen «. dereceden istatistiksel yakinsaklik kavrami metrik
uzaylarda incelenmis ve «. dereceden d— istatistiksel yakinsaklik, «. dereceden d—
istatistiksel sinirlilik ve a. dereceden d— kuvvetli p— Cesaro toplanabilirlik kavramlar:
tanitilarak (0,00) araligindaki cesitli « degerleri igin «. dereceden d— kuvvetli p—
Cesaro toplanabilir dizilerin kiimeleri arasindaki iligkiler ve (0, 1] araligindaki gesitli a
degerleri icin «. dereceden d— istatistiksel yakinsak dizilerin kiimeleri ile «.. dereceden
d— kuvvetli p— Cesaro toplanabilir dizilerin kiimeleri arasindaki iligkiler incelenmistir.

Bir modiiliise gore istatistiksel yakinsaklik [1] diisiincesinden yararlamlarak f sinirsiz
bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere bir (X, d) metrik uzayinda df — istatistiksel yakim-
saklik ve df — istatistiksel smmirhilik kavramlar: ile bunlar arasindaki iligkiler verilmistir.
Ayrica f modiiliisiiniin bazi 6zel durumlar icin, df — istatistiksel yakinsaklik ile Bilalov
ve Nazarova [3] tarafindan tanimlanan kuvvetli df — Cesaro toplanabilirlik arasindaki
iligki incelenmigtir.

Sonug olarak bu caligmada, reel veya kompleks say1 dizileri i¢in ¢alisilmig olan is-
tatistiksel yakinsaklik ve Cesaro toplanabilirlik benzeri toplanabilirlik kavramlar: kul-
lanilarak elde edilen dizi siniflarinin, bir metrik uzaydaki kargiliklar: verildi, yani ter-
imleri bir metrik uzaydan alinmig dizilerin istatistiksel yakinsak, Cesaro toplanabilir ve
benzeri bazi siniflar1 tanimlandi, bu siniflarin 6zellikleri ve elde edilen siniflar arasindaki

kapsama iligkileri ortaya koyularak amaclanan neticeye ulagildi.
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