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ÖZET

Bu çal¬̧sma beş bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r ve istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tarihsel geli̧simi

hakk¬nda bilgi verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde konuya ili̧skin baz¬ temel kavramlar ve bilinen sonuçlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde bir metrik uzayda bir dizinin ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬, ¡

istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ve kuvvetli ( )¡ toplanabilirli¼gi tan¬mland¬ ve ¤ s¬n¬f¬na ait

çeşitli  = () dizileri için baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬na yer verildi. Ayr¬ca ¤¤ s¬n¬f¬ndaki

çeşitli  = () dizileri için elde edilen kuvvetli ()¡ toplanabilir dizilerin kümeleri

aras¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ verildi.

Dördüncü bölümde metrik uzaylardaki diziler için  dereceden ¡ istatistiksel

yak¬nsakl¬k,  dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k ve  dereceden ¡ kuvvetli ¡

Cesàro toplanabilirlik kavramlar¬ tan¬t¬larak (01) aral¬¼g¬ndaki çeşitli  de¼gerleri için

 dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümeleri aras¬ndaki ili̧skiler

incelendi ve (0 1] aral¬¼g¬ndaki çeşitli  de¼gerleri için baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ verildi.

Beşinci bölümde ise, metrik uzaylardaki diziler için bir  modülüs fonksiyonuna

göre ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavramlar¬ ile bun-

lar aras¬ndaki ili̧skiler verilmi̧stir. Ayr¬ca  modülüsünün baz¬ özel durumlar¬ için,

kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümeleri aras¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬

ve kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümeleri ile ¡ istatistiksel yak¬nsak

dizilerin kümeleri aras¬ndaki ili̧skiler verilmi̧stir.

Üçüncü, dördüncü ve beşinci bölümler tezin orijinal k¬s¬mlar¬n¬ oluşturmaktad¬r.

Anahtar Kelimeler: Yo¼gunluk, ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, Kuvvetli Cesàro topla

nabilirlik, Metrik uzay, Modülüs fonksiyonu.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧smada ( ) bir metrik uzay olmak üzere kullan¬lan baz¬ simgeler, aç¬kla-

malar¬ ile birlikte a̧sa¼g¬da belirtilmi̧stir.

N : Do¼gal say¬lar kümesi

R : Reel say¬lar kümesi

R : ¡ boyutlu Öklid uzay¬

C : Kompleks say¬lar kümesi

 : Tüm kompleks terimli dizilerin uzay¬

1 : Kompleks terimli s¬n¬rl¬ diziler uzay¬

 : Kompleks terimli yak¬nsak diziler uzay¬

0 : Kompleks terimli s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬

jjjj1 : Bir  dizisinin supremum normu

 : Bir  kümesinin tümleyeni

 () : Bir  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

 : ·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬

 () : Bir  kümesinin ¡ yo¼gunlu¼gu

 : ¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬

[ 1] : Kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi

 : Kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi

[ ] : ()¡ toplanabilir dizilerin kümesi

 () : Bir  kümesinin ¡ yo¼gunlu¼gu

 :  dereceden istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi

 () : Bir  kümesinin  ¡ yo¼gunlu¼gu

 :  ¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi

 () : ( ) uzay¬nda yak¬nsak dizilerin kümesi

 (±) : ± merkezli,  yar¬çapl¬ aç¬k yuvar

 () : ( ) uzay¬nda ¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi

 () : ( ) uzay¬nda  ¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi
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 () : ( ) uzay¬nda ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesi

 () : ( ) uzay¬nda  ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesi

[ ] () : ( ) uzay¬nda kuvvetli ( ) -toplanabilir dizilerin kümesi

[ 1] : ( ) uzay¬nda kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi


 () :

( ) uzay¬nda  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak

dizilerin kümesi


 () :

( ) uzay¬nda  dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬

dizilerin kümesi


 () :

( ) uzay¬nda dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir

dizilerin kümesi

 () :
( ) uzay¬nda ¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir

dizilerin kümesi

 () : ( ) uzay¬nda  ¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi

 () : ( ) uzay¬nda kuvvetli  ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi

 () : ( ) uzay¬nda kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi
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1. G·IR·IŞ

Dizi uzaylar¬n¬n geli̧simi pek çok yeni yak¬nsakl¬k metodunun tan¬mlanmas¬ndan

etkilenmi̧stir. Bunlar¬n en önemlilerinden biri de istatistiksel yak¬nsakl¬kt¬r.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, ilk olarak Zygmund [35] taraf¬ndan "hemen hemen yak¬n-

sakl¬k" kavram¬ ad¬ ile 1935 "Trigonometrik Seriler" kitab¬n¬n ilk bask¬s¬nda Fourier se-

rilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬yla ilgili teorem ispatlar¬nda görülmüştür. Bu kavram

1951 y¬l¬nda Steinhaus [33] taraf¬ndan Polonya’da Wroclaw Üniversitesi’nde düzenle-

nen bir konferansta sunulmuştur. Daha sonra Fast [9] al¬̧s¬lm¬̧s dizisel limit kavram¬n¬

geni̧sleterek istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ ortaya koymuştur. Bu yeni kavram ile

Schoenberg [32] taraf¬ndan baz¬ dizi uzaylar¬ üzerinde istatistiksel limitin bir lineer

fonksiyonel olabilece¼gi fark edilmi̧stir. Šalàt [30] s¬n¬rl¬ istatistiksel yak¬nsak diziler

kümesinin s¬n¬rl¬ diziler uzay¬n¬n kapal¬ bir alt uzay¬ oldu¼gunu göstermi̧stir. ·Istatis-

tiksel Cauchy dizisi kavram¬ Fridy [10] taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve reel veya kompleks

terimli bir dizinin istatistiksel Cauchy dizisi olmas¬ için gerek ve yeter koşulun istatis-

tiksel yak¬nsak olmas¬ gerekti¼gi gösterilmi̧stir. Connor [7] s¬n¬rl¬ diziler için istatistiksel

yak¬nsakl¬k ile kuvvetli Cesàro toplanabilirli¼gin denk oldu¼gunu göstermi̧stir.

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde modülüs fonksiyonu ile ilgili çal¬̧smalar

önemli bir yere sahiptir. Modülüs fonksiyonunun tan¬m¬ ilk kez 1953 y¬l¬nda Nakano

[26] taraf¬ndan ortaya konulmuştur. Daha sonra Ruckle [29], ¡ uzaylar¬n¬ tan¬m-

lamak için bir modülüs fonksiyonu kullanm¬̧st¬r. Ruckle [29] taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s

olan kuvvetli toplanabilir dizi uzaylar¬, Maddox [21] taraf¬ndan genelleştirilerek bir 

modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla tan¬mlanm¬̧s ve bu dizi uzay¬n¬n¬n baz¬ topolojik özel-

likleri incelenmi̧stir. Connor [8], istatistiksel yak¬nsakl¬k ile bir  modülüsü kullan¬larak

tan¬mlanan kuvvetli Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki ili̧skileri incelemi̧stir. Aizpuru ve

arkada̧slar¬, 2014 y¬l¬nda bir  s¬n¬rs¬z modülüsünü kullanarak istatistiksel yak¬nsakl¬k

kavram¬n¬ tan¬mlam¬̧st¬r [1].

Dereceye göre istatistiksel yak¬nsakl¬k, ilk kez Gadjiev ve Orhan [12] taraf¬ndan po-

zitif lineer operatörlerin bir dizisinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ile ili̧skili olarak verildi.

2010 y¬l¬nda Çolak [5] bir do¼gal say¬lar kümesinin  dereceden yo¼gunlu¼gu kavram¬n¬

tan¬mlay¬p, say¬ dizileri için  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ vererek



bilinen istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ genelleştirdi ve  dereceden kuvvetli Cesàro

toplanabilirlik ile aras¬ndaki ili̧skileri inceledi. Daha sonra Çolak ve Bektaş [6] 

dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ tan¬mlayarak baz¬ kapsama teorem-

lerini vermi̧slerdir. Bhardwaj ve Dhawan [2]  s¬n¬rs¬z modülüs fonksiyonundan yarar-

lanarak  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ vermi̧stir.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, Maddox [20], Mursaleen [25], Kolk [15], Savaş [31], Fridy ve

Orhan [27], Miller ve Orhan [24] gibi pek çok matematikçi taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Bu

kavram bir çok matematikçi taraf¬ndan ölçüm teorisi, say¬ teorisi, trigonometrik seriler,

lokal konveks uzaylar, toplanabilirlik teorisi, Banach uzaylar¬ gibi alanlara uygulan-

m¬̧st¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, genelde reel ya da kompleks say¬ dizileri için çal¬̧s¬lm¬̧s

olsa da son zamanlarda Küçükarslan [17], Bilalov ve Nazarova [3] gibi yazarlar taraf¬n-

dan metrik uzaylarda da incelenmi̧stir.

1.1. Amaç

Bu çal¬̧smada amaç , reel veya kompleks say¬ dizileri için çal¬̧s¬lm¬̧s olan istatistiksel

yak¬nsakl¬k ve Cesaro toplanabilirlik benzeri toplanabilirlik kavramlar¬ kullan¬larak elde

edilen dizi s¬n¬‡ar¬n¬n, bir metrik uzaydaki kaŗs¬l¬klar¬n¬ vermek, yani terimleri bir

metrik uzaydan al¬nm¬̧s dizilerin istatistiksel yak¬nsak, Cesaro toplanabilir ve benzeri

baz¬ s¬n¬‡ar¬n¬ tan¬mlamak, bu s¬n¬‡ar¬n özelliklerini ve elde edilen s¬n¬‡ar aras¬ndaki

kapsama ili̧skilerini ortaya koymakt¬r.
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2. GENEL KAVRAMLAR

Bu bölümün ilk k¬sm¬nda temel tan¬m ve teoremler verildi. ·Ikinci k¬s¬mda ise bu

çal¬̧smada yararlan¬lan ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k, . dereceden istatistiksel yak¬nsak-

l¬k ve  istatistiksel yak¬nsakl¬k gibi baz¬ kavramlar tan¬t¬ld¬.

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1.  boştan farkl¬ bir küme ve  reel veya kompleks say¬lar cismi olsun.

+ :  £ ! 

¢ :  £ ! 

fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki özelliklere sahipse  kümesine  cismi üzerinde bir vektör

(lineer) uzay¬ denir. Her   2  ve    2  için;

1) +  =  + 

2) (+ ) +  = + ( + )

3) 8 2  için +  =  olacak biçimde bir  2  mevcuttur.

4) 8 2  için + (¡) =  olacak biçimde bir ¡ 2  mevcuttur.

5) 1 = 

6)  (+ ) = + 

7) ( + )  = + 

8) () = ()  dir [22].

Tan¬m 2.1.2.  boştan farkl¬ bir küme olsun. Her    2  için;

M1) ( ) ¸ 0

M2) ( ) = 0()  = 

M3) ( ) = ( )

M4) ( ) · ( ) + ( )

özelliklerine sahip  : £ ! R fonksiyonuna üzerinde bir metrik ve () ikilisine

de metrik uzay denir [14].



Tan¬m 2.1.3. Tan¬m kümesi N do¼gal say¬lar kümesi olan bir fonksiyona  denir.

Diziler de¼ger kümelerine göre isimlendirilirler. E¼ger dizinin de¼ger kümesi R reel say¬lar

kümesi ise diziye reel terimli dizi, C kompleks say¬lar kümesi ise diziye kompleks terimli

dizi denir [14].

Tan¬m 2.1.4. ( ) bir metrik uzay, () bu uzayda bir dizi ve  2  olsun. E¼ger

her   0 için   0 iken

 ( )  

olacak biçimde bir 0 = 0() do¼gal say¬s¬ mevcut ise () dizisi uzay¬nda yak¬nsakt¬r

denir ve  !  veya lim
!1

 =  biçiminde gösterilir [14].

Tan¬m 2.1.5. ( ) bir metrik uzay ve (), bu uzayda bir dizi olsun. E¼ger her   0

say¬s¬na kaŗs¬l¬k, her    için

 ( )  

olacak biçimde bir  =  () do¼gal say¬s¬ mevcutsa, () dizisine bir Cauchy dizisi

denir[14].

Tan¬m 2.1.6. Bir ( ) metrik uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise bu metrik

uzaya tam metrik uzay denir [14].

Tan¬m 2.1.7.   cismi üzerinde bir lineer uzay olmak üzere;

k¢k : 

!
!


kk

fonksiyonu aşa¼g¬daki özelliklere sahipse, k¢k fonksiyonuna  üzerinde bir norm ve

( k¢k) ikilisine de bir normlu uzay denir. Her   2  ve her  2  skaleri için

N1) kk ¸ 0

N2) kk = 0 ()  = 

N3) kk = jj kk

N4) k+ k · kk+ kk dir [16].

Tan¬m 2.1.8. Bir ( k¢k) normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi bu uzay¬n bir eleman¬na

yak¬ns¬yorsa bu normlu uzaya tam uzay veya Banach uzay¬ denir [16].

4



Tan¬m 2.1.9. Tüm kompleks terimli  = () dizilerinin kümesini  ile gösterece¼giz.

  = ()   = () ve  bir skaler olmak üzere

+  = ( + )

 = ()

ile tan¬mlanan i̧slemlerle birlikte bir lineer uzayd¬r [22].  n¬n her alt lineer uzay¬na

dizi uzay¬ denir.

1 =

½
 = () : sup


jj 1

¾

s¬n¬rl¬,

 =
n
 = () : lim


 mevcut

o

yak¬nsak ve

0 =
n
 = () : lim


 = 0

o

s¬f¬ra yak¬nsak dizilerin uzay¬,

kk1 = sup

jj

normu ile birer Banach uzayd¬r [22].

Tan¬m 2.1.10.  ½ N = f1 2 3   g olmak üzere bir  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

ile tan¬mlan¬r. Burada jf ·  :  2 gj ifadesi  kümesinin  den büyük olmayan

elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬ göstermektedir.

E¼ger  () = 0 ise  kümesi s¬f¬r yo¼gunluklu küme olarak adland¬r¬l¬r.

 (N) = 1 ve N do¼gal say¬lar kümesinin sonlu bir  ½ N alt kümesi için  () = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca , ’n¬n tümleyenini göstermek üzere  () = 1 ¡  ()d¬r

[10].
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Tan¬m 2.1.11. Bir  = () dizisinin terimleri bir  özelli¼gini s¬f¬r yo¼gunluklu bir

küme d¬̧s¬ndaki tüm  lar için sa¼gl¬yorsa, () dizisi hemen hemen her  için  özelli¼gini

sa¼gl¬yor denir ve “” şeklinde gösterilir [10].

Tan¬m 2.1.12.  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere, her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

veya  için j ¡ j   olacak biçimde bir  say¬s¬ mevcut ise  = () dizisi 

say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve  ¡ lim =  şeklinde gösterilir.

·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi  ile gösterilir. E¼ger, özel olarak  = 0 ise

 = () dizisine istatistiksel s¬f¬r dizisi denir. ·Istatistiksel yak¬nsak s¬f¬r dizilerinin

kümesi 0 ile gösterilir [10].

Teorem 2.1.13. Yak¬nsak her dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani lim =  ise

 ¡ lim =  dir [30].

·Ispat. lim =  oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda her   0 için ve  ¸ 

için j ¡ j ·  olacak biçimde  do¼gal say¬s¬ vard¬r.  () = f ·  : j ¡ j ¸ g

olmak üzere  ( ()) = 0 oldu¼gundan  ¡ lim =  olur.

Aşa¼g¬daki örnek Teorem 2.1.13. ün tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬ gösterir.

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 3 

0  6= 2

ile tan¬mlanan  = () dizisini ele alal¬m. Her   0 için

jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj · jf ·  :  6= 0gj ·
p


oldu¼gundan

lim


1


jf ·  :  6= 0gj · lim



p



= 0

elde edilir. Böylece  ¡ lim = 0 d¬r. Fakat  = () dizisi yak¬nsak de¼gildir.

Ayr¬ca, istatistiksel yak¬nsak bir dizinin s¬n¬rl¬ olmas¬ da gerekmez. Yani 1 ve 

uzaylar¬ birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar¬ vard¬r. Örne¼gin,

 =

8
>>><
>>>:

  = 2

 = 1 2 3 

0  6= 2

6



ile tan¬mlanan  = () dizisi, istatistiksel yak¬nsakt¬r ve  ¡ lim = 0 dir, ancak bu

dizi aç¬kça görüldü¼gü gibi s¬n¬rl¬ de¼gildir.

Teorem 2.1.14. Bir  = () dizisi istatistiksel yak¬nsak ise istatistiksel limiti tektir,

yani  ¡ lim = 1 ve  ¡ lim = 2 ise 1 = 2 dir [34].

Lemma 2.1.15. ¡ lim
!1

 =  olmas¬ için gerek yeter koşul  () = 1 ve lim
!1

 = 

olan bir  = f1  2          g ½ N kümesinin var olmas¬d¬r [30].

Lemma 2.1.16.  ¡ lim = 1,  ¡ lim  = 2 ve  2 R olsun. Bu takdirde,

()  ¡ lim ( + ) = 1 + 2

()  ¡ lim () = 1

d¬r [30].

Bu lemmaya göre istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi bir lineer uzay olur.

Tan¬m 2.1.17.  (f 2 N : jj  g) = 0 olacak biçimde bir   0 say¬s¬ mevcut

ise  = () dizisine istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

·Istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesi 1 ile gösterilir [11].

Tan¬m 2.1.18.  = () kompleks terimli bir dizi olsun. Bir   0 verildi¼ginde, e¼ger

 için j ¡  j   olacak biçimde bir  =  () do¼gal say¬s¬ mevcut ise yani;

her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡  j ¸ gj = 0

oluyorsa  = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [10].

Teorem 2.1.19. Aşa¼g¬daki ifadeler eşde¼gerdir:

()  = () istatistiksel yak¬nsakt¬r,

()  = () istatistiksel Cauchy dizisidir,

()  = () dizisi için  (f :  6= g) = 0 ( veya h.h.k için  = ) olacak

şekilde yak¬nsak bir  = () dizisi vard¬r [10].

Sonuç 2.1.20. (), istatistiksel yak¬nsak ve  ¡ lim =  olacak şekilde bir dizi

olsun. Bu durumda lim  =  olacak şekilde () dizisinin bir  = () alt dizisi vard¬r

[10].

7



Lemma 2.1.21.  = (), sonsuz çokluktaki  lar için  6= 0 olacak şekilde bir say¬

dizisi olsun. Bu takdirde h.h.k için  = 0 ve
P1

=1  = 1 olacak şekilde bir

 = () dizisi vard¬r [10].

Tan¬m 2.1.22.  = () kompleks terimli bir dizi olmak üzere e¼ger

lim


¡1
X

=1

j ¡ j = 0

olacak biçimde bir  kompleks say¬s¬ mevcut ise, () dizisi  say¬s¬na kuvvetli Cesàro

toplanabilirdir denir ve kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi [ 1] ile gösterilir:

[ 1] =

(
 = () : 9 2 C lim


¡1

X

=1

j ¡ j = 0

)


 = () kompleks terimli bir dizi ve   0 bir reel say¬ olsun. E¼ger

lim


¡1
X

=1

j ¡ j = 0

olacak biçimde bir  kompleks say¬s¬ mevcut ise () dizisi  say¬s¬na kuvvetli p-Cesàro

toplanabilirdir denir. Kuvvetli -Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi  ile gösterilir:

 =

(
 = () : 9 2 C lim


¡1

X

=1

j ¡ j = 0

)

[7].

Teorem 2.1.23. 0   1 olsun. Bu durumda,

) Bir  say¬s¬na kuvvetli -Cesàro toplanabilir olan bir dizi  say¬s¬na ayn¬ zamanda

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

) Bir  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olan s¬n¬rl¬ bir dizi  say¬s¬na ayn¬ zamanda

kuvvetli -Cesàro toplanabilirdir [7].

2.2. ¡ ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k, . Dereceden ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve

¡ ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

 = () pozitif say¬lar¬n azalmayan,1 a giden ve +1 · +1 1 = 1 şartlar¬na

sahip bir dizisi olsun. Bu şekilde tan¬mlanan tüm  = () dizilerinin kümesi ¤ ile

gösterilecektir.
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 ½ N olsun. ’n¬n ¡ yo¼gunlu¼gu,  = [¡  + 1 ] olmak üzere

 () = lim
!1

1


jf 2  :  2 gj

olarak tan¬mlan¬r.  ()   =  durumunda  () do¼gal yo¼gunlu¼guna indirgenir

[25].

Tan¬m 2.2.1. [25] E¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj = 0

ise  = () dizisi ’ye ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Tüm ¡ istatistiksel yak¬nsak

dizilerin kümesi  ile gösterilir.  =  durumunda  n¬n ’e denk oldu¼gu aç¬kt¬r.

Genelleştirilmi̧s de la Vallée-Poussin Ortalamas¬,

 () =
1



X

2



ile tan¬mlan¬r [19].

 () !  (!1) durumunda  = () dizisine,  say¬s¬na ( )¡ topla-

nabilirdir denir. Her  2 N için  =  ise ( )¡ toplanabilirlik ( 1)¡ toplanabilir-

li¼ge indirgenir. ’ye kuvvetli ( )¡ toplanabilir, yani  !  [ ] olan  = ()

dizilerinin kümesi için

[ ] =

(
 = () : 9 lim

!1

1



X

2

j ¡ j = 0

)

yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.2.2. [5]  0   · 1 olacak şekilde herhangi bir reel say¬ olsun. Bir  µ N

alt kümesinin ¡ yo¼gunlu¼gu, limit (sonlu ya da sonsuz) mevcut olmak üzere

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

ile tan¬mlan¬r. Burada jf ·  :  2 gj   kümesinin ’yi geçmeyen elemanlar¬n¬n

say¬s¬n¬ gösterir.

N do¼gal say¬lar kümesinin sonlu her alt kümesinin ¡ yo¼gunlu¼gunun s¬f¬r oldu¼gu

aç¬kt¬r ve genel olarak 0    1 için  (
) = 1 ¡  () eşitli¼gi geçerli de¼gildir;

eşitlik ancak  = 1 durumunda geçerlidir. N do¼gal say¬lar kümesi için

 (N) =

8
<
:

1  = 1

1   1
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oldu¼gu da kolayl¬kla görülebilir.

Ayr¬ca  = 1 durumunda bir kümenin ¡ yo¼gunlu¼gu, kümenin do¼gal yo¼gunlu¼guna

dönüşür.

Lemma 2.2.3.  µ N olsun. 0   ·  · 1 ise  () ·  () dir [5].

Tan¬m 2.2.4.  = () 2  ve 0   · 1 verilmi̧s olsun. Her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak biçimde bir  kompleks say¬s¬ mevcut ise () dizisi  ye  dereceden istatistik-

sel yak¬nsakt¬r denir [5]. () dizisinin ’ye  dereceden istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu

durumda ¡lim =  notasyonu kullan¬l¬r. Tüm  dereceden istatistiksel yak¬nsak

dizilerin kümesi  ile ve tüm  dereceden istatistiksel s¬f¬r dizilerinin kümesi 
0 ile

gösterilir. Herbir 0   · 1 için 
0 ½  oldu¼gu aç¬kt¬r.

 = 1 için  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistiksel yak¬nsakl¬k ile ayn¬d¬r.

Lemma 2.2.5.  2 (0 1] verilsin. E¼ger bir () dizisi  dereceden istatistiksel

yak¬nsak ise, bu durumda onun - limiti tektir [5].

Uyar¬ 2.2.6.  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k 0   · 1 için iyi tan¬ml¬d¬r, fakat

  1 için iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Bunun için

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 3 

0  6= 2

ile tan¬mlanm¬̧s  = () dizisi gözönüne al¬ns¬n. Bu durumda   1 için,

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ 1j ¸ gj · lim

!1



2
= 0

ve

lim
!1

1


jf ·  : jj ¸ gj · lim

!1



2
= 0

elde edilir. Böylece  = () hem 1’e hem de 0’a  dereceden istatistiksel yak¬nsak,

yani  ¡ lim = 1 ve  ¡ lim = 0 olur. Ama bu mümkün de¼gildir.

Tan¬m 2.2.7.   0 ve   0 reel say¬lar olsun.

lim
!1

1



X

=1

j ¡ j = 0

10



olacak biçimde bir  kompleks say¬s¬ mevcut ise  = () dizisi, ’ye  dereceden

kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirdir denir [5].  = 1 için  dereceden kuvvetli ¡

Cesàro toplanabilirlik, kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirli¼ge dönüşür. Tüm  dereceden

kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi 
 ile gösterilir.

Tan¬m 2.2.8. (Modülüs fonksiyonu) E¼ger bir  : [01)! [01) fonksiyonu;

) () = 0 ,  = 0

)  (+ ) ·  () + ()

)  artan

)  , 0’da sa¼gdan sürekli (dolay¬s¬yla [01)’da her yerde sürekli)

koşullar¬n¬ sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona modülüs fonksiyonu ad¬ verilir.

Bir modülüs fonksiyonu s¬n¬rl¬ ya da s¬n¬rs¬z olabilir. Örne¼gin, () =  0   · 1

s¬n¬rs¬z,  () = 
1+

s¬n¬rl¬ bir modülüs fonksiyonudur [26].

Her  2 N için  () ·  (1) eşitsizli¼ginin () den ç¬kaca¼g¬ aç¬kça görülmektedir.

Uyar¬ 2.2.9.  ve  herhangi iki modülüs fonksiyonu olmak üzere ¡1, ,  ¡  ve

 fonksiyonlar¬n¬n modülüs fonksiyonu olmas¬ gerekmez [29].

Lemma 2.2.10.  ve  herhangi iki modülüs fonksiyonu ise  ± ,  ( ¸ 0), 
1+

ve

 +  fonksiyonlar¬ da modülüs fonksiyonlar¬d¬r [29].

Tan¬m 2.2.11.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. Bir  µ N kümesinin ¡

yo¼gunlu¼gu, e¼ger limit mevcutsa

 () = lim
!1

 (jf ·  :  2 gj)
 ()

ile tan¬ml¬d¬r [1].

Uyar¬ 2.2.12. () =  durumunda ¡ yo¼gunluk, do¼gal yo¼gunlu¼ga dönüşür. Do¼gal

yo¼gunluk durumunda  () +  (N¡ ) = 1 d¬r. Ancak bu eşitlik ¡ yo¼gunluk duru-

munda do¼gru de¼gildir, yani  ()+ (N¡ ) = 1 eşitli¼gi genel olarak geçerli de¼gildir.

Örne¼gin,  () = log (+ 1) ve  = f2 :  2 Ng al¬n¬rsa  () =  (N¡ ) = 1 dir.

Ayr¬ca ¡ yo¼gunluk durumunda  () = 0 ise  (N¡ ) = 1 oldu¼gu söylenebilir.

Do¼gal yo¼gunluk durumunda oldu¼gu gibi sonlu kümeler s¬f¬r ¡ yo¼gunlu¼ga sahiptir ve

dolay¬s¬yla her sonlu  kümesi için  () +  (N¡ ) = 1 dir [1].
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Uyar¬ 2.2.13. Herhangi bir s¬n¬rs¬z  modülüsü ve  µ N için  () = 0 ise  () = 0

d¬r. ( Gerçekten,  () = 0 ise limit tan¬m¬ndan her  2 N için öyle bir ± 2 N vard¬r

ki  ¸ ± için

 (j ()j) · 1


 () · 1




µ
1




¶
= 

µ
1




¶

dir ve  artan oldu¼gundan j ()j · 1

 ve dolay¬s¬yla  () = 0 d¬r ).

Ama bunun tersi genelde do¼gru de¼gildir, yani s¬f¬r do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip bir küme,

s¬n¬rs¬z bir  modülüsüne göre s¬f¬r olmayan ¡ yo¼gunlu¼ga sahip olabilir. Örne¼gin,

() = log (+ 1) ve  = f1 4 9 16 g al¬n¬rsa  () = 0 ama  () =
1
2
dir.

Ancak Uyar¬ 2.2.12 den, s¬n¬rs¬z  modülüsünün seçimine bak¬lmaks¬z¬n, herhangi

sonlu bir  µ N kümesi için  () = 0 iken  () = 0 oldu¼gu her zaman do¼grudur [1].

Tan¬m 2.2.14.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu ve  = () bir say¬ dizisi olsun.

E¼ger her   0 için

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  : j ¡ j ¸ gj) = 0

olacak biçimde bir  say¬s¬ mevcut ise, () dizisi ’ye ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir ve bunun için  ¡ lim =  gösterimi kullan¬l¬r. Tüm ¡ istatistiksel yak¬nsak

dizilerin kümesi  ile gösterilir [1].
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3. METR·IK UZAYLARDA ¡ ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK, ¡
·ISTAT·IST·IKSEL SINIRLILIK ve KUVVETL·I () TOPLANAB·IL·IRL·IK

3.1. Metrik Uzaylarda ¡ ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve ¡ ·Istatistiksel

S¬n¬rl¬l¬k

Bu k¬s¬mda, metrik uzaylarda bir dizinin ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve ¡ is-

tatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬ tan¬mlanacak ve ¤ s¬n¬f¬na ait çeşitli  = () dizileri için ¡

istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümeleri ile ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümeleri

aras¬ndaki ili̧skiler verilecektir.

Tan¬m 3.1.1. ( ) bir metrik uzay,  = () bu uzayda bir dizi ve  = () 2 ¤

olsun. E¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf 2  :  2  (±)gj = 0

olacak biçimde bir ± 2  eleman¬ mevcut ise () dizisi ±’a ¡ istatistiksel yak¬nsak-

t¬r denir. Burada  = [¡  + 1 ] ve  (±) = f 2  :  ( ±)  g, ± merkezli

 yar¬çapl¬ aç¬k yuvard¬r. ( ) metrik uzay¬nda ¡ istatistiksel yak¬nsak olan

dizilerin s¬n¬f¬  () ile gösterilecektir. E¼ger ( ) metrik uzay¬nda bir  = ()

dizisi bir ± 2  noktas¬na ¡ istatistiksel yak¬nsak ise bu durum  ! ± [ ()]

ile gösterilir.

() = () durumunda  ()’in  ()’e denk oldu¼gu aç¬kt¬r. Burada  (),

± 2  olmak üzere her   0 için

lim
!1

1


jf ·  :  2  (±)gj = 0

koşulunu sa¼glayan dizilerin kümesini göstermektedir [17].

Bir ± 2 N = f1 2 3 g için N± = f± ± + 1 ± + 2 g olarak tan¬mlans¬n. Bu

durumda "  2 N±" ile "pozitif tamsay¬lar¬n sonlu çoklukta olanlar d¬̧s¬ndaki her

 2 N" kastedilecektir.

Teorem 3.1.2. ( ) bir metrik uzay,  = ()   = () 2 ¤ her  2 N± için

 ·  olacak şekilde iki dizi olsun.



() E¼ger

lim
!1

inf



 0 (3.1)

ise ¡ istatistiksel yak¬nsak her dizi ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r, yani  () µ

 () dir.

() E¼ger

lim
!1




= 1 (3.2)

ise her ¡ istatistiksel yak¬nsak dizi ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r, yani  () µ

 () dir.

·Ispat. ·Ispat için [4] de verilen teknikler kullan¬lacakt¬r.

() Her  2 N± için  ·  oldu¼gu ve (31) in sa¼gland¬¼g¬ varsay¬ls¬n. Bu durumda

 ½  dir ve böylece her   0 için

jf 2  :  2  (±)gj ¸ jf 2  :  2  (±)gj

yaz¬labilir. Buradan her  2 N± için

1


jf 2  :  2  (±)gj ¸




1


jf 2  :  2  (±)gj

elde edilir, burada  = [¡  + 1 ] dir.

Son eşitsizlikte  ! 1 için limit al¬narak ve (31) kullan¬larak

 ! ±
£
 ()

¤
=)  ! ± [ ()] ve böylece  () µ  () elde edilir.

() () 2  () olsun ve (32) sa¼glans¬n.  ½  oldu¼gundan   0 olmak üzere

her  2 N± için

1


jf 2  :  2  (±)gj =

1


jf¡  + 1 ·  ·  ¡  :  2  (±)gj

+
1


jf 2  :  2  (±)gj

·  ¡ 


+
1


jf 2  :  2  (±)gj

·
µ
1¡ 



¶
+

1


jf 2  :  2  (±)gj

yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki birinci terim (32) den dolay¬ lim





=

1 oldu¼gundan ve ikinci terim  = () 2  () oldu¼gundan !1 iken 0 a gider. Bu,
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 ! 1 iken 1

jf 2  :  2  (±)gj ! 0 oldu¼gu ve dolay¬s¬yla  ! ± [ ()]

=)  ! ±
£
 ()

¤
oldu¼gu anlam¬na gelir. Bu nedenle  () µ  () dir.

Teorem 3.1.2 den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.3. () bir metrik uzay olsun ve  = ()   = () 2 ¤ dizileri her

 2 N± için  ·  şart¬n¬ sa¼glas¬nlar. E¼ger (32) sa¼glan¬yorsa  () =  ()

dir.

Teorem 3.1.2 de  = () = () al¬n¬rsa a̧sa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.4. ( ) bir metrik uzay ve  = () 2 ¤ olsun. lim
!1



= 1 ise  () =

 () dir.

Tan¬m 3.1.5. ( ) bir metrik uzay ve  = () 2 ¤ olsun. ( ) metrik uzay¬nda

verilen bir  = () dizisine, e¼ger

lim
!1

1


jf 2  :  2  ()gj = 0

olacak biçimde bir  2  eleman¬ ve bir  0 reel say¬s¬ varsa ¡ istatistiksel s¬n¬r-

l¬d¬r denir. () metrik uzay¬nda ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesi  ()

ile gösterilecektir.

() = () durumunda ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k, ¡ statistiksel s¬n¬rl¬l¬¼ga in-

dirgenir ve ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesi  () ile gösterilir [18].

Teorem 3.1.6. Bir ( ) metrik uzay¬nda s¬n¬rl¬ bir dizi, herbir  2 ¤ için ¡

istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

Proof.  = ()’n¬n bir ( ) metrik uzay¬nda s¬n¬rl¬ bir dizi oldu¼gu varsay¬ls¬n ve

herhangi bir  2 ¤ gözönüne al¬ns¬n. () dizisi s¬n¬rl¬ oldu¼gundan, her  2 N için

 ( )   olacak şekilde bir  2  eleman¬ ve bir   0 reel say¬s¬ vard¬r. Bu

durumda

f ·  :  2  ()g = ; (3.3)

olur ve

f 2  :  2  ()g ½ f ·  :  2  ()g

15



kapsamas¬ geçerli oldu¼gundan her  2 N için f 2  :  2  ()g = ; ve dolay¬s¬yla

jf 2  :  2  ()gj = 0 yaz¬labilir. Buradan da !1 için  !1 oldu¼gundan

lim
!1

1


jf 2  :  2  ()gj = 0

yani dizinin ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gu elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar.

Uyar¬ 3.1.7. Teorem 3.1.6 n¬n tersi genelde do¼gru de¼gildir. Bunu göstermek için

a̧sa¼g¬daki örnek gözönüne al¬nabilir:

Al¬̧s¬lm¬̧s metrik ile  = R uzay¬ al¬ns¬n. Bu durumda

 =

8
>>><
>>>:

  = 2

 = 1 2 3 

(¡1)   6= 2

ile tan¬ml¬ () dizisi s¬n¬rl¬ de¼gildir. Ancak herhangi bir  ¸ 2 için

lim
!1

1


jf 2  :  2  ()gj ·

p
¡
p
¡ 



=



¡p

+
p
¡ 

¢

=
1p

+
p
¡ 

· 1p


eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan ve bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬  ! 1 için 0 a yaklaşt¬¼g¬ndan,

() dizisinin ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gu elde edilir.

Teorem 3.1.8. ( ) bir metrik uzay ve  = ()   = () 2 ¤ her  2 N± için

 ·  şart¬n¬ sa¼glayan iki dizi olsun.

() (31) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ varsay¬ls¬n. E¼ger ’deki bir  = () dizisi ¡

istatistiksel yak¬nsak ise ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani  () µ  () dir.

() (32) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ varsay¬ls¬n. E¼ger  ’deki bir  = () dizisi ¡

istatistiksel s¬n¬rl¬ ise ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani  () µ  () dir.

Proof. () Her  2 N± için  ·  şart¬ ve (31) eşitli¼gi sa¼glans¬n.  = ()

dizisinin bir ± 2  eleman¬na ¡ istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu varsay¬ls¬n.  · 

oldu¼gundan  ½  dir ve dolay¬s¬yla   0 ve yeterince büyük bir   0 say¬s¬ için

f 2  :  2  (±)g ½ f 2  :  2  (±)g
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yaz¬labilir. Bu kapsama ba¼g¬nt¬s¬ndan,

jf 2  :  2  (±)gj ¸ jf 2  :  2  (±)gj

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan her  2 N± için  = [¡  + 1 ] olmak üzere

1


jf 2  :  2  (±)gj ¸




1


jf 2  :  2  (±)gj

yaz¬labilir. Son eşitsizlikte ! 1 için limit al¬narak ve (31) kullan¬larak  = () 2

 () ve böylece  () µ  () elde edilir.

() () 2  () olsun ve (32) sa¼glans¬n.  ½  oldu¼gundan, yeteri kadar

büyük bir   0 say¬s¬ ve her  2 N± için

1


jf 2  :  2  (±)gj =

1


jf¡  + 1 ·  ·  ¡  :  2  (±)gj

+
1


jf 2  :  2  (±)gj

·  ¡ 


+
1


jf 2  :  2  (±)gj

·
µ
1¡ 



¶
+

1


jf 2  :  2  (±)gj

yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki birinci terim (32) den dolay¬ ve ikinci

terim  = () 2  () oldu¼gundan !1 için 0 a gider. Bu da

lim
!1

1


jf 2  :  2  (±)gj = 0

oldu¼gunu verir. Böylece () dizisi ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬, yani () 2  () olur.

() 2  () key… bir eleman oldu¼gundan  () µ  () elde edilir ki bu

da ispat¬ tamamlar.

Teorem 3.1.9. ( ) bir metrik uzay ve  = () 2 ¤ verilmi̧s olsun. Bu durumda

 deki her ¡ istatistiksel yak¬nsak dizi ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani  () µ

 () dir.

·Ispat. () = () al¬n¬rsa Teorem 3.1.8 () den kolayca elde edilir.

Sonuç 3.1.10. ( ) bir metrik uzay ve  = () 2 ¤ olsun.

() E¼ger

lim
!1

inf



 0 (3.4)
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ise her istatistiksel yak¬nsak dizi ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani  () µ  ()

dir.

() E¼ger

lim
!1




= 1 (3.5)

ise her ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ dizi ayn¬ zamanda istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani () µ

 () dir.

S¬ras¬yla Teorem 3.1.8 () ve () de () = () al¬narak ispat kolayca elde edilir.

Uyar¬ 3.1.11. Teorem 3.1.8 ()’in tersi genelde do¼gru de¼gildir. Örne¼gin al¬̧s¬lm¬̧s

metrikle  = R al¬n¬rsa,

 =

8
>>><
>>>:

0  = 2+ 1

 = 1 2 3 

1  = 2

ile tan¬ml¬ () dizisinin, herhangi  2 ¤ için ¡ istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬

ama ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gu görülebilir. Bu örnekte her  2 N± için  · 

k¬s¬tlamas¬na ihtiyaç olmad¬¼g¬na dikkat edilmelidir.

3.2. Metrik Uzaylarda Kuvvetli ( )¡ Toplanabilirlik

Bu k¬s¬mda öncelikle bir ( ) metrik uzay¬nda kuvvetli ( )¡ toplanabilirlik

kavram¬ tan¬t¬lacakt¬r. Daha sonra

¤¤ = f = () : her  için 0   · +1 ve  !1 (!1 için)g

s¬n¬f¬na ait çeşitli  = () dizileri için kuvvetli ( )¡ toplanabilir dizilerin kümeleri

aras¬ndaki ili̧skiler verilecektir. ¤¤ s¬n¬f¬n¬ elde etmek için, ¤ s¬n¬f¬ndaki +1 · +1 ve

1 = 1 şartlar¬n¬n kald¬r¬ld¬¼g¬na dikkat edilmelidir. ¤ ½ ¤¤ oldu¼gu aç¬kt¬r ve kapsama

kesindir. Örne¼gin  = () = (2) 2 ¤¤ ¡ ¤ d¬r.

Bu bölümde daha önce kullan¬lan ¤ s¬n¬f¬ yerine ¤¤ s¬n¬f¬ kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 3.2.1. () bir metrik uzay ve  = () 2 ¤¤ olsun. E¼ger

lim
!1

1



X

2

 ( ±) = 0
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ise  = () ½  dizisine ± 2  noktas¬na kuvvetli ( )¡ toplanabilirdir denir.

( ) metrik uzay¬nda kuvvetli ( ) -toplanabilir dizilerin kümesi

[ ] () =

(
 = () : lim

!1

1



X

2

 ( ±) = 0 9± 2 

)

ile gösterilecektir. E¼ger ( ) metrik uzay¬nda bir  = () dizisi ± 2  noktas¬na

kuvvetli ( )¡ toplanabilir ise bu durum  ! ± [ ] () notasyonu ile gösterilir.

 =  durumunda ( )¡ toplanabilirlik ( 1)¡ toplanabilirli¼ge indirgenir [3].

Teorem 3.2.2. ( ) bir metrik uzay,  = ()   = () 2 ¤¤ olsun ve her  2 N±

için  ·  oldu¼gu varsay¬ls¬n.

() E¼ger (31) sa¼glan¬rsa  metrik uzay¬nda kuvvetli ( ) -toplanabilir bir dizi

ayn¬ zamanda kuvvetli ( )¡ toplanabilirdir, yani [ ] () µ [ ] () dir,

() (32) nin sa¼gland¬¼g¬ varsay¬ls¬n. E¼ger bir  = () ½  dizisi s¬n¬rl¬ ve  !

± [ ] () ise  ! ± [ ] () dir.

·Ispat. () ( ) bir metrik uzay olsun ve her  2 N± için  ·  oldu¼gu

varsay¬ls¬n. Bu durumda  µ  dir ve bundan dolay¬ her  2 N± için

1



X

2

 ( ±) ¸
1



X

2

 ( ±)

ve buradan da
1



X

2

 ( ±) ¸



1



X

2

 ( ±)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Bu durumda son eşitsizlikte  ! 1 için limit al¬narak ve (31)

kullan¬larak  ! ± [ ] () =)  ! ± [] () elde edilir.  = () 2

[ ] () key… bir dizi oldu¼gundan [] () µ [ ] () elde edilir.

()  = () ½  dizisi s¬n¬rl¬ ve  ! ± [] () olsun. (32) nin geçerli oldu¼gu

varsay¬ls¬n.  = () s¬n¬rl¬ oldu¼gundan   0 ve 0 2  olmak üzere her  2 N için

 2  (
0) olacak şekilde bir  (

0) aç¬k yuvar¬ vard¬r. Buradan

 ( ±) ·  ( 
0) +  (0 ±)   +  (0 ±) = 
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yaz¬labilir. Şimdi,  ·  ve her  2 N± için  ½  oldu¼gundan, her  2 N± için

1



X

2

 ( ±) =
1



X

2¡

 ( ±) +
1



X

2

 ( ±)

·  ¡ 


 +
1



X

2

 ( ±)

·
µ
1¡ 



¶
 +

1



X

2

 ( ±)

yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki birinci terim (32) gere¼gince ve ikinci

terim  ! ± [ ] () olmas¬ nedeniyle  ! 1 için 0’a gider. Böylece  !

± [ ] () =)  ! ± [ ] () elde edilir.

3.3. Metrik Uzaylarda ¡ ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Kuvvetli ( )¡

Toplanabilirlik Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Bu k¬s¬mda metrik uzaylarda ¤ s¬n¬f¬na ait çeşitli  = () dizileri için kuvvetli

( )¡ toplanabilir dizilerin kümeleri ile ¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümeleri

aras¬ndaki ili̧ski verilecektir.

Teorem 3.3.1. () bir metrik uzay ve  2 ¤ olsun. Bu durumda

()  ! ± [] () =)  ! ± [ ()] dir.

() E¼ger () s¬n¬rl¬ ve  ! ± [ ()] ise bu durumda  ! ± [ ] () dir.

·Ispat ()  ! ± [ ] () olsun. Herhangi bir   0 için

X

2

 ( ±) ¸
X

2
 2(±)

 ( ±) ¸  jf 2  :  2  (±)gj

yaz¬labilir. ·Iki taraf  ile bölünüp  ! 1 için limit al¬n¬rsa  ! ± [ ] ()

oldu¼gundan  ! ± [ ()] elde edilir.

() (), ( ) metrik uzay¬nda s¬n¬rl¬ bir dizi ve  ! ± [ ()] olsun. Bu

durumda () dizisi s¬n¬rl¬ oldu¼gundan her  2 N için  2  (
0) olacak biçimde bir

 (
0) ½  aç¬k yuvar¬ mevcuttur. Burada   0 ve 0 2  dir. Şimdi

 ( ±) ·  ( 
0) +  (0 ±)   +  (0 ±) = 

yaz¬labilir ve  ! ± [ ()] oldu¼gundan

lim
!1

1


jf 2  :  2  (±)gj = 0
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olur. Böylece

1



X

2

 ( ±) =
1



X

2
 2(±)

 ( ±) +
1



X

2
(±)

 ( ±)





jf 2  :  2  (±)gj+ 

elde edilir. Bu da  ! ± [ ] () anlam¬na gelir.

Teorem 3.3.2. ( ) bir metrik uzay ve  = ()   = () 2 ¤ her  2 N± için

 ·  şart¬n¬ sa¼glayan iki dizi olsun.

() (31) geçerli ise

 ! ± [ ] () =)  ! ± [ ()]

dir ve baz¬   2 ¤ için [ ] () ½  () kapsamas¬ kesindir,

() () s¬n¬rl¬ ve  ! ± [ ()] ise bu durumda, (32) geçerli oldu¼gunda  !

± [ ] () dir.

·Ispat. ()  ! ± [ ] () olsun. Bu durumda her   0 için

X

2

 ( ±) ¸
X

2

 ( ±) ¸
P
2

 2(±)

 ( ±) ¸  jf 2  :  2  (±)gj

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r ve böylece her  2 N± için

1



X

2

 ( ±) ¸



1


jf 2  :  2  (±)gj 

elde edilir.

Son eşitsizlikte ! 1 için limit al¬n¬p, (31) kullan¬larak  ! ± [ ] () =)

 ! ± [ ()] elde edilir.  = () 2 [ ] () key… bir dizi oldu¼gundan

[ ] () µ  () kapsamas¬ elde edilir.

Baz¬   2 ¤ için [ ] () ½  () kapsamas¬n¬n kesin oldu¼gunu göstermek

için,  = R,  ( ) = j¡ j ve her  2 N için  =
+1
2
  =  al¬ns¬n. Bu durumda

lim





= 1
2
 0 ve buradan [ ] () µ  () dir.  = () dizisi

 =

8
>>><
>>>:

1

  6= 3

  = 3
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olarak tan¬mlans¬n.   0 verilmi̧s olsun. Bu durumda her   ± ve  6= 3 için

jj   olacak şekilde ± 2 N vard¬r. !1 iken

1


jf 2  : jj ¸ gj · 1



Ã
± +

3
p
 ¡ 3

r
¡ 1

2

!

=
2

+ 1

Ã
± +

3
p
¡ 3

r
¡ 1

2

!
! 0

oldu¼gundan  ! 0 [] (R) elde edilir. Di¼ger taraftan her  2 N için

1 + 23 + 33 + 43 + + 3 =
2 (+ 1)2

4

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ bilinmektedir. []   reel say¬s¬n¬n tam k¬sm¬n¬ göstermek üzere

3
p
  [ 3

p
] + 1 ve böylece 1


 1

([ 3
p
]+1)

3 oldu¼gundan, yukar¬daki son eşitlik gözönüne

al¬narak,

1



X

2

jj =
1



X

=1

 =
1



X

=1

=3

 +
1



X

=1

 6=3

 
1



X

=1

=3

 =
1



X

=1

=3



=
1



³
1 + 23 + 33 + 43 + +

£
3
p

¤3´

=
[ 3
p
]

2
([ 3
p
] + 1)

2

4


[ 3
p
]

2
([ 3
p
] + 1)

2

4 ([ 3
p
] + 1)

3 !1 (!1)

yaz¬labilir. Bu  = () 2 [ ] (R) oldu¼gunu verir. Böylece [ ] () ½  ()

kapsamas¬ kesindir.

()  ! ± [ ()] ve  = () dizisinin s¬n¬rl¬ oldu¼gu varsay¬ls¬n. Bu durumda

her  2 N için  2  (
0) olacak biçimde bir   0 say¬s¬ ve 0 2  eleman¬ mevcuttur.

Buradan

 ( ±) ·  ( 
0) +  (0 ±)   +  (0 ±) = 

yaz¬labilir. Ayr¬ca 1

· 1


oldu¼gundan her   0 ve her  2 N± için

1



X

2

 ( ±) =
1



X

2¡

 ( ±) +
1



X

2

 ( ±)

·  ¡ 


 +
1



X

2

 ( ±)

·
µ
1¡ 



¶
 +

1



X

2

 ( ±)
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·
µ
1¡ 



¶
 +

1



X

2
 2(±)

 ( ±) +
1



X

2
(±)

 ( ±)

·
µ
1¡ 



¶
 +




jf 2  :  2  (±)gj+ 

yaz¬labilir. (32) kullan¬larak  ! ± [ ()] oldu¼gunda  ! ± [] () elde

edilir.

Sonuç 3.3.3. E¼ger lim
!1

inf 


 0 ise, bu durumda  () \ [ ] () ½  ()

dir.

lim
!1




= 1 olmas¬ lim
!1

inf 


 0 olmas¬n¬ sa¼glar. Yani (32) =) (31) oldu¼gundan,

Teorem 3.3.2 de her  için  =  al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 3.3.4. E¼ger lim
!1



= 1 ise, bu durumda

() () s¬n¬rl¬ ve  ! ± [ ()] ise  ! ± [ 1],

()  ! ± [ 1] ise  ! ± [ ()] d¬r.

Uyar¬ 3.3.5. ( ) bir metrik uzay,  = () 2 ¤¤ ve 0   1 olsun.

[ ] =

(
 = () : lim

!1

1



X

2

[ ( ±)]
 = 0 9± 2 

)

tan¬mlans¬n. Bu durumda [ ] () s¬n¬f¬ yerine [ ] ve [ ] () s¬n¬f¬ yerine

[ ] al¬n¬rsa, Teorem 3.3.2 [ ] ve [ ]

 için de sa¼glan¬r.
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4. METR·IK UZAYLARDA  DERECEDEN ¡ ·ISTAT·IST·IKSEL

YAKINSAKLIK,  DERECEDEN ¡ ·ISTAT·IST·IKSEL SINIRLILIK ve

 DERECEDEN ¡ KUVVETL·I ¡ CESÀRO TOPLANAB·IL·IRL·IK

4.1. Metrik Uzaylarda  Dereceden ¡ ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve 

Dereceden ¡ ·Istatistiksel S¬n¬rl¬l¬k

Bu k¬s¬mda metrik uzaylarda  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k ve  derece-

den ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavramlar¬ verilecektir.

Tan¬m 4.1.1. ( ) bir metrik uzay,  = () bu uzayda bir dizi olsun ve 0   · 1

reel say¬s¬ verilmi̧s olsun. () dizisine, her   0 için

lim
!1

1


jf ·  :  2  (±)gj = 0

yani  (f 2 N :  2  (±)g) = 0 olacak şekilde bir ± 2  eleman¬ varsa  derece-

den ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. E¼ger () dizisi ± 2  noktas¬na  dereceden

¡ istatistiksel yak¬nsak ise bunu göstermek için 
 ()¡ lim = ± notasyonu kul-

lan¬lacakt¬r.

 = 1 için  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k, ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k

ile ayn¬d¬r [17]. ( ) metrik uzay¬ndaki tüm  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak

dizilerin kümesi 
 () ile gösterilecektir ve  = 1 durumunda tüm ¡ istatistiksel

yak¬nsak dizilerin kümesi  () ile gösterilecektir.

Lemma 4.1.2.  2 (0 1] verilsin. E¼ger bir () dizisi  dereceden ¡ istatistiksel

yak¬nsak ise, bu durumda onun 
 ()¡ limiti tektir.

·Ispat. Varsayal¬m ki 
 () ¡ lim = ± ve 

 () ¡ lim = 0± olsun. Herhangi

bir   0 için

1 () =
©
 2 N :  2 2 (±)

ª
ve 2 () =

©
 2 N :  2 2 (

0
±)
ª

kümeleri tan¬mlans¬n.


 ()¡lim = ± oldu¼gundan  (1 ()) = 0 d¬r. Ayn¬ şekilde 

 ()¡lim =

0± oldu¼gundan  (2 ()) = 0 d¬r. Şimdi  () = 1 () [2 () kümesini alal¬m. Bu



durumda  ( ()) = 0 olur ve bu

 (Nn ()) =

8
<
:

1  = 1

1   1

olmas¬n¬ gerektirir. Bu ise Nn () kümesinin sonsuz elemanl¬ oldu¼gunu verir. (Çünkü

Nn () kümesi sonlu elemanl¬ olsayd¬  (Nn ()) = 0 olurdu.) Bu durumda her-

hangi bir  2 Nn () için

 (± 
0
±) ·  (± ) +  ( 

0
±) 



2
+



2
= 

yaz¬labilir.   0 key… oldu¼gundan bu son eşitsizlikten  (± 0±) = 0, yani ± = 0± elde

edilir.

Uyar¬ 4.1.3.  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k 0   · 1 için iyi tan¬ml¬d¬r,

fakat   1 için iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Bunun için herhangi bir ( ) metrik uzay¬nda

, 2  ve  6=  olmak üzere

 =

8
>>><
>>>:

  = 2

 = 1 2 3 

  6= 2

ile tan¬mlanm¬̧s () dizisini gözönüne alal¬m. Bu durumda   1 için,

lim
!1

1


jf ·  :  2  ()gj · lim

!1



2
= 0

ve

lim
!1

1


jf ·  :  2  ()gj · lim

!1



2
= 0

d¬r. Böylece  = () hem  ’ya hem de  ’ye  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak,

yani 
 ()¡ lim =  ve 

 ()¡ lim =  olur. Ancak bu Lemma 4.1.2 ile çeli̧sir.

Uyar¬ 4.1.4. Bir ( ) metrik uzay¬nda yak¬nsak her dizinin herbir 0   · 1 için 

dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu, yani  () ½ 
 () oldu¼gunu görmek

kolayd¬r. Ama tersi do¼gru de¼gildir. Örne¼gin,   2  ve  6=  olmak üzere

 =

8
>>><
>>>:

  = 3

 = 1 2 3 

  6= 3

(4.1)
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ile tan¬ml¬ () dizisi,   1
3
için  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r (

 () ¡

lim = ), ancak yak¬nsak de¼gildir.

Teorem 4.1.5. ( ) bir metrik uzay ve 0   ·  · 1 olsun. Bu durumda


 () µ 

 () dir ve  ve  için   1

  olacak şekilde bir  2 N varsa kapsama

kesindir.

·Ispat. ( ) bir metrik uzay,  = () 2 
 () ve 0   ·  · 1 olsun. Bu

durumda 
 ()¡ lim = ± oldu¼gu kabul edilirse her   0 için

1


jf ·  :  2  (±)gj ·

1


jf ·  :  2  (±)gj

yaz¬labilir ve bu 
 () µ 

 () kapsamas¬n¬ verir.

Kapsaman¬n kesin oldu¼gu aşa¼g¬daki örneklerden görülmektedir.

Örnek 4.1.6.  ( ) = sup
2
j ¡ j ( = ()   = () 2 1) metri¼gi ile  = 1

s¬n¬rl¬ diziler uzay¬ ve bu uzayda, herbir  2 N için  =
¡

¢1
=1
2 1 olmak üzere

 =

8
>>><
>>>:

1

  = 2 ise herbir  = 1 2 3    için

0  6= 2 ise herbir  = 1 2 3    için

ile tan¬ml¬ ( ) dizisi gözönüne al¬ns¬n.  = (0 0   ) olmak üzere

1



¯̄
¯̄
½
 ·  :  (  ) = sup

2

¯̄
 ¡ 0

¯̄
¸ 

¾¯̄
¯̄ · 1


p


yaz¬labilir. !1 için limit al¬n¬rsa 1
2
  · 1 için () 2 

 () elde edilir. Fakat
p
¡ 1


· 1



¯̄
¯̄
½
 ·  :  (  ) = sup

2

¯̄
 ¡ 0

¯̄
¸ 

¾¯̄
¯̄

oldu¼gundan 0   · 1
2
için () 2 

 () dir.

Örnek 4.1.7.  = R,  ( ) = j¡ j olmak üzere

 =

8
>>><
>>>:

1  = 2

 = 1 2 

0  6= 2

(4.2)

ile tan¬ml¬ () dizisini gözönüne alal¬m. Bu durumda, 
 () ¡ lim = 0 yani

1
2
  · 1 için  2 

 () ancak 0   · 1
2
için  2 

 () dir [5].
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Teorem 4.1.5’de  = 1 al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1.8. E¼ger bir metrik uzayda bir dizi 0   · 1 için bir ± 2  eleman¬na

 dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak ise ±’a istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani 
 () µ

 () dir ve   1 için   1

 1 olacak şekilde bir  2 N varsa kapsama kesindir.

Teorem 4.1.9.  ve 0,  üzerinde iki metrik ve 0   · 1 olsun. E¼ger  º 0 ise,

yani her   2  için  ( ) ¸ 0 ( ) ise 
 () µ 

0 () dir.

·Ispat
1


jf ·  : 0 ( ±) ¸ gj · 1


jf ·  :  ( ±) ¸ gj

eşitsizli¼ginden ç¬kar.

Tan¬m 4.1.10. ( ) bir metrik uzay ve 0   · 1 verilmi̧s olsun. ( ) metrik

uzay¬ndaki bir  = () dizisine, e¼ger

lim
!1

1


jf ·  :  2  ()gj = 0

olacak şekilde bir  2  eleman¬ ve bir   0 reel say¬s¬ varsa  dereceden ¡

istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir. ( ) metrik uzay¬nda  dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬

dizilerin kümesi 
 () ile gösterilecektir.

 = 1 durumunda  dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k, ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼ga

indirgenir [18]. ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesi  () ile gösterilecektir.

Teorem 4.1.11. Bir ( ) metrik uzay¬nda s¬n¬rl¬ bir dizi ayn¬ zamanda herbir  2

(0 1] için  dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat.  = () dizisinin bir ( ) metrik uzay¬nda s¬n¬rl¬ bir dizi oldu¼gu kabul edilsin

ve  2 (0 1] verilmi̧s olsun. () dizisi s¬n¬rl¬ oldu¼gundan, her  2 N için  ( )  

olacak şekilde bir  2  eleman¬ ve bir   0 reel say¬s¬ mevcuttur. Bu durumda her

 2 N için f ·  :  2  ()g = ; oldu¼gundan herbir  2 (0 1] için

lim
!1

1


jf ·  :  2  ()gj = 0

yaz¬labilir. Buradan () dizisi herbir  2 (0 1] için  dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬

olur. Bu da ispat¬ tamamlar.
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Uyar¬ 4.1.12. Teorem 4.1.11’nin tersi do¼gru de¼gildir. Başka bir ifade ile bir metrik

uzayda ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ olan bir dizi s¬n¬rl¬ olmayabilir. Bunu göstermek için

Uyar¬ 3.1.7 de verilen örnek gözönüne al¬nabilir. Bu örnekteki () dizisi s¬n¬rl¬ de¼gildir.

Ancak
1


jf ·  : jj ¸gj ·

p
+ 1



eşitsizli¼gi yeterince büyük bir   0 için sa¼gland¬¼g¬ndan ve bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬

 2 (1
2
 1] için ! 1 iken 0 a gitti¼gi için, () dizisinin  dereceden ¡ istatistiksel

s¬n¬rl¬ oldu¼gu elde edilir.

Teorem 4.1.13. ( ) bir metrik uzay ve 0   ·  · 1 olsun.

() E¼ger  deki bir  = () dizisi  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak ise 

dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani 
 () µ 

 () dir.

() E¼ger  deki bir  = () dizisi  dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ ise 

dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani 
 () µ 

 () dir.

·Ispat. () 0   ·  · 1 verilsin.  = () dizisinin ± 2  noktas¬na  dereceden

¡ istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu kabul edilsin. Herhangi bir   0 ve yeterince büyük

bir   0 say¬s¬ için

f ·  :  2  (±)g ½ f ·  :  2  (±)g

yaz¬labilir. Bu kapsamadan

1


jf ·  :  2  (±)gj ·

1


jf ·  :  2  (±)gj

elde edilir ve buradan !1 için limit al¬narak 
 () µ 

 () elde edilir.

() () 2 
 () olsun. Yeterince büyük bir   0 için

1


jf ·  :  2  (±)gj ·

1


jf ·  :  2  (±)gj

yaz¬labilir. () 2 
 () oldu¼gu için yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ !1 iken 0

a gider ve dolay¬s¬yla sol taraf da 0 a gider. Buradan 
 () µ 

 () elde edilir

ve ispat tamamlanm¬̧s olur.

Sonuç 4.1.14. Bir metrik uzayda
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()  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak her dizi  dereceden ¡ istatistiksel

s¬n¬rl¬d¬r, yani 
 () µ 

 () dir,

()  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak her dizi ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani


 () µ  () dir,

()  dereceden ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ her dizi ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani

herbir  2 (0 1] için 
 () µ  () dir,

() ¡ istatistiksel yak¬nsak her dizi ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, yani  () µ

 () dir.

Sonuç 4.1.14 (), [18] deki Teorem 1 () dir. Burada bu sonuç Teorem 4.1.13 ()

de  =  = 1 al¬narak elde edilir.

4.2. Metrik Uzaylarda  Dereceden ¡ Kuvvetli ¡ Cesàro Toplanabilirlik

Bu k¬s¬mda, metrik uzaylarda  dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir-

lik kavram¬ tan¬t¬lacak ve (01) aral¬¼g¬ndaki çeşitli  de¼gerleri için  dereceden ¡

kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümeleri aras¬ndaki ili̧skiler verilecektir.

Tan¬m 4.2.1. ( ) bir metrik uzay ve   0,   0 reel say¬lar olsun.  uzay¬ndaki

bir  = () dizisine,

lim
!1

1



X

=1

[ ( ±)]
 = 0

olacak şekilde bir ± 2  eleman¬ varsa  dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro topla-

nabilirdir denir. ( ) metrik uzay¬ndaki tüm  dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro

toplanabilir dizilerin kümesi 
 () ile gösterilecektir ve  = 1 için 

 () yerine

 () yaz¬lacakt¬r.  = 1 için   dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirlik,

¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirli¼ge dönüşür [3].

Teorem 4.2.2. ( ) bir metrik uzay, 0   ·  ve   0 bir reel say¬ olsun. Bu

takdirde, 
 () µ 

 () d¬r ve    ise kapsama kesindir.

·Ispat ( ) metrik uzay ve  = () 2 
 () olsun. 0   ·  olmak üzere ,

 ve bir  pozitif say¬s¬ verildi¼ginde

1



X

=1

[ ( ±)]
 · 1



X

=1

[ ( ±)]
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yaz¬labilir ve bu 
 () µ 

 () kapsamas¬n¬ verir.

Kapsaman¬n kesin oldu¼gu aşa¼g¬daki örneklerden görülür.

Örnek 4.2.3.  ( ) = j¡ j metri¼gi ile  = R uzay¬ ve (42) de tan¬ml¬  = ()

dizisi gözönüne al¬ns¬n. Buna göre 1
2
  · 1 için  2 

 () ve 0    1
2
için

 2 
 () bulunur [5].

Örnek 4.2.4.  = (1 2)   = (1 2) 2 R2 olmak üzere

 ( ) =

q
(1 ¡ 1)

2 + (2 ¡ 2)
2

metri¼gi ile  = R2 uzay¬nda,

 =

8
>>><
>>>:

(1 0)   = 2

 = 1 2 

(0 0)   6= 2

ile tan¬ml¬
¡

¢
½ R2 dizisini gözönüne alal¬m. Burada

¡

¢
=
¡
1 2        

¢
;

1 = (11 
1
2)  

2 = (21 
2
2)      

 =
¡
1 


2

¢
    d¬r.

1



X

=1

£

¡
 (0 0)

¢¤ ·
p



=

1

¡
1
2

oldu¼gundan,  ! 1 için limit al¬n¬rsa 1
2
  için 

 () ¡ lim = (0 0), yani
¡

¢
2 

 () elde edilir. Fakat

p
¡ 1


· 1



X

=1

£

¡
 (0 0)

¢¤

oldu¼gundan,  ! 1 için limit al¬n¬rsa 0    1
2
için

p
¡1

! 1 olur ve dolay¬s¬yla

¡

¢
2 

 () elde edilir.

Teorem 4.2.2 de  = 1 al¬n¬rsa a̧sa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.2.5. ( ) bir metrik uzay ve 0   1 olsun. Bu durumda her  2 (0 1]

için 
 () µ  () dir.
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4.3. Bir Metrik Uzayda 
 () ve 

 () Kümeleri Aras¬ndaki Baz¬ Kap-

sama Ba¼g¬nt¬lar¬

Bu k¬s¬mda, metrik uzaylarda (0 1] aral¬¼g¬ndaki çeşitli  de¼gerleri için  dereceden

¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümeleri ile  dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro

toplanabilir dizilerin kümeleri aras¬ndaki ili̧skiler verilecektir.

Teorerm 4.3.1. ( ) bir metrik uzay,  ve , 0   ·  · 1 olacak şekilde sabit

reel say¬lar ve 0    1 olsun. E¼ger ( ) metrik uzay¬nda bir dizi ± noktas¬na

 dereceden ¡ kuvvetli  -Cesàro toplanabilir ise bu dizi ayn¬ zamanda ± ’a 

dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat ( ) bir metrik uzay ve  = () dizisi bu uzayda  dereceden ¡ kuvvetli

-Cesàro toplanabilir olsun. Bu durumda herhangi bir   0 için

1



X

=1

[ ( ±)]
 ¸ 1


jf ·  :  2  (±)gj  ¸

1


jf ·  :  2  (±)gj 

yaz¬labilir. Bu eşitsizlikte  ! 1 için limit al¬n¬rsa,  = () dizisi ±’a  derece-

den ¡ kuvvetli -Cesàro toplanabilir oldu¼gunda sol taraf¬n ve dolay¬s¬yla sa¼g taraf¬n

limiti 0 olur. Bu  = () dizisinin ±’a  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu

sonucunu verir.

Teorem 4.3.1 de  =  ve  =  = 1 al¬n¬rsa, s¬ras¬yla, aşa¼g¬daki Sonuç 4.3.2 () ve

() elde edilir.

Sonuç 4.3.2. ( ) bir metrik uzay,  2 (0 1] ve 0   1 olsun.

() E¼ger ( ) metrik uzay¬nda bir dizi  dereceden ¡ kuvvetli  -Cesàro topla-

nabilir ise, ayn¬ zamanda  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r.

() E¼ger ( ) metrik uzay¬nda bir dizi ¡ kuvvetli  -Cesàro toplanabilir ise, bu

dizi ayn¬ zamanda ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r [3].

Uyar¬ 4.3.3. Teorem 4.3.1 ve dolay¬s¬yla Sonuç 4.3.2 () ve () nin tersi genelde do¼gru

de¼gildir.
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Örnek 4.3.4.  ( ) = j¡ j metri¼gi ile  = R uzay¬ ve

 =

8
>>><
>>>:

¡
1 + 1



¢2
  = 3

 = 1 2 

0  6= 3

ile tan¬ml¬ () dizisi gözönüne al¬ns¬n. Her   0 için

1


jf ·  :  ( 0) ¸ gj · 1


3
p


oldu¼gundan 1
3
  · 1 için () 2 

 () dir. Ancak, özel olarak  = 1 için

X

=1

[ ( 0)]
 =

X

=1

jj =
X

=1

=3

µ
1 +

1



¶2

+
X

=1

 6=3

0 =
X

=1

=3

µ
1 +

1



¶2

(4.3)

yaz¬labilir. Burada Bernoulli Eşitsizli¼gi (  ¡1  2 R olmak üzere 8 2 N için

(1 + ) ¸ 1 +  sa¼glan¬r) uygulan¬rsa (43) ifadesinden

X

=1

[ ( 0)]
 ¸

X

=1

=3

µ
1 + 2

1



¶
=

X

=1

=3

(1 + ) ¸
X

=1

=3



¸ 1 + 23 + 33 +   +
¡£

3
p

¤¢3

=

·
[ 3
p
] ([ 3
p
] + 1)

2

¸2

yaz¬labilir. Buradan

1



X

=1

[ ( 0)]
 =

1



X

=1

jj =
1



X

=1

jj

¸ 1


[ 3
p
]

4
+ 2 [ 3
p
]

3
+ [ 3
p
]

2

4


1


[ 3
p
]

4

4

elde edilir ki bu   4
3
için dolay¬s¬yla 0   · 1 için () 2 

 () oldu¼gunu söyler.

Sonuç olarak, 1
3
  · 1 için () 2 

 ()¡ 
 () dir.

Uyar¬ 4.3.5. Genel olarak bir metrik uzayda s¬n¬rl¬ ve 0    1 için  dereceden

¡ istatistiksel yak¬nsak bir dizinin  dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir

olmas¬ gerekmez. Bunu göstermek için aşa¼g¬daki örnek gözönüne al¬nabilir.
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Örnek 4.3.6.  ( ) = j¡ j metri¼gi ile  = R metrik uzay¬ al¬ns¬n.

 =

8
>>><
>>>:

1p

  6= 3

 = 1 2 3 

1  = 3

ile tan¬ml¬  = () dizisi bu durum için bir örnektir.  2 1 oldu¼gu aç¬kt¬r ve  = 1

ise 1
3
   1

2
için  2 

 ()¡ 
 () oldu¼gu görülür (detay için [5] e bak¬labilir).

Sonuç 4.3.7. () bir metrik uzay, 0   · 1 ve  bir pozitif reel say¬ olsun. Bu

takdirde, 
 () ½  () dir ve   1 için   1


 1 olacak şekilde bir  2 N varsa

kapsama kesindir.

·Ispat. Sonuç 4.3.2 ve Sonuç 4.1.8 den 
 () ½  () elde edilir. Kapsaman¬n kesin

oldu¼gunu göstermek için  ( ) = j¡ j metri¼gi ile  = R metrik uzay¬nda

 =

8
>>><
>>>:

1  = 3

 = 1 2 3 

0  6= 3

ile tan¬ml¬ () dizisini gözönüne alal¬m. Bu durumda,  () ¡ lim = 0, yani

 2  () oldu¼gu kolayca görülür. Ancak 0    1
3
ve  = 1 için  2 

 () d¬r.

Gerçekten,
1



X

=1

j ¡ 0j = 1



X

=1

jj ¸
3
p
¡ 1



oldu¼gundan  ! 1 iken
3
p
¡1

! 1 olup, 0   · 1

3
ve  = 1 için  2 

 () d¬r.

Sonuç olarak 0   · 1
3
ve  = 1 için  2  ()¡ 

 () dir.
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5. METR·IK UZAYLARDA B·IR MODÜLÜSE GÖRE ¡ ·ISTAT·IST·IK-

SEL YAKINSAKLIK, ¡ ·ISTAT·IST·IKSEL SINIRLILIK ve KUVVETL·I

¡ CESÀRO TOPLANAB·IL·IRL·IK

5.1. Metrik Uzaylarda Bir Modülüse Göre ¡ ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve

¡ ·Istatistiksel S¬n¬rl¬l¬k

Bu k¬s¬mda, metrik uzaylarda  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olmak üzere ¡

istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavramlar¬ tan¬t¬lacak ve bunlar

aras¬ndaki ili̧skiler verilecektir.

Tan¬m 5.1.1. ( ) bir metrik uzay,  = () bu uzayda bir dizi ve  , s¬n¬rs¬z bir

modülüs olsun. E¼ger her   0 için

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  2  (±)gj) = 0

olacak biçimde bir ± 2  varsa  = () dizisi ±’a  - istatistiksel yak¬nsakt¬r ya da

 ()¡ yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda  ()¡ lim = ± yaz¬l¬r. ( ) metrik

uzay¬ndaki tüm ¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi  () ile gösterilecektir.

 () =  durumunda ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k, ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga

dönüşür ve bu durumda  () yerine  () yaz¬l¬r [17].

Uyar¬ 2.2.13 ve Tan¬m 5.1.1 birlikte gözönüne al¬narak aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 5.1.2. ¡ istatistiksel yak¬nsak bir dizi ayn¬ zamanda ¡ istatistiksel yak¬n-

sakt¬r, fakat tersi her zaman do¼gru de¼gildir.

Lemma 5.1.3. Bir ( ) metrik uzay¬ndaki bir () dizisi ¡ istatistiksel yak¬nsak

ise limiti bir tektir.

·Ispat.  ()¡ lim = ± ve  ()¡ lim = 0± oldu¼gu varsay¬ls¬n. Herhangi bir

  0 için

1 () =
©
 ·  :  2  

2
(±)

ª
ve 2 () =

©
 ·  :  2  

2
(0±)

ª



kümeleri tan¬mlans¬n.  () ¡ lim = ± oldu¼gu için  (1 ()) = 0 d¬r. Ayn¬

şekilde  ()¡ lim = 0± oldu¼gu için  (2 ()) = 0 d¬r.

 () = 1 () [ 2 () al¬ns¬n. Bu takdirde  ( ()) = 0 d¬r ve Uyar¬ 2.2.12

den  (Nn ()) = 1 dir. Bu Nn () 6= ; oldu¼gunu verir. Böylece herhangi bir

 2 Nn () için,

 (± 
0
±) ·  (± ) +  ( 

0
±) 



2
+



2
= 

yaz¬labilir. Son eşitsizlikten her   0 için 0 ·  (± 
0
±)   elde edilir ki bu  (± 0±) =

0, yani ± = 0± oldu¼gunu verir.

Lemma 5.1.4.  ve  s¬n¬rs¬z iki modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger  ()¡lim = ±

ve  ()¡ lim = 0± ise, bu durumda ± = 0± d¬r.

·Ispat.  () ¡ lim = ± ve  ¡ lim = 0± olsun. Sonuç 5.1.2 gere¼gince,

her s¬n¬rs¬z  modülüsü için ¡ istatistiksel yak¬nsak bir dizinin ayn¬ zamanda ¡

istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu biliniyor. Bundan dolay¬ () dizisi hem ±’a hem de 0± e

¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r. ¡ istatistiksel yak¬nsak bir dizinin limiti tek oldu¼gundan

± = 0± elde edilir.

Uyar¬ 5.1.5. Bir ( ) metrik uzay¬nda yak¬nsak bir dizi, her s¬n¬rs¬z  modülüsü

için ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r, ancak bunun tersi genelde do¼gru de¼gildir. Örne¼gin,

 ve ,  ’in birbirinden farkl¬ iki noktas¬ olmak üzere

 =

8
>>><
>>>:

,  = 2

 2 N

,  6= 2

ile tan¬ml¬ () dizisini ve  () =  0   · 1 s¬n¬rs¬z modülüs fonksiyonunu gözönüne

alal¬m.

lim
!1

 (jf ·  :  ( ) ¸ gj)
 ()

· lim
!1

 (
p
)

 ()
= lim

!1

(
p
)




= 0

olup () dizisi ’ye ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r, ancak yak¬nsak de¼gildir.

Teorem 5.1.6. () bir metrik uzay,  = () bu uzayda bir dizi ve  , lim
!1

 ()


 0

olacak şekilde s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger () dizisi ¡ istatistiksel

yak¬nsak ise ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r.
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·Ispat. jf ·  :  ( ±) ¸ gj bir do¼gal say¬ oldu¼gundan her s¬n¬rs¬z  modülüsü

için

 (jf ·  :  2  (±)gj) · jf ·  :  2  (±)gj  (1)

ve buradan da

 (jf ·  :  2  (±)gj)
 ()

· 

 ()

jf ·  :  2  (±)gj  (1)


yazabiliriz. lim
!1

 ()


 0 ve  2  () oldu¼gundan, bu son eşitsizlik kullan¬larak

 2  () elde edilir.

Tan¬m 5.1.7. ( ) bir metrik uzay,  = () bu uzayda bir dizi ve  s¬n¬rs¬z bir

modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger her   0 için

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  (  ) ¸ gj) = 0

olacak biçimde bir  pozitif tam say¬s¬ mevcut ise  = () dizisine ¡ istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Teorem 5.1.8.  s¬n¬rs¬z bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu durumda, bir ( )metrik

uzay¬nda ¡ istatistiksel yak¬nsak olan bir dizi ayn¬ zamanda ¡ istatistiksel Cauchy

dizisidir.

·Ispat.  = () dizisi ¡ istatistiksel yak¬nsak olsun. Bu takdirde verilen her   0

için

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  2  (±)gj) = 0

olacak biçimde bir ± 2  vard¬r.

 () =
©
 ·  :  2 2 ()

ª

tan¬mlans¬n.  = () dizisi ±’a ¡ istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan  ( ()) = 0

ve  (Nn ()) = 1 dir. Böylece her  2 Nn () ve her   0 için,

 ( ) ·  ( ±) +  (±  ) 


2
+



2
= 

olacak şekilde sabit bir  2 Nn () vard¬r. Buradan

Nn () µ f ·  :  (  )  g
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ve dolay¬s¬yla

f ·  :  (  ) ¸ g µ  ()

yaz¬labilir.  ( ()) = 0 oldu¼gundan

 (f ·  :  (  ) ¸ g) = 0

olur ki bu da ()’n¬n ¡ istatistiksel Cauchy dizisi oldu¼gunu verir.

Tan¬m 5.1.9. ( ) bir metrik uzay,  = () bu uzayda bir dizi ve  , s¬n¬rs¬z bir

modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  2  (±)gj) = 0

olacak şekilde bir ± 2  noktas¬ ve bir   0 reel say¬s¬ varsa  = () dizisine ¡

istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

Teorem 5.1.10. ( ) bir metrik uzay,  = () bu uzayda bir dizi ve  s¬n¬rs¬z bir

modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger  = () dizisi s¬n¬rl¬ ise ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. () dizisi s¬n¬rl¬ olsun. Bu takdirde her  2 N için

 ( ±)  

olacak biçimde bir   0 reel say¬s¬ ve bir ± 2  noktas¬ vard¬r. Bu durumda

f ·  :  2  (±)g = ;

dir ve dolay¬s¬yla

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  2  (±)gj) = lim

!1

 (0)

 ()
= 0

olur. Bu ise ()’n¬n ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gunu verir.

 () =  özel durumunda, Teorem 5.1.10 dan [18] deki Teorem 1 () elde edilir.

Uyar¬ 5.1.11. Teorem 5.1.10 un tersi genelde do¼gru de¼gildir, yani ¡ istatistiksel

s¬n¬rl¬ olan bir dizi s¬n¬rl¬ olmak zorunda de¼gildir.
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Bunu göstermek için örne¼gin  ( ) = j¡ j metri¼gi ile  = R uzay¬n¬,  () =

 0   · 1 modülüs fonksiyonunu ve

 =

8
>>><
>>>:

,  = 2

 2 N

0,  6= 2

ile tan¬ml¬ () dizisini gözönüne alal¬m. () dizisinin s¬n¬rl¬ olmad¬¼g¬ aç¬kt¬r. ()

dizisinin ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gunu göstermek için ± = 0 ve yeterince büyük bir

  0 seçilsin. Bu durumda

jf ·  : jj ¸gj =
¯̄©
 ·  :  = 2 jj ¸

ª¯̄
·
£¯̄p


¯̄¤
¡ [j j] + 2 ·

p


ve buradan  artan oldu¼gundan

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  : jj ¸gj) · lim

!1

 (
p
)

 ()
=lim

(
p
)




=

!1

0

yaz¬labilir. Bu ise () dizisinin ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ olmas¬d¬r.

Teorem 5.1.12.  = (), ( ) metrik uzay¬nda bir dizi ve  s¬n¬rs¬z bir modülüs

fonksiyonu olsun. E¼ger  = () dizisi ¡ istatistiksel yak¬nsak ise ¡ istatistiksel

s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. Key… bir   0 ve yeterince büyük bir   0 için

f ·  :  2  (±)g µ f ·  :  2  (±)g

olup, bu kapsama

jf ·  :  2  (±)gj · jf ·  :  2  (±)gj

eşitsizli¼gini verir.  artan ve () dizisi ¡ istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan bu

eşitsizlikten yararlanarak

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  2  (±)gj) = 0

elde edilir. Bu da ispat¬ verir.

Uyar¬ 5.1.13. Teorem 5.1.12’nin tersi genelde do¼gru de¼gildir, yani ¡ istatistiksel

s¬n¬rl¬ olan bir dizi ¡ istatistiksel yak¬nsak olmak zorunda de¼gildir. Bunu göstermek
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için herhangi bir ( ) metrik uzay¬nda,   2  birbirinden farkl¬ iki sabit nokta

olmak üzere

 =

8
>>><
>>>:

,  = 2

 2 N

,  = 2 + 1

ile tan¬ml¬  = () dizisi ve  () = log (+ 1) modülüs fonksiyonu gözönüne al¬n-

s¬n. Bu durumda () dizisinin ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gu ancak ¡ istatistiksel

yak¬nsak olmad¬¼g¬ kolayl¬kla görülebilir.

5.2. Metrik Uzaylarda Bir Modülüse Göre Kuvvetli ¡ Cesàro

Toplanabilirlik ve ¡ ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Bir metrik uzayda bir modülüse göre kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirlik kavram¬

daha önce Bilalov [3] taraf¬ndan tan¬mland¬. Bu k¬s¬mda,  modülüsünün baz¬ özel

durumlar¬ için, kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümeleri aras¬ndaki baz¬ kap-

sama ba¼g¬nt¬lar¬ ve kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirlik ile ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k

aras¬ndaki ili̧ski verilecektir.

Tan¬m 5.2.1. ( ) bir metrik uzay, () bu uzayda bir dizi ve  bir modülüs

fonksiyonu olsun. E¼ger

lim
!1

1



X

=1

 [ ( ±)] = 0

olacak biçimde bir ± 2  varsa () dizisi ± noktas¬na kuvvetli ¡ Cesàro topla-

nabilirdir denir [3]. ( ) metrik uzay¬nda kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin

kümesi  () ile gösterilecektir:

 () =

(
() : lim

!1

1



X

=1

 [ ( ±)] = 0 9± 2 

)


Bu tan¬mda  modülüs fonksiyonunun s¬n¬rs¬z olmas¬n¬n gerekmedi¼gine dikkat

edilmelidir.

 () =  durumunda () dizisi ± noktas¬na kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirdir

denir [3] ve () metrik uzay¬nda kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümesi

 () ile gösterilecektir:

 () =

(
 = () : lim

!1

1



X

=1

 ( ±) = 0 9± 2 

)
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Teorem 5.2.2. ( ) bir metrik uzay ve  bir modülüs olsun. Bu durumda

 () ½  ()

dir.

·Ispat.  2  () olsun. Bu durumda

lim
!1

1



X

=1

 ( ±) = 0

olacak şekilde bir ± 2  vard¬r.

  0 verilsin ve ’y¬ 0    1 ve 0   ·  için  ()   olacak şekilde

seçilsin.  =  ( ±) olarak tan¬mlans¬n ve ilk toplam  ·  ve ikinci toplam   

üzerinden olmak üzere
X

=1

() =
X

1
+
X

2

toplam¬ gözönüne al¬ns¬n. Bu durumda  ·  için  ()   oldu¼gundan
P

1   ve

   için

 



 1 +
h


i

yaz¬labilir.  artan ve alt toplamsal oldu¼gundan

 () · 
³
1 +

h


i´
·  (1)

³
1 +

h


i´
· 2 (1)




yaz¬l¬r. Buradan
X

2
· 2 (1)



X

=1




ve dolay¬s¬yla

1



X

=1

 [ ( ±)] · +
2 (1)



1



X

=1
(±)

 ( ±)

· +
2 (1)



1



X

=1

 ( ±)

elde edilir.   0 istenildi¼gi kadar küçük yap¬labilece¼ginden ve  2  () oldu¼gun-

dan son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ istenildi¼gi kadar küçük yap¬labilir. Bu da  2  ()

oldu¼gunu verir ki böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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Uyar¬ 5.2.3. Teorem 5.2.2’nin tersi do¼gru olmayabilir. Ba̧ska bir ifade ile  () ½

 () kapsamas¬ her zaman gerçekleşmeyebilir.

Örne¼gin,  ( ) = j¡ j genel metri¼gi ile  = R uzay¬n¬,

 =

8
>>><
>>>:

,  = 3

 2 N

0,  6= 3

ile tan¬ml¬ () dizisini ve  () = 
1+

modülüsünü gözönüne alal¬m.  (0) = 0 eşitli¼gi

de kullan¬larak

1



X

=1

 [ ( 0)] =
1



X

=1

 (jj) =
1



X

=1
=3

 () +
1



X

=1
 6=3

 (0)

=
1



X

=1
=3



1 + 


1



X

=1
=3

1 ·
3
p




yaz¬labilir ve buradan !1 için limit al¬n¬rsa  2  () elde edilir. Ancak

1



X

=1

 ( 0) =
1



X

=1

jj =
1



X

=1
=3

 +
1



X

=1
 6=3

0

=
1



³
1 + 23 + 33 +   +

£
3
p

¤3´

=
1



·
[ 3
p
] ([ 3
p
] + 1)

2

¸2

¸ 1



·
( 3
p
¡ 1) ( 3

p
)

2

¸2
=

1




4
3 + 2+ 

2
3

4

oldu¼gundan !1 için limit al¬nd¬¼g¬nda sa¼g taraf¬n limiti 1 olaca¼g¬ndan  2  ()

elde edilir.

Teorem 5.2.4. ( ) bir metrik uzay ve  bir modülüs fonksiyonu olsun. E¼ger

lim
!1

 ()


 0 ise, bu durumda

 () ½  ()

dir.

·Ispat. lim
!1

 ()


 0 sa¼glans¬n. Bu durumda Maddox [23] deki Önerme 1 gere¼gince

lim
!1

 ()


mevcuttur ve  = lim
!1

()


= inf
n
 ()


:   0
o
yaz¬labilir. Bu durumda her
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 ¸ 0 için  () ¸  dir.   0 oldu¼gundan her  ¸ 0 için  · 1

 () yaz¬labilir ve

buradan
1



X

=1

 ( ±) ·
1



1



X

=1

 [ ( ±)]

elde edilir. Bu da  2  () oldu¼gunda  2  () oldu¼gunu verir.

Teorem 5.2.5. ( ) bir metrik uzay ve  herhangi bir modülüs olsun. E¼ger bir

 metrik uzay¬ndaki bir  = () dizisi bir ± 2  eleman¬na kuvvetli ¡ Cesàro

toplanabilir ise ayn¬ zamanda ±’a - istatistiksel yak¬nsakt¬r [3].

Teorem 5.2.6. ( ) bir metrik uzay ve  s¬n¬rs¬z bir modülüs olsun. E¼ger lim
!1

()


 0

ve  = () dizisi bir ± 2  eleman¬na kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir ise ±’a ¡

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat.  = (),  uzay¬nda ± 2  eleman¬na kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir

herhangi bir dizi olsun. Herhangi bir   0 için

 () = f ·  :  2  (±)g

kümesi tan¬mlans¬n.  artan ve  (j ()j) · j()j  (1) oldu¼gundan

1



X

=1

 [ ( ±)] ¸
1



X

=1
2()

 [ ( ±)] ¸
1


j()j  ()

¸  (j ()j)
 ()

 ()



 ()

 (1)

yaz¬labilir. lim
!1

 ()


 0 ve  2  () oldu¼gu için  2  () elde edilir. Böylece

ispat tamamlan¬r.

 () =  al¬n¬rsa Teorem 5.2.6 dan a̧sa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 5.2.7. Bir () metrik uzay¬ndaki bir dizi kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir ise

bu dizi ayn¬ zamanda ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r [3].

Sonuç 5.2.8. Bir ( ) bir metrik uzay¬ndaki bir  = () dizisi s¬n¬rl¬ ve bir

± 2  eleman¬na ¡ istatistiksel yak¬nsak ise bu dizi ±’a kuvvetli ¡ Cesàro

toplanabilirdir.
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·Ispat.  = () dizisi s¬n¬rl¬ ve ¡ istatistiksel yak¬nsak olsun. Sonuç 5.1.2 gere¼gince,

 = () ayn¬ zamanda ¡ istatistiksel yak¬nsakt¬r. S¬n¬rl¬ ve ¡ istatistiksel yak¬nsak

bir dizinin kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir oldu¼gu biliniyor [3]. Son olarak Teorem

5.2.2’den de  () ½  () oldu¼gu biliniyor ki bu da  = () n¬n kuvvetli ¡

Cesàro toplanabilir oldu¼gunu verir.

Uyar¬ 5.2.9. Teorem 5.2.6’daki lim
!1

()


 0 koşulu kald¬r¬lamaz. Gerçekten  ,

lim
!1

 ()


= 0 olacak şekilde s¬n¬rs¬z bir modülüs olsun. Bu durumda kuvvetli ¡

Cesàro toplanabilir bir dizinin ¡ istatistiksel yak¬nsak olmas¬ gerekmez. Örne¼gin,

 ( ) = j¡ j genel metri¼gi ile  = R uzay¬n¬ ve

 =

8
>>><
>>>:

1,  = 2

 2 N

0,  6= 2

ile tan¬ml¬ () dizisini gözönüne alal¬m. Bu durumda  () = log (+ 1) modülüs

fonksiyonu için lim
!1

log(+1)


= 0 d¬r. Ayr¬ca

1



X

=1

 [ ( 0)] =
1



X

=1

 (jj) =
1



X

=1
=2

 (1) +
1



X

=1
 6=2

 (0)

=
1



X

=1
=2

log 2 =

p



log 2! 0, !1 için

oldu¼gundan  2  () elde edilir. Ancak

lim
!1

1

 ()
 (jf ·  :  ( 0) ¸ gj)

= lim
!1

1

 ()
 (jf ·  : jj ¸ gj)

= lim
!1

1

 ()

¡p


¢
= lim

!1

log (
p
+ 1)

log ( + 1)
=

1

2
6= 0

oldu¼gundan  2  () dir.
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6. TARTIŞMA ve SONUÇLAR

Bu tezde, daha önce say¬ dizileri için verilen ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k [25] kavram¬

metrik uzaylara genelleştirilerek; bir ( ) metrik uzay¬ndaki bir dizinin ¡ ista-

tistiksel yak¬nsakl¬¼g¬, ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ve kuvvetli ( )¡ toplanabilirli¼gi

tan¬mlanm¬̧st¬r ve  2 ¤ için baz¬ şartlar alt¬nda  () ile  (),  () ile

 (), [ ] () ile [ ] () ve  () ile [ ] () kümeleri aras¬ndaki baz¬

kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ verilmi̧stir.

Çolak [5] taraf¬ndan verilen  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ metrik

uzaylarda incelenmi̧s ve  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k,  dereceden ¡

istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k ve  dereceden ¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirlik kavramlar¬

tan¬t¬larak (01) aral¬¼g¬ndaki çeşitli  de¼gerleri için  dereceden ¡ kuvvetli ¡

Cesàro toplanabilir dizilerin kümeleri aras¬ndaki ili̧skiler ve (0 1] aral¬¼g¬ndaki çeşitli 

de¼gerleri için  dereceden ¡ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümeleri ile  dereceden

¡ kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilir dizilerin kümeleri aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir.

Bir modülüse göre istatistiksel yak¬nsakl¬k [1] düşüncesinden yararlan¬larak  s¬n¬rs¬z

bir modülüs fonksiyonu olmak üzere bir ( ) metrik uzay¬nda ¡ istatistiksel yak¬n-

sakl¬k ve ¡ istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavramlar¬ ile bunlar aras¬ndaki ili̧skiler verilmi̧stir.

Ayr¬ca  modülüsünün baz¬ özel durumlar¬ için, ¡ istatistiksel yak¬nsakl¬k ile Bilalov

ve Nazarova [3] taraf¬ndan tan¬mlanan kuvvetli ¡ Cesàro toplanabilirlik aras¬ndaki

ili̧ski incelenmi̧stir.

Sonuç olarak bu çal¬̧smada, reel veya kompleks say¬ dizileri için çal¬̧s¬lm¬̧s olan is-

tatistiksel yak¬nsakl¬k ve Cesaro toplanabilirlik benzeri toplanabilirlik kavramlar¬ kul-

lan¬larak elde edilen dizi s¬n¬‡ar¬n¬n, bir metrik uzaydaki kaŗs¬l¬klar¬ verildi, yani ter-

imleri bir metrik uzaydan al¬nm¬̧s dizilerin istatistiksel yak¬nsak, Cesaro toplanabilir ve

benzeri baz¬ s¬n¬‡ar¬ tan¬mland¬, bu s¬n¬‡ar¬n özellikleri ve elde edilen s¬n¬‡ar aras¬ndaki

kapsama ili̧skileri ortaya koyularak amaçlanan neticeye ulaş¬ld¬.
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