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Yiiksek Lisans Tezi

Kesirli indisli Slater Fonksiyonlarimi Igeren Oz-Siirtiinme Ortme integrallerinin
Hesaplanmasi

T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dali

OZET

Atom ve molekiiller i¢in Hartree-Fock-Roothaan (HFR) denklemlerinde ortaya

cikan kesirli n Slater fonksiyonlarini igeren 6z-siirtiinme (SF) ortme integralleri standart
konvensiyondaki tam ortonormal l]J(pl*)-éz-siirtﬁnme istel tipli orbitaller (L|J(pf) -

SF ETOS) kullanilarak hesaplanmistir. Bu integrallerin hesabi i¢in ljj(pf) — SF ETOs tam
ortonormal baz setleri yardimiyla Guseinov tarafindan onerilen tam ve kesirli n Slater
tipi orbitallere (x — ISTOs ve x — NISTOs ) ait tek bdlgeli toplama teoremleri kullanildi.
Burada p; = 21 + 2 — o dir; a*, 6z-siirtlinme kuantum sayisidir, tam @ (a* = o, —00 <
a <2) ve kesirli a*( —oo < a* < 3) degerler alir. SF ortme integralleri x — ISTOs
ortme integralleri vasitasiyla ifade edildi. Elde edilen formiillere dayanan bilgisayar
programi olusturuldu. SF Ortme integrallerinin etkinligi kuantum sayilarinin gesitli

degerleri i¢in incelendi.

Serilerin yakinsamasi x — NISTOs’larin parametrelerinin keyfi degerleri ve
orbitallerinin konumu i¢in farkli degerler hesaplanarak denendi. Elde edilen sonuglar

literatiirle 1y1 uyumludur.

Yil : 2016
Sayfa Sayisi : 70
Anahtar Kelimeler  : Oz-siirtiinme iistel tipli orbitaller, Oz-siirtinme kuantum sayis1,

Oz-siirtiinme 6rtme inregralleri, Tek bdlgeli toplama teoremleri



Master's Thesis

Calculation of self-frictional overlap integrals containing noninteger Slater functions

Trakya University Institute of Natural Sciences

Department of Physics, Faculty of Sciences, Trakya University

ABSTRACT

Self-frictional (SF) overlap integrals containing noninteger n Slater functions
appearing in the HartreFock-Roothaan (HFR) equations for atoms and molecules have
been evaluated using qj(pf)-self-frictional exponential type orbitals (Lp(pf) — SF ETOs)
in complete orthonormal standard convention. For the evaluation of these integrals, the
one-range addition theorems with integer and noninteger n Slater type orbitals (x —

ISTOs ve x — NISTOs ) introduced by Guseinov with the help of complete orthonormal

sets of qJ(pT) — SF ETOs are used, where p; =21+ 2 —a; o is the SF quantum number
with integer a (a* = a,—o < a < 2) and noninteger a*( —oco < a* < 3 ). SF overlap
integrals are expressed through the overlap integrals of x — ISTOs. On the basis of the
formulae obtained we constructed the computer programs. The accuracy of the SF

overlap integrals was checked for various values of quantum numbers.

The convergence of the series is tested by calculating concrete cases for arbitrary
values of parameters of y — NISTOs and location of orbitals. Obtained results are in

good agreement with the literature.
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BOLUM 1

GIRIS

Birden fazla atom ¢ekirdegi ve elektronlardan olusan bagli sistemler molekiil
olarak bilinir. Atom kimyasal bir elementin en kii¢iik yap1 tasini olustururken molekiil
kimyasal bilesiklerin en kii¢iik birimi olarak ifade edilir. Bir molekiil kimyasal yolla
kendini olusturan pargalara, yani atomlara ayrigtirilabilir. Atomlarla karsilagtirildiginda
molekiiller ¢ok ¢esitlidir. Atomlar1 anlamak i¢in en basit atom olan hidrojen atomunu
ele almak kullanish iken, biitiin molekiilleri anlayabilmek i¢in en basit olan molekiilii
ele almak yeterli olmamaktadir.

Bir molekiiler yap1 teorik olarak incelenirken kuantum mekaniksel yontemler
kullanilir. Bu nedenle, once sisteme ait tam Hamiltonyen yazilip, Schrédinger
denkleminin ¢6ziilmesi gerekir. Schrodinger denkleminin ¢oziilebilmesi ile sisteme ait
enerji ve dalga (durum veya hal) fonksiyonunun belirlenmesi miimkiin olur. Kuantum
mekaniksel dalga fonksiyonu, sistem hakkindaki tiim bilgiyi igerir. Schrdodinger
denklemi yalnizca hidrojen atomu ve ona benzer iyonlar i¢in tam analitik ¢ézlime
sahiptir. Molekiiller veya ¢ok elektronlu atomlar i¢in Schrodinger denklemi, yapisindaki
baz1 matematiksel zorluklar nedeniyle tam olarak ¢6ziilememektedir.

Elektron sayis1 iki veya daha fazla olan kuantum mekaniksel sistemler igin
Schrédinger denkleminin ¢Ozliimiinde baz1 yaklasgtk yontemler kullanilir. Bu
yontemlerin amaci, Schrodinger denkleminin tam ¢6ziimiine en yakin sonuglarin elde
edilecegi bir model olusturmak ve modeli uygun matematiksel denklemlerle ifade
etmektir.

Molekiiler bir sistem igin yazilan Hamiltonyen, hem g¢ekirdeklerin hem de
elektronlarin koordinatlarina baglidir. Schrédinger denkleminin ¢dziimi ic¢in yapilan

yaklasikliklarin basinda Born-Oppenheimer yaklasimi [1] gelir. Bu yaklasim sayesinde



cekirdeklerin ve elektronlarin hareketleri ayr1 ayri incelenebilmektedir. Bu durumda
Schrodinger denklemini niikleer ve elektronik olmak {izere iki kisma ayirmak
miimkiindiir. Sistemin toplam enerjisi bu iki enerjinin toplami seklinde ifade edilir.

Niikleer Schrodinger denklemi molekiiler sistemdeki c¢ekirdek hareketlerini
incelemektedir. Denklemin ¢oziimii ile elde edilen enerji, ¢ekirdeklerin donme ve
titresim hareketlerinden gelen katkilardan olusmaktadir. Dalga fonksiyonu ise donii ve
titresim dalga fonksiyonlarinin ¢arpimi seklinde temsil edilir.

Elektronik Schrodinger denklemi molekiiler sistemdeki elektronlarin hareketini
incelemektedir. Denklemin ¢oziimii ile elde edilen elektronik enerji ve dalga fonksiyonu
sisteme ait her bir elektronun katkisiyla olusur. Dalga fonksiyonu her bir elektronun
dalga fonksiyonunun c¢arpimi seklinde temsil edilir. Dalga fonksiyonunun
belirlenmesiyle molekiile ait elektronik enerji seviyeleri, elektron ilgisi, elektrik ve
manyetik ¢ok kutup momentleri gibi birgok 6zellik incelenebilir.

Cok elektronlu atom ve molekiillerde elektronik yapilarin hesaplanmasi igin
kullanilan yaklasim yontemi molekiiler orbital teoridir [2]. Molekiiler orbital teoride
molekiilde incelenen elektronun, geriye kalan elektronlarin ve c¢ekirdeklerin
olusturduklar1 ortalama alanda hareket ettigi diisiiniiliir. Molekiiler orbital teori, atomik
orbitallerin birbirleriyle etkilesimlerini ve bunun sonucu olarak molekiiler orbitallerin
olusumu iizerine kurulmustur. Molekiiler orbitalleri olusturmak atom orbitallerini
olusturmaktan daha zordur. Ciinkii atomlarda incelenen elektronun atom orbitali,
elektronun bir ¢gekirdekten uzakligi olan yarigap vektoriine bagimlidir. Molekiillerde ise,
incelenen elektronun molekiiler orbitali (dalga fonksiyonu), elektronun ¢ekirdeklerden
uzakliklart olan yaricap vektorlerine bagimlhidir. Molekiiler orbitaller, molekiili
olusturan atom orbitallerinin lineer toplami seklinde yazilirlar.

Molekiiler orbital teori igerisinde teorik yaklasik yontemler gelistirilmistir. Bu
yontemlerden en cok kullanilanlari, Yogunluk Fonksiyonu Teorisi (DFT) [3] ve
Hartree-Fock-Roothaan (HFR) 6z uyumlu alan teorisidir [1]. DFT, toplam yiik
yogunlugu ile toplam enerji arasindaki iliskiyi esas alir. HFR ise varyasyon yontemine
dayanir ve sistemin enerjisinin kararli hale gelmesini amagclar.

HFR yaklasimi, ¢ok elektronlu sistemlerin incelenmesi i¢in en ¢ok kullanilan
yaklagik yontemdir. HFR yaklasikliginin temeli, atom ve molekiillerin elektronik dalga

fonksiyonlarmin belirlenmesine dayanir. Atom ve molekiildeki her bir elektron



tarafindan isgal edilen her yoriinge bir dalga fonksiyonu ile temsil edilir. Bu nedenle
HFR teorisinde molekiiler orbitaller, atomik orbitallerin lineer toplami1 seklinde alinir.

Molekiillerin fiziksel ve kimyasal oOzellikleri HFR yontemi yardimiyla
incelenmektedir. Bu incelemeleri yapabilmek i¢in HFR denkleminin ¢6zlimiinde ortaya
cikan ¢ok merkezli molekiiler integrallerin hesaplanmast gerekmektedir. Bu ¢ok
merkezli molekiiler integraller bir- ve iki-elektronlu molekiiler integraller olarak iki tiire
ayrilir. Bir-elektronlu olanlar: Ortme, kinetik enerji ve cekirdek cekim integralleridir.
Iki-elektronlu olanlar ise: Degis-Tokus, Coulomb ve Hibrit integralleridir. Molekiiler
yapinin incelenmesinde bu integrallerin hesab1 en zor kismi olusturur. Karsilagilan en
biiyiikk giiclilklerden biri integrallerin etkin ve kolay ¢Ozlimlerinin yapilacagi
algoritmalarin olusturulmasidir.

Bu c¢ok merkezli molekiiler integrallerin arasinda en Onemlisi Ortme
integralleridir. Cilinkii 6rtme integrallerinin kendisi dogrudan hesaplamalarda ortaya
ciktigr gibi, diger ¢ok merkezli integrallerin ¢éziimiinde de yardimci integral olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Eliptik koordinatlar, kiiresel koordinatlar, Fourier donilisiim yontemi
ve farkli integral donisiim yontemlerinin kullanimi basta olmak {izere Ortme
integrallerinin yardimci integral olarak kullanildigi bir ¢ok c¢aligma literatiirde
bulunmaktadir: Roothaan-Rudenberg [4], Coulson-Barnet [5-8], Guseinov [9], Lowdin
[10], Silverstone [11], Jones [12], Bouferguene [13], Steinborn [14].

Ortme integralleri icin tiiretilmis olan ifadelerin bazi ydnlerden irdelenmesi
gerekir. Bunlar: Ortme integrallerinden elde edilecek sonuglarin hassas olmasi,
gelistirilen ifadelerin sonlu olmasi ve matematiksel agidan kolay programlanabilir
olmasidir. Eger bu sartlar saglanmiyorsa elde edilecek sonuglarda sayisal bozulma [§8]
ortaya ¢ikmaktadir. Diger bir dikkat edilmesi gereken durum ise birim integral basina
hesaplama stiresidir. Gelistirilen ifadelerin yapisindaki matematiksel zorluklardan
dolayi birim integral bagina hesaplama siiresi olduk¢a uzun zaman alabilmektedir. Basit
bir molekiiliin hesaplanmasinda bile milyonlarca molekiiler integral ortaya ¢ikmaktadir.
Bu durum, molekiiler 6zelligin hesabinin olduk¢a uzun zaman almasini gerektirir.

Ortme integralleri basta olmak iizere diger cok merkezli molekiiler integrallerin
etkin ve giivenilir hesabi i¢in uygun atomik orbital se¢imi ¢ok Onemlidir.
Hesaplamalarda en ¢ok kullanilan atomik orbitaller Gaussian Tipi Orbitaller (GTOs)
[15] ve Slater Tipi Orbitallerdir (STOs) [16, 17]. STOs, tam ve kesirli n bas kuantum



sayil1 Slater Tipi Orbitaller (sirasiyla, x-ISTOs ve x-NISTOs) olmak {izere iki bigimde
tanimlanir. y-ISTOs ve x-NISTOs en basit analitik yapiya sahip atomik orbitallerdir. -
NISTOs'm kullanimi1 ilk kez Parr ve Joy [18] tarafindan 1951 de Onerilmistir. STOs
elektronun davranisini, yani ¢ekirdegin yakininda zirve kosulunu (cusp condition) [19]
ve c¢ekirdekten ¢ok uzak mesafelerde iistel (exponansiyel) azalmay1 [20], GTOs'e gore
daha iyi tanimlamaktadirlar. Bu durum, STOs kullanilarak HFR denkleminden alinan
sonuglarin deneysel sonuglara daha yakin olmasimi saglar. Bu nedenle, STOs'in
kullanilmasi arzu edilir. Ancak x-ISTOs ve ¥-NISTOs'in bas kuantum sayisina gore
ortogonal olmamalart molekiiler yap1 hesaplamalarinda STOs’nin  kullanimini
kisitlamaktadir.

Tam ve kesirli n bas kuantum sayili Slater Tipi Orbitaller iizerinden ¢ok
merkezli integrallerin hesabi i¢in kullanilan yontemlerden biri y-ISTOs ve y-NISTOs'a
ait toplama teoremleridir (additions theorems). Literatiirde toplama teoremlerinin iki
farkli tiirii yer alir [21, 22]. ilk tiirdeki toplama teoremleri Coulomb Laplace acilimimin
tipik iki bolgeye ayrilmis ifadesidir. Toplama teoremlerinin ikinci tiirii ise tek-bolgeli
toplama teoremidir.

Tek-bolgeli toplama teoremleri, atomik ve molekiiler yapi hesaplamalarinda iki
pargacigin koordinatlarina bagl olan operatorleri ve dalga fonksiyonlarin1 doniistiirmek
icin kullanilir. Ayn1 zamanda, tek-bolgeli toplama teoremleri ¢ok merkezli molekiiler
integral hesaplamalarinda integralleri basitlestirmek i¢in olduk¢a uygundur. Kullanimi
avantajli bir yontemdir. Ayrica hesaplamalarda iki bolgeli toplama teoremine gore daha
etkilidir. Tek-bolgeli toplama teoremleri simetrik ve simetrik olmayan tek-bolgeli
toplama teoremi olmak tiizere iki tiire ayrilir. Bu iki tiir agilim katsayilarina gore
birbirinden farklidir. Simetrik ve simetrik olmayan tek-bdlgeli toplama teoremlerinin
acilim katsayilar1 sirastyla, STOs ve o dz-siirtiinme kuantum sayisini iceren S 6z-
sirtiinme ortme integralleridir.

Bu tezde tam ve kesirli n bas kuantum sayili STOs {izerinden a* 6z-siirtiinme
kuantum sayisina baglh Oz-siirtiinme Ortme integrallerinin  hesabint  sunduk.

Hesaplamalarda Guseinov tarafindan onerilen standart konvensiyonda tanimlanan tam
ortonormal L|J(pf) 0z stirtinme dstel tipli orbital (Lp(pf) — SF ETOS) kiimelerinin

yardimiyla elde edilen tam ve kesirli n bas kuantum Slater tipi orbitallere ait bir-

merkezli tek-bdlgeli toplama teoremlerini [23] kullandik. Elde edilen analitik ifadelere



dayal1 bilgisayar hesaplama algoritmalarint Matematica 8.0 kullanarak olusturduk. Bu
algoritmalar yardimiyla S 6z-siirtinme 6rtme integrallerinin hesabmi  yaptik.

S §z-siirtiinme Srtme integrallerinin hesabinda ortaya cikan seri agilim formiillerinin
seri degerlerinin yakinsamasini orbitallerin konumu ve y-NISTOS’in parametrelerinin
keyfi degerleri i¢in belirli durumlar hesaplayarak inceledik. Elde ettigimiz sonuglarin
literatiir ile karsilagtirilmasini yaptik.

Calismanin ikinci boliimiinde temel bilgi olusturmak amaciyla daha once
yapilmis olan yaklasim yontemleri hakkinda bilgiler sunduk. Molekiiler integrallerin
¢oziimiinde kullanilan baz fonksiyonlarmin 6nemini vurguladik. Bu baz

fonksiyonlarindan GTOs ve STOs hakkinda bilgiler sunduk. Ugiincii béliimde tam
ortonormal L|J(pf) — SFETOs kiimelerini tanittik. x-ISTOs ve x-NISTOs iizerinden L|J(pf)-

tam ortonormal standart baz fonksiyon kiimeleri kullanilarak elde edilen tek bolgeli
toplama teoremlerini ifade ettik. Ortme integrallerinin fiziksel yorumu hakkinda bilgi
verdik. Dordiincii bolimde y-ISTOs ve y-NISTOs iizerinden a* indisine bagli drtme
integrallerini hesapladik. Besinci bolimde elde ettigimiz bulgular, literatiirde yer alan

bulgular ile karsilastirdik ve sonuglari tablolar halinde sunduk.



BOLUM 2

GENEL BIiLGILER

2.1. Atom ve Molekiiliin Kuantum Mekaniginde Hartree Yontemi

Cok elektronlu atom ve molekiiller icin Schrodinger denklemi tam olarak
¢oziilememektedir. Bu nedenle c¢ok elektronlu sistemlerin fiziksel 06zelliklerini
incelemek amaciyla 1928 yilindan giintimiize kadar ¢ok sayida yaklasik yontem ileri
striilmiistiir. Cok elektronlu atomlar ve molekiiller i¢in elektronik yapi hesabinda
kullanilan yaklagim yontemlerinden biri molekiiler orbital teoridir [2]. Molekiiler orbital
teori igerisinde gelistirilen tiim yaklasiklarin temel hedefi zamandan bagimsiz

rolativistik etkilerin ve spin-yoriinge ¢iftleniminin ihmal edildigi

Hy = Ey (2.1)

ifadesi ile verilen Schrddinger denklemini ¢dzmektir. Burada H, bir molekiil
icerisindeki ¢ekirdek ve elektronlarin katkisi ile olusan Hamiltonyendir. E toplam enerji,
U ise toplam dalga fonksiyonudur.

Hartree atomik birimlerinde (a.b.. A =1, m., =1, |e|] =1, 4mg, = 1) ifade

edilen molekiiler sistem i¢in Hamiltonyen

N Vz MVZ N M 7 N N 1 M M 7.7
% B DN T
2 2 A+ r + RAB ( )

ile tanimlanir. Burada , M c¢ekirdek sayisini, N elektron sayisini belirtir. Z,, A.

¢ekirdeginin yiikiint; rya, A. ¢ekirdege gore . elektronun bagil koordinatini; ry,, W



elektron ile v. elektron arasindaki uzakligi (ry, = |ru — r\,|) ; Rap 1se A. ¢ekirdek ve B.
¢ekirdek arasindaki uzakligi gosterir. Denklem (2.2) deki ilk iki toplam sirasiyla,
elektronlarin ve g¢ekirdeklerin kinetik enerji islemcisini, {igiincii toplam elektronlar ve
cekirdekler arasindaki Coulomb ¢ekim enerji islemcisini, dordiincii toplam elektronlar
arasi1 Coulomb itme enerji islemcisini, besinci toplam ise ¢ekirdekler arast Coulomb
itme enerji islemcisini ifade eder.

Denklem (2.2)'nin ¢oziimii i¢in bazi yaklasikliklar yapmak gerekmektedir.
Molekiiler sistemde, ¢ekirdegin kiitlesi elektronun kiitlesinden yaklasik 1800 kat biiyiik
oldugundan ¢ekirdekler elektronlarin yaninda hareketsiz kabul edilebilirler. Bu nedenle,
cekirdegin kinetik enerji terimi elektronun kinetik enerji terimi yaninda ihmal
edilmektedir. Elektron ve ¢ekirdeklerin hareketlerini ayiran bu yaklasim Born-
Oppenheimer yaklasimi olarak bilinmektedir [1]. Ayrica gekirdekler elektronlara gore
durgun kabul edildikleri i¢in g¢ekirdekler arasi uzaklik sabit olur. Bu durum, (2.2)
ifadesindeki son terim olan ¢ekirdekler arasi Coulomb itme enerji islemcisinin sabit
olmasina neden olur.

Cekirdeklerin hareketsiz oldugu yaklasiklik altinda molekiiler Hamiltonyen
sadece elektronlardan gelen katkiyla olusan elektronik Hamiltonyen ve sabit olan

cekirdekler arasi toplam Coulomb itme enerji islemcisinden olusur:

M M 7.7
ﬁ:ﬁe+zz ATB (2.3)
RAB

~ NVfl N M Z, N N 1
He=27‘227+22r—- (24)

yapisindadir.
Cok elektronlu atom ve molekiillere ait tiim hesaplamalarin baslangic noktasi
merkezcil alan yaklasimidir. Bu yaklasimdaki temel diisiince, atom durumu i¢in atoma

ait her bir elektronun, ¢ekirdek ve diger tiim elektronlarin olusturduklari etkin ve



kiiresel simetrik olan V(T¥) potansiyelinde hareket etmeleridir [24]. Potansiyel, kiiresel

simetriye veya merkezcil alana sahiptir. Yani V(¥) =V(r) dir. Burada r=

\/m elektronun ¢ekirdekten olan uzakligidir. Lineer molekiil durumunda
V(F) potansiyeli eksensel simetriye sahiptir. Lineer olmayan molekiillerde ise
molekiiliin simetri grubunun doniisiimlerine gore ortalama potansiyel degismez,
invaryant kalir.

V(¥) ortalama potansiyelinin bulunabilmesi igin Hatree [25] kiiresel simetrik
atomlar i¢in perdelenmis alan yaklasimini onermistir. Bu perdelenmis alan yaklagimi
molekiiller i¢in de genellestirilmistir [1]. Perdelenmis alan yaklasimini fiziksel acgidan
anlamak i¢in atom durumunu incelemek yeterlidir. Atom durumu i¢in kullanilan mantik

molekiiller i¢cin de gegerlidir.

2.2. Perdelenmis Alan Yaklasimi

Perdelenmis alan yaklasimi cok elektronlu atom ve molekiillere ait tim
hesaplamalarin baslangi¢ noktasini olusturur.

Bu yaklasima gore N sayida elektrona sahip bir atomda g6z Oniine alinan bir
elektronun, ¢ekirdek ve geriye kalan (N-1) tane elektronun olusturdugu etkin ve kiiresel
simetrik V(r) potansiyelinde hareket ettigi diistintilir.

N elektronlu bir atom i¢in Hamiltonyen asagidaki gibi yazilabilir:

a h? N Ze I e
=D " ‘;r— Zr— (2:5)

:1 B

Buradaki terimlerin fiziksel anlamlar1 sOyledir: birinci terim N elektronlu atomda
elektronlarin kinetik enerjileri, ikinci terim elektronlarla ¢ekirdek arasindaki etkilesim
potansiyeli, iiclincii terim ise elektronlar arasindaki Coulomb etkilesim potansiyelidir.

N elektronlu bir atomun fiziksel 6zelliklerinin incelenebilmesi igin (2.5) ifadesi
Schrodinger dalga denklemi (2.1) de yerine yazilarak ¢6ziim yapilmasi gerekir. Coziim
icin pertiirbasyon yaklagimi uygulanmalidir. Ancak pertiirbasyon yaklasiminin
uygulanabilmesi i¢in Hamilton islemcisindeki ilk iki terimin {i¢ilincii terim olan
elektronlar arasi Coulomb etkilesim teriminden ¢ok biiyiikk olmasi gerekir. Oysa

deneyler ve teorik incelemeler gostermistir ki, elektronlar arasi ortalama etkilesme



enerjisi, elektronlarla g¢ekirdek arasi ortalama etkilesme enerjisi civarindadir. Bu
nedenle, tiglincii terim pertlirbasyon terimi olarak kabul edilemez. Coziim yapilabilmesi
icin elektronlar arast Coulomb etkilesim potansiyelinin azaltilmas1 gereklidir.
Hartree'nin  Onerdigi merkezcil alan yaklasimi ile bu durumun istesinden
gelinebilmistir.

Hamilton islemcisindeki elektronlar arast Coulomb etkilesim potansiyelinin
azaltilmasi i¢in atom iki limit durumunda incelenebilir:
I. Limit Durumu: Incelenen elektron, sistemin diger elektronlarindan ¢ok uzaktaki bir
konumda oldugunda:

Bu durumdar, >>r, very, = r,olur.
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Sekil 2.1 Incelenen elektronun gekirdekten ¢ok uzak oldugu durum

Perdelenmis alan yaklasiminda p. elektron ile geriye kalan elektronlar arasindaki

Coulomb etkilesmesi
e e e?(N—1
Y —x=N1= cW-1 (2.6)

bicimi alir. p. elektronunun hareket ettigi alanin potansiyeli

2 2 _ _ _ 2
V@) = _Zri_l_ e (l\i n_ [z (l\i Dle @7
1 1 1

yapisinda olur. Denklem (2.7) den goriildiigi gibi incelenen elektron, Z yiikiiniin
olusturdugu alanda degil Z — (N — 1) yiikiiniin olusturdugu alanda hareket etmektedir.



I1. Limit Durumu: Incelenen elektron, sistemin diger elektronlarina gére ¢ekirdege cok

yakin bir konumda oldugunda: Bu durumda r, <<, olur.

Sekil 2.2 Incelenen elektronun ¢ekirdege ¢ok yakin oldugu durum

Incelenen p. elektron geriye kalan elektronlar1 a yaricapli bir kiire yiizeyinde
toplanmis yiikk gibi goriir. Elektrostatikten bilindigi gibi, yarigapt a olan kiire
yizeyindeki e’ elektrik yiikii dagilimmnin kiire iginde olusturdugu elektrik alanin
potansiyeli sabittir.

Buna gore incelenen p. elektronun geriye kalan elektronlarla arasindaki

Coulomb etkilesmesi

e2 ee (N—1)e? _
Z —_—=— = T = sabit (28)

QL

denklemi ile; . elektronun hareket ettigi alanin potansiyeli ise

Ze? e*(N—-1) Ze? _
V(r,) = ——+——==——+ssabit (2.9)
K ry a ry

yapisinda olur. Bulunan bu potansiyeller (2.5) ile verilen Hamilton islemcisine eklenip

cikartildiginda Hamilton islemcisi degismez

=~

NgE

N —flz
<E Vﬁ + V(I'p_)> +
pu=1 u<v

=
Il

N
Ze? . e?
- V@i +Z— . (2.10)
N\ Ty Iy
Hy w
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Burada H, bagimsiz elektron i¢in Hamilton islemcisini, W ise kalan etkilesimleri
gostermektedir. Denklem (2.10) da H, » W oldugu igin pertiirbasyon yaklagimi
uygulanabilir. Kuantum mekanigine gore pertiirbasyon teorisini uygulamak icin W = 0
durumunda Hyyry = Eqy Schrodinger denkleminin incelenmesi gerekir. Pertiirbasyon
teoreminin sifirme1 yaklasiminda, yani W = 0 durumunda, elektronlar arasi Coulomb
etkilesme enerjisi sifira esittir. Bu nedenle, W = 0 durumu atom ve molekiiliin bagimsiz
elektronlar modeli adim alir.

Atom ve molekiiliin bagimsiz elektronlar modeline gére Schrédinger denklemi

N
—h2
Z (—Vﬁ + V(Fu)> Yo(ry, 1y .oory) = EqUg(ry, 1y .. Ty) (2.11)

2m
pu=1

yapisindadir. Burada V(¥,) hakkindaki tek bilgi simetri 6zelligine sahip olmasidir.
Denklem (2.11) de her bir elektronun koordinati geriye kalan elektronlardan
bagimsizdir. Bu sebeple ¢6ziim igin degiskenlerine ayirma yontemi uygulanabilir.

Boylece (2.11) nin ¢6ziimii asagidaki gibi elde edilir:

L|J0(I‘1, 1‘2 e .I‘N) - ul(rl)uZ(rz) e ..uN(I‘N) (2.12)
N

Eo=¢ +& +-+ey =Z£”' (2.13)
=1

Burada r, = x,,y,, z, (u1=1,2,..N) dir; &, ve u, ise bagimsiz elektron modeline gore
sirasiyla, p. elektronun enerjisi ve dalga fonksiyonudur. Denklem (2.12) ve (2.13),
(2.11) denkleminde yerine yazilip degiskenlerine ayirma yontemi uygulandiginda N

tane tek elektronlu dalga fonksiyonu igin asagidaki denklemler elde edilir:

hZ
<— S—Vi+ Vl(rl)) u; (ry) = £1uy(ry)

2m

hZ
<— ﬂvg +V, (rz)) uy (rz) = gxu(r2)
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m

<_ Zh_zvg + vu(rl)> u,(ry) = gau,(ry)

<_ %Vﬁ + VN(rN)> UN(FN) = SNuN(rN) (2.14)

Atomda elektronlar 6zdes oldugundan bu denklemlerden biri ¢oziilebilirse
digerleri de ¢dozmiis olur. Boylece, merkezcil alan yaklasimi kullanilarak N elektronlu
problem bir elektronlu probleme indirgenmis olur. Bir elektronlu Schrédinger denklemi
kolaylikla ¢oziilebilir.

Merkezcil alanda hareket eden elektronun Schrodinger denklemini c¢ozerken
elektronun durumu n bas kuantum sayist (n = 1,2,3,...), | yoriingesel (azimutal)
kuantum sayist (0<!<n-—1), m; manyetik kuantum sayis1 (=l <m; <) ile
belirlenir.

Merkezcil alan durumunda atom ¢ekirdeginden gegen herhangi bir eksen
etrafinda donmeye gore simetri Ozelligi vardir. Bu simetri 06zelliginden dolay1
elektronun agisal momentum vektorii korunur. Kuantum mekaniginde, agisal
momentum vektdriinlin  boyutunun korunmasi orbital kuantum sayisina, yoniiniin
korunmasi ise manyetik kuantum sayisina baglhidir [28]. Bu korunum kanunlarindan
bulunan agisal momentumun karesi (L?) operatériiniin ve agisal momentumun z bileseni
(L,) operatoriiniin 6z degerleri sirasiyla, | ve m; kuantum sayilariyla ifade edilir. [
kuantum sayis1 yoriingede hareket etmekte olan elektronun agisal momentumunun
biytikligiinii belirler. m; ise elektronun bulundugu orbitali belirler.

Merkezcil V(r) alaninda hareket eden elektronun H, I? ve L, operatdrleri
komiitatifdir (yer-degistirebilir). Kuantum mekanigine gore, komiitatif operatorlerin 6z
fonksiyonlar1 aymdir. Komiitatif operatorlerin 6z degerleri ise aym1 anda olciilebilir.

Bundan dolay1 bir elektronlu Schrédinger denklemi

hZ
<— %VZ + V(F)) Upm, () = Uy, (F) (2.15)

biciminde yazilir ve asagidaki 6zdeger, 6zvektor denklemleri saglanir:

12



LUy, () = A2L( + 1) Upygyn, (), (2.16)
Zzunlml(fz) = hmlunlml(?)- (2.17)

Merkezcil alan yaklasimindan bulunan u,;,,,, (¥) 6z fonksiyonu radyal ve kiiresel

olmak iizere iki fonksiyonun ¢arpimindan olusur:
unlml(F) = Upimy (7,0, (P) =Ry, (r)Ylml(H, (,0) . (2.18)

Radyal kisim ve kiiresel kisim, (2.15) denkleminde degiskenlerine ayirma yontemi
uygulanarak bulunur. V(r) potansiyeli kiiresel simetrik 6zellige sahip oldugu ig¢in
atomlara ait Schrodinger denkleminin agisal kisminin ¢6ziimii her zaman Y, (6, )
kiiresel harmonik fonksiyonlaridir. Y;,,, (6, @) kiiresel harmonik fonksiyonlar I?vel,

operatdrlerinin 6z fonksiyonlaridir. Radyal kismin ise

h% d*  n?0+1)
(—% 5 +V<r>>Rm<r) = eniRu(r) (219)
denkleminin ¢oziimiinden bulunur. R,;(r) nin bulunabilmesi i¢in V(r) merkezcil
potansiyel ifadesinin belli olmasi1 gerekir.

Cok elektronlu atomun dalga fonksiyonu (2.12), serbest hareket eden tek
elektronlu dalga fonksiyonlarinin ¢arpimindan olustugundan Pauli ilkesini (ayirt

edilmezlik) saglamamaktadir.

2.3 Secilmezlik ilkesi

N elektronlu atomun Hamilton islemcisinde iki terimin yerlerinin degismesi iki
elektronun yer degistirmesi demektir. Bu durum atoma ait Hamilton islemcisini
etkilemez. Hamilton islemcisi 6zdes pargaciklarin koordinatlarinin yer degistirmesine

gore simetriktir. Ozdes parcaciklarm bu 6zelligi secilmezlik ilkesi olarak adlanr.
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Bilindigi gibi, dalga fonksiyonunun kendisi bir anlam igermeyip olasilik
yogunlugunun bir anlami vardir. N elektronlu atomda iki elektronun yerleri degismeden
ve degistikten sonraki olasilik yogunluklarima bakildiginda olasilik yogunlugu

degismez:

|Bow(ry, 12,1y, rv,...,rN)|2 = [U(ry, 12 1y r\,,...,rN)|2 (2.20)

Burada ﬁ#v elektronlarin yerlerini degistiren sira degistirme operatoriidiir. Hermityenlik
Ozelligine sahiptir.

Denklem (2.20)'e gore ¢ok elektronlu sistemin fiziksel durumundaki degisiklik
elektronlarin yer degistirmesine gore ayirt edilemezdir. Buna o6zdes parcaciklarin
secilmezligi denir.

Ozdes parcaciklar kuantum mekanigine gore secilmezdirler. Ozdes pargaciklar:
deneysel olarak Dbirbirlerinden ayirmak miimkiin degildir. Bu parcaciklarin
secilmezliginden yararlanarak periyodik tablo, kovalent bag gibi 0&zellikler
aciklanabilmektedir.

Secilmezlik ilkesi doganin 6nemli kanunlarindan biridir. Tiim etkiler dikkate
alindiginda bile gecerlidir. Sadece elektriksel kuvvetlerin dikkate alindigi durumda
secilmezlik ilkesinden Pauli ilkesi bulunur. Pauli ilkesi, se¢ilmezlik ilkesinin ozel
halidir

Schrodinger dalga denkleminin ¢6ziimiinden elde edilen dalga fonksiyonlarina
sira degistirme operatorii etkidiginde bu fonksiyonlarin bazilarinin degismeden kaldig:
bazilarinin ise isaret degistirdigi belirlenmistir. Sira degistirme operatoriiniin etkisinde
degismeyen dalga fonksiyonlarina simetrik dalga fonksiyonu, isaret degistirenlere ise
antisimetrik dalga fonksiyonu denir. Simetrik dalga fonksiyonuna sahip pargaciklar tam
sayilt spinlere sahiptirler. Bu parcaciklara bozon denmektedir. Antisimetrik dalga
fonksiyonuna sahip pargaciklarin spinleri ise kesirli sayidir. Bu parcaciklar da fermiyon
admi almaktadir. Fermiyonlara 6rnek olarak elektron, proton, ndtron verilebilir. Pauli
1924 wyilinda elektronlar sisteminin dalga fonksiyonunun anti-simetrik olmasi

gerektigini géstermistir.
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2.4 Hatree-Fock Yaklasimi

Fock, Pauli ilkesini de saglayacak sekilde elektronlarin spinlerini dikkate alarak
cok elektronlu sistemler i¢in Hartree yontemini genellestirmistir. Bu yontem literatiirde
Hartree-Fock (HF) yaklagimi olarak adlandirilmistir [27]. HF yaklasiminda da tek
elektron dalga fonksiyonu kullanilir. Ancak sistemin dalga fonksiyonu, antisimetri

Ozelligini saglayacak sekilde segilir.

Bagimsiz elektronlardan olusan N elektronlu atomun antisimetrik dalga

fonksiyonu Slater determinant1 bigiminde [16] asagidaki gibi yazilir:

Un, (x1) Un, (x1) . - Upy (x1)
1 (un, (2)  up,(x2) - . Uny(%2)

wa(xl,xz,...,x,\,) =W . (221)
unl (xN) unz (xN) ' ' unN (xN)

Burada N parcacik sayisini gosterir, \/% normalizasyon katsayisidir. Bu Kkatsayi

asagidaki esitlik kullanilarak hesaplanir:

flp[; (%1, %5, e, XN)Wa (X1, X5, o, xy)dT =1 (2.22)

Burada dt elektronlarin uzay koordinatlarina gore integral, spin koordinatlarina gore
toplam alindigini ifade eder.

Denklem (2.21) Pauli disarlama ilkesini saglar. Ciinkii Slater determinantinda iki
satir ayn1 oldugunda determinantin degeri sifir olur. Bu durum Pauli disarlama ilkesine
karsilik gelir. Slater determinantinda iki satirin yer degistirmesi ise determinantin
isaretini degistirir. Bu durum da Pauli antisimetrilik ilkesine karsilik gelir.

Denklem (2.21) deki up, Pauli disarlama ilkesi geregince birbirinden farkli olan
atom spin orbitalleridir. Spin etkileri gz oniline alindiginda spin dalga fonksiyonu

un, (o) ile ifade edilir. Burada mg spin kuantum sayisi (mg = i%) ve o spin
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koordinatidir (o = i%). Bu durumda atom spin orbitali adin1 alan bir elektronlu dalga

fonksiyonu asagidaki yapiya sahiptir:

unlmlms(x: Y,2,0) = unlml(x' Y, Z)ums(o-) . (2.23)

HF metodu varyasyon esasina (enerjinin minimum olmasi) dayanmaktadir [28].
Varyasyon prensibine gore determinant dalga fonksiyonunu kullanarak N elektronlu

atomun toplam enerjisi,
* HeWadt (2.24)

ile verilir. W, normalize ise (2.24)’iin paydasi 1 olur. Burada H,, sistemin Hamiltonyen
operatorili, P5 ise keyfi secilen deneme dalga fonksiyonudur. Buna gore, istenilen
deneme fonksiyonuna gore bulunan enerji degeri, sistemin gergek durum enerjisinden

(Eo) kiiglik olamaz. Yani,
E > E, (2.25)

olmalidir. Bu yiizden sistemin durum fonksiyonunu bulmak i¢in (2.25) ifadesini goz

oOniine alarak fonksiyonun minimumunu olusturmak gerekir. Bunu yapmak i¢in,

5 f Yy (He —E)Ppadt =0 (2.26)

varyasyon denklemi ¢6ziilmelidir. Denklem (2.24)

N 2 2 N 2
. =~ Z , (—h°_, Ze Z . €
E= LPA HelpAdT = u n; mvi - I'_l Up; dt + u n; r—ijunjd’[.' (2.27)
i=1 i<j

seklinde yazilir. Burada bir elektronlu islemci
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. —h? Ze?
= y2_
f) = 5oV - (2.28)

ve iki elektronlu islemci

. e’

f(ry) =— (2.29)
ri]-

olarak tanimlandiginda enerji ifadesi

N
e
E= ZJu;if(ri)uni dr+qu‘r‘liu ;j;uniunjdvldvz

N 2
i=1 i<j Y

N
2
e
- Z]u;_u;,—un,un_dvldvz (2.30)
= 1 ] r‘i]- ] 1

elde edilir. Enerji ifadesindeki birinci terim elektronlarin kinetik enerjisi ve elektronlarla
cekirdek arasindaki etkilesim enerjisidir. Ikinci terim Coulomb etkilesim enerjisini ve

ticlincii terim de degis-tokus etkilesim enerjisini belirtir.
2 * * 1
]ij =e U; (1)11] (2) 1“_ ui(l)u]' (2)dV1dV2 (23 1)
12

(2.31) yapisinda tanimlanan integral Coulomb integrali olarak isimlendirilir. Bu integral
iki elektronun yiik dagilimlariin karsilikli etkilesmelerini ifade eder ve elektronlarin

spin durumlarindan bagimsizdir
1

K= e [ i (5@ =y DAY, 232)
12

Denklem (2.32) ile verilen integral degis-tokus integrali olarak isimlendirilir. Bu

integral, elektronlarin 6zdesligi ve antisimetrik dalga fonksiyonlar ile ifade edilmeleri
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sonucu ortaya c¢ikmistir. Degis-tokus integrallerinin varligi elektronlarin spin
durumlarinin ayn1 olmasina baglidir.

Denklem (2.26) ile ifade edilen varyasyon denklemi ¢oziildiigiinde, Hartree-
Fock denklemleri elde edilir. HF denklemleri,

-~

Fui = & (233)

seklinde verilir. Burada ¢;, i. atomik orbitaldeki elektronlarin enerjisi; F ise Fock

islemcisidir. HF metodu biitiin elektronlarin etkilesmelerini dikkate alir. Fock islemcisi,

L1, Za
F=—oVi- Z — o+ Vi (1) (2.34)

dir. Vyp(ry), Hartree-Fock potansiyelidir ve

N

Var() = (5 = Ry(r) (235)

]

ile tanimlanir. Burada ;(r;) ve K;(r;) swrasiyla, Coulomb islemcisi ve degis-tokus
islemcisidir. Bu islemciler, Coulomb ve degis-tokus integrallerinin tek elektronlu

degiskenler cinsinden ifade edilmelerini saglarlar. Asagidaki bicimde ifade edilirler:

1
I

Ji(r) = f u? () —u;(r,)dr (2.36)

- 1
Ritr) = [ i) —uirp)drs, (2:37)

Varyasyon ilkesiyle elde edilen HF denklemleri (2.33) hem diferansiyel hem de
integral terimleri igermesi nedeniyle integro-diferansiyel denklemler olarak
isimlendirilir ve yalnizca sayisal olarak ¢oziilebilir. Bu denklemlerin ¢6ziimii atomlar

[29] ve iki atomlu molekiiller i¢in [30] yapilabilmektedir. Ancak {i¢ ve daha fazla atom
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iceren molekiillerin incelenmesinde HF denklemleri kullanilamaz. Ayrica orbitalleri
temsil eden analitik ifadeler bulunmadigindan, sistemin dalga fonksiyonu analitik bir
fonksiyon olarak ifade edilemez. Bu sebepten HF yontemi, molekiillerin yap1 ve

Ozelliklerin incelenmesinde yeterli degildir.

2.5. Hartree-Fock-Roothaan Yaklasimi

HF denklemlerine analitik ¢6ziim bulmak ve uygulanabilir hale getirmek igin
baz fonksiyonlarindan faydalanilir. Bu diisiince Roothaan [2] ve Hall [31] tarafindan
birbirlerinden bagimsiz olarak gelistirilmistir. Dalga fonksiyonunun analitik ifadesini
elde etmek i¢in atomik orbitallerin lineer birlesimi (LCAO (linear combination of
atomic orbitals) yontemi HF yaklasiminda kullanilmistir. LCAO yaklasimina gore
molekiiler orbitaller, atom orbitallerinin lineer birlesimi seklinde yazilir. Molekiillere
ait oOzelliklerin hesaplanmasi analitik ¢oziim gerektirdigi i¢in sayisal ¢ozliim yerine
analitik ¢ozlim yapilarak baslanir. Bu yontemin atomlar i¢in elde edilen sonuglari
molekiillerin hesabinda veri olarak kullanilir.

Atomik-molekiiler kuantum mekaniksel hesaplamalar, u; ile belirtilen atomik

veya molekiiler orbitallerin olusturulmasi ile baslar. u, orbitalleri dnceden segilmis,

analitik ifadesi belli olan baz fonksiyonlarmin lineer birlesimlerinin seri ag¢ilimi

yapilarak yazilir. Tek elektronlu orbitaller u,, elektronik dizgeyi temsil ederler ve
Slater determinant dalga fonksiyonunu olustururlar. u; orbitallerine, bir lineer birlesim

ile se¢ilen baz fonksiyonlarina agilim yapilarak yaklasimda bulunulur.

Roothaan [2] LCAO yaklagimimi kullanarak u, orbitallerini analitik ifadesi

bilinen fonksiyonlarin lineer birlesimleri bi¢iminde ifade etmistir:

M
Uj = z qu Xq (238)
q=1

Burada u; determinant dalga fonksiyonuna ait bilinmeyen i. molekiiler orbitaldir. Cg;

lineer agilim katsayisi, x4 bir elektronlu atomik baz fonksiyonu ve M atomik baz
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fonksiyonlarmin sayisidir.  Analitik  yaklasimin  kullanilmasiyla HF  yaklagimi
molekiillere uygulanabilir hale gelmis ve Hartree-Fock-Roothaan (HFR) yaklagimi
olarak adlandirilmistir. (2.38) ifadesi (2.33) ifadesi ile verilen HF denklemlerinde

kullanilirsa bu denklemler

M M
Z CqPrg =& Z Cai Xq (2.39)
q=1 q=1

yapisim alir. Esitligin her iki tarafi soldan ), ile garpilip integrallenerek elde edilen

lineer denklem sistemi

M

z(qu —&5pq)Cqi=0 ,p=123...M (2.40)
q=1

HFR denklemleridir. Lineer acilim katsayisinin hesaplanabilmesi, bir ve iki elektronlu

iki gesit temel integralin hesaplanmasini zorunlu kilar. Burada, S,q; Xp Ve Xq atomik baz

pas
fonksiyonlar1 arasindaki 6rtme integralidir. Ortme integrali, q atomunun elektron

bulutuyla p atomunun elektron bulutunu 6rtme olasiligini verir ve

Spq = jX;) (Fl)Xq(?l)dvl (2'41)

esitligi ile ifade edilir.

Ortme integrali iki atomik orbitalin ne derece ortiistiigii hakkinda bilgi verir. —1
ve +1 araliginda degerler alir. Sifirdan kiigiik olan durumlarda karsit bag olusumunu,
sifir durumunda baglanmama durumunu ve sifirdan biiylik olan durumlarda ise
baglanma durumunu ifade eder. Ozel bir durum olarak értme integralinin degerinin bir

olmasi tam ortlismeyi ifade eder ve bu ancak 6zdes iki atom arasinda miimkiindiir.
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Sekil 2.3 iki atom arasindaki 6rtme

Denklem (2.40) deki Fpq, Fock islemcisi olarak adlanir ve iki kisimdan olugur:

Fpq = Hpq + Gpq (2.42)

* - 1 2 ZA -
Hoq = [ 1 ()| =572 = D =[x, (243)
— A1

Gog = ) ) €y Cyy (2150 — 155). (2.44)
r,s

j

Esitlik (2.43)’da ra;, A atom ¢ekirdegi ile elektronlar arasi uzaklik; Z, ise A atom
cekirdeginin yiikiidiir. (2.44) de j kapali molekiiler orbital sayisina; p, q,r, s ise atomun
numaralandirilmis baz fonksiyonu sayisina kadar degisir. 105 ve Ifg iki elektronlu iki {i¢

ve dort merkezli integralleri temsil etmektedir

IEY)

- - 1 - -
12 = {ro| = fsa) = [ [ 26 G —xsGinaGdvav, (245)
12

1))

- - 1 - -
1% = (0] = Jas) = | [ % Gxp0) — xa s i) dviav; (2:46)
12
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Fock (Fpq), 6rtme (Spq) ve Coulomb integralleri HFR denklemlerinde ortaya gikan gok
merkezli molekiiler integrallerdir. Bu integrallerin hesab1 molekiiliin kuantum
mekaniksel olarak en zor ¢dziilebilen problemlerindendir.

Molekiiler integrallerin hesaplanmasindaki zorluklar kuantum mekaniginin
baslangi¢ yillarinda, London ve Heitler’in hidrojen molekiilii {izerine yaptiklari
calismayla ilk kez ortaya ¢ikmistir [32]. Daha sonraki yillarda ise kiiresel koordinatlarin
yerine eliptik koordinatlar kullanilarak ¢ok merkezli molekiiler integrallerin ¢6ziimii
amaglanmistir. HFR yonteminde ele alinan bir ve iki elektronlu sistemlerin sematik

gosterimi Sekil 2.4 de verilmektedir.

a eb

ran

Sekil 2.4 Bir ve iki elektronlu sistem

Cok merkezli molekiiler integraller iizerine yapilan ¢alismalar sonucunda hibrit,
Coulomb ve degis-tokus integralleri gibi bir¢ok integral, iki merkezli 6rtme integrali
yardimiyla ifade edilmistir [12]. Molekiiler integrallerin siiflandirilmas: asagidaki

tabloda gosterilmektedir.

Tablo 2.1. HFR’da kullanilan ¢ok merkezli integrallerin siniflandirilmasi

MOLEKULER INTEGRALLER
Bir Elektronlu iki Elektronlu

Bir merkezli Ortme Bir merkezli Coulomb

Kinetik Enerji Iki merkezli Coulomb

Niikleer Cekim Degis —Tokus
Iki merkezli Ortme Hibrit

Kinetik Enerji Ug merkezli Hibrit

Niikleer Cekim Degis —Tokus
Ug Merkezli Niikleer Cekim Dort merkezli Hibrit
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Birgok bilim adami ve ¢aligma grubu, bu integrallerin hesaplanmasi ig¢in
yontemler gelistirmistir [33, 9, 34, 35]. Cok merkezli integrallerin hesaplanmasi i¢in baz
fonksiyonlarmin se¢imi hem matematiksel hem de orbitalin fiziksel ve kimyasal

Ozelliklerinin en hassas sekilde hesaplanabilmesi agisindan ¢ok onemlidir.

2.6. Baz Fonksiyonlar:

Baz fonksiyonu, incelenen atomun ¢ekirdegi etrafindaki elektronun hareketini
tanmimlayan bir elektronlu dalga fonksiyonudur. Cok merkezli molekiiler integrallere ait
sonuglarin dogrulugu ve hassasiyeti baz fonksiyonlarinin se¢imine baghdir [36].
Bilindigi gibi molekiiler orbitaller atomik orbitallerin lineer birlesimi olarak
yazilmaktadir. Molekiiler orbitaller kullanilarak yapilan teorik arastirmalarin
giivenilirligi, se¢ilen baz fonksiyonuna biiylik 6lgiide baghdir [37]. Cok sayida farkhi
fonksiyon baz fonksiyonu olarak secilebilir. Ancak 6nemli olan fiziksel probleme en
uygun olan baz fonksiyonunu se¢mektir. Bir baz fonksiyonunun kullanisli olmasi igin
iki sart saglanmalidir. Bunlar: baz fonksiyonunun orijinde zirve durumunda olmasi [19]
ve sonsuzda iistel olarak azalmasidir [20]. Bu kosullar matematiksel olarak dalga
fonksiyonunun asimptotik 6zellikleri ile ilgilidir.

Molekiillerin fiziksel ve kimyasal 6zelliklerinin matematiksel ifadelerinde ortaya
cikan ¢ok merkezli molekiiller integrallerin hesabinda Ustel tipli orbitaller (ETOs)
kullanilir. Ustel tipli orbitaller arasinda en yaygim kullanilanlardan biri radyal kisminda
g8 carpani igeren Gaussian tipi orbitaller (GTOs) [15] digeri e ¥ carpani igeren
Slater tipi orbitallerdir (STOs) [16, 17].

2.6.1. Gaussian tipli orbitaller

Boys [15] tarafindan Onerilen Gaussian tipi orbitallerin (GTOs) kiiresel

koordinat sistemindeki analitik ifadesi asagidaki gibi ifade edilmektedir:

Grum ({,7) = Npy(Or™ e =67 5,,,(8, ¢) . (2.47)

Burada, S;,(0,¢@) reel veya kompleks (S;, = Yy,) kiiresel harmoniklerdir. ¢

parametresi, orbital tisstidiir ve N,,({) normalizasyon sabitidir :

23



B 2(2()n+1/2
N, (0) = /m : (2.48)

GTOs’in ¢ok merkezli molekiiler integrallerin hesabinda kullanilmasinin en
biiyiik avantaji, matematiksel agidan kolaylik saglamasidir. ki GTOs’in carpimi, bir
baska GTOs’e esit olur. Boylece ¢ok merkezli molekiiler integraller ¢ok daha basit
ifadelere indirgenmis olur. GTOs’in kullanilmasindaki dezavantaj ise GTOs'in gercek
atomik orbital dalga fonksiyonlarina tam olarak benzememeleridir. Ozellikle, cekirdege

yakin ve ¢ekirdekten uzak mesafelerde deneysel sonuglarla uyum saglamazlar.

2.6.2. Slater Tipi Orbitaller

Slater tipi orbitaller (STOs) hidrojen ve hidrojene benzer atomlar igin
Schrodinger denkleminin ¢oziimiinden elde edilen dalga fonksiyonlarindan ve deneysel
sonuclardan yola ¢ikilarak One siirmiistiir. STOs molekiiler hesaplamalarda en ¢ok
kullanilan orbital tiiriidiir.

Tam ve kesirli n bas kuantum sayil1 Slater Tipi Orbitaller (sirasiyla, x — ISTOs
ve x — NISTOs) atomik ve molekiiler yap:1 hesaplamalarinda atomik baz kiimeleri
olarak kullanilan en basit analitik yapili ETOs tiridir [16, 17, 18]. x — ISTOs ve
Xx — NISTOs sirasiyla,

1
20)+2
Xoim(G, ) = %rme-ﬁs}m(e, %) (2.49)
N
Yorim(G, ) = P -16-S, (0, ) (250)

[C(Zn" + D]/

denklemleri ile verilir. Burada, ¢ perdeleme sabiti ve r atomik orbitalin merkeze olan

uzakligidir. T'(2n* + 1) Gamma fonksiyonudur. S;,,(8, @) kiiresel harmoniklerdir

Slm(e: (P) = P1|m|(cosG)CDm((p) (2'51)
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P}jm| normallesmis Legendre fonksiyonudur.

Kompleks kiiresel harmonikler i¢in;

1.
P () = Ee“““’ (2.52)

Reel kiiresel harmonikler i¢in asagidaki gibi tanimlanir:

1 {coslmlcp m >0 ic¢in 2.53)

@ =7 . . . .
m(®) /1-[(1 + 81m0) sinlm|{¢ m <0 igin

STOs ¢ekirdege yakin ve ¢ekirdekten uzak mesafelerdeki dalga fonksiyonunu iyi
temsil ettigi i¢in sistemin fiziksel 6zelliklerini etkili bir bigimde tanimlarlar.

STOs atomlar ve kiiciik molekiiller i¢in yapilan hesaplamalarda temel
fonksiyonlar olarak kullanilirlar. Fakat bu fonksiyonlar yardimiyla ¢ok merkezli
integrallerin hesaplanmast olduk¢a zordur. Hesaplamalarda kullanilan sayisal
integrasyon teknikleri ¢ok fazla zaman almaktadir. Bu durum daha biiyiikk molekiiller
icin oldukga fazla sorun yaratmaktadir.

GTOs ile STOs arasindaki temel fark GTOs’in sekillerinin tam exponansiyel
olmayisidir. GTOs orjinde daha diizgiin iken STOs daha sivridir. GTOs r’ye baglh

olarak daha hizli bir sekilde azalirlar.

4lr) = & 4ir) = eor®

Slater tip 1s orbital Gaussian tip1s orbital

Sekil 2.5. 1s orbitali igin STOs ve GTOs
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w(r)

Sekil 2.6 STOs ve GTOs’1n r’ye gore degisimi

Denklem (2.50) ile verilen y — NISTOs'm kullanim1 ilk kez Parr ve Joy
tarafindan 1957 de Onerilmistir [18]. Par ve Joy, Helyum (He) ve Hidrojen molekiilii
(H,) igin yaptiklari hesaplamalarda x — NISTOs'in  kullaniminin  etkinligini
gostermislerdir. Bu diisiince, hesaplamalarda ortaya ¢ikan bazi giicliikler nedeniyle
molekiillere ve korelasyon hesaplamalarina az da olsa uygulanabilmistir. Koga ve ark.
[38] tarafindan x — NISTOs ''n minimal baz olarak ele alinip incelenmesi uzun bir
aradan sonra bu konudaki ¢aligmalara tekrar doniilmesini saglamistir. Bu ¢alismalara
ilaveten ¢ift perdeleme sabiti kullanilan x — NISTOs ile de hesaplamalar yapilmistir
[39]. Ancak, x — NISTOs’in genisletilmis baz kiimesiyle yapilmis hesaplamalari tim
atomlar i¢in bulunmamaktadir. Bunun nedeni bu baz kiimesinin kullanilmasi ig¢in
gereken varyasyonel parametrelerin elde edilmesinin oldukg¢a gii¢ olmasidir.

Literatiirdeki calismalardan goriilmiistiir ki, x — NISTOs atom ve molekiil
hesaplamalar1 i¢in y —ISTOs dan daha esnek baz fonksiyonudurlar. Dalga
fonksiyonunun kalitesini artirmaktadirlar ve x — ISTOs’a gore daha iyi enerji degeri
vermektedirler. x — ISTOs ve x — NISTOs atom ve molekiil sistemlerinin fiziksel ve
kimyasal 6zelliklerini temsil etmesi yoniinden deneysel sonuclarla uyum saglamaktadir
[40]. Ancak bu baz fonksiyonlarinin bas kuantum sayisina gore ortogonal olmamalari
cok merkezli molekiiler integrallerin hesaplamalarinda baz1 giigliikler yaratir. Bu
giicliikler de molekiiler yap1 hesaplamalarinda y — ISTOs ve x — NISTOs’in kullanimin
kisitlamaktadir.

Bu giicliikleri ortadan kaldirmak icin Guseinov tarafindan Onerilen standart

konvensiyonda tanimlanan tam ortonormallik 6zelligine sahip llj(pf)- Oz Siirtiinme

26



Ustel Tip Orbital (ljj(pf)-SFETOs) kiimelerinden faydalanilir [23]. Burada p; = 21 +
2 —a* dir, a* 6z-stirtinme (self-frictional) kuantum sayisidir ve tam (a* = a, —o0 <

a < 2) vekesirli (o # a,—o0 < o < 3) degerler alir [41-42].
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BOLUM 3

MATERYAL VE METOD

3.1 Tam Ortonormal Standart ¥(1)-Oz-Siirtiinme Ustel Tipli Orbitaller

Kuantum mekaniginde fiziksel gozlenebilirlere karsilik getirilen cizgisel
operatorler hermityenlik 6zelligini saglamalidir. Cizgisel operatorler hermityen
oldugunda Schrédinger dalga denkleminin, Hy =ey, e<0 ve >0 sartlarm
saglayan vy fonksiyonlar sistemi tam olmahdir. Yani Hilbert uzayinin sartlari
saglanmalidir. Elektronlarin sayis1 iki veya daha fazla olan atomlara ait kuantum
sisteminin ¢oziimil igin tam ortonormal fonksiyonlar kiimesi Hylleraas [44] tarafindan
onerilmistir. Hylleraas, Helyum atomuna ait ¢alismasinda korelasyonu dikkate almak
amactyla HF yontemi disina ¢ikip tam ortonormal fonksiyonlardan yararlanmistir.

Guseinov, Hylleraas’in bu tam fonksiyonlar istemini genellestirerek tam
ortonormal standart konvensiyonda (P)-Oz Siirtinme Ustel Tipli Orbital (y(Pi)-
SFETOs) kiimelerini [42, 23] Onermistir. Burada p; =21+ 2 —a* dir ve a" 0z-
stirtinme kuantum sayisidir; tam a* = a, (—oo < a < 2) ve kesirli " # a, (—o <
a* < 3) say1 degerlerini alir. w(pf)-SFETOs kiimesi tam oldugu i¢in Hilbert uzayinin
baz fonksiyonlart olarak kullanilabilirler. Y(PI)-SFETOs radyal béliimiinde L% (x)

Laguerre polinomlarini igermektedir. Burada p indisi tam say1 degerleri alirken q indisi
hem tam hem de kesirli degerler alabilmektedir. Indisler hakkindaki bu durum

matematikte standart konvensiyon olarak adlandirilmaktadir.

Tam ortonormal standart Lp(pf)-SFETOs'm analitik ifadesi asagidaki gibidir:

PP @) = RED (g 1) (6, ) (3.1)
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dir. Burada S;,,(6, @) normalize kompleks (S;,(6, @) = Y1, (6, ®)) veya reel kiiresel

harmoniklerdir
Sim(6, @) = P (cos 8) P, () . (3.2)

Pjjm|(cos ®) normalize asosiye Legendre fonksiyonlaridir. (3.2) ifadesi kompleks

kiiresel harmonikler igin:

1 .
D (@) = Nor e'm® (3.3)

ve reel kiiresel harmonikler igin:

o)== {000 020 G4)
olarak tanimlanir.

Denklem (3.1) deki radyal ifade

RV D = @0 RGVw), 35)
R®D () = 02100 ) (3.6)

yapisinda tanimlidir. Denklem (3.6) daki LEEI)(X) 0z stirtinme Laguerre polinomlari

olarak adlanir [23] ve asagidaki gibi ifade edilir:

CIFN Flan+1) o kA
Lnl (X) - (1’1 _ (l + 1))' F(pf + 1) 1F1( [n (1 + 1)]' P1 + 1'X)
_ Z £ Pn-0) (3.7)

n=l+1

29



Burada x = 20r, py =214+ 2—-a", qp=n+1+1—a*, —oo < a* < 3 dir. Denklem
(3.7) deki ;F;(m;y;x) konfluent hipergeometrik fonksiyondur ve (1), Pochhammer

sembolii yardimiyla asagidaki gibi tanimlanir:

1F1(;v;%) —k=0 O (3.8)

r k
Mo=1 Mk=n+DOM+2)...n+k-1) =% (3.9)
Denklem (3.8) ve (3.9) goz Oniine alinarak
Fy(—In— (+ DI pj + 1;x) = Z e
o R R )
(3.10)

biciminde yazilabilir [45]. Buna gore (3.7) 0z siirtlinme Laguerre polinomu

n
10D () = M(gn+1) Z (== Q0+ DDy_qsyy x0TV
=+ +1 & Ei+ Doy =0+ D]
(3.11)
yapisini alir. Denklem (3.7) deki A , (pl) acilim katsayisi asagidaki gibidir:
1
e o1 [(2n)PIT(qh + D]? o T(qh+1
Ar(lp:]l)l _ 5 O @n)PT(gn + DI _ 5931)1 (qn+1) , 3.12)
(n—Q+ D) T (n=Q0+D)!
1(1?]1)1 ve é(pl) katsayilar1 sirasiyla,
1
: I'(qp +1 2
a-') g;’]l)l — ~(pl)l l (qn ) (313)
(2n)p1 n—(+ 1))
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DI _ (=[n = A+ DDy-asn)
" T+ DO + Dy—aen(n — A+ D)!

(3.14)

yapisindadir.

Oz siirtiinme Laguerre polinomlar asagidaki ortogonallik bagintisini saglar:

F'(qh+1)

(pi) -
X)L X)dx = 1= 1) o’ -

n'-1-1

(3.15)

n-1-1

J. e X Xpik L(pf)
0

Oz siirtiinme Laguerre polinomlarinin ortogonalligi Ek A da gdsterilmistir.

Denklem (3.1) ile verilen w(pik)-SFETOs, cekirdek ¢ekim potansiyeli ve

pargacigin kendisi tarafindan iiretilen alanin potansiyelini iceren VIE{JI)(Z, r) merkezcil

simetrik potansiyeli i¢in yazilan Schrodinger denkleminin ¢oziimiidiir [42].

1 . . -
A AR ] [T (R (2 (316)
V@ =u,@n + v (3.17)

(3.17) denklemindeki VIE{) ‘)(Z, r) toplam potansiyeli, ¢ iistel perdeleme sabitine, n bas
kuantum sayisina, | agisal momentum kuantum sayisina ve a* 6z siirtinme kuantum

sayisina baghdir.
Vg)l)((, r) potansiyeli, U,(,r) cekirdegin ¢ekim potansiyeli ve US’I)(Z, r) Lorentz
kuantum siirtiinme potansiyelinden (yer degistiren bir noktada parcacigin kendisi

tarafindan {iretilen alanin potansiyeli) olusmaktadir [46].

Cekirdek ¢ekim potansiyeli:

2

2¢
U,(Gr) = - h, X= 2(r (3.18)
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ve Lorentz kuantum stirtlinme potansiyeli;

(@ - 1)L )

(Pf) n—1-2
U "@Gr =1+ - (3.19)
‘ nof)

bigiminde tanimlanir. Buradap; =214+ 2 — o, qy =n+14+1— " dir.
Kuantum siirtiinme kuvvetleri sayesinde siirekli spekturm 6zdeger ifadesinde

icerilmez. (3.16) Schrodinger denkleminin ¢oziimii

g=—=0 (3.20)

enerji 6zdegerini verir. Bu 6z deger, par¢acigin dogasina gore segilebilen perdeleme
sabitine bagli olmaktadir.

Literatiirde ilk olarak Guseinov tarafindan Lorentz sonlimleme teorisi (damping
theory) genisletilerek Onerilmistir [46, 47]. Kuantum Oz-slirtiinme teorisine gore,
elektronlar atomik ¢ekirdeklerin etrafinda iki farkli kuvvet altinda hareket ederler. Bu
kuvvetler, niikleer ¢gekim ve 6z siirtlinme ¢ekici (a* < 0 i¢in) yada itici (a* >0 i¢in)

kuvvetleridir.

Sekil 3.7 Kuantum 6z-siirtiinme teorisine gore elektronlarin etkisinde kaldig1 niikleer
cekim (ﬁN) ve 0z-slirtiinme (ﬁ'L) kuvvetleri

Kuantum 6z-siirtlinme teorisine gore elektronlarin etkisi altinda kaldig1 niikleer
cekim (ﬁN) ve 0z siirtiinme (17" L) kuvvetleri olmak {izere toplam kuvvet ve 6z siirtiinme

kuvveti ﬁL asagidaki gibi tanimlanir [48, 49]:
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F=Fy+F, (3.21)

L, 2er..
FL = ﬁr . (322)

Burada T elektronun ivmesinin zamana gore tlrevidir. Bu denklemde ortaya g¢ikan
Lorentz siirtlinme kuvveti, ylikiin ivmesinin zamana gore tiirevine baglidir. Boylece,
koordinat uzayinda belirtilen l/)(p; )-SFETOs’lerin tam ortonormal kiimelerinin kokeni
Lorentz kuantum siiriinme kuvvetidir.

Genelde c¢ekirdegin ¢ekim potansiyeli dort-boyutlu donme grubundaki
dontisiimlere gore simetrik degildir. Eger parcacigin kendisi tarafindan iiretilen alan
hesaba katilirsa p;, n, | ve {’nin keyfi degerleriyle, Véff)((, r) toplam merkezcil simetrik

potansiyeli dort-boyutlu uzaydaki donmelere gore degismez (invaryant) kalir. Buna

gore, w(pl)(i, T) 0z fonksiyonlar1 tam ortonormal kiimeler olur.

* 1
L|J(p1)-SF ETOs’ler (—) agirlik fonksiyonuna gore ortonormaldir

(23r)*7P1
(pl) (p1) 32 _
nlm(z r) lIJn llml(ZI Dd’r = 8,61 8mm - (3.23)
Burada,
-+ D)
TR Gl Cusk) AT (3.24)

[(q; + Dy P Wnim

olarak tammmlamr, d3F = r?drsin0d0d¢ =r?drdQ hacim elemamdir. Denklem
(3.23)’tin dogrulugunun gosterilmesi igin (3.23), (3.1) yardimiyla radyal ve acgisal

kisimlarina ayrilir:

[ D —({1+1))!
[ 357 @000 S K sy @ i
0

= Snn'sll'smm ! (325)
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bu ifadedeki acisal kisim | ve m kuantum sayilarina gére ortonormaldir

f}g Sim (6, @) Sy, (6, @)dQ = 81y 8y - (3.26)
(3.5), (3.6), (3.26) ifadeleri kullanilarak x = 2{r degisken doniistimii ile,

(n—QA+D) [

—x opi1 (P oy (PD) _
M@+ 1) e X xPIL V()L (x)dx = 8y (3.27)

n'l’

(3.15) denklemini kullanarak

ortonormallik saglanir.

3.2. Toplama Teoremleri

HFR denklemlerinde ortaya ¢ikan tek elektronlu iki merkezli integraller analitik
olarak c¢oziilebilir. Coziimler eliptik koordinatlar veya Fourier doniigim yontemi
kullanilarak yapilir. Analitik ¢6zliimii bulunmayan diger molekiiler integrallerin
degiskenlerine ayrilmasi i¢in Onerilen yontemler genel olarak toplama teoremlerinin
kullanilmasimna dayanir. Toplama teoremlerinin amaci herhangi bir a merkezinde
bulunan fonksiyonu bagka bir b merkezindeki fonksiyonlar cinsinden ifade etmektir.
Literatiirde iki bolgeli (two-range) ve tek bolgeli (one-range) olarak siiflandirilan iki
tip toplama teoremleri vardir.

Iki bolgeli toplama teoremleri Coulomb potansiyelinin Laplace agiliminin tipik

iki bolge yapisina sahiptir.

0 1
1 it ro
— = ) T Sim(82, 0SB 0) (3.28)

Burada r. = min(ry, ;) Ve rs = max(ry, ry) dir.
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Guseinov tarafindan gelistirilen “tek bolgeli toplama teoremlerinde” ise tam
ortonormal fonksiyonlar kiimesi kullanilarak, baz fonksiyonlar1 farkli bir merkeze
tasinir. Keyfi bir fonksiyonun tam ortonormal fonksiyonlarin seri ag¢ilimi seklinde
yazilabilmesinden yararlanilir. Farkli merkezlerdeki STOs bir merkeze tasinarak, ¢ok
merkezli integrallerdeki, ¢ok merkez problemi ¢oziilmeye calisilir. Bu yontem “tek
bolgeli toplama teoremi” olarak adlandirilir. Bu teorem yardimiyla uzay iki bolgeye
ayrilmadan degiskenler birbirinden ayrilabilir.

Tek bolgeli toplama teoremleri iki pargacigin koordinatlarma bagli olan
operatorleri ve dalga fonksiyonlarini doniistiirmek i¢in kullanilir. Tek bolgeli toplama
teoremlerinin kullanimi, ¢ok merkezli integrallerde integralleri basitlestirmek igin
uygun olduklarindan iki bolgeli toplama teoremlerine gére daha etkili olmaktadir. Cok
merkezli integrallerin hesabinda kullanilan STOs’e ait tek bolgeli toplama teoremleri
simetrik ve simetrik olmayan tek bolgeli toplama teoremleri olarak iki tiire ayrilir. Bu
iki tiir acilim katsayilarina gore birbirinden ayirt edilebilirler. Simetrik tek bolgeli
toplama teoremlerinin agilim katsayilar1 STOs; simetrik olmayaninki ise o indisini

iceren Ortme integralleridir.

3.3. Kesirli n Bas Kuantum Sayili Slater Tipi Orbitallere (x-NISTOs) ait Toplama
Teoremleri
iki merkezli toplama teoremlerinin tiiretilebilmesi igin ¥ ®¥)-SFETOs’in tam

ortonormal kiimelerinin terimlerinde asagidaki agilim formiilii kullanilir [23]:

oo n—1

Xurvs (B T) = Z 2 2 KB s (3B Rab )W G 7). (3.29)

v=0 o=-Vv

Burada py = 2v + 2 — o, ﬁab = ﬁb — ﬁa , 0 < B <oo, 0<(< oo olarak tanimlanir.
(3.29) ifadesi soldan

( al (W= +D) 1 ( /) 130
WG,(Z Ta) = F(q;,+1) O wo'@ r,) (3.30)
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carpilip integrallenirse,

\Y

f TV R 1B )T = i HE 2 Romenrvs (35 Ra)

f Y ,),(c EDPED (g, ) d3

elde edilir. y®)-SFETOs i¢in (3.23) ortonormallik bagmntisindan yararlanilarak seri

acilim ifadesi

RO s (4B Rap) = j BE (4, 7) Xuros (B, B dF (3.31)

dir.
Tam n bas kuantum sayili Slater tipi orbitallerin (x-ISTOSs) terimlerinde -
NISTOs i¢in tek merkezli tek bolgeli toplama teoremlerinden yararlanilarak asagidaki

bagint1 kullanilir [50]:

ffi“o)(i ra) = Z ﬂ(p“) Xnvo(§Fa) 5 N=n-—v. (3.32)

n=v+1

Burada ﬁfg\}*’)v acilim katsayisi,

~(n*)V v F(q + 1)

(Py)Y _ ~(pv) [ |
QN =an G-+ m,v N)! (3.33)
dir. a(p") acilim katsayist,

5PV _ (== O+ DDn-w+1)
Ty 4+ DS+ Dyeen(n— v+ D)!

(3.34)

dir. Denklem (3.31) ifadesinde (3.30) ve (3.32) kullanildiginda,
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v p—(v+1) -
ROV i) = B D) Z A" S0 s (6. BiRap)

F(qu +1)

n=v+1

(3.35)

elde edilir. Burada sV (Z, B; _ﬁab) ortme integralleri olup asagidaki gibi tanimlanir:

Nvo,u*vs
(pv) .D _ 1 * = - d3—>
SNvou vs (Z’ B' Rab) - (er )Z—I)f; XNVO'(Z' ra) Xu*vs ([3: rb) r
a
(3.36) ifadesinde x-ISTOs;

) @M .
XNVO‘(Z’ ra) = RN(Z' ra)svo(ea: (Pa) =——T; € asvc(ea: (Pa)

J2N)!

dir. Denklem (3.37), (3.36)’de yerine yazilip gerekli diizenlemelerle,

) = JTQ(N=2+p;) +1)

V(2N)!

% [ Kiv-aspie G twns (870

(py)
SNFi)Gu vs (( B ab

elde edilir. N — 2 + py = n+ v — o = N” olarak tanimlanirsa,

Sl(\lli)ugu us (Zr B; ﬁab) = ————>SN*vou* US(Z B; Rab)

1
v (2N)!

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

yapist bulunur. Burada SN*VG,U*US(Z' B;ﬁab), ortme integrali olup asagidaki gibi

tanimlanir:

SN*vc,u*vs(ZJ B;ﬁab) = F(ZN* + 1) f X*N*vo (Z' Fa)Xu*us(B' Fb)dBF-
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(3.35) ifadesinde (3.33) ve (3.39) ifadeleri kullanildiginda agilim katsayist;

p
A(Jz;v(z‘il US((: B;[—iab) = Z ~(pV)VSN vo,u* US(Z B; Rab) (3.41)

n=v+1

olarak bulunur. (3.29) denkleminde (3.32), (3.33) ve (3.41) kullanildiginda bir ve iki

merkezli tek bolgeli toplama teoremleri elde edilir.

Iki merkezli tek bolgeli toplama teoremleri ﬁab # 0 igin:

o U=l y
Xuvs (B ) =Z MZ > i R oo (8 B Rab) Yo (§72) (3.42)

v=0 o=—-v n=v+1

A(pv)u vs, NG B; Rab) agilim Kkatsayisi

uvao,

oy Ilqpt+1
ER)vgu USN(Z B Rab) (pV) ( a ) 1/ )l

o -+ D)

u
X Z 58:1‘}) S Vo,u*us(Z'B;_R)ab) (3-43)
n'=v+1

olarak bulunur. N =n’ +v — a*, N’ = n’ — v dir.

Bir merkezli tek bolgeli toplama teoremleri ﬁab = 0 i¢in:

[eS) [
XwwsBD = > > KR (@ Bws ) (3:44)

p=v+1 n=v+1

dir. A(p")uU (G B) agilim katsayisini bulmak i¢in (3.40) deki 6rtme integrali,

pu,u

SN,*VO',U*US(E’ B; O) = \J F(ZN,* + 1) f X;I,*VO' (Z'F)XLI*US(B’F)d3F (34‘5)
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dir.(3.45) ifadesinde x — NISTOs;

Q)"+
VI@2n*+1)

Xn*lm((r r ) = Ry~ (Z’ r )Slm(e » @ ) = rn*—le—Zr Sim @, (% ) (3-46)

dir.Denklem (3.46), (3.45)’de yerine yazilip (3.24) g6z 6niinde bulundurulursa,

@OV 220" [ e
S ’*vc,u*vs(z’ B; 0) = 8yy8ss .l-FN 0 o= (CH+BIrgy (3.47)
0

N JTQu + 1)

yapist bulunur. (( + f)r =x,dr = szXB degisken donilistimii ile,

[ee]

r* 1 * 1
2 N +E 2 u +E r* *
(29" "2(2B) j KN HUHI-1 =X gy (3.48)

/F(Zu* = 1)(< r B)N’*+u*+1 J

SN’*vc,u*Us(E' B; 0) = 8vudss

elde edilir. Gamma fonksiyonu

[00]

I'(n) = ] e Xx"1dx n>0 (3.49)
0

olarak tanimlidir. Denklem (3.49), (3.48)’de kullanildiginda gerekli diizenlemeler ile tek

merkezli 6rtme integrali elde edilir:

I*-}-1 «, 1

T(N" +u +1)/ 20 \N /28 \"*2
Sn*ve s (& B 0) = 880 — 3.50
oo 0 rQu + 1) <<+B> (<+B) (559

(3.50)’deki ortme integrali (3.43)’te yerine yazildiginda

=

- Mlap+1) [ @\ P2
(P3) _ =(PVv H
All-vo,u"sz(Z B;0) = 8yy8ssa A (H (v+ 1)) r2u*+1)
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x Zu: AP TN +u' + 1) (%)N%(%)u*% (3.51)

n’=v+1

bulunur ve

A(u}?::y)u USN(Z' B; 0) = 6\)1)8 A(:;vl)l v N(Z, [3) (3.52)

kosulu ile a¢ilim katsay1si;

ok F" Mg, +1) [ @N) |
Ruvurun(&B) = (n— @+ D) [Iu +1)

1

x Z AP P (N +u +1) (Z +<B> (%)u*% (3.53)

n’=v+1
olarak bulunur.

3.4. Ortme Integralleri

Atomik ve molekiiler yapilarin incelenmesinde HFR yaklasimi uygulandiginda
cok merkezli molekiiler integraller ortaya ¢ikmaktadir. Bu integrallerin arasinda en
onemlisi 6rtme integralleridir. HFR basta olmak iizere bir¢ok teorik yaklagim icerisinde
ortme integralleri olduk¢a onemlidir. Clinkii 6rtme integrallerinin kendisi direkt olarak
hesaplamalarda ortaya c¢iktigi gibi, diger ¢ok-merkezli molekiiler integrallerin
¢oziimiinde de yardimci integraller olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Molekiiler orbital teoride [1] degerlik elektronlari molekiilii olusturan tiim
cekirdekleri kusatir, yani bu elektronlarin herhangi bir atoma degil de, molekiili
olusturan tiim atomlara ait oldugu kabul edilir. Molekiildeki elektronlar, olusan molekiil
orbitallerine yerlesir. Molekiil orbitalini tanimlayan dalga fonksiyonu atomik
orbitallerinin lineer birlesimi (LCAO) yontemi ile elde edilir. A ve B atomlar1 igin ifade
edilen atomik orbitaller {1, ve Py dalga fonksiyonu ile tanimlanir. A ve B atomlar
birbirine yaklasirken atomlarin elektron bulutlar1 girisim yaparsa, molekiill veya

molekiiler orbital dalga fonksiyonu g elde edilir. Molekiil orbital dalga fonksiyonu
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Yagp, Wa Ve Yg atomik orbitallerinin dalga fonksiyonlarinin lineer birlesimiyle ifade

edilir:
2

Wag = N(Cyp + Calp) = z Gy - (3.54)
i=1

Burada N normalizasyon sabiti, C; ve C, sabitleri ise her atomik orbitalin molekiiler
orbital olusumuna katkisini gosterir

Denlem (3.54) de ypVve Y’ nin isaretine gore, bu iki atomik orbital arasinda iki
tir girisim mimkiindiir. Yve Yp dalga fonksiyonu ayni isaretli ise birbirini
kuvvetlendirir ve elektron artisi sebebiyle ‘bag molekiil orbitali” olusur. Y, ve P dalga
fonksiyonu z1t isaretli ise birbirini yok eder ve ¢ekirdekler arasi elektron yogunlugunun
sifir olmas1 sebebiyle ‘karsit bag molekiil orbitali’ olusur [51]. Molekiiler orbitalde

elektronun bulunma olasilig

Wip = C2W3 & 2C,Colap + C3U3 (3.55)

biciminde ifade edilir. Bu denklemde birinci ve ii¢lincii terim sirastyla yalnizca A
atomuna ve yalmzca B atomuna ait elektronun bulunma olasihifidir. Ikinci terim,
2C,CoPpag, ise tek baslarina bulunan A ve B atomlarinin elektron bulutlart ile
molekiiliin elektron bulutu arasindaki temel farki gdsterir. Iki atomik orbital arasindaki
girisim arttikca 2C;C,pPp teriminin sayisal degeri artar. Bu nedenle, 2C;C, P g
terimi, Ortme integrali veya girisim integrali adin alir.

Ortme integralinin degeri, atomlar arasi uzakhiga bagl olarak,—1 <S<1
arasinda degisir. Eger S<O ise karsit baglanma, S=0 ise baglanmama ve S>0 ise

baglanma meydana gelir.
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Ortme

Sekil 3.8 ¢, ¢, atomik orbitalleri arasinda 6rtme meydana gelir

/e\ /

Ortme

Sekil 3.9 ¢, ¢, atomik orbitalleri arasinda 6rtme meydana gelmez

Ortme integralinin, hizli ve giivenilir hesabina ydnelik ydntem arayist
giiniimiizde de devam etmektedir. Bu konuda yapilan giincel ¢alismalardan biri de bu
calismada ele alinmistir.

Bu tezde y-ISTOs ve y-NISTOs bazlarinda molekiiler koordinat sisteminde, a*

igeren Grtme integrallerini (S®7) [52] inceledik. Bu integrallerin ¢oziimiinde ljJ(pf)-
SFETOs tam ortonormal kiimeleri icin literatiirde Onerilen STOs'e ait tek-bolgeli

toplama teoremlerini kullandik.
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BOLUM-4

KESIRLI INDiSLi SLATER FONKSiYONLARINI iCEREN
OZ-SURTUNME ORTME INTEGRALLERI

Bu boliimde kesirli n bas kuantum sayili Slater Tipi Orbitalleri (y-NISTOSs)
igeren a* (¢ =a,—0 < a <2 tam ve a* #a, —o < a < 3 kesirli) 6z-siirtiinme
kuantum sayisina baglhh Ortme integrallerinin analitik hesab1 verilmektedir.
Hesaplamalarda tam ortonormal l]J(pf)-SFETOs baz fonksiyonlarinin yardimi ile elde
edilen y-ISTOs ve yx-NISTOs'a ait tek bolgeli toplama teoremlerinden

faydalanilmaktadir.

4.1 Tanimlamalar

x-NISTOs iizerinden o™ 6z-siirtinme kuantum sayisina bagli 6rtme integralleri,

s (3B Rap) = f X (@ FadXryro (B ) 3T (4.1)

.
n*lmn’ 1'm

olarak tanimlanir [52]. Burada, a™ indisine bagl olarak ifade edilen

. 1
Xn1im (G Fa) = @Gy« oim (am (4.2)

yapisina sahiptir. Analitik ifadesi (2.50) ile verilen Y 1m(¢7a) ve X+ (B, Tp)

n I'm

sirasiyla, a ve b ¢ekirdeklerinde merkezlenen normalize y-NISTOsdir. ﬁab = ﬁb -

——

Ra; Rap, @ ve b gekirdekleri arasindaki uzaklik vektoriidiir.

43



4.2. iki merkezli Oz-Siirtiinme Ortme Integralleri

Iki-merkezli 6z-siirtiinme drtme integrali asagidaki gibi tanimlanir:

S vt B Ra) = [ X Gty (BT 4.1)

n*lmn’ 'm’

Denklem (4.1) de (4.2) ve (3.46) bagmtilar1 kullanilirsa

« 1
* _ )" 2
S(a ) * ) l Ra = *
n*lm,n’ l'm'(Z B b) f (20ry)® r2n*+1)

rn 1 _Eraslm(ea' (pa)

n' 41 =
(2B)" 2 o1

frewey " 08 1 (00 @, )T (43)
rzn’ +1

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

X

. rCm — o) + 1 20 )+ o)
S(?l) ™'m I(Z B; ab) \/ ( (n = ) )f ( Z) re(‘n )1
n*lmn JT(@n" +1) JIQRMm* —a*) + 1)

ep) 2
JT2n” + 1)

X e_crasfm(ea' (pa) r{)l - e_Gl'bsl’m’(ebJ q)b)dg)?

(4.4)
elde edilir. k* = n* — a* tanim1 kullanildiginda (4.4) ifadesi
s Ryp) = ————S R 4.5
n*lm,n’*l’m’(c‘ B; ab) - r(2n" + 1) K*lm,n’*l’m’(c' B; ab) (4.5)
bi¢imini alir. Burada S ., n,*llm,(i, B; ﬁab) ortme integralidir ve
K *Im,n’"1'm’ (Z B Rab) V F(ZK + 1 fXK “Im (Z ra)Xn' 'm '(B rb)dg_) (4'6)
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olarak tanimlidir.

Denklem (4.6)'iin ¢oziimii i¢in Y(P-SFETOs yardimuyla elde edilen y-NISTOs
ait bir-merkezli tek bolgeli toplama teoreminden yararlanilir.

Denklem (4.6), (3.53) ve (3.44) ifadeleri goz oniine alinarak

Klmn lm(zBRab) VF(ZK +1 JXKlm(Z ra)

() K

8 Z z (1' )r . & BN (& fp) ¢ AT (4.7)

p=1"+1u=l'+1
yapisinda yazilir. Burada N = u — I’ diir. Denklem (4.7) diizenlendiginde

o) [

SK*lm,n’*l’m’(z' B; ﬁab) — 2 Z Eﬂ’ )r 1IN (< B)SK *Im,N1'm’ (Z ( Rab) (4'8)

u=1"+1u=1'+1

bigimini alir. Burada S, Ni7m/ (Z, G ﬁab) Ortme integrali

i (03 Rap) = VT2 + D) f Xeorm @ Ea) Xt @ ) AT (4.9)

olarak tanimhdir.

Simdi bu iki-merkezli Ortme integralinin ¢oziilebilmesi i¢in eliptik
koordinatlardan faydalanmak gerekir. Ciinkii matematikte iki merkeze sahip tek
koordinat sistemi eliptik koordinat sistemidir. Bu koordinat sistemi ¢ok merkezli
molekiiler integrallerin ¢dziimiinde de kullanilir. Ug ve dért merkezli koordinat
sistemleri olmadig1 i¢in lic ve dort merkezli integral hesabi yapilirken iki merkezli

eliptik koordinatlara indirgeme yapilir.
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Sekil 4.10. Eliptik koordinat sistemi

Eliptik koordinatlari tanimlamak icin Sekil 4.10'da gosterildigi gibi z-eksenleri
birbirine gore ters yonelmis iki kartezyen koordinat sistemi goz Oniine alinir. Burada
Xa, Va» Za Kartezyen koordinat sisteminin merkezinde a atomunun ¢ekirdegi, Xy, Yp, Zp
kartezyen koordinat sisteminin merkezinde ise b atomunun g¢ekirdegi bulunmaktadir.
Elektronun a ¢ekirdegine olan uzakligi 7, b ¢ekirdegine olan uzakligi ise r, dir. ave b
¢ekirdegi arasindaki uzaklik ise R,, = R dir. x,y,z kartezyen koordinat sistemi,
Xa, Var Za il€ Xp, ¥, Zp Koordinat sistemlerinin ortasinda merkezlenmis genel koordinat
sistemidir. X,, V., Zoa V€ Xp, Vb, Zp Koordinat sistemlerinin eksenleri molekiiler
koordinat eksenine paraleldir. Boyle sistemlere lineer olmayan koordinat sistemleri
denir.

Matematiksel acidan a merkezindeki koordinat sistemi sag, b merkezindeki

Zy Z
koordinat sistemi sol sistem olarak adlanir. z, ve zy, birbirine dogru (—a> <—b) yonelmistir.
Lokal koordinat sistemlerindeki bu yonelim liteartirde nonlined-up olarak

adlandirilmaktadir. Fizik acisindan ise a ve b ¢ekirdeklerinin z eksenlerinin (z, ve zy)

birbirinin ardinca (ﬁ ﬂ)>) olmasi gerekir. Lokal koordinat sistemlerinin bu bi¢imdeki
yonelimi de liteartiirde lined-up olarak adlandirilmaktadir.
Eliptik koordinat sistemine ait koordinatlar u, v, ¢ dir. Bunlarin deger araliklar

1S p<o0-1<v <1ve0<Z @ < 21 dir. Sekil 4.10 da elektronun eliptik koordinatlart

r, +rp r, — Iy

© =@, = Oy (4.10)
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formiilleri yardimiyla bulunur.

Eliptik koordinatlar ile kartezyen ve kiiresel koordinatlar arasinda iliski vardir.

Lokal koordinat sistemine gore kiiresel koordinatlar:

X, = I,sinB,cos@, , y, = r,sinf,sing,, z, =r,cos0,

Xp = I'pSinBy,cos@y , yp = rpsindysingy, 7z, = r,cosfy

yapisindadir. Kiiresel koordinatlardan eliptik koordinatlara gecis sOyledir:

1+ pv 2—1)(1—v?
cos B, = a , sinB, =\/(u ) ),
nL+v n+v
1— v 2—-1)(1—v2
cos B, = a , sin0y =\/(H ) ) .
nL—v nL—v

Kartezyen koordinatlardan eliptik koordinatlara ge¢is ise asagidaki gibidir:

R
Xa =%y =x=—2 (2 = DA~ v?) cos p

R.p .
Ya=Yb =y =—- (- DA -v)sing
R R R
Zy = i (14 pv), Zy = ab (1 —pv), zZ = ab ny
2 2 2
Rab Rab Ia4+Tp I,-TIp
Fa=— (k+v), r1p= > (L=vV), pu= R’ V= R

Hacim elemanin ifadesi sirasiyla, kartezyen, kiiresel ve eliptik koordinatlarda

R3
dV = dxdydz = r2drsin8df8d¢p = 5 (2 —v?)dudude.

dir.

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

.. . . . - . . Za Zp
Donme islemi vasitasiyla z, ve z,’ nin ayni dogrultu iizerinde (lined up, 33)

olmasi saglanir. Bu islem acisal doniisiim fonksiyonu kullanilarak yapilir [53].
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M @
Sekil 4.11. iki-merkezli durum icin: (1) molekiiler koordinat sistemi (2) paralel
koordinat sistemi.
Donme islemiyle paralel koordinat sistemine gecis yapildiktan sonra eliptik
koordinatlar kullanilir. Eliptik koordinatlarda a ve b merkezlerinin z eksenleri
birbirlerine zit yonelmis durumda idi. Bu nedenle, b merkezinin z ekseni xy diizleminde

yansitilarak ters ¢evrilir. Yani, sekil 4.12 de goruldigi gibi z; nin m kadar donmesiyle

Z, Ve Z]':, niin ayn1 dogrultuda fakat zit yonde (nonlined-up, El><Z—b) olmasi saglanir.
Yapilan bu islem sonucu b merkezindeki fonksiyon (—1)'=? ¢arpani kazanur.

X Xb

a

yﬂ
Vb

Sekil 4.12 ki merkezli durum igin molekiiler koordinat sistemi
Lineer olmayan koordinat sistemindeki (4.9) ile verilen S, nirm (43 Rap)

ortme integralleri agisal doniisiim fonksiyonu kullanilarak

min(l,1")

Snamnm’ (G G Rab) = Z Tl);n,ym'(eab:d)ab)SN*lA,Nl’A(Z,ZFﬁab) (4.15)
A=0
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bigiminde yazilabilir. Burada Sy« n12(3 4 Rap) paralel koordinat sistemindeki iki

}\*

merkezli ortme integrali, Ty ./ (0,4, dap) ise Guseinov’un onerdigi agisal doniisiim

fonksiyonudur [53, 54].
Acisal doniisiim fonksiyonlar1 igin kompleks Ym(8,¢@) ve reel S;,(8, )

kiiresel harmonikler arasindaki asagidaki iliskiye ihtiya¢ vardir:

(i)Smimi
Sim (8, @) = 7 (Yim) 8,0) + emYiimi (6, 9)) (4.16)
[2(1 + 8m0)] 2
Ylm(e; (p) = —1/(51|m|(6, (p) + inm51_|m|(9, (p)) (4.17)
(2 - 8m0) 2
Burada
Yijm(6, @) = LP1| |(cos@)e™® (4.18)
m ,_2‘]'[ m
_(+1 m =0 igin
fm = {—1 m<O0 icin ’ (4.19)
m
— m # 0 i¢cin
Ny = 4 M (4.20)
0 m = 0 icin
olarak tanimlanir.
Tl)r\n,l’m’ donme katsayilar
1+1’
T Bab a) = ) Tk Vi (8o, Pa) (4.21)
L=[I-1'|
ile tanimlanir. Burada M = —m + m' ve
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DL kompleks kiiresel harmonikler i¢in

! !
Tl}ﬂl;l’m’ — ) PIml'm (4.22)
, AL . . .
DOimi'm’ reel kiiresel harmonikler i¢in

: AL
dir. Denklem (4.22) de bulunan Dj -/ ./

1
2 [ I 4m /2
AL _ II'L II'L
Dlm,l’m’ - 1 + 8}\0 C—mm’MC—MO (ZL + 1) (423)

AL
Ve blm'llml

AL _
:Dlm,l’m’ -
2[

(i) Bentm (i)'’ (o3

11 + € D)\L
(1+8m0)(1+ 5m’0)]1/2 ljm] V' |m| T m

1-|m|,l’|m’|

AL AL
+£m’Dl|m|,l’—|m'| + EméEm’ Dl_lmlllr_lmrl) (424)

ile ifade edilir.

Esitlik (4.23)’de belirtilen CE;:;IIM, Clebsch-Gordan katsayilaridir [55] ve asagidaki
gibidir:

(m+|m|+m’+|m’|+M+|M]|)
2

CEIII;IIM = 8M,m+m’ (_1
1
. (2L + 1)?Fpp_ (1 +1' + L+ 1)Fp, (L) /2
2+ D2 + Dyt U + L+ DFpar A+ 1 + L+ DFpyn 2D Fprpm (21
x Z(—nt Fo(l+ 1 — L)Fp (L — M)y (L + M) . (4.25)
t
Burada t,

mak(0,l-m—(L—M),I'+m' = (L+M)) <t<min(l—m,l' +m’,1+1' — L)

araliginda degisir. Ayrica, Clebsch-Gordan katsayilar1 asagidaki simetri 6zelliklerine de

sahiptir:
'L _ 1+1'-L 'L 'L _ 1+4I'-LV1L
Conm'm = (1) + Coum'm: Comm=0CD + Co'm M - (4.26)
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Esitlik (4.25)’deki binomial katsayilari ise

n!
Fr(n) =<k!'(n—k!)
0 k< Ovek >n igin

<k <n ic
0 <k <n icin (4.27)

olarak ifade edilir.

Denklem (4.15)'deki paralel koordinat sistemindeki iki merkezli 6rtme integrali

Senna(3 Rap) = VTQRK* + 1) f X @ Ta)xnra (G 1) 3T (4.28)

olarak ifade edilir. Burada (3.37) ve (3.46) yerlerine yazildiginda

« 1
Q<2
X le (rasl}\(ea’ ®a)

Senia($ G Rap) = VT(2x* +1) -f mra

Coh
X ——

JCN)!

Iy e"Sy, (Bp, @) d’T (4.29)

elde edilir.
Cozlim i¢in kiiresel koordinat sisteminden eliptik koordinatlara gecis yapilarak

tek elektronlu iki merkezli 6rtme integrali analitik olarak ¢oziliir. Gegis i¢in (3.2), (3.3),

(3.4), (4.12), (4.13) denklemleri ve

mal = |my [ =2, p=3@+0), t=%7, (4.30)
2p , 2p
20=(1+(@C+7)=>10+1v R 20 =1-9@C+¢)=>010-1 ® (4.31)

ifadeleri g6z 6niine alinir. Bu durumda (4.29) den
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2T

f f f [ t)— [2 (u+v)] 0~ (HY)
1 -10

y [(1 +1) ﬁ] [2 - V)]N—l . 1 <1 n HV>

Sy 2(G G Rap)

:P
2N)! m+(1+80) "\p+v
1—pv R\3
X Py A( = L\l) )cosz)\cp (E) (u? — v¥)dpdvde (4.32)
yapisi elde edilir. Burada
2 2
fn 22 0d _f(HcosZ?mp)d _{n A = 0 igin 133
COs“AQd = 2 ? =121 A= 0icin (4.33)
0 0

oldugu g6z dniine alinip, buna gore (4.22)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda

* o 1
Sy R — P '
oont'a (G G Rap) = @) ) m u+v Py "

X (4 v)* (u)Ne Phdudv (4.34)

yapisina sahip olur.
Fonksiyonlarin kiiresel boliimiinde kalan asosiye Legendre polinomlarinin

carpimu eliptik koordinatlarda asagidaki gibi ifade edilmektedir [9]:

l 14 Y+B

Pir (1u-l:l-tv) Pra (1 - “V> Z Z Z gYB(D\ ') (n+ V(;V():_ v)F-

y=—-A B=A q=0

(4.35)

Burada (') isareti toplamin ikiser ikiser arttigin1 gostermektedir. g?(B(D\, 1I'A) eliptik
koordinatlarda normallestirilmis Legendre polinomunun carpimini ifade eden acilim

katsayisidir. g?/B katsayilarinin binomial katsayilarla ifadesi [56]:
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gl (AR = Fy(y + 1,8 - x)Z( 1'F;(0) D 11 5D}’ (4:36)

dir. Igerdigi D ve genellestirilmis binom katsayilar1 ise

1-8 1y
(—1)7Z (21 + DF(1+21)) /2
Dg = 1 < oF, (ll) > F¥(I)FB_;\(1 +2) (4.37)
Fn (NN = D (=1 i (NFe(N) (4.38)
k

yapisindadir. Burada = [(m N) + |m — N|] < k < min(m,n") dir ve F,(N) (4.27) ile
tanimlidir. (4.34) denkleminde (4.35) denklemi yazildiginda,

v +
K+N+1 v+B

,/(Z_Ny Z Z ngs(m”‘)Qq _ynp®0) (4.39)
Yy=—A B

Sennra(G G Rap) =

elde edilir. k* = n* — a* oldugu hatirlanirsa QE*—Y,N—B(p' 0) yardimci fonksiyonu,

o) 1

Qhop®.0) = [ GG+ WM = M e Phudy (4.40)

1

yapisindadir. Burada M* =k*—y=n"—a*—y ve M =N—-fB=u—1"—f olarak
tanimlidir. M* =M +n* > -1, 0 <n* <1 araligindadir. M, M*'nin tam kismini; n*

ifadesi ise M*'nin kesir kismin1 ifade eder. A¢ik bir sekilde

%) 1
Qop®.0) = [ 3G+ WM = M Py (4.41)

1 -1

olarak yazilir. Coziim i¢in [23] deki asagidaki ifadelerden yararlanilarak:
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n+n’

(R+V" -V = Z Fpn (N, N/)pn+n’-mym (4.42)
m=0
(ESLEE Z (£D)™Fp,()ut ~mvm (4.43)
m=0

Fo(n") = 1 Ve Fyy(n7) = T2l (4.44)
M+M’ o o) 1

Q@0 = D > FI (M M) f uo 1 ePhdy f VS dv (4.45)
m=0 k=0 1 1

elde edilir. Burada o =q+M+M —m+n"—k+1 ve s=qg+m+k d.
Denklem (4.45) deki integral yapilari A ve B yardimci fonksiyonlari yardimiyla

hesaplanir. Bu yardimci fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlidir:

o)

. 1 I'(c") —y(o",p)
AT Oup) = [ ey = =B (4.46)
1
burada y(¢*, p) incomplete Gamma fonksiyonudur,
1 (-1)s+1
- pt =10
B.(pt) = ]vs e P¥dv =Bl (p,t) = s+1
-1 (=1 A (—pt) — As(pt) pt=#0
(4.47)
1
~1)5+1
Bs(0) = ] vidv=B], (0) = % (4.48)

-1

Bu durumda Q yardimc1 fonksiyonu [57]
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M+M' o

Qe (P, 0) = Z Z Fo (M,M)ATL (M, p)B2, (0) (4.49)
m=0 k=0
yapisinda elde edilir.

Tiim bu ifadeler gz oniine alindiginda hesaplanmak istenen 6z-siirtiinme 6rtme

integrali asagidaki yapiya sahip olur:

(0 )V r(q +1)

1
* 1 1 E
(a®) O _ , 5
St (& B Rab) T2n + 1) R Ty T [F(Zn’* n 1)]
r 1 H >s<+1
2 n +E *’ 1’ . 2 K 2
X (—B ) z 5(p‘,) F'x*+n" +1) (—Z>
¢+B hn {+B
n’=1"+1
11! v+B
X ple z Z Egﬁﬁ(lk ') QL_ n (P 0).  (450)
Y=—AB=A q=0

4.3. Bir Merkezli Oz-Siirtiinme Ortme Integralleri

Denklem (4.1) de a ve b ¢ekirdekleri arasindaki mesafe ﬁab’yi stfir aldigimizda
iki atomik orbital ayn1 ¢ekirdekte merkezlesir. Bu durumda, y-NISTOs’in kullanildig:

a” indisine bagli bir-merkezli 6rtme integrali elde edilir:

S@)(@30)= f Xorm @ Dy @D 4.51)

.
n*lmn’ 1'm

Denklem (4.2) ve (3.46) dikkate alindiginda

* 1
(a®)
S * r*yr ,(Z,ZZO):
n“Imn’ I'm ’F(Zn* + 1)

Setmn 1’ G G 0) (4.52)

ifadesi elde edilir. Burada x* = n* — o*

SK*lm,n’*l’m’ (€0) = SK*lm,n’*l’m’ (99
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- JTZe + D f Yo (B F )y o (6 2 )AF . (4.53)

dir. Denklem (3.46) yerine yazildiginda

2T

Setmartm 6 = VT 4D | [ [ Re@IISin(©,0IRe G1ISrm(0,9)
0 0 O

X r?sin@drd¢$do

bulunur. Kiiresel fonksiyonlarin ortonormallik bagintisi olan (3.26) goz oniine alinarak

(ZZ)K*+I‘1’*+1 F
SK*lm,n’*l'm' (Z’ Z) - SHISmm’ J rer e dr (4.54)

JT@n™ + 1))

bulunur. 2qr = x, dr = 2—’; degisken doniisiimii yapilarak Gamma fonksiyonunun (3.49)

taniminin yardimiyla

F'(k*+n"+1)

JI2n™ + 1)

SK*lm,n’*l’m’ (Z' O = 811'8mm' (4.55)

elde edilir. Denklem (4.51) yeniden diizenlenirse

. F(x*+n"" +1)
(a®)
S * ¥y /(Z: Z; O) = 81]’6 ! (456)
n'lmn” 1'm L Jr@e + Dr2n” + 1)

elde edilir. Bu integral iki atomik orbitalin de ayn1 ¢ekirdekte merkezlestigini gosterir

ve bir merkezli 6rtme integrali adini alir.
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BOLUM 5

SONUCLAR VE TARTISMA

Kuantum mekaniginde, Hidrojene benzer atomlar icin standart olmayan baz
fonksiyonlar1 relativistik ve relativistik olmayan elektronik yapi hesaplamalarinda
yaygin olarak kullanilmaktadir. Elektronik yapi hesaplamalarinda, o6zellikle seri
acilimlarinin kullanildigr durumlarda, yakinsaklikla ilgili sorunlar ortaya ¢ikmaktadir.
Bu sorunlarin Guseinov'un 6nerdigi tam ortonormal standart y®D-SFETOs baz
fonksiyonlar1 [23] kullanilarak giderilebilecegi diisiiniilmektedir.

Bu caligmada kullanilan y —NISTOs atom ve molekiill hesaplamalari igin
x —ISTOs'dan daha esnek baz fonksiyonudurlar. Dalga fonksiyonunun Kkalitesini
arttirirlar. y —ISTOs’a gore daha iyi enerji degeri verdikleri literatiirde [39, 58] yer
almaktadir.

Tezde, kesirli n bas kuantum sayili-Slater tipi orbitalleri igeren $*” 6z-siirtiinme
ortme integralleri (4.1) bu calismada belirlenen formiiller yardimiyla hesaplandi.

Hesaplamalarda Guseinov tarafindan 6nerilen standart konvensiyonda tanimlanan tam
ortonormal Lp(pf) —SFETOs kiimeleri yardimiyla elde edilen y-NISTOs'a ait bir
merkezli tek bolgeli toplama teoremleri [23] kullanildi. Nonlined-up koordinat
sistemindeki y —NISTOs igeren iki merkezli Sr(l‘fh)n'n,*l,m, ((, B; ﬁab) 0z-stirtiinme Ortme

A

integralleri (4.1), T, ,/(0,¢) acisal doniisim fonksiyonu (4.21) ve lined-up

koordinat sistemindeki y —NISTOs igeren iki merkezli SK*]A,NI’}\(Z'Z;ﬁab) ortme

integralleri (4.28) kullanilarak hesaplandi.
S(Ot*)

.
n*lmn’ 'm

,(Z, B; ﬁab) Oz-slirtinme Ortme integrallerine (4.50) dayali bilgisayar

hesaplama algoritmalar1 Matematica 8.0 kullanilarak olusturuldu. Calismada ortaya
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cikan formiillerin kullanilabilirligi a*'in, orbital kuantum sayilarmnin ve perdeleme
sabitlerinin keyfi degerleri i¢in denendi.

Molekiiler ve lined-up koordinat sistemindeki iki merkezli S nime($ & Rab)
ortme integralleri (4.50) i¢in hazirladigimiz algoritmalarin bilgisayar sonuclari, o*’n
tam ve kesirli degerleri i¢in Tablo 5.1 de Kaynak[52] ile karsilastirilarak verildi.
Kaynak [52]'nin sonuglar1 0z-siirtinme Ortme integrallerinin yardime1 fonksiyonlar
kullanilarak analitik hesabina karsilik gelen sonuglardir. Tablo 5.2 de de a*’in
a*=0,1,2,-1 degerleri Kaynak[59, 60] ile karsilastirmali olarak verildi. Elde edilen
sonuglarin kaynak sonugclari ile en az yedi basamak uyumlu oldugu goriildii.

N toplam limitinin bir fonksiyonu olarak nonlined-up koordinat sistemindeki

5(1'3)

2_71_12.11_1(8.5,1.7;@)2&,) Oz-surtlinme Ortme

x —NISTOs igeren iki merkezli
integralleri i¢in seri a¢ilim bagintisinin yakinsamasi Tablo 5.4 de verildi. Hesaplama
etkinligi N toplam indisi i¢in tatmin edicidir. N degeri arttirilarak etkinlik arttirilabilir.
Burada kullanilan yontemin ve 6z-siirtiinme 6rtme integrallerinin, atom, molekiil
ve katilarla ilgili elektronik yapi hesaplamalarina ait teori ve uygulamalarini igeren

farkli  kuantum  mekaniksel problemlerin  incelenmesinde  kullanilabilecegi

distiniilmektedir.
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Tablo 5.1. Molekiiler ve lined-up koordinat sisteminden elde edilen y-NISTOs’1 igeren 6z-siirtiinme 6rtme integralinin N=60, L=L'=50 i¢in
karsilastirmali degerleri (a.u. de)

n” m 3 n'” I m’ 4 Rab 0.b ©ab a* | Denk.(4.1) Kaynak [52]

2,8 1 1 4.5 2,3 1 1 05 | 2,88 0 0 1,2 |0,002827235632 0,002827243359
43 2 2 3 3,9 2 2 2 6,72 0 0 -0,7 | 0,00610907118416 | 0,00610907119878
2,8 1 1 5,7 2,3 1 1 3,2 2,5 80 150 | -1,2 | -0,72314529237610 | -0,72314529237738
3,6 2 2 9,6 3,8 2 2 6,4 2,7 60 210 -2 | -0,01515903895114 | -0,01515903864618
2,6 1 1 7,3 2,7 0 0 2,5 0,8 45 120 1,6 |-0,00061139164551 | -0,0006113916541491
1,7 0 0 1,2 1,3 0 0 3,8 0,9 0 0 2,6 |0,08847533475873

1,4 0 0 58 1,2 0 0 1,2 4,2 0 0 -0,5 | 0,02196164007457

2,8 1 0 53 2,5 1 0 4,7 2,8 30 45 0,3 |-0,00297550610882

3,6 2 0 8,5 3,2 1 0 15 | 0,28 0 0 -1,2 | 0,03528587317341

2,6 1 1 7,3 2,7 0 0 2,5 0,8 45 120 1,6 |-0,00061139164551

2,1 1 0 0,7 2,3 0 0 0,3 0,2 50 120 | -1,4 | 0,05739471389801

2,2 1 -1 6,3 2,4 1 1 2,5 0,7 60 90 -0,3 | 0,22717337774672

2,7 1 -1 8,5 2,1 1 -1 1,7 1,2 120 30 1,3 | 0,00392949608904

1,2 0 0 3,5 2,1 0 0 2,3 2,2 40 70 0,7 |0,03651743880939
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Tablo 5.2 Lined up (9,, = ¢,,, = 0) koordinat sisteminde y-NISTOs’1 igeren o" indisine bagh iki-merkezli 6z-siirtlinme drtme integralinin
(4.1) N=60, L=L=50 i¢in degerleri (a.u. de)

n* |l |m E n’ I | m" | & | Ry | a* =a | Denk (4.50) Kaynak [59, 60]

26| 1105 ] 29 [1] 1 |05] 48 0 0,73295999058823 0,7329599905008'
1 [0,12225747647873

38|00 22| 55 [0 0 |11]14 0 0,29080204650752 0,290802046504144"™]

0,290802069369°%)

1 |0,026200432098676

16|00 |58 | 12 | 0] 0 |42] 16 0 0,0255783623960121 0,0255782487081554°"!
1 |0,0037252446447998
2 | 0,0008869388730761785
-1 |0,23788687912818301973
-1 |-0,81556200778460831
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Tablo 5.3 Non-lined up koordinat sisteminde y-NISTOs’1 i¢ceren o indisine bagli iki-merkezli 6z-siirtiinme 6rtme integralinin (4.1) N=60,
L=L'=50 i¢in degerleri (a.u. de)

n* [l{m| & |n" [1'|m| & |Rap|6ap |9, | =a]|Denk(41)

65/0/0(18[48|0| 0 (26|24 ] 30| 60 0,5126784214927056
0,04646267243370716
0,004709140613922522

2811115712311 |32|25]| 80150 -0,036074114745005
-0,0035725973159596
-0,00044292109255369

-1 -0,43254518862831

N k| O N k| O

32121119271 |0 /(15|29 | 60 |120 0 -0,06496110485021702
1 -0,005477815373674583
2 -0,000484620406793797
-1 -0,81556200778460831
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Tablo 5.4 N toplam limitinin bir fonksiyonu olarak R,,=1,2 , 0,,=120" , ., = 30" iken &z-siirtinme ortme integrali

55_17'?_1‘2_11_1(8.5,1.7; _R)ab) i¢in seri agilim bagintisinin yakinsamast
N Denklem(4.1)
-0,00006188893001938315

10 0,003699194873484994
15 0,003924784137143619
20 0,003925197723790701
25 0,003930612225770647
30 0,003929588424491064
35 0,003929489260672230
40 0,003929493617850489
45 0,003929495680608146
50 0,003929496032452018
55 0,003929496082132530
60 0,003929496089049692
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EKLER

Ek-A Oz Siirtiinme Laguerre Polinomlar

Oz siirtiinme Laguerre polinomlarmin ortogonallik bagintis

f i 1P o1l (dx = (Fn(ﬁ“l—tll))lsnn, (Ek—A.1)
0

ile ifade edilir. Burada p; =21+ 2 —a* ve q, =n+1+4+ 1 — a* dir. (Ek-A.1)'in ispati
asagida verilmistir:

ispat i¢in kullanilmas: gereken y@? — MSFETOs'un analitik yapisi [50]

W& = (29)7/2e /2L (0 Sim (6, ) (Ek— A.2)
L) g = [+ D)2 L) () (Ek — A.3)

(2n)*T(qn + 1)
— (a* 2n
L “x) = (?) L(“ ) (%) (Ek — A. 4)
dir. LD-MSFLPs’nin ortogonallik bagintis1 asagidaki gibidir:

- oy @)
j e*x2LS (L 7 (0)dx = 8 - (Ek — A.5)
0
(Ek-A.3) ve (EK-A.4), (EK-A.5) integralinde yerine yazildiginda
Ih+1+2—a")

j Sk LElpll) 1(X)L(npl)1 1 (Odx = By (n—1-1)! (Ek ~A.6)
0
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elde edilir. p; = 21+ 2 —a* ve q;, = n+ 14+ 1 — o* oldugu dikkate alindiginda

F(qn+ 1)

) _ :
(x) (x)dx = & mh—1-1)!

n—-1-1 n’-1-1

f e X pr L(PT)
0

elde edilir. Boylece (Ek-A.1) ifadesi ispatlanmis olur.
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Ek-B Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu integral formunda

I'(n) = f t" e tdt (n>0) (Ek—B.1)

0

olarak tanimlanir. Fonksiyonun 6nemli 6zelliklerinden baslicalar1 asagida verilmistir:

e 'n+1)=nTl(n)

'(n+1) =n! (n=0,1,2,.....tamsay1ise) (0! =1)
I'n) =(n-1)!
n! = too (n < 0icgin)
_ T
* F(n) F(l r 1’1) " sinnm
e (n= 0,—%,—1,—%, ... .... noktalar1 haric)

22n-1T(n) T (n + %) — VRT(2n)

Gamma fonksiyonunun 6zel degerleri:

-

r(1) =1

F(m+—)=1 300 ""'Z'r;l'"(zm_l)\/_ m=123,...
—1)m2"/n

F(—m+5)=1_3_(5_1.)"“2_(2;[_1) m=123,....

dir.
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