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OZET

Dort ana boliimden olugan bu tez calismasimin ilk boliimiinde, istatistiksel yakin-
saklik, istatistiksel simirlilik ve fark dizi uzaylar1 kavramlarinin tarihsel geligiminden
bahsedilmigtir.

Ikinci boliimde bu kavramlara dair, calismamizda siklikla yararlandigimiz, bazi
tanmim ve ozelliklere yer verilmis ayrica dogal say1 kiimelerinin asimptotik yogunlugun-
dan soz edilmigtir. Bu boliimde son olarak ¢aligmanin sonraki boliimlerinde dual uzay-
lar ele alindigindan Kothe-Toeplitz ve genellestirilmis Kothe-Toeplitz dual kavramlar
ve bunlarin baz1 6zelliklerine deginilmistir.

Uciincii boliimde ise A™ genellestirilmis fark operatorii aracihgiyla ilk olarak
A™—istatistiksel sinirhilik kavrami tanitilip; A™—istatistiksel yakinsaklik, A™—Cauchy
olma ve A™—smirhlik gibi baz1 diger kavramlarla iliskisinden bahsedilmistir. Ornegin,
A™—istatistiksel sinirh diziler kiimesinin A™—istatistiksel yakinsak diziler kiimesini
kapsadig1 ve bu kapsamanin kesin oldugu gosterilmistir. Ayrica bir z = (zj) dizisinin
A™—istatistiksel sinirli olmasi igin gerek ve yeter sarti karakterize eden bir teorem
verilmigtir. Daha sonra A™—istatistiksel sinirli diziler kiimesinin Kothe-Toeplitz ve
genellestirilmis Kothe-Toeplitz duallerinin ¢, sonlu sayida sifirdan farkli terim iceren
dizilerin uzayi, oldugu hesaplanmistir. Buradan elde edilen motivasyonla istatistiksel
Kothe-Toeplitz ve istatistiksel genellestirilmis Kothe-Toeplitz dual kavramlar: tanitilip
bunlara dair baz1 yeni kavram ve o6zellikler ele alinmig ve ¢, ¢, s, Scg, Sc ve S, gibi
uzaylarin istatistiksel Kothe-Toeplitz ve istatistiksel genellestirilmis Kothe-Toeplitz du-

allerinin

Eb—{x6w22|xk|<oo,EIE§N,D(E)—1}

keE

uzayina esit oldugu gosterilmistir.

Dordiincii  boliimde  A™—istatistiksel smirhlik kavraminin  a—yogunluk ve
A—istatistiksel yakimsaklik anlaminda bazi genellestirmeleri tanimlanmig ve bunlarla
ilgili kapsama teoremlerine yer verilmistir. Beginci ve son boliimde ise tez calismasinda

elde edilen sonuglara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklk, Istatistiksel siuirhilik, Fark dizi

uzaylari, Kothe-Toeplitz dualler.
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SUMMARY

A™—Statistical Boundedness of Order «

This dissertation is formed by four main chapters. In the first chapter, the historical
development of statistical convergence, statistical boundedness and difference sequence
spaces is mentioned.

In the second chapter, some definitions and properties regarding these concepts,
which are frequently referred in the following chapters, are included. We also discuss
the asymptotic density of sets of natural numbers since it has a fundemantal role in
the definitions of statistical convergence and boundedness. Lastly, some preliminary
information about the concepts of Kéthe-Toeplitz and generalized Kéthe-Toeplitz dual
is provided as we also deal with dual spaces in the following chapters.

In the third chapter, initially we define A™ —statistical boundedness by using the
generalized difference operator A™ and examine its relationship between A™ —statistical
convergence, A" —Cauchiness and A™ —statistical boundedness. For instance, we show
that the set of all A™—statistical convergent sequences is strictly included by the set
of all A™—statistical bounded sequnces. Plus, we give a useful characterization for a
sequence = = () to be A™—statistically bounded. Afterwards we compute the Kithe-
Toeplitz and the generalized Kothe-Toeplitz duals of the set of all A™—statistical
bounded sequences as ¢, the space of all finitely non-zero scalar suquences. Being
motivated by this we come up with the idea of statistical Kothe-Toeplitz and statisti-
cal generalized Kothe-Toeplitz duals and deal some relevant concepts and properties.
Finally, we prove that the statistical Kothe-Toeplitz and the statistical generalized
Kothe-Toeplitz duals of ¢, ¢, £, Scyg, Sc and S, are equal to the space

Eb—{wa:Z|xk|<oo,EIE§N,D(E)—1}.

keE
In the fourth chapter, A™—statistical boundedness is generalized with respect to
a—density and A—statistical sense and some inclusion theorems are discussed. In the

fiftth and last chapter, we give the results obtained from the dissertation.

Keywords: Statistical convergence, Statistical boundedness, Difference sequence

spaces, Kothe-Toeplitz duals.



SEMBOLLER LiSTESI

Bu calismada kullanilan bazi semboller, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmus-

tur.
N : Dogal sayilar kiimesi
R . Reel sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi
Z* . Pozitif tam sayilar kiimesi
w : Tiim dizilerin Uzay
ly : Smirh dizilerin uzay:
c : Yakinsak dizilerin uzay1
Co : Sifira yakinsayan dizilerin uzayi
Sy . Istatistiksel siirh dizilerin uzay:
Sc  : Istatistiksel yakmsak dizilerin uzay
Scy : Istatistiksel sifir dizilerinin uzay1
0] : Sonlu sayida sifirdan farkli terim igeren dizilerin uzay:
A™ : Genellegtirilmig fark operatorii
A¢ A kiimesinin tiimleyeni

k(n) : K C N olmak iizere |K N{1,2,3,...,n}|
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1. GIRIS

Modern analizde en 6nemli toplanabilme metodlarindan biri istatistiksel yakinsak-
hiktir. Bilinen dizisel limit kavraminin bir genellestirmesi olarak diisiiniilebilecek ista-
tistiksel yakinsaklik 1951°de ilk kez Fast tarafindan kisa bir not [1] igerisinde tanitilmig
olmasina ragmen ilgili notta Steinhaus’un ayni yilda yaymmlanmig ve yine istatistiksel
yakinsaklik kavramin igeren [2| caligmasina atifta bulunulmustur. Schoenberg [3] is-
tatistiksel yakinsakligin bazi temel 6zelliklerini vermis ayni zamanda kavram ilk kez
bir toplanabilme metodu olarak ele almigtir. Bu kavram yillar boyunca farkh isimler
altinda da olsa Fourier analizi, Ergodik teori, Say1 teorisi, Olciim teorisi, Trigonometrik
seriler, Turnpike teorisi ve Toplanabilme teorisinde yer bulmustur. Istatistiksel yakin-
saklik aym zamanda, Buck [4] tarafindan tamitilmig olan ”yogunlukta yakinsaklik”
kavramimin bir 6rnegini tegkil eder.

Fridy [5] istatistiksel Cauchy dizisi kavramimi tanitip bunun istatistiksel yakinsak-
liga denk oldugunu gostererek istatistiksel yakinsakligin bir Cauchy kriterine sahip
oldugunu ifade etmistir. 1988’de Connor [6] o zamana kadar literatiirde birbirinden
bagimsiz olarak ele alinmig olan kuvvetli p-Cesaro toplanabilme ile istatistiksel yakin-
saklik kavramlarin ilk kez birlikte galigmigtir. Connor, kuvvetli p-Cesaro toplanabil-
menin istatistiksel yakinsakligi gerektirdigini gosterip sinirh diziler i¢in bunun tersinin
de dogru oldugunu ispatlamigtir.

Fast [1] ve Steinhaus [2] tarafindan literatiire ilk sunuldugundan bu yana istatistiksel
yakinsaklik kavrami toplanabilme teorisinde oldukca genis bir yer bulmus ve bircok
genellegtirmesi tamtilmigtir. Fridy ve Orhan [7], Mursaleen [8], Colak ([11], [12]) ve
Et ve Nuray [16] gibi yazarlar konuya iligkin literatiire katkida bulunan ¢aligmalar
yapmiglardir.

Dizilerin istatistiksel simrliligr kavram ilk olarak Fridy ve Orhan [17] tarafindan
tanimlanmistir. Istatistiksel simirhlik, istatistiksel yakinsakligin aksine literatiirde cok
yer bulmamigtir. Bununla birlikte Bhardwaj ve Gupta [18] «. dereceden istatistik-
sel yakinsaklik ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlarimin kargiliklarmi tanitarak is-
tatistiksel siirliligin baz1 genellegtirmelerini tanimlamig ve istatistiksel sinirh dizilerin

ailesinin Kothe-Toeplitz ve genellestirilmis Kothe-Toeplitz duallerinin ¢, sonlu sayida



sifirdan farkli terim igeren dizilerin uzayi, oldugunu gostermislerdir.

Fark dizi uzaylan ile ilgili ¢alismalar toplanabilme teorisinde nispeten yeni bir
gelismedir. Bir dizinin ele almaya deger bir yonii olmasa bile bazen terimlerinin ardigik
farklarimdan elde edilen fark dizisinin oldukga ilgi ¢ekici ozellikleri olabilir. Fark dizi
uzaylar ilk kez Kizmaz [19] tarafindan tamtilmigtir. Kizmaz bir x = (x;) dizisinin
terimlerinin ardigik farklarimi alarak elde edilen Az = (Azy) = (v — xp41) dizisinin
siirly, yakinsak ve sifira yakinsak olmasiyla yeni dizi uzaylar: tanimlamig, bu uzaylar
sirastyla A(4o.), A(c) ve A(cg) olarak ifade etmis ve bu dizi uzaylarmin baz topolojik
ozelliklerini incelemistir. Et ve Colak [20] ise © = (z},) dizisinin farkinin fark: fikrinden
hareketle m € N olmak iizere A" ({s,), A™(c) ve A™(co) uzaylarmi tanitmig ve bu uza-
ylarin, {izerlerinde tanimlanan norm ile, birer BK—uzay1 olduklarimi ispatlamiglardir.
Daha sonra Et ve Nuray [16] genellestirilmis fark operatorii yardimiyla herhangi bir X
dizi uzayna karsilik m. mertebeden genellestirilmis fark dizi uzay1 kavraminm tanitarak
A™(X) dizi uzayim ve bu uzayn topolojik 6zelliklerini incelemislerdir. Bu sayede is-
tatistiksel yakinsakligi genellestirerek ilk kez A™—istatistiksel yakinsaklik kavramini
literatiire kazandirmiglardir.

Bu tezde temel olarak genellestirilmis fark operatorii yardimiyla istatistiksel sinir-
hlik kavrami fark dizi uzaylarinda uygulanarak A™—istatistiksel smirhlik,
AT —istatistiksel siirhilk, . dereceden A™—istatistiksel sinirhlik ve a. dereceden
AT —istatistiksel simirlhibk gibi daha genel kavramlar tanitilmigtir. Bu yeni kavramlar
arasinda kapsama bagintilar: tartigilmig ve bunlara dair érnekler sunulmustur. Ayrica
A™—istatistiksel smirhh dizilerin ailesinin Kothe-Toeplitz ve genellegtirilmis
Kothe-Toeplitz dualleri hesaplanmig, buradan hareketle istatistiksel Kothe-Toeplitz
ve istatistiksel genellegtirilmis K6the-Toeplitz dual fikri ortaya atilmigtir. Bu sayede
literatiirde ilk kez Kothe-Toeplitz dualler istatistiksel manada ele alinmig, normal
(solid) uzay ve miikemmel (perfect ) uzaylarn istatistiksel kargiliklar1 incelenmistir.
Bunlarin uygulamasi olarak cy, ¢ ve o, gibi baz1 klasik dizi uzaylarinin istatistiksel
Kothe-Toeplitz ve istatistiksel genellegtirilmis Kothe-Toeplitz dualleri ile A™(4y,) ve

A™(c) dizi uzaylariin istatistiksel Kothe-Toeplitz dualleri hesaplanmigtir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Dogal Say1 Kiimelerinin Asimptotik Yogunlugu

Bilindigi tizere dizilerin limiti kavrami temelde dogal sayilarin sonlu ve sonsuz alt
kiimelerine dayanir. Daha agik olarak bir z = (z,,) dizisinin yakinsak olmas1 demek bir
saymin her komgulugunun tiimleyeninde dizinin sonlu sayida teriminin kalmas1 demek-
tir. Buradaki "sonlu sayida” kavrami, dizinin limitinin her komgulugunun tiimleyeninde
kalan terimlerinin indislerinin dogal sayilarin sonlu bir alt kiimesini tegkil etmesi an-
lamina gelir. Istatistiksel yakinsaklik tanimi ise dogal sayilarin sonlu veya sonsuz alt
kiimeleri yerine bir genellestirme olarak dogal sayilarin alt kiimelerinin (asimptotik)
yogunlugu kavramina dayanir. Bu yiizden istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel sinir-
lilik ile ilgili verecegimiz bilgilerden 6nce bu kisimda dogal sayi kiimelerinin yogun-

lugundan bahsetmenin faydal ve gerekli oldugunu diigiiniiyoruz.

Tamim 2.1.1. ([21]) K C Nven € N olmak iizere |K N {1,2,3, ..., n}| ifadesi kesigimin

eleman sayisini gostersin. Eger

LK {12300

n—oo n

limiti mevcutsa bu limite K nin (asimptotik) yogunlugu denir.
Bu tezde D(K) ile (mevcutsa) K nin yogunlugunu temsil edecegiz. Ayrica x(n) ile

|K N{1,2,3,...,n}| sayism1 gosterecegiz.

Tamim 2.1.2. ([21]) K C N verilsin.

D(K) = lim sup@

n—oo

ve

D(K) = lim inf@

n— o0 n
degerlerine sirasiyla K nin st ve alt (asimptotik) yogunlugu denir. Eger, bu iki deger
esitse bu ortak sayiya K nmin yogunlugu denir.

Agagidaki temel ozellikleri hatirlatmanin yararh oldugunu diigiiniiyoruz.

3



Onerme 2.1.3. ([21]) Eger, K nin yogunlugu meveut ise bu durumda K¢ de yogunluga
sahiptir ve D(K¢) =1 — D(K°) esitligi saglanir.

Onerme 2.1.4. ([21]) K, ve K, yogunluga sahip dogal say1 kiimeleri olsun. Eger,
K7 U K5 veya K7 N K5 den en az biri yogunluga sahipse digeri de sahiptir ve

D(K1 U K,) = D(K,) + D(K,) — D(K; N K5)

esitligi saglanir.

Sonug 2.1.5. D(K;) = D(K,y) =11ise D(K; N Ky) =1 dir.

Bu tez boyunca yogunlugu 1 olan kiimelere yogun, 0 olan kiimelere ise sifir yogun-
luklu kiime diyecegiz. Eger, K bir sifir yogunluklu kiime degilse bu D(K) > 0 ya da
K nin yogunlugu olmadig1r anlamina gelir. Tanimdan hareketle kolayca goriilebilir ki
sonlu dogal say1 kiimeleri ve bog kiime sifir yogunluklu kiimeler olup N nin kendisi

yogundur.

Bir z = (1) dizisi bir P 6zelligini yogun bir kiimedeki tiim k lar i¢in sagliyorsa x,
P ozelligini "hemen hemen tim k" icin saglar denir ve kisaca "h.h. k." ile gosterilir

([5])-
2.2. Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik ve bazi genellestirmelerinden bahsedip konuyla

ilgili baz1 ozellikleri verecegiz.

Tamim 2.2.1. ([5]) Bir z = (z) say1 dizisi ve L sayist verilsin. Eger, her ¢ > 0
icin {k : |z, — L| > e} kiimesi bir sifir yogunluklu kiime tegkil ediyor, yani h.h. k. i¢in
|z, — L| < € ise x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktyr denir ve st — limxy, = L ile
gosterilir. Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Sc ile L = 0 olmasi durumunda Scg

ile gosterilecektir.

Istatistiksel yakimsakligm diger bircok toplanabilme metodunun aksine bir Cauchy
kriterine haiz oldugunu styleyebiliriz. Kavramin bu 6zelligini ilk kez Fridy [5] bir
dizinin istatistiksel yakinsak olmasi icin ne gibi gerek ve yeter sartlar1 saglamasi gerek-

tigini incelerken ortaya koymustur. Bunun i¢in bilinen Cauchy dizisi olma kavramin

4



istatistiksel manada genellegtirmistir. Asagida bu tanimi verdikten sonra ilgili denklik

teoremini ifade edecegiz.
Tanim 2.2.2. ([5]) x = (zy) dizisi verilsin ve € > 0 olsun. Eger, h.h. k. igin
|z, —an| <€

yani

Dk : |z, —xy| >€}) =0

olacak sekilde bir N = N (¢) € N dogal sayisi varsa © = (zy) dizisine istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.2.3. ([5]) Asagidaki ifadeler denktir:
(1) x istatistiksel yakinsak bir dizidir.
(77) x bir istatistiksel Cauchy dizisidir.
(17i) x dizisine karsilik h.h. k. i¢in x; = vy, olacak sekilde bir yakinsak y = (y)

dizisi vardir.

2000 yihinda Mursaleen [8] istatistiksel yakinsakligin bir genellegtirmesi olan
A—istatistiksel yakinsaklik kavraminmi tanimlayarak A—istatistiksel yakimsakligin birkag

ozelligini vermistir.

Tamim 2.2.4. ([8]) z = (z4) € w verilsin. A = (\,) pozitif sayilarm azalmayan,
oo’a 1raksayan ve A\; = 1 olmak tizere A\, 1 < A, + 1 sartini saglayan bir dizisi olsun.
I, = [n — A\, + 1,n] olmak iizere her € > 0 i¢in

1
lim —{kel,:|zy—L| >} =0

n—oo )\n
oluyorsa x dizisi L sayisina A—istatistiksel yakinsaktir denir.

Yukaridaki sartlar: saglayan tiim A = ()\,,) dizilerinin kiimesini I' ile gsterecegiz.

Dereceli istatistiksel yakinsaklik fikri ilk kez Gadjiev ve Orhan [9] tarafindan ortaya
atilmigtir. Daha sonra Bhunia ve digerleri [10] dereceli istatistiksel yakinsaklik ile ilgili

baz1 ozellikleri ispatlamiglardir. Kavramla ilgili literatiirdeki ¢aligmalarin Colak ([11],

n

[12]) tarafindan verilen " «. dereceden istatistiksel yakinsaklik " ve " A—istatistiksel



yakinsaklik iizerine " baghkl caligmalardan sonra arttigim soyleyebiliriz. Ornegin; Co-
lak ve Bektag [13], Et ve Sengiil ([14],[15]) dereceli istatistiksel yakinsaklikla ilgili baz
genellestirme ¢alismalar1 yapmiglardir. Dolayisiyla konunun giincelligini korudugunu

ve son zamanlarda bir¢ok yazar tarafindan ¢alisildigini belirtebiliriz.

Tamim 2.2.5. ([11]) K C Nve 0 < a <1 olsun. Eger,

k(n)

Do (K) = lim

n—oo N
limiti mevcutsa bu degere K nin a—yogunlugu denir.

Eger, bu limitin degeri sifir ise K kiimesi sifir a—yogunluga sahiptir denir. Bu
tanim a = 1 ic¢in dogal yogunluk kavrami ile aynidir. K C N herhangi bir kiime olmak
tizere 0 < a < f < 1i¢in Dg (K) < D, (K) oldugu agiktir. Sifir a—yogunluklu kiime

tamimindan hareketle . dereceden istatistiksel yakinsaklik agagidaki gibi tanimlanir:
0 < a <1 vebir z = (x;) dizisi verilsin. Eger, her ¢ > 0 i¢in

1
lim — [{k <n:|zx — L] > e}[=0

n—oo M,

olacak gekilde bir L sayis: varsa x dizisi L sayisina «. dereceden istatistiksel yakinsaktir

denir.

Colak ve Bektag [13] A—istatistiksel yakinsaklik ve «v. dereceden istatistiksel yakin-
saklig1 genellestirecek sekilde iki kavrami bir araya getirerek a.. dereceden A—istatistiksel

yakinsaklik kavramini goyle tanimlamglardir:

Tamim 2.2.6. ([13]) Bir « = (x) dizisi verilsin. A= (\,) € I', I, = [n — A\, + 1,n] ve

a € (0,1] olmak tizere, eger her € > 0 i¢gin
} 1
lim F|{k€[n:|xk—L| >e} =0

olacak gekilde bir L sayisi varsa x dizisi L sayisina «. dereceden A—istatistiksel yakin-
saktir denir.

Eger yukarida verilen tanimda A, = n alnirsa «. dereceden \—istatistiksel yakin-
saklik, «. dereceden istatistiksel yakinsakliga, o« = 1 alimirsa «. dereceden

A—istatistiksel yakimsaklik, A—istatistiksel yakinsakliga, A, = n ve o = 1 alimirsa



a. dereceden A\—istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsakliga indirgenir. Dolayisiyla
a. dereceden A—istatistiksel yakimsakligin bu kavramlarin hepsini genellestirdigini

soyleyebiliriz.
2.3. Istatistiksel Siirlilik

Bu kisimda Fridy ve Orhan [17] tarafindan tammlanan istatistiksel simirhilik

kavramu verilip daha sonraki kisimlarda kullamilacak baz teoremler ifade edilecektir.
Tanmim 2.3.1. ([17]) x = (z) € w verilsin.
B, :={beR:D{k:xp>b} #0};

ve
A, ={a€eR:D{k:xp <a} #0}

kiimelerini goz oniine alahm. Bu durumda

sup B,, B, # 0 ise,
—00 B, = 0.

st — limsupz :=

ve
inf A,, A, # 0 ise,
st — liminf x :=
+00 A, = 0.
degerlerine sirasiyla x in istatistiksel limit supremumu ve istatistiksel limit infimumu

denir.

Simdi bir dizinin istatistiksel limit supremumu ve istatistiksel limit infimumunu

bulmada oldukga islevsel olan bir teoremi verelim.

Teorem 2.3.2. ([17]) Bir x = () dizisi ve sonlu p, o sayilar1 verilsin. Bu durumda
(1) p = st—limsupx < Here > 0icin D{k :zpy >p—c} #0ve D{k:ap >p+e} =
(it) 0 = st—liminfz < Here > 0igin D{k :apy <o +e} #0ve D{k:xp <o —c} =

0 dar.

Tamim 2.3.3. ([17]) © = (zy) dizisi verilsin. Eger, D {k : |x;| > B} = 0 olacak sekilde

bir B sayis1 varsa x dizisine istatistiksel sinirlidir denir.



Bu tez boyunca istatistiksel sinirhi dizilerin kiimesi .S, ile gosterilecektir.

Tanimdan hareketle bir dizinin istatistiksel sinirli olmasi st — lim sup ve st — lim inf
degerlerinin sonlu olmasini garantiler. Dolayisiyla Teorem 2.3.2 deki yeter sartlar

saglanir.
Simdi yakinsak dizilerin oldukga temel bir 6zelliginin istatistiksel dengini verelim.

Teorem 2.3.4. ([17]) x = (z) € S, verilsin. x dizisinin istatistiksel yakinsak olmas
icin gerek ve yeter sart

st — limsup z = st — liminf x
esitliginin saglanmasidir.
Bhardwaj ve Gupta [18] a—yogunluk ve A—istatistiksel yakinsaklik gibi kavramlarin

yardimiyla istatistiksel sinirhligin bazi genellegtirmelerini tanitmiglardir. Agagida bun-

larla alakali tanimlardan s6z edecegiz.

Tamim 2.3.5. ([18]) Bir © = (x)) dizisi ve 0 < a < 1 sayisi verilsin. Eger,
D.({k : |zx| > B}) = 0 olacak sekilde bir B > 0 sayis1 varsa z dizisine a. dereceden

istatistiksel sinarlidir denir.

Tamim 2.3.6. ([18]) A = (\,) € I' ve x = (z4) € w olsun. [, = [n — A\, + 1, n] olmak
tizere, eger

1
lim — |{k € L, : [a| > B}| =0,

olacak gekilde bir B > 0 sayis1 varsa = dizisine A—istatistiksel sinirlidir denir.

Tamim 2.3.7. ([18]) Bir z = (zy) dizisi verilsin. A= (\,) €', I, = [n— A\, + 1,n] ve

a € (0,1] olmak iizere, eger
} 1

olacak gekilde bir B > 0 sayis1 varsa x dizisine a. dereceden A—istatistiksel sinarlidir

denir.

a. dereceden \—istatistiksel siirlihk kavrami yukarida verilen tammda o = 1

secilirse A—istatistiksel sinirliliga, A\, = n secilirse a. dereceden istatistiksel sinirliliga
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ve a = 1 ve \, = n secilirse istatistiksel sinirliliga indirgenmis olur. Dolayisiyla o.

dereceden A—istatistiksel siirliligin bu kavramlarin hepsini genellestirdigini soyleye-

biliriz.

2.4. Genellestirilmis Fark Dizi Uzaylar:

Bilindigi gibi fark dizi uzaylan fikri ilk olarak Kizmaz [19] tarafindan tanmimlanms,

daha sonra Et ve Colak [20] tarafindan genellegtirilmistir. Bu kisimda genellestirilmis

fark dizi uzaylar1 hakkinda bazi bilgiler verilecek ve ilgili baz1 6zelliklerden bahsedile-

cektir.

Tamm 2.4.1. ([20]) z = (2) € w olsun. m € N, A% = (z;), Az = (Axy)

(Tp — Tpy1), A™x = (A™xy) = (A™ oy, — A™ ey, ) ve boylece

A™gy, = i (—1)’ (T) ot

=0

olmak tizere A™ ({), A™ (c) ve A™ (co) dizi uzaylar
A" (l) =4z = (x) : A"z € U},
A" (c) ={x = (zg) : A"z € ¢},
A™ (c) = {x = (x3) : A"z € o}

seklinde tanimlanir.

Bu uzaylar ||.||,, supremum normu olmak iizere

m

lzlla =D |zl + | A™2]

=1

normu ile birer B K —uzay: tegkil ederler.

Onerme 2.4.2. ([20]) 2 = (z;) € A" ({s) ise bu durumda sup k=" || < co olur.
k

Yukaridaki dizi uzaylar: Et ve Nuray [16] tarafindan X herhangi bir dizi uzay: olmak

tizere A™ (X) dizi uzayma genellestirilmigtir. Simdi A™ (X) dizi uzay ile ilgili sonraki

boliimlerde kullanilacak bazi tanim ve teoremleri ifade edelim.

Tanim 2.4.3. ([16]) X C w verilsin. A™ (X) genellestirilmis fark dizi uzay:

A™ (X)) ={z = (a) : (A™xy) € X}

9



olarak tanimlanir.

Tamwm 2.4.1 de verildigi gibi A™xy, = Z (—l)i (T)xkﬂ seklinde tanimhdir. Eger
=0
x € A™ (X)) ise yeterince biiyiik k lar i¢in (6rnegin k& > 2m igin) yp = A™xy, ve

k—m . k
k—i—1 k+m—1—1
:E )™ zZE )™ i—m>
T 1‘1( ) (m—l)y 1‘1( ) ( m—1 )y
yl—m:yZ—m:”’:yOZO

olacak sekilde sadece bir tek y = (yx) € X vardir.

Et ve Nuray [16] X = Sc alarak A™—istatistiksel yakinsaklik kavramim agagidaki

gibi tamimlamiglardir.
Tamim 2.4.4. ([16]) Bir « = (x) dizisi verilsin. Eger her € > 0 igin
Dk :|A"xp — L| >¢e}) =0
olacak gekilde bir L sayis1 varsa x dizisi L sayisina A™—istatistiksel yakinsaktir denir.
Tamim 2.4.5. ([16]) Bir # = (z}) dizisi verilsin. Eger her € > 0 i¢in
Dk : |A"x, — A"an| >e}) =0
olacak gekilde bir N = N (¢) € N sayisi varsa z dizisine A™—istatistiksel Cauchy denir.

Teorem 2.4.6. ([16]) z dizisi A" —istatistiksel yakinsak ise A™—istatistiksel Cauchy-
dir.

Et ve Nuray [16] Teorem 2.4.6 nmin tersinin saglanip saglanmadigina dair bir bilgi
vermemislerdir. Biz bu caligmanin ilerleyen boliimiinde A™—istatistiksel Cauchy

kavraminin A™—istatistiksel yakinsaklig1 gerektirdigini gosterecegiz.

Teorem 2.4.7. ([16]) x = (z}) dizisinin A™—istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek
ve yeter sart h.h. k. i¢cin A"z, = A"y, olacak sekilde bir y = (yx) € A™(c) dizisinin

var olmasidir.
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2.5. Dizi Kiimelerinin Dualleri

Bu kisimda dizi kiimelerinin duallerinedair bazi temel tanim ve 6zellikler verilecektir

(ayrmtil bilgi i¢in bak. [22] ve [23]).

Calisma boyunca bs, cs, ¢1 ve £, ile sirasiyla tim sinarl seri, yakinsak seri, mutlak
yakinsak sert ve N nin bir permiitasyonuna gore mutlak yakinsak seri olugturan dizilerin

kiimeleri gosterilecektir.

= (z4),y = (y) € wve X, Y C wolsun. ay = (xyp)pe, ve 21 %Y =

{y € w:zy € Y} olmak iizere

M(X,)Y)= N2 %Y

rzeX

={acw:azx ey, Vz € X}

yazalim. Ozel olarak,

kiimelerine sirasiyla X dizi uzayimn 6—, a—, 5—, v— ve N—(ya da sifir) dualleri denir.
X dizi uzaymin dual uzaylar: da birer dizi uzay1 olup X® ve X? uzaylarna sirasiyla
X dizi uzaymmin Kothe-Toeplitz ve genellestirilmis Kdthe-Toeplitz dual uzaylar: denir.
Asagidaki ozelliklerin dogru oldugu kolayca gosterilebilir.

i)dpC X°C X*CXPcCXveXPcXxV,

ii) 1 € {0, a, 3,7, N} olmak tizere X C Y ise YT C X7,

i) X C (X*)* = X,

Tanmim 2.5.1. ([22])

i) X = X ise X uzayma bir mikemmel (perfect) dizi uzay: denir.
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it) u = (uy) € w ve X bir dizi uzay1 olsun. Eger, en az bir z = (x;) € X dizisi ve
her £ € N i¢in |ug| < |zg| olmast durumunda v € X ise X uzayima bir normal (solid)

uzay denir. Bir diger ifadeyle
{u=(u) €w|Iay) € X,VE € N: |uy| <lag|} € X
kapsamasi saglaniyorsa X dizi uzayina bir normal (solid) uzay denir.

Lemma 2.5.2. ([22]) X normal uzay ise X* = X? = X7 olur.
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3. A" —ISTATISTIKSEL SINIRLILIK VE
ISTATISTIKSEL KOTHE-TOEPLITZ DUALLER

Bu boliimiin ilk kisminda A™ fark operatorii yardimiyla dizilerin A™ —istatistiksel
siirliligr kavrami tamitilip A™—istatistiksel yakinsaklik ve A™—istatistiksel sinirlilik
arasindaki iligki verilecektir. Ayrica bir dizinin A™—istatistiksel sinirhligini karakterize
etmek amaciyla Teorem 2.4.7 nin dengi sayilabilecek bir ézellik sunulacaktir. Ikinci
kisimda ise A™—istatistiksel sinirli diziler kiimesinin Kéthe-Toeplitz ve genellestirilmig
Kothe-Toeplitz dualleri verilecektir. Buradan elde edilen motivasyonla tanmimlanan dizi
kiimelerinin statistiksel Kothe-Toeplitz ve istatistiksel genellestirilmis Kdéthe-Toeplitz
dualleri kavramlarindan soz edilip bunlara dair bazi temel ozellikler ile istatistiksel
normal (solid) uzay ve istatistiksel mikemmel (perfect) uzay konseptleri tanitilacaktir.
Son olarak cq, ¢, s, Scy, Se, Sy, A™(c) ve A™({y,) gibi uzaylarin istatistiksel Kthe-

Toeplitz ve istatistiksel genellestirilmis Kothe-Toeplitz dualleri hesaplanacaktir.
3.1. Dizilerin A" —Istatistiksel Sinirlilig
Tamim 3.1.1. Bir z = (z}) dizisi verilsin. Eger h.h. k. igin

|A"x,| < B

veya

D({k : |A™z,| > B}) =0

saglanacak sekilde bir B > 0 sayisi varsa x dizisine A™—istatistiksel sinarlilidir denir.

Tiim A™—istatistiksel siirh dizilerin kiimesini A™(S,) ile gosterecegiz.
Asagidaki ornek A™—istatistiksel siirli olmayan dizilerin var oldugunu ifade eder.

Ornek 3.1.2. m = 1 olmak iizere, x = (1}, dizisi

0, k=1,
=4 —ni2n+1), k=2n+1,
—n(2n—1), k=2n,
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seklinde tamimlansin. Her M > 0 igin {k: |Az| < M} kiimesi sonlu oldugundan

{k : |Azy| > M} kiimesi yogundur. Dolayisiyla = dizisi A—istatistiksel sinirl degildir.

Onerme 3.1.3. Bir = (2;,) dizisi bir L sayisma A™—istatistiksel yakinsaksa bu

durumda A™—istatistiksel sinirlidir, ancak bunun tersi dogru degildir.

Ispat. z dizisi L sayisina A —istatistiksel yakmsak olsun. O halde ozellikle ¢ = 1

ve h.h. k. igin |[A™z), — L| < 1 saglamir. Ters ii¢gen egitsizliginden
|A" x| — |L| < |A™zy — L] < 1

olur, dolayisiyla h.h. k. icin
|A" x| < |L| +1

elde edilir. B = 1+ |L| olarak segilirse = dizisinin A™—istatistiksel simirl oldugu

goriiliir.
Tersi i¢in, m = 1 alip x = (x;) dizisini
v = (z) = (0,—1,-2,-2,—4,—4, —5,—5,—6,—9, —10, ~10, —11, —11, 12, —12,...)

olarak tamimlayalim. Bu durumda Ax dizisi

VE, k tam kare,
Az, = 0, k& tam kare olmayan tek,
1, k tam kare olmayan cift.

olarak hesaplanir. € > 0 olmak tizere; D({k : Az), = 1}) =  oldugundan
{k:Axy =1} C{k: Az > 1—¢}

kapsamasit D({k : Az, > 1 —¢}) # 0 olmasim gerektirir. Ayrica,
{k:Az,>1+¢c} Cc{k*: keN}

oldugundan D({k : Azy > 1+ ¢}) = 0 elde edilir. O halde Teorem 2.3.2 (i) den

st — limsup Az =1
bulunur. Ustelik D({k : Az =0}) = ; ve
{k: Az, =0} C{k:Axy < e}
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oldugundan D({k : Az <e}) #0ve {k: Az, < —e} =0 olup D({k : Azy < —¢}) =
0 bulunur. Bu da Teorem 2.3.2 (ii) den

st —liminf Ax =0

anlamima gelir. Boylelikle Teorem 2.3.4 geregince, st — limsup Az # st — liminf Az
oldugu i¢in, = dizisi A—istatistiksel yakinsak degildir. Oysa ki {k : |[Azy| > 1} kiimesi

bir sifir yogunluklu kiime oldugundan x dizisi A—istatistiksel siirhdir.
Onerme 3.1.4. A™((,,) C A™(S},) olup bunun tersi dogru degildir.

Ispat. © € A™(/s) olsun. Bu durumda her k € N icin |A™z;| < B olacak sekilde
bir B > 0 vardir. Bu ise {k:|A™zx| > B} = () oldugundan h.h. k. igin |[A™xy| < B

ve dolayisiyla © € A™(S,) anlamina gelir.
Tersi igin m = 2 segelim ve x = () dizisini
x = () = (0,0,0,1,2,5,8,11, 14, 20, 26, 32, 38, 44, 50, 56, 62, 72, 82, 92, 102, 112, ...)

seklinde tanmimlayalim. Bu durumda A2z dizisi

) n, k=2",
A xy = n=1273,..
0, diger durumlarda,

seklinde hesaplanir ve {k : A%z, # 0} = {2" :n =1,2,3,...} olup, D({k : A%x;, #0}) =
0 dir. Bu ise x dizisinin bir A%Z—istatistiksel sifir dizisi oldugunu gosterir. Boylece
r € A%(S,) dir, fakat A%z dizisi simirh degildir, dolayisiyla = ¢ A?%({y) dir. O halde
r € A?(S,) \ A%({y,) dur.

Lemma 3.1.5. x = (z;) bir A™—istatistiksel Cauchy dizisi ise A™—istatistiksel

yakinsaktir.
Ispat. z dizisi bir A™—istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Oyleyse her ¢ > 0 icin
K ={k:|A"z, — A"zpn.| > ¢}
olmak tizere D(K) = 0 olacak sekilde bir V. € N dogal sayist vardir. Buradan
KeCH{k:ATxy. —e <A™z} ve K¢ C{k: A"z < ATzpy, + €}
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kapsamalar1 saglanir. D(K¢) = 1 oldugundan

A={aeR:D{k: A"z, <a} =1}
B={beR:D{k: A"z, >0b} =1}

kiimeleri bostan farklidir.

Her a € A ve her b € B i¢in b < a oldugunu gosterelim. Bunun icin bazi b ve a

sayilari i¢in b > a oldugunu varsayalim. O halde
{k : Aml'k > b} - {k : Aml'k > a}

kapsamasi saglanir, buradan D({k : A"z, < a}) = 0 olur. Ancak bu a € A olmasiyla

geligir. Bu yiizden her a € A ve her b € B igin b < a dir. Buradan
A"zy, —e <supB <inf A < A"zy_ +¢

esitsizliginin dogrulugu acikca goriiliir. Dolayisiyla € keyfi oldugu i¢in sup B = inf A
elde edilir. L =sup B = inf A dersek her > 0 igin

L—p<b,<a,<L+p
olacak sekilde a,, € A and b, € B sayilar1 vardir. Bu A ile B nin tanimi geregince
D({k:A"zpy < L+pu})=1ve D{k: A"z, >L —pu})=1
esitliklerinin saglanmasini gerektirir. Ayrica
{k:|A"x, — Ll < puy={k: A"z, > L—pu}N{k: A"z, < L+ pu}

esitliginden dolay1 ve Sonu¢ 2.1.5 geregince D({k : |A™xy, — L| > pu}) = 0 bulunur.

Boylece = dizisi L sayisina A™—istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 2.4.6 ve Lemma 3.1.5 den asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug 3.1.6. Bir dizinin A™—istatistiksel yakinsak olamasi icin gerek ve yeter sart

A™—istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir.

Onerme 3.1.7. Bir dizi A™—istatistiksel Cauchy dizisi ise A" —istatistiksel simrhdar.

Tersi dogru degildir.
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Ispat. = = (1) bir A™—istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her ¢ > 0
igin
D({k: |A"x — AMzy| >e}) =0

olacak sekilde bir N(= N(¢)) € N says1 vardir. Ozel olarak ¢ = 1 igin

bulunur. Bu, B = 1 + |A™zy| olarak segilirse x dizisinin A™—istatistiksel sinirh
olmasi demektir. Sonu¢ 3.1.6 y1 goz oniine alir, © = (x;) dizisini Onerme 3.1.8 deki

gibi tanimlarsak tersinin dogru olmadig goriiliir.

Bir sonraki teoremde bir dizinin A™—istatistiksel sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter
sart1 verip ispat edecegiz. Oncesinde teoremin ispatinda énemli bir yer tutan bir lem-

may1 verelim:

Lemma 3.1.8. £ C N kiimesi |E| = oo ve |E°| = oo sartlarim sagliyorsa her j € N

icin m; < mn; < mj;; olmak iizere
E=J(mj,ny) NN)
j=1
saglanacak sekilde dogal sayilarin artan (m;) ve (n;) dizileri vardir.

Ispat. (m;) ve (n;) dizilerini

min F, j=1
mj = : .
min{k >n; ke E}, j>2

nj:min{k>mj:k€Ec}

seklinde tanimlarsak ikisinin de artan ve her j € N i¢in m; < n; < mj;; oldugu
goriiliir. k£ € E olsun. Bu durumda (m;) ve (n;) nin tammlar1 geregince k icin iki
durum vardir:

i) k = mj, olacak sekilde en az bir j, € N varsa bu durumda k € [m;,,n;,) NN
oldugu aciktir. Dolayisiyla k € Ej ([m;,n;) NN) olur.

it) Her j € Nicin k # m; i;e: 1bu durumda m;, < k < nj, olacak sekilde en az bir

Jo € N vardir. Buise k € [mj,, nj,) NN demektir. O halde yine k € {J ([m;,n;) NN)
j=1
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dir. Boylece k € E keyfi oldugundan E C |J ([m;,n;) N N) kapsamasi saglanir. Simdi
j=1
kapsamanin tersinin dogru olmadigii varsayalim. O zaman en az bir j, € N i¢in oyle

bir k € [m;,, n;,) "N vardir ki k ¢ E dir. Oysa bumj, < k < n;, ve k ¢ E oldugundan
nj, n tamm ile celigir. Bu yiizden |J ([m;,n;) NN) C E olup, ispat tamamlanir.

j=1
Teorem 3.1.9. = = (zj) dizisinin A™—istatistiksel smirh olmasi igin gerek ve yeter
sart h.h. k. igin A™z, = A™y, olacak sekilde A™—simmirhi bir y = (y;,) dizisinin var

olmasidir.

Ispat. = dizisi A™—istatistiksel siirl olsun. Eger 2 € A™ (/) ise ispat agiktir.

x € A™(Sp) \ A" () alalm. m ye gore tiimevarim yontemini kullanacagiz.

m = 1 olsun. Bu durumda F = {k : |Azy| > B} bir sifir yogunluklu kiime tegkil
edip, |E| = oo ve |E°| = oo olacak sekilde bir B > 0 sayis1 vardir. Lemma 3.1.8

den E = |J ([m;,n;) NN) olacak sekilde dogal sayilarin artan (m;) and (n;) dizileri
j=1

bulunur. Simdi y = (y) dizisini

(

T1 k=1
k—1
1 — ZAJZ'j k:2,3,...,m1

j=1

Ymy k:m1+1,m1+2,...,n1
k—1

Ymy — Z ij k:n1+1,n1+2,...,m2
Jj=n1

yk: ymz k:m2+1,m2+2,...,n2

k—1
Yms — 2 Axj k=mna+1,na+2,...,mg3

Jj=n2

Yms k=ms+1,m3+2,..,n3

\

olarak tanimlayalim. Bu dizinin farkin1 hesaplarsak

0, kekE,
Axy, k€ E°,

Ay, =

ve dolayisiyla E° yogun oldugundan h.h. k. igin Az, = Ayg oldugu goriiliir. Ayrica
her k € E¢ igin |Ayy| = |Azy| < B oldugundan y dizisi A—smirhdir.
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m — 1 i¢in iddiamin dogru oldugunu kabul edelim, yani = dizisi A™ ! —istatistiksel
siirh ise h.h. k. icin A™ tx, = A™ Yy, olacak sekilde A™~!—simirh bir y dizisi var

olsun.
Iddianin m icin de dogru oldugunu gosterelim:

x dizisi A™—istatistiksel sinirh olsun. Bu durumda Tanim 2.4.3 geregince z = Ax
olacak sekilde bir tek 2z = (z;,) dizisi var olup A™z = A™ !(Az) esitliginden dolay
bu dizi A™! —istatistiksel sinirhidir. Oyleyse kabuliimiiz geregi h.h. k. icin A" 1z, =
A™= Ly, olacak sekilde bir y € A™71({,) vardir. Ayrica, yine Tamm 2.4.3 ten As =y
olacak sekilde bir s = (s;) dizisi var olup A™ 1(As) € {,, ve dolaysiyla s € A™({y,)

elde edilir. Boylece h.h. k. icin
Amsk = Am_l(ASk) = Am_lyk = Am_lzk = Am_l(Al'k) = Aml'k
yazabiliriz. Bu gerek sartin ispatin1 tamamlar.

Diger taraftan h.h. k. igcin A™zy, = A"y, olacak gekilde bir y € A™({,) oldugunu
kabul edelim. Bu durumda her & € N igin |[A™y,| < B olacak gekilde bir B > 0 sayisi

var olup,

Dk : A"z # A™yp}) =0
esitligi ve
{k : |A"xy| > B} C {k: A™xy, # A"y}

kapsamasi saglandigimmdan h.h. k. icin |A™z,| < B elde edilir. O halde z dizisi

A™—istatistiksel sinirhidir.

Lemma 3.1.10. K CNve L ={k—1:k€ K} olsun. Eger K bir sifir yogunluklu

kiime ise L de bir sifir yogunluklu kiimedir.

Ispat. 1 ¢ K oldugunu kabul edelim. /(n) = |[LN{1,2,3,...,n}| ve x(n) =
|K N{1,2,3,...,n}| olmak tizere her n icin ¢(n) < k(n) + 1 oldugundan

D) = tim A < g B 500 L by 4w L =

n—oo N n—o00 n n—oo n n—oo M, n—oo M,

elde edilir. Dolaysiyla D(L) = 0 dur.
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Teorem 3.1.11. Eger z = (x}) istatistiksel simirhiysa bu durumda A—istatistiksel

sinirhdir.

Ispat. = = (23) € Sy olsun. Bu durumda K = {k: |z;| > B} bir sifir yogun-
luklu kiime teskil edecek sekilde bir B > 0 saywis1 vardir. L = {k: |34 > B} =
{k—1:k € K} oldugundan Lemma 3.1.10 geregince L bir sifir yogunluklu kiimedir.
Bu yiizden (xj41) dizisi de istatistiksel smirhdir. S, bir dizi uzay: oldugundan Az =
(Azg) = (xp—2k41) = (2x) — (Tr41) istatistiksel sirhdir. Dolaysiyla x = (z) € A(Sh)
olup S, C A(Sy) elde edilir.

Sonug 3.1.12.
i) m > 1igin A™(S,) C A™(S).

3.2. Istatistiksel Kothe-Toeplitz Dualler

Bu kissmda A™(S,) uzaymmn a—, f—, y—, d— ve N— duallerinin ¢ oldugunu
gosterecegiz. Daha sonra istatistiksel Kothe-Toeplitz ve genellestirilmis istatistiksel
Kothe-Toeplitz dual uzay kavramlarimi tanimlayip, bunlara dair bazi temel 6zelliklere

degindikten sonra baz dizi uzaylarinin bu yeni tipteki duallerini hesaplayacagiz.

Ik olarak Sc, dizi uzayimin duallerini hesaplamak icin ¢nce agagidaki lemmay1 vere-

lim:
Lemma 3.2.1. Scy bir normal dizi uzayidir.

Ispat. = = () € Scy keyfi bir dizi olsun. u = (uy) dizisini her k& € N icin

|ug| < |zx| olacak sekilde alalim. Bu durumda her € > 0 igin

{k:fur| = e} C{k:|ai] = e}
oldugu kolayca goriiliir. Buise u € Sc¢y anlamina gelir. Boylece Scq bir normal uzaydir.
Teorem 3.2.2. 1 € {«, 5,7,d, N} olmak iizere ch = ¢ dir.

Ispat. Her t € {a, 3,7,6, N} icin ¢ C ch oldugunu biliyoruz. ch C ¢ veya denk

olarak ¢° C (Sch)¢ oldugunu iddia ediyoruz. Eger a = (az) € ¢° ise bu durumda her
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k € K igin a, # 0 ve |K| = oo olacak sekilde bir K C N vardir. Buradan D(J) =0
ve |J| = oo olacak gekilde bir J C K secilebilir. Simdi x = (z},) dizisini agsagidaki gibi
tammlayahm:

L ke,

ag’

0, keJe

T =

Her € > 0 i¢in {k : |zx| > e} C J oldugundan {k : |zx| > e} bir sifir yogunluklu kiime
olup st — limx = 0, yani z € Sc, dir. Ote yandan

Zakxk—Zakai :leoo
k=1

ke K kes
esitligi saglandigindan a ¢ Sci, yani a € (Sch)¢ dir. Boylece S¢i C ¢ olup Sc = ¢
elde edilir. Lemma 2.5.2 ve Lemma 3.2.1 geregince Scf = Scy = Scj = ¢ dir. Ayrica
Sc) C ch oldugundan Sc = ¢ bulunur. Simdi k € J igin qx, = 1 ve k € J€ icin
axry = 0 oldugundan lim gy # 0 elde edilir ki bu a ¢ Scl yania € (Sc)’)¢ demektir.

Bu yiizden Sc)Y C ¢ olup Sc) = ¢ dir.

Sonug 3.2.3. t € {a, §,7,9, N} olmak iizere Sct = S| = ¢ dir.
Ispat. Sco C Sc C S, kapsamast ile ispat elde edilir.

Teorem 3.2.4. T € {a,3,7,0, N} ve m > 0 icin (A™(Sy))! = ¢ dir.

fspat. Sonu¢ 3.1.12 geregince S, € A™(S,) oldugundan (A™(S,))T C SI elde
edilir. Sonug¢ 8.2.3 ten dolayr S| = ¢ oldugundan (A™(S,))! = ¢ bulunur.

Simdi istatistiksel Kothe-Toeplitz ve genellestirilmis istatistiksel Kothe-Toeplitz

dual kavramlarini tanitip bunlara dair bazi temel tanim ve 6zellikleri verelim.

Once serilerin istatistiksel toplanabilmesi kavrammi tamitacagiz. Literatiirde seri-
lerin istatistiksel yakinsaklhigi kavram ilk kez B. C. Tripathy ([24], [25]) tarafindan ver-
ilmigtir. Tripathy bir serinin istatistiksel yakinsak olmasi i¢in kismi toplamlar dizisinin
istatistiksel yakinsak bir dizi tegkil etmesi gerektigini ifade etmistir. Ancak biz bir
serinin istatistiksel toplanabilmesine dair yogun dogal say1 kiimeleriyle dogrudan bir

iligki kurarak daha elverigli bir tanim gelistirdigimize inaniyoruz.
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Tamim 3.2.5. = = (x;) € w ve L € R olmak iizere, eger >  xz;, = L olacak sekilde
keE

yogun bir £ C N kiimesi varsa Y xy serisi L ye istatistiksel toplanabilir denir.
k=1

Tanim 3.2.6. X bir dizi uzay1 olsun.

Xt = {3: cw:Vy € X igin Z |zkyk| istatistiksel toplanabilirdir.}
k=1

Xt = {3: cw:VYy e X icin Zxkyk istatistiksel toplanabilirdir.}
k=1

kiimelerine sirasiyla X dizi uzayimnm istatistiksel Kothe-Toeplitz (kisaca istatistiksel-cv)

ve genellestirilmis istatistiksel Kothe-Toeplitz (kisaca istatistiksel-0) duali denir.
Agagidaki temel ozelliklerin dogrulugu kolayca goriilebilir.

Onerme 3.2.7. X,Y Cwve t € {a,3} olmak iizere;
i) Xt C X8,
ii) X CY = YT C X1
iii) X C (Xot-t)st-t
dir.

Onerme 3.2.8. [ bir indeks kiimesi ve {Xi},e; dizi uzaylarinin herhangi bir ailesi

st—t
olsun. t € {«, 5} olmak iizere (U Xi) = N X esitligi saglanr.

i€l i€l

st—a
Ispat. f = o alalm. a = (a;) € (U Xi) ise, her x = (z;) € |J X; i¢in
il icl
> |agxy| < oo olacak sekilde yogun bir £ C N kiimesi vardir. Eger y = (yx) € X; C
keE
U X ise, o zaman Y |apyx| < 0o ve D(F') = 1 olacak sekilde bir /' C N kiimesi vardur.
iel keF

Bu durumda y dizisi X, 'nin keyfi bir elemam oldugundan her i € I igin a € X"

bulunur ve dolayisiyla a € ﬂ X %elde edilir. Boylece (U Xi) o C ﬂ Xetme,
Simdi a € ﬂXft_O‘olsﬁrIL Bu durumda her i € [féin a € Xftz_eo‘l olur. y =
(yp) € U X; isé,e; € X, olacak sekilde bir i € I vardir. Oyleyse a € X~ oldugun-
dan kz;e|lakyk| < oo ve D(G) = 1 olacak gekilde bir G C N kiimesi vardir. Bu ise
<

st—a
y dizisi keyfi oldugundan a € (U Xi) anlamma gelir. Dolaysiyla () X~ C

il el

st—a
(U Xi) olup ispat tamamlanir. t = 8 durumu benzer sekilde gosterilebilir.

el
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Teorem 3.2.9. X € {coy, ¢, ly, Sco, Sc, Sy}, T € {a, 5} ve

Eb—{wa:Z|xk|<oo,ElE§ND(E)—1}

kel

olmak tizere; X* T = ¢, dir.

Ispat. Ilk olarak X = S, ve t = a alip £, C S~ oldugunu gosterecegiz. x € 4,
ve y € Sy, ise bu durumda x, F' nin karakteristik dizisi,

1, keF,
0, k¢ F,

xr(k) =

olmak iizere, > |xi| < 00 ve y.xp € s olacak gekilde E, F C N yogun kiimeleri
keE
mevcuttur. D(EN F) = 1 ve her k € F icin |y,| < M olacak gekilde bir M > 0
sayist var oldugundan Y |zpyk] < M Y |ak| < oo yazilabilir. O halde ) |zy|
keENF k€eENF k=1
istatistiksel toplanabilir olup bu yiizden z € S;'“ elde edilir. Dolayisiyla

0, C St (1)
kapsamasi dogrudur.

Simdi X = ¢y ve 1 = 8 alip, cgt_ﬁ C /, oldugunu gosterelim. z ¢ ¢, olsun. Oyleyse
her yogun E C N kiimesi i¢in ) |z| = oo yazabiliriz. Bu durumda j =0, 1,2, ... i¢in

keE
N; = EN[k(j),k(j+ 1) — 1] olmak tizere > |zx| > j + 1 saglanacak sekilde pozitif
k‘EN]’
tam sayilarm kesin artan bir (k(j));Z, (k(0) = 1) dizisi meveuttur. Simdi 2 = (z)
dizisini

0, k%Nj\/l‘kZO,

|k
(j+1k)a:k’ kENj/\l‘k#O,

2 =

seklinde tanimlayalim. z acik olarak bir sifir dizisidir. Ote yandan,

Zxkzk—zz |/~c|_z:jJr > il > Z il 00

keE Jj=0 keN; kEN; 7=0

esitsizligi dogru ve E keyfi bir yogun kiime oldugundan ) x;z; istatistiksel toplanabilir

degildir. Oyleyse z ¢ cgt_ﬁ ve dolayisiyla
Cot_ﬁ C b (2)
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elde edilir. (1), (2) ve {co, ¢, lo, Sco, Sc, Sy} ailesinin elemanlar1 arasindaki bilinen

kapsama bagmtilari ile Onerme 3.2.7 birlikte ele alinarak ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.10. El()m) = {a Ew: Z k™ |ag| < 0o, 3G C N D(G) = 1} olsun. Bu
keG
takdirde (A™(£s))*® = (A™(c))** = &™ dir.

Ispat. a € El()m) olsun. Bu durumda ka lax| < oo olacak sekilde yogun bir
keG
G C N kiimesi vardir. z € A™((y) alahm. Onerme 2.4.2 geregi (k=) € lo olur.

Buradan bir M > 0 icin

> arzel =Y K™ ag] kT |ae] < MY E™ |ag| < o0

keG keG keG

yazilabilir. Dolayisiyla a € A™(€,)** ve £™ C A™(£4)*~* bulunur.

Simdi a € A™(le)®~® olsun. © = (x) = (k™) dizisini goz oniine alirsak A™x

fark dizisi m nin tek veya cift olusuna gore

m!), m cift ise,
Amgp— ) M) G
(—m!), m tek ise,

seklinde elde edilir. Dolaysiyla x € A™({,) olup Z laxzr| < 0o olacak gekilde yogun

keE
bir £ C N kiimesi vardir. Daha acik olarak

> gzl =Y laek™ = k™ |ay| < oo

keE kerE keE

vazarak a € £™ ve dolayisiyla A™(£o0)*=* C £ elde edilir. Bu ispati tamamlar.
b b
(A™(c))st = El()m) oldugu benzer gekilde gosterilebilir.

Simdi dizi uzaylariyla ilgili st — a ve st — [ dual tanimlarini goz 6niine alarak bazi

yeni kavramlar: tanitip bunlara dair bir takim 6zellikleri ele alacagiz.

Tamim 3.2.11. u = (u;) € w ve X bir dizi uzay1 olsun. Eger bir x = (z;) € X
ve yogun bir £ C N kiimesinde her £ € E i¢in |ug| < |zx| olmasi v € X olmasim
gerektiriyorsa X uzayma istatistiksel normal (veya istatistiksel solid) uzay denir. Bir

bagka ifadeyle
{u=(ug) €Ew|3I(zx) € X, IECNDE)=1Vk € E: |ug| <|zx|} € X
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kapsamasi saglaniyorsa X dizi uzayina istatistiksel normal uzay denir.

Tamim 3.2.12. X bir dizi uzay1 olsun. 1 € {a, 3} olmak iizere eger X = (X*~1)st~1
ise X dizi uzayma bir istatistiksel-t uzays, kisaca st — t uzayr denir. Ozel olarak bir

st — a uzayina istatistiksel miikemmel uzay veya istatistiksel Kothe uzayr denir.
Teorem 3.2.13. /¢, istatistiksel miitkemmel uzaydir.

Ispat. Onerme 3.2.7 geregi ¢, C (6'~*)**=* kapsamasi vardir. Bu ylizden
(651~ *)3t= C ¢, oldugunu gostermek yeterlidir. Ilk olarak S, C ;' oldugunu gostere-
lim. a = (ax) € Sy ise 0 zaman her k € F igin |ax| < B olacak sekilde yogun bir
F C N kiimesi ve B > 0 sayws1 vardir. Herhangi bir z = (z;) € ¢, verilsin. Bu

durumda yogun bir £ C N kiimesi i¢in ) |zx| < oo olur. Buradan D(ENF) =1

keE
o0
ve Y. |agzp] < B > |xk| < oo oldugundan Y |agzy| istatistiksel toplanabilirdir.
keENF keENF k=1

Boylece a € ;' ve dolaywsiyla S, C ;=% olur. Buradan (' ®)*~* C S5~ = 4,

yazariz ki boylece €, = (£5'~*)*~ bulunur.
Teorem 3.2.14. Her istatistiksel miikemmel uzay istatistiksel normaldir.

Ispat. X bir istatistiksel mitkemmel uzay olsun, yani X = (X*~®)%=  Ayrica
u = (uy) dizisi bir x = (x;) € X ve yogun bir £ C N kiimesinde her k € FE i¢in
lup| < |x| olacak sekilde verilsin. Eger y = (y,) € X ise o zaman yogun bir
F C N kiimesi i¢in Y |yrzx| < oo saglanir. Buradan D(ENF)=1veher k€ ENF
icin |ug| < |ag oldlﬁ?gindan > Juryk| < oo yazilabilir. Bu ise y keyfi oldugundan

keENF
u € (X*7*)5~* = X anlamina gelir. Boylece X istatistiksel normaldir.

Sonug 3.2.15. /, istatistiksel normaldir.
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4. ISTATISTIKSEL SINIRLILIGIN A FARK OPERATORU
YARDIMIYLA BAZI GENELLESTIRMELERI

Uc kissmdan olusan bu boliimde A™ fark operatorii yardimiyla sirasiyla a.. derece-
den A™—istatistiksel —smirhlik, A} —istatistiksel smirhlikk ve . dereceden
AT —istatistiksel simrhilik kavramlar: tamitilacaktir. Bu kavramlarin her birinin diger
bazi fark dizi uzaylar ile aralarindaki kapsama bagimtilar: ele alinip ayrica birbirleri ile

olan iligkileri sunulacaktir.
4.1. «. Dereceden A™—Iistatistiksel Sinirlilik

Bu kisimda Colak [11] tarafindan tamitilan dogal say: kiimelerinin a—yogunlugu
fikrinden hareketle . dereceden A™—istatistiksel sinirlilik kavramini tanitip bazi kap-

sama bagintilarindan bahsedecegiz.
Tanim 4.1.1. « € (0,1] ve x = (23) € w verilsin. Eger,
Do({k: |A™zx| > B}) =0

olacak gekilde bir B > 0 sayis1 varsa x dizisi . dereceden A™—ustatistiksel sinirldur
denir. Tiim «a. dereceden A™—istatistiksel sinirh dizilerin uzayim A™(S5) sembolii ile

gosterecegiz.

a > 1 i¢in, herhangi bir x = (x) € w dizisi yukarida verilen sart1 saglayacagin-
dan dolay1, a. dereceden A™—istatistiksel simirlilik kavrami asikar olur. Bu yiizden «
sayisini 1 den biiyiik almayacagiz.

a. dereceden A™—istatistiksel sinirlilik kavrami m = 0 igin . dereceden istatistiksel

sinirhiliga, m = 0 ve a = 1 i¢in istatistiksel smirhiliga indirgenir.
Onerme 4.1.2. Her o € (0, 1] igin A™(4,,) € A™(S$) olup kapsama kesindir.

Ispat. z € A™({y) ise her k € N icin |A™x;| < B olacak sekilde bir B > 0 sayisi
vardir. Bu yiizden {k:|A™z;| > B} = 0 olup z € A™(Sy) bulunur. Kapsamanin
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kesinligi icin, = = (zz) = (0,0,1,3,6,11,17,24, 32,41, 53,66, 80,95, 111, 128, 146, ...)

dizisini alip m = 2 secgelim. Bu durumda

AZ Vk, k tam kare,
T =
1, diger haller,

oldugu goriiliir. Her n € Nigin [{k < n : |A%x;]| > 1}| < /n—1 egitsiziligi saglandigin-

dan o > % igin
k<mn:|A? 1
i {k <n:|A%z| > 1}

n—o00 n«

0

elde edilir. Dolayisiyla o > 1 icin z € A%(Sp) dir. Fakat = ¢ A%({) oldugu agiktr.

Teorem 4.1.3. « € (0,1] olmak iizere, o. dereceden A™—istatistiksel yakimsaklik o.

dereceden A™—istatistiksel sinirliigr gerektirir. Fakat tersi dogru degildir.
Ispat. 2 = (z;,) € A™(S®) ise her € > 0 igin

1
lim — {k <n:|A™z, —L| >} =0

n—oo N

olacak sgekilde bir L sayis1 vardir. Bu ifade 6zel olarak ¢ = 1 igin de saglanir. O halde,

ters tiggen esitsizliginden
{k<n:|A"zg| > |L|+1} C{k <n:|A"x,— L| > 1}
ve dolayisiyla her n € N icin
1 1
k< AT 2 L4 1] < o [k < s AT, - L] > 1))
nOé nOé

yazilir. Son egitsizlikte n — oo limiti almir ve B = 1+ |L| olarak segilirse 2 € A™(Sy)

oldugu goriiliir.

Kapsamanin tersinin genelde dogru olmadigimi gostermek igin m = 1 alip x = (xy)
dizisini )
0, k=1,

-1 —2, k=0 (mod3),
k-1 —3, k=1 (mod3),

| w1 — 1, k=2 (mod 3),

T =

olarak tamimlayalim. Az = (1,2,3,1,2,3,...) oldugu agikca goriiliir. Dolayisiyla = €
A(ls) olup Onerme 4.1.2 geregi x dizisi . dereceden A—istatistiksel smirhdir. Fakat,
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h.h. k. i¢in Az, = y; olacak sekilde hi¢bir y = (y;) yakinsak dizisi bulunamayacagindan
Az dizisi istatistiksel yakinsak olmayip bu yiizden x ¢ A(Sc) dir. O halde A(S¢®) C
A(Sc) kapsamasindan dolay1 z dizisi . dereceden A—istatistiksel yakinsak degildir.

Boylece ispat tamamlanir.

Simdi a. dereceden A™—istatistiksel simirhilikla ilgili klasik bir kapsama bagintisi

verecegiz.

Teorem 4.1.4. 0 < a < 3 < 1ise A™(Sy) € A™(S)) dir. Kapsama o < f olacak

sekilde en az bir a ve 3 degeri igin kesindir.
Ispat. 0 < a < B <1olsun. x = (x;) € A™(S)) ise

1
lim — {k <n:|A"z] > B} =0

n—oo M

olacak sekilde bir B > 0 sayis1 vardir. Her n € N icin
1 m 1 m
ﬁ|{k§n: |A xk|>B}|§E|{k§n:|A x| > B}|

esitsizliginin saglandig1 kolayca goriilebilir. Buradan, n — oo limiti alimirsa » €

A™(SP) elde edilir. Oyleyse A™(S¢) € A™(SY) bulunur.

Kapsamanin kesinligi i¢in m = 2 alip = (z},) dizisini
v = (z) = (0,0,1,3,5,9,13,18, 23, 29, 38, 48, 58, 69, 80, 92, 104, 120, 136, ...)

bi¢iminde secelim. Bu durumda,

Vk, k tam kare,
A’y = 0, k tam kare olmayan tek,

1, Kk tam kare olmayan cift,

olup daha acik olarak A%r = (1,1,0,2,0,1,0,1,3,1,0,1,0,1,0,4,0,1,0,1,...) dir.

Eger, % < f <1 olarak segilirse her n € N i¢in

N

nB

Sk <n 2% > 1} <

esitsizligi saglanir. Buradan, n — oo limiti almrsa 3 < 8 < 1 igin z € A2(SY) elde

edilir.
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Simdi 0 < o < 1 i¢in o ¢ A%(Sg) oldugunu gosterelim; Once a = 1 alahm. Her

2
¢ € RT U {0} igin

nh—{go\/iﬁ Hkgn: }Azxk} >€}} # 0

oldugunu gosterecegiz. Oncelikle negatif olmayan her ¢ sayisi icin
{k <n:|Ax| >0} = {k <n:|A%x| >0}

esitliginin dogru oldugunu belirtelim. Bu yiizden sadece ¢ € Z* U {0} durumunu
incelemek yeterlidir.

¢ =0 igin

b {k<n:|A%z] >0} =01% %= —=—F% &= 2,...)

_ 1 }
=
olmak iizere b = (b,,) dizisini ele alahm. (b,2) = (1, %,2, 3,3, %, ...) dizisi (b,,) dizisinin

siirsiz bir alt dizisi oldugundan lim b, # 0 demektir.

n—0o0

Simdi aj, = = |{k < n : |A%z)| > ¢} olmalk tizere £ € Z7 sayisma gore (a;,) dizilerini

olugturalim. Bu durumda
n

4
a =
(+0* ™ 40

esitligi gbz oniine alinirsa
lim afn#)z =1 < limsupd,
n—oo n

esitsizligi saglanir ve dolayisiyla her ¢ € Z* igin

lim af = lim

e n_@%}{kﬁn:}Azxk}>£H7§o

bulunur. Sonug olarak her £ € R* U {0} i¢in

kgn:}AQ:ck}>€}}7é0

lim

1
i
elde edilir ki bu o = 1 iken x ¢ A?(S;") anlamina gelir. Ustelik 0 < o < 1 i¢in
?%HkgnﬁA%ﬂ>£H§£:Hk§nﬁA%ﬂ>€H
oldugundan her £ > 0 ve 0 < o < % icin

lim — [{k <n: |A%| > £} £0

n—oo M,
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yazilir. Boylece 0 < o < 1 i¢in @ ¢ A?(Sy') olur ve bu ispat1 tamamlar.

Sonug 4.1.5. 0 < a < g < 1 olmak iizere;
(i) A™(S5) = A™(S)) & a = B,
(i) A™(S7) C A™(S}).

4.2. Af\”—istatistiksel Simirhilik

Bu kisimda Mursaleen [8] tarafindan tamtilan A—istatistiksel yakinsaklik fikrinden
hareketle A} —istatistiksel sinirhhik tanitiip kavramla ilgili bazi kapsama bagintilar:

verilecektir.
Tanmim 4.2.1. z = (z4) € w, A = (\,) € ' ve [, = [n — A\, + 1, n] olmak {izere;

1
lim — |{k € I, : |A"z;| > B} =0

n— oo )\n

olacak sekilde bir B > 0 sayis1 varsa x dizisine AY' —istatistiksel sinirlidir denir. Tim
AT —istatistiksel simirh dizilerin uzayim AT'(Sy) ile gosterecegiz.

Eger, (An) = (n)32

o0, ise AY'—istatistiksel sinirhilik kavram A™—istatistiksel sinir-

hliga dontistir. Dolayisiyla A} —istatistiksel simirhilik kavram A™—istatistiksel sinir-

hihigin A—istatistiksel manada bir genellestirmesidir.

Onerme 4.2.2. Bir dizi AT —istatistiksel yakinsak ise AY' —istatistiksel sinirhdir, fakat

tersi dogru degildir.

Ispat. 2 = (z;) dizisi bir L sayisima A}'—istatistiksel yakinsak olsun. Bir an i¢in

x in AY' —istatistiksel sinirli olmadigim kabul edelim. Bu durumda Jey > 0 igin

1

yazilabilir. Buradan,
{k el,: |Am$k| > |L| +€0} - {k el,: |Am$k — L| > 60}
kapsamasi saglandigindan

1
lim )\— |{l€ el,: |Am$k — L| > 60}| 7é 0

n—oo
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elde edilir. Ancak bu hipotez ile celisir. Bu yiizden x dizisi A} —istatistiksel sinirhdir.

Tersinin dogru olmadigr Teorem 4.1.3 deki 6rnek goz oniine alinarak gosterilebilir.
Onerme 4.2.3. Bir dizi A™—smirh ise AT —istatistiksel sinirhdir ve icerme kesindir.

Ispat. 2 dizisi A”—smirhi olsun. Bu durumda her k € N icin |A™x2;| < B olacak

sekilde bir B > 0 sayis1 vardir. Bu yiizden {k € I, : |A™z;| > B} = 0 oldugundan

1
lim = [{k € 1, : |A"a,| > B} =0

—
n—oo n

elde edilir. Boylece x dizisi AY' —istatistiksel simirhdir. Kapsamanm kesinligini goster-

mek icin, A\, =n ve m = 1 alip z dizisini;

0, k=1,

T —
) =1+ 1<k <nl,

seklinde tanimlarsak
n, k= nl,
Al‘k —
0, diger hallerde,
olup bu durumda x dizisinin A—istatistiksel sifir dizisi oldugu goriiliir. O halde
A(Sec,) C A(Sy) (= Ax(Sp)) oldugundan x dizisi A, —istatistiksel sinirhidir ancak agikar

olarak A—simirh degildir.

Bir sonraki teoremde I'nmin farkli elemanlar1 arasindaki bazi sartlara dayanarak

AT —istatistiksel sinirhhikla ilgili kapsama bagintilarmdan soz edecegiz.

Teorem 4.2.4. A\ = (\,) ve u = (p,,) € I' dizileri her n > ng icin A\, < p,, sartim
saglasin. O zaman asagidaki ozellikler saglanir:

i) Eger lim inf_ > 0ise AT(Sh) C AT (Sy).

i1) Eger lim l’:—" = Lise A7 (Sy) = A (Sh).

n—oo 'n

Ispat. i) lim inf 22 > 0vex = (z;) € A7(S,) olsun. O zaman I}, = [n — p,, + 1,7]

olmak tizere;
1

olacak sekilde bir B > 0 sayist vardir. Ustelik I,, = [n — A, + 1,n] olmak {izere her
n > ng icin I, C I oldugu agiktir. Bu yiizden

A, 1 1
ke h ATy > BY| < |k € 1, |A" ] > BY]

n n
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esitsizligi yazilabilir. n — oo icin limit alirsak lim inf 22 > 0 oldugundan

n—oo 'n

1
lim — |{k € I, : |A"z;| > B} =0

n— oo )\n

elde edilir ki bu x = () € AY(S,) demektir. Boylece AT'(S,) C AY(Sp) saglanir.

i1) lim %ﬂ = 1 oldugundan i) geregi A7'(S,) C AY'(S,) saglanir. Simdi » = (2) €

n—oo 'n

A (S,) olsun. O zaman

1
lim —— |{k € L, :[A"a| > B} =0

n—0o0

olacak sekilde bir B > 0 sayist mevcuttur. Ayrica
{kel :|A™xy| > B} ={ke I \I,:|A"xy| > BYU{k € [, : |A"x;| > B}
esitliginden dolay1 her n > ng icin

1 1
— kel :|A"xy| > B} = ,U_ Hke I\ L, :|A™zi| > B}|

n n

1
+— k€L, : |A"x,| > B}|

My, — )\n
M,

<

1
+ )\— |{]€ el,: |Am$k| > B}|
esitsizligini elde ederiz. Buradan limit alarak
: 1 ! m

bulunur ve bylece z € AT'(S,) dir. Dolayisiyla AT'(S,) C AT'(Sp) olup ispat tamam-

lanir.

Sonug 4.2.5. A = (\,) € I" ve her n € N igin A\, < n olsun. Bu takdirde
i) lim inf Anﬂ > 0 olmasi durumunda A™—istatistiksel siirhiik A’ —istatistiksel

sinirhiligy gerektirir.

i1) lim ’\—n" = 1 ise AY'—istatistiksel simirhilik ve A™ —istatistiksel sinirhhik denktir.

n—0o0

4.3. «. Dereceden Af\”—istatistiksel Sinmirhilik

Bu kisimda . dereceden AY'—istatistiksel sinirhhk kavram tanitilarak daha onceki
boliimlerde verilen A™—istatistiksel simirlilik, .. dereceden A™—istatistiksel sinirlilik

ve AY' —istatistiksel smirhilik kavramlar: genellegtirilecektir.
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Tanim 4.3.1. z = (z4) € wolsun. a € (0,1, A = (\,) € 've [, = [n — X\, +1,n]
olmak tizere,

1
lim ~ [{k € L, : |A" 2| > B} =0

n=oo
saglanacak sekilde bir B > 0 sayis1 varsa x dizisine . dereceden AY —istatistiksel
stnarlider denir. Tiim a. dereceden AT —istatistiksel sinirh dizilerin uzayin AY(S;) ile
gosterecegiz.

a. dereceden AY'—istatistiksel sinirhlik kavrama,

i) Ap = n igin . dereceden A™—istatistiksel sinirhilik,

i1) a = 1 i¢in A'—istatistiksel smirhlik,

iti) a =1 ve A\, = n igin A™—istatistiksel siirlilik

kavramlarina indirgenir.

Teorem 4.3.2. A= (\,), p= (p,) €T, hern € Nigin A\, <p, vel<a<pg<1
olsun. Bu durumda

i) Eger lim inf 2% > 0 ise A7(S)) C AL(Sp),

n—oo Mn

i1) Eger lim %% =1 ve lim %}; = 1ise AZ‘(S?) = AT(SP)
dir.
Ispat. i) 2 = (2;) € AZ‘(Sbﬁ) ve lim inf 2—% > 0 olsun. Oyleyse I' = [n — pu, + 1,7]

olmak {izere

1
lim — [{k € I, : |A"2,| > B} =0
n—oo Mn

olacak sekilde bir B > 0 sayisi vardir. Ayrica [, = [n — A, + 1,n] olmak iizere her n

icin [, C I] kapsamasi saglanir. Buradan her n igin

A1 1
_Z_a {k € 1l,:|A"z;| > B}| = —5 {k € I, : |A™x,| > B}|
)
Hn \n Hn
1
< —Hkel,:|Ama > BY
Js

yazilabilir. Limit alarak

n—0o0

1
lim < |{k € 1, : |A"a] > B} =0

elde edilir ve dolayisiyla x € AY(SP) olur. Boylece AZ‘(Sbﬁ ) C AY(SP) dur.
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i) lim 22 = 1ve lim 2 = 1 olsun. (i) 6zelliginden dolay1 that AZ‘(Sbﬁ) C AT(SE)

n—oo Hn n—oo Hn

kapsamasi saglanir. Simdi x € A7(Sg) olsun. Oyleyse

hm—|{k€[ |A"xy| > B} =0

n—0o0

olacak gekilde bir B > 0 sayis1 vardir. (i) de belirtildigi gibi her n € N i¢in I, C I,

olup bu yiizden,
{kel :|A™xy| > By ={keI,\I,:|A™xy| > BYU{k € I, : |A"x;| > B}
yazilabilir. Buradan
1 , m 1 / m
FH/{EIn DAz > B} = —5|{k€In\In:|A x| > B}|
n Mn

1
+—5 |{]€ S In : |Am$k| > B}|

4w 1
< Hn + @ {k € L |A™ 2| > BY|
AN
< &__+_a|{kefn:|Amxk|>B}|
i A

bagntisi elde edilir. n — oo i¢in limit alarak z € AZ‘(S? ) ve dolayisiyla AY(SP) C
A™(Sy) elde edilir. Boylece A™(S,)) = A(Sg) dur.

Sonug 4.3.3. A = (\,) € I her n € N igin A\, < n sartim saglasin ve o € (0, 1] olsun.
Bu takdirde asagidaki ozellikler kolayca ispatlanabilir.

(1) Eger lim 1nf X > 0 ise A" —istatistiksel stmirhilik o, dereceden A —istatistiksel
sinirhiligy gerektlrlr.

(17) Eger lim Ani = 1 ise A —istatistiksel sinirhilik ve o. dereceden A" —istatistiksel

n—0o0

sinirhlik kavramlar: denktir.

Onerme 4.3.4. A™((,,) C AP(S¢) olup kapsama kesindir.

Ispat aciktir.

Teorem 4.3.5. a.. dereceden AY' —istatistiksel yakinsaklik o. dereceden AY' —istatistiksel

sinirhilig1 gerektirir ve kapsama kesindir.

Ispat. = = (2;) dizisi L sayisma a. dereceden A} —istatistiksel yakinsak olsun.

x dizisinin a. dereceden AY'—istatistiksel sinirh olmadigimi varsayalim. Bu durumda
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dep > 0 i¢gin
lim — |{k €1, :|ATxy| > |L| + o} #0

yazilabilir. Her n € N icin

1 m

o [k € Lo A" ] > | L] + e} < 53 I{/f € I, o |A"xy — L| > &}
esitsizligi dogru oldugundan,

lim —|{k€[ |A™zy, — L| > g9} # 0

n— oo )\oz

bulunur. Ancak bu hipotezle celisir. Bu yiizden x dizisi a. dereceden AY'—istatistiksel
sinirhdir.

Tersinin dogru olmadigim gormek icin Teorem 4.1.3 de verilen 6rnegi yeniden ele
alahm. 2 = (z;,) € A({y) oldugundan Onerme 4.3.4 geregi x dizisi a. dereceden
Ay —istatistiksel stmirhdir. Ote yandan = ¢ A(Sc) olup her m icin A7 (Sc¢*) € A™(Sc)
(bak. [13], [16]) kapsamas1 saglandigindan x dizisi . dereceden A, —istatistiksel yakimn-

sak degildir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda, A™ genellestirilmis fark operatorii aracihigiyla A™—istatistiksel
siirlilik kavrami tanitilip; kavramin daha énceden bilinen baz fark dizi uzaylariyla il-
iskisi incelenmigtir. A™(S,) nin Ksthe-Toeplitz ve genellestirilmis Kothe-Toeplitz dual-
lerinin ¢ dizi uzay1 oldugu ispatlanmigtir. Ayrica A™(Sy), AT(S) ve A (Sy) gibi ista-
tistiksel sinirlilik kavramini, fark dizileri ile kiimelerin a—yogunlugu ve A—istatistiksel
yakinsaklik anlaminda genellestiren bazi yeni dizi uzaylar: literatiire kazandirilmigtir.
Bununla birlikte tez iceriginin en énemli kismini A™(.Sp) dizi uzayimin Kothe-Toeplitz
ve genellestirilmis Kothe-Toeplitz duallerini hesaplarken akla gelen istatistiksel Kdthe-
Toeplitz ve istatistiksel genellestirilmis Kothe-Toeplitz dual fikirleri tegkil etmekte-
dir. Zira bunun ig¢in 6nceden literatiirde cok yer bulmamis olan serilerin istatistiksel
toplanabilmesi metodu, yogun dogal say1 kiimeleri ile dogrudan iligki kurmak suretiyle,
yeniden tanimlanmigtir. Bu yeni metod sayesinde mutlak yakinsak serilerin uzay1 ¢,
in bir genellegtirmesi olarak diisiiniilebilecek ¢, dizi uzay1 tanimlanmis; cg, ¢, o, Sco,
Sc ve Sy, dizi uzaylarinin istatistiksel —a ve istatistiksel— 3 duallerinin ¢} ye esit oldugu
gosterilmigtir. Ayrica normal uzay ve miikemmel uzay gibi bazi kavramlarin istatis-
tiksel karsiliklar1 verilmistir. Bu yaklasimla istatistiksel—~ ve istatistiksel—N dual

kavramlar1 tanitilabilir ve bircok dizi uzayinin istatistiksel dualleri hesaplanabilir.
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