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ÖZET

Dört ana bölümden oluşan bu tez çal¬̧smas¬n¬n ilk bölümünde, istatistiksel yak¬n-

sakl¬k, istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k ve fark dizi uzaylar¬ kavramlar¬n¬n tarihsel geli̧siminden

bahsedilmi̧stir.

·Ikinci bölümde bu kavramlara dair, çal¬̧smam¬zda s¬kl¬kla yararland¬¼g¬m¬z, baz¬

tan¬m ve özelliklere yer verilmi̧s ayr¬ca do¼gal say¬ kümelerinin asimptotik yo¼gunlu¼gun-

dan söz edilmi̧stir. Bu bölümde son olarak çal¬̧sman¬n sonraki bölümlerinde dual uzay-

lar ele al¬nd¬¼g¬ndan Köthe-Toeplitz ve genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz dual kavramlar¬

ve bunlar¬n baz¬ özelliklerine de¼ginilmi̧stir.

Üçüncü bölümde ise ¢ genelleştirilmi̧s fark operatörü arac¬l¬¼g¬yla ilk olarak

¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ tan¬t¬l¬p; ¢¡istatistiksel yak¬nsakl¬k,¢¡Cauchy

olma ve ¢¡s¬n¬rl¬l¬k gibi baz¬ di¼ger kavramlarla ili̧skisinden bahsedilmi̧stir. Örne¼gin,

¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ diziler kümesinin ¢¡istatistiksel yak¬nsak diziler kümesini

kapsad¬¼g¬ ve bu kapsaman¬n kesin oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca bir  = () dizisinin

¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ olmas¬ için gerek ve yeter şart¬ karakterize eden bir teorem

verilmi̧stir. Daha sonra ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ diziler kümesinin Köthe-Toeplitz ve

genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz duallerinin , sonlu say¬da s¬f¬rdan farkl¬ terim içeren

dizilerin uzay¬, oldu¼gu hesaplanm¬̧st¬r. Buradan elde edilen motivasyonla istatistiksel

Köthe-Toeplitz ve istatistiksel genelleştirilmiş Köthe-Toeplitz dual kavramlar¬ tan¬t¬l¬p

bunlara dair baz¬ yeni kavram ve özellikler ele al¬nm¬̧s ve 0, , 1, 0,  ve  gibi

uzaylar¬n istatistiksel Köthe-Toeplitz ve istatistiksel genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz du-

allerinin

 =

(
 2  :

X

2
jj 1, 9 µ N, () = 1

)

uzay¬na eşit oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬n¬n ¡yo¼gunluk ve

¡istatistiksel yak¬nsakl¬k anlam¬nda baz¬ genelleştirmeleri tan¬mlanm¬̧s ve bunlarla

ilgili kapsama teoremlerine yer verilmi̧stir. Beşinci ve son bölümde ise tez çal¬̧smas¬nda

elde edilen sonuçlara yer verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, ·Istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k, Fark dizi

uzaylar¬, Köthe-Toeplitz dualler.
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SUMMARY

¢¡Statistical Boundedness of Order 

This dissertation is formed by four main chapters. In the …rst chapter, the historical

development of statistical convergence, statistical boundedness and di¤erence sequence

spaces is mentioned.

In the second chapter, some de…nitions and properties regarding these concepts,

which are frequently referred in the following chapters, are included. We also discuss

the asymptotic density of sets of natural numbers since it has a fundemantal role in

the de…nitions of statistical convergence and boundedness. Lastly, some preliminary

information about the concepts of Köthe-Toeplitz and generalized Köthe-Toeplitz dual

is provided as we also deal with dual spaces in the following chapters.

In the third chapter, initially we de…ne ¢¡statistical boundedness by using the

generalized di¤erence operator¢ and examine its relationship between¢¡statistical

convergence, ¢¡Cauchiness and ¢¡statistical boundedness. For instance, we show

that the set of all ¢¡statistical convergent sequences is strictly included by the set

of all ¢¡statistical bounded sequnces. Plus, we give a useful characterization for a

sequence  = () to be¢¡statistically bounded. Afterwards we compute the Köthe-

Toeplitz and the generalized Köthe-Toeplitz duals of the set of all ¢¡statistical

bounded sequences as , the space of all …nitely non-zero scalar suquences. Being

motivated by this we come up with the idea of statistical Köthe-Toeplitz and statisti-

cal generalized Köthe-Toeplitz duals and deal some relevant concepts and properties.

Finally, we prove that the statistical Köthe-Toeplitz and the statistical generalized

Köthe-Toeplitz duals of 0, , 1, 0,  and  are equal to the space

 =

(
 2  :

X

2
jj 1, 9 µ N, () = 1

)
.

In the fourth chapter, ¢¡statistical boundedness is generalized with respect to

¡density and ¡statistical sense and some inclusion theorems are discussed. In the

…fth and last chapter, we give the results obtained from the dissertation.

Keywords: Statistical convergence, Statistical boundedness, Di¤erence sequence

spaces, Köthe-Toeplitz duals.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ semboller, aç¬klamalar¬ ile birlikte aşa¼g¬da sunulmuş-

tur.

N : Do¼gal say¬lar kümesi

R : Reel say¬lar kümesi

C : Kompleks say¬lar kümesi

Z+ : Pozitif tam say¬lar kümesi

 : Tüm dizilerin Uzay¬

1 : S¬n¬rl¬ dizilerin uzay¬

 : Yak¬nsak dizilerin uzay¬

0 : S¬f¬ra yak¬nsayan dizilerin uzay¬

 : ·Istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin uzay¬

 : ·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬

0 : ·Istatistiksel s¬f¬r dizilerinin uzay¬

 : Sonlu say¬da s¬f¬rdan farkl¬ terim içeren dizilerin uzay¬

¢ : Genelleştirilmi̧s fark operatörü

 :  kümesinin tümleyeni

() :  µ N olmak üzere j \ f1 2 3  gj
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1. G·IR·IŞ

Modern analizde en önemli toplanabilme metodlar¬ndan biri istatistiksel yak¬nsak-

l¬kt¬r. Bilinen dizisel limit kavram¬n¬n bir genelleştirmesi olarak düşünülebilecek ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k 1951’de ilk kez Fast taraf¬ndan k¬sa bir not [1] içerisinde tan¬t¬lm¬̧s

olmas¬na ra¼gmen ilgili notta Steinhaus’un ayn¬ y¬lda yay¬nlanm¬̧s ve yine istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ içeren [2] çal¬̧smas¬na at¬fta bulunulmuştur. Schoenberg [3] is-

tatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n baz¬ temel özelliklerini vermi̧s ayn¬ zamanda kavram¬ ilk kez

bir toplanabilme metodu olarak ele alm¬̧st¬r. Bu kavram y¬llar boyunca farkl¬ isimler

alt¬nda da olsa Fourier analizi, Ergodik teori, Say¬ teorisi, Ölçüm teorisi, Trigonometrik

seriler, Turnpike teorisi ve Toplanabilme teorisinde yer bulmuştur. ·Istatistiksel yak¬n-

sakl¬k ayn¬ zamanda, Buck [4] taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧s olan ”yo¼gunlukta yak¬nsakl¬k”

kavram¬n¬n bir örne¼gini teşkil eder.

Fridy [5] istatistiksel Cauchy dizisi kavram¬n¬ tan¬t¬p bunun istatistiksel yak¬nsak-

l¬¼ga denk oldu¼gunu göstererek istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bir Cauchy kriterine sahip

oldu¼gunu ifade etmi̧stir. 1988’de Connor [6] o zamana kadar literatürde birbirinden

ba¼g¬ms¬z olarak ele al¬nm¬̧s olan kuvvetli -Cesaro toplanabilme ile istatistiksel yak¬n-

sakl¬k kavramlar¬n¬ ilk kez birlikte çal¬̧sm¬̧st¬r. Connor, kuvvetli -Cesaro toplanabil-

menin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ gerektirdi¼gini gösterip s¬n¬rl¬ diziler için bunun tersinin

de do¼gru oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r.

Fast [1] ve Steinhaus [2] taraf¬ndan literatüre ilk sunuldu¼gundan bu yana istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavram¬ toplanabilme teorisinde oldukça geni̧s bir yer bulmuş ve birçok

genelleştirmesi tan¬t¬lm¬̧st¬r. Fridy ve Orhan [7], Mursaleen [8], Çolak ([11], [12]) ve

Et ve Nuray [16] gibi yazarlar konuya ili̧skin literatüre katk¬da bulunan çal¬̧smalar

yapm¬̧slard¬r.

Dizilerin istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬ kavram¬ ilk olarak Fridy ve Orhan [17] taraf¬ndan

tan¬mlanm¬̧st¬r. ·Istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n aksine literatürde çok

yer bulmam¬̧st¬r. Bununla birlikte Bhardwaj ve Gupta [18] . dereceden istatistik-

sel yak¬nsakl¬k ve -istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬n¬n karş¬l¬klar¬n¬ tan¬tarak is-

tatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬n baz¬ genelleştirmelerini tan¬mlam¬̧s ve istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin

ailesinin Köthe-Toeplitz ve genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz duallerinin , sonlu say¬da
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s¬f¬rdan farkl¬ terim içeren dizilerin uzay¬, oldu¼gunu göstermi̧slerdir.

Fark dizi uzaylar¬ ile ilgili çal¬̧smalar toplanabilme teorisinde nispeten yeni bir

geli̧smedir. Bir dizinin ele almaya de¼ger bir yönü olmasa bile bazen terimlerinin ard¬̧s¬k

farklar¬ndan elde edilen fark dizisinin oldukça ilgi çekici özellikleri olabilir. Fark dizi

uzaylar¬ ilk kez K¬zmaz [19] taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r. K¬zmaz bir  = () dizisinin

terimlerinin ard¬̧s¬k farklar¬n¬ alarak elde edilen ¢ = (¢) = ( ¡ +1) dizisinin

s¬n¬rl¬, yak¬nsak ve s¬f¬ra yak¬nsak olmas¬yla yeni dizi uzaylar¬ tan¬mlam¬̧s, bu uzaylar¬

s¬ras¬yla ¢(1), ¢() ve ¢(0) olarak ifade etmi̧s ve bu dizi uzaylar¬n¬n baz¬ topolojik

özelliklerini incelemi̧stir. Et ve Çolak [20] ise  = () dizisinin fark¬n¬n fark¬ …krinden

hareketle  2 N olmak üzere ¢(1), ¢() ve ¢(0) uzaylar¬n¬ tan¬tm¬̧s ve bu uza-

ylar¬n, üzerlerinde tan¬mlanan norm ile, birer BK¡uzay¬ olduklar¬n¬ ispatlam¬̧slard¬r.

Daha sonra Et ve Nuray [16] genelleştirilmi̧s fark operatörü yard¬m¬yla herhangi bir 

dizi uzay¬na kaŗs¬l¬k. mertebeden genelleştirilmi̧s fark dizi uzay¬ kavram¬n¬ tan¬tarak

¢() dizi uzay¬n¬ ve bu uzay¬n topolojik özelliklerini incelemi̧slerdir. Bu sayede is-

tatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ genelleştirerek ilk kez ¢¡istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬

literatüre kazand¬rm¬̧slard¬r.

Bu tezde temel olarak genelleştirilmi̧s fark operatörü yard¬m¬yla istatistiksel s¬n¬r-

l¬l¬k kavram¬ fark dizi uzaylar¬nda uygulanarak ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k,

¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k, . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k ve . dereceden

¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k gibi daha genel kavramlar tan¬t¬lm¬̧st¬r. Bu yeni kavramlar

aras¬nda kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ tart¬̧s¬lm¬̧s ve bunlara dair örnekler sunulmuştur. Ayr¬ca

¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin ailesinin Köthe-Toeplitz ve genelleştirilmi̧s

Köthe-Toeplitz dualleri hesaplanm¬̧s, buradan hareketle istatistiksel Köthe-Toeplitz

ve istatistiksel genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz dual …kri ortaya at¬lm¬̧st¬r. Bu sayede

literatürde ilk kez Köthe-Toeplitz dualler istatistiksel manada ele al¬nm¬̧s, normal

(solid) uzay ve mükemmel (perfect ) uzaylar¬n istatistiksel kaŗs¬l¬klar¬ incelenmi̧stir.

Bunlar¬n uygulamas¬ olarak 0,  ve 1 gibi baz¬ klasik dizi uzaylar¬n¬n istatistiksel

Köthe-Toeplitz ve istatistiksel genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz dualleri ile ¢(1) ve

¢() dizi uzaylar¬n¬n istatistiksel Köthe-Toeplitz dualleri hesaplanm¬̧st¬r.
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2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Do¼gal Say¬ Kümelerinin Asimptotik Yo¼gunlu¼gu

Bilindi¼gi üzere dizilerin limiti kavram¬ temelde do¼gal say¬lar¬n sonlu ve sonsuz alt

kümelerine dayan¬r. Daha aç¬k olarak bir  = () dizisinin yak¬nsak olmas¬ demek bir

say¬n¬n her komşulu¼gunun tümleyeninde dizinin sonlu say¬da teriminin kalmas¬ demek-

tir. Buradaki "sonlu say¬da" kavram¬, dizinin limitinin her komşulu¼gunun tümleyeninde

kalan terimlerinin indislerinin do¼gal say¬lar¬n sonlu bir alt kümesini teşkil etmesi an-

lam¬na gelir. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ ise do¼gal say¬lar¬n sonlu veya sonsuz alt

kümeleri yerine bir genelleştirme olarak do¼gal say¬lar¬n alt kümelerinin (asimptotik)

yo¼gunlu¼gu kavram¬na dayan¬r. Bu yüzden istatistiksel yak¬nsakl¬k ve istatistiksel s¬n¬r-

l¬l¬k ile ilgili verece¼gimiz bilgilerden önce bu k¬s¬mda do¼gal say¬ kümelerinin yo¼gun-

lu¼gundan bahsetmenin faydal¬ ve gerekli oldu¼gunu düşünüyoruz.

Tan¬m 2.1.1. ([21])  µ N ve  2 N olmak üzere j \ f1 2 3  gj ifadesi kesi̧simin

eleman say¬s¬n¬ göstersin. E¼ger

lim
!1

j \ f1 2 3  gj


limiti mevcutsa bu limite  n¬n (asimptotik) yo¼gunlu¼gu denir.

Bu tezde () ile (mevcutsa)  n¬n yo¼gunlu¼gunu temsil edece¼giz. Ayr¬ca () ile

j \ f1 2 3  gj say¬s¬n¬ gösterece¼giz.

Tan¬m 2.1.2. ([21])  µ N verilsin.

() = lim
!1

sup
()



ve

() = lim
!1

inf
()



de¼gerlerine s¬ras¬yla  n¬n üst ve alt (asimptotik) yo¼gunlu¼gu denir. E¼ger, bu iki de¼ger

eşitse bu ortak say¬ya  n¬n yo¼gunlu¼gu denir.

Aşa¼g¬daki temel özellikleri hat¬rlatman¬n yararl¬ oldu¼gunu düşünüyoruz.
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Önerme 2.1.3. ([21]) E¼ger,  n¬n yo¼gunlu¼gu mevcut ise bu durumda de yo¼gunlu¼ga

sahiptir ve () = 1¡() eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Önerme 2.1.4. ([21]) 1 ve 2 yo¼gunlu¼ga sahip do¼gal say¬ kümeleri olsun. E¼ger,

1 [2 veya 1 \2 den en az biri yo¼gunlu¼ga sahipse di¼geri de sahiptir ve

(1 [2) = (1) +(2) ¡(1 \2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Sonuç 2.1.5. (1) = (2) = 1 ise (1 \2) = 1 dir.

Bu tez boyunca yo¼gunlu¼gu 1 olan kümelere yo¼gun, 0 olan kümelere ise s¬f¬r yo¼gun-

luklu küme diyece¼giz. E¼ger,  bir s¬f¬r yo¼gunluklu küme de¼gilse bu ()  0 ya da

 n¬n yo¼gunlu¼gu olmad¬¼g¬ anlam¬na gelir. Tan¬mdan hareketle kolayca görülebilir ki

sonlu do¼gal say¬ kümeleri ve boş küme s¬f¬r yo¼gunluklu kümeler olup N nin kendisi

yo¼gundur.

Bir  = () dizisi bir  özelli¼gini yo¼gun bir kümedeki tüm  lar için sa¼gl¬yorsa ,

 özelli¼gini "hemen hemen tüm " için sa¼glar denir ve k¬saca "hh k " ile gösterilir

([5]).

2.2. ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda istatistiksel yak¬nsakl¬k ve baz¬ genelleştirmelerinden bahsedip konuyla

ilgili baz¬ özellikleri verece¼giz.

Tan¬m 2.2.1. ([5]) Bir  = () say¬ dizisi ve  say¬s¬ verilsin. E¼ger, her   0

için f : j ¡ j ¸ g kümesi bir s¬f¬r yo¼gunluklu küme teşkil ediyor, yani hh k  için

j ¡ j   ise  dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve ¡ lim =  ile

gösterilir. ·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi  ile  = 0 olmas¬ durumunda 0

ile gösterilecektir.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n di¼ger birçok toplanabilme metodunun aksine bir Cauchy

kriterine haiz oldu¼gunu söyleyebiliriz. Kavram¬n bu özelli¼gini ilk kez Fridy [5] bir

dizinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için ne gibi gerek ve yeter şartlar¬ sa¼glamas¬ gerek-

ti¼gini incelerken ortaya koymuştur. Bunun için bilinen Cauchy dizisi olma kavram¬n¬
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istatistiksel manada genelleştirmi̧stir. Aşa¼g¬da bu tan¬m¬ verdikten sonra ilgili denklik

teoremini ifade edece¼giz.

Tan¬m 2.2.2. ([5])  = () dizisi verilsin ve   0 olsun. E¼ger, hh k  için

j ¡  j  

yani

(f : j ¡  j ¸ g) = 0

olacak şekilde bir  =  () 2 N do¼gal say¬s¬ varsa  = () dizisine istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.2.3. ([5]) Aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

()  istatistiksel yak¬nsak bir dizidir.

()  bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

()  dizisine kaŗs¬l¬k hh k  için  =  olacak şekilde bir yak¬nsak  = ()

dizisi vard¬r.

2000 y¬l¬nda Mursaleen [8] istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bir genelleştirmesi olan

¡istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ tan¬mlayarak ¡istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n birkaç

özelli¼gini vermi̧stir.

Tan¬m 2.2.4. ([8])  = () 2  verilsin.  = () pozitif say¬lar¬n azalmayan,

1’a ¬raksayan ve 1 = 1 olmak üzere +1 ·  + 1 şart¬n¬ sa¼glayan bir dizisi olsun.

 = [¡  + 1 ] olmak üzere her   0 için

lim
!1

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj = 0

oluyorsa  dizisi  say¬s¬na ¡istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Yukar¬daki şartlar¬ sa¼glayan tüm  = () dizilerinin kümesini ¡ ile gösterece¼giz.

Dereceli istatistiksel yak¬nsakl¬k …kri ilk kez Gadjiev ve Orhan [9] taraf¬ndan ortaya

at¬lm¬̧st¬r. Daha sonra Bhunia ve di¼gerleri [10] dereceli istatistiksel yak¬nsakl¬k ile ilgili

baz¬ özellikleri ispatlam¬̧slard¬r. Kavramla ilgili literatürdeki çal¬̧smalar¬n Çolak ([11],

[12]) taraf¬ndan verilen " . dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k " ve " ¡istatistiksel
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yak¬nsakl¬k üzerine " ba̧sl¬kl¬ çal¬̧smalardan sonra artt¬¼g¬n¬ söyleyebiliriz. Örne¼gin; Ço-

lak ve Bektaş [13], Et ve Şengül ([14],[15]) dereceli istatistiksel yak¬nsakl¬kla ilgili baz¬

genelleştirme çal¬̧smalar¬ yapm¬̧slard¬r. Dolay¬s¬yla konunun güncelli¼gini korudu¼gunu

ve son zamanlarda birçok yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬ld¬¼g¬n¬ belirtebiliriz.

Tan¬m 2.2.5. ([11])  µ N ve 0   · 1 olsun. E¼ger,

() = lim
!1

()



limiti mevcutsa bu de¼gere  n¬n ¡yo¼gunlu¼gu denir.

E¼ger, bu limitin de¼geri s¬f¬r ise  kümesi s¬f¬r ¡yo¼gunlu¼ga sahiptir denir. Bu

tan¬m  = 1 için do¼gal yo¼gunluk kavram¬ ile ayn¬d¬r.  µ N herhangi bir küme olmak

üzere 0   ·  · 1 için  () ·  () oldu¼gu aç¬kt¬r. S¬f¬r ¡yo¼gunluklu küme

tan¬m¬ndan hareketle . dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

0   · 1 ve bir  = () dizisi verilsin. E¼ger, her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  dizisi  say¬s¬na . dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir.

Çolak ve Bektaş [13] ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k ve . dereceden istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬ genelleştirecek şekilde iki kavram¬ bir araya getirerek . dereceden ¡istatistiksel

yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ şöyle tan¬mlam¬̧slard¬r:

Tan¬m 2.2.6. ([13]) Bir  = () dizisi verilsin.  = () 2 ¡,  = [¡  + 1 ] ve

 2 (0 1] olmak üzere, e¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  dizisi  say¬s¬na . dereceden ¡istatistiksel yak¬n-

sakt¬r denir.

E¼ger yukar¬da verilen tan¬mda  =  al¬n¬rsa . dereceden ¡istatistiksel yak¬n-

sakl¬k, . dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga,  = 1 al¬n¬rsa . dereceden

¡istatistiksel yak¬nsakl¬k, ¡istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga,  =  ve  = 1 al¬n¬rsa
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. dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga indirgenir. Dolay¬s¬yla

. dereceden ¡istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bu kavramlar¬n hepsini genelleştirdi¼gini

söyleyebiliriz.

2.3. ·Istatistiksel S¬n¬rl¬l¬k

Bu k¬s¬mda Fridy ve Orhan [17] taraf¬ndan tan¬mlanan istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k

kavram¬ verilip daha sonraki k¬s¬mlarda kullan¬lacak baz¬ teoremler ifade edilecektir.

Tan¬m 2.3.1. ([17])  = () 2  verilsin.

 := f 2 R :  f :   g 6= 0g ;

ve

 := f 2 R :  f :   g 6= 0g

kümelerini göz önüne alal¬m. Bu durumda

¡ lim sup :=

8
<
:

sup,  6= ; ise,

¡1  = ;.

ve

¡ lim inf  :=

8
<
:

inf ,  6= ; ise,

+1  = ;.

de¼gerlerine s¬ras¬yla  in istatistiksel limit supremumu ve istatistiksel limit in…mumu

denir.

Şimdi bir dizinin istatistiksel limit supremumu ve istatistiksel limit in…mumunu

bulmada oldukça i̧slevsel olan bir teoremi verelim.

Teorem 2.3.2. ([17]) Bir  = () dizisi ve sonlu ,  say¬lar¬ verilsin. Bu durumda

()  = ¡lim sup ,Her   0 için f :    ¡ g 6= 0 ve f :   + g =

0,

()  = ¡lim inf ,Her   0 için f :    + g 6= 0 ve f :    ¡ g =

0 d¬r.

Tan¬m 2.3.3. ([17])  = () dizisi verilsin. E¼ger,  f : jj  g = 0 olacak şekilde

bir  say¬s¬ varsa  dizisine istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.
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Bu tez boyunca istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesi  ile gösterilecektir.

Tan¬mdan hareketle bir dizinin istatistiksel s¬n¬rl¬ olmas¬ ¡ lim sup ve ¡ lim inf

de¼gerlerinin sonlu olmas¬n¬ garantiler. Dolay¬s¬yla Teorem 2.3.2 deki yeter şartlar

sa¼glan¬r.

Şimdi yak¬nsak dizilerin oldukça temel bir özelli¼ginin istatistiksel dengini verelim.

Teorem 2.3.4. ([17])  = () 2  verilsin.  dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬

için gerek ve yeter şart

¡ lim sup  = ¡ lim inf 

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

Bhardwaj ve Gupta [18] ¡yo¼gunluk ve ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k gibi kavramlar¬n

yard¬m¬yla istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬n baz¬ genelleştirmelerini tan¬tm¬̧slard¬r. Aşa¼g¬da bun-

larla alakal¬ tan¬mlardan söz edece¼giz.

Tan¬m 2.3.5. ([18]) Bir  = () dizisi ve 0   · 1 say¬s¬ verilsin. E¼ger,

(f : jj  g) = 0 olacak şekilde bir   0 say¬s¬ varsa  dizisine . dereceden

istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

Tan¬m 2.3.6. ([18])  = () 2 ¡ ve  = () 2  olsun.  = [¡  + 1 ] olmak

üzere, e¼ger

lim
!1

1


jf 2  : jj  gj = 0,

olacak şekilde bir   0 say¬s¬ varsa  dizisine ¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

Tan¬m 2.3.7. ([18]) Bir  = () dizisi verilsin.  = () 2 ¡,  = [¡  + 1 ] ve

 2 (0 1] olmak üzere, e¼ger

lim
!1

1


jf 2  : jj  gj = 0,

olacak şekilde bir   0 say¬s¬ varsa  dizisine . dereceden ¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r

denir.

 dereceden ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ yukar¬da verilen tan¬mda  = 1

seçilirse ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼ga,  =  seçilirse . dereceden istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼ga
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ve  = 1 ve  =  seçilirse istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼ga indirgenmi̧s olur. Dolay¬s¬yla .

dereceden ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬n bu kavramlar¬n hepsini genelleştirdi¼gini söyleye-

biliriz.

2.4. Genelleştirilmi̧s Fark Dizi Uzaylar¬

Bilindi¼gi gibi fark dizi uzaylar¬ …kri ilk olarak K¬zmaz [19] taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s,

daha sonra Et ve Çolak [20] taraf¬ndan genelleştirilmi̧stir. Bu k¬s¬mda genelleştirilmi̧s

fark dizi uzaylar¬ hakk¬nda baz¬ bilgiler verilecek ve ilgili baz¬ özelliklerden bahsedile-

cektir.

Tan¬m 2.4.1. ([20])  = () 2  olsun.  2 N, ¢0 = (), ¢ = (¢) =

( ¡ +1), ¢ = (¢) = (¢¡1 ¡¢¡1+1) ve böylece

¢ =
X

=0

(¡1)
µ




¶
+

olmak üzere ¢ (1)  ¢ () ve ¢ (0) dizi uzaylar¬

¢ (1) = f = () : ¢
 2 1g 

¢ () = f = () : ¢
 2 g 

¢ (0) = f = () : ¢
 2 0g

şeklinde tan¬mlan¬r.

Bu uzaylar kk1 supremum normu olmak üzere

kk¢ =

X

=1

jj+ k¢k1

normu ile birer ¡uzay¬ teşkil ederler.

Önerme 2.4.2. ([20])  = () 2 ¢ (1) ise bu durumda sup


¡ jj 1 olur.

Yukar¬daki dizi uzaylar¬ Et ve Nuray [16] taraf¬ndan herhangi bir dizi uzay¬ olmak

üzere ¢ () dizi uzay¬na genelleştirilmi̧stir. Şimdi ¢ () dizi uzay¬ ile ilgili sonraki

bölümlerde kullan¬lacak baz¬ tan¬m ve teoremleri ifade edelim.

Tan¬m 2.4.3. ([16])  µ  verilsin. ¢ () genelleştirilmi̧s fark dizi uzay¬

¢ () = f = () : (¢
) 2 g
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olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.4.1 de verildi¼gi gibi ¢ =

X

=0

(¡1)
¡



¢
+ şeklinde tan¬ml¬d¬r. E¼ger

 2 ¢ () ise yeterince büyük  lar için (örne¼gin   2 için)  = ¢ ve

 =
¡X

=1

(¡1)
µ
 ¡ ¡ 1

¡ 1

¶
 =

X

=1

(¡1)
µ
 +¡ ¡ 1

¡ 1

¶
¡,

1¡ = 2¡ = ¢ ¢ ¢ = 0 = 0

olacak şekilde sadece bir tek  = () 2  vard¬r.

Et ve Nuray [16]  =  alarak ¢¡istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ a̧sa¼g¬daki

gibi tan¬mlam¬̧slard¬r.

Tan¬m 2.4.4. ([16]) Bir  = () dizisi verilsin. E¼ger her   0 için

(f : j¢ ¡ j ¸ g) = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  dizisi  say¬s¬na ¢¡istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2.4.5. ([16]) Bir  = () dizisi verilsin. E¼ger her   0 için

(f : j¢ ¡¢ j ¸ g) = 0

olacak şekilde bir  =  () 2 N say¬s¬ varsa  dizisine ¢¡istatistiksel Cauchy denir.

Teorem 2.4.6. ([16])  dizisi ¢¡istatistiksel yak¬nsak ise ¢¡istatistiksel Cauchy-

dir.

Et ve Nuray [16] Teorem 2.4.6 n¬n tersinin sa¼glan¬p sa¼glanmad¬¼g¬na dair bir bilgi

vermemi̧slerdir. Biz bu çal¬̧sman¬n ilerleyen bölümünde ¢¡istatistiksel Cauchy

kavram¬n¬n ¢¡istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ gerektirdi¼gini gösterece¼giz.

Teorem 2.4.7. ([16])  = () dizisinin ¢¡istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek

ve yeter şart hh k  için ¢ = ¢ olacak şekilde bir  = () 2 ¢() dizisinin

var olmas¬d¬r.
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2.5. Dizi Kümelerinin Dualleri

Bu k¬s¬mda dizi kümelerinin duallerinedair baz¬ temel tan¬m ve özellikler verilecektir

(ayr¬nt¬l¬ bilgi için bak. [22] ve [23]).

Çal¬̧sma boyunca , , 1 ve  ile s¬ras¬yla tüm s¬n¬rl¬ seri, yak¬nsak seri, mutlak

yak¬nsak seri veN nin bir permütasyonuna göre mutlak yak¬nsak seri oluşturan dizilerin

kümeleri gösterilecektir.

 = (),  = () 2  ve ,  ½  olsun.  = ()
1
=0 ve ¡1 ¤  =

f 2  :  2  g olmak üzere

 (  ) =
T
2

¡1 ¤ 

= f 2  :  2  8 2 g

yazal¬m. Özel olarak,

 =  ( ) ;

 =  ( 1) ;

 =  ( ) ;

 =  ( ) ;

 =  ( 0) ;

kümelerine s¬ras¬yla dizi uzay¬n¬n ¡, ¡, ¡, ¡ ve ¡(ya da s¬f¬r) dualleri denir.

 dizi uzay¬n¬n dual uzaylar¬ da birer dizi uzay¬ olup  ve  uzaylar¬na s¬ras¬yla

 dizi uzay¬n¬n Köthe-Toeplitz ve genelleştirilmiş Köthe-Toeplitz dual uzaylar¬ denir.

Aşa¼g¬daki özelliklerin do¼gru oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

)  ½  ½  ½  ½  ve  ½  ,

) y 2 f   g olmak üzere  ½  ise  y ½ y,

)  ½ () = .

Tan¬m 2.5.1. ([22])

)  =  ise  uzay¬na bir mükemmel (perfect) dizi uzay¬ denir.
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)  = () 2  ve  bir dizi uzay¬ olsun. E¼ger, en az bir  = () 2  dizisi ve

her  2 N için jj · jj olmas¬ durumunda  2  ise  uzay¬na bir normal (solid)

uzay denir. Bir di¼ger ifadeyle

f = () 2  j 9() 2  8 2 N : jj · jjg ½ 

kapsamas¬ sa¼glan¬yorsa  dizi uzay¬na bir normal (solid) uzay denir.

Lemma 2.5.2. ([22])  normal uzay ise  =  =  olur.
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3.¢¡·ISTAT·IST·IKSELSINIRLILIKVE

·ISTAT·IST·IKSEL KÖTHE-TOEPLITZ DUALLER

Bu bölümün ilk k¬sm¬nda ¢ fark operatörü yard¬m¬yla dizilerin ¢¡istatistiksel

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ kavram¬ tan¬t¬l¬p ¢¡istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k

aras¬ndaki ili̧ski verilecektir. Ayr¬ca bir dizinin¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ karakterize

etmek amac¬yla Teorem 2.4.7 nin dengi say¬labilecek bir özellik sunulacakt¬r. ·Ikinci

k¬s¬mda ise ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ diziler kümesinin Köthe-Toeplitz ve genelleştirilmi̧s

Köthe-Toeplitz dualleri verilecektir. Buradan elde edilen motivasyonla tan¬mlanan dizi

kümelerinin istatistiksel Köthe-Toeplitz ve istatistiksel genelleştirilmiş Köthe-Toeplitz

dualleri kavramlar¬ndan söz edilip bunlara dair baz¬ temel özellikler ile istatistiksel

normal (solid) uzay ve istatistiksel mükemmel (perfect) uzay konseptleri tan¬t¬lacakt¬r.

Son olarak 0, , 1, 0, , , ¢() ve ¢(1) gibi uzaylar¬n istatistiksel Köthe-

Toeplitz ve istatistiksel genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz dualleri hesaplanacakt¬r.

3.1. Dizilerin ¢¡·Istatistiksel S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Tan¬m 3.1.1. Bir  = () dizisi verilsin. E¼ger hh k  için

j¢j · 

veya

(f : j¢j  g) = 0

sa¼glanacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ varsa  dizisine ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬d¬r denir.

Tüm ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin kümesini ¢() ile gösterece¼giz.

Aşa¼g¬daki örnek ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ olmayan dizilerin var oldu¼gunu ifade eder.

Örnek 3.1.2.  = 1 olmak üzere,  = () dizisi

 =

8
>>><
>>>:

0,  = 1,

¡(2+ 1),  = 2+ 1,

¡(2 ¡ 1),  = 2,
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şeklinde tan¬mlans¬n. Her  ¸ 0 için f : j¢j ·g kümesi sonlu oldu¼gundan

f : j¢j  g kümesi yo¼gundur. Dolay¬s¬yla  dizisi ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ de¼gildir.

Önerme 3.1.3. Bir  = () dizisi bir  say¬s¬na ¢¡istatistiksel yak¬nsaksa bu

durumda ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, ancak bunun tersi do¼gru de¼gildir.

·Ispat.  dizisi  say¬s¬na ¢¡istatistiksel yak¬nsak olsun. O halde özellikle  = 1

ve hh k  için j¢ ¡ j  1 sa¼glan¬r. Ters üçgen eşitsizli¼ginden

j¢j ¡ jj · j¢ ¡ j  1

olur, dolay¬s¬yla hh k  için

j¢j · jj+ 1

elde edilir.  = 1 + jj olarak seçilirse  dizisinin ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gu

görülür.

Tersi için,  = 1 al¬p  = () dizisini

 = () = (0¡1¡2¡2¡4¡4¡5¡5¡6¡9¡10¡10¡11¡11¡12¡12 )

olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda ¢ dizisi

¢ =

8
>>><
>>>:

p
,  tam kare,

0,  tam kare olmayan tek,

1,  tam kare olmayan çift.

olarak hesaplan¬r.   0 olmak üzere; (f : ¢ = 1g) = 1
2
oldu¼gundan

f : ¢ = 1g ½ f : ¢  1¡ g

kapsamas¬ (f : ¢  1¡ g) 6= 0 olmas¬n¬ gerektirir. Ayr¬ca,

f : ¢  1 + g ½
©
2 :  2 N

ª

oldu¼gundan (f : ¢  1 + g) = 0 elde edilir. O halde Teorem 2.3.2 () den

¡ lim sup¢ = 1

bulunur. Üstelik (f : ¢ = 0g) = 1
2
ve

f : ¢ = 0g ½ f : ¢  g
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oldu¼gundan (f : ¢  g) 6= 0 ve f : ¢  ¡g = ; olup (f : ¢  ¡g) =

0 bulunur. Bu da Teorem 2.3.2 () den

¡ lim inf ¢ = 0

anlam¬na gelir. Böylelikle Teorem 2.3.4 gere¼gince,  ¡ lim sup¢ 6=  ¡ lim inf ¢

oldu¼gu için,  dizisi ¢¡istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. Oysa ki f : j¢j  1g kümesi

bir s¬f¬r yo¼gunluklu küme oldu¼gundan  dizisi ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

Önerme 3.1.4. ¢(1) ½ ¢() olup bunun tersi do¼gru de¼gildir.

·Ispat.  2 ¢(1) olsun. Bu durumda her  2 N için j¢j ·  olacak şekilde

bir  ¸ 0 vard¬r. Bu ise f : j¢j  g = ; oldu¼gundan hh k  için j¢j · 

ve dolay¬s¬yla  2 ¢() anlam¬na gelir.

Tersi için  = 2 seçelim ve  = () dizisini

 = () = (0 0 0 1 2 5 8 11 14 20 26 32 38 44 50 56 62 72 82 92 102 112 )

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda ¢2 dizisi

¢2 =

8
<
:

,  = 2,

0, di¼ger durumlarda,
 = 1 2 3 

şeklinde hesaplan¬r ve f : ¢2 6= 0g = f2 :  = 1 2 3 g olup,(f : ¢2 6= 0g) =

0 d¬r. Bu ise  dizisinin bir ¢2¡istatistiksel s¬f¬r dizisi oldu¼gunu gösterir. Böylece

 2 ¢2() dir, fakat ¢2 dizisi s¬n¬rl¬ de¼gildir, dolay¬s¬yla  2 ¢2(1) dir. O halde

 2 ¢2() n¢2(1) dur.

Lemma 3.1.5.  = () bir ¢¡istatistiksel Cauchy dizisi ise ¢¡istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

·Ispat.  dizisi bir ¢¡istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Öyleyse her   0 için

 = f : j¢ ¡¢ j ¸ g

olmak üzere () = 0 olacak şekilde bir  2 N do¼gal say¬s¬ vard¬r. Buradan

 µ f : ¢ ¡   ¢g ve  µ f : ¢  ¢ + g
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kapsamalar¬ sa¼glan¬r. () = 1 oldu¼gundan

 = f 2 R :  f : ¢  g = 1g

 = f 2 R :  f : ¢  g = 1g

kümeleri boştan farkl¬d¬r.

Her  2  ve her  2  için    oldu¼gunu gösterelim. Bunun için baz¬  ve 

say¬lar¬ için  ¸  oldu¼gunu varsayal¬m. O halde

f : ¢  g µ f : ¢  g

kapsamas¬ sa¼glan¬r, buradan (f : ¢  g) = 0 olur. Ancak bu  2  olmas¬yla

çeli̧sir. Bu yüzden her  2  ve her  2  için    d¬r. Buradan

¢ ¡  · sup · inf  · ¢ + 

eşitsizli¼ginin do¼grulu¼gu aç¬kça görülür. Dolay¬s¬yla  key… oldu¼gu için sup = inf 

elde edilir.  = sup = inf  dersek her   0 için

¡        + 

olacak şekilde  2  and  2  say¬lar¬ vard¬r. Bu  ile  nin tan¬m¬ gere¼gince

(f : ¢  + g) = 1 ve (f : ¢   ¡ g) = 1

eşitliklerinin sa¼glanmas¬n¬ gerektirir. Ayr¬ca

f : j¢ ¡ j  g = f : ¢  ¡ g \ f : ¢  + g

eşitli¼ginden dolay¬ ve Sonuç 2.1.5 gere¼gince (f : j¢ ¡ j ¸ g) = 0 bulunur.

Böylece  dizisi  say¬s¬na ¢¡istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.4.6 ve Lemma 3.1.5 den aşa¼g¬daki sonucu yazabiliriz.

Sonuç 3.1.6. Bir dizinin ¢¡istatistiksel yak¬nsak olamas¬ için gerek ve yeter şart

¢¡istatistiksel Cauchy dizisi olmas¬d¬r.

Önerme 3.1.7. Bir dizi ¢¡istatistiksel Cauchy dizisi ise ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

Tersi do¼gru de¼gildir.
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·Ispat.  = () bir ¢¡istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu durumda her   0

için

(f : j¢ ¡¢ j ¸ g) = 0

olacak şekilde bir (= ()) 2 N say¬s¬ vard¬r. Özel olarak  = 1 için

(f : j¢j ¸ j¢ j+ 1g) = 0

bulunur. Bu,  = 1 + j¢ j olarak seçilirse  dizisinin ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬

olmas¬ demektir. Sonuç 3.1.6 y¬ göz önüne al¬r,  = () dizisini Önerme 3.1.3 deki

gibi tan¬mlarsak tersinin do¼gru olmad¬¼g¬ görülür.

Bir sonraki teoremde bir dizinin ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ olmas¬ için gerek ve yeter

şart¬ verip ispat edece¼giz. Öncesinde teoremin ispat¬nda önemli bir yer tutan bir lem-

may¬ verelim:

Lemma 3.1.8.  µ N kümesi jj = 1 ve jj = 1 şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa her  2 N

için     +1 olmak üzere

 =

1[

=1

([  ) \N)

sa¼glanacak şekilde do¼gal say¬lar¬n artan () ve () dizileri vard¬r.

·Ispat. () ve () dizilerini

 =

8
<
:

min,  = 1

min f  ¡1 :  2 g ,  ¸ 2

 = min f   :  2 g

şeklinde tan¬mlarsak ikisinin de artan ve her  2 N için     +1 oldu¼gu

görülür.  2  olsun. Bu durumda () ve () nin tan¬mlar¬ gere¼gince  için iki

durum vard¬r:

)  = 0 olacak şekilde en az bir 0 2 N varsa bu durumda  2 [0 0) \ N

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla  2
1S
=1

([  ) \N) olur.

) Her  2 N için  6=  ise bu durumda 0    0 olacak şekilde en az bir

0 2 N vard¬r. Bu ise  2 [0 0) \N demektir. O halde yine  2
1S
=1

([ ) \N)
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dir. Böylece  2  key… oldu¼gundan  µ
1S
=1

([  ) \N) kapsamas¬ sa¼glan¬r. Şimdi

kapsaman¬n tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬ varsayal¬m. O zaman en az bir 0 2 N için öyle

bir  2 [0 0)\N vard¬r ki  2  dir. Oysa bu 0    0 ve  2  oldu¼gundan

0 ¬n tan¬m¬ ile çeli̧sir. Bu yüzden
1S
=1

([ ) \N) µ  olup, ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.1.9.  = () dizisinin ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ olmas¬ için gerek ve yeter

şart hh k  için ¢ = ¢ olacak şekilde ¢¡s¬n¬rl¬ bir  = () dizisinin var

olmas¬d¬r.

·Ispat.  dizisi ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ olsun. E¼ger  2 ¢(1) ise ispat aç¬kt¬r.

 2 ¢() n¢(1) alal¬m.  ye göre tümevar¬m yöntemini kullanaca¼g¬z.

 = 1 olsun. Bu durumda  = f : j¢j  g bir s¬f¬r yo¼gunluklu küme teşkil

edip, jj = 1 ve jj = 1 olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ vard¬r. Lemma 3.1.8

den  =
1S
=1

([ ) \N) olacak şekilde do¼gal say¬lar¬n artan () and () dizileri

bulunur. Şimdi  = () dizisini

 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1  = 1

1 ¡
¡1P
=1

¢  = 2 3 1

1  = 1 + 11 + 2  1

1 ¡
¡1P
=1

¢  = 1 + 1 1 + 2 2

2  = 2 + 12 + 2  2

2 ¡
¡1P
=2

¢  = 2 + 1 2 + 2 3

3  = 3 + 13 + 2  3

 

 

olarak tan¬mlayal¬m. Bu dizinin fark¬n¬ hesaplarsak

¢ =

8
<
:

0,  2 ,

¢,  2 ,

ve dolay¬s¬yla  yo¼gun oldu¼gundan hh k  için ¢ = ¢ oldu¼gu görülür. Ayr¬ca

her  2  için j¢j = j¢j ·  oldu¼gundan  dizisi ¢¡s¬n¬rl¬d¬r.
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¡ 1 için iddian¬n do¼gru oldu¼gunu kabul edelim, yani  dizisi ¢¡1¡istatistiksel

s¬n¬rl¬ ise hh k  için ¢¡1 = ¢¡1 olacak şekilde ¢¡1¡s¬n¬rl¬ bir  dizisi var

olsun.

·Iddian¬n  için de do¼gru oldu¼gunu gösterelim:

 dizisi ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ olsun. Bu durumda Tan¬m 2.4.3 gere¼gince  = ¢

olacak şekilde bir tek  = () dizisi var olup ¢ = ¢¡1(¢) eşitli¼ginden dolay¬

bu dizi ¢¡1¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Öyleyse kabulümüz gere¼gi hh k  için ¢¡1 =

¢¡1 olacak şekilde bir  2 ¢¡1(1) vard¬r. Ayr¬ca, yine Tan¬m 2.4.3 ten ¢ = 

olacak şekilde bir  = () dizisi var olup ¢¡1(¢) 2 1 ve dolay¬s¬yla  2 ¢(1)

elde edilir. Böylece hh k  için

¢ = ¢¡1(¢) = ¢¡1 = ¢¡1 = ¢¡1(¢) = ¢

yazabiliriz. Bu gerek şart¬n ispat¬n¬ tamamlar.

Di¼ger taraftan hh k  için ¢ = ¢ olacak şekilde bir  2 ¢(1) oldu¼gunu

kabul edelim. Bu durumda her  2 N için j¢j ·  olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬

var olup,

(f : ¢ 6= ¢g) = 0

eşitli¼gi ve

f : j¢j  g ½ f : ¢ 6= ¢g

kapsamas¬ sa¼gland¬¼g¬ndan hh k  için j¢j ·  elde edilir. O halde  dizisi

¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

Lemma 3.1.10.  µ N ve  = f ¡ 1 :  2 g olsun. E¼ger  bir s¬f¬r yo¼gunluklu

küme ise  de bir s¬f¬r yo¼gunluklu kümedir.

·Ispat. 1 2  oldu¼gunu kabul edelim. () = j \ f1 2 3  gj ve () =

j \ f1 2 3  gj olmak üzere her  için () · () + 1 oldu¼gundan

() = lim
!1

()


· lim

!1

() + 1


= lim

!1

()


+ lim

!1

1


= () + lim

!1

1


= 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla () = 0 d¬r.
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Teorem 3.1.11. E¼ger  = () istatistiksel s¬n¬rl¬ysa bu durumda ¢¡istatistiksel

s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat.  = () 2  olsun. Bu durumda  = f : jj  g bir s¬f¬r yo¼gun-

luklu küme teşkil edecek şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ vard¬r.  = f : j+1j  g =

f ¡ 1 :  2 g oldu¼gundan Lemma 3.1.10 gere¼gince  bir s¬f¬r yo¼gunluklu kümedir.

Bu yüzden (+1) dizisi de istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.  bir dizi uzay¬ oldu¼gundan ¢ =

(¢) = (¡+1) = ()¡(+1) istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Dolay¬s¬yla  = () 2 ¢()

olup  ½ ¢() elde edilir.

Sonuç 3.1.12.

)  ¸ 1 için ¢¡1() µ ¢().

)  ¸ 1 için  µ ¢().

3.2. ·Istatistiksel Köthe-Toeplitz Dualler

Bu k¬s¬mda ¢() uzay¬n¬n ¡, ¡, ¡, ¡ ve ¡ duallerinin  oldu¼gunu

gösterece¼giz. Daha sonra istatistiksel Köthe-Toeplitz ve genelleştirilmi̧s istatistiksel

Köthe-Toeplitz dual uzay kavramlar¬n¬ tan¬mlay¬p, bunlara dair baz¬ temel özelliklere

de¼gindikten sonra baz¬ dizi uzaylar¬n¬n bu yeni tipteki duallerini hesaplayaca¼g¬z.

·Ilk olarak 0 dizi uzay¬n¬n duallerini hesaplamak için önce aşa¼g¬daki lemmay¬ vere-

lim:

Lemma 3.2.1. 0 bir normal dizi uzay¬d¬r.

·Ispat.  = () 2 0 key… bir dizi olsun.  = () dizisini her  2 N için

jj · jj olacak şekilde alal¬m. Bu durumda her   0 için

f : jj ¸ g ½ f : jj ¸ g

oldu¼gu kolayca görülür. Bu ise  2 0 anlam¬na gelir. Böylece 0 bir normal uzayd¬r.

Teorem 3.2.2. y 2 f    g olmak üzere y0 =  dir.

·Ispat. Her y 2 f   g için  µ y0 oldu¼gunu biliyoruz. 0 µ  veya denk

olarak  µ (0 )
 oldu¼gunu iddia ediyoruz. E¼ger  = () 2  ise bu durumda her
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 2  için  6= 0 ve jj = 1 olacak şekilde bir  µ N vard¬r. Buradan () = 0

ve j j =1 olacak şekilde bir  µ  seçilebilir. Şimdi  = () dizisini a̧sa¼g¬daki gibi

tan¬mlayal¬m:

 =

8
<
:

1

,  2 ,

0,  2  .

Her   0 için f : jj  g µ  oldu¼gundan f : jj  g bir s¬f¬r yo¼gunluklu küme

olup ¡ lim = 0, yani  2 0 d¬r. Öte yandan

1X

=1

 =
X

2


1


=
X

2

1 =1

eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan  2 0 , yani  2 (0 )
 dir. Böylece 0 µ  olup 0 = 

elde edilir. Lemma 2.5.2 ve Lemma 3.2.1 gere¼gince 0 = 0 = 0 =  dir. Ayr¬ca

0 µ 0 oldu¼gundan 0 =  bulunur. Şimdi  2  için  = 1 ve  2   için

 = 0 oldu¼gundan lim
!1

 6= 0 elde edilir ki bu  2 0 yani  2 (0 )
 demektir.

Bu yüzden 0 µ  olup 0 =  dir.

Sonuç 3.2.3. y 2 f    g olmak üzere y = y =  dir.

·Ispat. 0 ½  ½  kapsamas¬ ile ispat elde edilir.

Teorem 3.2.4. y 2 f   g ve  ¸ 0 için (¢())
y =  dir.

·Ispat. Sonuç 3.1.12 gere¼gince  µ ¢() oldu¼gundan (¢())
y µ y elde

edilir. Sonuç 3.2.3 ten dolay¬ y =  oldu¼gundan (¢())y =  bulunur.

Şimdi istatistiksel Köthe-Toeplitz ve genelleştirilmi̧s istatistiksel Köthe-Toeplitz

dual kavramlar¬n¬ tan¬t¬p bunlara dair baz¬ temel tan¬m ve özellikleri verelim.

Önce serilerin istatistiksel toplanabilmesi kavram¬n¬ tan¬taca¼g¬z. Literatürde seri-

lerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ kavram¬ ilk kez B. C. Tripathy ([24], [25]) taraf¬ndan ver-

ilmi̧stir. Tripathy bir serinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için k¬smi toplamlar dizisinin

istatistiksel yak¬nsak bir dizi teşkil etmesi gerekti¼gini ifade etmi̧stir. Ancak biz bir

serinin istatistiksel toplanabilmesine dair yo¼gun do¼gal say¬ kümeleriyle do¼grudan bir

ili̧ski kurarak daha elveri̧sli bir tan¬m geli̧stirdi¼gimize inan¬yoruz.
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Tan¬m 3.2.5.  = () 2  ve  2 R olmak üzere, e¼ger
P
2

 =  olacak şekilde

yo¼gun bir  µ N kümesi varsa
1P
=1

 serisi  ye istatistiksel toplanabilir denir.

Tan¬m 3.2.6.  bir dizi uzay¬ olsun.

¡ =

(
 2  : 8 2  için

1X

=1

jj istatistiksel toplanabilirdir.
)

¡ =

(
 2  : 8 2  için

1X

=1

 istatistiksel toplanabilirdir.

)

kümelerine s¬ras¬yla  dizi uzay¬n¬n istatistiksel Köthe-Toeplitz (k¬saca istatistiksel-)

ve genelleştirilmiş istatistiksel Köthe-Toeplitz (k¬saca istatistiksel-) duali denir.

Aşa¼g¬daki temel özelliklerin do¼grulu¼gu kolayca görülebilir.

Önerme 3.2.7. ,  µ  ve y 2 fg olmak üzere;

) ¡ µ ¡ ,

)  µ  )  ¡y ½ ¡y,

)  ½ (¡y)¡y

dir.

Önerme 3.2.8.  bir indeks kümesi ve fg2 dizi uzaylar¬n¬n herhangi bir ailesi

olsun. y 2 fg olmak üzere
µS
2



¶¡y

=
T
2

¡y
 eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. y =  alal¬m.  = () 2
µS
2



¶¡

ise, her  = () 2
S
2

 için
P
2
jj 1 olacak şekilde yo¼gun bir  µ N kümesi vard¬r. E¼ger  = () 2  ½

S
2

 ise, o zaman
P
2
jj 1 ve( ) = 1 olacak şekilde bir  µ N kümesi vard¬r.

Bu durumda  dizisi ’nin key… bir eleman¬ oldu¼gundan her  2  için  2 ¡


bulunur ve dolay¬s¬yla  2
T
2

¡
 elde edilir. Böylece

µS
2



¶¡

µ
T
2

¡
 .

Şimdi  2
T
2

¡
 olsun. Bu durumda her  2  için  2 ¡

 olur.  =

() 2
S
2

 ise,  2  olacak şekilde bir  2  vard¬r. Öyleyse  2 ¡
 oldu¼gun-

dan
P
2
jj  1 ve () = 1 olacak şekilde bir  µ N kümesi vard¬r. Bu ise

 dizisi key… oldu¼gundan  2
µS
2



¶¡

anlam¬na gelir. Dolay¬s¬yla
T
2

¡
 µ

µS
2



¶¡

olup ispat tamamlan¬r. y =  durumu benzer şekilde gösterilebilir.
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Teorem 3.2.9.  2 f0  1 0  g, y 2 fg ve

 =

(
 2  :

X

2

jj 1, 9 µ N () = 1

)

olmak üzere; ¡y =  dir.

·Ispat. ·Ilk olarak  =  ve y =  al¬p  µ ¡
 oldu¼gunu gösterece¼giz.  2 

ve  2  ise bu durumda  ,  nin karakteristik dizisi,

 () =

8
<
:

1,  2  ,

0,  2  ,

olmak üzere,
P
2
jj  1 ve  2 1 olacak şekilde  µ N yo¼gun kümeleri

mevcuttur. ( \  ) = 1 ve her  2  için jj ·  olacak şekilde bir  ¸ 0

say¬s¬ var oldu¼gundan
P

2\
jj · 

P
2\

jj 1 yaz¬labilir. O halde
1P
=1

jj

istatistiksel toplanabilir olup bu yüzden  2 ¡
 elde edilir. Dolay¬s¬yla

 µ ¡
 (1)

kapsamas¬ do¼grudur.

Şimdi  = 0 ve y =  al¬p, ¡0 µ  oldu¼gunu gösterelim.  2  olsun. Öyleyse

her yo¼gun  µ N kümesi için
P
2
jj =1 yazabiliriz. Bu durumda  = 0 1 2  için

 =  \ [() ( + 1)¡ 1] olmak üzere
P
2

jj ¸  + 1 sa¼glanacak şekilde pozitif

tam say¬lar¬n kesin artan bir (())1=0 ((0) = 1) dizisi mevcuttur. Şimdi  = ()

dizisini

 =

8
<
:

0,  2  _  = 0,
jj

(+1)
,  2  ^  6= 0,

şeklinde tan¬mlayal¬m.  aç¬k olarak bir s¬f¬r dizisidir. Öte yandan,

X

2

 =
1X

=0

X

2

1

 + 1
jj =

1X

=0

1

 + 1

X

2

jj ¸
1X

=0

1

 + 1
( + 1) =

1X

=0

1 =1

eşitsizli¼gi do¼gru ve key… bir yo¼gun küme oldu¼gundan
1P
=1

 istatistiksel toplanabilir

de¼gildir. Öyleyse  2 ¡0 ve dolay¬s¬yla

¡0 µ  (2)
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elde edilir. (1), (2) ve f0  1 0  g ailesinin elemanlar¬ aras¬ndaki bilinen

kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ ile Önerme 3.2.7 birlikte ele al¬narak ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.2.10. ()
 =

(
 2  :

X

2

 jj 1 9 µ N () = 1

)
olsun. Bu

takdirde (¢(1))
¡ = (¢())¡ = 

()
 dir.

·Ispat.  2 ()
 olsun. Bu durumda

X

2

 jj  1 olacak şekilde yo¼gun bir

 µ N kümesi vard¬r.  2 ¢(1) alal¬m. Önerme 2.4.2 gere¼gi (¡) 2 1 olur.

Buradan bir  ¸ 0 için

X

2
jj =

X

2
 jj ¡ jj ·

X

2
 jj 1

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla  2 ¢(1)
¡ ve ()

 µ ¢(1)
¡ bulunur.

Şimdi  2 ¢(1)¡ olsun.  = () = ()1=1 dizisini göz önüne al¬rsak ¢

fark dizisi  nin tek veya çift oluşuna göre

¢ =

8
<
:

(!),  çift ise,

(¡!),  tek ise,

şeklinde elde edilir. Dolay¬s¬yla  2 ¢(1) olup
X

2

jj 1 olacak şekilde yo¼gun

bir  µ N kümesi vard¬r. Daha aç¬k olarak

X

2

jj =
X

2

jj =
X

2

 jj 1

yazarak  2 
()
 ve dolay¬s¬yla ¢(1)

¡ µ 
()
 elde edilir. Bu ispat¬ tamamlar.

(¢())¡ = 
()
 oldu¼gu benzer şekilde gösterilebilir.

Şimdi dizi uzaylar¬yla ilgili ¡  ve ¡  dual tan¬mlar¬n¬ göz önüne alarak baz¬

yeni kavramlar¬ tan¬t¬p bunlara dair bir tak¬m özellikleri ele alaca¼g¬z.

Tan¬m 3.2.11.  = () 2  ve  bir dizi uzay¬ olsun. E¼ger bir  = () 2 

ve yo¼gun bir  µ N kümesinde her  2  için jj · jj olmas¬  2  olmas¬n¬

gerektiriyorsa  uzay¬na istatistiksel normal (veya istatistiksel solid) uzay denir. Bir

başka ifadeyle

f = () 2  j 9() 2  9 µ N () = 1 8 2  : jj · jjg ½ 
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kapsamas¬ sa¼glan¬yorsa  dizi uzay¬na istatistiksel normal uzay denir.

Tan¬m 3.2.12.  bir dizi uzay¬ olsun. y 2 fg olmak üzere e¼ger  = (¡y)¡y

ise  dizi uzay¬na bir istatistiksel-y uzay¬, k¬saca  ¡ y uzay¬ denir. Özel olarak bir

¡  uzay¬na istatistiksel mükemmel uzay veya istatistiksel Köthe uzay¬ denir.

Teorem 3.2.13.  istatistiksel mükemmel uzayd¬r.

·Ispat. Önerme 3.2.7 gere¼gi  µ (¡ )¡ kapsamas¬ vard¬r. Bu yüzden

(¡ )¡ µ  oldu¼gunu göstermek yeterlidir. ·Ilk olarak  ½ ¡ oldu¼gunu göstere-

lim.  = () 2  ise o zaman her  2  için jj ·  olacak şekilde yo¼gun bir

 µ N kümesi ve  ¸ 0 say¬s¬ vard¬r. Herhangi bir  = () 2  verilsin. Bu

durumda yo¼gun bir  µ N kümesi için
P
2
jj  1 olur. Buradan ( \  ) = 1

ve
P

2\
jj · 

P
2\

jj 1 oldu¼gundan
1P
=1

jj istatistiksel toplanabilirdir.

Böylece  2 ¡ ve dolay¬s¬yla  ½ ¡ olur. Buradan (¡ )¡ µ ¡
 = 

yazar¬z ki böylece  = (¡ )¡ bulunur.

Teorem 3.2.14. Her istatistiksel mükemmel uzay istatistiksel normaldir.

·Ispat.  bir istatistiksel mükemmel uzay olsun, yani  = (¡)¡. Ayr¬ca

 = () dizisi bir  = () 2  ve yo¼gun bir  µ N kümesinde her  2  için

jj · jj olacak şekilde verilsin. E¼ger  = () 2 ¡ ise o zaman yo¼gun bir

 µ N kümesi için
P
2
jj 1 sa¼glan¬r. Buradan ( \  ) = 1 ve her  2  \ 

için jj · jj oldu¼gundan
P

2\
jj  1 yaz¬labilir. Bu ise  key… oldu¼gundan

 2 (¡)¡ =  anlam¬na gelir. Böylece  istatistiksel normaldir.

Sonuç 3.2.15.  istatistiksel normaldir.
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4. ·ISTAT·IST·IKSELSINIRLILI¼GIN¢ FARKOPERATÖRÜ

YARDIMIYLA BAZI GENELLEŞT·IRMELER·I

Üç k¬s¬mdan oluşan bu bölümde ¢ fark operatörü yard¬m¬yla s¬ras¬yla . derece-

den ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k, ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k ve . dereceden

¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavramlar¬ tan¬t¬lacakt¬r. Bu kavramlar¬n her birinin di¼ger

baz¬ fark dizi uzaylar¬ ile aralar¬ndaki kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ ele al¬n¬p ayr¬ca birbirleri ile

olan ili̧skileri sunulacakt¬r.

4.1. . Dereceden ¢¡·Istatistiksel S¬n¬rl¬l¬k

Bu k¬s¬mda Çolak [11] taraf¬ndan tan¬t¬lan do¼gal say¬ kümelerinin ¡yo¼gunlu¼gu

…krinden hareketle . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬n¬ tan¬t¬p baz¬ kap-

sama ba¼g¬nt¬lar¬ndan bahsedece¼giz.

Tan¬m 4.1.1.  2 (0 1] ve  = () 2  verilsin. E¼ger,

(f : j¢j  g) = 0

olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ varsa  dizisi . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r

denir. Tüm . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin uzay¬n¬ ¢(
 ) sembolü ile

gösterece¼giz.

  1 için, herhangi bir  = () 2  dizisi yukar¬da verilen şart¬ sa¼glayaca¼g¬n-

dan dolay¬, . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ aşikar olur. Bu yüzden 

say¬s¬n¬ 1 den büyük almayaca¼g¬z.

. dereceden¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ = 0 için . dereceden istatistiksel

s¬n¬rl¬l¬¼ga,  = 0 ve  = 1 için istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼ga indirgenir.

Önerme 4.1.2. Her  2 (0 1] için ¢(1) ½ ¢(
 ) olup kapsama kesindir.

·Ispat.  2 ¢(1) ise her  2 N için j¢j ·  olacak şekilde bir   0 say¬s¬

vard¬r. Bu yüzden f : j¢j  g = ; olup  2 ¢(
 ) bulunur. Kapsaman¬n
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kesinli¼gi için,  = () = (0 0 1 3 6 11 17 24 32 41 53 66 80 95 111 128 146 )

dizisini al¬p  = 2 seçelim. Bu durumda

¢2 =

8
<
:

p
,  tam kare,

1, di¼ger haller,

oldu¼gu görülür. Her  2 N için jf ·  : j¢2j  1gj ·
p
¡1 eşitsizili¼gi sa¼gland¬¼g¬n-

dan   1
2
için

lim
!1

jf ·  : j¢2j  1gj


= 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla   1
2
için  2 ¢2(

 ) d¬r. Fakat  2 ¢2(1) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 4.1.3.  2 (0 1] olmak üzere, . dereceden ¢¡istatistiksel yak¬nsakl¬k .

dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬¼g¬ gerektirir. Fakat tersi do¼gru de¼gildir.

·Ispat.  = () 2 ¢() ise her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j¢ ¡ j ¸ gj = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ vard¬r. Bu ifade özel olarak  = 1 için de sa¼glan¬r. O halde,

ters üçgen eşitsizli¼ginden

f ·  : j¢j ¸ jj+ 1g µ f ·  : j¢ ¡ j ¸ 1g

ve dolay¬s¬yla her  2 N için

1


jf ·  : j¢j ¸ jj+ 1gj · 1


jf ·  : j¢ ¡ j ¸ 1gj

yaz¬l¬r. Son eşitsizlikte !1 limiti al¬n¬r ve  = 1+ jj olarak seçilirse  2 ¢(
 )

oldu¼gu görülür.

Kapsaman¬n tersinin genelde do¼gru olmad¬¼g¬n¬ göstermek için  = 1 al¬p  = ()

dizisini

 =

8
>>>>>><
>>>>>>:

0,  = 1,

¡1 ¡ 2,  ´ 0 (mod 3) ,

¡1 ¡ 3,  ´ 1 (mod 3) ,

¡1 ¡ 1,  ´ 2 (mod 3) ,

olarak tan¬mlayal¬m. ¢ = (1 2 3 1 2 3 ) oldu¼gu aç¬kça görülür. Dolay¬s¬yla  2

¢(1) olup Önerme 4.1.2 gere¼gi  dizisi . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Fakat,
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hh k  için¢ =  olacak şekilde hiçbir  = () yak¬nsak dizisi bulunamayaca¼g¬ndan

¢ dizisi istatistiksel yak¬nsak olmay¬p bu yüzden  2 ¢() dir. O halde ¢() ½

¢() kapsamas¬ndan dolay¬  dizisi . dereceden ¢¡istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Böylece ispat tamamlan¬r.

Şimdi . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬kla ilgili klasik bir kapsama ba¼g¬nt¬s¬

verece¼giz.

Teorem 4.1.4. 0   ·  · 1 ise ¢(
 ) ½ ¢(

 ) d¬r. Kapsama    olacak

şekilde en az bir  ve  de¼geri için kesindir.

·Ispat. 0   ·  · 1 olsun.  = () 2 ¢(
 ) ise

lim
!1

1


jf ·  : j¢j  gj = 0

olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ vard¬r. Her  2 N için

1


jf ·  : j¢j  gj · 1


jf ·  : j¢j  gj

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ kolayca görülebilir. Buradan,  ! 1 limiti al¬n¬rsa  2

¢(
 ) elde edilir. Öyleyse ¢

(
 ) ½ ¢(

 ) bulunur.

Kapsaman¬n kesinli¼gi için  = 2 al¬p  = () dizisini

 = () = (0 0 1 3 5 9 13 18 23 29 38 48 58 69 80 92 104 120 136 )

biçiminde seçelim. Bu durumda,

¢2 =

8
>>><
>>>:

p
,  tam kare,

0,  tam kare olmayan tek,

1,  tam kare olmayan çift,

olup daha aç¬k olarak ¢2 = (1 1 0 2 0 1 0 1 3 1 0 1 0 1 0 4 0 1 0 1 ) d¬r.

E¼ger, 1
2
  · 1 olarak seçilirse her  2 N için

1


¯̄©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 1

ª¯̄
·
p
¡ 1



eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Buradan,  ! 1 limiti al¬n¬rsa 1
2
  · 1 için  2 ¢2(

 ) elde

edilir.
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Şimdi 0   · 1
2
için  2 ¢2(

 ) oldu¼gunu gösterelim; Önce  = 1
2
alal¬m. Her

 2 R+ [ f0g için

lim
!1

1p


¯̄©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 
ª¯̄
6= 0

oldu¼gunu gösterece¼giz. Öncelikle negatif olmayan her  say¬s¬ için

©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 [jj]

ª
=
©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 
ª

eşitli¼ginin do¼gru oldu¼gunu belirtelim. Bu yüzden sadece  2 Z+ [ f0g durumunu

incelemek yeterlidir.

 = 0 için

 =
1p


¯̄©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 0

ª¯̄
= (1

2p
2

2p
3

3

2

3p
5

4p
6

4p
7

5p
8
 2 )

olmak üzere  = () dizisini ele alal¬m. (2) = (1 3
2
 2 5

2
 3 7

2
 ) dizisi () dizisinin

s¬n¬rs¬z bir alt dizisi oldu¼gundan lim
!1

 6= 0 demektir.

Şimdi  = 1p

jf ·  : j¢2j  gj olmak üzere  2 Z+ say¬s¬na göre () dizilerini

oluştural¬m. Bu durumda

(+)2 =


+ 

eşitli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

lim
!1

(+)2 = 1 · lim sup




eşitsizli¼gi sa¼glan¬r ve dolay¬s¬yla her  2 Z+ için

lim
!1

 = lim
!1

1p


¯̄©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 
ª¯̄
6= 0

bulunur. Sonuç olarak her  2 R+ [ f0g için

lim
!1

1p


¯̄©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 
ª¯̄
6= 0

elde edilir ki bu  = 1
2
iken  2 ¢2(

 ) anlam¬na gelir. Üstelik 0    1
2
için

1p


¯̄©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 
ª¯̄
· 1


¯̄©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 
ª¯̄

oldu¼gundan her  ¸ 0 ve 0    1
2
için

lim
!1

1


¯̄©
 ·  :

¯̄
¢2

¯̄
 
ª¯̄
6= 0
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yaz¬l¬r. Böylece 0    1
2
için  2 ¢2(

 ) olur ve bu ispat¬ tamamlar.

Sonuç 4.1.5. 0   ·  · 1 olmak üzere;

() ¢(
 ) = ¢(

 ),  = .

() ¢(
 ) ½ ¢().

4.2. ¢
 ¡·Istatistiksel S¬n¬rl¬l¬k

Bu k¬s¬mda Mursaleen [8] taraf¬ndan tan¬t¬lan ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k …krinden

hareketle ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k tan¬t¬l¬p kavramla ilgili baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬

verilecektir.

Tan¬m 4.2.1.  = () 2 ,  = () 2 ¡ ve  = [¡  + 1 ] olmak üzere;

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  gj = 0

olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ varsa  dizisine ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir. Tüm

¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin uzay¬n¬ ¢


() ile gösterece¼giz.

E¼ger, () = ()1=1 ise ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ ¢¡istatistiksel s¬n¬r-

l¬l¬¼ga dönüşür. Dolay¬s¬yla ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ ¢¡istatistiksel s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬n ¡istatistiksel manada bir genelleştirmesidir.

Önerme 4.2.2. Bir dizi¢
 ¡istatistiksel yak¬nsak ise¢

 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r, fakat

tersi do¼gru de¼gildir.

·Ispat.  = () dizisi bir  say¬s¬na ¢
 ¡istatistiksel yak¬nsak olsun. Bir an için

 in ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬ olmad¬¼g¬n¬ kabul edelim. Bu durumda 90  0 için

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  jj+ 0gj 6= 0

yaz¬labilir. Buradan,

f 2  : j¢j  jj+ 0g µ f 2  : j¢ ¡ j  0g

kapsamas¬ sa¼gland¬¼g¬ndan

lim
!1

1


jf 2  : j¢ ¡ j  0gj 6= 0
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elde edilir. Ancak bu hipotez ile çeli̧sir. Bu yüzden  dizisi ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

Tersinin do¼gru olmad¬¼g¬ Teorem 4.1.3 deki örnek göz önüne al¬narak gösterilebilir.

Önerme 4.2.3. Bir dizi ¢¡s¬n¬rl¬ ise ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r ve içerme kesindir.

·Ispat.  dizisi ¢¡s¬n¬rl¬ olsun. Bu durumda her  2 N için j¢j ·  olacak

şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ vard¬r. Bu yüzden f 2  : j¢j  g = ; oldu¼gundan

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  gj = 0

elde edilir. Böylece  dizisi ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Kapsaman¬n kesinli¼gini göster-

mek için,  =  ve  = 1 al¬p  dizisini;

 =

8
<
:

0,  = 1,
(1¡)

2
, (¡ 1)! + 1 ·  · !,

şeklinde tan¬mlarsak

¢ =

8
<
:

,  = !,

0, di¼ger hallerde,

olup bu durumda  dizisinin ¢¡istatistiksel s¬f¬r dizisi oldu¼gu görülür. O halde

¢() ½ ¢() (= ¢()) oldu¼gundan  dizisi¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r ancak aşikar

olarak ¢¡s¬n¬rl¬ de¼gildir.

Bir sonraki teoremde ¡’n¬n farkl¬ elemanlar¬ aras¬ndaki baz¬ şartlara dayanarak

¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬kla ilgili kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ndan söz edece¼giz.

Teorem 4.2.4.  = () ve  = () 2 ¡ dizileri her  ¸ 0 için  ·  şart¬n¬

sa¼glas¬n. O zaman aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r:

) E¼ger lim inf
!1




 0 ise ¢
 () ½ ¢

 ().

) E¼ger lim
!1




= 1 ise ¢
 () = ¢

 ().

·Ispat. ) lim inf
!1




 0 ve  = () 2 ¢
 () olsun. O zaman  0 = [¡  + 1 ]

olmak üzere;

lim
!1

1


jf 2  0 : j¢j  gj = 0

olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ vard¬r. Üstelik  = [¡  + 1 ] olmak üzere her

 ¸ 0 için  ½  0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu yüzden




1


jf 2  : j¢j  gj · 1


jf 2  0 : j¢j  gj
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eşitsizli¼gi yaz¬labilir. !1 için limit al¬rsak lim inf
!1




 0 oldu¼gundan

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  gj = 0

elde edilir ki bu  = () 2 ¢
 () demektir. Böylece ¢

 () ½ ¢
 () sa¼glan¬r.

) lim
!1




= 1 oldu¼gundan ) gere¼gi ¢
 () ½ ¢

 () sa¼glan¬r. Şimdi  = () 2

¢
 () olsun. O zaman

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  gj = 0

olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ mevcuttur. Ayr¬ca

f 2  0 : j¢j  g = f 2  0 n  : j¢j  g [ f 2  : j¢j  g

eşitli¼ginden dolay¬ her  ¸ 0 için

1


jf 2  0 : j¢j  gj =

1


jf 2  0 n  : j¢j  gj

+
1


jf 2  : j¢j  gj

·  ¡ 


+
1


jf 2  : j¢j  gj

eşitsizli¼gini elde ederiz. Buradan limit alarak

lim
!1

1


jf 2  0 : j¢j  gj = 0

bulunur ve böylece  2 ¢
 () dir. Dolay¬s¬yla ¢

 () ½ ¢
 () olup ispat tamam-

lan¬r.

Sonuç 4.2.5.  = () 2 ¡ ve her  2 N için  ·  olsun. Bu takdirde

) lim inf
!1




 0 olmas¬ durumunda ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k ¢
 ¡istatistiksel

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ gerektirir.

) lim
!1



= 1 ise ¢

 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k ve ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k denktir.

4.3. . Dereceden ¢
 ¡·Istatistiksel S¬n¬rl¬l¬k

Bu k¬s¬mda . dereceden ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ tan¬t¬larak daha önceki

bölümlerde verilen ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k, . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k

ve ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavramlar¬ genelleştirilecektir.
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Tan¬m 4.3.1.  = () 2  olsun.  2 (0 1],  = () 2 ¡ ve  = [ ¡  + 1 ]

olmak üzere,

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  gj = 0

sa¼glanacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ varsa  dizisine . dereceden ¢
 ¡istatistiksel

s¬n¬rl¬d¬r denir. Tüm . dereceden ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬ dizilerin uzay¬n¬ ¢

 (

 ) ile

gösterece¼giz.

. dereceden ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬,

)  =  için . dereceden ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k,

)  = 1 için ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k,

)  = 1 ve  =  için ¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k

kavramlar¬na indirgenir.

Teorem 4.3.2.  = (),  = () 2 ¡, her  2 N için  ·  ve 0   ·  · 1

olsun. Bu durumda

) E¼ger lim inf
!1




 0 ise ¢
 (


 ) ½ ¢

 (

 ),

) E¼ger lim
!1




= 1 ve lim
!1




= 1 ise ¢
 (


 ) = ¢

 (

 )

d¬r.

·Ispat. )  = () 2 ¢
 (


 ) ve lim inf

!1




 0 olsun. Öyleyse  0 = [¡  + 1 ]

olmak üzere

lim
!1

1


jf 2  0 : j¢j  gj = 0

olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ vard¬r. Ayr¬ca  = [¡  + 1 ] olmak üzere her 

için  ½  0 kapsamas¬ sa¼glan¬r. Buradan her  için





1


jf 2  : j¢j  gj =

1


jf 2  : j¢j  gj

· 1


jf 2  0 : j¢j  gj

yaz¬labilir. Limit alarak

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  gj = 0

elde edilir ve dolay¬s¬yla  2 ¢
 (


 ) olur. Böylece ¢


 (


 ) ½ ¢

 (

 ) d¬r.
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) lim
!1





= 1 ve lim

!1




= 1 olsun. () özelli¼ginden dolay¬ that¢

 (

 ) ½ ¢

 (

 )

kapsamas¬ sa¼glan¬r. Şimdi  2 ¢
 (


 ) olsun. Öyleyse

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  gj = 0

olacak şekilde bir  ¸ 0 say¬s¬ vard¬r. () de belirtildi¼gi gibi her  2 N için  ½  0

olup bu yüzden,

f 2  0 : j¢j  g = f 2  0 n  : j¢j  g [ f 2  : j¢j  g

yaz¬labilir. Buradan

1


jf 2  0 : j¢j  gj =

1


jf 2  0 n  : j¢j  gj

+
1


jf 2  : j¢j  gj

·  ¡ 


+

1


jf 2  : j¢j  gj

· 


¡ 


+

1


jf 2  : j¢j  gj

ba¼g¬nt¬s¬ elde edilir.  ! 1 için limit alarak  2 ¢
 (


 ) ve dolay¬s¬yla ¢

 (

 ) ½

¢
 (


 ) elde edilir. Böylece ¢


 (


 ) = ¢

 (

 ) d¬r.

Sonuç 4.3.3.  = () 2 ¡ her  2 N için  ·  şart¬n¬ sa¼glas¬n ve  2 (0 1] olsun.

Bu takdirde aşa¼g¬daki özellikler kolayca ispatlanabilir.

() E¼ger lim inf
!1



 0 ise¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k . dereceden¢

 ¡istatistiksel

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ gerektirir.

() E¼ger lim
!1



= 1 ise¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k ve . dereceden¢

 ¡istatistiksel

s¬n¬rl¬l¬k kavramlar¬ denktir.

Önerme 4.3.4. ¢(1) ½ ¢
 (


 ) olup kapsama kesindir.

·Ispat aç¬kt¬r.

Teorem4.3.5.. dereceden¢
 ¡istatistiksel yak¬nsakl¬k. dereceden¢

 ¡istatistiksel

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ gerektirir ve kapsama kesindir.

·Ispat.  = () dizisi  say¬s¬na . dereceden ¢
 ¡istatistiksel yak¬nsak olsun.

 dizisinin . dereceden ¢
 ¡istatistiksel s¬n¬rl¬ olmad¬¼g¬n¬ varsayal¬m. Bu durumda
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90  0 için

lim
!1

1


jf 2  : j¢j  jj+ 0gj 6= 0

yaz¬labilir. Her  2 N için

1


jf 2  : j¢j  jj+ 0gj ·

1


jf 2  : j¢ ¡ j  0gj

eşitsizli¼gi do¼gru oldu¼gundan,

lim
!1

1


jf 2  : j¢ ¡ j  0gj 6= 0

bulunur. Ancak bu hipotezle çeli̧sir. Bu yüzden  dizisi . dereceden ¢
 ¡istatistiksel

s¬n¬rl¬d¬r.

Tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬ görmek için Teorem 4.1.3 de verilen örne¼gi yeniden ele

alal¬m.  = () 2 ¢(1) oldu¼gundan Önerme 4.3.4 gere¼gi  dizisi . dereceden

¢¡istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Öte yandan  2 ¢() olup her  için ¢
 (

) µ ¢()

(bak. [13], [16]) kapsamas¬ sa¼gland¬¼g¬ndan  dizisi . dereceden ¢¡istatistiksel yak¬n-

sak de¼gildir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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5. SONUÇLAR

Bu tez çal¬̧smas¬nda,¢ genelleştirilmi̧s fark operatörü arac¬l¬¼g¬yla¢¡istatistiksel

s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ tan¬t¬l¬p; kavram¬n daha önceden bilinen baz¬ fark dizi uzaylar¬yla il-

i̧skisi incelenmi̧stir. ¢() nin Köthe-Toeplitz ve genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz dual-

lerinin  dizi uzay¬ oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca¢(
 ),¢



() ve ¢

 (

 ) gibi ista-

tistiksel s¬n¬rl¬l¬k kavram¬n¬, fark dizileri ile kümelerin ¡yo¼gunlu¼gu ve ¡istatistiksel

yak¬nsakl¬k anlam¬nda genelleştiren baz¬ yeni dizi uzaylar¬ literatüre kazand¬r¬lm¬̧st¬r.

Bununla birlikte tez içeri¼ginin en önemli k¬sm¬n¬ ¢() dizi uzay¬n¬n Köthe-Toeplitz

ve genelleştirilmi̧s Köthe-Toeplitz duallerini hesaplarken akla gelen istatistiksel Köthe-

Toeplitz ve istatistiksel genelleştirilmiş Köthe-Toeplitz dual …kirleri teşkil etmekte-

dir. Zira bunun için önceden literatürde çok yer bulmam¬̧s olan serilerin istatistiksel

toplanabilmesi metodu, yo¼gun do¼gal say¬ kümeleri ile do¼grudan ili̧ski kurmak suretiyle,

yeniden tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu yeni metod sayesinde mutlak yak¬nsak serilerin uzay¬ 1

in bir genelleştirmesi olarak düşünülebilecek  dizi uzay¬ tan¬mlanm¬̧s; 0, , 1, 0,

 ve  dizi uzaylar¬n¬n istatistiksel¡ ve istatistiksel¡ duallerinin  ye eşit oldu¼gu

gösterilmi̧stir. Ayr¬ca normal uzay ve mükemmel uzay gibi baz¬ kavramlar¬n istatis-

tiksel karş¬l¬klar¬ verilmi̧stir. Bu yaklaş¬mla istatistiksel¡ ve istatistiksel¡ dual

kavramlar¬ tan¬t¬labilir ve birçok dizi uzay¬n¬n istatistiksel dualleri hesaplanabilir.
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[15] Şengül, H., Et, M. 2014, On lacunary statistical convergence of order  Acta

Math. Sci. Ser. B Engl. Ed. 34(2), 473–482.

[16] Et, M. and Nuray, F. 2001, ¢¡Statistical convergence, Indian J. Pure Appl.

Math., 32(6), 961-969.

[17] Fridy J. A. and Orhan C. 1997, Statistical limit superior and limit inferior,

Proc. Amer. Math. Soc. 125(12), 3625–3631.

[18] Bhardwaj V. K. and Gupta S. 2014, On some generalizations of statistical

boundedness, J. Inequal. Appl., :12 (2014).

[19] K¬zmaz, H. 1981, On certain sequence spaces, Canadian Math. Bull., 24, 169-

176.

[20] Et, M. and Çolak, R. 1995, On some generalized di¤erence sequence spaces,

Soochow J. Math., 21, 377-386.

[21] Obata, N. 1988, Density of natural numbers and the Lévy group, J. Number

Theory, 30(3), 288-297.

[22] Boos, J. and Cass, P., 2000, Classical and Modern Methods in Summability,

Oxford University Press, New York.

[23] Kamthan, P.K. and Gupta, M. 1981, Sequence Spaces and Series, Marcel

Dekker, Inc., New York and Basel.

[24] Tripathy, B. C. 1998, On statistical convergence, Proc. Estonian Acad. Sci.

Phys. Math. 47, 299-303.

[25] Tripathy, B. C. 1999, On statistically convergent series, Punjab University J.

Math. XXXXII, 1-8.

38



ÖZGEÇM·IŞ
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