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OZET

Bu tez on bolimden olugsmaktadir.  Sifirinci boliimde caprazlanmis modiil kate-
gorisi tamitilmigtir.  Birinci boliimde caprazlanmis modiillerin obje ve morfizm 6zellikleri
incelenmistir. Ikinci béliimde funktorlar ve funktoriyel drneklere yer verilmistir. Ugiincii ve
dordiincii boliimlerde ¢arpim ve ko-¢arpim objeleri tanitilmistir. Besinci ve altinci boliimlerde
geri cekme ve ileri itme objeleri calisilmistir. Yedinci ve sekizinci boliimlerde ise esitleyici ve
ko-esitleyici objeler tanitilmigtir. Dokuzuncu boliimde ise limit ve ko-limit objeler tanitilmigtir.
Biitiin boliimlerde bu 6zelliklerin cebirler ilizerinde ¢aprazlanmis modiiller kategorisindeki

kargiliklar1 incelenmistir.



Vi

SUMMARY

This thesis consist of ten chapters. In the first chapter definition of crossed module is given.
In the second chapter we studied properties of object and morfizms of crossed modules. The
following chapters, product and co-product object, pullback and pushout object, equalizer and
co-equalizer, limit and co-limit objects are all given. In all of this chapters we give the stucture

of objects over categories of crossed modules of algebras.
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BOLUM 0

GIRIS

Birinci boliimde genel olarak kategori kavramini ve 6zel olarak degismeli cebirler iizerinde
caprazlanmis modiiller kategorisini tanittik. Kategorilerin tanitimdan sonra temel 6zellikler
olan obje ve morfizm 6zelliklerini inceleyip bunlarin degismeli cebirler lizrindeki ¢aprazlanmig
modiiller kategorisindeki karsiliklarini arastirdik. Ardindan kategoriler arasinda baglant1 kura-
bilecegimiz funktorlar1 tanimladik. Funktorlarin bazi 6zelliklerini inceleyip 6rneklerle destek-

ledik.

Bu kisimdan sonra kategorilerdeki 6zel objeleri inceledik. Dordiincii boliimde katego-
rilerde carpim(product) objenin tanimi ile bazi kategorilerdeki orneklerini tanitip 6zel olarak
degismeli cebirler lizerinde ¢aprazlanmis modiiller kategorisindeki karsiligini ve bunun dual
kavrami ko-carpim(coproduct) kavramini inceledik. Takip eden kisimlarda, yine 6zel objel-
erden geri cekme(pullback) ve bunun duali olan ileri itme(pushout) objelerini inceledik. Son

olarak da esitleyici(equalizer) ve bunun duali olan ko—esitleyici(ko-equalizer) objeyi tanittik.

Onuncu boliimde kone ve kokone kavramlarini tanimlayip, bunlara bagili olarak
tanimlanan limit ve ko-limit kavramlarini tanimlayarak 6zel olarak degismeli cebirler iizerinde

caprazlanmis modiiller kategorisindeki karsiliklarini inceledik.



BOLUM 1

CAPRAZLANMIS MODUL KATEGORISI

1.1 Kategoriler
Tanim 1.1 € ile gosterecegimiz kategori asagidaki verilen ve istenenleri saglayan bir sistemdir.
Verilenler :
1) Objeler sinifi : Ob(C) ile gosterecegimiz, elemanlar1 X,Y, A, B, ... olan objeler sinifi.
2) Morfizmler kiimesi : X,Y objeleri i¢in
C(X;Y)=More(X,Y)={f|f:X—>Y}
seklinde ifade edilen, elemanlar1 morfizm (ok) olarak adlandirilan kiime.

3) Kompozisyon : Ob(C) de her X,Y,Z objeleri igin

ky 7 More(X,Y)xMore(Y,Z) — More(X,Z)
(f>8) — Ky, (f.8)=gof=gf

Istenenler:

(K1) : Her f € More(X,Y) , her g € More(Y,Z) ve her h € More(Z,W) igin

ho(gof)=(hog)of

dir.
h(gf)=(h
X (gf)=(hg)f W
f h
Y 2 y4

(Ky) : Ob(C) deki her X objesi i¢in Idy : X — X seklinde bir morfizm var olup her f €
More(X,Y) icin foldy = f ve Idy o f = f seklindedir.
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Ornek 1.1 Kiimeler Kategorisi (8)
1) Ob(8) : Kiimeler sinifi
2) Mory(X,Y)={f]f:X — Y fonksiyon }

3) Her f,g € Mory icin g o f kompozisyonu g ile f nin bileskesidir.

Ornek 1.2 Gruplar Kategorisi (Grp)
1) Ob(Grp) : Gruplarin sinifi
2)Mor(X,Y)=Hom(X,Y)={f|f:X — Y grup homomorfizmi }

3) Her f,g € Morg icin go f kompozisyonu g ile f nin bilinen bileske islemidir.

Ornek 1.3 Abelyen Gruplar Kategorisi (Ab.Grp)
Ab.Grp : Tiim Abelyen Gruplarin Kategorisi
1) Ob(Ab.Grp) : Abelyen gruplarin sinifi
2) Mors(X,Y) = Hom(X,Y) = { Abelyen gruplar arasindaki homomorfizmler}

3) Bileske islemi

Ornek 1.4 Birimli Halkalarin Kategorisi
HIk; : Tiim Birimli Halkalarin Kategorisi
1) Ob(R) : Tiim birimli halkalarin sinifi

2) Morg(X,Y) : X’den Y’ye biitiin birimsel halka homomorfizmleri



3) Bileske islemi

Ornek 1.5 Topolojik Uzaylar Kategorisi
Top : Tiim Topolojik Uzaylarin Kategorisi
1) Ob(Top) : Tiim topolojik uzaylarin sinifi
2)Mor(X,Y)={f| f:X — Y siirekli fonksiyonlar}

3) Bileske islemi

Ornek 1.6 Modiiller Kategorisi
Mod : Tiim modiillerin Kategorisi
1) Ob(Mod) : Tiim modiillerin sinifi
2) Mor(Mod) = {f | X — Y modiil homomorfizmi}

3) bileske islemi

Ornek 1.7 Cebirler Kategorisi (Ceb)
1) Ob(Ceb) :Tiim cebirlerin sinifi
2)Mor(X,Y)={f| f:X — Y cebir morfizmi}

3) Bileske islemi

1.2 Caprazlanmis Modiil Kategorisi

Tanim 1.2 C ve R de8ismeli k—cebirler olsun.

FiRXC — c
(I’,C) — f(l”,C)ZV'C



fonksiyonu her k € k, ¢,c’ € C, r,¥' € R i¢in,

(1) k(r-c)=(kr-c)=(r-kc)
(2) r(c+)=r-c+r-c

(3) (r+r)-c=r-c+r-c

E ; r-(cc’)=(r-c)d =c(r-)

r-c=r-(r-c)

sartlar1 saglaniyorsa f ye R nin C {izerinde degismeli cebir etkisi denir.

Tanmm 1.3 k-degismeli halka ve R degismeli k-Cebir , C , R-Cebir ve

R x C — C
(r , ¢) — r-c

degismeli cebir etkisi olmak iizere

0:C =R

R-modiil homomorfizmi olsun. Her ¢, c' € C i¢in

CM1) d(r-c) = rd(c)
CM2) dc)-d = o

sartlar1 saglaniyorsa d a (veya (C,R,9) iigliisiine ) R-¢aprazlanmig modiil denir. Burada

CM2 ye de peiffer sart1 denir.

Ornek 1.8 R bir k-cebiri ve I , R nin ideali olsun.

Jd: I —R
a—a

icine (inclusion) doniisiimiinii ele alalim. R nin [/ iizerine etkisi

RxI —1
(na) —r-a=ra

seklinde carpim islemi olarak verilsin. Bu durumda ¢aprazlanmis modiil aksiyomlari

CM1) d(r-i) =9d(ri) = ri = rd(i)
CM2) di-i =i-i' =il

seklinde kolayca saglanir. Dolayisiyla, (I,R, i¢) bir caprazlanmis modiil yapisi olusturur.



Ornek 1.9 M, herhangi bir R-bimodiil olsun.

MxM —M
(my,mp) — mmy =0

carpimui tanimlanirsa, M bir R-cebir yapisi olusturur. Bu durumda

0:M —R
x —0(x)=0

seklinde verilen sifir morfizmi,

RxM — M
(rm) —r-m=rm

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢caprazlanmig modiil yapist olusturur. Ciinkii;

CM1) 0(r-m)=0(rm) =0=r0=r0(m)
CM2) Om-m'=0-m'=0m' =0=mm'

seklinde caprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.
Ornek 1.10 K bir k-cebir ve her k, k' € K icin
R={fc: fi: K — K filk) =kK}

olmak tizere
Jd: K— R

kl—)fk

cebir homomorfizmi,
RxK —K
(fk,k/) — (fk) . k/ = kk/

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢caprazlanmis modiil yapist olusturur. Gergekten;
CM1)  9((fi)-K) = o(kK)
= d(k)d(k)
= fid(K')

(fi) - K
= kk'

CM2) ok - K

esitlikleri elde edilir.

Ornek 1.11 L ve M birer R-modiil ve

0:L—M



R -modiillerin bir morfizmi olsun. R x M yar1 direkt carpimi
(r,m)(¥',m') = (v, rm’ +¥'m)
seklinde bilinen ¢arpim ile ifade edilir. Bu durumda L, her [,!’ € L igin
I"'=0
seklinde sifir carpim ve

RxM —R
(r,m) +——r

seklinde izdiisiim (projection) yoluyla bir R x M-modiil yapis1 verildiginde

0:L —RxM
I —(0,6(1))

fonksiyonu bir ¢aprazlanmis R x M-modiil yapisi olusturur. Gergekten;

(RxM)xL —L
((hm),l)  +— (rnm)-1=rl

seklindeki etki fonksiyonu ile birlikte 6 : L — R x M fonksiyonu

2
2

CM1) 0((r,m)-1) = 06(rl) (etki tanimindan)
= (0,6(rl)) (0, tanimindan)
= (0,r0(1)) (6, R-modiil morfizmi)
(r0, (r8(1) 4 Om))
= (r,m)(0,06(1)) (yar1 direkt carpim tanimu)
= (rnm)6(l) (0, tanimindan)
CM2) 011 = (0,8())- (8, tamimindan)
= 0 (etki tanimindan)
0
= I (L de sifir garpimdan)

seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarini saglar.

1.3 Caprazlanms Modiiller Kategorisi

Tamim 1.4 1) Objeler Smifi: 0:C — R, d : C' — R’ ... ¢aprazlanmig modiiller.



2) Morfizmler Kiimesi :

c—2 ¢
0 J

R R

¢
RxC (9.6 R xC'
/
C 5 C
diyagramlar gegismeli olmak iizere
(r.c) o(r),6(c)

(r-¢) ————>8(r-¢) = 0(r)-6(c)

olup (0,0) ikililerine caprazlanmis modiil morfizmi denir.

3) Kompozisyon : (8,0) ve (6',9’) caprazlanmig modiil morfizmleri olmak iizere

(6,9)0(8,¢") =(606,¢'c0)

seklindedir. Bu kategoriyi XMod ile gosterilir.



BOLUM 2

CAPRAZLANMIS MODULLERIN OBJE VE MORFiZM
OZELLIKLERI

2.1 Bir Kategorinin Obje ve Morfizm Ozellikleri

2.1.1 1k Obje

Tanim 2.1 € kategorisindeki her X objesi icin

Mor(L,X)={f1f:1—X}
kiimesinin bir tek elemani varsa I’ya € nin ilk objesi denir.

Ornekler:

1) S =Kiimeler kategorisinin ilk objesi / = & dir.

2) G =Gruplar kategorisinin ilk objesi I = {e} (birim eleman) dir.
3) T =Topolojik uzaylar kategorisinin ilk objesi I = bos uzay dur.
4) H =Halkalar kategorisinin ilk objesi I = {0} kiimesidir.

5) H; = Birimli halkalar kategorisinin ilk objesi I = Z dir. Ciinkii

f:Z—H

Hj kategorisinde morfizm ise her n € Z icin

f: Z — H
n — n-1

bir tek homomorfizm vardir.
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Ispat: H herhangi birimli bir halka ve Cek(H) = n olsun. Buna gore n- 1y = 0 olup
Cekf = nZ dir.

diyagrami degismeli (yani hg = f) olup f biriciktir. hg = f olacak sekilde f nin biricik

oldugunu gosterebilmek i¢in / ve g nun biricikligini gosterelim.

H' ,h ile aym 6zellige sahip diger bir homomorfizm olsun. Bu durumda /#'q = f dir.

Wg = f = hq
= hWqg = hg
= KW = h

olup A biriciktir.

g nun biricikliginden 6nce /4 nin birebirligini gosterelim

h(xn) = m(ln) = xlp = y-lu
— x-lg—y-1lg = Oy
— (x—y)-lH = OH
= x—ye€Cekf

ise & birebirdir.

q,q ile aym 6zellige sahip diger bir homomorfizm olsun.

hd =f = hg = hg = hq
— q/ — q

ise g biriciktir. & ve g biricik olduguna gore bunlarin bileskesi olan f de biriciktir.

Teorem 2.2 Bir kategoride herhangi iki ilk obje birbirine izomorftur.

Ispat : I; ve I, C kategorisinin ilk objeleri olsunlar. ; ilk obje oldugundan

f:11—>12
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bir tek morfizm vardir. Benzer sekilde I, ilk obje oldugundan

g:12—>11

bir tek morfizm vardir. Boylece

gof:I1 =1

morfizmi vardir. [; kategorinin ilk objesi oldugundan /; den /; e yalniz bir morfizm ol-
malidir. Bu morfizm /; in birim morfizmidir. Yani go f = 1;, dir. Benzer gekilde fog = 1, dir.

Boylece I} = I, dir.

2.1.2 Son Obje

Tanmim 2.3 Bir C kategorisinde her X objesi i¢in, X den S ye birtek morfizm varsa S ye C nin
son objesi denir. Yani ;

Mor(X,S)={f|f:X— S}

kiimesinin bir tek elemani varsa S’ye C nin son objesi denir.
Ornekler:
1) S =Kiimeler kategorisinin son objesi {x} (tek elemanli kiimeler) dir.

2) T =Topolojik uzaylar kategorisinin son objesi S = {x} (tek elemanl topolojik uzaylar)
dir.

Boylece bu iki kategorinin bir¢ok son objesi vardir.

3) H; =Birimli halkalar kategorisinin son objesi yoktur. Ciinkii birimli halkalar denince

1 # 0 oldugu kabul edilmektedir. Aksi taktirde halka sifirdan olusur.

Teorem 2.4 S| ve S; C kategorisinde son objeler ise S1 = S, dir

Ispat : S C nin son objesi ise

f:Sl—>Sz
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tek morfizmi var ve benzer sekilde S C nin son objesi ise

g. Sy — 8
tek morfizmi vardir. Teklikten

gof =lg,
ve

ng = 152

olup §1 = 5, dir.

2.1.3 Monomorfizm

Tanim 2.5 C bir kategori olsun. € deki f : A — B morfizmi sol sadelesebilir ise f ye monomor-

fizm (veya monik) denir.

Ornek 2.1 S =Kiimeler kategorisinde , G =Gruplar kategorisinde , A =Abelyen gruplar kat-
egorisinde , H =Halkalar kategorisinde ve 7" =Topolojik uzaylar kategorisinde her bire-bir

morfizm bir moniktir.

Tanim 2.6 Objeler , bazi ek yapi ile birlikte kiimeler ve morfizmler , bu yapilar1 koruyan oklar

olan kategorilere somut kategori denir.

Ornek 2.2 S =Kiimeler kategorisi , G =Gruplar kategorisi , T =Topolojik uzaylar kategorisi

somut kategoridir.

Teorem 2.7 C de f ve g monik ise f o g moniktir.

ispat:
(fog)oh = (fog)oh

= fo(goh;) = fo(gohy) (. Cdebirlesme aksiyomu)
— goh; = gohy (" f monik)
= hy = hy (. g monik)

Teorem 2.8 f o g monik ise g moniktir.

Ispat :
gohy = gohy = fo(goh) = fo(goh)

(fog)ohy = (fog)ohy (. birlesme aksiyomu)
hy = hy (f og monik)

Il



13

2.1.4 Epimorfizm

Tanim 2.9 C bir kategori olsun. € deki f : A — B morfizmi sag sadelesebilir ise yani :

giof=gof=g1=g

ise f ye epimorfizm (veya kisaca epik) denir.

Teorem 2.10 f, g epik ise f o g epiktir.

Ispat :

hio(fog) = Mho(fog) = (hof)og = (hpof)og( . birlesme aksiyomu)
—> hjof = hyof (. gepik)
= I =

Teorem 2.11 fog epik ise f epiktir.

Ispat :

hmof = hof = (mof)og = (hof)og
= hjo(fog) = hyo(fog) (. birlesme aksiyomu )

2.2 Caprazlanmus Modiiller Kategorisinin Obje ve Morfizm Ozellikleri

2.2.1 1IIk Obje
aR : R — R
ro— r
objesinin ¢aprazlanmis modiil kategorisinin ilk objesi oldugunu gésterelim. d¢ : C — R

herhangi bir ¢caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda
f:R—C

degismeli halka homomorfizmi ve C, R-cebir oldugundan

RxC — C
(r,e) +— r-c=f(r)c

R—modiil etkisi vardir. Simdi (f,Id) nin ¢aprazlanmig modiil morfizmi oldugunu gosterelim.



~

oR 9

1d

(Idodg)(r) =1d(dgr(r)) =1d(r) =r

dir. Diger taraftan
(dco f)(r) =0c(f(r)) =r

olup diyagram degismelidir.

(1d.f)

RxXxR—RxC
R 7 C

(r1,r2) — (Id(r1), f(r2))

i i

(r1ir2) —— f(rir2)

f(rira) = f(r1)f(r2) (.- f degismeli halka homomorfizmi)

diger taraftan

(Or(r1),f(r2)) = -(rf(r2))
= f(r1)f(r2) (. C nin R — modiil etkisi)

14

olup diyagram degismelidir.  Bdylece (f,dg) caprazlanmig modiil morfizmidir ve dg

caprazlanmis modiiller kategorisinin ilk objesidir.

2.2.2 Son Obje

Ll
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objesinin ¢aprazlanmig modiil kategorisinin son objesi oldugunu gosterelim. d¢ : C — R her-

hangi bir ¢aprazlanmig modiil olsun. Bu durumda

f:R—C

degimeli halka homomorfizmi ve C, R-cebir oldugundan

RxC — C
(r,c) — r-c=f(r)c

R-modiil etkisi vardir. Simdi (d¢,Id) nin ¢aprazlanmig modiil morfizmi oldugunu gosterelim.

9
C < R
Jdc 1d
R — R

(Idodc)(c) = (Idodc)(c)

olup diyagram degismelidir.

dc

(r,¢) ——(1,9(c))

| |

(r-c)——=09d(r-c)=rd(c)

(r,d(c)) =rd(c) (*.' R, R-modiil)
ve
d(r-c)=rd(c) (". d ¢aprazlanmig modiil)

olup diyaram degismelidir. Boylece (d¢,Id) caprazlanmis modiill morfizmi ve dg de

caprazlanmis modiiller kategorisinin son objesidir.
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2.2.3 Monomorfizm

Teorem 2.12 (0, ¢) = o ¢aprazlanmis modiil morfizminin monik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

0 ve ¢ nin monik olmasidir.

Ispat : 9 = (C — R),d' = (C' — R'),d" = (C" — R") caprazlanmis modiiller kate-
gorisinin objeleri , o = (8,9),B = (0',¢'),y = (8”,¢") caprazlanmis modiiller kategorisinin
morfizmleri ve ¢’ € C”,r” € R” olsun. 6 ve @ nin birebir oldugunu kabul edip o’'nin monik

oldugunu gosterelim.

=20 ¢
e//
R// L R ¢ R/
¢H
a// L p) o a/
Y
off = ay

dir. Buradan
(6,9)0(6",9")(c",r") = (8,0)0(8",0")(c",r")
(008,00¢)(c".r") = (808".009")(c".r")

elde edilir. Bu esitilikten de

(606')(c") = (6086")(c")
ve

(90¢)(r") = (9o ") (r")

elde edilir. Buradan

(000) (") = (eoe”)(c )
= 0(6'(") = (6”( 0
- 0'(c") = 0"(c") (. 0 birebir)
_ g — @
ve benzer sekilde
(@o@)(”") = (9o¢")(r")
= 9(9'(r)) = o(o"(r"))
— o' (") = ¢"(+") (. ¢ birebir)
E (P/ _ (p//
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elde edilir. Yani

af=oy=PB=y

dir ve o0 moniktir.

Simdi de (0, @) = o nin monik oldugunu kabul edip 6 ve @ nin birebir oldugunu gosterelim.

op = ay

dir. Buradan
(6,9)0(0,0)(c",7") = (8,9)0(6",¢")(c",7")
(000,90¢)(c".r") = (020".90¢")(".")

Bu esitilikten de
(000)(c") = (000")(c")
ve
(90¢")(r") = (9o ") (r")

elde edilir. Buradan

(909/)( ") = (909”)(0)
= 8(0'(c")) = 6(8"(c")
= 0(c1) = 6(c2)
— Cl =
— 0 birebirdir.

ve benzer sekilde

(Po@)(r") = (9o9")(r")
= 9(¢'(r)) o(¢"(r")
= o(r1) = o(r2)
— r = nmn

=—> (@ birebirdir.

yani (0,¢) = o monik iken 6 ve ¢ birebirdir.

2.2.4 Epimorfizm

Teorem 2.13 (8,¢) = o ¢aprazlanmig modiil morfizminin epik olmast i¢in gerek ve yeter sart

0 ve @ nin @ nin orten olmasidir.

Ispat : 0 = (C — R),d' = (C' — R),d" = (C" — R") caprazlanmis modiiller kate-
gorisinin objeleri , o0 = (08,9),B = (6',¢'),y = (8”,¢") ¢aprazlanmig modiiller kategorisinin

morfizmleri ve ¢ € C,r € R olsun. 0 ve ¢ nin 6rten oldugunu kabul edip o nin epik oldugunu
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gosterelim.
c— ¢ oY o
9//
R - R/ ¢/ R//
(0] ¢N
0o— % o ——=9

Bou = you

dir. Buradan
(9/7 (P/) ° (67 (P) (Cv I”) = (6”7 (P”) © (67 (P) (Ca I’)
(0/00,¢'00)(c,r) = (0"00,¢"0c@)(c,r)
elde edilir. Bu esitliktende

(6"08)(c) = (6"08)(c)

ve
(@' o) (r) = (¢"0@)(r)

elde edilir. Burdan
(0700)(c) = (0"08)(c)
= 0(8(c)) = 8"(8(c))
— o' () = 0"(c") (. 0 orten)

olacak sekilde ¢’ € C’ vardir. O halde 6’ = 0" elde edilir. Benzer sekilde

(@ o9)(r) = (9"00)(r)
= 9(o(r) = ¢"(o(r)
= o'(r) = ¢"(F) (. @orten)

olacak sekilde r' € R' vardir. O halde ¢’ = @” elde edilir. Yani
Pa=ya=Pp=v

dir.

Simdi de (0,¢) = o nin epik oldugunu kabul edip 6 ve ¢ nin 6rten oldugunu gosterelim.

8(C), C’ niin alt modiilii oldugundan C” = C’/ 6(C) boliim modiilii olugturabilriz.

o: ¢ — C'/6(0)
d — 0(0C)+¢

0: ¢ — C'/0(C)
¢ — 8(C)+0
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ve benzer olarak

¢ R — R/oR)
ro— o(R)+7
¢: R — R/oR)
r— oR)+7

tamimlayalim. o epik oldugundan

Poa=yo=Pp=1v

Elde edilir. Bu ise
(0,¢")(c,r) = (8",9")(c,F)
demektir. Buradan

e/(cl) — e//(cl)
= J+6(C) = 6(C) (. 0 ved” tanimidan)
=  €96(0)
= 0 Ortendir

Benzer olarak
¢'(r) = ¢"(r)
=  OR)+r = ¢(R)
- r €R
= (@ Ortendir.

elde edilir. Yani (68, ¢) = a epik iken 8 ve ¢ ortendir.



BOLUM 3

FUNKTORLAR

Tanim 3.1 € ve D herhangi iki kategori olmak iizere agsagidaki sartlari saglayan F' doniisiimiine

C den D ye bir funktor denir.
1) X € Ob(C) i¢in F(X) € Ob(D) dir.

2)F:X —Y € Mor(C) i¢in F(f) =Ff: F(X) — F(Y) olmak iizere F(f) € Mor(D)
dir.

3)g,f € Mor(C) i¢in F(goe f) = Fgop F f dir.

4) 14 : A — A C kategorisinde birim morfizm olmak iizere F(14) = 15 (4) D kategorisinde

birim morfizmdir.

Ornek 3.1 @ =D ise le¢ = F : € — € funktoruna birim funktor denir. Burada F(X) = X ve
f:X —Y e Mor(C) i¢in
F(f)=f: FX) — F(Y)
X
dir.
Ornek 3.2 F : C — D funktoru her X € Ob(@) igin F(X) = B € Ob(D) (sabit) ise F funk-

toruna sabit funktor denir. Yani ;

F(A)=Bve f:A] — Ay € Mor(C) igin
F(f)=1p: F(A)) — F(Ay)
B B
dir.
Tanim 3.2 Bir kategoriden yapiy1 kaldirarak bagka bir kategoriye giden oklara forgetful funktor

denir.
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T
F: g — 8
H

funktorlar1 forgetful funktorlardir.(Ciinkii T, G, kategorilerindeki islemleri kaldirip 8 kate-
gorisine gidiyor.)

Ornek 3.3
R—modiil

F: H — AbGrup
Hi

funktorlar1 forgetful funktorlardir.(Ciinkii R—modiil,J,H; kategorilerindeki carpma islemini
kaldirip AbGrup kategorisine gidiyor.)

Tanmim 3.3 Kiimeler kategorisinden (8) herhangi bir kategoriye tanimlanan funktora serbest

(free) funktor denir.

Ornek 3.4 F : 8 —AbGrup funktorunu tanimlayalim. A = {aj,as,...,a,} sonlu bir kiime

olsun.
n
F(A) = {Zkiai | k; € Z}
i=1
seklinde tamimlarsak (F(A),+) Abelyen grup yapisi elde edilir.

f: A1 — A2
ai +— flai)

fonksiyonu ise
F(f): F(A&1) —  F(A2)

n n

Y kiai — Y kif (a;)
i=1 i=1
grup homomorfizmi olup F(f) biriciktir. Buradaki F funktoruna free AbGrup funktoru denir.
Ozel olarak n = 1 igin
A={a}veF(A) ={kia) | ki € Z} = (a1)
devirli grup yapisi elde edilir.

Tamim 3.4 Herhangi bir kategoriden AbGrup Kkategorisine tamimlanan funktora

Abelyenlestirilmis funktor denir.
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Ornek 3.5 F : € —s AbGrup Abelyenlestirilmis funktorunu olusturalim. G grup olmak iizere
F(G) nin Abelyan grup olmasi icin F yi nasil tammlariz? [G: G] ,a = xyx~'y~! elemanlar

tarafindan tiretilen degismeli normal alt gruptur. Yani;
n
G: Gl ={[]ailai = [xiyi] = xiyix; 'y '} <G
i=1
dir. Boylece
1)Objeler : F(G) = G/[G : G] seklindeki Abelyen gruplar.

2)Morfizmler : f: G — G' € Mor(§) olmak iizere

F(f): F(G) —  F(G)
G/[lG:G] — G’/[Gl’:G’]

olup
G / G
G/[G: G] GG : G
g f(g)
[g] ——=[f(2)]
F(f)([g]) = [f(g)]
dir.

Tanmim 3.5 C herhangi bir kategori ve D € Ob(C) nin sabit bir objesi olsun.

Mor(D,—) = Hp : € — § (kiimeler kategorisi)
1) A € Ob(C) olsun.
Hp(D,A)={D — A} € Ob(8)
dir.



2) f:A— B € Mor(C) i¢in

Hp(f)= Hom(D,f): Hom(D,A) — Hom(D,B)
h — foh

ise
Hp(f)(h) = foh
tanimlamasina gore

Hp:C—38

bir funktordur. Bu funktora kovaryant hom funktor denir.

3)ftA— B,g:B— C € Mor(C) ve k: D — A herhangi bir morfizm olsun.

Hom(D,g) o Hom(D, f)(k) = Hom(D,g)o (Hom(D,[)(k))
= Hom(D,g)(fog) (.- Hom funktor tanimi)
go(fok)
= (gof)ok (. Cbir kategori)
= Hom(D,go f)(k)

olup bilegke sart1 saglanir.

4)Idy:A — A € Mor(C) ve f: D — A € Mor(C) olsun.

Hom(D,lds): Hom(D,A) — Hom(D,A)
f — ldpgof=f

Boylece
Hom(D,Idp)(f) = Idsof
= f
= Idpompa)(f)
olup

HOI’I’l(D,IdA) = IdHom(D,A) (f)

olur. Birimlilik sart1 saglanir.

Tanim 3.6

D M4 g : Mors(F(A),B) = Mora(A,G(B))
2) Ny p nin A ve B de dogal olmasi.

A da dogallik:



Na,p Nin A da dogal olmast,

h:A"— A € Mor(A) igin asagidaki diyagramin degismeli olmasi demektir.

NA,B

B(F(A),B) A(A,G(B))
F(h)*=—oF (h) —oh=h*
B(F(A'),B) ——— A, G(B))

yani; f: F(A) — B ve g: A — G(B) veridiginde

f

oQ

foF(h)

olmasidir.
B de dogallik:
Na,p Nin B de dogal olmast,

k: B — B’ € Mor(B) i¢in asagidaki diyagramin degismeli olmasi demektir.

B(F(A),B) — 2 A(A,G(B))
k*=ko— G(k)*=G(k)o—
BF(A),B) ——— A4, G(B)

yani: f:F(A) — Bve g: A — G(B) veridiginde

f

oQ

kof

G(k)og

24
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olmasidir.

Bu sartlar1 saglayan (F,G) ikilisine adjoint ikili denir. F ye G nin sol eki, G ye F nin sag

eki denir.

Ornek 3.6 K bir cisim, S(kiimeler kategorisi), Vecg(vektor uzaylar kategorisi) olmak iizere

F

S Veck

-

G

(F,G) ikilisinin adjoint ikili oldugunu gosterelim.(Burada G funktoru underlying funktor-

dur.)

b Nxw: Veck(F(X),W) — Kiime(X,G(W))
f — Mxw(f) = fix
Wy : Kime(X,G(W)) — Veck(F(X),W)

8 — l|IX,W(8) =Jfe

ve
: FX) — w
le'ki — Zg(xi)ki
olmak tizere Morg(F(A),B) = Mor,(A,G(B)) oldugunu gostermek i¢in

fe

MxwoVxw = L kiime
ve
Wy woNxw = lveck

oldugunu gosterelim.

(T]X,WO\IIX,W)(é’) = MNxw(fog)

= (fog)x
= &
= lpime© g (g: X — G(W) oldugundan X e kisitlanmig1 kendisidir.)
ve
(WX7W onyw)(f) = Vx.w (f\x)
= f
= 1VecK o f
olup Morg(F(A),B) = Mor4(A,G(B)) saglanr.
2) X de dogallik:
h: X' X

BN
x — h(x)
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ve f: F(X) — W olsun.

Veck (F(X),W) S(X,G(W))
—oF (h) —oh
Veek (F(X').W) 1= 8(X.G(W))

olmak iizere diyagramin degismeli oldugunu gosterelim.

Mxrw)o(foF(h)(x) = (foF(h))x(x)
= (flxoh)(x)
= (foF(h)(x)
ve diger taraftan
(—oh)xw(f))(x) = (—=oh)(fix)(x)
= (flxoh)(x)
fix o (h(x))
foF( )(%)x
foF(h)(x) (xeX’)

olup diyagram degismelidir. Benzer sekilde W dogallik gosterilir. Yani (F,G) ikilisi adjoint
ikilidir.

3.1 Caprazlannms Modiillerin Tensor Carpim

u:M — R,v:N — R iki caprazlanmig R—modiil olsun. J, M x N nin

ii) ((m+m) ) (m,n)+ (m',n)
iii) (m,n+n') = (m,n)+ (m,n)
) (p-m,n)=(m,p-n)

~

v

elemanlari tarafindan iretilen bir ideali olsun. Bu durumda ¢aprazlanmis modiillerin tensor

carpimi
MRRN=(MxN)/J={(mn)j=m@n|meM,neN}

olarak tanimlanir.
R x <M®RN) — M®rN

(n(m®n)) +— r-(m®n) = r-m®n
mer-n
etkisiyle birlikte
d0: MRN — R
mn +— u(m)v(n)



olsun.

CM1) O((r-(m®n)) = Jd(r-men) = Jdmr-n)
= u(r-mpy(n) = u(m)v(r-n)
= ru(mpv(n) = u(m)rv(n)
= H((ump(n) = r(a(m)v(n)
= rd(m®

n)
CM2) d(m@n)-(m'@n') = (u(m)v(n))(m @n)

1
=i
s ® -
S
S

O halde M ®g N i> R bir ¢aprazlanmig modiildiir.
Funktoriyel Ornekler:
1) Herhangi bir R, k-cebiri alindiginda, her zaman caprazlanmis modiil yapisi,
F :Ceb — XMod
funktoru ile elde edilir. Bu funktorun objeleri
F(R) = (R,R,Id)

ve morfizmleri f : R — S, k-cebir morfizmi olmak iizere

f

= (f,/)

S

R
F(f) = ide
R

f
dir.
Tersine (C,R,d) ¢aprazlanmis modiilii verildiginde

G:XMod — Ceb

funktoru tanimlanabilir. Objeleri
G(C,R,0) =R

seklinde k-cebirine gonderilebilir. Buradan morfizmler

(8,0) : (C,R,0) — (C',R',d)



caprazlanmis modiil morfizmi olmak iizere

0

C (o4

G0,0)= G| o y =(¢:R—R)
/
R m R

seklinde k-cebir morfizmleri olarak tanimlanir.

2) R —1dC; R, k-cebirlerinin ideallerinin kategorisi olsun.
F:XMod/R — R—1dC
funktoru tanimlanabilir. Bu funktorun objeleri
F(C,R,0)=09(C) <R

ve morfizmleri
C

0 C/
F RR% =(3(C) — ()

seklinde R-cebirlerin ideallerinin morfizmleridir.

Tersine, ornek1.6 geregince
G:R—1dC — XMod/R

funktorunun objeleri / < R i¢in

G(I) = (I,R,i)

ve morfizmleri /,J < R olmak iizere f : [ — J i¢ dOniislimii alinirsa

—r .y
N
R
seklinde degismeli diyagram elde edilir. Ciinkii her x € [ i¢in

if(x) =i(f(x) =i2(x) =x=1i1(x)

olup ip f = iy dir. Boylece

G
G . , = (f,idg) = f
)
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caprazlanmis modiil morfizmi elde edilir.

3)

F
rMod XMod/R
G
funktoru tanimlanabilir. M, R—modiil ise
FM)=(0:M —R)

ve f: M — N R—modiil morfizmi i¢in

F(f):F(M)— F(N)

olup
M—L N
F(f) = 0 ‘0 = (f.idr) = f
R . R

caprazlanmis R—modiil morfizmidir.

0 : C — R caprazlanmig R—modiil morfizmi ise F(d) =Cek(d)

R x Cek(d) — Cek(d)
(r,a) — r-a=ra

islemiyle Cekd, R—modiildiir. Ciinkii @ €Cekd oldugundan

olup r(a) €Cekd dur.
(f:IdR) : (C7R7a> — (C,7Rlva/)

caprazlanmig modiil morfizmi ise
G(f,Idg) = (Cekd — Cekd')

R—modiil morfizmidir.

4) Objeleri k-cebir morfizmleri ve morfizmleri degismeli diyagramlar olacak sekilde Ceb?

kategorisini alalim. Bu durumda

F : XMod — Ceb*
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forgetful funktoru tamimlanabilir. Yani d : C — R c¢aprazlanmig R—modiil morfizmi i¢in

F(d) = 9 olup Peiffer sartin1 saglamayan o : C — R, k-cebir morfizmidir.
(6,9): (C,R,0) — (C',R,9)

morfizmi i¢in
0

C C’
F(0,0) = ) y
/
yalmiz k—cebir morfizmlerinde olusan degismeli diyagram elde edilir. Benzer sekilde
3_(2
F:XMod — { Mod*
AbGrp?

forgetful funktorlari tanimlanabilir.

5)
F :XMod — Ceb
funktorunun objeleri
F(C,R,0) =R/J(C)
bir k—cebirdir. Ciinkii
k— R— R/9(C)
halka homomorfizmi

kxR/d(C) — R/I(C)
(k,r+9(C) — k-(r+9(C)) =kr+9(C)

islemiyle R/9d(C), k—modiil yapisi olusturur. Morfizmleri ise
F(8,9) = (R/9(C) — R'/0(C"))

indirgenmis k—cebir homomorfizmleridir. Clinkii

0

R C

0 o'

R m (o

q q
R/0(C) R'/o(C)

diyagrami de8ismelidir.



BOLUM 4

Carpim Obje

4.1 Kategorilerde Carpim Obje

Tanmim 4.1 C bir kategori ve A ve B de € nin objeleri olsun.
Pri:C—A,Prp:C—B

C nin morfimleri olmak iizere asagidaki sartlar saglaniyor ise C ye A ve B nin ¢arpim objesi

denir.

D, C nin herhangi bir objesi ve g1 : D — A, ¢2 : D — B morfizmleri verildiginde

ve
olacak sekilde biricik

morfizmi var olmali.

Ornek 4.1 C kiimeler kategorisi olsun. A, B € Ob(C) ve
C=AxB={(a,b)|acAbeB}

kiimesi A ve B nin ¢arpim objesi midir?

D bir kiime g1 : D — A, g2 : D — B fonksiyonlar verildiginde
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diyagram1 de8ismeli yapacak sekilde biricik g : D — C fonksiyonunun var oldugunu

gosterelim.
Pri: C=AxXxB — A
(a,b) — a
Pr,: C=AxB — B
(a,b) +— b
ve

fonksiyonlar1 oldugunu biliyoruz. Buradan

Prig(x) = Pri(qi1(x),q2(x))
= q1(x)

Prag(x) = Pra(qi(x),q2(x))
q2(x)
olup diyagram degismelidir. Simdi g nun tekligini gosterelim.

q , q ile aym 6zellige sahip olsun. Yani

g: D — AxB
x — (a,b)

Priq' = q1 ve Prag’ = g3 olsun.

Pri¢'(x) = Pri(a,b)

|
Q

Pryg' (x) = Pry(a,b)

I
S§

olup
q (x) = (a,b) = ((q1(x), 2(x)) = q(x)

dir. x € D keyfi oldugundan ¢ = ¢’ diir. Yani g biriciktir. Boylece A ve B nin ¢aprim objesi

A X B kiimesidir.
Ornek 4.2 @ ,gruplar kategorisi olsun. G, G, € Ob(Q) ve
C=G1 xGy=A{(x,y) | x€ G,y € Gy}

(2, y) () = (e, 3y")

islemine gore bir gruptur. simdi bu kiimenin G; ve G; nin ¢arpim objesi oldugunu gosterelim.



D bir grup ve q1 : D — G1, q2 : D — G grup homomorfizmi verildiginde
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diyagramimi degismeli yapacak sekilde biricik g : D — G| X G, grup homomorfizminin

var oldugunu gostermeliyiz.

qg: D — G xGy
x > (q1(x),q2(x))

fonksiyonu Her x,y € D i¢in

q(xy) =

olup ¢ bir grup homomorfizmidir.

Pri: GixGy — G
(81,82) — &
Prn: GixGy, — Gy
(81,82) — &

ve
g: D — G xGy

x — (q1(x),q2(x))
homomorfizmlerinin oldugunu biliyoruz. Buradan

Prig(x) = Pri(qi1(x),q2(x))
= q1(x)

Prag(x) = Pra(qi(x),q2(x))
= q(x)
olup diyagram degismelidir. Simdi ¢ nun tekligini gosterelim.

q , qile aym 6zellige sahip olsun. Yani

/

¢d: D — G xG
x — (g1,82)

Priq' = q\ ve Prog’ = g5 olsun.

Priq'(x) = Pri(g1,82)
= q(x)

();q2(x)q2(y)) (. q1,42 grup homomorfizmi)
,q§ (%)), (q1(»),q2(y)) (. grup islemi)
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Pryg'(x) = Pra(g1,82)
= ¢@(x)
olup
q'(x) = (81,82) = ((q1(x), 42(x)) = q(x)
dir. x € D keyfi oldugundan ¢ = ¢’ diir. Yani ¢ biriciktir. Boylece G| ve G nin ¢aprim objesi
G1 x G, carpim grubudur.

Uyar1 4.2 Carpim objesi her zaman mevcut degilgir.

Ornek 4.3 C kategorisinin objeleri tiim iki elemanli kiimelerden olugsun, morfizmleride bu
kiimeler arasindaki fonksiyonlar olsun. A = {a;,as} ve B = {b;,b,} olmak iizere C = {c;,c2}

A ve B nin ¢arpim objesi olsun. Buna gére D = {d,d,} iki elemanl bir kiime

q: D — A
d — a
dz — ap

g: D — B
d — b
dz — b1

fonksiyonlart verildiginde
D
v\
v
A B

diyagrami de8ismeli olur yani Priq = q; ve Prog = g dir.

Pri: C — A

c1 —— a1
cC) —— ap
Pr,: C — B
c1 +—— b1
cy) b2
q: D — C
d1 — (]
d2 — 2
alalim.
Praq(d) = Prci) = b1 # qdi) = b
ise

Pryq # q»

dir. Bu ise ¢eligkidir. Yani C, A ve B nin ¢arpim objesi degildir.
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Teorem 4.3 Herhangi iki objenin carpim objesi varsa izomorfizm farkiyla biriciktir.

Ispat : C bir kategori , A, B € Ob(€) olsun. Kabul edelim ki C ve D , A ve B nin iki ¢arpim
objesi olsun. A ve B nin ¢arpim objesi olarak C yi aldigimizda test objesi olarak D yi alabiliriz.

Buna gore

D
v NG
v

A €8

Prig = q1 ve Prag = g olacak sekilde diyagrami degismeli yapan biricik g : D — C mor-

fizmi vardir:

D , A ve B nin ¢arpim objesi olarak alindiginda test objesi olarak C yi alalim. Buna gore

c
PZI/YZ
v

q1p =Pry ve gap =Pr; olacak sekilde diyagrami degismeli yapan biricik p : C — D mor-

fizmi vardir.

D
q1 X
q
A Pry C Pry B
A
D

diyagrami de8ismelidir ¢iinkii

q1(rg) = (q1p)q
Priq

92(pq) = (q2p)q
= Pryg
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Ayrica 1p : D — D morfizmi de bu diyagramlar1 degismeli yapar. Bu diyagrami degismeli

yapacak birtek morfizm 1p oldugundan

pg=1p
ve benzer sekilde
qp = lc
olup
P=q
ve boylece
c=D
dir.

4.2 Caprazlanms Modiiller Kategorisinde Caprim Obje

C ,XMod/R olsun. d4 : (A — R) , dp : (B — R) ¢aprazlamis modiiller ise d4 ve dp nin

carpim objesini gosterelim.

dp : (D — R) test objesi ve

caprazlanmis modiil morfizmleri verildiginde

op
(O,Iy wldk)
Y
04 dc OB
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AxpB=C={(a,b)|ac€A,be Bveds(a)=0p(b)} CAXB

; aC : AXgB — R
(a,b) — ac(a,b) = aA(a) = aB(b)
dc(a,b)-(d',b') = dala) (d,b)
(0a(a)-d',94(a) - )
(0a(a)-d',0p(a)-b') (."0a =09p)
(ad',bb) (*. 94, 0p ¢aprazlanmig modiil)
(a,b)(d',b")

olup d¢ : A Xg B —> R bir ¢aprazlanmis modiildiir.
C A C P A
|4 ]—| 4 |= \ /
R R de da
R

(0aB)(a;b) = da(B(a,b)) = da(a) = dc(a,b)

yani
dc = 9P
dir.

(0)-(1)- "4

BBoc(a,b) = aB(OC(a,b)) = aB(b> = ac<a,b)

yani
0c = 0,0
dir.
RxC MR X A

C A

L



r-
r- B(a7 b)
dir. Benzer sekilde

o(r-a,r-b)=r-a(a,b)

olup (B,1dg) ve (o, Idg) ikilileri caprazlanmis modiil morfizmleridir.

a(0) (1) oA

olarak tanimlayalim.

(Ocw)(d) = dc(8(d),9(d)) = 0a(6(d)) = (948)(d) = dp(d)

olup
dp = dcY

dir.

1d
RxDE¥RprvcC

L

D C

(rd) — (ny(d))

T

(r-d) — (r-y(d))

(O(r-
(re(d
r(8(d
ry(d)

olup (y,Idg) ikilisi ¢aprazlanmig modiil morfizmidir.

d),¢(r-d))
),ro(d)) (".” @, 6 caprazlanmig modiil morfizmi)
),9(d

,9(d))

y(rd)

38
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iv)
9D
(0,IdR) (v.1dp (9.1dR)
0~ Ban %€ (aian %
(Bw)(d) = P(6(d),9(d))
= 6(d)
olup
Pe=6
dir.
(ay)(d) = a(6(d),o(d))
= ¢(d)
olup
oy = ¢

dir. Dolayisiyla diyagram degismelidir.
v) (y,1dR) ikilisi biricik mi?

v,y ile aymi dzellikte olsun. Yani

v: D — C
d — (a,b)

icin ; By’ = 0 ve oy’ = @ olsun.
(By')(d) =B(a,b) =a=16(d)

(oy')(d) = aufa,b) = b = ¢(d)
V'(d) = (a,b) = (8(d), 9(d)) = w(d)

olup y =y’ diir. Yani  biriciktir. Boylece (dc : A xg B — R) objesi (A a, R) ve (B s, R)

objelerinin ¢arpim objesidir.



BOLUM 5
Ko-Carpim Obje

5.1 Kategorilerde Ko-Carpim Obje

Tanmim 5.1 C bir kategori ve A, B € Ob(C) olsun. i; :A — C ve iy : B— C ,C nin morfizmleri
olmak iizere agagidaki sartlari saglaniyor ise C ye A ve B nin ko-carpimi denir ve C = ALIB ile

gosterilir.

D

AN

A——>C~—B

D herhangi bir obje ve f: A — D, g : B— D morfizmleri verildiginde

C=ALB

il i

A B

diyagrami degismeli olacak sekilde biricik
0:AUB— D
morfizmi vardir.
Teorem 5.2 Ko-carpim obje izomorfizm farkiyla biriciktir.

Ornek 5.1 C kiimeler kategorisi olmak iizere,

X
A

2

— GUH

i i

G H
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G =Gx {1} ve H =H x {2} ise

GUH=G UH',GnH =0
ih: G — GUH
(g 1)

g ——
h: H — GUH
h — (h2)

icine fonksiyonlar1 olmak tizere

0: GUH — X

o f xX= ,1 N eG
X — o(x) = fgggg;x=gi2gai€1{

oi(g) = o((g 1))

= fe(g)

" o) = o((h.2)
= fu(h)

olup diyagram degismelidir. Simdi ¢ nin tekligini gosterelim.
¢, 0’ ile aym Ozellikte olsun.
o:GUH — X

ve
0'ii=fo, ¢'io=fu

dir. g € Gigin

= fo(g)
h € H i¢in
Oir(h) = ¢'iz((h,2))
= fu(h)
oldugundan

/ _ fG;x:(g,l),gEG _
q)(x)_{fH;x:(h,Z), heH}_q)(x)

olup ¢ = ¢ olur. Dolayisiyla G ve H kiimelerinin ko-carpim objesi G ve H nin ayrik

birlesimidir.
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Ornek 5.2 C toplamsal Abelyen gruplar kategorisi ve G, G, toplamsal Abelyen gruplar olmak

uzere
X
A
/ ¢\
G p G16§G2 P Gy
i1: G — G196y
x —  (x,0)
o G, — GIDPGy
y —  (0,y)
icin

il(xl +x2) = (X1 —I-XZ,O)
(X1,0)+(XZ,0)
i1 (x1) +i2(x2)

olup i1 bir homomorfizmdir. Benzer sekilde i> ninde bir homomorfizm oldugu gosterilir.

0: GidG, — H
(xy) > fx)+g)

fonksiyonu ;
O((x,y)+(,Y) = ox+x,y+Y)
Jx+x)+gly+y)
J)+f(x)+g()+g(') (. f ve g grup homomorfizmi)
fx)+g)+ () +20") (. G1,G, abelyan)
O((x,y)) +0((x',y))

olup ¢ bir grup homomorfizmidir.

dinx) = 0((x,0)

olup ¢i; = f dir. Benzer sekilde
0i(y) = ((0, )

olup ¢i; = g dir. Yani diyagram degismelidir. Simdi ¢ nin tekligini gosterelim.

o', 0 ile aym ozellikte olsun.

¢/: GG, — H
(x,y) = h
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grup homomorfizmi ¢'i; = f ve ¢'i = g olsun.

Oit(x) = ¢'((x,0))
= fl(x)

0'ia(y) = ¢'((0,y))
= g

oldugundan

O'((x,y)) = o'((x,0)+¢'((0,y)) (. ¢" grup homomorfizmi)
f(x)+g(y)
= ¢((x,y))

olup ¢ = ¢’ diir. Yani G; ve G, abelyan gruplarinin coproduct objesi G; & G, (direkt toplam)
dir.

5.2 Caprazlanmms Modiiller Kategorisinde Ko-Carpim Obje

X XxC C

XMod/R kategorisinde A = (A: X — R) ve B = (d:C — R) € Ob(XMod/R) olsun. 9 :
C — R € Ob(XMod/R) oldugundan R x C — Rve A : X — R € Ob(XMod/R) oldugundan

R x X — X modiil etkileri vardir.

XxC={(x,c)|xeX,ceC}
olmak iizere (x,c¢), (y,d) € X x C i¢in

(X,C)(y,d) = (Xy,C-y+X'd+Cd)
= (xy,cAy+Axd+cd)

seklinde tanimlanan isleme yar1 direkt ¢arpim denir.

d: XxC — D
(x,c) — Ax+dc

nin bir caprazlanmis modiil oldugunu gosterelim.

Rx(XxC) — XxC
(r,(x,c)) +— r-(x,c)=(r-x,r-c)
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CM1) é(r-(x,c)) = Jd((r-x,r-c))
= Mr-x)+9d(r-c)
= rAx—+rdc (".- 9,A Xmod)
= r(hx+0c) (.* R halka)
= rd((x,¢))

CM2) 9(x,c)(y,d) (Ax+0c) - (v,d)
(Ax-y+dc-y,Ax-d+0dc-d)

(xy+0c-y,Ax-d+cd)

diger taraftan ise

(x,¢) (v, d) = (xy,chy +Axd +cd)

olup
(xy+0dc-y,Ax-d+cd) # (xy,chy+ Axd + cd)

dir. Bu esitligi saglamak i¢in;
(xy+0dcy —xy,Ax-d + cd — chy — Axd + c¢d) = (dcy, —c\y)

yi ~ kiimesine atalim.

6: XxC)/~ — R
(x,c)+~ > Ax+dc

Rx(XxC/~) — (XXC)/~
(r,(x,c)+~) +— r((x,c+~)) re(x,c)+ ~

(r-x,r-c)+ ~
~)

CM1) o(r-(x,c+~)) = o((r-x,r-c)+
= AMr-x)+9d(r-c)
= rix+rdc (" 9,A Xmod)
= r(Ax+dc) (". R halka)
= r(o((xc)+~))

olup CM1 saglanir.

CM2) o((x,c)+~)-((y,d)+ ~) (Ax+9c) - ((v,d)+ ~)

(Ax+9c) -y, (Ax+9c) - d)+ ~)
(Ax-y+0dc-y,Ax-d+0dc-d)+ ~
(

(xy,cd) + (dc -y, Ax-d)+ ~)

diger taraftan

((r, )4+ ~)((3d)+ ~) (x,¢) (v, d)+ ~
(xy,c- Ay +Ax-d+cd)+ ~
((xy,cd) + (0,¢-Ay+Ax-d))+ ~

olup
(dc-y,Ax-d)+ ~) = ((0,c-Ay+Ax-d))+ ~)
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olmali.
(dc-yhx-d)+~) = ((0,c-Ay+Ax-d))+ ~)
= (dc-y,Ax-d)—(0,c-Ay+Ax-d)
(dc-y,Ax-d—c-Ay—Ax-d)

= (dc-y,—c-A\y) €~

olur. Dolayistyla (X x C)/ ~ bir ¢aprazlanmig modiildiir. Simdi (X x C)/ ~ nin ko-¢carpim obje

oldugunu inceleyelim.

D
A
! ¢\
X ; (XxC)/~ 5 C
ii: A=(A:X—R) — (XxC)/~
x — (x,0)+ ~
hb: B=0:C—R) — (XxQC)/~
c — (0,0)+ ~
X — L (XxC)/~
A c
R Tan R
cii(x) = o((x,0)+~)
Ax+d0
Ax

Ve

olup diyagram degismelidir.

Rx X —%0% s (X w )/~

_—

r-x——r-((x,0)4+~)

W) = (004~
re(x,0)+ ~
r(<x70)+N)

olup i1 ve benzer sekilde i» caprazlanmis modiil morfizmidir.



¢: XxC)/~ — D
(x,c)+~ — flx)+glc)

veE

(XxC)/~2 =D
6‘ dp
R Tdx R
dpd((x,c)+~) = dp(f(x)+g(c))
= dp(f(x))+dn(g(c))
= (dpf)(x)+(dpg)(c)
= Ax-+0dc
= o((x,c)+~)
Rx (X xC)/A(JIdR’G) RxD
(X% C)/~ D
'W@T+N) r-(f(x)+g(c))
(r-x,r-c)+~ r-f(x)+r-g(c)

o((r-x,r-c)+~) = flr-x)+g(r-c)

rf(x)+reg(c)

olup ¢ bir caprazlanmis modiil morfizmidir.
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iy (x)

veE

iz (c)

dir. Simdi ¢ nin tekligini gosterelim.

¢', ¢ ile aym zellikte olsun.
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o: XxC)/~ — D

(x,¢)+ ~

— d

¢’ caprazlanmig modiil morfizmi, ¢'i; = f ve ¢'ip = g dir.

/i1 (x)

<=
~
o
~~
o
~—

l I T T

olup ¢/ = ¢ dir. Boylece A = (A: X
(X x C)/ ~ dir.

R) ve B = (d: C —> R) objelerinin ko-¢arpim objesi



BOLUM 6
Geri Cekme Obje

6.1 Kategorilerde Geri Cekme Obje

Tanim 6.1 € herhangi bir kategori olsun. A,B,C € Ob(C) objeleriicina:A — C,:B—C
morfizmler olmak {izere
* -B

1 !

C

o

degismeli (a.f = Bg) diyagramu verildiginde E € Ob(C), hy : E — A, hy : E — B,

oh| = B/’Lz, gh:hz, fh:/’ll

i¢in biricik A : E — P morfizmi varsa (f,g), (o, ) nin geri cekmesidir. Burada P ise geri

cekme objesidir.

Uyar 6.2

degismeli (o.f = Bg) diyagramina geri ¢ekme diyagrami denir.



Teorem 6.3 (o, B) ve (o, ), (8,4) nin geri cekmeleri olsun.

Yy —% A
Bl .
B——X
Y —% A
B 0
B X

Bu durumda ¢ : Y — Y’ biricik izomorfizm vardir.

Ispat : (o, ), (8,0) nin geri cekmesi ve Y’ test objesi olarak alindiginda

49

diyagrami degismeli olup ¢’ biricik ve B¢/ = B/, a¢’ = o diir. (o,B'), (8,0) nin geri

cekmesi ve Y test objesi olarak alindiginda;
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(')
o'Q
o

= aoly

(Bo")o
B'o

§

Bly

olup (¢'@) = 1y (".- @ ve ¢’ biricik). Benzer sekilde;

o (g¢) = (do)¢’
o’

(x/

= (Xlly/
Bloe) = (Bo)e
Pe’
§
= By
olup (¢@') = 1y:(". ¢ ve ¢’ biricik). Boylece @ : Y/ — Y biricik izomorfizm vardr.

2

-6\

)
I

=

-e\

)
|

Ornek 6.1 C, kiimeler kategorisi olsun. A,B,C € Ob(C), a,,p € Mor(C) ve ahy = Bhy olmak

tizere (o, B) nin geri cekmesi (pullback)
D=AxcB={(a,b) | aa) =B(b)}

dir.

B
p
+—C
f: AxcB — A
(a,b) +— a
g: AXcB — B
(a,b) +—— b
of((a,b)) = afa)
= B(b)
= P(g(a,b))
= Bg(a, )
olup of = PBg dir.
E-" _p
h p
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h: E — AXcB
e —— h(e)=(hi(e),h(e))

icin
fhie) = f(hi(e),ha(e))
olup fh = hp dir. Benzer sekilde

ghle) = g(hi(e), ha(e))
olup gh = hy dir.
h nin biricikligi:
h' ve h aym 6zellikte olsun.

W: E — AXcB
e — H(e)=(a,b)

olup fh' = hy ve gh’ = hy dir.
fH'(e) = f((ab))

gh'(e) = 8((a,0))

ise
W(e) =

olup h = I diir.

Ornek 6.2 @, gruplar kategorisi olsun.

A,B,X € Ob(C) ve ., € Mor(C) olmak tizere (o, 3) nin geri cekmesi

P=AxcB={(a,b)|ofa) =P(b)}
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dir. P kiimesi
(a,b)(d',b') = (ad',bb)

islemiyle bir gruptur.

hee') =

I
N N
==

olup & € Mor(C) dir.

Ornek 6.3 Bir fonksiyonun ters goriintiisii geri cekmenin 6zel bir halidir.

h

g 1(A) A

J

B

g '(A)={xeB|gx) €A}

ters goriintii geri cekme objedir.
Ozel Haller:

1) C, kiimeler kategorisi 6rneginde 6zel olarak B C C ve P igine fonksiyon, ot : A — C

herhangi bir fonksiyon alinirsa;

BCC,
AxcB = {(a,b)|a(a) =B(b)}
= {(a,b) | afa) = b}
= {(a,b) | o(a) € B}

olmak tizere
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kiimesi A X ¢ B kiimesine izomorf olur.

AXcB

(a,b) +—— ?
f: AxcB — A
(a,b) +— a

j: a'(B) — A
a — a

o: o~ !(B) — B
a — b

olsun. je = f olmali. Her (a,b) € A X¢ B igin

(j&)(a,b) = j(e(a,b))
(a,b)

m

v €(a,b) = je(a,b)
= f(a,b)

= da

olup €(a,b) = a almaliyiz. Yani
e: AxcB — o '(B)
(a,b) +—— a

olmali.
jela,b) = j(a)
a

= f(a,b)
olup je = f olur. Diger taraftan;
0e(a,b) = ¢(a)

- g(a,b)

olup ¢€ = g olur. Simdi € nun tekligini gosterelim.

S S

g,€ ile aym o6zellikte olsun.

¢: AxcB — o '(B)
(a,b) +— X



j€ = f ve ¢¢ = g olsun.
j€'(a,b) = €'(a,b)

olup € = € dur. Yani € biriciktir.
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o~ 1(B), (a,B) nin geri cekme objesi olup geri gekme obje izomorfizm farkiyla biricik

oldugundan

o (B)=AxcB

dir.

2) Gruplar kategorisinde geri ¢ekme diyagraminda B = 0 alinirsa;

E—,

o

~.

a

icin geri gekme obje 0 C C,

AxcB=o ' (B) = {acA|a(a)€B}
= {acA|afa) €0}
= {acA|a(a)=0}

= Kera
olur.
3) A < C ve B < C alinirsa geri cekme obje;
ANB———=B
i‘ i
A C

a'(B) = {acAli(a) €B}
{a€A|acB}
— ANB



6.2 Caprazlanmis Modiiller Kategorisinde Geri Cekme Obje

A =(d4 — R), B =(dp — R) € Ob(XMod/R) olsun.

D ={(a,b) | aa) = B(b)}
R-cebir olmak iizere

op: AxXcB —» R
(a,b) +— da(a) =0dp(b)

« C
R

A

ac()(. = 8A

P C
R

B

JcP =0p
acOC(Cl>
dc(a(a))
dc(B(D))
dcP(b)
dp(b)

E)A (a)

olup d4 = dp dir.
Rx(Ax¢cB) — AXxc¢B
(aab)) — (r'(aab)):(r'aar'b)

—~
>

ro(a) (. o caprazlanmig modiil morfizmi)

r(b)
B(r-b) (. B ¢aprazlanmig modiil morfizmi)

or-a)

55



olupa(r-a) = B(r-b) dir.
CM2) dp(a,b)-(d',b') = da(a)la

AN TN TN TN
=
S~

olup dp bir ¢aprazlamis modiildiir.
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(" 9a,0p € xMod /R)

(f, 1g) nnin bir ¢aprazlanmig R-modiil morfizmi oldugunu gésterelim;

i AxcB — A
(a,b) +— a

olup da f = dp dir.

A

AXCB
(I’, (Cl,b)) - (r,a)

]

r-(a,b) ——r-a

olup (f,1g) bir ¢aprazlanmig R-modiil morfizmi.

caprazlanmis R-modiil morfizmi oldugu gosterilir.

af(ab) = ala)

olup o.f = PBg dir.

Benzer sekilde (g,1g) ninde bir
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bir ¢caprazlanmig modiil homomorfizmidir.

yani fh = hy ve gh = hy dir.
h nin tekligi :

h, K ile aym 6zellikte olsun.

W: E — AXcB
e — (a,b)

caprazlanmis modiil homomorfizmidir, f4' = hy ve gh' = hy dir.

fi(e) = fla,b)

gh'(e) = gla,b)

olup
H(e) =

I
—~~
=R

olur. Yani 4’ = h dir ve h biriciktir.



BOLUM 7

Ileri itme OBJE

7.1 Kategorilerde Ileri itme Obje

Tanim 7.1 C kategorisinde f| : A — B, f» : A — C morfizmleri verilsin.

diyagrami degismeli olacak sekilde g : C — P, g2 : B — P morfizmleri var olmali.

ii) Q objesi ve

diyagrami degismeli (yani hg; = h; ve hgy = h; ) olacak sekilde biricik 4 : P — Q mor-

fizmi var olmali;

sartlar1 saglaniyor ise (P, g1,g2) ye (kisaca P ye ) (fi, f2) nin ileri itmesi denir.
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Ornek 7.1 G, (sag veya sol) modiiller kategorisi olmak iizere her zaman ileri itme objesi vardir.

fi:T — M, f: T — N modiil homomorfizmleri verilsin.

0: T — MSGN
x — (filx),—f2(x))

homomorfizmini tanimlayalim.

T MoN - (M®N)/Imd

Kern = Imd
(fi(x),—fa(x)) = 8(x) € Kerm
= E(SJ(‘ISX),O)—(O,fz(X))

0

m((f1(x),0) = (0, f2(x)) =
< 7((f1(x),0)) = (0, f2(x))

Bunun anlamz;
Miy “5M&N 5 P=(M&N)/Imd
g wiy M — P

Ve

N-2MoN -2 P=(M&N)/Imd
g1:Mip:N—P

homomorfizmleri vardir.

Her x € T icin
(mizf2)(x)
(miz)(f2(x))
n(i2(f2(x)))
(0, f2(x))
n(fl(x)’0>
(i (f1(x)))
(mir)(f1(x))
(Ti1 f1)(x)
(82/1)(x)

(g1/2)(x)
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olup
gif2=8fi
yani diyagram degismelidir.
if)
f2‘ lhz
N " 0

degismeli diyagramu (h; f> = hy f1) verilsin.

h®h: MGEN — QO
(m,n) — hy(m)+hi(n)

homomorfizmini tanimlayalim.

MoON ﬂ) 0
T
(M@&N)/Imf

h nin biricik oldugunu gosterelim. Bunun icin (evrensellik 6zelliginden)

(b2 @ hy)(Imf) = {0}

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

6: T — MOSN
x — (filx),—fa(x))

Imd I<M@N ve (hy®hy)(Imf) = {0} oldugundan diyagram degismeli olacak sekilde biricik
h: (M&N)/Imd —s Q

homomorfizmi vardir.(hy @ k1) (Imd) = {0} oldugunu gosterelim. Her x € T igin

(2@ h1)(8(x)) = (h2@h1)(f1(x),—fa(x))
ha(f1(x)) —hi(f2(x))
= (haf1)(x) — (h1f2)(x)
=0 (" hofi =hifa)

ise (hy @ h1)(Imd) = {0} dir. Bu durumda

h: P — 0
[(m,n)] +— hi(m)+hi(n)
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biricik homomorfizmi vardir. Son olarak diyagramin degismeli (hg; = hy,hgy = hy) oldugunu

gosterelim.

Hern € N i¢in

olup hg| = hy dir.

Her m € M i¢in

olup hgy = hy dir. Béylece (M @ N)/Imd (f1, f2

(hg1)(n)

= h(gi(n))
= h((miz)(n)) (. g1 =mia)
= h(n(iz(n)))
= h(n(0,n))
= h([(0,n)])
= hy(0)+hi(n) (. hnin tanimi)
= O-I-/’ll(n)
= hi(n)
(hga)(m) = h(ga(m))
= h((mir)(m))
= h(n(ir(m)))
= h(n(m,0))
= h([(m,0)])
= hy(m)+h(0)
= hy(m)+0
= /’l2 m)
) nin ileri itmesidir.

7.2 Caprazlanmus Modiiller Kategorisinde Ileri itme Obje

A=A

oB

(A—R),B=(B—R),C=(

c %, R) € Ob(XMod/R) morfizmleri verilsin.
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(Bx C)/N nin bir ¢aprazlanmig modiil oldugunu gosterelim. Burada N; < (fi(a), —f2(a) >

ile (dc(c)-b',—adp(P) - ¢) elemanlarindan olugur.

d: (BxC)/N — R
(b,e)+N +— 9p(b)+3c(c)

Rx(BxC)/N — (BxC)/N
(r(b,c)+N) +— r-((b,c)+N) r-(b,c)+N

(r-b,r-c)+N

CM1) J(r-((b,c)+N)) = Jd((r-b,r-c)+N)
= dp(r-b)+9dc(r-c)
raB(b) + rac(c)
r(dp(b) +dc(c))
rd'((b,c) +N)

(08(b) +dc(c)) - ((',¢) +N)

= ((9B(b) +9c(c)) - b',(dp(b) +9c(c) - ') +N
(0B ( )b +9c(c)-b,9p(b) -’ +9c(c) ')+ N
(bb' +9c(c)-b',0p(b) -’ +cc’) +N

CM2) J'((b,c)+N)-((b',c)+N) =

Diger taraftan,

((b,c)+N)((',c')+N)

(bbb -c+b-'+cc')+N
= (bV',0p(b')-c+0p(b)-'+cc’)+N

olup
(bb' +9c(c)-b',dp(b) -’ +cc’)+N = (bb',05(b") - c+9p(b) - ' +cc’) + N
olmalidir.

(bb' +0c(c)-b',0p(b)- ' +cc’)+N = (bb',dp(V') -c+9p(b) -’ +cc’)+N
= (bb'+9c(c)-b' —bb ,0p(b) - +cc’ —0p(b')-c—0dp(b)-¢' —cc') €N
= (dc(c)-b',—0dp(b')-c) N

olup (Bx C)/N bir ¢aprazlanmig R-modiildiir.

A
fzJ
C

f1,f> caprazlanmig R-modiil morfizmleri olmak {izere diyagramin degismeli oldugunu

(g1./1 = g2f>) gosterelim.

g1: B — (BxC)/N
b —s (b,0)+N



@: C — (BxC)/N
¢c — (0,¢)+N

olsun g; ve g» nin ¢aprazlanmis R-modiil morfizmleri oldugunu gosterelim.

B
R

RxB—"%R < (B C)/N)

L (BxC)/N

a/

- <R
Idg

9'(81)(b)

[ TR TR
Q)
o]
N TN N
S S S
S— N
+ +

ii)
g1(r-b)

olup g1 bir xMod /R morfizmidir.
g1f1(a)

Il
=
S
e
_|_
=

(g2/2)(a)

ise

olup diyagramimiz degismelidir.



Simdi P = (Bx C)/N ve Q = (Q — R) € Ob(XMod/R) olmak iizere

A
le
C

diyagramini degismeli yapacak biricik 4 morfizmi oldugunu gosterelim.

h: P=(BxC)/N) — R
(b,c)+N —  hy(b)+ho(c)

Diyagramin degismeli oldugunu gostermek icin hg; = hy ve hgy = hy oldugunu gosterelim.

(hg1)(b) = h(g

I
SoS
—_—
—~ T~
S S

ve benzer sekilde hg, = hy oldugu gosterilir.
h nin tekligi :

I,k ile aymi 6zellikte (h'gy; = hy ve h'gy = hy) bir morfizm olsun.

W: (BxC)/N — R
(byc)+N +— x

Wgi(b) = H(gi(b))
— H((,0)+N)
= h(b)

(Wg2)(c) = H(ga(c))
= I'((0,¢c)+N)
= hy(c)
W((b,c)+N) = H((b,0)+N,(0,c)+N)
= I ((b, 0)+N)+h’((0 c)+N)
= hi(b)+Mhc)
= h((b,c)+N)

olup h = /' diir.
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BOLUM 8
Esitleyici Obje

8.1 Kategorilerde Esitleyici Obje

Tanmim 8.1 € herhangi bir kategori olsun. A i) BveA 5B (f # g) morfizmleri verilsin.

EQ1)

J

E A B

fi=gj

EQ2) C test objesi olmak iizere h : C — A ve fh = gh verildiginde

diyagrami degismeli (jk = h) olacak sekilde biricik k : C — E morfizmi vardir. Sartlart

saglanmyor ise (E, j) ikilisine (kisaca j) (f,g) nin esitleyicisi denir. E ye ise esitleyici obje denir.

Sonug 8.2 Esitleyici, geri cekmenin ¢cok 6zel bir halidir.




Ornek 8.1 C, kiimeler kategorisi olsun.

E_d oa—t .p
A 8
k/

C

kiimesini tanimlayalim.

olur.

EQ1)

Il
09

olup fj = gJj dir.

EQ2)
k: C — E
¢ — k(c)=h(c)
fh=gh = f(h(c)) = g(h(c))
= h(c)eH
yani k(c) = h(c) olarak tanimlanabilir.Bu durumda her ¢ € C igin
Jk(e) = j(k(c))
— k(e)
= h(c)

olup jk = h olur. Yani diyagram degismelidir.

k nin tekligi :

66

K,k ile ayn1 dzellikge sahip diger bir fonksiyon olsun. Bu durumda k'C — E bir morfizm

ve jk' = h olur. Her ¢ € C i¢in
JK (c)

I
T .

olup k’'(c) = k(c) dir. Yani k¥’ = k olup k biriciktir.
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Ornek 8.2
f: RxR — R
(x,y) — X+

g: RxR — R
(x,y) = 1

fonksiyonlarinin esitleyici objesi

E={(x,y) eRxR| f(x,y) = g(x,y) &x*+y* =1}

seklinde birim ¢emberdir.

j: E — RxR

(0,y) — (%)
k: C — E

¢ — k(c)=nh(c)
h: C — RxR

¢ — h(c)=(xy)

Uyan 8.3 Her kategoride esitleyici obje olmayabilir.

Ornek 8.3 C kategorisi, objeleri iki elemanl kiimelerden olusan bir kategori olsun.

A=(a1,a2) >B:(b1,b2)

E = (61,62)

(E,j),(f,g) nin esitleyicisi oldugunu kabul edelim. Bu durumda f = g olur. Bu ise
celigkidir (f # g olmali). O halde € kategorisinin esitleyici objesi yoktur.

Teorem 8.4 (E, j) esitleyici ise j moniktir.

Ispat: (E, ), (f,g) nin esitleyici ise

B

E— -a
fJj=gjdir

X—2sp J.a

jo=jp=0a=
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oldugunu gostermeliyiz.

olup fh = gh dir.j esitleyici oldugundan k : X — Ebiricik morfizm jk = h olacak sekilde
vardir. jk=hve jo.=h= jp ise

jk = jo
= JB
= k = q
= B
= a = P
dir. Yani j moniktir.
Teorem 8.5 Esitleyici obje izomorfizm farkiyla biriciktir.
Ispat: (E, j) ve (E',J"), (f,g) nin equalizerlar1 olsun.
E—d a—t-p
g
K ||k /
J
El

(E,j),(f,g) ninesitleyicisi oldugundan fj = gj ve jk = j' olacak sekilde biricik k morfizmi

vardir.

(E', j"), (f,g) nin esitleyicisi oldugundan f ;' = gj’' ve j'k = j olacak sekilde biricik X" mor-

fizmi vardir. Buna gore;

J(KK')

(jk)K
— j/k/

Il
.
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ise j(kk") = j olup kk' = 1g(-." k, k' biricik) dir. Diger taraftan j(kk') = j' olup K’k = 1z (.- k, K’

biricik) dir. Buradan E = E’ olur. Yani esitleyici obje izomorfizm farkiyla biriciktir.

8.2 Caprazlanmis Modiiller Kategorisinde Esitleyici Obje

XMod /R kategorisinde & =(E %5 R), A = (A 5 R), B = (B % R) € Ob(XMod/R)
olsun.
f
e o 4—s
8

E={acA|f(a)=ga)} CA
aEl EFE — R
a +— dg(a) =0ds(a)

i) (1g, j) nin XMod/R morfizmi oldugunu gosterelim.

J A
N
R

E

Hera € E i¢in
dajla) = da(j(a))

da(a)
= 9Jg(a)
olup d4 j = dg dir.
RxE-T®) koA
E A

(r,a) — (r,a)

r-a———r-a

olup (1g, j) € Mor(XMod/R) dir.

EQ1)

E———A——=
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i\

t

=
=
=

i¢c diyagramlar degismeli oldugundan dis diyagramda degismeli olup fj = g dir.

EQ2)
f
J
f—”‘?ﬁ
g /
e

Her c € Ci¢in

ise h = jk dir.

k nin tekligi :

k,k' ile aym o6zellikte bir morfizm olsun. Bu durumda & = jk ve h = jk' oldugundan ;

jk = jk' olur.

HerceCigin (jk)(c) = (jK)(c)
Herc e Cicin j(k(c)) = j(K(c))
Her c € Cigin k(c) = K(c)

Ian
—
~
SN—

|

olup k = k’ diir. Yani k biriciktir.

Boylece (E, j), (f,g) nin esitleyicisidir.



BOLUM 9

Ko-Esitleyici Obje

Tanim 9.1 C bir kategori olsun. f: X — Y, g: X — Y morfizmleri verilsin.

hf = hg

ii) Q' test objesi olmak iizere ¢’ : Y — Q' ve kf = kg verildiginde

¥ y g

f
& 5
\u
AN
\

Ql

diyagrami degismeli (uh = k) olacak sekilde biricik u : Q — Q' morfizmi bulunabiliyorsa

(Q, h) ikilisine (f,g) nin ko-esitleyicisi ve Q yada ko-esitleyici obje denir.
Ornek 9.1 @ (Ab.Grup) kategorisi olsun. f : A — B, g : A — B morfizmleri verilsin. N,

{f(a) —gla) [ac A}

kiimesi tarafindan iiretilen kiime olsun. Bu kiime B nin normal alt grubudur. C = B/N alalim.

h: B — BJN
b — N+b=N

tanimlayalim. Bu durumda 4 grup homomorfizmidir.

hfo= hg < (hf—hg)la) = O
= W(f-g)a) = (f—gla)+N
<~ = N
— (f—g)a)eN
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ii)

h

A B

B/N

kf = kg verilsin. k(N) = {0} oldugunu gostermeliyiz.

k((f—8))(a) (kf)(a) = (kg)(a)
(()kf)(a) = (kf)(a) (. kf=kg)

9.1 Caprazlannms Modiiller Kategorisinde Ko-Esitleyici Obje

A =(ds — R), B =(dp — R) € XMod/R olsun.

A——=B—B/I

I14BI=< f(a)—g(a) > (a €A)
RxB/I — BJI
(nI+b) — r-(I+b)=I1+r-b
islemiyle B/I, R—cebirdir.
o: B/l — R
I+b — 8B(b)
taminlansin.
o(I+b)-(I+b) dp(b)-(I+b')
I+0p(b)b
I+ bb’
(I+b)(I+1D)

f

A B
8
R

dpf =0pg =04

Ayrica I CKerdpg dir. Ciinkii;

olup her a € A i¢in
dp((f —¢)(a)) =0



dir.

Son olarak ;

Ayrica k(I) = {0} oldugundan biricik

l: C — D
I+b — k(b)

vardir.



BOLUM 10
LIMIT ve KO-LIMIT

10.1 Kategorilerde Limit ve Ko-limit

Tanmm 10.1 F : D — C funktoru verilsin. C € Ob(C) i¢in
Ac
pP= (Pi)ieOb(@):] :D T; ¢
dogal transformasyonu varsa (C, (P;)icr) ikilisine F iizerinde bir kone denir. Daha a¢ik olarak ;
Acsabit funktor olmak {izere

Ac

p: D—=¢C

(veya p :Ac== F) dogal transformasyon ise

(a) Her i € Ob(D) =1 igin

pi: Ac(i) — F(i)

C de morfizm

(b)

ae () —5—=F(j)
C
7N
F(i) ———F ()

diyagrami degismeli olmalidir.

Tanmm 10.2 g :Ac= F ve p :Ac=> F, F lizerinde iki kone verilsin. f : g — p morfizmine

konelar arasindaki morfizm denir. Acik olarak
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diyagrami

qi

pi

seklinde degismeli diyagramdan olusur. Dolayisiyla f : ¢ — p morfizmi, Cde f: B— C

morfizmine doniisiir.

Yardimei Teorem 10.3 F : D — C funktoru verilsin. Konelar F iizerinde bir kategori

olusturur.

Ispat: r:Ap== F, g :Ap=F, p :Ac== F konelan verilsin. f:qg—>pveg:r—gq
morfizmler olmak lizere fg : r — p kone morfizmi oldugunu gosterelim. Daha acik olaraki

d:i— je Mor(D)i¢in
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olmak tizere

i

Di

pi(fg) = ri oldugunu gostermeliyiz.
pi(f8) = (pif)g =aqig =ri
olup fg: r — p, kone morfizmidir. Ayrica (c, p;) kone birim morfizmi 1¢ : C — C dir.
Bu kategori Kone(F') ile gosterilir.

Tanim 10.4 Kone(F') kategorisinin son objesine F : D — € funktorunun bir limiti denir.
Boylece her g :Ag= F kone i¢in m : ¢ — [ biricik morfizm varsa [ :A;=> F kone’una

F nin limiti denir. Diger bir deyisle i € Ob(D) =1

0

4 Dj

degismeli diyagramu icin biricik m varsa (p;m = ¢) [ kone’una ye F nin limiti denir ve

LimF = L ile gosterilir.

Limit ve kone kavramlarinin dualine sirasiyla ko-limit ve kokone denir.
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Tanim 10.5

F(i)

degismeli diyagrami i¢in biricik m varsa g kokone’una F nin ko-limiti denir ve ColimF = L

ile gosterilir.

ORNEKLER:

1) D kategorisi Ob(D) ={1,2} ve 1;: 1 — 1, 15:2 — 2 € Mor(D) olsun. F : D — C

funktorunun, kone ; p :Ac== F dogal doniisiim yani

P1 P2

ve benzer sekilde kokone

ui uz

bununla birlikte
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c
F(1) L F(2)
F(1)x F(2) = L = LimF ve
T
F(1) L F(2)

F(1)+ F(2) =ColimF dir.

2) D bos kategori olsun. Bu durumda
F: D — €

{} — C
funktorunun kone’u yalniz C objesidir. Ciinkii
C
VRN
{ {

dir. Boylece C = LimF <= C,C nin don objesi. C =ColimF <= C,C nin ilk objesi.

3) D kategorisi, Ob(D) ={1,0} ,d;: 1 — 0,d> : | — 0 € Mor(D) olarak verilsin. Bu
durumda F : D — € funktoru
F(D)= E

€1 €0

F(l) =————=F()

F(D) C C Boylece F iizerinde kone e :Ap=—> F dogal doniigiim olup

/ E\
F(1) ————=F(0)




seklindeki degismeli diyagramdir. Benzer olarak kone’nin duali olan kokone ise

F(1) === ———==F(0)

dir. Boylece (E,eg,e1) = LimF <= (E,ep), f1 f> esitleyicidir. Benzer sekilde ;

(C,cp,c1) =ColimF <= (C,cp); f1 ve f» ko-esitleyicidir.

79



KAYNAKLAR DIiZINi

Pareigis, N. , 1970, Categories and Functors, Univercity of Munich, Germany

Oosten, J. ,V., 2002, Basic Category Theory, Department of Mathematics Utrecht univercity
The Netherlands

Shammu, N. ,M., 1992, Algebraic and Categorical Structure of Categories of Crossed Modules
of Algebras, The Univercit of Wales

Maclane, S. , 1971, Categories for the Working Mathematician

Giirmen, O. , 2007, Geri Cekme leri itme Caprazlanmis Modiiller Cat! —cebirler ve Simplisel
Cebirler, Doktora Tezi, ESOGU

Ummahan E. A. , 1998, Caprazlanmig Modiiller , Yiiksek Lisans Tezi, ESOGU



