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OZET

Bu ¢alismanin amaci, bazi manifoldlar lizerinde warped ¢arpim yapisini
incelemektir. Fernando Dobarro ve Enrique Lami Lami Dozo tarafindan
yayinlatilan “Scalar Curvature and Warped Products of Riemann Manifolds” ile
Bang-Yen Chen tarafindan yayinlatilan “Warped Products in Real Space Form”

calismalarinda verilen teoremler detayli bir sekilde incelenmistir.

Girig boliimiinde, Riemann ve yari-Riemann manifoldlar tizerinde warped

carpimi yapisinin tarihsel gelisim siireci agiklanmustir.

Calismanin ikinci boliimiinde, yapilacak hesaplamalarda yardimer olacak
olan Riemann manifoldlari, yari-Riemann manifoldlar1 ve Carpim uzaylar1 igin

baz1 6nemli tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise yari-Riemann manifoldlarda warped ¢arpimi kavrami
ele almmis ve c¢arpim manifoldlart1 da kullanilarak warped ¢arpim
manifoldlarinda bir egrinin geodezik olmasi i¢in gerekli sartlar aragtirilmistir.

Daha sonra warped ¢arpim egriligi bulunmustur.
Calismanin son bdoliimiinde ise, Riemann manifoldlarda warped c¢arpimi

iizerinde skalar egrilik hesaplanmistir.  Ayrica reel uzay formlar iizerinde

warped carpimu ile ilgili baz1 teoremler ve ispatlari verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Carpim manifoldlari, warped ¢arpimi, egrilikler
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SUMMARY

The aim of this study is to examine the structure of warped product on
some manifolds. In this thesis, some theorems have been examined in detail,
proved in the studies, titled “Warped Products in Real Space Form” by Bang-
Yen Chen and titled “Scalar Curvature and Warped Products of Riemann

Manifolds” by Fernando Dobarro and Enrique Lami Lami Dozo.

In the introduction section, the historical development of the structure of

warped product on the Riemann and semi-Riemann manifolds is explained.

In the second chapter of the study, significant definitions and theorems
for the Riemann manifolds, semi-Riemann manifolds and product space which

are used for all calculations are presented.

In the third chapter, the concept of warped product on the semi-Riemann
manifolds is discussed and necessary conditions for a curve to be geodesic on
the warped product manifolds are investigated as well using the product
manifolds. Then the curvature of warped product is found.

In the last chapter, scalar curvature of warped products on the Riemann

manifolds is calculated. Additionally, some theorems and proofs regarding

warped product on the Real space forms are presented.

Key words: Product manifolds, Warped products, Curvatures
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BOLUM 1
GIRIS

Riemann manifoldlarinin warped yap1 kavrami ilk olarak O’Neill ve Bishop
tarafindan tanimlanmistir. Yazarlar, warped yapilar: negatif kesit egriliginin
kontrol edilebildigi uzaylarda Riemann manifoldlarini inga etmek i¢in kullan-
muglardir (O’Neill and Bishop, 1969).

Son zamanlarda bu manifoldlarin geometrik yonii birgok bilim adamlarinin
dikkatini gekmigtir (Bang-Yen, 2004; Sahin, 2006). Yiiksek yercekim alanl
bir cisim etrafindaki uzayin, warped ¢arpim manifoldu iizerinde modellenebil-
mesi bulunduktan sonra cogu arastirma makaleleri farkli yapilar altindaki
manifoldlarin warped carpim altmanifoldlarinin varligi ile ortaya cikmugtir.
Bu sebepten warped carpimlar: dogal bir sekilde diferensiyel geometri ¢alig-
malarinda kullanilmistir.  Bir donel yiizey, liftleri donme egrilerinin farkl
pozisyonlarda ve fiberleri donel ¢emberler olan bir warped ¢arpimidir.

B ve F yari-Riemann manifoldlar1 olsun. B manifoldunun metrik ten-
soriinii gg ve F' manifoldunun metrik tensoriinii ise gr ile gosterelim. O halde

B x F yari-Riemann ¢arpim manifoldunun metrik tensorii

7™ (98) + 0" (9r)

seklindedir. Burada 7 ve o, sirasiyla, B X F ¢arpim manifoldunun B ve F
manifoldlar: iizerindeki izdiigiimleridir. f : B — (0, 00) fonksiyonu B ma-
nifoldu tizerinde pozitif bir fonksiyondur. Bu fonksiyona warped ¢arpiminin
warping fonksiyonu denir (O’Neill and Bishop, 1969). M = B x; I’ warped
carpimi, x € M noktasindaki herhangi bir X € T, M tanjant vektorii icin,

X =l m(X) 117 2 () | 0. (X)) |12



olacak gekilde Riemann yapi ile donatilmig B x F' manifoldudur. Boylece
g = gg+ f2gr olur. Warped carpim notasyonu fizikte oldugu gibi diferensiyel
geometride de bazi énemli roller oynar (Beem et al., 1982; O’Neill, 1983).
Ornegin, bir yildiz kiitlesi veya kara delik etrafindaki dis uzay1 tanimlayan
Schwarzchild uzay zamanin en iyi goreceli modeli bir warped ¢arpimi olarak
verilir (O’Neill, 1983).

Diferensiyel geometride izoperimetrik esitsizlik, Chern-Lashof esitsizligi
ve Gauss-Bonnet teoremi gibi birgok 6nemli sonuglar incelenmigtir.  Son
yillarda, bir altmanifoldun i¢ invaryantlar: ve dig invaryantlar: arasinda basit
iliski bulma problemi degisik yazarlar tarafindan incelenmistir.

Sonralari (Beem et al., 1982) ¢alisgmasinda “Einstein’s Field Equation” i¢in
gerekli bir¢ok ¢oziimiin Lorentzian warped yapilar icin de ifade edilebilecegi
belirtilmistir. Ayrica O’Neill warped yap1 bilegenlerinin egrilikleri vasitasiyla
bu yapilarin egrilik formiillerini bulmugtur (O’Neill, 1983). Besse ise warped
yapilart Riemann submersiyonlar: olarak dikkate almis ve 6zel durumlar i¢in
baz1 sonuglar elde etmigtir (Besse, 1987). 4-boyutlu Einstein denklemlerinin
tiim ¢oziimleri, 4-boyutlu uzay zamaninin iki yiizeyli genel bir warped ¢arpim
yapisi gibi kabul edilmesiyle elde edilmigtir (Katanaev et al. 1999).

Bu caligmada, carpim manifoldlar: iizerinde inga edilebilen Riemann ma-
nifoldlarin warped carpimlar iizerinde geodezikler ve egrilikler, tzel yari-
Riemann metrik olan warped metrikler ve reel uzay formlarin warped ¢arpim-

lar1 verilmistir.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Oklid Uzay:

Bu kisimda, calismamizda sikca kullanilan kavramlara yer verilmistir.

Tamim 2.1.1: Bos olmayan bir A ciimlesi ve K cismi iistiinde bir vektor

uzay1 V olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir
f:iAXA—YV

fonksiyonu varsa A ciimlesine V' vektor uzayi ile birlestirilmig bir afin uzay
denir:

(1) VP,Q, R e Aigin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

(2) VP € AveVa €V igin f(P,Q) = « olacak bicimde bir tek @ € A
noktas1 vardir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.2: 3-boyutlu standart reel vektor uzay: ile birlestirilmis R?
afin uzaym ele alahm. x = (x1, 29, 23) ve y = (y1,y2,y3) iki vektor olsun.

R? afin uzaymda Oklid ic carpimi

3
<y >=) Ty
=1

biciminde tammhdir. Boylece (R3, <, >) yapisi 3-boyutlu Oklid uzay1 olur
ve B3 ile gosterilir.

Bir reel afin uzayda tammlanabilen biitiin kavramlar, bir Oklid
uzaymda anlam kazanirlar. Bununla beraber reel afin uzaylar ile Oklid uzay-

lar1 farkhidirlar. Ciinkii, bir V' reel vektor uzayi ile birlesen A afin uzayimdaki



metrik ozelikler V' vektor uzayinda secilecek olan i¢ carpimdan dogarlar; bu
nedenle Oklid uzaymdaki 6zelliklerle diger afin uzaylardaki ozellikler farkh
olurlar (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.3: p = (p1, p2, p3) ve ¢ = (q1, ¢2, g3) € E? olmak iizere

d: BBxE — R
3

3
(p.q) — d(p,q) = [Z(pz— ~ %)2]
i=1
olarak tanimlanan d fonksiyonuna Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu ve d(p, q)

reel sayisina da p, ¢ € B3 noktalar1 arasindaki uzaklik denir (O’Neill, 1966).

Tanim 2.1.4:
d: E3xE — R

biciminde tanimlanan d fonksiyonuna E? uzayinda Oklid metrigi denir (Ha-

cisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.5: Vo, y, 2z € E? icin 7yz acisin ol¢iisii

(yz, y2)

cosl) = 55—
lyz| [[yz]]

esitliginden hesaplanan 6 reel sayisidir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.6: E? uzayinda sirali bir {Py, Py, P, P3} nokta dortliisiine,

R3 uzaymda karsilik gelen { PyPy, Py Py, PyPs} vektor iigliisii, R? vektor uzayi
i¢in bir ortonormal baz ise { Py, Py, P», P3} sistemine E? uzaymin bir dik ¢atisi

veya Oklid catist denir (Hacisalihoglu, 2000).



Sonug 2.1.7: E? uzaymmda E; = (0,0,0), E; = (1,0,0), Ey = (0,1,0)
_ ——
ve 3 = (0,0,1) noktalar: bir dik cat1 olustururlar. < EyE;, EgE; >= 05

oldugundan, { EqE1, EgEs, EgE3} sistemi R3 vektor uzay icin bir ortanormal
bazdir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.8: E? uzaymdaki {Ey, Ei, Ey, E3} catisina standart Oklid
catist denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.9: E"! uzayinda parametrik egri,

a: [ — Ertt

t o= at) = ((t), s ansi (b))

olsun. E"! uzay: {izerinde bir vektor alam1 X olmak iizere V¢t € I icin

d
d—oté = X(a(t)) ise a egrisine X vektor alanimin «(0) = P noktasindan gegen

bir integral egrisi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.10: V bir K cismi iizerinde vektor uzayi ve [,]: V x V — V
doniisiimii de;

1) 2-lineer

2) Alterne VX, Y € V i¢in [X,Y] = —[Y, X]

VXY, Z € Vigin; (X, [V, Z]]+ [Y.[Z,X]] +[Z,[X,Y]] =0,
olarak verilsin. [,] doniigiimiine, V' vektor uzay iistiinde bir Lie operatorii

denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.11: F(M), M manifoldu iizerinde biitiin diferensiyellenebilir
reel degerli fonksiyonlarin kiimesi olsun. f € F(M) fonksiyonunun M x N
manifoldunun lifti f = fow € F(M x N) seklindedir. z € T,(M) ve
q € N ise (p, q) noktasinda x vektoriiniin lifti z, T(, o) (M) vektor uzayinda tek
vektordiir oyleki dm(Z) = x olur. X € x(M) vektor alamnin M x N carpim



manifolduna lifti X vektor alanidir, onun her (p, ¢) noktasindaki degeri ise
bu noktada X, vektor alaninin liftidir. Carpim koordinat sisteminde X dife-
rensiyellenebilirdir. Boylece X € x(M) vektor alanimin M x N manifolduna
lifti x (M x N) uzaymn bir tek elemanidir. Bu lift vektor alani 7 ile X vektor
alanina tagiir, o ile de N manifoldu iizerinde sifir vektor alanina tasinir.

Biitiin X yatay liftlerin kiimesi L(M) ile gosterilir. N manifoldu iize-
rindeki fonksiyonlar, tanjant vektorler ve vektor alanlari, o izdiigiim fonk-
siyonunun yukaridaki gibi kullanilmasiyla M x N manifolduna yiikseltilir (lifti
alimir). Dikkat edilirse £(M) ve simetrigi olan dikey lifti L(N), x(M x N)
uzayinn alt vektor uzayidir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.12: Biitiin yatay ve dikey liftlerin kiimesi, sirasiyla, £(M)
ve L(N) olsun.
(1) Eger X,V € £(M) ise [)N( f/] — [X,Y]” € £(M) olur. Bu esitlik
L(N) icin de gegerlidir.
(2) X € L(M) ve V € L(N) ise [)?, ‘7] = 0 olur (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.13: E" uzaymda 1-formlarin ciimlesi x*(E"™) olmak iizere
d: CE"R) — x*(E")
f — df

oyle ki, VX € x(E") i¢in df (X) = X(f) seklinde taniml d fonksiyonuna dife-
rensiyel operator denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.14:

Grad: C(E",R) — x(E")
f —  Gradf

oyle ki, E" uzaymnda {x1, ..., z,} bir koordinat sistemi olmak iizere



0
3 ; 0,

seklinde tamimh Grad fonksiyonuna, E" uzayinda {xi, ..., x,} koordinat sis-

temine gore gradient fonksiyonu denir ve V sembolii ile gosterilir (Hacisalih-

oglu, 1998).

Tanim 2.1.15: f € F(M) fonksiyonunun gradienti gradf, df € x*(M)

diferensiyeline metrik olarak esit bir vektor alamdir. VX € x (M) igin

< gradf, X >=df(X) = X(f)

seklindedir. Koordinat sistemi agisindan df = Z of dx dir, burada
7]
pat ~ 292

2Y)

seklinde olur (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.16: f : E" — E™ bir doniisiim ve ©° € Tgo(p) olsun. E™

uzaymin t — f(p +tv) egrisinin ¢t = 0 anindaki hiz vektorii

(f*)p(?)p) € Tgm (f(p))
(fe)p : Ten(p) — Tem (f(p))

fonksiyonuna f fonksiyonunun p noktasidaki tiirev doniigiimii denir. Burada

VU, € Tan(p) ve f = (f1, fo,s ) iGin

£.7) = 3 Tl Lo

olur. f, fonksiyonunun lineer doniisiimiiniin eki

[ Ten(f(p) — T (p)



ile gosterilen bir diger lineer doniisiimdiir. Burada f* fonksiyonunun be-
lirtilmesinde yeterli olan matris f fonksiyonunun Jakobian matrisinin trans-

pozudur. f* fonksiyonunu

L], (T) =W ) L£(T)]

seklinde tamimlayabiliriz (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.17: [ € F(M) fonksiyonunun Hessian’1, fonksiyonun ikinci
kovaryant tiirevidir. Yani,

H' = D(D)

olur (O’Neill, 1983).

Yardimeci Teorem 2.1.18: f fonksiyonunun H/ Hessian’i, simetrik (0, 2)

tipinde tensor alamdir. Oyle ki X,Y € x(M) olmak iizere

HI(X,)Y) = XY(f) - (DxY)f
= < Dx(grad f),Y >

seklindedir (O’Neill, 1983).

2.2 Riemann Manifoldu ve Hiperyiizey

Bu kisimda, manifold iizerinde koneksiyon ve bazi doniisiimler ifade edilmistir.

Tamim 2.2.1: M bir topolojik uzay olsun. M uzay1 i¢in asagidaki
onermeler dogru ise M uzay1 bir n—boyutlu topolojik manifold veya n—ma-
nifold adini alir:

(1) M uzay1 bir Hausdorff uzayidir.



(2) M uzay1 n—boyutlu lokal Oklidyendir.
(3) M uzay1 acik ciimlelerin sayilabilir bir tabanina sahiptir (Boothby,
1986).

Tanmim 2.2.2: M bir n—boyutlu topolojik manifold olsun. M manifoldu
tizerinde C* smifindan diferensiyellenebilir yapi tanimlanabilirse M mani-

folduna C* simifindan diferensiyellenebilir manifold denir (Boothby, 1986).

Tanim 2.2.3: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. P € M iize-

rinde bir vektor alanm diye

birebir ve ¢rten olarak tanimlanan X fonksiyonuna denir ve M manifoldu ii-

zerindeki vektor alanlarmin ctimlesi x(M) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmim 2.2.4: M bir C° manifold olsun. M manifoldu tizerindeki vektor
alanlarinin uzay1 x (M) ve reel degerli C* fonksiyonlarin halkasi C*° (M, R)

olmak iizere

<, >:x(M) x x(M) — C*(M,R)

seklinde bir i¢ ¢arpim tanimli ise M manifolduna bir Riemann manifoldu
denir. Burada, <, > igslemi M manifoldu iizerinde i¢ ¢arpim, metrik tensor,
Riemann metrigi veya diferensiyellenebilir metrik adimi alir (Hacisalihoglu,

2000).

Tanmim 2.2.5: M bir C'*° manifold olsun. M manifoldu iizerinde vektor

alanlarinin uzay1 x (M) olmak iizere

D: x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — DyY
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fonksiyonu i¢in VXY, Z € x(M) ve Vf,g € C*® (M,R) olmak iizere

Z) Dfx+gyZ = fDXZ + gDyZ,
ii) Dx(fY)=fDxY + (X[)Y.

ozellikleri saglaniyorsa D fonksiyonuna M manifoldu iistiinde bir afin konek-
siyon ve Dy operatoriine de X vektor alanina gore kovaryant tiirev operatorii

denir (O’Neill, 1966).

Tanim 2.2.6: M yari-Riemann manifoldu olsun. M manifoldu iistiinde
bir D afin koneksiyonu
(1) C*° siifindandur.
(2) M manifoldunun bir A bolgesi iizerinde, C* olan VX,Y,Z € x(M)
icin
DxY — Dy X = [X,Y]

olur.
(3) M manifoldunun bir A bolgesi tizerinde, C* olan VX,Y, Z € x(M) ve
VP € A igin

Xp<Y,Z>=<DxY,Z>p+<Y,DxZ >|p

ozelliklerini saglaniyorsa, D koneksiyonuna, M manifoldu iistiinde bir Rie-
mann koneksiyonu ve Dx operatoriine de X vektor alanina goére Riemann

anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir (O’Neill, 1966).

Tanim 2.2.7: E", n—boyutlu Oklid uzayinda (n—1)—boyutlu bir hiperyii-
zey diye K" uzayindaki bog olmayan bir M ciimlesine denir, dyle ki bu M
ciimlesi

dif.bilir
—

M={zxeUCE"| f: U R , U agik, ¢ = sabit}

r — flxr)=c
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olmak tizere, Vf|, # 0, her P € M bi¢iminde tanmimlanir (Hacisalihoglu,
2000).

Tanim 2.2.8: E" n—boyutlu Oklid uzaymda bir hiperyiizey M ve N,
M hiperyiizeyinin birim normal vektor alani olarak verilsin. [E" uzayinda

Riemann koneksiyonu D olmak iizere, VX € x(M) igin
S(X) = DxN

seklinde tanimli, .S doniigtimiine M hiperyiizeyi tizerinde sekil operatorii veya

M hiperyiizeyinin Weingarten doniigiimii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.9: E" n—boyutlu Oklid uzaymda bir M hiperyiizeyi tizerinde

g—uncu temel form diye, 1 < ¢ < n olmak {izere

I7: x(M)x x(M) — C*(M,R)
(X,Y) — I(X,Y) = <8(X),Y>

seklinde tanimli, /7 fonksiyonuna denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2.10: E" n—boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey M olsun.
P € M noktasindaki sekil operatorii S(P) olmak iizere

K: M — R
P — K(P) =detS(P)

bi¢iminde tanimlanan K fonksiyonuna M hiperyiizeyinin Gauss egrilik fonksi-
yonu ve K(P) degerine de M hiperyiizeyinin P noktasindaki Gauss egriligi
denir (Oprea, 1997).

Tanim 2.2.11: E" n—boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey M olsun.
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P € M noktasindaki sekil operatorii S(P) olmak iizere

H: M — R
P — H(P) =iz(S(P))

bi¢iminde tanimlanan H fonksiyonuna M hiperyiizeyinin ortalama egrilik
fonksiyonu ve H(P) degerine de M hiperyiizeyinin P noktasindaki ortalama

egriligi denir (Oprea, 1997).

Tamim 2.2.12: E" n—boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey M ve
M hiperyiizeyinin sekil operatorii S olsun. M hiperyiizeyinin bir P nok-
tasina kargihk gelen S(P) sekil operatoriiniin karakteristik degerlerine M
hiperytizeyinin bu noktadaki asli egrilikleri denir. Asli egriliklere karsilik
gelen karakteristik vektorlere de M hiperyiizeyinin P noktasindaki asli egri-

lik vektorleri veya asli egrilik dogrultular: denir (Hacisalihoglu, 2000).

2.3 Simetrik Bilineer Formlar

Bu kisimda vektor uzayi iizerinde simetrik bilineer formlar ve skalarla carpim

uzaylari ifade edilmistir.

Tanim 2.3.1: V bir reel vektor uzay: olsun.
g:VxV-R

doniistimii Ya,b € R ve VU, v, w € V icin
i) g(w, V) = g(V, W)
i) glaw + bV, w) = ag(

—

L W) + g (', W),
g(u,av +bw) =ag(uw, v

) +bg(w, W)

ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V' reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik
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bilineer form denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.2: Bir V reel vektor uzayi tizerinde non-dejenere simetrik bili-
neer forma bir skalar carpma denir. V reel vektor uzay1 tizerindeki bir skalar

carpma ¢ ise (V, g) ikilisine skalar ¢arpiml vektor uzayi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.3: V' bir reel vektor uzay: ve
g:VxV—=R
bir simetrik bilineer form olsun.
glw:WxW —=R

negatif tanimh olacak gekilde en biiyiik boyutlu W altuzaymin boyutuna g

simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.4: Vo', w € V icin v # 0 ve w + 0 iken g(v',w) =0 ise
7 ile w vektorleri diktir denir ve ¥ L W sekilinde gosterilir. V reel vektor
uzayinin bir altuzayr W olmak iizere,

Wt={veV.:v LW}

olsun. W+ altuzayma V reel vektor uzaymn dik altuzayr denir. W+ altuzayn,
W alt uzaymm ortogonal komplemani olamaz. Ciinkii W + W+ uzay1 genel-

likle V' reel vektor uzayimin tamami degildir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.3.5: W uzay: bir V' skalar carpim uzayimin altuzayi olsun. O

zaman,
i) boyW + boyW= = boyV
it) (WHt =W

ozellikleri vardir (O’Neill, 1983).
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Tanim 2.3.6: « egrisinin hiz vektor alam1 T, egri boyunca paralel ise,
yani kendi kendine paralel ise « egrisine M tizerinde bir geodezik egri adi

verilir. Boylece D7T = 0 olur (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).

Tamim 2.3.7: Bir V reel vektor uzay izerindeki skalar carpma ¢ olsun.

Bir @ € V vektériiniin normu
=/ g(V,7) |

olarak tamimlanir. Normu bir birim olan vektore birim vektor ve ortogonal

birim vektorlerin ciimlesine de ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.3.8: Bir V # {6)} skalar ¢arpim uzay1 bir ortanormal baza
sahiptir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.3.9: V reel vektor uzay: i¢in bir ortanormal baz {e;, es, ..., €, }

olsun. &; = g(e;, e;), i = 1,...n olmak iizere V v € V vektorii

— - —
v o= Z&g( v 761‘)61'
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.3.10: Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye

regiiler egri denir (Hacisalihoglu, 2000).

2.4 Yari-Riemann Manifoldlar

Bu kisimda, ¢caligmamizda kullanilan koneksiyon, egrilikler ve onlarin 6zellik-

leri gibi kavramlara yer verilmistir.
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Tanim 2.4.1: M bir C'*° manifold olsun. P € M noktasindaki tanjant

uzay TpM olmak {izere,
gp TpM xXTpM — R
(Xp,Yp)  — gp(Xp,Yp)

bigiminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-dejenere (0,2) ten-
soriine M manifoldu tizerinde bir metrik tensor veya indefinite metrik denir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.2: M bir C'"° manifold olsun. M manifoldu bir g metrik
tensor ile donatilmigsa, M manifolduna bir yari-Riemann manifoldu denir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.3: Bir M yari-Riemann manifoldu {izerinde g metrik ten-

soriiniin indeksine yari-Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gos-

terilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.4: R} uzay tizerinde ul, ..., u"™ dogal koordinatlar olsun. Eger
Vive W =Y W0,
olacak gekilde R} tizerinde vektor alam iseler,
DyW =Y " V(W,)o,

vektor alanina W vektor alanimin V' vektor alanina gore kovaryant tiirevi
denir. Burada, {9; | 1 <i < n}, x(R}) vektor alanlari uzaymin standart

bazidir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.4.5: M bir C'*° manifold olsun. M manifoldu iizerinde bir D

koneksiyonu,
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i) Dy W, V vektor alanma gore C° (M, R) lineerdir.

it) Dy W, W vektor alanina gore R lineerdir.

i) Dy (fW) = V(f)W + fDyW, Vf € C*(M,R)
olacak sekilde

D s (M) x x(M) — (M)

fonksiyonudur (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.6: Bir M yari-Riemann manifoldu iizerinde V X, Y, Z € x (M)
icin

i) [X,Y] =DxY — DyX

ii) Xg(Y,Z) = g(DxY, Z) + g(¥, Dx )
olacak sekilde bir tek D koneksiyonu vardir. D koneksiyonuna M mani-

foldunun Levi-Civita koneksiyonu denir ve Levi-Civita koneksiyonu

29(DX}/7 Z) - Xg(Y7 Z) +Yg(ZvX) - Zg(Xv Y) - g(X7 [Yv Z])

+9(V, [Z, X]) + 9(Z, [X, Y])

Kozsul formiilii ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.7: M bir Riemann manifoldu ve M manifoldu iizerindeki
Riemann koneksiyonu D olsun. O zaman, M manifoldu iizerinde {(I,«)}
atlasi ile verilen egri boyunca geodezik egrilik vektor alani diye, bu egrinin

birim teget vektor alani 7" olmak iizere, DT vektor alanina denir.

k. .

g -

I — R
t — ky(t) = DrT |

olarak tamimlanan £, fonksiyonuna da « egrisinin geodezik egrilik fonksiyonu

denir (Hacisalihoglu, 2004).
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Tanim 2.4.8: Levi-Civita koneksiyonu D olan bir yari-Riemann manifold

M olsun. V XY, Z € x(M) igin

R s (M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X, Y, Z) — R(X,Y)Z = Dixy|Z — DxDyZ — DyDxZ
seklinde tanimlanan R fonksiyonu M manifoldu iizerinde (1, 3) tensordiir. Bu

tensore M manifoldunun Riemann egrilik tensorii denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.4.9: M bir yari-Riemann manifold ve R, M manifoldunun
Riemann egrilik tensorii olsun. V X,Y, Z € x(M) igin

i) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(Y, X)Z,W)

it) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z)

iii) g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z,W)X,Y)
esitlikleri vardir (Duggal and Bejancu, 1996).

Tanim 2.4.10: M bir yari-Riemann manifold ve P € M noktasindaki
Xp, Yp tanjant vektorlerinin gerdigi TpM tanjant uzayimin 2-boyutlu bir

non-dejenere altuzay: II olsun.
g(R(X, Y)Y, X)
9(X, X)g(Y.Y) — g(X,Y)?

seklinde tanimlanan K (IT) reel sayisina, IT altuzayimin kesit egriligi denir. M

K(IT) =

manifoldu sabit kesit egriligine sahipse M manifolduna sabit egriliklidir denir

(O’Neill, 1983).

Teorem 2.4.11: Eger M manifoldu sabit bir ¢ egriligine sahipse M ma-
nifoldunun egrilik tensorii V X, Y, Z € x(M) i¢in

R(X,Y)Z = {g(Y, 2)X — g(X, Z)Y'}

seklindedir (O’Neill, 1983).
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Tanim 2.4.12: (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu ve { X3, Xs, ..., X,,},

X(M) uzayimn bir bazi olsun.

X — S5(X)=-3 R(X;, X)X,
i=1
bi¢giminde tanimlanan S operatoriine M manifoldunun Ricci operatorii denir.

S yardimi ile M manifoldunun Ric veya S ile gosterilen Ricci egrilik tensortii,

Ric: x(M) x x(M) — C>(M,R)
(X, Y) — S(X,Y)=Rie(X,Y) =g(5(X),Y)
= —g(3 R(X,, X)X..Y)

i=1

olarak tanimlanan bir (0,2) tensordiir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).

Tanim 2.4.13: (N, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (1, g)
olsun. V X, Y € x(M) olmak {izere

WX,Y) = g(X,Y)H
egitligi saglaniyorsa M manifolduna total umbilik altmanifold adi verilir.
Eger

§<h(X7 Y)7H) = /\9<X7 Y)

olacak bicimde M manifoldu tizerinde bir A fonksiyonu var ise M manifolduna

pseudo-umbilik altmanifold denir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003).

Tanim 2.4.14: M bir yari-Riemann manifold ve R, M manifoldunun
Riemann egrilik tensorii olsun. {ey, e, ...,e,}, TpM uzayimm bir ortanormal
baz1 ve ¢; = g(e;, €;), i =1, ...,n olmak iizere

P = Zg”Rfjk veya P = Zf‘fiRiC(@b Bi)
1=1

i=1
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degerine M manifoldunun skalar egriligi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.15: M yari-Riemann manifoldunun C'*° altmanifoldu M ve

M manifoldundaki metrik g olsun.

o: M — M
P — ¢(P)=P

inclusion (daldirma) doniigiimii igin P € M noktasindaki tiirev doniigiimii
o, |p:TpM—>Tp]\7

ve ek doniistimii de

¢ | p: TpM* — TpM*

olmak tizere, V X,Y, Z € x(M) igin

¢" Ip (90)(Xp, Yp) = 9(0.(X5p), 0.(Y3))

esitligi ile tammh ¢* |, (¢,), M manifoldu iizerinde bir metrik ise A/ mani-

folduna M manifoldunun bir yari-Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.16: M, M manifoldunun bir yari-Riemann altmanifoldu ol-
sun. VP € M icin Tp M+ uzayimin boyutuna M manifoldunun dik tiimleyeni-
nin boyutu (codimension), TpM~* uzayinmn indeksine de M manifoldunun dik
tiimleyeninin indeksi (co-indeksi) denir (O’Neill, 1983).

M, M manifoldunun bir yari-Riemann altmanifoldu oldugunda
TpM = TpM ® TpM*
oldugundan Xp € TPM icin tanjant ve normal bilegenleri yardimiyla

X, = tan X, + norX,,
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yazilir. Burada tan Xp € TpM, norXp € TpM=* olur. Ortogonal izdiigiim-
lerin sonucu olarak,

tan : TPM — TpM
nor : TPM — TpM*

dontigiimleri R—lineerdir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.4.17: V X, Y € x(M) ve D, x(E") iizerinde koneksiyon olmak
izere,
he x(M) x x(M) — x(M)*
(X,Y) — h(X,Y) =norDxY
seklinde tanimli A doniigiimii 2- lineer ve simetriktir. A fonksiyonuna M

manifoldunun sekil tensorii veya ikinci temel tensorii denir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.4.18: M, M manifoldunun bir yarl-Riemann altmanifoldu ve

M manifoldu iizerindeki Levi-Civita koneksiyonu D olsun.

~ —~

D: x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — DyY =tanDyY

indirgenmis fonksiyonuna M yari-Riemann altmanifoldu iizerine indirgenmis

koneksiyon denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.19: M, M manifoldunun bir yari-Riemann altmanifoldu olsun.

D ve l~), sirasiyla, M ve M manifoldlar tizerindeki Levi-Civita koneksiyonlar

olmak tizere V X, Y € x(M) igin,
DxY = DxY + h(X,Y)

esitligine M manifoldunun Gauss denklemi denir (O’Neill, 1983).
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Tanim 2.4.20: M C M ve M yari-Riemann hiperyiizeyi {izerinde birim
normal vektor alam U olsun. YV, W € x(M) igin,

<S(V),W >=< h(V,IW),U >

olacak gekilde ki S, (1,1) tensor alanma M hiperyiizeyinin sekil operatorii
denir. Her bir P € M noktasinda S : TpM — TpM bir lineer operator
belirtir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.21: M ve N yarl-Riemann manifoldlari, g5 ve g5 metrikleri
ile verilsin.

\I’]/\\/[/—>N

doniisiimii diffeomorfizm ve ¢ # 0 sabit olmak iizere
U*(95) = o7

ise U doniigiimiine ¢ katsayisinin homotetisi denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.22: M, M bir yari-Riemann hiperyiizeyi olmak tizere, M
hiperyiizeyinin ikinci temel tensorii sifir ise M hiperyiizeyine total geodezik-

tir denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.23: M ve N birer C* yari-Riemann manifoldlari olsun. f, M
manifoldundan N manifolduna tanimlanan bir C'*° fonksiyon olmak {izere,
(f«) jakobiyen matrisine kargilik gelen déniigiim M manifoldunun her bir P

noktas1 igin birebir ise f fonksiyonuna bir immersiyon denir (Hacisalihoglu,

1998).

Tanim 2.4.24: M ve N birer C* yari-Riemann manifoldlar1 olsun. M

manifoldundan N manifolduna tanimlanan f fonksiyonu bir immersiyon ol-
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mak tizere V X, Y € TpM igin,

9(f+(X), £ (Y)) = g(X,Y)

ise f fonksiyonuna bir izometrik immersiyon adi verilir. Burada g metrigi, Tp M

uzaymdan indirgenmis metriktir (Hacisalihoglu, 2003).

Tanim 2.4.25: M, C*° yari-Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun

bir P € M noktasindaki kotanjant uzay1 75(M) olsun. Buna gore, bir

w:M— U Tp(M)

PeM
fonksiyonu ic¢in

mow : M — M

ozdeglik fonksiyonu olacak sekilde bir

T PLEJMTP(M) — M

fonksiyonu mevcut ise w doniigiimiine M manifoldu iistiinde bir 1-form denir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.4.26: M bir Riemann manifoldu, M manifoldunun k-boyutlu
altmanifoldu M ve M manifoldunun Riemann koneksiyonu D, egrilik tensorii
R, M manifoldunun Riemann koneksiyonu IN), egrilik tensorii }N%, ikinci temel

tensorii V olsun. O zaman V X, Y, Z € x(M) i¢in

tan(R(X,Y)Z) = R(X,Y)Z + tan{DxV (Y, Z) — DyV (X, Z)}

denklemi A manifoldu tizerinde genellestirilmis Gauss egrilik denklemi ve

nor(R(X,Y)Z) = V(X,DyZ)—V(Y,DxZ)—V([X,Y],Z)
+nor{DxV (Y, Z) — DyV (X, Z)}
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denklemine de M manifoldu tizerinde genellestirilmis Codazzi-Mainardi denk-

lemi denir (Hacisalihoglu, 2004).

2.5 Carpim Uzaylari

Bu kisimda carpim manifoldlar1 ve ¢arpim uzaylari i¢cin tanim ve teoremler

ifade edilmistir.

Tamim 2.5.1: X bos olmayan bir kiime ve 7 da X kiimesinin kuvvet
kiimesi olan P(X) kuvvet kiimesinin bir alt kolleksiyonu olsun.

T-1) X ve ¢ kiimeleri 7 ya aittir.

T-2) 7 nun herhangi bir alt kolleksiyonuna ait kiimelerin birlegimi yine 7
ya aittir.

T-3) 7 ya ait iki kiimenin kesigimi yine 7 ya aittir.
ozellikleri saglaniyorsa 7 ya X kiimesi iizerinde bir topoloji denir. 7 kollek-
siyonu X kiimesi iizerinde bir topoloji ise (X, 7) sirali ikilisine topolojik uzay

denir (Kogak, 2004).

Tanim 2.5.2: J bir indis kiimesi olmak tizere j € J i¢in X, bos olmayan
bir kiime ve X = Il;c;X; olsun. ¢ € J icin m;((z;);es) = =; seklinde tanimh
m; » X — X, fonksiyonuna izdiigiim (projeksiyon) fonksiyonu denir (Kogak,

2004).

Tanim 2.5.3: (X;,71) ve (X, 7o) topolojik uzaylar verilsin. X ve X
kiimelerinin herhangi acik alt kiimeleri, sirasiyla, U ve V' olmak tizere X; x X5
kartezyen carpiminin biitiin alt kiimelerinin U x V' formundaki kolleksiyonu

X1 x X, iizerindeki topoloji i¢in bir bazdir. Bu topolojiye carpim topolojisi
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denir ve boylece X; x X5 topolojik uzay1 X; ve X, topolojilerinin carpimi

adim alir. Burada
7Tl:X1 XX2—>X17 7T21X1XX2HX2

izdiigiim fonksiyonlar siirekli fonksiyonlardir (Brickell and Clark, 1970).

Tanmim 2.5.4: M ve N iki manifold ve bu manifoldlarin agik alt kiimeleri,
sirasiyla, U ve V' olsun.

¢ (2t 2™ U — R™ ¢ : (y',...,y") : V — R", M ve N mani-
foldlariin koordinat sistemleri olmak iizere ¢ x ¢ : U x V' — R™" carpim

fonksiyonu

(& x)(p,q) = (&' (p), ..., 2™ (p), ¥ (@), -, y"(q))

seklinde tammlanir. (¢ x v) ifadesi M x N manifoldunun garpim koordinat

sistemidir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.5.5: M ve N iki manifold olmak iizere, M x N carpim koor-
dinat sistemleri kiimesi, M x N manifoldu iizerinde bir atlas olusturuyorsa

bu manifolda M ve N manifoldlarinin ¢arpim manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.5.6: (X, d) bir metrik uzay ve (z,) terimleri X kiimesinin ele-
manlarindan olusan bir dizi olsun. Ve > 0 ig¢in ng € N sayisi n,m > nyg
oldugundan

d(m, x,) < €

olacak sekilde (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir (Balc1, 2000).

Tanim 2.5.7: (X, d) bir metrik uzay olsun. X uzaymdaki her Cauchy

dizisi X uzayimnin bir noktasina yakinsiyorsa X uzayina tam metrik uzay denir
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(Balci, 2000).

Teorem 2.5.8: k € Nicin R¥ standart uzaymm bir A alt kiimesinin kom-

pakt olmasi icin gerek ve yeter sart A kiimesinin kapali ve sinirli olmasidir

(Kogak, 2004).
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BOLUM 3
WARPED CARPIMI

Bu boliimde iki yari-Riemann manifoldun warped ¢arpimi ve bunun baz

ozellikleri, warped ¢arpimin geodezikleri ve egrilikleri incelenmigtir.

3.1 Warped Carpimlari

B ve F yari-Riemann manifoldlar1 verilsin. B manifoldunun metrik ten-
sortinii gg ve F' manifoldunun metrik tensoriinii ise gp ile gosterelim. O

halde B x F' yari-Riemann ¢arpim manifoldunun metrik tensorii

7™ (g8) + " (gr) (3.1)

seklindedir. Burada 7 ve o, B x F' ¢arpim manifoldunun, sirasiyla, B ve F'

manifoldlar: tizerindeki izdiigtimleridir.

Tanim 3.1.1: Kabul edelim ki B ve F' iki yari-Riemann manifoldlar
ve f: B — (0,00), f > 0, B manifoldu iizerinde bir diferensiyellenebilir

fonksiyon olsun. M = B x; I’ warped carpimi

g=m"(g98) + (fom)*0"(9r) (3-2)

metrik tensorii dahilinde B x F' ¢arpim manifoldudur. Eger z, (p,q) nok-

tasinda B x F' carpim manifoldunun tegeti ise o zaman

9(x,x) = gp(dn(z), dn(x)) + f*(p)gr(do(z),do(x)) (3-3)

olur.
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f warping fonksiyonu 1 oldugunda B x ¢ F' manifoldu, yari-Riemann ¢arpim
manifoldu olur. Burada B manifolduna M = B x; F' carpim manifoldunun

tabani, F' manifoldu ise fibre olarak adlandirilir.

Sekil 3.1. M = B x I warped ¢arpimi

Tanmim 2.1.15 dikkate alindiginda

Tp(n(p)) = {k | k : Ts(n(p)) x Tp(x(p)) — R}

Ti(m(q) = {t [ t: Tr(x(q)) x Tr(n(q)) — R}

olduklarindan
gp : T,(B) x T,,(B) — C*°(B,R) ve gr : T,(B) x T,(B) — C*(F,R)

metrikleri, sirasiyla, T (7(p)) ve Ty(m(q)) uzaylarimin elemanlaridir.
M = B xj I tizerinde vektor alanlar1 X ve Y olsun. X = X + X,
Y =Y] + Y; olarak aldigimizda B manifoldunun vektor alanlar1 Xy,Y; ve F'

manifoldunun vektor alanlari ise X5, Y5 olur. Boylece

gm =7 (g8) + (for)’0*(gr)
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olmak {izere
gt T, (M) x T,(M) — C=(M,R)
(X, Y) — gm(X)Y) =gm(Xi+ X5, Y1 +Y2)
gm (X1, Y1) + gm (X2, Y2)
9B(X1, Y1) + gr(X2,Y?)
(m*(98) + 0" (9r))(X,Y)

olur. Buradan da (3.1) esitligi elde edilir.

Tanim 2.1.13 ve Tamim 2.1.16 gozoniine alinirsa

(7" (98))(z) = gplm.(z)] = gp(dn(z))
seklinde ifade edilir. Boylece

g(CL’,[E) = 7T*(gB) + (fOTr)2O-*<gF)) x,x)
(

bulunur. Bu durumda (3.3) ifadesi ispat edilmis olur.

Yari-Riemann yapisinda p X F' = 7~ !(p) fibrelerinin ve B x ¢ = o~ 1(q)
liftlerinin M manifoldunun yari-Riemann altmanifoldlar: oldugu ve warped
metrigi asagidaki sekilde karakterize edilir.

1) Her ¢ € F igin 7 |(pxq) fonksiyonu B manifolduna izometridir.

2) Her p € B i¢in 0 | (,xp) fonksiyonu 1/ f(p) skalar carpaniyla F' mani-
foldu tizerine pozitif bir homotetidir.

3) Her (p,q) € M igin B x q lifti ve p x F fibresi (p, ¢) noktasimda orto-

gonaldir.

Teget vektorleri liftlere yatay, fibrelere ise dikeydir. Burada 7{, 4)(IM) uza-

yinin yatay altuzayi olan T(, ;) (B X ¢) uzaymn tizerindeki ortogonal izdiistimiinii
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N ile dik altuzay1 T, o) (p x F) tizerindeki izdiistimiinii ise ¥ ile gosterelim.

Yardimci Teorem 3.1.2: M ve N yari-Riemann manifoldlar, gg ve gp,
sirasiyla, M ve N manifoldlarinin metrik tensorleri olsun. Eger 7 ve o,

M x N manifoldunun izdiisiimleri ise

9 ="1"(9m) + 0" (gn)

seklinde elde edilir. ¢ metrigi, M x N manifoldu iizerinde metrik tensor ise

bu manifold yari-Riemann ¢arpim manifoldu olur.

Ispat: Eger v,w € T, (M x N) olmak iizere (3.3) ifadesi gozoniine
alimirsa

9(v,w) = gu(dm(v), dm(w)) + gn(do(v), do(w))

olarak bulunur. Yani g); ve gy, sirasiyla, M ve N manifoldlarinda metrik

tensoriidiir. Metrik tensorde i¢ ¢arpim taniml oldugundan

g(“aw) = gM(U7w> +9N(an)
= gu(w,v) + gn(w,v)
- g(wvv)

elde edilir. O halde g simetriktir. Simdi non-dejenere oldugunu gosterelim.

Vw € Tipq (M x N) icin g(v,w) = 0 iken v = 0 olur. Yani w € T(pq)(N),
dr(w) = 0 oldugu igin gy (do(v),do(w)) = 0 elde edilir. M manifoldundaki
dr(w) diferensiyeli sifir oldugundan M x N g¢arpim manifoldunda N mani-
folduna ait elemanlarda sifir olur. 7, N uzaymdaki her eleman do(w) for-
mundadir. Bu durumda do(v) = 0 olur. Aym sekilde dn(v) = 0 bulunur.
Boylelikle ispat tamamlanmig olur.

T,M ve TyN uzaylarinin ortanormal bazlarmin birlesimi, T{, (M x N)

uzayimin ortanormal bazi olarak bulunur. Bu yiizden g metriginin indeksi
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indM + indN sabit degeridir.

Yardimci Teorem 3.1.3: h € F(B) olmak tizere M = B X; F' mani-
folduna gore h fonksiyonunun A o 7 liftinin gradienti, B manifoldu {izerinde

h fonksiyonun gradientinin M manifolduna gore liftidir.

ispat: grad(hom), B manifoldu iizerinde grad h doniistimiiniin 7 ile iligkili
ve yatay oldugunu gosterecegiz.
=Eger v, M manifoldunda dik teget vektor ise Tamim 2.1.15 dikkate

alindiginda;

< grad(hom),v> = wv(hom)

olur. Boylece grad f, df diferensiyeline metrik olarak denktir. Her bir

v € T{p,oM i¢in grad f, M manifoldunun normali oldugundan
<grad f,v >=v(f) =v(f |m) =0

esitligi vardir.

<« Eger x yatay ise

<dr(grad(hom),dn(z) > = <grad(hom),z >
= z(hom)
= dmr(x)h
= <gradh,dr(z) >

olur.

Onerme 3.1.4: M = B x; F iizerinde X,Y € L(B) ve V,W € L(F) ise
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1) DxY € L(B), B manifoldu tizerinde DxY vektor alanimin liftidir.

2) DxV =Dy X = (X(f)//)V.

3) norDyW = II(V,W) = —(< V,W > /) grad f.

4) tanDyW € L(F'), F manifoldu tizerinde Dy W vektor alaninin liftidir.

ispat:

1) Teorem 2.1.12 gozéniine alinirsa

2<DxY, V> = X<Y, V>4Y <V X>-V<XY >
— <X YVV]>+ <Y [VX] >+ < V[X,Y] >
= <V[X)Y]>-V<X)Y >
= <V, [X,Y]>
=0
olur. Dolayisiyla
<DxY, V> =0

elde edilir.

Bu durumda V' € L(F) oldugundan DxY € L(B) olur.

2) [X, V] =0 oldugundan DxV — Dy X = 0 bulunur. Yani DxV = Dy X
olur. B ve F manifoldlarindaki vektor alanlari birbirine dik oldugundan

X <Y,V >=0 elde edilir. Bu iglemler agikca yazilirsa

X<Y V> = <DxyY,V>+<Y DxV >
= <V,DxY >+ < DxVY >
=0

olur. Boylece
<DxVY > = —<V DxY> =0

bulunur. Teorem 2.1.12 ifadesindeki Kozsul formiilii kullanilirsa
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2<DxV.W> = X<VIW>4+V<WX>-W<X, V>
—< X, [VW] >+ <V, [W,X]>+<WI[X, V] >
= X<VW>—-<X,[V,W]>
veya

2< DxVW>=X <V, W > (3.4)

bulunur.

Warped metrik tensor tanimindan
g(V,W) = gs(V.W) + f*(p)gr(V, W)
olur. Burada VW € L(F) oldugundan gp metrigi sifirdir. Boylece
<V.W > (p,q) = f*(p)gr(Ve, Wy) (3.5)
elde edilir. (3.5) esitliginde f o 7 yerine f yazilirsa;
<V.W >= fA(gp(V.W) 0 0) (3.6)

esitligi bulunur.

X vektor alani teget oldugu yiizeylerde sabittir. Bu yiizden
X < V,W >= X[f*(gr(V,W) 0 0)] (3.7)

olur.

(3.4) esitliginde (3.7) ifadesi kullanilirsa

2<DxV.W> = X<V, IW>
= X[f*(gr(V.W)o0)
= X(fA)((V.W)oo)+ f2X[(V.W)o0)]
= 2fX(f)(V,W)oo0)



olur. Boylece

< DxV,W >=2fX(f)(V,W)o0)

esitligi bulunur. (3.6) ifadesi (3.8) denkleminde yerine yazilirsa

<V,W >
72
elde edilir. Boylece (3.9) esitliginde gerekli iglemler yapilir

X
< DxV,W > = <%V,W>

2 < DxV,W >=2fX(f)

ve i¢ carpim ozellikleri kullanilarak

Sa

X
f
bulunur.
3)
V<WX>=<DyWX>+<W DyX >=0
ve
< DyW X >=—<W,DyX >
olur.

(3.11) denkleminde (3.10) ifadesi kulanilirsa
X(f)

—<W,DyX > = —<W,—=V >
X
= —%)<V,W>

seklinde elde edilir.
Tanim 2.1.15 yardimiyla

<DyW X > = (—

33

(3.10)

(3.11)
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olur. Boylece

DyW = —% grad f

elde edilir.
V,W € L(F) oldugu i¢in norDyW = DyW bulunur. Tamm 2.4.17
gozoniine alimirsa nor Dy W = I1(V, W) olur. Dolayisiyla

<V, W >

norDyW = I11(V,W) = — 7

grad f

bulunur.

4) V ve W vektorleri biitiin fibrelere teget oldugundan, V' ve W vek-
torlerine kovaryant tiirev uygulanmis olan fibre tanDy W anlamima gelir.
Homotetiler, Levi-Civita koneksiyonu korudugundan ¢ iligkili oldugu ortaya

gikar.

Sonug 3.1.5: Bir warped carpiminin B X ¢ liftleri total geodezik; p x F
fibreleride total umbiliktir.

Ispat: Onerme 3.1.4 gereginde bulunan (1) ifadesi yardimiyla her liftin
sekil tensorii sifirdir.  Yani < DY,V >= 0 olur. Fibre iddias: ise Onerme

3.1.4 ile verilen (3) ifadesinden gosterilir.

3.2 Warped Carpim Ornekleri

1) Bir dénme yiizeyi, dénen egrinin farkli konumlardaki yiizeyleri ve
donme halkasindaki fibreleriyle birlikte bir warped carpimidir. M mani-
foldu, bir C diizlem egrisinin R3uzaymdaki bir eksen etrafinda dénmesiyle
elde ediliyorsa ve f : C'— RT eksene kadar olan mesafeyi veriyorsa o zaman

M = C x; S*(1) ifade edilir.
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2) R? — {0} uzayma bakalm. Kiiresel koordinatlarda R* — {0} uzaymm
yay elemani

ds® = dr® + r?(d6® + sin® 0dp?)

seklindedir.

r = 1 i¢in S? birim kiiresinin dogrusal elemanim elde ederiz. R* — {0}
uzaymnmn (t,p) — t, dogal doniigiimii altinda R* x S? manifolduna difeomorf
oldugu agiktir. Bu nedenle ds? formiilii vasitasiyla R® — {0}, R x S? mani-
foldu ile tamimlanabilir. R? — {0} uzayinda yiizeyler, baslangi¢ noktasi orijin
olan 1ginlardir.

Fibrelerde S?(r), r > 0 kiireleridir. Genel olarak R™ — {0}, RT x S"~!
manifolduna izometriktir.

3) Warped garpimlar, ¢evremizdeki en basit drnekleri yildizlar ve kara

delikler olan evrenin standart uzay cagi modelidir.

3.3 Warped Carpim (Geodezikleri

Herhangi bir carpim manifoldunda oldugu gibi B x; F' manifoldunda da -~y
egrisinin B ve F' manifoldlarima olan izdiistimleri, sirasiyla, a ve 8 oldugunda

v egrisi,
seklinde yazilabilir.

Onerme 3.3.1: M = B x 7 F warped carpiminda bir v = (o, #) egrisinin
geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart
1- B manifoldunda o = gp(3, 8')f o argrad f,

-2 d
2- F manifoldunda 3" = (foa)
foa ds

3" olmasidir.
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Ispat: Sonuc lokal olacagindan keyfi olarak kiiciik aralikta calismak yeter-
lidir. O halde s = 0 olsun.

Durum 1:

~'(0) egrisi ne yatay ne de dikey olsun. Bu durumda « ve 3 egrileri
regiilerdir. Kabul edelim ki « egrisi, B manifoldu iizerinde X vektor alaninin
integral egrisi ve § egrisi, I manifoldu iizerinde V' vektor alaninin integral
egrisi olsun. X ve V vektor alanlar: ile M manifoldundaki liftleri gosterebili-
riz. vy egrisi, X 4+ V vektor alaninin integral egrisidir.

Tanim 2.1.9 yardimiyla

T (X V)0)

bulunur. + egrisinin ikinci mertebeden tiirevini aldigimizda

1"

v = Dy (X +V)

= Dyiy(X +V)

= DxX+DxV+DyX+ DyV
= tan ’y" + nor”y”

= 0

elde edilir. Bu durumda Onerme 3.1.4 geregince

< DXX + DVX + DXV + DVV 4 <X,X>+2<);,V>+<V,V> grad f7 U>=0

elde edilir. DxX € L(B), U € L(F) ise iglemler agildiginda;

<X, X >
< DxX +2DyX + D,V + ’fgradf +

<V, V>

rad f,U >=0
78 f

olur.

Onerme 3.1.4 geregindeki (3). ifadede

norDyW =II(V,W) = —(< V,W > /f)grad f
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oldugundan tanDyW € L(F') ve F manifoldu iizerinde Dy W vektor alaninin

liftidir. Boylece
< X+V,X+V >

norDxv(X +V)=11(X+V,X+V)=—( 7

olur. Burada son esitlik ele alindiginda;

_<XX>+2<XV>+<MV>
f

grad f =0

elde edilir. O halde

X, X
<7#>gradf—irLfv>gradf=0

esitligi bulunur. Onerme 3.1.4 geregindeki (3). ifadeden dolay

X, X
Dy X = —%Egradf

bulunur. Burada nory” = 0 olur. Boylece

DXX:LFgradfépxx_$

elde edilir. Onerme 3.1.4 geregi dikkate alimirsa

grad f =0

<X, X >
<DXX+2DWX+[NV+~——?——gmdf+

<V.V >

ve

< DxX+2DyX +DyV,U >=0

olur. Son esitlikte iglemler yapildiginda;

< DxX,U>+<2DyX,U >+ < DyV,U>=0

Jegrad f =0

(3.12)

(3.13)

grad f,U >=0

elde edilir. Burada DxX € L(B) ve U € L(F) oldugundan < Dx X, U >=0

olur. O halde
<2DyX +DyV,U >=0
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olur. Boylece

2Dy X + DyV =0

bulunur. Onerme 3.1.4 geregindeki (2) ifadesinden,

2(M) +DyV =0

/
elde edilir. Buradan < V,V >= f2¢p(V,V)vea = X, 3 = V olur. Boylece
(3.13) denkleminde < V,V >= f2¢gp(V,V) ifadesi yerine yazilirsa,

2
DyX = f QF(‘/’V) orad f

f
= fgr(V.V)grad f

= fgr(B',5") grad f
elde edilir. (3.12) denklemi yardimiyla

o = (foa)gp(f,p)grad f

olur. Onerme 3.1.4 geregindeki (2). ifadeyi elde etmek icin asagidaki islemler

yapilirsa,
2(@)‘/ +DyV = 0
< gradff,X >
= -2 7 1%
_ o< gradff, o >ﬁ’
" —2 d(fOCV) /
8 N foa ds b
bulunur.
Durum 2:

Bu durumda +/(0) yatay sart1 vardir. Eger 7 egrisi geodezik ise boylece
liftler total geodeziktir. Tanim 2.3.6 gozoniine alindiginda ~ egrisi geodezik

ise v/ = 0 olur. +" = 0 oldugunda tany" = 0 ve nory’ = 0 bulunur.
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nory" = 0 durumunda v egrisi, total geodeziktir ve v/(0) egrisi yatay oldugun-
dan noktalar § x ((0) iizerinde kalir. Sadece +/(0) egrisi B manifolduna
diistiigiinden ve 3 egrisinde fibre oldugundan tek o’ kalr. Buradan 5 (0) = 0
olur Dolaysiyla 3 sabittir. v = (a, ) = 7/ = («, 6/) olur. Onerme 3.3.1
gereginin (1). ve (2). ifadelerinde f egrisinin tiirevleri oldugundan /3 egrisi,
(1). ve (2). ifadelerinde sabit oldugu agikardir. Aksine (2). ifadesi kabul
edilirse buradan 8'(0) = 0 ve 3 egrisi sabit olur. Sonra (1). ifade gosterir ki
a egrisi geodeziktir. Boylece v egriside geodeziktir.

3(0) = 0 oldugundan (1). ifadeden a” # 0 ve (2). ifadeden 8° = 0 olur.
Buradan «a ve 3 egrileri geodezik olur. Boylece v egrisi geodeziktir.

Durum 3:

Bu durumda +/(0) # 0 ve dikey sart1 vardir. O zaman p = «(0) nok-
tasinda gradf # 0 kabul edilebilir. Durum 2 de gosterildigi gibi p x F' fibresi
total geodeziktir. Eger v egrisi geodezik ise ~ egrisi sifir1 iceren bir aralik
tizerinde olmaz ve 7y egrisi, p X I’ fibresinde kalir. Bu nedenle Vi igin {s;} — 0
seklinde bir dizi vardir. Boylece 7 (s;) egrisi ne yatay ne de dikey olur. O za-
man Durum 1 ifadesinin devami olur. Tersine o (0) # 0 oldugunu gostersin.
O halde yukaridaki gibi {s;} dizisi vardir ve Durum 1 ifadesindeki gibi 7 egrisi
geodeziktir.

Aciklama.

v = (a, B) egrisi, M = B x ¢ F' manifoldunda geodezik olsun. Eger o ve
o lineer bagimli ise a” (s) = f(s)a’(s) sartin1 saglayan o egrisine pregeodezik
denir. o egrisi pregeodezik ise < o, o’ >= 0 olur. Boylece Onerme 3.3.1
gereginin (2). ifadeden dolay1 [ egrisi pregeodeziktir. [ egrisi pregeodezik

ise (3.14) esitliginin tiirevi alindiginda

C=(foa)gr(8,s) (3.14)

fonksiyonu sabit olur. Onerme 3.3.1 gereginin (2). ifadeden dolay1 da tiirevi
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sifirdir. Buradan

C'=4(foa)’(foa)gr(F,5)
olur. [ egrisi pregeodezik oldugundan gp(ﬁl, ﬁ/) =0, C" =0 olur. Boylece
gp(ﬁ,, 6/) metrigi (3.14) denklemindeki Onerme 3.3.1 gereginin (1). ifade de

C
yerine konulur ve ¢ = 2_f2 esitligi yazilirsa,
C
o = grad f = —grad ¢

(foa)®

elde edilir. Boylece parametrelendirme yoluyla %, £ egrisinin keyfi karak-
terine bagh olarak -1, 0, 1 diisiiniilebilir.

Yari-Riemann ¢arpiminin 6zel bir halinde warped fonksiyonu sabit oldu
gunda onermenin (1). ve (2). sikkindaki denklemler,

1 a" =0,

2) 5 =0

seklinde olur.

Yardimci Teorem 3.3.2: B ve F' tam Riemann manifoldlar ise,

M = B x; F manifoldu her f warped fonksiyonu icin tamdir.

Ispat: Metrik tamlik kriteri kullamlarak ilk énce v vektorii, M mani-
folduna teget oldugu zaman f > 0 ve Riemann manifoldu olur. Dolayisiyla

< v,v >2>2<dmv,drv > bulunur. Bu yiizden herhangi bir egri pargasi igin

/()

>
D) = [Pe)

oldugundan,

L(a) > L(mo «)
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elde edilir. Bundan dolay1 her m, m" € M icin

d(m,m’) > d(xm,mm)
seklindedir. Bu o6zellik de bize sunu ifade eder;

M manifoldunda {(p;, ¢;) }, Cauchy dizisi ise o zaman {p; }, B manifoldunda
da Cauchy dizisidir. B manifoldu tam oldugundan {p;} dizisi B mani-
foldunda p noktasina yakinsar. Boylece dizinin B manifoldundaki bazi kom-
pakt K kiimelerinde bulundugu kabul edilirse K kiimesinde f > ¢ > 0 olur.

O zaman degiskenin varyant1 Vm, m' € K x F icin

d(m,m") > cd(om,om)
seklindedir. Artik {¢;}, F manifoldu tizerinde bir Cauchy dizisi olur. Bu
durumda {¢;} dizisi yakmsaktir. O halde, M manifoldu tamdir. Bu sonug
indefinite metriklerde gegersizdir. Asagidaki érnekte B ve F' manifoldlarida

definite metriklerdir.

Ornek 3.3.3: (Beem, Buseman): M = R} x. R! olsun. Onerme
3.3.1 geregince geodezik denklemler agagidaki sayisal formiillere indirgenebilir.
Boylece

"

a _ _51262a’ 5” _ _2a,6l

olur. ~y(s) = (Ins,1/s) egrisi, s > 0 noktasinda tanimlanan bir geodeziktir.
v egrisi uzatilamaz ve tam olmadigi bellidir, o halde M manifoldu da tam
degildir.

Tersine bakilirsa M manifoldunun metrigi, M = R{ X R! i¢in de aym

sonucu verir.
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3.4 Warped Carpimin Egriligi

Calhgmamizin bu kisminda, bir M = B x; F' warped carpimimin egriligi, f
warping fonksiyonu yardimi ile B ve F' manifoldlarinin egrilikleri cinsinden
hesaplanmasi verilmigtir.

B manifoldu iizerindeki bir A kovaryant tensorii icin A tensoriiniin M
manifoldundaki lifti A, 7 : M — B izdiigiimii altinda A tensoriiniin 7*(A)

geri doniigiimiidiir. (1, s) tipinde
A:x(B)x..xx(B) x x(B) — x(B)

seklinde tanimlanan tensoriinii gozoniine alalm. Eger vy, ...,v5 € T{y (M)
tensorleri ile A(vy,...,v,), (p,q) tipinde yatay vektér olarak tammlamrsa,
A(drvy, ..., drvy), T,(B) uzaymn izdiigiimii olur. Boylece her iki durumda
A herhangi bir dikey vektorler iizerinde sifirdir. Bu tanimlamalar benzer bir
sekilde F' manifoldundaki liftler i¢in de gecerlidir.

h € F(B) ise h fonksiyonunun Hessian'min M manifoldundaki lifti H" ile

gosterilir.

Onerme 3.4.1: M = B x ¢ F' manifoldu, Riemann egrilik tensoriiyle
birlikte bir warped ¢arpimi olsun. X,Y,Z € L(B) ve U,V,W € L(F) ise,

(1) RxyZ € L(B), B manifoldu iizerinde ® Ryxy Z ’nin liftidir.

(2) RyxY = (H/(X,Y)/f)V. Burada H/, f fonksiyonunun Hessianidir.

(3) RxyV = RywX =0.

(4) RxyW = (< V,W > /f)Dx(grad f).

(5) RywU :FRVWU_(< grad f,grad f >

f2

H<V,U>W—-<W,U >V}
sartlar1 saglanir. Bunlar tensor denklemleridir ve 6zel tanjant vektorlerinde

de gegerlidir.

ispat:



43

(1) Kabul edelim ki R ve F' R | sirasiyla, B ve F manifoldlarinin Riemann
egrilik tensorlerinin M manifoldundaki liftleri olsun. 7 izdiigiimii her lifte
izometri oldugundan ® R, B manifoldundaki liftlerin Riemann egriligini verir.
Benzer durum o izdiistimii bir homoteti oldugundan ¥R icin de gecerlidir.
Ciinkii yiizeyler total geodeziktir ve ZR yatay vektorlerde M manifoldunun
R egrilik tensorii ile bagdasir.

Fibreler genelde sadece umbilik oldugundan benzer iddia ¥R ve R liftleri
icin gecersizdir.

(2) V € L(F) ve X € L(F) oldugundan [V, X] = 0 olur.

RyxY = Dwyx)Y —[Dy,Dx]Y
= —DyvDxY +DxDyvY

(3.10) esitligi gozoniinde bulundurulursa Dx DyY vektor alanimin tiirevi,

DxDvY = Dx((Y(f)/f)V)
= XY(NH/HV + V(N HDxV
= XY (N/f+YNHXA/DIV+ X/ HV
= [XY(N/f = DxY)(N)/ IV
= HI((X,Y)/f)V.
olur.

(3) [V, X] = 0 kabul edilirse bir 6nceki ispata benzer sekilde
RywX = =Dy DwX + Dy Dy X

elde edilir. Boylece

DyDwX = Dy(X(f)/ /)W
= V(XN W) = (X())/ ) Dy W
olur. X (f)/f fibrelerde sabit oldugundan V' (X (f)/f) = 0 olur. Bu durumda

DyDwX = (X(f)/f)DyW
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elde edilir. Buradan
DwDyX = Dw(X(f)/fV)
= WX(N)/IV)+ X))/ fDwV

bulunur. Aym gekilde W(X(f)/f) =0 olur. Sonug olarak;

RywX = —(X(f)/f)DvW + (X(f)/f)DwV
= (X(f)/f) (=DyW + DyV)
= (X(N)/ /)W, V]
— 0

(
(

elde edilir. Egriligin simetriliginden dolay1

< RxyV.,W >=< Ryw X, Y >=0
bulunur. Boylece

< RxyV,Z >=— < RxyZ,V >=0

olur. Ciinkii burada RxyZ € L(B), V € L(F) seklindedir. Bu esitliklerden
W e L(F), Z € L(B) oldugundan RxyV = 0 olur.

(4) Ik olarak < RxyW,U >=< Ryy X,V > oldugundan (3). ifadeden
dolay1 sonug sifirdir. U vektor alami dikey oldugundan Rxy W yataydir. (3)
ifadesinden yola cikilarak Ry X = 0 oldugundan ve egriligin simetrisinden

dolay1 RxyW = RxwV olur. Burada (2) ifadesi kullamlarak,

<RxyW,)Y > = <RyxV,W> = HI(X)Y)<V,W>/f
= (< V,W>/f) < Dx(grad f),Y >

olur. Dolayisiyla Rxy W yataydir ve bu denklem tiim Y vektor alanlar: i¢in
gegerlidir. O halde (4) saglanir.

(5) Onerme 3.4.1 ifadesinde verilen (3) numarali 6zellik geregince Ry U
diktir. Bu sebepten < Ry U, X >= — < RywX,U >= 0 olur. Ciinkii
o izdiisiimii fibrelerde homotetidir ve * Ryy U € L(F) her fibredeki V, W, U
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egrilik tensorlerinin bir uygulamasidir. Bu yiizden " RywU, RywU Gauss

esitligiyle iligkilidir. Fibrelerin sekil tensorti,
IN(V.W) =—(< V.W > /f)gradf

olarak verildiginden istenilen sonu¢ bulunur.
Simdi bir warped carpimin Ricci egriligini gozoniine alalim. B mani-
foldunun Ricci egriliginin liftini (7 geri doniistimiinii) ? Ric seklinde ve benzer

yolla I’ manifoldunun Ricci egriligini ise © Ric ile gosterelim.

Sonug 3.4.2: d = boyl" > 1 olmak tizere M = B x s F' warped ¢arpiminda
X, Y vektor alanlarinin yatay ve V, W vektor alanlarinin dikey oldugunu kabul
edelim. O zaman

1. Ric(X,Y) =8 Rie(X,Y) — (d/f)H/(X,Y)

2. Rie(X,V) =0

3. Ric(V,W) =" Ric(V,W)— <V, W > f* oyle ki

P #4_ (d— 1)< gradf}2gradf >

ve A(f) = C(H'), B manifoldu iizerinde Laplasiyenidir.

ispat:
1. Tamm 2.4.12 gozoniine alnirsa Ric(X,Y) = —g ( > R(Xi,X)Xi,Y)

i=1

olur. Burada X,Y € L(B), X; € L(M) ve X; = (U; +V;) olacak sekilde
U; € L(B), V; € L(F) olsun. Buna gore

Ric(X,Y) = —g ﬁ:R<XiaX)Xi=Y)
= —g ﬁ:R(UiJr%,X)(UiJrV%),Y)
= o ($ )+ R X @41,

olur. g = gp+f2gr esitligi ve Riemann egriliginin lineerlik 6zelligi kullanilirsa,
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elde edilir.
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M:

o

i (Z (R(Us, X)Us + R(Vi, XU ,Y)

1=

[R(U;, X) + R(V;, X)| U, Y>

Il
—

o (32 1R X) + R(V: X)]v;,y)
=1

—

i (z (R(U, X)Vi + R(Vi, X)V] ,Y)

1=1

—o (£ rw 0.y ) o (5 R0 00

i=1 =1

—g (Enfl R(UivX)Vi7Y> —g (il R(%,X)%,Y)

<V, Vi >

g (f} R(Ui,X)UZ-,Y> S H(XY)

i=1

g (z R(UL, X)U; Y) CHIX,Y)S g < Vi Vi > /f
i=1 =1

BRic(X,Y) — (%)Hf(X, Y)

2. X € L(B),V € L(F) oldugundan Ric(X,V) = 0 elde edilir.
3. Tanmim 2.4.12 gozoniine alimirsa, Ric(V,W) = —g (2 R(X;, V)X, W)
olur. Burada VW € x(F), X; € x(M) ve X; = (U; +V;) olacak sekilde

U; € L(B),V; € L(F) olur ve Riemann egriliginin lineerlik 6zelligi kullanilirsa,
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elde edilir.
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<V, Vi >V

n < grad f,grad f >
-9 LZl "Ry vVi—( 2

d d n
< gra f],czgra f><V,W>Z<V¢,V7;>
i=1

—<gradf,gradf>/f2<V,W>—|—<V,W>VTf

FRic(V,W) —

FMMNW—<MW>(%<yMﬁny>
<grad f,grad [ > = ¢

F Rie(V, W)~ <VW>( < grad f,grad f > + Y4 )

FRic(V,W)— < V,W > f*
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BOLUM 4

RIEMANN MANIFOLDLARIN WARPED
CARPIMLARI VE SKALAR EGRILIGI

Bu bolimde M ve N Riemann manifoldlarmin egrilikleri ile M x; N
warped carpiminin skalar egriligi arasindaki iligski elde edilmistir. M kom-
pakt iken M X N ¢arpim manifoldunda sabit skalar egriligini elde etmek icin

f fonksiyonu aragtirilmigtir.

M = (M,,,g) ve N = (N,,h) Riemann manifoldlar: olsun. f € C*>°(M),

M manifoldu tizerinde f > 0 i¢in warped carpimi
M x¢ N =((M % N)min, g+ f°h)

seklinde ifade edilir. M x; N, N ve M manifoldlarinin, sirasiyla, E, Hve R
skalar egrilikleri arasindaki iligki gosterilmistir. Bu iligki f fonksiyonundan
saglanan lineer olmayan kismi diferensiyel esitliktir. Bu durumda M kompakt
ve irtibathidir. Ayrica kanonik eliptik operator —D —|—§ ifadesinin asli egrilik
degerleri ve asli egrilik fonksiyonlar1 elde edilmistir. Burada D koneksiyonu,
M manifoldu ic¢in Laplasiyendir. Sonug olarak f fonksiyonunu bulmak igin
M x ¢ N manifoldunun sahip oldugu skalar egrilik kullanilmigtir.

M x; N iizerindeki g = g + f*h Riemann metrigi, M x N manifoldu

{izerinde X , Y vektor alanlari igin

3(X,Y) = g(m. X, mY) + (f o) 2h(w, X, w,Y)

seklinde tanimlanir. Burada 7 ve w, sirasiyla, M ve N manifoldlar tize-

rindeki kanonik izdiigiim fonksiyonlaridir.
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uw e C*(M) i¢in Aju = DD =| g |72 d(g7 | g |2 d;u) ifadesi ile
(M,,, g) manifoldunun Laplasiyen operatorii Agveya A olur. Boylece M =R
esitliginde u reel degerli fonksiyon igin Au = u” geklindedir (Dobarro and
Lami Dozo, 1987).

M manifoldu iizerinde k € C*°(M), k > 0 olmak iizere ¢ = kg olsun.
g metrigi, g metrigine konformal olarak adlandirilir.  (M,,, g) manifoldu
tizerinde R skalar egriligi, R skalar egriligi ile baglantilidir.

4/(m—2

m>3vek=u ) alindiginda Yamabe esitligi;

_4(m-1)

o Agu+ Ru = R u(m+2)/(m=2) (4.1)

olarak verilir.

Teorem 4.1: R, H ve E, sirasiyla, M, N ve M x; N manifoldlarmin
skalar egrilikleri olsun. u = f"*1/2 oldugunda

4n
+1

Agu+ Ru+ Hu=3/0+) — Ry, (4.2)

esitligi saglanir.

Ispat: g =g+ f2h = f2(f%2g + h), boylece §, M x; N manifoldu iize-
rinde g = (f~2g + h) esitligine, f~2¢ ifadesi de, M manifoldunda ¢ skalarna
konformaldir. m > 3 olmak iizere f fonksiyonu i¢in M manifolduna (4.1)
esitligini uygulanirsa

—4(m —1 A
=MD\ g Ry = g -2 (4.3)
m—2
elde edilir. 7%(m2) = -2 egitligi ile f fonksiyonunu bulunur. Burada R,
(M,,,, f~2g) manifoldu tizerindeki skalar egriligi ifade eder.

m+n > 3 iken, M x N garpim manifoldunda (4.1) denklemi kullanilirsa;

—4(m+n—1)
m+n—2

A;w + éw — éw(m+n+2)/(m+nf2) (44)
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esitligi elde edilir. % ™t"=2) — £2 itligi ile f fonksiyonu elde edilir.
Boylece E’, (M X N)pin, Z) manifoldu iizerinde skalar egriligi ve A? ifadesi
de Laplasiyen operatorii tanimlar.
1 € C*(M) oldugunda AET/J = A¢p2g4n) = A(p-247 olur.  Lokal
koordinatlarda
| [ |=det(f%gi) = " | g |
ve

(f%9)7 = f?g”

esitligi ile
12

Agpzgp =] 729 |72 0[(f29)7 | f 2]

bulunur. Bu yiizden

Dgoagy = 7 2m/m=2 g1 72 9, [y2gid g oy

(4.5)
= A+ 2990m0y] ="
olur. Diger bir yandan
Ag(1) = nAgth + Y Agn + 297 0mds
ve (4.5) denklemiyle
n(m+2)/(m—2)A§¢ — Ag(ﬁ@@ — ¢Agn (46)

~

elde edili. R = R+ H esitligi vardir ve (N,,h) ile (M,,, f~2g) ifadeleri
birer manifold olarak diisiiniiliir, (4.6) esitliginde (4.4) esitligini kullamir ve

n(m+2)/(m=2) " ifadesi ile carpma yapilirsa

Rt/ nen 2o/ (m2) - sl (A, () = 50,)

+n(m+2)/(m—2)(é_‘_ H)w
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elde edilir. (4.3) esitligi yardimiyla

D 4/(m+n—2 m— n 4(m+n—1
Reprpp/tmtn =2t/ m=2) - — —meﬁgn—ﬁﬁg(w)

+R77¢ +H77(m+2)/(m—2),¢

bulunur.

M mn=2) 4 (m—2)

n = 1 esitligine bakilirsa, u = f"*+1/2 egitligi almip, bu

son esitlikteki u terimini degistirip, u!'="/(**+1

ile carpilirsa

53 4n m4n— n —(m— n
Ru = — gm0/ Ay =2/ (1)

_(m+n742n)(m72)ul/(n+1)Agun/(n+1) + Ru + Hy(n—=3)/(n+1)
elde edilir. M manifoldu iizerinde herhangi bir a # 0, v € C*®°(M), v > 0
icin

A = a(a — D 2D'vDjw + av® 'A (4.7)
olur. Boylece a = n(n + 1) ve (4.7) denkleminde o = —(m — 1)/(n + 1)

esitligi secilerek sonuca ulasilir.

4.1 Sabit Skalar Egrilik

M ve N manifoldlarinin, sirasiyla, skalar egrilikleri R ve H olsun. M mani-
foldu iizerinde f > 0, f € C*°(M) fonksiyonunu arayacagiz. R € C*°(M),
w= D2 ¢ (M) ve H € C®(N) hesaba katilirsa Teorem 4.1 ifadesin-
den R icin A egrisinin sabit oldugunu ve H skalar egriligi ile ifade edilen N

manifoldunun sabit skalar oldugu anlagilmaktadir.

Teorem 4.1.1: M manifoldu kompakt ve irtibath olsun. N manifoldunu

sifir skalar egrilik olarak kabul edelim. M x; N tizerindeki skalar egrilik R
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ve R skalar egriliginde f fonksiyonunun sabit degeri A\; olur. f fonksiyonu

pozitif carpilabilir, sabittir, A tektir ve agsagidaki esitlik verilir;

4
)\I:inf{f( " Dv2—|—Rv2> dV;veHl(M),fv2dV:1}.
o \n+1 M

Burada H'(M) = {v € L*(M);|Dv|* = D'vDw € L*(M)} bir Sabolev uza-
yidir.

ispat: (4.2) esitligi geregince M manifoldu iizerinde v > 0, A € R ve
u € C®°(M) olmak tizere Lu = Au olur. Burada Lu = —4nAju/(n+1)+ Ru
seklindedir.

Tanim 4.1.2: M kompakt ve irtibath manifoldu tizerindeki lineer 6zdeger
problemi, mazyu; = 1 ile bir tek negatif olmayan wu; ¢oziim fonksiyonuna
sahiptir. Hatta M manifoldu tizerinde u; > 0 fonksiyonuna, L eliptik opera-
toriiniin asli egrilik fonksiyonu denir. Kargilik gelen \; 6zdeger fonksiyonu

basit ve asli 6zdeger olarak adlandirilir (Dobarro and Lami Dozo, 1987).

Sonug 4.1.3: K Gauss egriligi ve A Laplasiyen operatorii kompakt, ir-
tibath M = (M,, g) manifoldu ile verilsin, o zaman —A + K kanonik eliptik
operatoriin u; asli egrilik fonksiyonu M x,,, S* warped carpim —A + K ope-

ratoriin Ay asli egrilik degeri sabit skalar egrilige esit olma ¢zelligini saglar.

Ispat: (4.2) ifadesinde n = 1 alinsin. 2-boyutlu manifoldda R/2 = K
ve St kiiresinde H = 0 oldugu gozoniine almirsa, H € R, H < 0 durumu,
{O\ fN); A < Ar} egrisinin {(Aq, ru), 7 > 0} yar1 dogrusuna deforme edildigi
icin H = 0 egitligine benzerdir.
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4.2 Reel Uzay Formlarda Warped Carpimlari

Calismamizin bu boliimiinde reel uzay formlar {izerinde warped ¢arpimi tanim-

lanmigtar.

Tanim 4.2.1: M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu N , N ve M
manifoldunun Levi-Civita koneksiyonlari, sirasiyla, D ve D olsun. Gauss ve

Weingarten formiilleri

DyY = DyxY + h(X,Y),

Dx& = —AEX + Dx&

seklindedir. Burada X,Y vektor alanlar1 N manifolduna teget ve & vektor
alani ise NV manifolduna normaldir. A, ikinci temel formu tanimlar, D normal
koneksiyon ve A ise N altmanifoldunun sekil operatoriidiir.

—
H ortalama egrilik vektorti,

- 1 12
i n;l (€i€)

olarak tammlamr. Burada {e;...,e,}, N manifoldunun T'N tanjant deme-
tinin ortanormal catisidir. <, > i¢ carpim olmak iizere kareli ortalama egrilik,
H? =< H, H > seklinde ifade edilir.

K(m), @ C T,N, p € N noktasinda kesitsel egriliktir. 7, N altmani-

foldunun skalar egriligi ise

T= K(e; Nej)

1<J

olur.
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n+ 1, n > 2 durumunda a4, ..., a,, ¢ reel sayilar oldugunda

(Z al) =(n-1) <Z a? + c) (4.8)

elde edilir. ay + as = a3 = ... = a, olmasi durumunda 2a,a; > c esitligi

saglanir.

Teorem 4.2.2: ¢ : Ny x s Ny — R™(c) fonksiyonu, c sabit kesitsel egrilikli
Riemann manifoldunda N; x ; Ny warped ¢arpiminin izometrik immersiyonu
olsun.

(1) Ny x s Ny warped garpiminin 7 skalar egriligi,

Df n?*(n-—2)

5 1
T < n1f+ 1) H +§(n+1)(n—2)c (4.9)

seklinde ifade edilir. Burada n; = boyN;, n = boyN; x Ny olmak iizere

H?, ¢ fonksiyonunun kareli ortalama egriligidir. Ayrica N; manifoldunun
Laplasiyen operatorii A ile gosterilir.

(2) n = 2 alindiginda (4.9) esitligi elde edilir.

(3) Eger n > 3 durumunda asagidaki satlar saglanirsa (4.9) esitligi elde
edilir;

(3a) Ny x s Ny warped garpimi, ¢ sabit kesitsel egrilikli Riemann manifoldu
ve onun warping fonksiyonu Af = cf olur. Total geodezik altmanifoldda
oldugu gibi N; X s Ny manifoldu R™(c) uzayinda daldirilmistir veya

(3b) H? karesel ortalama egriligin pozitif oldugu acik alt kiimenin herhangi
bir nokta komgulugunda, N; x ; Ny manifoldu, R"™(c) uzaymn geodezigi ile
R™(c) uzaymin R"1(c) total geodezik altmanifoldunda dénel hiperyiizey gibi

izometrik daldirilmig olabilir.

Ispat: ¢ : Ny x; Ny — R™(c) fonksiyonu c sabit kesitsel egriligin bir

Riemann manifoldunda N; X y Ny manifoldunun izometrik immersiyonu olsun.
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ni, ng ve n, sirasiyla, Ny, Ny ve Ny x Ny manifoldlarimin boyutlaridir. Burada
n = ni + ngy olur.

Gauss egriligi kullanilarak

21 = n?H?*— || b ||* +n(n — 1)c (4.10)
elde edilir.
2
—2
5:2T—L1)H2—(n+1)(n—2)c (4.11)
n —

olarak verildiginde (4.10) ve (4.11) esitlikleri kullamilarak
n*H?> = (n—1) | h|]> +(n —1)(§ — 2¢) (4.12)

bulunur.
X ve Z, N; ve N, manifoldlarina teget vektor alanlar1 olsunlar. Oyle
€1, ..., €y, ortanormal cat1 seceriz ki e; = X, e,y1 = Z olur. Boylece e,

ortalama egrilik vektoriine paraleldir. (4.12) esitligi yardimiyla

(32 Bty n—l{Zh"“ Zh”“ +Z Z )> + 6 — 2c}

=1 i#j r=n+21,j=1
(4.13)

elde edilir. (4.13) denklemine (4.8) esitligi uygulanirsa
N = SO+ 3 S a2 (a1
i#£] r=n+21,j=1

olur. Q.11 ={1,...,n}\{1,n; + 1} oldugunda

K(ei Nepq1) > Z Z {( hn+1 n1+1j)2} (4.15)

r=n+1j€Qin,+1
i#j

1
- n+1 2
5 > (g Z >
z]EanlJrl r=n+21i,j€Qn;+1
o _ 0
+ Z (s + Py )’ + 5 = 5
r=n+2

bulunur.
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Ni X Ny carpim manifoldu bir warped ¢arpimi oldugunda N;, No mani-

foldlarina, sirasiyla, teget olan X, Z vektor alanlar: i¢in
Dx7 =DzX =(XInf)Z
esitligi elde edilir. Bundan dolay1
K(XNZ)=<DyzDxX — DzDxX,7Z >= %{(DXX)f—XQf} (4.16)
ifade edilir. (4.11), (4.15) ve (4.16) denklemlerinin birlegtirilmesiyle

1 n*(n — 2) 2. 1
T S ?{(Dmel) elf}+ ( 1) -~ H 2(n+1)(n—2)c (417)

esitligi saglanir. (4.17) esitsizligi dikkate alimirsa (4.14) ve (4.15) denklem-

lerindeki biitiin esitsizlikler saglanir. Boylece ¢ # j i¢in

Wit =0, By =0, BT =0 (4.18)

vei,] € Q41,7 =n+2,...,m i¢in
hr _h§n1+1_hr —0 hT‘ +h7‘1+1n1+1_0

olur. Diger bir yandan sekil tensorii asagidaki formdadir;

a 0
0
il -1 0
App1=10 b 0 ... 0|,a+b=y (4.19)
0
0 : pln, 1
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ve ) )
hi; 0 0 hipn O 0
0 0
0 : 0
0 0
A, = (4.20)
Plos 0 0 0 =Rl 0 -0 0
0 0
0 : 0
0 0
r =n+ 2,...,m icin Iy, k—ymc1 mertebeden birim matrisini ve 0, uygun

mertebeden sifir matrisini gostermektedir.
(4.17) esitligine benzer sekilde o = 1,2, ..., n; i¢in

1 9 n*(n—2) , 1
T S ?{<D€a€a)f — eaf} + m[’] + §(n + 1)(” — 2)0 (421)

elde edilir. Boylece a, 1’den n, e kadar toplanarak

A 2(n—2 1
mr < Tf + %H2 + 5mln+ (0 - 2)c (4.22)

esitsizligi elde edilir ve (4.9) denklemi ifade edilir. (4.9) esitsizligi 6zdes ise
herhangi bir a € {1,...,n;} i¢in (4.21) denklemi saglanir. Boylece her bir

aec{l,..,ni}vete{ng,..,n}ign

i jy bt =0,h0 =0, h5 =0, (4.23)
ve
olur.

Eger n = 2 ise, ny = ny = 1 olur. Boylece (4.16) yardimiyla 7 = Af
bulunur. Boylece (4.9) denkleminin saglandigy goriiliir.

Sonra n = ny + ng > 3 oldugunu farz edelim. (4.24) esitligine dikkat
edilirse A, 0 = ... = A, = 0 olur. Ayrican > 3ile (4.23) egitligine bakilirsa,
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(a) A1 =0 veya

(b)a=0,b=pu#0veyaa=p#0,b=0 elde edilir.

Durum (a): A,11 = 0 olsun. N; x f N manifoldunun, R (¢) uzaymn total
geodezik altmanifoldu oldugu durumda N; x ¢ N, manifoldu c sabit egrilikli
reel uzay formdur. Bu uzay formu 7 = n(n—1)c/2 ile N X y N3 manifoldunun
skalar egriligini sonug olarak verir.

Total geodezik altmanifold kiigiik oldugundan (4.9) denklemi ve
7 = n(n — 1)c/2 esitligi ile Af = cf ifadesi gosterilir. Bundan dolay1 f
fonksiyonu, ¢ = 0 veya ¢ # 0 oldugunda ya harmonik fonksiyon yada c asli
egrilik degeri ile Laplasiyenin asli egrilik fonksiyonudur.

Aksine N; x; Ny manifoldu, R"(c) reel uzay formun bir warped carpim
dagilmasidir. Oyle ki f warping fonksiyonu Af = cf esitligini saglar. Acikca,
herhangi bir m > n i¢in N; x y Ny manifoldu, total geodezik altmanifold gibi
ayn1 egriligin R™(¢) bir reel uzay formda lokal izometrik daldirilmig olmak-
tadir.

Durum (b): a=0,b=p #0veyaa = p # 0, b =0 olsun. Bu durumda
U={p e Ny x; Ny: H*(p) > 0} agik alt kiimesi tizerinde 4,1, 1, n — 1
cokluklariyla 0, p gibi asli egrilik degerlerine tamamen ayrilir. Birinci normal

alt demet olan I'mh, U kiimesi iizerinde bir ranklidir ve 1 < i # j < n ise
h(ei,e1) = 0,h(ez,e2) = ... = h(en, €,) = peni1 (4.25)

diigiiniilebilir ve bu esitlikten yola ¢ikilarak j € {2,...,n} ve k € {1,...,n} i¢in
h ikinci temel form kovaryant tiirevi Dh seklinde tanimlanirsa,

(Deyh)(ej,e:) = (expt)en1 + pDe,nia

_ , (4.26)
(De;h) (e, ex) = —(w(e;) + wile;))enta

bulunur. Boylece Codazzi esitligi j # k, j > 1 igin

pDey€ni1 + (w}e(eﬁ + wi(ej) + eppt)ent1 =0 (4.27)



59

elde edilir.

Dxe,yi1, enrq vektoriine dikey oldugundan X, ey, ..., e, vektorlerinden
biridir.  Boylece (4.27) denklemi Dye,; = 0 olmasim gerektirir. Bun-
dan dolay1 birinci normal alt demet e, tarafindan gerilen Imh, U tizerinde
bir paralel normal alt demettir. Boylece, M manifoldu temelde koboyutu
birdir. Boylece U kiimesinin her bir noktasmin bir komsulugunda, Ny x ¢ Ny
manifoldu, R™(c) uzaymim R""!(c) total geodezik altmanifolduna izometrik
daldirilmigtir.  Ciinkii U kiimesinin sekil operatorii, n — 1 ¢oklugunun asli
egrilik degerinden biridir ve diger asli egrilik degeri sifirdir. M manifoldu bir
donel yiizey ve bu yiizeyin R"™(¢) uzaymin geodezigidir. H? kareli ortalama
egriligin stirekliligi kullanilirsa U, N; X y Ny manifoldunun acik kiimesi olarak
bulunur.

Aksine M manifoldu R"!(c) reel uzay formda donel yiizey ve bu yiizeyin o
profil egrisi R"*1(c) uzayimn bir geodezigi olsun. s yay uzunlugu fonksiyonu
tarafindan « profil egrisi parametrize edilebilir. M manifoldu I x M"1(9)
manifolduna izometriktir ve burada I manifoldu, R uzaymnin agik araligidir.
Boylece M manifoldunun sekil operatorii, 1 ve n — 1 ¢okluklari, sirasiyla, 0
ve p iki asli egrilik degerlere ayrilir.

Boylece kareli ortalama egrilik,
(4.28)

seklinde bulunur. Sonra Gauss egriligi uygulanarak donel hiperyiizeyin skalar

egriligi
—1 -1 —2
T = n(n2 )c + (n )2(n ),uz (4.29)

olur. Ciinkii yay uzunlugu fonksiyonundan o = «(s) egrisi R"*!(c) uzayinda

(22) - L
9s'0s)  \J5—cf?— 2

geodeziktir.
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ifadesi ile f warping fonksiyonu f"(s) 4+ ¢f(s) = 0 diferensiyel esitligi saglar.
Boylece
Af=cf (4.30)

elde edilir.
(4.28), (4.29) ve (4.30) esitliklerinden R (¢) uzayinda I x M"~1(6) donel

hiperyiizeyi elde edilir. Boylece (4.9) esitsizligi saglanir.
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SONUCLAR VE ONERILER

Bu calisma sirasinda, Oklid uzay1 ve Carpim uzay ile ilgili temel kavramlar
ve teoremler verilmigtir. Fernando Dobarro ve Enrique Lami Lami Dozo
tarafindan yayinlatilan “Scalar Curvature and Warped Products of Riemann
Manifolds” ile Bang-Yen Chen tarafindan yayinlatilan “Warped Products in
Real Space Form” calismalarinda verilen teoremlerin ispatlar1 ayrintili olarak
incelenmistir.  Oncelikle yari-Riemann manifold iizerinde warped carpimi
hesaplanmigtir. Warped ¢arpim uzayinda bir egrinin geodezik olmasi i¢in
gerekli sartlar aragtirilmigtir. Warped carpimin egriligi, warping fonksiyonu
yardimiyla warped carpiminda kullanilan manifoldlarin egrilikleri cinsinden
hesaplanmistir. Ayrica baz1 warped ¢arpim manifoldlarinin skalar egrilikleri
ile Riemann manifoldlarinin skalar egriligi arasindaki iligki verilmistir. Bunun
yanisira skalar egrilik, warping fonksiyonu ve ortalama egrilik kullanilarak
reel uzay formlarda warped carpimi agiklanmigtir. Boylece warped carpim
ornegi olan kiireler, ¢arpim kiireleri, doubly (¢ift kath) warped garpimlar
icin egrilikler hesaplanabilir ve baz ¢zellikleri incelenebilir. Paralel mani-
foldlar i¢in ¢arpim manifoldlar: tanimlanabilir ve bu manifoldlar i¢in warped

carpimui iizerinde aragtirmalar yapilabilir.
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