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OZET

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde sonlu farklar ve sonlu elamanlar
metodlart tanitilip spline ve B-spline fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin 6zellikleri verildi.
Daha sonra ise kuadratik ve kiibik B-spline fonksiyonlar ifade edilip Burgers denklemin-

den kisaca bahsedildi.

Konuma gore pargalanmig Burgers denkleminin kuadratik B-spline kolokeysin me-
todu ile ¢oziimii ikinci boliimde verildi. Uciincii boliimde ise zamana gore parcalanmis

Burgers denkleminin kiibik B-spline kolokeysin metodu ile ¢oziimii incelendi.

Dordiincii boliimde Burgers denklemi kiibik spline kolokeysin metodu ile ¢oziimii
calisildi. Beginci boliimde Burgers denkleminin genisletilmis kiibik B-spline kolokeysin
yontemi ile sayisal ¢oziimii arastirild1 ve son olarak altinci boliimde kiibik B-spline kolo-
keysin yontemi ile elde edilen sonuclar ikinci, tigiincii, dordiincii boliimlerde daha 6nceki

yontemlerle bulunmus olan burgers denkleminin sayisal ¢oziimleri karsilagtirilmagtir.

Anahtar Kelimeler : Burgers Denklemi, B-spline fonksiyonlar, Kolokeysin metodu,

Sonlu elemanlar metodu.



Vil

SUMMARY

This thesis contains of six chapters. In the first chapter, we recalled the finite dif-
ferences, finite elements methods and give the properties of spline and B-spline functions.

Then we recalled quadratic and cubic, B-spline functions and Burgers’s’ equation.

In the second chapter, application of cubic B-spline collocation method on fi-

nally the numerical solutions of space-splitted Burgers’ equation is studied.

In the fourth chapter, Burgers’ equation solved by using cubic spline collocation.
In the fifth chapter the numerical solutions of Burgers’ equation by using extended cubic
B-spline collocation method was investigated and finally in the sixth chapter we compare

the results.

Keywords : Burgers’ Equation, B-spline Functions, Collocation Method, Finite ele-

ments methods.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Sonlu Farklar-Sonlu Elemanlar Metotlar:

Miihendislik ve fen alanlarinda kargsilagilan ve fiziksel olaylart modelleyen ¢ogu prob-
lemler adi diferensiyel denklemler, kismi tiirevli diferensiyel denklemler, adi diferensiyel
denklem sistemleri veya kismu tiirevli diferensiyel denklem sistemleri ile ifade edilirler.
Adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ve denklem sistemlerinin analitik ¢6ziimlerinin
olmadig1 ya da analitik ¢oziimlerin ¢ok karmasik oldugu durumlarda, bu denklemlerin
cOziimleri sayisal yontemler kullanilarak elde edilir. Sonlu farklar ve sonlu elemanlar me-
totlar1 diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in yaygin olarak kulla-

nilmaktadir.

1.1.1 Sonlu farklar yontemi

Sonlu farklar yonteminde diferensiyel denklemin tanim araliginda sonlu sayida bo-
liinme noktasi segilir ve her bir boliinme noktasindan diferansiyel denklemin bilinmeyen
fonksiyonunun boliinme noktasindaki degeri ve bilinmeyen fonksiyonun tiirevleri ye-
rine taylor seri acilimi ile elde edilen sonlu sayidaki bilinmeyen fonksiyonun béliinme
noktasindaki degerlerinin bir kombinasyonu olan sonlu fark yaklasimlar1 yazilir. Boylece

diferensiyel denklem bir cebirsel denkleme doniisiir.

Bir degisken iceren ifadeler icin sonlu fark yaklagimlari, Taylor serisi yardimiyla asa-

gidaki sekilde elde edilir.
[a,b] tanim araligin esit aralikli boliinme noktalari
xi=1ih,i=0,1,...N

olarak secilsin ve h = bN;“ boliinme noktalar1 arasindaki fark olsun. Bu durumda,

U (x) fonksiyonu ve biitiin tiirevleri tanim aralig1 tizerinde siirekli olmak tizere, U (x; +



h)veU (x; — h) ifadelerinin x; noktasindaki Taylor seri agilimlari

n? 3
h
U@ﬁ%ﬁﬂﬂm+hW@Q+5U%m+§ﬁW@0+m, (1.1)
h? h3
U(xi — h) = U(xi) - hU'(xi) + EU//(X,') - aUW(}C,’) + ... (1.2)

olarak yazilabilir. (1.1-1.2) esitliklerinden U’ (x;) degerleri i¢in

U (x; h)—-U i h " hz "
U'(x;) = (i + 21 (“_2—!(/ () = 50" (x) = o (1.3)
) Ux)-Uxi—h) h_, o,
U'(x;) = “)h@ )+ZU@y§w(m+w (1.4)

seklinde diizenlenirse, U ifadesinin x; noktasindaki birinci tiirevi

U/(xi) — U(xl—i_h})l_ U(xi) +0(h) _ Ui+1h_ Ui +0(l’l>, (15)
U'() = L _Z(xi+h) ro) =20 _hU"‘l +0(h), (1.6)

formunda yaklagik olarak bulunabilir. (1.5-1.6) ile bulunan yaklasimlar sirasiyla ileri ve
geri fark yaklagimlari olarak adlandirilirlar. Her iki yaklagimda da goriildiigii gibi, seri
belli bir yerden kesildigi i¢in bir hata olusacaktir. Olusan hatalar, serinin kesildigi yerden

sonraki ilk terime gore degerlendirilir ve O(.) ile gosterilir.

(1.1) esitligi, (1.2) esitliginden ¢ikarilir ve diizenlenirse

Uxi+h)—U(x;—h

(5t 0) U =h) | 0o
Uir1— Uig? (L.7)
U/(X,'): T_’_O(hZ)’

formunda birinci tiirev i¢in merkezi fark yaklagimi bulunur. Ayrica, (1.1) ve (1.2) esitik-

<
=
2
S—
[l

leri taraf tarafa toplanirsa

i+ h) —2U (x; i—h
U//(xi) — U(X—l— ) Ijl/l(le)+U(x )+0(h2),
U1 —2U;+U;—
U”()Ci) — +1 hzz"’ 1+0(h2)

(1.8)




formunda ikinci tiirev i¢in sonlu fark yaklasimi da bulunabilir.

Ayrintili bilgi i¢in (Lapidus and Pinder, 1982; Smith, 1978; Thomas, 1995; Irk, 2007)

referanslari incelenebilir.

Crank-Nicolson metodu

Sayisal analizde Crank-Nicolson metodu bir sonlu farklar metodudur. Crank-
Nicolson metodu, zamana gore ikinci dereceden ve kapali bir metot olup John Crank ve
Phyllis Nicolson tarafindan bulunmustur (Crank and Nicolson, 1947 [8]). Bu metod dife-
ransiyel denklemin bilinmeyen fonksiyonunu ardisik iki noktasindaki degerleri cinsinden
yazilmasi olarak gelistirilmistir. U (x,¢) iki degiskenli bir fonksiyon olmak iizere x konum
ve t zaman degiskenlerini belirtsin. Crank ve Nicolson, metotlarinda diferensiyel denkle-
min sonlu fark metoduyla sayisal ¢oziimiinii arastirmak i¢in kesikli zaman ayrisimini icin

At zaman artimi olmak tizere

un—i—l —u"
Uz — At )
un+1+un
"= T
(”x)nH + (ux)"
Uy = ) ;

esitliklerinin kullanilmasin1 6nermislerdir. Goriildiigii gibi, zamana gore tiirev i¢in ileri
sonlu fark yaklasimi kullanilirken, kalan terimlerde simdiki zaman ve bir sonraki zaman-
daki degerlerin ortalamalar1 alinmistir. Zamana gore tiirev i¢in geri veya merkezi sonlu

fark yaklasimlar1 da kullanilabilir.

Crank-Nicolson metodunun uygulanmasini basit bir 6rnek iizerinde incelersek, [a, b]

—d
olsun.

araliginin esit aralikli boliinme noktalarta = xg < x; < ... <xy =b ve h =
Zaman artimi k > 0 ve nk. zaman olmak iizere U (x,t) fonksiyonunun konum ve zaman
kesikli ayrisimi U (a + mh,nk) = U} ile gosterilsin. U gosterimini U ¢oziimlerinin nk.

zamandaki ve a + mh konumundaki ¢oziimlerini ifade eder.



[a, b] aralig1 iizerinde taniml kismu tiirevli diferensiyel denklemin

Up = Uxx
sonlu fark yaklasimlari
U — () = ()
At 2
" — iy, I — 2y AUy Uy — 2,
At 2 h? h?
olarak bulunabilir.

1.1.2  Sonlu elemanlar yontemi

Fiziksel siirecin matematiksel formiil ile ifade edilmesi ve matematiksel formiiliin ih-
tiyaca gore kullanilmasi ve gerekirse istenilen ¢oziimlemelerin yapilmasi, bir¢cok miihen-
dis ve bilim insanlarinin ugrastigi alanlardir. Matematiksel formiiliin ortaya c¢ikarilmasi
fiziksel problemin durumuna gore diferensiyel denklemlerin olusmasina sebep olur. Bu
diferansiyel denklemler her zamna analitik olarak ¢oziillemediginden, diferansiyel denk-
lemin yaklagik ¢oziimiiniin bulunmasinda sayisal yontemler kullanilir. Bu sayisal yontem-

lerin birisi de sonlu elemanlar yontemidir.

Sonlu elemanlar yonteminde problem aralig1 yada bolgesi sonlu alt aralik ve bolgelere
boliiniir. Temsili bir aralikta yaklagik ¢6ziim belirlenir. Bu yaklagik ¢dziim bilinmeyen pa-
rametreler ve bazi fonksiyonlarin kombinasyonundan olusacak sekilde secilir. Yaklagim
fonksiyonu ve gerekli tiirevleri diferansiyel denklemlerin tanimlanan bolgedeki kolokey-
sin ve galerkin formunda yerine yazilarak bilinmeyenlere gore cebirsel bir denklem elde
edilir. Herbir araliktaki cebirsel denklemlerin uygun olarak birlestirilmesi ile genel ce-
birsel denklemlere ulagilir. Problemin sinir ve baslangic kosullari cebirsel denklemlere
adapte edilerek bu denklem se¢ilen uygun bir denklem sistemi ¢ozme algoritmasi ile ¢o-
ziiliir. Denkemin lineer yada liner olmayan olmasina gore cebirsel denkler lineer yada
lineer olmayan formda olur. Lineer olmayan denklemler lineerlestirilerek yada lineer ol-

mayan denklemleri ¢ozen sayisal yontemlerle ¢oziiliir. Parametreler bulunduktan sonra



yaklagik coziimlerde yerine yazilarak yaklasik ¢6ziim belirlenen ¢oziimler fonksiyonel

yaklasik ¢oziimlerdir.

Sonlu elemanlar metodu hem diizgiin, hem de diizgiin olmayan karmagik geometrik
bolgelerde iyi sonuclar vermektedir. Pratik, uygulanmasi kolay ve bilgisayar programlama

mantigina uygun bir yontemdir (Logan, 2007).

Problemin ¢oziim bolgesinin, alt bolgelerin bir kolleksiyonu olarak goéterilmesi sa-
dece sonlu elemanlar yontemine ait bir yaklasim degildir. Antik matematikgiler, bu yak-
lagim1 7 say1sinin degerini hesaplamak i¢in kullanmiglar ve © sayisinin yaklagik 40 basa-
magin1 dogru olarak hesaplamiglardir. Hesaplamalar1 yaparken bir cemberi sonlu sayida
kenarlar1 olan bir ¢gokgen olarak ele almiglardir. Burada ¢okgenin herbir kenari bir sonlu
eleman olarak ele alinmistir. Hrenikoff (1941), bir elastik diizlemi kolonlar ve kirigle-
rin bir kolleksiyonu olarak yapisal analizde kullanmistir. Courant (1943), bilinmeyen bir
fonksiyona yaklagim yapmak i¢in alt bolgelerde tanimli pargali ve siirekli fonksiyonlari
kullanmistir. Yontemin formal gosterimi ise virtuel is prensibi kullanilarak Argyris and
Kelsey (1960) ve bir iicgen matris i¢in rijitlik matrisi olusturularak Turner, et al. (1956)
referanslarinda ortaya konulmustur. Sonlu eleman terimi ilk olarak 1960 da Clough tara-

findan kullanilmigtir (Reddy, 1993).
Agirlikh rezidii metodu

Sonlu elemanlar yonteminin bir diferensiyel denkleme nasil uygulandigini ifade ede-

lim. L bir diferensiyel operator ve v(x) bilinen fonksiyon olmak iizere,
Lu(x) = v(x) (1.9)
bir diferansiyel denklem olsun. u(x) ¢oziimiine
N
u(x) ~uy(x) =Y ajo;(x) (1.10)
j=1

yaklagim yapilsin. (1.10) esitlifinde verilen ¢;(x), j = 1,...,N fonksiyonlari, tim sinr

sartlarim saglayacak sekilde secilen taban fonksiyonlar: ve aj, j = 1,...,N bilinmeyen



katsayilardir. uy(x) yaklagik ¢oziimii (1.9)denkleminde yerine yazilirsa,
R(x) = Luy(x) — v(x) = Luyn(x) — Lu(x) (1.11)

rezidiisii elde edilir. Rezidiiyii kii¢iiltmek i¢in, Q tanim bolgesi tizerindeki agirlikli integ-

ral sifira esitlenir. Boylece

/Wj(x)R(x)dx:(),j: 1,...N (1.12)
Q

formunda, N bilinmeyen ve N denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir (Irk,
2007). Burada W;, j = 1,...,N agirlik fonksiyonlaridir. (1.12) denklem sisteminin ¢ozii-
lebilir olmast igin, {W;} kiimesi lineer bagimsiz olmalidir (Reddy, 1993). (1.12) sistemi
coziilerek a; katsayilar1 bulunur. Bulunan katsayilar (1.2) esitliginde yerlerine yazildi-

ginda da uy(x) yaklagik ¢oziimii bulunur.

Kolokeysin metodu

Kolokeysin metodunda (1.9) daki U bilinmeyenleri i¢in bir (1.10) formnunda uy

yaklagik ¢oziimii bulunmaya ¢aligilir. Bu yontemde W; agirlik fonksiyonlar: olarak,
Wj = 8(x—x)) (1.13)

Dirac Delta fonksiyonlar: segilir. Burada x; ler keyfi olarak se¢ilen kolokeysin noktalari-
dir. Kolokeysin noktalar1 genelde birbirlerine esit uzaklikta olacak sekilde secilmektedir.

1.12 denkleminde W; agirlik fonksiyonlari yerine 6(x — x;) yazilirsa

/S(X—xj)R(x)dxzo,j:1,...,N (1.14)
Q

elde edilir. Kolokeysin yonteminde rezidii, £ tanim bolgesi lizerindeki x; noktalarinda

sifir olmahdir (Reddy, 1993). Buradan

R(x) = 0
Luy—v(x) = 0
. =) (1.15)
L ( E‘ ajq)j(x)> —v(x) = 0

bulunur. 1.15 den a; katsayilar1 hesaplanir ve bu katsayilar (1.10) diigiimiinde yerine

yazilarak fonskiyonel ¢6ziim bulunur.



1.2 Spline Fonksiyonlar

Interpolasyon yontemi kullamlarak verilen noktalardan gegecek sekilde nokta sayi-
sina uygun egriler belirlenmektedir. Veri sayis1 arttirildiginda buna paralel olarak egri
derecesi artacagindan hesaplama sikintilar1 olugsmaktadir. Bunun yerine her bir ardigik
veri aralarinin uygun diisiik dereceli parcali fonksiyonlar ile yaklagmak miimkiindiir. Bu
parcali siirekli fonksiyonlar spline fonksiyonlar olarak adlandirilir. Giintimiizde ¢esitli
formda spline fonksiyonlar gelistirilmistir. Bu fonksiyonlar sonlu elemanlar metodlarinda

yayginca kullanilmaktadir.

la, ] araliginda segilen x;, i = 0..N boliinme noktalari olsun (xo = a ve xy = b) ardigik
boliinme noktalart arasinda tanimli fonksiyonlarin koleksiyonu spline fonksiyon olarak

adlandirilir. Bu fonksiyonlar agsagidaki ilki 6zellige sahiptir.

a. s(x), j=1,..., N —1 olmak iizere, her [x;,x; ] araliginda m. ya da daha kiigiik
dereceden bir polinomdur. (Burada xo = —oo ve x;, 11 = —oo olabilir.)
b. s(x)ve kendisinin 1,2, ..., (m— 1)-inci basamaktan tiirevleri tanimlanan her ara-

likta ve x;(i = 1, ..., N) boliinme noktalarinda siireklidir.

Yukaridaki tanima gore, parcali polinom fonksiyonlar, siireklilik ve tiirevlerinin be-
lirli kosullar1 saglamasi durumunda bir spline fonksiyon olusturur. m = 0 i¢in b kosulu
gecersizdir ve 0. dereceden spline fonksiyonu birim basamak (adim) fonksiyonu olarak

adlandirilir. m = 1 i¢in s(x) polinomu kirik ¢izgidir.

Genel olarak, s(x); [xj—1,x;], [xj,xj+1], j=1,...,N ardigik iki alt araliklarinin her bi-
rinde derecesi m ya da daha kii¢iik olan farkli fonksiyonlar olarak verilebilir. m > 0 i¢in m.
dereceden bir s(x) spline fonksiyonun m. tiirevi bir birim basamak fonksiyonudur. Farkli
bir tanim olarak m. dereceden bir spline fonksiyonu bir birim basamak fonksiyonunun m.

basamaktan belirsiz integralidir.



1.2.1 Spline fonksiyonlarin baz 6zellikleri

1. Spline fonksiyonlari, diizgiin (smooth) fonksiyonlardir.
2. Spline fonksiyonlari, uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

3. Spline fonksiyonlar, elle yapilan hesaplamalarda ve sayisal bilgisayarlarda uygun

programlarin yapilmasi i¢in kullanighdir.
4. Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleride yine spline fonksiyonlardir.

5. Yeteri kadar alt bolmelere ayrilmig [a,b] aralig1 iizerinde her siirekli fonksiyon, m.

dereceden spline fonksiyonu ile iyi bir sekilde temsil edilebilir.

6. Kiiciik dereceden spline’ lar ¢cok esnektir ve polinomlardaki gibi salinim sergile-

mezler.

1.3 B-spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyon uzaylarinin bazlar1 tanimlanmistir. Bu
tiir fonksyonlar B-spline fonksiyonlar olarak bilinir. Spline fonksiyon uzayindaki fonk-
siyonlarin derecelerine gore de farkli dereceden baz fonksiyonlar gelistirilmistir. Uygu-
lamalarda en ¢ok kullanilan baz fonksiyonlar1 kuadratik, kiibik ve kuintik B-spline baz
fonksiyonlaridir. B-spline fonksiyonlarda fonksiyon ve yiizey yaklasimlar1 diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Egri uydurma ve interplasyon islemlerinde B-

spline fonksiyon kullanim1 yaygindir.

B-spline fonksiyonlar1 yaklasim fonksiyonunun tamamlansinda kullanildugindan
sonlu elemanlar fonksiyon algoritmalarinin yazilmasinda faydalanilmaktadir. Boylece
sonlu elemanlar iizerinde difernsiyel denklemin kolokeysin, Galerkin ve en kiiciik kareler
yontemlerinin olugsmasinda B-spline fonksiyon tanimli yaklasim fonksiyonlar1 kullanila-

bilir.



B-spline kullanimi ile olusturulan sayisal yontemler i¢in daha ekonomik ve kolay

bilgisayar programi yazilabilecegi ¢alismalarda ifade edilmistir.

1.3.1 Kuadratik B-spline fonksiyonlar

la,b] ¢oziim araligini,

a=xg<x]1<---<xy_1<xy=»>b (1.16)

olacak sekilde esit uzunluklu alt araliklara bolelim. Ilave olarak problem araliginin

disinda x_, x_1, XN+1, Xy+2 noktalarin1 alalim
h=xpi1—xm ve m=0.N+1

olsun. Bu durumda [x,_1,Xy+1] m = —1..N araliklar iizerinde tanimli kuadratik B-

spline fonksiyonu (D%l ile gosterilirse, ¢%1 ,m = —1..N fonksiyonlar1

(Xma2 — ) — 3 (Xmt1 —x)§—|—3(xm—x)2, X E [Xm—1,%m]
¢’%1 — i2 (xm+2 - ) -3 (xm+l —X) 3 X e [xm;xm—l-l] (117)
h (xm+2 —x)?, X € [Ximi1,Xm+2]
0, diger durumlarda
seklinde tanimlanir. ¢,2n kuadratik B-spline fonksiyonu ardigik ii¢c aralikta sifirdan farkl

deger aldigindan [x,,, x,,+1] seklindeki bir aralik, ardisik ii¢ kuadratik B-spline fonksiyonu

tarafindan ortiiliir. Bu durum 1.3.1 ile gosterilmistir.
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L

xm $m+1 T

Sekil 1.1: Kuadratik B-spline sekil fonksiyonlari.

¢,%1 kuadratik B-spline fonksiyonu ve onun tiirevinin (1.16) béliinme noktalarinda ala-
cagi degerler (1)%1 fonksiyonunun tanimindan kolayca hesaplanabilir. Buna gore ilgili de-

gerler cizelge 1.3.1 ile verilmistir.

Cizelge 1.1: Boliinme noktalarindaki kuadratik B-spline degerleri
Xm—1 Xm Xm+l Xm+2
9, 0 1 1 0
h(07,), 0 2 -2 0

1.3.2 Kiibik B-spline fonksiyonlar

la,b] araliginda @ = x < ... < xy = b olacak sekilde esit meseafeli bolinme nokta-
lar1 olsun. Bu boliinme noktalarina ilave olarak x_3, x_2, Xx_1, XN+1, XN+2,XN+3 boliinme
noktalari tanimlayalim. Bu boliinme noktalar iizerinde (I)Z3 ,1=—1..N+1 B-spline fonk-

siyonu tanimlanir. Bu fonksiyonlar

(x—xm—2)’, X € [Xm—2,Xm—1]
L 3R (e xm1) 3R 1) =3 xm-1)?, X € 1,2
(I),3n =3 B4 302 (X1 — %)+ 3h(Xms1 — %)% — (Xmi1 —X)3, X € [Xomy Xony 1]
(mt1—x)°, X € [Xmi1,Xm2]
0, diger durumlarda

(1.18)
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seklinde tamimlanir. (l),3n kiibik B-spline fonksiyonu ardisik dort araligi orttiiglinden

[Xm,Xm-+1] seklindeki bir aralik da ardigik dort kiibik B-spline fonksiyonu tarafindan ortii-

liir. Bu durum Sekil 1.3.2 ile gosterilmistir.

¢m d)m+1 \\

oy

Sekil 1.2: Kiibik B-spline sekil fonksiyonlari

Boliinme noktalarinda, q)gl kiibik B-spline fonksiyonu ve onun tiirevlerinin alacagi

degerler cizelge 1.2 de verilmistir.

Cizelge 1.2: Boliinme noktalarindaki kiibik B-spline degerleri

1 Xm  Xm+1  Xm+2
o, 0 1 4 1 0
h(0;,), 0 30 -3 0
Py, 0 6 —-12 6 0

1.3.3 Genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlar

la,b] araligmin esit uzunluklu boliinme noktalart x,,, m = 0,...,N olsun. ve h =

Xm — Xm—1, m = —2,..,N + 3. [a,b] araligim disinda X_3,X_2,X_1,XN+1,XN+2,XN+3
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ilave boliinme noktalar1 alalim. Bu aralikta tanimli genisletilmis kiibik B-spline E,,,

m = —1,...,N + 1 fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir (Gang et. al., 2008):

(4h(1 _}“)(x_xm—2)3 +3}“(x_xm—2)47 [im—2,%m—1]
(4 — NI 41213 (x — xp1) + 6R2 (24 ) (x — Xn1)?—
] 12h(x — Xpn—1)> = 3N(x — xp_1)%, [Xm—1,%m]
En(x) = R (4 =M% — 1213 (x — xppy1) + 6R2(2+ ) (x — X 1) 2+
12k (x = xmi1)” = 3M(x — xpmi1 )4, Dy X1
4h (7\' - 1) (x - xm+2)3 + 3 (X - xm+2)4 [xm—H 7xm+2]
L 0, D.D
(1.19)

bu fonksiyonda A bir serbest parametredir. A = 0 oldugunda fonksiyon (1.19) kubik B-

spline formuna indirgenir.

la,b] araliginda tanimli boliinme noktalarinda genisletilmis kiibik B-spline fonksi-

yonlar1 degerleri (1.19) cizelge 1.3’te verilmistir.

Cizelge 1.3: Boliinme noktalarindaki kiibik B-spline degerleri

Xm—2  Xm—1 Xm Xm+1l  Xm42
24E,, 0 4—A 2(84—?& 4—\ 0
2h (Em)x 0 1 0 —1 0
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1.4 Burgers Denklemi

v, bir reel sabit olmak iizere;
U +UU,—vUy =0 (1.20)

denklemi Burgers denklemi olarak bilinir ve ilk olarak Bateman (1915) tarafindan ¢aligil-
mistir. Fakat denklemin ismi, Burgers’in calismalarindan dolay1 Burgers denklemi olarak

bilinmektedir.

Burgers denklemi icin baglangi¢ ve sinir kosullart sirasiyla

U(x,0) = f(x),a<x<b (1.21)

Ua,t) =a,U(b,t) =B, t €[0,T] (1.22)

olarak secilir.

Genel olarak Burgers denklemi, 1s1 iletimi, gaz dinamigi, esneklik, sayilar teorisi, ok

dalga teorisi ve turbulans problemlerinin modellemesinde kullanilir.

Burgers denklemi, lineer olmayan konvektif UUx terimi ve vU,, viskozite teriminden
dolay1 Navier-Stokes denklemine benzer ozellikler gosterir. Bu nedenle Navier-Stokes
denkleminin niimerik ¢6ziimlerine ge¢cmeden Once daha basit bir model olan Burgers
denklemini ¢calismak uygun bir baglangictir. Bu yiizden Burgers denklemi, Navier-Stokes
denkleminin niimerik ¢6ziim metodlarinin kararlilik ve dogrulugunun test edilmesinde bir

model olarak kullanilir.

Hopf (1950) ve Cole (1951), keyfi baslangic kosullar1 icin Burgers denklemini ana-
litik olarak birbirinden bagimsiz olarak ¢ézmiislerdir. Bir¢ok durumda bu ¢oziimler, v

viskozite sabitinin kiiciik degerleri i¢in cok yavag yakinsayabilen sonsuz serileri icerir.
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Bugiine kadar bir¢ok bilim adam1 Burgers denkleminin sayisal ¢éziimlerini bulabil-
mek i¢in ¢esitli niimerik ¢6ziim metodlar: gelistirdiler. Cok kiiciik vizkozite degerlerinde
denklemin niimerik ¢oziimlerinde zorluklarin ortaya ¢iktigir goriildii. Rubin ve Khosla
(1976), kiibik spline fonksiyonlari alarak kolokeysin metoduyla Burgers denkleminin nii-
merik ¢coziimiinii aragtirmislardir. Jain ve Holla (1978), kiibik spline fonksiyonlar yardi-
miyla sonlu farklar metoduyla bir ve iki boyutlu Burgers denkleminin niimerik ¢oziimii
izerinde caligsmiglardir. Jain ve Lohar (1979), bir ve iki boyutlu Burgers denklemini ikiye
parcaladiktan sonra kiibik spline kullanarak sonlu farklar metoduyla niimerik ¢6ziim-
ler tizerinde durmuglardir. Varoglu ve Finn (1980), agirlikli rezidii metodu ile Burgers
denkleminin sayisal ¢oziimiinii vermiglerdir. Christie, Griffiths, Mitchell ve Sanz-Serna
(1981), kuadratik sekil fonksiyonlar1 alarak Burgers denkleminin Petrov-Galerkin meto-
duyla niimerik ¢oziimiinii elde etmiglerdir. Caldwell, Wanless ve Cook (1981), Galerkin
sonlu elemanlar metoduyla Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimiinii vermiglerdir. Herbst,
Schoombie ve Mitchell (1982), lineer ve kiibik sekil fonksiyonlar1 kullanarak Burgers
denkleminin Petrov-Galerkin metoduyla niimerik ¢6ziimii iizerine calismiglardir. Fletcher
(1983), bir ve iki boyutlu Burgers denkleminin bes ve yedi noktali sonlu farklar meto-
duyla, lineer, kuadratik ve kiibik sekil fonksiyonlarini kullanarak da sonlu elemanlar me-
toduyla sayisal ¢coziimii iizerine calismis ve buldugu sonuclari birbirleriyle kiyaslamisgtir.
Evans ve Abdullah (1984), sonlu farklar metodunun bir uygulamasi olan explicit grup me-
todu yardimiyla Burgers denklemini niimerik olarak ¢dzmiisler ve metodun kararliligini
incelemislerdir. Nguyen ve Reynen (1987), lineer sekil fonksiyonlari ile en kiigiik kareler
metoduyla Burgers denklemini ¢cozmiislerdir. A.H.A Ali, L.R.T Gardner ve G.A. Gardner
(1990), kuadratik B-Spline kullanarak Galerkin metoduyla Burgers denkleminin niimerik
¢Oziimiinii aragtirmiglar, metodun kararlili§ini incelemislerdir. A.H.A Ali, L.R.T Gardner
ve G.A. Gardner (1991), kiibik spline alarak Kolokeysin metoduyla Burgers denklemi-
nin niimerik ¢oziimiinii arastirmiglardir. Kakuda ve Tosaka(1990), genellestirilmis sinir
elemanlar1 yaklasimiyla Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimii tizerinde ¢aligmiglardir.
Iskandar ve Mohsen (1992), Burgers denklemini ikiye parcalayarak sonlu farklar meto-
duyla sayisal ¢6ziim iizerinde durmuglardir. Jain, Shankar ve Singh (1995), Burgers denk-
lemini iice parcaladiktan sonra kiibik spline ile sonlu farklar metodunu kullanmus, sayisal

¢Oziim bulmus ve yerel kesme hatasini hesaplayarak metodlarinin kararliligini incelemis-
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lerdir. Kutluay, Bahadir ve Ozdes (1999), sonlu farklar metodunun bir uygulamas olan
explicit ve tam explicit metodlariyla Burgers denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmis-
lerdir. Giilnur Yel (2012), Burgers denkleminin kuadratik ve kiibik B-spline polinomlar1
ile niimerik ¢oziimii ve Ali $ahin (2004), Burgers denkleminin B-spline fonksiyonlar yar-
dimuyla niimerik ¢oziimleri iizerine ¢alismuglardir. Ibrahim Sentiirk (2014), Kesirli merte-
beden Burgers denkleminin sonlu fark yontemi ile ¢6ziimii ve analizi ve Mustafa Saglam
(2014), Kesirli mertebeden Burgers denkleminin sonlu fark yontemi ile ¢oziimii ve analizi

izerine calismiglardir.
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2. KONUMA GORE PARCALANMIS BURGER
DENKLEMININ KUADRATIK B-SPLINE
KOLOKEYSIN METODUYLA COZUMU

Bu boliim Ali Sahin (2004)’in yiiksek lisans tezinin baz1 kisimlarinin derlenmesi ile
olusturulmustur. Burgers denklemi konumuna gore pargalanarak birinci basamaktan ko-
num pargali burgers denklemi i¢in kuadratik B-spline kolokeysin algortitmasi ¢alisilmis-

tr.

2.1 Kuadratik B-spline Kolokeysin Metodu

Bu kisimda

U +UUy—vUy, =0

formunda verilen (1.20) Burgers denklemine
V(x,t) = —Uyx(x,t)

doniisiimii uygulanarak birinci basamaktan denklem kismi tiirevli sistemine denklem sis-
temine doniisiir. Bu sistem bilinmeyen fonksiyonlarin ksimi tiirevlerini i¢erdiginden yak-
lasim fonksiyonu kendisi ve birinci tiirevleri olan bu fonksiyonlar se¢ilmelidir. Kuadratik
B-spline ve kismi tiirevleri siirekli oldugundan kuadratik B-spline fonksiyonlarinin kom-

binasyonu ile olusturulan yaklasim fonksiyonu kolokeysin yonteminde kullanilabilir.

V(x,t) = —Uy(x,t) doniigiimii altinda (1.20) ile verilen Burgers denklemi

)

U —-UV+v, =
V+U, = 0

ve (1.21) ile verilen baslangi¢c kosulu

2.1)

U()C,O):f(x),v<x,0):—f,()C),anSb (2.2)
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ve (1.22) ile verilen sinir kosullari ise
U(a,t) =a,U(b,t) =B,V (a,t) =V (b,t) =0, € (0,T) (2.3)

olarak yeniden yazilabilir.

la,b] araligim

a=xpg<x1<..<xy=b>b

seklinde esit uzunluklu béliinme noktalari segelim ve & = x;41 —x;, i = 0..N — 1 ve [a,b]
araligida tanimh ¢,,(x), m = —1..N kuadratik B-spline fonksiyonlar1, diigiim noktala-
rinda kuadratik B-Spline fonksiyonlar olsun. (2.1) denklemindeki U (x,¢) ve V(x,t) anali-
tik fonksiyonlarinin yaklagik ¢oziimlerinin, Uy (x,¢) ve Viy(x,t) oldugunu varsayalim. Bu

yaklagik ¢coziimler kuadratik B-spline fonksiyonlari cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

N
Uvx,t) = ) 8u(t)0,(x) (2.4)

m=—1

= 81 ()91 (x) +30(t) 9o (x) + .. +On (1) Oy (x),

Vw(xn) =}, om(t)f,(x) 2.5)
= 6-1(1)0_1(x) +00(1)g(x) + ... +-0n(1)On(x)

Buradaki J,, ve 6, degerleri, (2.1) denkleminin kuadratik B-spline kolokeysin for-

mundan, (2.3) siir kosullart kullanilarak elde edilecek zamana bagli parametrelerdir.

Kuadratik B-spline fonksiyonlar ardigik ii¢ arali1 orttiigiinden [x,,;, x,,+1] aralig1 ardi-

sikii¢c B-spline fonksiyonu tarafindan ortiiliir ( 1.3.1 ).

Boylece U ve V yaklagik ¢oztimleri [x,,, X+ 1] araliginda ardigik ti¢ kuadratik B-spline

fonksiyonlar1 cinsinden

m+1
j=m—1
@6)

j=m—1
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seklinde yazilabilir. (2.6) denklemi ve ¢izelge ?? kullanilarak, U,,, V,, fonksiyonlarinin ve
bu fonksiyonlarin birinci mertebeden tiirevlerinin, m = 0, 1,..., N olmak iizere, x,, boliim

noktalarindaki degerleri (2.4 — 2.5)ifadelerinden eleman parametreleri cinsinden

Un = U(xm) = Ou—1+0nm

2 2.7
Up=U'() = (80— 8p1) 2D
ve
Vin =V (xm) = (25m71 + Om 2.8)
Vo =V'0m) = E(Gm_cmfl) .
olarak bulunabilir.

o sembolii zamana bagl tiirev ve d = J,,11 + 9,, olmak iizere, (2.7 - 2.8) esitlikleri

(2.1) denklem sisteminde yerlerine yazilirsa, 2N + 2 denklemden olusan

2
(8—1 +8,) —d(c,,_|+0,)+v-(Cn—0Cu-1) = 0
(Gmfl‘i‘sm)‘l’ﬁ(sm_amfl) =0

(2.9)
diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

Om ve G, eleman parametrelerinin iki ardigik zaman araligi n ve n+ 1. zamanlarindaki

degerlerinin lineer interpolasyonu

8n+1 8n n+1 n
8y = o1 g, = OO 2.10)

ve bunlarin zamana gore tiirevleri, Crank-Nicolson formiilii yardimiyla

2 _82“+6218 ot ol
oA T At

olarak bulunur. Bu esitlikler (2.9) denklem sisteminde yerlerine yazilirsa

2v
o'l +on | +oltlel) + L

2( 2h(
( n+1 +Gm 1+Gn+1+0 ) 2_h(8:ln+]+6n Sn—H

(6n+1 n _|_ 6n+1 SZ)
1
2

n
Gml

n
m—1

)
)
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elde edilir. Bu sistemde gerekli diizenlemeler yapilarak 2N + 2 denklemden olusan 2N +4
bilinmeyenli

2h52+—11 — B Gnmtll + 2h52+1 + B0t =208}, + B, 0 —2h8), — B,a00,
28" — ho™L 4280 4 hotit! = 28], | —ho? | — 28, — hol,

m—1 m—1
m=0,1,....N
(2.11)

denklem sistemi bulunur. Burada B,,;, = hd ANt +2v At, B,, = —hd At +2v At ve
d = 8,1+ Oy, dir.

(2.11) denklem sistemindeki lineer olmayan terim d = §,,_| + 9, icin n. zamandaki
parametre degerleri 8,_; = &,_; ve 8,, = &), kullanilarak denklem lineerlestirilir. Bu
lineer denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in iki bilinmeyenin yok edilerek denklem sayis1
ile bilinmeyen sayisinin esitlenmesi gerekir. Bu yiizden 8" ; ve o}, parametreleri, U} =
8" + 8 ve of_, +of siur kosullar1 kullamilarak elimine edilecektir. Boylece (2N +

2) X (2N +2) boyutlu, 5 siitun elemanh késegen denklem sistemi elde edilir.

(2.3) smur kosullari, eleman parametrelerini kullanarak

8’11 +6}6 = o

on-1toy = 0 (12
seklinde yazilabilir. Buradan sinir parametrelerinin degerleri
', = oa-—19
Gz"vl _ o ]0 (2.13)

olarak yazilabilir. Bu degerler (2.11) denklem sisteminde yerine yazildiginda istenilen

eliminasyon islemi yapilmis olur:

F = 2]’l8’11 + Bmlcril + 2h88 - BmZGg
B = 28", —ho", 28— hol
Foyy = 2h8y_; + B0y +2h8y — B0

F2N+2 = 281’1\,_1 — hG?V—l — 287\[ — hG?V



olmak tizere (2.11) denklem sisteminden m = 0 i¢in,

2h5"+14-5mlc"+14-2h5"+1 Bm268+1 = F

ve m = N i¢in,

285 — B oL 2885 4 Bpoitt = Py
—28”+ L holt 28T heltt = Fanya

20

(2.14)

(2.15)

esitlikleri bulunur. (2.13) eleman parametreleri (2.14) ve (2.15) denklemlerinde yerlerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa (2.14) denklemi,

B ot + 08T + B0l = R —2ha
h6n+1+46n+1+h6n+1 — Fz-I—ZOL

ve (2.15) denklemi,

2184, + (B +Ba)on +2h85 = Py
283 + 00k +25"+1 = P

seklinde yeniden yazilabilir.

Buna gore (2.11) denklem sistemi, F = Bd" olmak iizere
Ad™! =F

olarak matris formunda bulunmus olur.

Burada,
-_Bml 0 BmZ
h 4 h
0 2h _Bml 2h Bm2
-2 h 2 h 0
A= S o,
0 2h _Bml 2h BmZ
-2 h 2 h
0 2h _(Bml+Bm2)

-2 0

T
n+1 __ n+1 n+1 n+l n+1 gn+l
- = [571 189" 58y 5+ ON Oy

0

2

(2.16)
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veE

2h B, 2h =B,

0 2h Bm] 2h — BmZ

-2 —-h -2 —-h O
0 2h Bml 2h _BmZ
2 —h -2 —h

T
n n n n n n<n
d’ = [5—1>0_1>50750>---7 0’60]

dir.

d_1 ve oy sinir parametreleri, her zaman adiminda (2.13) denklemleri yardimiyla

bulunabilir.

Lineerlestirilmis (2.11) denklem sisteminin ¢6ziimii, asagidaki iterasyon formiilii kul-

lanilarak her zaman adiminda iyilestirilebilir:

1 1
(8,)" 1 =8+ (8, = 8,).(0;,)" =0y + 5 (07 o). (2.17)
(2.16) sistemi kullanilarak, Thomas algoritmasi yardimiyla, &" 1 ye gnt! yaklagim-

8" ve 6"t! degerlerini iyilestirmek

lar1 bulunur. Yeni zaman adimina gegcmeden Once,
icin bu degerlere (2.17) ile verilen iterasyon ii¢ yada dort defa uygulanir. Boylece & ve

o"*! yaklagimlarinin yeni iyilestirilmis degerleri elde edilmis olur.

Yaklagik fonksiyondaki & ve o t! parametreleri belirlendikten sonra bdoliinme
noktasindaki ¢oziimler (2.7) ve (2.8) denklemlerinden ve boliim noktalar1 digindaki de-

gerler (2.6) denklemlerinden bulunabilir.
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2.2 Baslangic Durumu

(2.16) denklem sistemine iterasyon isleminin uygulanabilmesi i¢in 821 ve 60, baglan-
gi¢ parametrelerinin hesaplanmasina ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in U (x,0) ve V(x,0) baslan-
gi¢ kosullarindan (2.4) yaklagik fonksiyonlar1 yardimiyla 69n ve 69 baglangi¢ parametre-

leri hesaplanacaktir.
Baglangi¢ kosulu i¢in (2.4) denklemlerinden

N
Un(x,0) = Y 8,0,

m=—1
= 82,01 (x)+ 800 (x) + ... + Sy (),
N
VN<x70) = Z ngq)m(x)
m=—1

= 6%,0_;(x) + 600 (x) + ... + OOy (x)

yazilabilir. Buradaki 821 ve 621 parametreleri belirlenecek olan parametrelerdir. Baglangic

kosullarinin béliinme noktalarindaki
Un(xm,0) = U (x,,0) ve Vy(x,0) =V (x,0) ,m =0,1,....N
degerleri kullanilarak, & parametresi igin,

U(X(),O) = d_1+9 (2.18)
U(x1,0) = 8o+
U()CN,O) = On_1+0n

ve benzer sekilde ¢ parametresi i¢in de,

V(x0,0) = o_1+0p (2.19)
V(xl,O) = O0p+0;

V(XN,O) = On-11+OnN
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seklinde N + 1 denklemden olusan N + 2 bilinmeyenli denklem sistemleri elde edilir. Bu
denklem sistemlerinin ¢oziilebilmesi i¢in birer tane bilinmeyenlerinin elimine edilmesi
gerekir. Eliminasyon iglemin i¢in Uy (a,0) ve V (a,0) sinir kosullar kullamlirak &_; ile
G6_1 parametreleri yok edilebilir. Boylece N + 1 bilinmeyenli N + 1 denklem sistemleri

elde edilir ki, bu sistemlerin ¢éziimleri yerine koyma ile kolayca bulunabilir.

Uy (a,0) ve Vy(a,0) smir kosullarindan
2
“(Bp—6-1) = 0
;80 —8-1)
2

“(6o—06_1) = 0
h(Goﬁl)

yazilabilir. Buradan da 8y = &_1, 69 = 6_1 oldugu bulunur. Elde edilen bu sinir

parametreleri (2.18) ve (2.19) denklem sistemlerinde yerlerine yazilirsa,

U(X(),O) = 25()
U(x1,0) = 80+

U()CN,O) = Oy_1+0dn

ve

V(x0,0) = —U/(x0,0) =20y
V(xl,O) = —U/(X(),O) =0p+0]
V(XN,O) = —U/(XN,O) =OnN-1+OnN

bulunur. Buradan eleman parametreleri

U (x0,0

61 = U(xl,())—50



veE

olarak elde edilmis olur.

8]\/ = U(XN,O) — 8N—1

00

O]

ON

—U(x0,0)

2
—~U(x1,0) — oo
—U(XN,O) —ON—1

24
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3. ZAMANA GORE PARCALANMIS BURGER
DENKLEMININ KUBIK B-SPLINE KOLOKEYSIN
METODUYLA COZUMU

Bu boliim Ali Sahin (2004)’in yiiksek lisans tezinin bazi kisimlarinin derlenmesi ile
olusturulmustur. Bu boliimde Burgers denklemi zamana gore boliinerek denklem sistemi
formunda yazilmistir. Boliinmiis denklem sistemi kiibik B-spline kolokeysin yontemi ile
coziimleri ¢calisilmigtir. Denklem sistemleri lineer ve lineer olmayan olarak ikiye parcalan-
mistir. Ara zaman degeri kullanilarak lineer olmayan kisimdan lineer olan kisima gecisler

yapilarak coziimler elde dilecektir.

3.1 Kiibik B-spline Kolokeysin Metodu
Bu kisimda,
U+UU,—vU, =0

formunda verilen (1.20) Burgers denkleminin zamana gore

U:+20Ux = 0 (3.1)
U —2vU,, = 0

seklinde parcalanmasi yapilarak sayisal ¢oziimii lizerinde calisilacaktir. (3.1) denklemi
ikinci mertebeden tiirev icerdiginden niimerik ¢oziimler icin kiibik B-spline fonksiyonlar
kullanilacak ve bdylece fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevlerinin siirekliligi saglana-

caktir.

la,b] araligini, x,, boliim noktalarinda i = x,,, — x,,—1,m = 1,...,N olmak tizere
a=xg<x1<..<xy=b

esit uzunluklu bolinme noktalarini segelim. ¢,,(x) ,m = —1,0,...,N + 1, fonksiyonlart,

bolim noktalarinda tanimli, kiibik B-spline fonksiyonlar olsun. (3.1) denklemindeki
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U (x,t) analitik fonksiyonunun yaklagik ¢oziimiiniin, Uy(x,7) olduunu varsayalim. Bu

yaklagik ¢oziim kiibik B-spline fonksiyonlar1 cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:

N+1

Unv(x,t) = Y 8u(t)0,(x) (3.2)

m=—1

= S_1(1)0_1(x) +80(1)Pg(x) + ... + Sn1 (1) Py (x)

Buradaki 9, degerleri, (3.1) denkleminin kiibik B-spline kolokeysin formundan ve
Burges denkleminin sinir kosullart kullanilarak elde edilecek zamana bagl parametreler-

dir.

Kiibik B-spline fonksiyonlar ardigik 4 araligi orttiigiinden [x,,,x,,+1] aralig1 4 ardi-
sik B-spline fonksiyonu tarafindan ortiiliir (Sekil 1.3). Boylece U yaklasik c¢oziimleri

[Xm,Xm-+1] araliginda ardigik kiibik B-spline fonksiyonlari cinsinden

m+2

Um="Y 80, (3.3)

Jj=m—1
seklinde yazilabilir. (3.2) denklemi ve ¢izelge 1.2 kullanilarak, U,, = U(x,,,t) fonksiyo-

nunun ve bu fonksiyonun birinci ve ikinci mertebeden x e gore tiirevlerinin, m =0,1,...,N

olmak iizere, x,, boliim noktalarindaki degerleri, eleman parametreleri cinsinden

Un = Uxn) = Sm1 +48m + 8 (3.4)
Uy = U'(o) = > B~ 1)
U = U () = 2 (81— 28+ 1)

w2

olarak bulunur.

(3.4) esitlikleri (3.1) denklem sisteminde yerlerine yazilirsa, 2N + 2 denklemden olu-

san
o

[¢] o 3
8m—14_48m‘%8m+14_2dz(6m+1‘_Sm—l)::O (3.5)

o

o o 6
St 48+ 81— 20,5 (Bt — 28+ 8) = 0 (3.6)
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diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Burada o sembolii zamana bagh tiirev ve d =

Om—1+40,, + §,, olarak alinmigtir.

n. ve n+ 1. zaman adimlarinin orta degeri n+ 1/2 olmak iizere §,, eleman paramet-

relerinin ve bunlarin zamana gore tiirevlerinin degeri (3.5) denklemi i¢in,

R ARG
By =~ By = E(S"m“/z —8) (3.7)
esitlikleri kullanilarak ve (3.6) denklemi icin,

8n+1+8n+1/2 ° 1 | 1/
8y = M 5, = E(ﬁ;ﬁ — &2 (3.8)
esitlikleri kullanilirsa (3.5) ve (3.6) denklemleri zamana gore par¢alanmis formu buluna-

bilir. Boylece bu esitlikler (3.5) ve (3.6) denklem sisteminde sirayla yerlerine yazilirsa

st gy
A (B _Sml—i—é)-'_ﬂ( m+1 " O 1 m—1 15;51 1 )Tg
e i i':l/f) e
#(Sm_lqtsm_l Sl 28" +8m+1+8m+1 )=0

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde gerekli diizenlemeler yapilirsa her biri N + 1

denklem ve N + 3 bilinmeyen igeren

a8+ a8+ a8 = asdl + ad+ (3.9)
ve
¥ +asdh !+ adl = a68, P+ @ vags) P (3.10)
m = 0,1,...,.N

denklem sistemleri elde edilir. Burada

ay = 2h—3dAt, ay = 8h, az = 2h+ 3dAt
ar = h>—3vAt, as = 4h> + 6vAt, ag = h> + 3vAt, a7 = 4h* — 6VAL,

dir.
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N +1 denklemden olusan N + 3 bilinmeyenli (3.9) denklem sisteminin ¢oziilebilmesi
icin 2 tane bilinmeyenin yok edilerek sistemdeki denklem sayisi ile bilinmeyen sayisi

esitlenmelidir. Bu yiizden

017, 81y ve By Ty By

parametreleri,

U(a,t)=aveU(b,t) =P

sinir kosullar kullanilarak yok edilecektir.

esitliginden
ari—iil/Z _ (X—458+l/2 . 8r11+l/2

degeri (3.9) denkleminde m = 0 i¢in yerine yazilir.

esitlifinden ise
n+1/2 . n+1/2 n+1/2
Oy =PB—0y_ | —4dy

degeri (3.9) denkleminde m = N i¢in yerine yazilir.
Benzer sekilde
Up=U(xp,t) = 8" +48, + 81" =«
esitliginden
i = —adi ! — &)t
degeri (3.10) denklemde m = 0 i¢in yerine yazilir. Son olarak
Uy = U (xy,1) = Sy + 485 + 83t =B

esitliginden 8}1\#1 = B— 51485 degeri (3.10) denklemde m = N igin yerine yazilir.

Boylece (N + 1) x (N+ 1) boyutlu, 1. ve N. denklemlerinde 2 terimi diger denklem-

lerde 3 terim elemanl kosegen denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi Thomas
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algoritmas1 yardimiyla coziilebilir. (3.9) denkleminden elde edilen SZH/ 2 parametreleri
(3.10) denkleminde yerine yazilarak istenen boliinme noktalarindaki belirlenen zaman-
lardaki ¢oziimler 8”m+] paremetrelerinin 3’ lii ardisik lineer kombinasyonu ile (3.4) denk-
leminden belirlenir. Boliim noktalar ile beraber istenen yaklasik ¢oziimlerde (3.2) yada

(3.3) denklemlerinden bulunabilir.

Lineerlestirilen (3.9) denklemi i¢in her zaman adiminda (3.10) denkleminden gt

bulmadan 6nce (2.17) ile bir 6nceki boliimde tanimlanan
1
(8,)"1% = 8, + (8,2~ 8))

lineerlestirme islemi, cebirsel denklem sisteminin ¢dziimiiniin iyilestirilmesi i¢in iki ya

da ii¢ kez uygulanmalidir.

3.2 Baslangic Durumu

(3.9) ve (3.10) iterasyon sistemlerinden SZ’ngéziim parametrelerinin bulunabilmesi
icin Oncelikle 6& baglangic parametrelerinin bulunmasi gerekir. Bunun icin asagidaki bas-

langi¢ ve sinir kosullar1 kullanilabilir:

3
(U)n(x0,0) = (81 =8%)) =U'(x0,0) =0 (3.11)
Un(%m,0) = 80| +480 480, | =U(xn,0), m=0,....N

3
(U )n(xn,0) = E(SRHI —8y_1) = U'(xw,0) =0

Baslangi¢ kosullarinin boliinme noktalarindaki degerleri kullanilarak, 5,,? parametresi

i¢in,

U(xo,0) = &, +48)+8" (3.12)
Uxi,0) = &) +48)+8

Uxn,0) = Sy_j+48%+3v,,
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seklinde N + 1 denklemden olusan N + 3 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir. Bu
denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in (3.11) ile verilen kosullar kullanilarak 8(11 ile
89\, 11 parametreleri yok edilebilir. Boylece N + 1 bilinmeyenli N + 1 denklem sistemi

elde edilir ki, bu sistemin ¢oziimii, Thomas algoritmasi ile bulunabilir.

3
S =8) =0

3
~(@1— o) = 0

esitliklerinden elde edilen &) =38° | ve 8% = 8% | degerleri (3.12) denklem sisteminde

yerine yazilirsa,

U(x,0) = 483+28 (3.13)
U(x;,0) = &) +48)+8)

U(xy,0) = 285 | +48%

bilinmeyen sayis1 ile denklem sayisi esit olan sistem elde edilir.

(3.13) denklem sistemi

[ 4 2 11 & [ Ulxg) ]
1 4 1 &) U(x))
1 4 1 & U(x2)
1 4 1 8, U(xn)

I 2 4] 8% | Ulxv) |

seklinde matris formunda yazilabilir. Thomas algoritmasi ile bu sistem ¢oziilerek bir son-

raki zaman adimina gecilir.
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4. BURGER DENKLEMININ KUBIK SPLINE
KOLOKEYSIN METODUYLA COZUMU

Bu boliim Ali ve arkadaslar1 (1990) tarafindan yapilan calismanin diizenlenme-
sinde olugsmaktadir. Bu boliimde Burgers denkleminin kiibik kolokeysin yontemi ile ¢6-
ziim algoritmasi tanitilacaktir. Burgers denklemi konuma gore ikinci mertebeden tiirevlere
sahip oldugundan siirekliligi saglamak i¢in yaklasim fonksiyonu ikinci basamaga kadar
tiirevlenebilr olmalidir. Kiibik B-spline fonksiyonlar: da ikinci dereceden siirekli tiirevlere

sahip oldugundan kiibik B-spline kolokeysin yontemi Burgers denklemine uygulanabilir.

4.1 Kiibik B-spline Kolokeysin Metodu

Bu ¢alismada

Uy t+uiy— Ve =0 a<x<b 4.1)

formundaki lineer olmayan Burges denkleminin sayisal ¢6ziimii arastirilmigtir. Denk-
lemde v pozitif parametre olup denklem icin gegerli olan baslangic ve sinir sartlar1 6nceki

boliimlerde oldugu gibidir.

[a,b] araliginin esit mesafedeki boliinme noktalart
a=xp<x1...<xy=2b

olarak secelim.

la,b] aralig1 digindaki x_3,x_2,x_1,0, X1, Xmt2,Xm+y bOlinme noktalarinda kiibik
b-spline ¢;(x), i = 1..N ile gosterilsin. Bu durumda Xy = span{0_,¢;,...,0n, 0y } [a, D]

izerinde tamimlanan fonksiyonlar i¢in bir baz olacaktir.

Burgers denklemindeki U (x,) bilinmeyenine bir yaklagim fonksiyonu

N+1

un(x,0) =Y 8u(t) 9,,(x) (4.2)

m=—1
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olarak yazilabilir. Buradan ,, zamana bagh bir parametredir ve kiibik B-spline bilinme-

yen parametreler kolokeysin yonteni sinir ve baslangi¢ kosulundan belirlenecektir.

Esit mesafedeki boliinme noktalari secildiginde, her bir alt araligin boliinme noktalar
arasindaki mesafe h = (x,,+1 — x;,) dir. ¢,,(x) kiibik B-spline fonksiyonu ve onun ilk iki
tiirevi [x;—2,%u12] arah@inin diginda sifirdir. Boliinme noktalarindaki ¢,,(x), ¢/,(x) ve

" (x) degerleri kiibik spline fonksiyonu ifadesinden elde edilebilir:

Cizelge 4.1: Boliinme noktalarindaki kiibik B-spline degerleri

X Xm—2 | Xm—1 | Xm Xm+1 | Xm+2
o010 |1 |4 [1 |0

3 3
0 (x) | O L 0 " 0
Ou(x) | O 2 | —wle |0

(4.2) esitligi ile birlikte (4.1) kullanilirsa u,, bilinmeyenin J,, parametreleri cinsinden

Unt+1 = u(xm+l) =01 +40, + 8m+2 ’
olarak yazilabilir. Boylece [x,;,X;,+1] alt araliginda u i¢in yaklagim
m+2
Y, 8¢, (4.4)
Jj=m—1

olarak yazilabilir. Burada J,,—1,0,;,0+1,0m+2 eleman parametreleridir. Biz ayn1 yakla-
sim1 boliinme noktalarinda # nun konuma gore birinci ve ikinci tiirevi i¢inde 9§, paramet-

resine gore yazabiliriz. Bu durumda boliinme noktalarinda

ty = U (Xm) = %(6m+l_8ml)}
W' (i) = 5 (Sm—1 — 28w + 81 (4.5)

esitlikleri bulunur.

d =(8_1,80,...,0n,0y11)T vektoriiniin zamana bagl parametrelerinin n. ve (n+1).

zaman araliginda dogrusal olarak interpolasyonu ve d’nin zamana gore tiirevi

dd _ 1 gni1_gny (4.6)

d=(1-0)d"+od""! =
( ) + dt At
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olarak yazilabilir. Burada 0 < 0 < 1 ve d” nAr zamanindaki parametre degeridir.

X, boliinme noktalarinda (4.3) ve (4.5) esitlikleri Burgers denkleminde kullanilir ve

0= % secimi ile birlikte zaman ayrigimi icin (4.6) esitlikleri kullanilirsa her bir boliinme

noktasinda
am =1 —=RyZ,;, — 2R>, am =4(1+Ry), a3 =1+R1Z,, —2R>,
ams =14+ R11Zy+2R2, aps =4(14+R2)Zy+2R2, ame =1—R11Zy+ 2R,
Zny =208 | +48,+38,.,,, Ri=33A Ry = A Ar
Ry = @At Ry = 3(1}126)VAZ‘

(4.7)

olmak tizere

aml 53:11 + aun 53{” + a3 82—:_11 = Uma 531_1 + ans 521 + a6 SZ—H , m=0,1,....N
4.8)
elde edilir.

(4.8) sistemi N + 1 denklem ve N + 3 bilinmeyenli d = (8_,8,...,8y,dy+1)7 pa-
rametresini igerir. Bu sistemin tek bir ¢oziimiinii elde etmek icin, iki tane denkleme ihti-
yacimiz vardir ve bu kosullar, sinirh kosullardan elde edilir. Sinir kosulundan U (a,t) = o
ve U(b,t) = o sinir kogullarindan 8_; +4 89+ &) = o ve dy—1 +4 Oy + Oy = 0

denklemleri elde edilir.

(4.8) denkleminde m = 0 i¢in

n+1 n+1 n+1 n n n
aol 6_1 +ap 50 +ap3 51 = ag4 5_1 +aops 60+a06 61

bulunur ve bu denklemde &' = 0 — 482" + &' degeri yerine yazilirsa (4.8)’un

birinci denklemi

41 41 +1
(aop —4ap1)8" " + (ags — ap1)d|" = apad" | + aosdy + aped| — aiao;

olarak bulunur. Aym sekilde (4.8) denkleminde m = N icin
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n+1 n+1 n+1 n n n
ayy Oy +an2 Oy +an3 Oyl = an4 Sy _| +ans Sy +ane Oy

elde edilir. Bu denklemde 8", = o — 433", — 438" degeri yerine yazilirsa (4.8)’un

son denklemi

n+1 n+1 n+1 n n
(am — 4aN3)6N_1 + (aNz — aN3)6N = aN45N_1 +aN58N +aN65N+1 —aNzap

olarak bulunur. Boylece sistem
A(d) d" = B(d) d"+r ved = (&8 (4.9)

olarak matris formunda yazilabilir. Burada A(d) ve B(d) iiggensel matrislerdir. Ik ve
son satirda iki eleman, aralarda 3 eleman bulunur. r vektorii sinir kogullarina bagli gelen

vektordir.

un(x,¢) "nin yaklagik ¢6ziimii igin zamana gore hesaplanmasi d” vektoriiniin hesap-
lanmast ile miimkiidiir. d° vektorii bir kere baslangic kosulundan hesaplandiktan sonra
(4.9) denklem sistemi ile diger tiim zaman adimlarindaki d bilinmeyenler parametresi bu-
lunabilir. Bu ardigik ¢6ziim i¢in gereken katsayilar matrisi iicgensel oldugu i¢in, tiggensel
sistem Thomas algoritmas1 kullanilarak ¢6ziiliir. Katsayilar matrisinde lineerligi bozan

terim icin ise diger boliimlerde oldugu gibi bir i¢ iterasyon iglemi yapilmisgtir.

4.2 Baslangic Durumu

u(x,0) baslangic sartindan, d° parametresi bulunabilir. Bunun igin

N+-1

Un(x,00= Y 8)9;(x) (4.10)

i=—1

yaklagimi kullanilabilir. Burada 8? aranilan parametredir. Aranilan degerin bulunabilmesi

icin agagidaki kosulara ihtiyac vardir.
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a) N + 1 kosul, u(x,0)’mn boliinme noktalarindaki degerlerdir.

b) Baslangi¢ kosullarinin birinci ve ikinci tiirevlerinin araligin u¢ noktalarinda aldig

degerler kullanilarak iki ilave denklem elde edilebilir.

Boylece d° vektoriiniin baglangic degeri
Ad"=b 4.11)

denklem sisteminin ¢oziilmesi ile bulunur.
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5. BURGER DENKLEMININ GENISLETILMIS
KUBIK B-SPLINE KOLOKEYSIN YONTEMIYLE
SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, Burger denkleminin genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlart kullani-
larak kolokeysin yontemi ile sayisal ¢oziimii aragtirilmistir. Sayisal ¢oziimiin dogrulugu

test problemleri yardimiyla incelenmistir.

5.1 Metodun Uygulanmasi

Burgers denklemi

U +U0U, —vU, =0 (5.1)

formundadir. (5.1) Burgers denklemine Crank Nicolson zaman par¢alanmasi uygulanirsa

X, boliinme noktalarinda

U ~Up , WU+ (WU Wely" + W _ (55
At 2 ? |

esitlifine ulasilir. (5.2) denklemi diizenlenirse

At n n At n
Ut S U v U = U= 5 )

5 m m 5 —v(Ux)y) (5.3)

m m

bulunur.

xm noktasinda genisletilmis kiibik B-spline esitlikleri

4—A 8+ A 4—A

Un = U(xm) = Wsm—l + 12 8m + % 8m—i—l» (5.4)
Om— o
Uy = U'llxn) = —71 7_‘—17 (5.5)
24A 24\ 24\
U,Z = U”(Xm> = Wsmfl - I’l2 8m + 2/12 8m+l- (56)

formunda elde edilmisti. Bu esitlikleri (5.3) denkleminde yerine koyarsak

4-L 8+
24 777 12

a = 2
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1 1
24+ A 24+ A
c _ _
1 2]’12 3 €2 h2

olmak tizere

At At At
((ll += [U1b, —vcd) &+ (az — ?vcz) AR (a += [Un+tb, — vcl}) §tl =

A At At
(al——t[U bl—vc1]> S 1+(a2+7vcz)5 +<a1—7[U bZ—VCl]) m+1

(5.7)
esitligine ulagilir.
Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Ar n+1 n
Bl =a)+ —= [U bl—vcl] 4—a1 U bl—vcl]
& Kz
P, Zaz——vcz, Ps —az+gv02,
t
By=ar+— > [U”“bz —vcl] Be =ai — > [U}by —vey],
olmak tizere m = 0,1,...,N icin
Bi S+ Bady !+ Bsdtt = Badh_i +BsSy 4+ BeSy (5.8)

denklemleri bulunur. Bu sistem N + 3 bilinmeyenli N + 1 lineer olmayan denklemden
olugsmaktadir. Denklem sayisi ile bilinmeyen sayisini esitlemek i¢in 8_; ve Oy pa-
rametreleri sinir kogullariin kullanilmasiyla yok edilerek (N + 1) x (N + 1) boyutlu 3

bandli kosegen denklem sistemi elde edilir.

Sinir kosullari

4—) 8+ 4—A

e —8_ 8 8 -
Ula,t) 7 1+ B 0+ 22 O Uo
42 8 1A, 4—N
Ub,t) = 75N71+ T Oy + 7 On+1=Un

seklinde yazilabilir. Buradan sinir parametrelerinin degerleri

o1) (5.9)
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24 8+ A 4—A
8N+1 = m(UN— 12 SN— 24 8N—l) (5.10)

olarak yazilir ve bu degerler (5.8) denklem sisteminde yerine yazilarak gerekli yok etme

islemi gerceklestirilir. Ayrica

Fi = By8" +PBs8)+Psd]

Fyi1 = BySy_1+PBsSy +BsOy1

olmak tizere (5.8) denklem sisteminde m = 0 icin

n+1
BS ) +By0 T + B30 = A 5.11)
ve m = N i¢in
By + By + 535;{71]1 = Fn+1 (5.12)

esitlikleri bilindiginden (5.9-5.10) esitlikleri (5.11) ve (5.12) denklemlerinde yerlerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa (5.11) denklemi

8+A. ., . 24
([32—2[314_%)80+1 +(By— B3 =Fi - 4—7»[31U0
ve (5.12) denklemi
w1 84X\ cnit 24

By —B3)dy_1 + (B — 2B3m)51v =Fyt1— HB3UN

seklinde yazilir. Boylece denklem sistemi

BB BBy |
B, B, Bs 5
A ?1 Pz P3 R
. . . SN_I
Bl Bz B38—|—X I SN |
i Bi—Bs B=2Bs,— |
[ By Bs Bs ] [ 5 ]
Bs Bs Ps 3o
B = Bs Bs Pe , Y = : ,
5y
I Bs Bs Bs | | Ot |
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olmak tizere

AX"H = By™ (5.13)

seklinde matris formunda yazilabilir. (5.13) sisteminde Thomas algoritmasi kullanilarak

n+1)Ar zaman aralidindaki X" ! yaklasimi elde edilir.
g y $

(5.13) bir kapal1 sistem oldugundan sistemi ¢dzebilmek icin her bir zaman adiminda

asagida verilen i¢ iterasyonlu lineerlestirme islemi 10 kez yapilmistir.

Adim 1: 8 = 8" olmak iizere i = 1 alarak B, ve B katsayilarinda 8}, = 8"l
Adim 2: i < 10iken 3. ve 4. adim1 gerceklestir,
Adim 3: 8" hesapla ve &7, = & al
Adim4: i=i+1,
Bitir ve bir sonraki zaman adimina geg.

5.2 Baslangic Durumu

X"+1 bilinmeyen vektoriiniin bulunabilmesi icin 6ncelikle X° baslangi¢ vektoriiniin

bulunmas1 gerektigini yukarida belirtmistik. Baglangic vektorii

4—X 8+7» 4 Ao
Ul = o =8 & + SmH, m=0,1,....N (5.14)

sistemi coziilerek elde edilebilir. Bu sistem N + 3 bilinmeyenli N + 1 lineer denklemden

olugsmaktadir. Boliinme noktalarinda
Un(xm,0) = U (xn,0) = f(xn), m=0,....N

oldugundan (5.14) esitligi acik olarak yazilirsa
4—Ayoy  8+Ay 4 A

Uxo,0) = —=8% + =280+ — =8 = f(x0)
Un0) = e Bl ’“6°—f< )
: (5.15)
Ul -1,0) = %SN_Q SRS+ = s )
Ula.0) = %mwgfj‘% Y stH Fow)
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elde edilir. Boylece N + 3 bilinmeyenli N 4 1 denklemden olusan lineer denklem sis-

temine ulagilr. Bu denklem sisteminde 8° |, ve 8y 41 parametreleri yok edilirse, N + 1

bilinmeyenli N 4 1 denklemden olusan bir karesel sistem elde edilir. Bunun i¢in

baslangic kosulundan

ve tiirev kosullar1 yardimiyla 8(1) ve 810\, 1 parametreleri belirlenir.

2
h

2
26—

(8Nt —Oy—1)

h
= flla)=8", =8~ Ef/(a)

h
= f'(b)= & =81 +57 ()

U(m,0) = f(m), m=0,..,N

bulunur. Bu ifadeler (5.15) denkleminde yerine yazilirsa

olmak tizere

F 84N 4—A :
12 12
450 8EN 4-2
24 12, 24
450 8T 4-2
24 12 24
4N 84A 42
24 12, 24
4—)A 8+A
12 12
I ho 4]
0 - _ /
% fx0)+31"(a)—
9 fx1)
.| H= s
& fn-1) N
&0 LR St
N i flxw) 2f (b) 7
KX =H

(5.16)

denklem sistemi elde edilir. Dolayisiyla (N + 1) x (N + 1) tipinde ii¢ bandli késegen denk-

lem sistemi bulunmus olur. Bu sistemde kolaylikla Thomas Algoritmasi ile ¢oziilebilir.
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5.3 Test Problemleri

Onerilen sayisal yontemin dogrulugunun kontrolii
Lo = ‘Utam - yakla§lk‘oo = mr?l'x ‘ (Um)tam - (Um)yakla§1k

hata normu hesaplanarak kontrol edilecektir.

(a) Tlk test probleminde Burgers denklemi igin

X

Ux,1)= - \/%exp(xz/(m/))’ a<x<b, (5.17)
formundaki baglangi¢ sartini ve
U(a,t) =Uy(a,t) =0ve U(b,t) =U,(b,t) =0 (5.18)
sinir sartlar1 kullanilacaktir.
Bu problem igin analitik ¢6ziim ise #y = exp(1/(8Vv)) olmak iizere
Ulx,1) X/t 1>1, a<x<b, (5.19)

1 /i exp(e?/(4ve))

formundadir.

Sekil 5.1 de v =0.005 i¢in t = 1, = 1.5, = 2,t = 2.5 ve t = 3.1 zamanlarinda

dalgalarin durumu verilmistir.

045 T T T T T

0.4

0.25 ; /
T o
e e

N/ R AR
NN N NN

0 01 0.2 03 0.4 0.5 06 07 08 0.9 1
Konum Araligi

Sekil 5.1: v=0.005i¢int = 1, = 1.5, =2,t = 2.5 ve t = 3.1 zamanlarinda dalgalarin
durumu
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Sekil 5.2 deise v=10.0005 i¢int = 1, = 1.5, =2,t =2.5 ve t = 3.1 zamanlarinda
dalgalarin durumu verilmistir. v de8erinin yani vizkozite katsayisinin daha diisiik deger
secilmesi sonucunda dalgalarin keskin hatlara sahip oldugu kolaylikla goriilebilir.

s ! 1 T T ! I I T 1

05

04

03

02

y Saluuannl

i i 1
0 0.1 02 0.3 04 0.5 06 0.7 08 0.9 1
Konum Araligi

Sekil 5.2: v=0.0005i¢in¢t = 1,t = 1.5,t =2,t = 2.5 ve t = 3.1 zamanlarinda dalgalarin
durumu

Cizelge 5.1 de ise konum adim uzunlugu olarak 4 = 0.005 ve zaman adim uzunlugu
olarak Ar = 0.01 alinmis ve program ¢ = 3.1 zamanina kadar farkli vizkozite katsayilari

ve konum araliklari i¢in ¢aligtiriimagtir.

Cizelge 5.1: h = 0.005,Ar = 0.001 ve farklizaman artimlarii¢in L., Hata normlari

L. x 10° (A =0) Lo x 103
v =0.01,
0<x<l1 27.3206 Ayni
0<x<1.6 0.0090 0.0063(A = —0.00019)
v = 0.005,
0<x<1 47906 Ayni
0<x<1.2 0.0347 0.0241(A = —0.00055)
v =0.001,
0<x<1 0.8779 0.5646(A = —0.01450)
v = 0.0005,
0<x<l1 2.9680 1.6195 (A = —0.03334)
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Sekil 5.3 de v = 0.005 ile konum aralig1 olarak 0 < x < 1 ve konum adim uzunlugu
olarak 4 = 0.005 ve zaman adim uzunlugu olarak Ar = 0.01 secimleri yapilarak r = 3.1
zamanindaki mutlak hata ¢izilmistir. Sekil incelendiginde maksimum hatanin ¢izelge 5.1
de verilen degerle uyumlu oldugu ve konum arali§inin u¢ noktalarinda olustugu goriiliir.
Maksimum hatanin konum aralifinin u¢ noktalarinda olmasinin sebebi, sinir sartlarinin

seciminden kaynaklanmaktadir.

5)(103

35
©
@ 3
: |
5
2

o o
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T~

R

0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09 1
Konum Araligi
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Sekil 5.3: v=10.005,A =0 ve 0 < x < 1 i¢in 7 = 3.1 deki mutlak hata

Hatay1 diisiirmek i¢in konum aralig1 0 < x < 1.2 olarak genisletilmis ve ayn1 paramet-
reler kullanilarak maksimum hata tekrar ¢izilmigtir. Bir 6nceki sekilde sinir sartlarindan
kaynaklanan hatadan dolay1 A degerinin degistirilmesi hatay1 etkilememisti. Konum ara-
liginin genigletilmesi sonucunda artik mutlak hata sinir sartlarindan bagimsiz olmustur.
Bu sebeble A = 0 ve ayn1 parametreler i¢in en iyi deger olan A = —0.00055 i¢in grafikler
sirastyla Sekil 5.4 ve Sekil 5.5 de verilmistir.
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x10°

25

Mutlak Hata
;’l‘ ~
e ——— TN SRR SRS IR e
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0 0.2 04 . 08
Konum Aralidi

Sekil 5.4: v =10.005,A=0ve 0 <x < 1.2i¢int = 3.1 deki mutlak hata

Sekil 5.4 ve Sekil 5.5 incelendiginde artik mutlak hatanin konum araliginin orta nok-
talarinda oldugu ve ¢izelge 5.1 ile de uyumlu oldugu goriiliir. Genisletilmis kiibik B-spline
da bulunan A parametresinin degistirilmesininde hatay1 bir miktar diisiirdiigii sonucuna

varilabilir.

x10°

Mutlak Hata_
— Py
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—
——

o
o
\‘
.

0 02 04 06
Konum Araligi

Sekil 5.5: v =10.005,A = —0.00055 ve 0 < x < 1.2 i¢in ¢ = 3.1 deki mutlak hata

Sekil 5.6 da v = 0.0005 olarak secilen vizkozite katsayisiyla 0 < x < 1 konum aralig,
h = 0.005 konum adim uzunlugu ve Ar = 0.01 zaman adim uzunlugu se¢imleri yapilarak
t = 3.1 zamanindaki mutlak hata A = 0 i¢in ¢izilmistir. Mutlak hatanin en biiyiik degeri

konum arali§inin u¢ noktalarinda yani sinirlarinda gelmediginden dolay1 konum araligini
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genisletmek mutlak hatay1 dahada diisiirtmeyecektir.

3><10'3

Mutlak Hata
o

|
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Konum Araligi

Sekil 5.6: v =0.0005, ve 0 <x < 1ic¢in¢ = 3.1 deki mutlak hata

Sekil 5.7 ise en diisiik hatay1 veren A parametresi i¢cin mutlak hatanin grafigi ¢izilmis-

tir.

Mutlak Hata

] | |
00 0.1 02 03 04 05 08 07 08 0.

Konum Aralidi

T
9
Sekil 5.7: v =0.0005,A = —0.00019 ve 0 < x < 1 i¢in ¢ = 3.1 deki mutlak hata

(b) Ikinci test probleminde Burgers denklemi igin o, u, y sabitler ve

_olx—ut—7)
n= v

b

olmak tizere
_ otut(u—a)expn

,0<x<1,1>0, (5.20)
1 +expn

U(x,t)



analitik ¢oziimii kullanilacaktir. Bu problem i¢in
U(0,t)=1veU(1l,1)=0.2

sinir sartlar ve

olmak tizere
_otpu+(u—ajexpn
B 1 +expn

U(x,0)

)

formundaki baslangi¢ sart1 analitik ¢oziimden elde edilebilir.
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(5.21)

(5.22)

Sekil 5.8dev=0.01i¢int =0, =0.125, =0.25,t = 0.375 ve t = 0.5 zamanlarinda

dalgalarin durumu verilmistir.

T

o |
I
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02

A T S AN SN S N

i

i

0 01 02 03 04 05 06 07
Konum Arali
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09

Sekil 5.8: v =0.01 i¢in ¢t = 0, = 0.125,# = 0.25,¢ = 0.375 ve t = 0.5 zamanlarinda

dalgalarin durumu

Sekil 5.9 deise v=0.001 i¢in t = 0, = 0.125,# = 0.25,t = 0.375 ve t = 0.5 zaman-

larinda dalgalarin durumu verilmistir. v vizkozite degerinin daha diisiik secilmesi sonu-

cunda dalgalarin keskin hatlara sahip oldugu kolaylikla goriilebilir.
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Konum Araligi

Sekil 5.9: v =0.001 icin t = 0, = 0.125,¢ = 0.25,¢ = 0.375 ve t = 0.5 zamanlarinda
dalgalarin durumu

Cizelge 5.2 de ise farkli konum, zaman adim uzunluklar1 ve vizkozite degerleri icin

program ¢t = 0.5 zamanina kadar 0 < x < 1 konum araliginda ¢alistirilmstir.

Cizelge 5.2: Ar =0.001 ve farklizaman artimlarii¢in L., Hata normlari

Lo(A=0) Lo
v =0.01,
h=0.1 0.1207741 0.0721418(A = —1.08901)
h=0.01 0.0022945 0.0019513(A = —0.01071)

v =0.001,
h=0.1  0.6523242 0.2004436(\ = —1.64260)
h=0.01  0.0756228 0.0416005(\ = —0.97630)

Sekil 5.10 ve Sekil 5.11 de ise sirastyla v = 0.01 ile konum aralig1 olarak 0 < x < 1
ve konum ile zaman adim uzunlugu olarak 7 = 0.01 ve Ar = 0.001 secimleri yapilarak
t = 0.5 zamanindaki mutlak hatanin grafigi A = 0 ve A = —0.97630 serbest parametreleri

kullanilarak c¢izilmistir.
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Sekil 5.10: v=0.01,A=0ve 0 < x < 1 igin t = 0.5 deki mutlak hata

Sekil 5. 10 ve Sekil 5.11 incelendiginde ¢izelge 5.2 de bulunan hatalar ile uyumlu ol-
dugu goriilebilir. Ayrica her iki sekildeden de farkedilebilecegi gibi en biiyiik hata konum
araliginin ug¢ noktalarinda goriilmektedir.
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Sekil 5.11: v=0.01,A = —0.01071 ve 0 < x < 1 i¢in t = 0.5 deki mutlak hata

Bu sefer Sekil 5.12 ve Sekil 5.13 de sirasiyla v = 0.001 ile konum aralig1 olarak
0 <x <1 ve konum ile zaman adim uzunlugu olarak 4 = 0.01 ve Ar = 0.001 secimleri
yapilarak t = 0.5 zamanindaki mutlak hatanin grafigi A = 0 ve A = —0.01071 serbest

parametreleri kullanilarak cizilmistir.
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Sekil 5.12: v=0.001,A =0 ve 0 < x < 1 i¢in = 0.5 deki mutlak hata

v = 0.001 icin c¢izilen iki sekil incelendiginde cizelge 5.2 de bulunan hatalar ile
uyumlu oldugu goriilebilir. Ayrica her iki sekildeden de farkedilebilecegi gibi en biiyiik

hata konum araliginin u¢ noktalarinda goriilmektedir.
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Sekil 5.13: v=0.001,A = —0.01071 ve 0 < x < 1 igin t = 0.5 deki mutlak hata

(¢) Ugiincii test probleminde Burgers denklemi icin

1 —15
U(x,O)zEll—tanh(xéw )}, 0 <x <30, (5.23)
formundaki baglangi¢ sartin1 ve

U(0,¢) =1veU(30,t) =0 (5.24)
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sinir sartlar1 kullanilacaktir.

Bu problem igin analitik ¢6ziim ise 79 = exp(1/(8Vv)) olmak tizere
1 2
Uxi)=5 |1-tanh | —2— (5.25)

formundadir.

Sekil 5.14 de v=1/8 i¢in t = 0,r = 2,r = 4,t = 6,1 = 8 ve t = 10 zamanlarinda

dalgalarin durumu verilmisgtir.

T

06

04

g | i j
0 5 10 15
Konum Araligi

25 30

Sekil 5.14: v=1/8i¢int =0,t =2,t =4,t = 6,t = 8 ve t = 10 zamanlarinda dalgalarin
durumu

Sekil 5.15deisev=1/24i¢int =0,t =2,t =4,t = 6,1 = 8 ve t = 10 zamanlarinda
dalgalarin durumu verilmistir. v degerinin yani vizkozite katsayisinin daha diisiik deger

secilmesi sonucunda dalgalarin keskin hatlara sahip oldugu kolaylikla goriilebilir.
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Sekil 5.15: v=1/24i¢int =0,t =2,t = 4,t = 6,1 = 8 ve t = 10 zamanlarinda dalgalarin
durumu

Cizelge 5.3 de ise konum adim uzunlugu olarak # = 0.1 ve zaman adim uzunlugu
olarakta Ar = 0.025 degerleri alinmis ve program ¢ = 10 zamanina kadar farkli vizkozite

katsayilari i¢in ¢aligtirilarak L., hatalar1 bulunmugtur.

Cizelge 5.3: h =0.1,Ar = 0.025 ve farklizaman artimlarii¢in L., Hata normlar1

Lo x 103(A=0) Lo x 103
v=1/8 0.9687 0.5362(A = —0.00514)
v=1/24 7.2625 4.0941(A = —0.03499)

Sekil 5.16 ve Sekil 5.17 de sirasiyla v = 1/8 vizkozite degeriyle 0 < x < 30 konum
araligi iizerinde 7 = 0.1 ve Ar = 0.025 konum ile zaman adim uzunlugu degerleri se¢ilerek
t = 10 zamanindaki mutlak hatanin grafigi A = 0 ve A = —0.00514 serbest parametreleri

icin ¢izilmistir.
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Sekil 5.16: v=1/8,A =0 ve 0 <x < 30 i¢in t = 10 daki mutlak hata

Sekil 5.16 ve Sekil 5.17 incelendiginde Cizelge 5.3 de bulunan hatalar ile uyumlu
oldugu goriilebilir. Ayrica her iki sekil incelendiginde en biiyiik hata konum arali§inin

orta bolgesinde olugsmaktadir.
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Sekil 5.17: v =1/8,L = —0.00514 ve 0 < x < 30 i¢in r = 10 daki mutlak hata

Sekil 5.18 ve Sekil 5.19 da ise sirasiyla v = 1/24 vizkozite degeriyle konum araligi
olarak 0 < x < 30 ve konum ile zaman adim uzunlugu olarak 4# = 0.1 ve Ar = 0.025
se¢imleri yapilarak ¢+ = 10 zamanindaki mutlak hatanin grafigi A = 0 ve A = —0.03499

serbest parametreleri icin ¢izilmistir.
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Sekil 5.18: v=1/24, L =0 ve 0 < x <30 i¢in ¢ = 10 daki mutlak hata
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Bu boliimde 6nerilen yontem sonucunda elde edilen sonuglar, bu tezde tanimlanan

metodlarin sonuglar1 ve bagka yontemlerin sonuglar ile karsilagtirilacaktir.

6.1 1lk Test Problemi icin Kiyaslamalar

Cizelge 6.1 de farkli v degerleri icin L., hata normlar1 hesaplanarak 5. boliimde one-

rilen yontem ile 2., 3. ve 4. boliimde Onerilmis yontemlerin kiyaslamalar1 yapilmisgtir.

Cizelge 6.1: h = 0.005 ve At = 0.01 i¢in 3.25 zamanindaki mutlak hatalar

Yontemler Konum aralig1 | v L

— -3
Onerilen yontem [0,1] 0.005 A=0]925x10

Ayni

. ) A=0 0.032x10~>
Onerilen yontem [0,1.2] 0.005 = 000054 | 0.003 103
. ) A=0 2.59%107>
Onerilen yontem [0,1] 0.0005 % — 004190 | L58x10=3
Kuadratik (Sahin, 2004) [0,1] 0.005 | 8.98x10~
Kuadratik (Sahin, 2004) [0,1] 0.0005 | 13.81x1073
Kiibik (Sahin, 2004) 0, 1] 0.005 | 21.04x10°3
Kiibik B-spline (Sahin, 2004) [0,1] 0.0005 | 21.05x 1073
(Ali et.al, 1990) [0,1] 0.0005 | 2.29x 10~

Cizelge incelendiginde onerilen yontemin Sahin (2004) tarafindan 6nerilen yontem-

lere gore daha iyi sonuclar verdigi goriiliir. v vizkozite terimin daha yiiksek oldugu du-

rumda hatalarin yiiksek ¢cikmasinin sebebi ¢ = 3.25 zamaninda dalganin u¢ noktasinin tam

olarak sifira gitmememesinden kaynaklanmaktadir. Sayisal yontemi uygularken araliin

uc¢ noktalarindaki degeri sinir gartlar1 sebebiyle sifir almamiz sebebiyle bir hata olusmus-

tur. Bu durumu bu ¢aligmada aralig1 genisleterek giderdik. Bazi ¢calismalarda ise bu durum

analitik sinir sartlar1 kullanilarak giderilmistir.
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Cizelge 6.2 de ise ikinci test problemi i¢in L., hata normlar1 ve sayisal degerler he-

saplanarak 5. boliimde Onerilen yontem ile 2., 3. ve 4. bolimde Onerilmis yontemlerin

kiyaslamalar1 yapilmustir.

Cizelge 6.2: h =1/36 ve At = 0.01 i¢in 0.5 zamanindaki sayisal ve analitik degerler

Kuadratik Kiibik (Ali et.al.,1990) On. Yon. On. Yon. T )
. (Sahin,2004) | (Sahin,2004) At =0.025 A=0 h=—00397 | ram&oz
0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.278 0.997 1.000 0.999 0.999 0.999 0.998
0.333 0.977 0.983 0.985 0.982 0.984 0.980
0.389 0.838 0.825 0.847 0.844 0.848 0.847
0.444 0.472 0.465 0.452 0.458 0.456 0.452
0.500 0.237 0.244 0.238 0.238 0.236 0.238
0.556 0.202 0.204 0.204 0.203 0.203 0.204
0.611 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
1.00 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
Lo 19.81x1073 22.23%x1073 5.67x1073 3.75x1073

Cizelge incelendiginde onerilen yontemin yine diger iki yonteme gore daha iyi so-

nuglar verdigi goriiliir.

Sonug olarak bu ¢alismanin orjinal kismi olan genisletilmis kiibik b-spline kolokeysin

metodu Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii i¢cin uygulandiginda elde edilen sonuglar

kabul edilebilir diizeydedir.




56

KAYNAKLAR DiZINI

[1] Ali, A.H.A., Gardner, L.R.T., Gardner, G.A., 1990, A Collocation Method for Bur-
gers’ Equation Using Cubic Splines, UCNW Maths Pre-Print, 90.29.

[2] Ali, A.H.A., Gardner, L.R.T.,Gardner, G.A., 1991, A Method of Line Solutions for
Burgers’Equation, Proceedings of the Asian Pasific Conference on Computational

Mechanics, 11-13 December, Hong Kong.

[3] Bateman, H., 1915, Some Recent Researches on the Motion of Fluids, Monthly
Weather Rec., 43, 163-170.

[4] Burgers, .M., 1948, A Mathematical Model Illustrating The Theory of Turbulence,
Adv. in App. Mech. 1, 171-199.

[5] Caldwell, J., Wanless, P., Cook, A.E., 1981, A Finite Element Approach to Burgers’
Equation, App. Math. Modelling, 5,189-193.

[6] Christie, 1., Griffiths, D.F., Mitchell, A.R., Sanz-Serna, J.M., 1981, Product App-
roximation for Non-linear Problems in the Finite Element Method, IMA, J. Num.

Anal., 1, 253-266.

[7] Cole, J.D., 1951, On a Quasi-linear Parabol in Aerodynamics, Quarterly of Applied
Math., 9, 225-236.

[8] Crank J., Nicolson P., 1947, A practical method for numerical evaluation of soluti-
ons of partial differential equations of the heat conduction type, Proceedings of the

Cambridge Philosophical Society 43, 50-64. 3

[9] Evans, D.J., Abdullah, A.R., 1984, The Group Explicit Method for the Solution of
Burgers’ Equation, Computing, 32, 239-253.



57

[10] Fletcher, C.A.J., 1983, A Comparison of Finite Element and Finite Difference So-
lutions of the One- and Two Dimensional Burgers’ Equations, Jour. Comp. Physics,

51, 159-188.

[11] Gang, X. U., Guo-Zhao,W., 2008, Extended cubic uniform B-spline and a-B-spline,
Acta Automatica Sinica, 34(8).

[12] Herbst, B.M., Schoombie, S.W., Mitchell, A.R., 1982, A Moving Petrov-Galerkin
Method for Transport Equations, Int. J. Num. Meth. Eng., 18, 1321-1336.

[13] Hopf, E., 1950, The Partial Differential Equation (Ut +UUx = uUxx), Comm. Pure
App. Math., 3, 201-230.

[14] Irk, D., 2007, Baz1 kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemlerinin B-spline sonlu

elemanlar ¢oziimleri, Eskisehir Osmangazi Universitesi, Doktora Tezi

[15] Iskandar, L., Mohsen, A., 1992, Some Numerical Experiments on the Splitting of
Burgers’ Equation, Num. Meth. Par. Diff. Eq., 8, 267-276.

[16] Inan,B., 2014, Burger Denkleminin Ustel Sonlu Fark Yontemleri Ile Coziimii, Inonii

Universitesi, Doktora Tezi

[17] Jain, P.C., Holla, D.N., 1978, Numerical Solutions of Coupled Burgers’ Equation,
Int. J. Non-linear Mechanics, 13,213-222.

[18] Jain, P.C., Lohar, B.L. , 1979, Cubic Spline Technique for Coupled Non-linear Pa-
rabolic Equations, Comp. & Maths. with Appl., 5, 179-185.

[19] Jain, P.C., Shankar, R., Singh, T.V., 1995, Numerical Technique for Solving
Convective-Reaction-Diffusion Equation, Math. Comput. Modelling, 22, 9, 113-
125.

[20] Kakuda, K., Tosaka, N., 1990, The Generalized Boundary Element Approach to
Burgers’ Equation, Int. J. Num. Meth. Eng., 29, 245-261.

[21] Kutluay, S., Bahadir, A.R., Ozde, A., 1999, Numerical Solution of One Dimensional
Burgers’ Equation: Explicit and Exact-Explicit Finite Difference Methods, J. Comp.
App. Maths., 103, 251-261.



58

[22] Lapidus, L., Pinder, G.F., 1982, Numerical solution of partial differential equations

in science and engineering, John Wiley and Sons, 677 p.

[23] Nguyen, I1., Reynen, J., 1987, A Space-Time Finite Element Approach to Burgers’
Equation in "Numerical Methods for Nonlinear Problems", Eds. E Hinton et al.:

Pincridge Press., 3.

[24] Rubin, S.G., Khosla, PK., 1976, Higher-order Splines, AIAA Journal, 14,7,851-
858.

[25] Saglam, M., 2002, Burger Denkleminin Kuadratik Ve Kiibik B-spline Polinomlari

Ile Niimerik C6ziimii, Mugla Universitesi, Master Tezi

[26] Smith, G.D., 1978, Numerical solution of partial differential equations, finite diffe-

rence methods, Oxford university press, 304 p.

[27] Sahin, A., 2004, Burger Denkleminin B-spline Fonksiyonlar Yardimiyla Niimerik

Coziimleri, Eskisehir Osmangazi Universitesi, Master Tezi

[28] Sentiirk, I., 2014, Kesirli Mertebeden Burger Denkleminin Ssonlu Fark Yontemi Ile

Coziimii ve Analizi, Yildiz Teknik Universitesi, Doktora Tezi

[29] Thomas, D., 1975, Artificial enzyme membrane, transport, memory, and oscillatory
phenomena, in: D. Thomas, J.-P. Kervenez (Eds.) Analysis and control of imbolised

enzyme systems, Springer, Berlin, Heidelberg, Nw York, 1975, 115-150.

[30] Varoglu, E., Finn, W.D.L., 1980, Space-Time Occurrinorating Caharacteristics for
the Burgers’ Eng., 16,171-184.

[31] Yel, G., 2012, Burger Denkleminin Sinir Eleman Yéontemi ile Coziimii, Inonii Uni-

versitesi, Master Tezi



