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OZET

Kismi tiirevli diferensiyel denklemler temel doga yasalarinin matematiksel
modellemesinde ve bir¢cok problemin matematiksel analizinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu tiir
denklemler lineer ve lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler olarak ikiye
ayrilmaktadir ve uygulamalarda lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler ile
sitkca karsilasilmaktadir. Bu tiir denklemlerin tam ¢ozlimleri bulunmadigi ya da
¢Oziimlerinin bulunmasinin ¢ok zor oldugu durumlarda niimerik yontemler gelistirilmis ve

gelistirilmeye devam edilmektedir.

Bu tez calismasinda, zamana bagli bir boyutlu lineer olmayan kismi tiirevli
diferensiyel denklemler i¢in niimerik ¢6ziim arastirilmistir. Birinci béliimde, ¢alisilan konu
ve tezin amaci hakkinda bilgi verilmistir. ikinci béliimde, literatiir arastirmasi yapilmustir.

Uciincii béliimde ise tezde calisilan temel kavramlar tanitilmstir.

Sonraki dort bolimde kuadratik B-spline subdomain Galerkin yonteminin ve
kuadratik trigonometrik B-spline subdomain Galerkin yonteminin sirasiyla RLW ve

Burger denklemlerine uygulamasi verilmistir.

Son olarak “bulgular ve tartisma® bashg altinda, yapilan c¢alismalarin

karsilastirilmasi verilmis ve “sonug¢” boliimiinde elde edilen sonuglar yorumlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler, Regularised
Long Wave (RLW) Denklemi, Burgers Denklemi, Crank-Nicolson, Trigonometrik B-

spline, Subdomain Galerkin.
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SUMMARY

Partial differential equations arise in the mathematical models of fundamental laws
of nature and the mathematical analysis of problems. These equations are known as linear
and nonlinear partial differential equations and nonlinear partial differential equations are
come across in applications. Generally, analytical solutions of nonlinear partial differential
equations does not exist. In this case, numerical methods have been developed and

research is going on developing new methods.

In this thesis, numerical solutions are researched for the time dependent one
dimensional RLW and Burgers' equations. In the first chapter, both subject and aim of this
thesis are mentioned. In the second chapter, some early studies are considered about the
subject. In the third chapter, some definitions about needed in the next chapters are

mentioned.

The next four chapters consist of numerical solutions of RLW and Burgers’
equations using quadratic B-spline subdomain Galerkin method and quadratic

trigonometric subdomain Galerkin method.

Finally, the results obtained using these methods are compared.

Key Words : Nonlinear Partial Differential Equations, Regularised Long Wave (RLW)

Equation, Burgers’ Equation, Crank-Nicolson, Trigonometric B-spline, Subdomain
Galerkin Method.
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1. GIRIS VE AMAC

Kismi tiirevli diferensiyel denklemler (KTDD), temel doga yasalarmin formiile
edilmesinde; uygulamali matematik, matematiksel fizik ve miihendislik bilimlerinde
kargilagilan ¢ok sayida problemin matematiksel analizinde ortaya cikmaktadir. Bu
konu modern matematik bilimlerinde, ozellikle fizik, geometri ve analizde énemli bir
rol oynar. Fizik bilimlerinin kapsaminda ¢ogu problem, baglangig ve/veya uygun
sinir sartlari ile diferensiyel denklemler kullanilarak aciklanmigtir. Bu problemler
genellikle basglangic deger problemleri, sinir deger problemleri ya da baslangic-siir
deger problemleri olarak ortaya gikar (Debnath, 2011). Kismi tiirevli diferensiyel
denklemler, lineer ve lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemler olarak iki
kisima ayrilir. Uygulama alanlarina bagh olarak da gesitleri kendi i¢lerinde artmaktadir.
Yukarida bahsedilen alanlardaki olgularin matematiksel modellemesinde genellikle
lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerle kargilagilir. Bu tiir problemlerin
analitik ¢oziimlerini bulmak igin genel olarak kabul edilmis bir yontem olmadigindan

¢oztimleri i¢in niimerik yontemlere ihtiya¢ duyulur (Debnath, 2011).

Bu yiiksek lisans tezinde, zamana bagli bazi bir boyutlu lineer olmayan kismi
tiirevli diferensiyel denklemler icin niimerik ¢oziim aragtirilacaktir. Bahsedilen tiirdeki
denklemler i¢in model problem olarak, Regularised Long Wave (RLW) ve Burgers
denklemleri segilecektir. Coziimleri aragtirirken zaman ayrigtirmasi i¢in Crank-Nicolson
yontemi, konum ayrigtirmasi igin ise kuadratik B-spline fonksiyonlar1 yardimiyla
subdomain Galerkin yontemi ve kuadratik trigonometrik B-spline fonksiyonlar:
yardimiyla subdomain Galerkin yontemi c¢aligilacaktir. Bu niimerik yontemler, model
problemlere uygulanacak, maliyet ve dogruluk bakimindan davraniglar: incelenecek ve
kargilagtirmalar1 yapilacaktir. Bu baglamda amag; trigonometrik B-spline fonksiyonlar:
yardimiyla olusturulan algoritmadan, maliyet bakimindan hesapli, dogruluk olarak

yeterli sonuclar elde etmektir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

RLW (Regularised Long Wave) denklemi undular bore olaymi modellemek igin
Peregrine (1966) tarafindan onerilmigtir. Benjamin vd. (1972) bu denklemin daha
yaygin olarak bilinen lineer olmayan KdV (Korteweg-de Vries) dalga denkleminin
¢oziimiine benzerligini gostermiglerdir ve RLW denkleminin KdV denklemine tercih
edilebilir oldugunu ileri siirmiiglerdir. RLW denkleminin sadece 6zel analitik
¢oziimleri mevcuttur. Genel ¢oziimii olmayan bu denklemin, niimerik yontemlerle
¢oziimleri aragtirilmistir.  Ayrica bazi fiziksel olaylar, bulunan yaklagik c¢oziimler
yardimiyla ifade edilmektedir. Sig sularda lineer olmayan enine dalgalar, plazmalarda
magnetohydrodynamic dalgalar ve lineer olmayan kristallerde foton paketleri RLW’nin
¢oziimleri ile simiile edilmigtir. KTDD’yi ¢ozmek i¢in kullanilan niimerik yontemler
RLW'nin ¢oztimlerini bulmak i¢in kullanilmigtir. Literatiirde polinom spline ve B-spline
fonksiyonlar1 kullanilarak RLW denkleminin yaklagik ¢oziimleri i¢in yapilmig caligmalar

bulunmaktadir.

RLW denklemi icin solitary dalga yayilimi analitik ¢oziimii var oldugundan ok
sayida niimerik yontem igin test problemi olarak kullanilmaktadir. Eilbeck ve McGuire
(1975, 1977), sonlu farklar yontemini kullanarak, Jain ve Iskandar (1979) ise farkli
formlardaki sonlu farklar yontemlerini kullanarak denklemin niimerik ¢oziimlerini elde
etmiglerdir. Alexandar ve Morris (1979) kiibik spline Galerkin yontemiyle denklemin
niimerik ¢oziimlerini galigmiglardir.  Gardner ve Gardner (1990), Gardner ve Dag
(1995), kiibik B-spline kullanarak Galerkin yontemiyle RLW denkleminin niimerik
¢oziimlerini elde etmiglerdir. Chang vd. (1991) denkleme korunumlu fark yoéntemini
uygulamiglar, yontemin yakimsakligim ve kararhiligini gostermiglerdir. Jain vd. (1993),
denklemi kiibik Spline sonlu farklar yontemiyle, Gardner vd. (1995) kuadratik B-spline
Galerkin yontemiyle niimerik ¢oziimleri elde etmiglerdir. Gardner vd. (1996) lineer
sekil fonksiyonlar1 yardimiyla en kiiciik kareler yontemiyle niimerik sonuclar elde
etmiglerdir. Gardner vd. (1997) kuintik B-spline kullanarak Petrov-Galerkin yoéntemi
ile niimerik ¢oziimler bulmuglardir. Dag (2000), kuadratik B-spline yardimiyla en
kiigiik kareler yontemini denkleme uygulamigtir. Bhardwaj ve Shankar (2000), RLW

denklemini parcalayip kuintik spline kullanarak sonlu farklar yontemi ile niimerik



¢oziim aragtirmiglar, yerel kesme hatasini ve kararhiligini gostermiglerdir. Dag ve
Ozer (2001), kiibik B-spline yardimiyla en kii¢iik kareler yontemiyle niimerik ¢oziimler
elde etmiglerdir. Dogan (2001, 2002), kuadratik spline kullanarak, Petrov-Galerkin
yontemiyle ve lineer sekil fonksiyonlarini kullanarak Galerkin yontemiyle denklemin
niimerik c¢oziimlerini aragtirmigtir. Denklemin niimerik ¢oziimii icin Dag vd.
(2003), B-spline kollokasyon ytntemiyle; Avilez-Valente ve Seabra-Santos (2004),
Petrov-Galerkin sonlu eleman yontemiyle; Saka vd. (2004), kuadratik B-spline
kullanarak Galerkin yontemiyle; Raslan (2005), esit geniglik denklemlerini kullanarak;
Dag vd. (2006), kuintik B-spline fonksiyonlarini kullanarak Galerkin yontemiyle;
Kutluay ve Esen (2006), sonlu fark yontemiyle aragtirmiglardir. Ayrica yakin zamanda
yapilmig olan galigmalar olarak da Saka ve Dag (2008) kuartik B-spline fonksiyonlar:
yardimiyla Galerkin yontemiyle, Mei ve Chen (2012) ekstrapolasyon teknikleri ile

Galerkin yontemini kullanarak ¢oziimler elde etmislerdir.

Burgers denklemi ilk olarak Bateman (1915) tarafindan tamimlanmig ve ayrmtih
bir sekilde caligilmigtir.  Burgers (1948), tiirbiilans modellemesi de dahil birgok
matema- tiksel modellemede kullanmigtir ve yaptig1 bu caligmalar dolayisiyla denklem
Burgers denklemi olarak bilinmektedir. Difiizyon ve lineer olmayan terim igeren bu
denklem, farkli alanlarda ¢ok sayida fiziksel olayin modellenmesinde kullanilmaktadir.
Bu alanlardan bazilar1; bagimsiz tiirbiilans, sayilar teorisi, gaz dinamigi, 1s1 iletimi,
elastisite, trafik akisi, magneohyrodynamic dalgalar, sok dalga ve akustik yayilimidir.
Ayrica Navier-Stokes denklemi i¢in de basit bir form olarak bilinmektedir. Denklemin
genel analitik ¢dziimleri Hopf (1950) ve Cole (1951) tarafindan verilmistir. Bu ¢oziimler
yaklagik yontemlerin kontrolii icin test problemi olarak kullanilmaktadir. Rubin ve
Gravis (1975), niimerik olarak lineerlestirdikleri denklemi kiibik spline fonksiyonlar:
kullanarak ¢ozmeye calismiglardir. Burgers denkleminin bazi ¢oziimleri sonsuz seriler
icerir ve kiigiik viskositeli seri ¢oziimlerinin yavas yakinsakligindan dolay1 ¢oziimlerin
kullanimi pratik olmaz. Bu durumda yaklagik coziimlerin belirlenmesine ihtiyag
duyulur. Spline fonksiyonlar kullanilarak Burgers denklemi igin yaklagik ¢oziimler;
B-spline Galerkin sonlu elemanlar; Ozis vd. (2005), Chapani vd. (2012), Ali (1990),
Dag vd. (2004, 2005a), Davies (1978), Saka ve Dag (2009), B-spline en kiiciik kareler;
Kutluay vd. (2004), kollokasyon; Saka ve Dag (2007, 2008), Mittal ve Jain (2012),
Ramadan vd. (2005), Dag vd. (2005b,2005c), Ali vd. (1992), sonlu farklar; Wu



ve Wu (2004), diferensiyel kuadrature; Korkmaz ve Dag (2013), Arora ve Singh
(2013) kiibik B-spline quasi interpolasyon; Zhu ve Wang (2009), Jiang ve Wang
(2010), Taylor-Galerkin ve Taylor-kollokasyon; Dag vd. (2011) yontemleri kullanilarak

verilmistir.

Buraya kadar, tezde kullanilan model problemler i¢in yapilan caligmalar anlatildi.
Tez icerisinde yer alan diger konularla ilgili yapilan ¢alismalar, akigi bozmamak amaciyla

boliim igerisinde aktarilmigtir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde; tezde kullanilacak olan kavramlardan bahsedildi. ilk olarak lineer
olmayan KTDD ve bu denklem tiirtine ait model denklemler olan RLW ve Burgers
denklemlerinin yapisi, baglangi¢ ve sinir sartlar: ve test problemleri tanitildiktan sonra
¢oziim yontemleri, tezde kullanilan B-spline ve trigonometrik B-spline fonksiyonlar:
anlatildi. Son olarak ise denklem sistemlerini ¢ozmek icin kullanilan Thomas algoritmasi

ve yontemlerin dogrulugunu olgmek ic¢in kullanilan hata normlar1 agiklandi.
3.1. Regularised Long Wave (RLW) Denklemi
Regularised Long Wave (RLW) denklemi, e ve p pozitif parametreler olmak iizere;
Up + Uy + EUUY — Pllgyy = 0 (3.1)

esitligiyle gosterilir. Burada x konum koordinati, t zaman, v dalga genligini temsil eder.

(3.1) denkleminin baglangi¢ ve smir gartlary

u(z,0)=f(z), z¢€lab],

(3.2)
u(a,t) = By, u(b,t) = 0,4, t€(0,7T].

seklindedir.
3.1.1. Test problemleri

Test problemleri boliimiinde; tezde calisilmig olan ii¢ farkli ¢oziim tanitilacaktir.

3.1.1.1. Solitary dalga hareketi

Bu test problemi Peregrine (1966) tarafindan gahgilmigtir. Bir [a,b] araliginda

tanmimli, 3¢ genligine ve ¥ = 1 + ec dalga hizina sahip olan bir RLW dalgasinin,
k= % M(fjec) olmak iizere analitik ¢oziimii:
3
Uz, t) = ‘ (33)

cosh? (k (x — zg — (1 +ec)t))
seklindedir. Bu denklemde ¢ = 0 alarak,

3c
cosh? (k (x — x0))

U(z,0) =



baglangic sart1 elde edilir. Siir sartlari ¢ > 0 i¢in
Ula,t) =U(b,t) =0 (3.5)

olarak kullanilacaktir. Ayrica, RLW denklemi agagida verilmis olan ve sirasiyla kiitle,

momentum ve enerjiye kargilik gelen korunum kanunlarimi saglar Olver (1979):

+oo b hNil
I, = /udx ~ /uda: ~ 5; (U + Upna1)
+o00 b
I, = / (u? + p (u,)?) do = / (u? + o (u,)?) do
V-1
~ 5 <(U2)m +p ((ux)2> + (“2)m+1 +p ((uw) )m+1> ’
m=0
+o00 b
Iy = (u? + 3u?) dx ~ / (u® + 3u?) dx
N1
~ § ((ug)m + 3 (uz)m + (ug)m—‘,—l + 3 (u2)m—|—1) :
m=0

Korunum kanunlari, énerilen yontemler ile yaklagik olarak bulunacak ve tam ¢oziimler

ile kiyaslanacaktir.

3.1.1.2. Ardisik dalgalarin olusumu

RLW denkleminin Peregrine (1979) tarafindan verilen ardigik dalgalarin olugumu

test probleminde [a, b] tanim araligi olmak iizere;

Uz, 0) = 0.5U, {1 ~ tanh (x _dxﬂ : (3.6)

baslangic sarti1 ve ¢ > 0 icin

Ula,t) = Uy, U (b,t) =0 (3.7)

sinir sartlar1 kullanilir. Burada baglangi¢ sarti, durgun su yiizeyinde soldan saga dogru

ilerleyen yiikseltiyi, d ise durgun su ile derinlik arasindaki egimi ifade etmektedir.



Niimerik yontemlerin gegerliligi, uygulanan yontemlerle elde edilen sonuglar ile
agsagida verilen korunum kanunlarinin zamana gore degisimlerinin teorik sonuglari

karsilagtirilarak incelenecektir.

“+o0o

d d €
My, = —5L = — [ude=Uy+ U3 =01

d d +o0o 9

2

M, = %1.2 = (U2 + e (uy) ) dx = Ug + §5U5’ = 0.011,

J d +o00 3
M; = EL” = = (ud + 3u?)do = 3U2 + (1 +2¢) U3 + ZgUé = 0.034113.

3.1.1.3. Dalga iiretimi

Kiitle akigi, mekanik bir cihazin hareketi gibi serbest yiizeye uygulanan kuvvetler
dalgalarin olusumunu tetikler. Bu test probleminde, belirli bir derinlige sahip durgun
su yiizeyi kenarinda suya uygulanan kuvvet ile dalga olusumu incelenecektir. Test

probleminde RLW denklemiyle dalga iiretebilmek i¢in sol sinir sart1 agagidaki gibi alinir:

( t

U0_7 OStSTa
T
U, T<t<ty—T,
U(a,t) = t()—t (3 8)
Uo ; to—7 <t < ty,
T

0, d. d.

\

ve sag sinir sart1 da U (b, t) = 0 olarak secilir. Bu dig kuvvet sinir garti, bir ugtaki dalga

iireticisi olarak bilinir.
3.2. Burgers Denklemi

v kinematik viskozite parametresi, x ve t sirasiyla konum ve zaman degiskenleri

olmak tizere, Burgers denklemi;

Up + Uy — Vg, = 0, (3.9)



esitligi ile gosterilir. Denklemin baglangi¢ ve sinir sartlar1 agsagidaki gibi tanimlidir:

u(a,t) = a, u(b,t) = ag, te€[0,T] (3.10)
uw(z,0) = f(z), a<zxz<b

Burada «ay, as ve f(x), hesaplamalar sirasinda belirlenecektir.
3.2.1. Test problemleri

Burgers denklemi i¢in bu tezde iki test problemi iizerinde ¢aligilmigtir. Bunlar; sok

dalgas1 yayilimi ve ilerleyen dalga yayilimi simiilasyonlaridir.

3.2.1.1. Sok dalgas1 yayilimm

Burgers denkleminin sok dalgas1 yayilimi ¢oziimii analitik olarak, ty = exp(siy) olmak

lizere;

Uz, t) = L t>1,0<z<1 (3.11)
t x2
1 + \/Eexp(m)

esitligiyle tanmmlanmigtir (Dag, vd., 2005). Denklemin bu ¢oziimiinde, segilecek olan
daha kiigiik v degerlerine gore sok dalganin keskinlik durumu belirlenir. Yontemler
uygulanirken ¢ = 1 aninda elde edilen baglangic sok dalgasinin zamanla degisimi

incelenecektir. Bu test probleminde secilen sinir sartlar: agagidaki gibidir:

u(a,t) =0, u(bt)=0 te(0,7]. (3.12)

3.2.1.2. llerleyen Dalga Yayilimi

a(x—pt—7)
174

olmak

Burgers denkleminin iyi bilinen bir analitik ¢ozliimii, n =

lizere;
_atp+(p—a)expy
1 +expn

U(x,t) . 0<z<1,t>0, (3.13)

formundadir. Bu test problemi, p hizina sahip saga dogru ilerleyen dalgayr modeller.

Baslangic sart1, denklemde ¢ yerine 0 yazarak hesaplanir ve sinir gsartlar:1 ¢ > 0 igin
u(a,t) =1, u(b,t) =0.2 (3.14)

olarak belirlidir.



3.3. Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yonteminin temeli, bir diferensiyel denklemin tanim araligi, sonlu
sayida boliinme noktalarina ayrilarak, her bir boliinme noktasindaki tiirev degerleri
yerine, sonlu fark yaklagimlarimin yazilmasi olarak ozetlenebilir. Boylece diferensiyel

denklem bir cebirsel denkleme déniisiir (Irk, 2007).

Bir kismi diferensiyel denklemin sonlu fark yaklagimini olustururken asagidaki

adimlar sirasiyla izlenir (Smith, 1987):

1. Problemin ¢oziim bolgesi esit veya farkli boyutta geometrik sekiller icerecek
sekilde parcalanir ve problemin yaklasik ¢oziimii herbir bolgenin diigiim noktalar

tizerinden hesaplanir.

2. Diferensiyel denklemde goriilen tiirevler yerine Taylor seri agilimi ile bulunan ileri,
geri veya merkezi sonlu fark yaklagimlarindan biri yazilir. Boylece baglangicta
verilen diferensiyel denklemin c¢oziimii problemi, cebirsel denklem sisteminin

¢oziimii problemine indirgenir.

3. Elde edilen fark denkleminde ¢oziim bolgesi iginde yer almayan hayali diigiim
noktalarimi yok etmek i¢in problem ile verilen sinir sartlari yerine uygun sonlu fark
yaklagimlar: yazilir. Boylece bilinmeyen sayisi ile ayni sayida cebirsel denklemden
olusan bir denklem sistemi elde edilir. Elde edilen bu cebirsel denklem sistemi

direkt veya iteratif yontemlerden biri yardimiyla kolayca coziiliir.

Sonlu farklar yontemi kolay uygulanabilen bir yontem olmasina ragmen
sahip oldugu baz1 dezavantajlar goyle siralanabilir; diizgiin olmayan sinir
sartlarinin uygulanmasindaki zorluklar, karmagik bolgelerde geometriksel gosterimin

dogrulugundaki zorluklar ve niimerik ¢oziimdeki tiirevlerin yanlis olmasi.
3.3.1. Crank-Nicolson yontemi

Crank-Nicolson yontemi niimerik analizde bir sonlu farklar yontemidir. John Crank

ve Phyllis Nicolson tarafindan bulunan bu yontem, zamana gore ikinci dereceden ve
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kapali bir yontemdir (Crank ve Nicolson, 1947). Crank ve Nicolson yontemlerinde,

diferensiyel denklemin sonlu fark yontemiyle sayisal ¢oziimiinii aragtirmak icin

un+1_un
ut i At Y
un+1+un
u = —
9 )
(3.15)
n+1 n
oo ) )

esitliklerinin kullanilmasini énermiglerdir. (3.15)’ten goriildiigii gibi zamana gore tiirev
icin ileri sonlu fark yaklagimi kullanilirken, kalan terimlerde simdiki zaman ve bir sonraki
zamandaki degerlerin ortalamalar: alinmistir. Zamana gore tiirev icin geri veya merkezi

sonlu fark yaklagimlar da kullanilabilir (Irk, 2007).
3.4. Varyasyonel Yéntemler

Varyasyonel yontemlerde ise tam ¢oziim yerine kullanilacak niimerik c¢oziim,
diferensiyel denklemin zayif formundan, kuadratik fonksiyonelin minimumundan veya
agirlikl integral ifadesinden elde edilir. Bu yontemlere 6rnek olarak, Rayleigh-Ritz ve
agirlikli kalan yontemleri gosterilebilir. Bu yontemlerde bir problemin yaklagik ¢oziimii
>_¢ip; + ¢ seklinde aramir. Burada ¢’ler genellikle polinom olan uygun yaklagim
fonksiyonlar1 ve c;’ler ise hesaplanacak bilinmeyen parametrelerdir. ¢; denklemin
agirlikl integral formunu veya zayif formunu saglayacak sekilde veya denkleme karsilik
gelen kuadratik fonksiyoneli minimum yapacak sekilde bulunur. » ¢;p,; + ¢, yaklagimi,
verilen diferensiyel denklemde dogrudan yazildiginda c; parametelerinin bulunmasi i¢in
her zaman gerekli ve yeterli sayida lineer bagimsiz denklem sistemi elde edilemeyebilir.

Bu nedenle agirlikli integral forma ihtiyac duyulur.

Agirhkh integral form, ) cjp,; + @, yaklasik ¢oztimiiniin diferensiyel denklemde
yerine yazilmasiyla elde edilen kalan ile W agirhk fonksiyonunun carpiminin
secilmig bolge iizerindeki integralinin ifadesidir.  Agirhikli integral formunda wuy
yaklagik ¢oziimiindeki ¢; yaklagik fonksiyonlar diferensiyel denklemin mertebesi kadar

tiirevlenebilir olmali ve problem ile birlikte verilen tiim siir sartlarimi saglamalidir.
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Ciinkii agirlikli integral form problemin higbir sinir sartini igermez. Agirlikh integral
formunda W agirlik fonksiyonunun lineer bagimsiz N farkli se¢imi icin ¢y, ca, ..., cn
bilinmeyenlerinden olusan N tane cebirsel denklem elde edilir. Bu denklemlerin ¢;

parametreleri kolayca elde edilir (Karakog, 2011).

Zayif form ise denklemdeki diferensiyelin bagimli degisken ile agirlik fonksiyonu
arasinda paylastirildigl ve ayni zamanda verilen problemin dogal sinir sartlarini iceren
agirlikll integral ifadesidir. Verilen her denklemin agirlikh ifadesi elde edilebilirken,
zayif formu elde edilemeyebilir. Varyasyonel yontemler W agirhk fonksiyonu ve ¢;
yaklagim fonksiyonlarimin secimi bakimindan birbirinden farkhdirlar. Varyasyonel
yontemlerde yaklagik ¢oziim bulunurken verilen denkleme karsilik gelen zayif form
kullanilir. Her denklemin zayif formu olugturulamayabilecegi i¢in sinirh sayida denkleme

uygulanabilirler (Karakog, 2011).
3.5. Agirlikli Kalan Yontemleri

Smir deger ya da basglangic deger probleminin analitik ¢oziimiine yakin olan
fonksiyon formunda c¢oziimler elde etmek icin yapilan analitik iglemleri saglayan
yaklagik metodlar agirlikli kalan yontemi olarak bilinir. Bu yaklagimi temel alan
yontemlere ise agirlikhh kalan yontemleri denir. Her denklemin agirlikli integral formu
olugturulabilecegi icin varyasyonel yontemlerden daha genig bir araliktaki problemlere
uygulanabilirler. Agirlikli kalan yontemleri her denklemin agirlikli integral formunu
olusturmakta kullanilabilir. Agirlikli integral form problemin sinir sartlarindan higbirini
icermediginden, agirlik fonksiyonlar: yaklagik ¢coziimiin hem dogal hem de sinir sartlarini

saglayacak sekilde secilmelidir. Bu yontemleri ifade etmek icin €2 bolgesinde
AU)=f (3.16)

operator denklemi ele alinsin. Burada A lineer veya lineer olmayan bir operator, U
bagimh degisken ve f bagimsiz degiskenin bir fonksiyonu olarak tanimlanir. Buradaki

u ¢oziimiine, bir yaklagim olarak

N
uy = Z Cip; + ¥o (3.17)

j=1
kullanilir ve (3.16) denkleminde (3.17) ile verilen uy yaklagik ¢dziim yerine yazildiginda
fnv = A(Uy) fonksiyonu elde edilir ki bu fonksiyon genelde f’ye esit degildir. A(Uy) ile
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f fonksiyonu arasindaki farkina R = A(uy)—f = A(Z;.V:l cjp;j+¢o)— f # 0 yaklagimin
kalani (rezidiisii) denir. Burada R kalan fonksiyonu, hem ¢; parametrelerine hem de

konuma baghdir. Agirlikh kalan yontemlerinde c; parametreleri
/ W) R(z, ¢;)de = 0(i = 1,2, ..., N) (3.19)
Q

agirhikh kalan integralindeki R kalani sifir olacak sekilde segilir. Burada €2 bir boyutlu
bir bolge ve W/ ler ise agirlikli kalan fonksiyonlaridir. (3.19) integralinin hesaplanmasi
ile elde edilen denklemlerin c¢oziillmesi icin secilen W, agirlikli kalan fonksiyonlar
kiimesinin lineer bagimsiz olmasi gerekir. Agirlikli kalan yontemlerinden bazilari
Galerkin, Petrov-Galerkin, kollokasyon ve Subdomain Galerkin yontemleridir (Karakog,

2011).

3.5.1. Galerkin yontemi
Bu yontemde W; agirhik fonksiyonu ¢; yaklasim fonksiyonlariyla ayni segilir.

Galerkin yaklagiminin cebirsel denklemleri
N
j=1

seklinde olup burada A;; ve F; asagidaki gibidir:

A= [ wilo)ds, (3.21)

F - / [ — Algy)ldz. (3.22)

3.5.2. Petrov-Galerkin yontemi

W, # ¢, alimirsa bu yontem agirlikli kalan yontemlerinden Petrov-Galerkin yontemi
olarak bilinir. A lineer bir operatér olmak iizere € bolgesinde (3.19) yaklagimi,

N

S / 0, A(p;)dalc; = / f — Algo)ldz (3.23)

=1

veya

N
j=1
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seklinde basit bir formda yazilabilir. Bu yontemde elde edilen [A;;] katsayilar matrisi
simetrik degildir. Yani, A;; = [, WiA(p;)dz # Aj; dir.

3.5.3. Subdomain Galerkin yontemi

Bu yontemde W; agirlik fonksiyonlar:

y T S x < mpgg

0, d.d.

W; = (3.25)

1 = 0,1,..., N geklinde secilir. Alt araliklarin sayisi ¢; parametrelerinin sayisina esit

olacak sekilde belirlenmelidir. W; agirlik fonksiyonlar (3.19) denkleminde yazilirsa

/R(:z:i, ¢;)dr=0(i=0,1,...,N) (3.26)

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle ¢; parametreleri elde edilir.
3.6. Sonlu Elemanlar Yontemi

Varyasyonel yontemler bir problemin yaklagik ¢oziimiiniin bulunmasinda oldukca
kolay ve etkili yontemlerdir.  Ancak bu yontemlerde yaklagim fonksiyonlarinin
olugturulmas: isleminin zor olmasi yontemlerin etkinligini azaltmaktadir. Ciinkii
yaklagim fonksiyonlar1 siirekli, tam, lineer bagimsiz ve ayni zamanda problemin temel
sinir sartlarini saglamalidir.  Ayrica yaklagim fonksiyonlarim iiretecek sistematik
bir algoritma bulunmamaktadir. Eger problemin c¢oziim bolgesi karmagik ise
yaklagim fonksiyonlarini belirleme iglemi oldukga zor hatta bazen imkansiz olmaktadir.
Varyasyonel yontemlerin bu dezavantajlarini ortadan kaldirmak i¢in son zamanlarda

sonlu elemanlar yontemi daha siklikla kullanilir hale gelmigtir.

Sonlu elemanlar yontemi; yapir miihendisligi ve mekanigi, akigkanlar mekanigi,
donanma mimarligi, dinamik ve 1s1 iletim problemleri gibi farkli alanlardaki problemlere
kolaylikla uygulanabilmektedir.  Bu yontemin diger yontemlere goére avantajlari

agsagidaki gibi siralanabilir:

1. Diizensiz sekilli yapilar1 ve diger yontemlerle modellenemeyen farkli karmagik

bolgeleri oldukga kolay bir sekilde modelleyebilmesi,
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2. Eleman denklemleri ayr1 ayr1 olusturuldugundan farkli malzemelerden olusan

yapilart modelleyebilmesi,

3. Cok farkli sinir sartlar ile birlikte kullanilabilmesi. Sinir sartlarinin degismesi

durumunda sonlu eleman modelinin degismemesi,
4. Gerektiginde eleman biiyiikliiklerinin degistirilebilmesi,
5. Sonlu eleman modelinin istenildigi zaman kolayca degistirilebilmesi,

6. Bilgisayar programlama mantigina uygun olmasi.

Bu avantajlarinin yanisira sonlu elemanlar yonteminin de dezavantajlar1 vardir.
Bunlardan bazilari; ¢oziim bolgesinin alt bolgelere ayrilmasi isleminin belirli bir
tecriibeyi gerektirmesi, siireklilik sartlarinin alt bolgelere uygulanmasinda birtakim
zorluklarla kargilagilmasi ve bilgisayar programinda veri girisi sirasinda hatalar

yapilmasidir.
3.7. Spline Fonksiyonlar

Problem ¢oziimlerinde siklikla kullanilan yontemler arasinda yer alan interpolasyon
yontemleri fizik, kimya, biyoloji, miihendislik ve matematik gibi cegitli bilim dallarinda
yaygin olarak kullamlmaktadir. Bu yaklagimlar arasinda polinom yaklagimi énemli
bir yere sahiptir. Fakat polinom yaklagimi ile her zaman istenilen hassasiyette
sonu¢ elde edilemeyebilir. Yiiksek dereceden polinomlarla interpolasyon siirecinde
islemlerin artigi sonucu gergek anlamda kararsiz algoritmalarla karsilagilir.  Yani
bir¢cok durumda boéliinme noktalarinin sayisinin artmasi yakinsamanin artmasi yerine
iraksamasi anlamina gelebilir.  Ayrica istenilen fonksiyon segilen arahigin degisik
kisimlarinda degisik 6zelliklere sahip ise ornegin, bolgenin bir kisminda hizhi diger
kisminda yavag degisiyorsa, fonksiyona tek bir egri ile yaklasmak uygun sonuclara
gotiirmeyebilir. Bu amag i¢in kullanilan Newton ve Lagrange interpolasyonlarinin
derecesi nokta sayisi arttikca artacagindan, bu tiir polinomlarla yapilacak iglemler
zorlagir. Bu gibi durumlarda art arda gelen iki veri arasinda birinci, ikinci veya
tictincii dereceden fonksiyonlarla yaklagimin yapildigi spline interpolasyon yontemi

onerilmektedir. Spline interpolasyonu veri noktalarini gesitli araliklara bolerek her
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bir aralikta daha diigiik dereceden polinomlarla yaklagma esasina dayanir. Verilere
kolayca adapte olabilen yeteri kadar esneklige sahip, bilinmeyen fonksiyonlarin yaklagik
¢oziimiinde kullanilan spline fonksiyonlar ve uygulamalari son zamanlarda oldukca
yaygin olarak kullanilmaktadir. Spline fonksiyonlar pargali fonksiyonlar sinifindan olup
bu fonksiyonlar polinomlarin siireklilik 6zelliklerini tagiyan dizilisleri ile olugmaktadir

(Karakog, 2011).
Spline fonksiyonlarin sahip oldugu 6zellikler:
1. Diizgiin (smooth) fonksiyonlardur.
2. Uygun bazlara sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir.
3. Bu fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri de yine spline fonksiyonlardir.
4. Elde ya da bilgisayarda yapilan hesaplamalarda kolaylik saglar.

5. Bu fonksiyonlar kullanildiginda elde edilen matrisler, determinant ozellikleri

acisindan kolay hesaplanabilir.

6. Diigiik dereceli spline fonksiyonlar oldukca esnektirler ve polinomlardaki gibi

keskin salimimlar yapmazlar.

7. Spline fonksiyonlar kullanilarak sadece fonksiyona degil ayni zamanda bu

fonksiyonun tiirevlerine de iyi yaklagimlar yapilabilir.

8. Spline fonksiyonlar kullanildiginda yakinsaklik ve kararliligin incelenmesi daha

kolay olur.

3.7.1. B-spline fonksiyonlar

Spline fonksiyonlar kullanilarak hesaplamalar yapildiginda lineer veya lineer
olmayan sistemler elde edilir. Bu sistemler bazi durumlarda parametrelerin
hesaplanmasi miimkiin olmayacak sekilde iyi sartli olmayan durumda olabilir. Ayrica
bir diger zorluk olarak spline yaklagimlari elde etme siirecinde sayisal kararsizliklarla

" olarak adlandirilan farkl bir spline fonksiyon

kargilagilabilir. Bu durumlar "B-spline '
sinifi ile agilabilir. Bu fonksiyonlara B-spline adinin verilmesinin sebebi, biitiin spline

fonksiyonlar kiimesi igin bir taban (basis ) olugturmasidir.
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B-spline fonksiyonlar da yine spline fonksiyonlardir. Ancak polinom derecesi,
diizgiinliik ve ¢oziim bolgesinin parcalanmasina gore, B-spline fonksiyonlar, minimal
destege sahip fonksiyonlardir. Belirli derece ve diizgiinliikteki her spline fonksiyon
ayni derece ve diizgiinliikteki B-spline fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu ile temsil
edilebilir (de Boor, 1978). Bu sebeple de B-spline fonksiyonlar, spline fonksiyonlar igin
bir taban olustururlar. Ayn zamanda bir B-spline fonksiyonu Bezier egrilerinin de bir
genellestirmesidir. B-spline terimi ilk olarak "basis spline" kelimesinin kisaltmasi olarak

(Schoenberg, 1946) tarafindan kullamlmigtir.

B-spline fonksiyonlarin de Boor (1978) tarafindan verilen ve literatiirdeki yaygin

kullanilan tiiretme yontemi agagidaki gibidir:

Sifirinc1 dereceden B-spline fonksiyonu,

1 ) xm§$<$m+1

B = (3.27)
0, d d
seklinde tanimlanir. Bu tamma gére B (z,,) = 1 ve B (z,.1) = 0 dir. Sifirma

dereceden B-spline adim fonksiyonu kullanilarak daha yiiksek dereceden B-spline

fonksiyonlar £k =1,2,... ve m = 0, +1, £2, ... olmak iizere ardigik olarak

L= Tm k-1 Tmik+1 — T k-1
—B T)+ B T 3.28
Ttk = Tm ( ) Tm+k+1 — Tm41 mﬂ( ) ( )

B, (x) =

formiiliiyle hesaplanir. B-spline fonksiyonlarin, [zg, zx] araliginda tanimli fonksiyonlar
icin bir taban oldugu Prenter (1975) tarafindan ifade edilmistir. Verilen tanimdan
da goriildiigii gibi B-spline fonksiyonlar, esit uzunluklu alt araliklar {izerinde
tanimlanabilecegi gibi ¢oziim bolgesi iizerinde esit dagitilmamis noktalar iizerinde de
tanmimlanabilir. B-spline fonksiyonlarin, geometrik olarak degisen uzunluga sahip alt

araliklar tizerindeki tanimlamalar: igin (Dag, 1994) referans: incelenebilir.

3.7.1.1. Lineer B-spline fonksiyonlar

Bir [a, b] araliginin diizgiin bir parcalamigi a = 29 < 21 < -+ < xy_1 < Ty = b
olsun. h = w11 — =, olmak iizere z,, diigim noktalarinda L,,(z) lineer B-spline

fonksiyonlar m = 0(1)N noktalar: i¢in;

(xm+l - :L') - Q(xm - x) ) [$m_1, xm)
Lm(ZL') = - (merl — x) , [xm, ,f[jm+1) (329)
0 , d.d.
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seklinde tamimlanir. {Lo(z), Li(z), -+, Ly(z)} kiimesi ¢ < x < b araliginda tanimh
fonksiyonlar igin bir baz olugturur. Lineer B-spline fonksiyon ve tiirevi [z,,_1, Zmi1]
araligl diginda sifirdir. Her bir L,, B-spline fonksiyonu [z, 1, Z,,+1] araliginda ardigik
iki eleman1 ortmekte ve dolayisiyla her bir [2,,, ,,11] sonlu eleman L,,, L,,.1 gibi iki

lineer B-spline fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir. Bir [z,,, ., 11] aralig
h=z—12,0<E<1 (3.30)

lokal koordinat doniigiimii yardimiyla [0, 1] araligina doniigiir. Boylece lineer B-spline

fonksiyonlar [0, 1] araliginda & cinsinden

L, = 1-¢
(3.31)
Lm+1 — f
olarak elde edilir.
3.7.1.2. Kuadratik B-spline fonksiyonlar
[a,b] araligimin diizgiin bir parcalamisi ¢ = z9 < 1 < -+ < Ty < Ty = b

olsun. h = ., 11 — x,, olmak iizere x,, diigiim noktalarinda @,,(z) kuadratik B-spline

fonksiyonlar m = —1(1) N noktalar igin;

2

(
(xm+2_x)2_3($m+1_$)2+3($m_$) ) [xmfl’ xm)
2 2
1 r . o—x) =3z . .—x s T Ty
0nte) = & { a1 e
(:L‘m+2—ZE) ) [:Em+1, $m+2)
\ 0 , d. d.

seklinde tanmmhdir. Burada {Q_1(x), Qo(x), -+ ,@n(x)} kiimesi a < z < b arahiginda
tanimh fonksiyonlar igin bir baz olusturur. Kuadratik B-spline @,,(z) fonksiyonu
ve tiirevleri [z,,-1, Tmi2] araligl diginda sifirdir. Her bir @,,(z) kuadratik B-spline
fonksiyo-nu bu aralikta ardigik ii¢ elemam 6rtmeli ve dolayisiyla her bir [z, Z,,+1] sonlu

eleman Q,,,_1, Qm, @my1 gibi ii¢ kuadratik B-spline fonksiyon tarafindan ortiillmektedir.

U(z,t) analitik ¢dziimiine bir uy (z, t) yaklagimi kuadratik B-spline fonksiyonlarinin

birlegimiyle,

Uz, t) mun(e,t) = Y Qi(x)di(t) (3.33)

1=—1
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olarak yapilir. Burada d;(¢) ile belirlenecek olan zamana bagh bilinmeyen parametreler

temsil edilir. [x,,, Z,,+1] elemani tizerindeki uy (z,, t) yaklagik ¢oziimii agagidaki gibidir:

U (Tmt) = Qo1 (2)0m1(E) + Qun(2)0m () + Quns 1Oy (£). (3.34)

Bir [z, Tmy,e1] aralig

hé =2 —2,,0<E<1 (3.35)

lokal koordinat doniigiimii yardimiyla [0, 1] araligina doniigiir. Boylece kuadratik

B-spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda & cinsinden,
Quot = (@ —Tm —hE)* = mh* (1 =€) = (1 - €)
Qm = h_12<<'rm+2_xm - h§)2_3(xm+1_5€m - h§)2)
= 55((2h = h§)* = 3(h — h¢)?)
(3.36)
= (2 €~ 31— ) = 1426 — 267

Qmi1 = %(($m+3_xm - h£)2_3($m+2_fcm - h€)2+3(37m+1_xm - hff)

62

= LR2((3—€)2—3(2—¢€)2+3(1-¢)?)

seklinde bulunur. (3.34) kuadratik B-spline fonksiyonlar1 kullamlarak z,, diigiim
noktasinda uy yaklasik ¢oziimii ve x’e gore birinci mertebeden tiirevi, ¢,, eleman

parametreleri cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

ms - m — 5m— + 5m
un(om 1) = ' (3.37)

u, = %(—5m_1 + 0m)-
3.8.2. Trigonometrik B-spline fonksiyonlar

Trigonometrik spline fonksiyonlar ilk olarak Schoenberg (1964) tarafindan

caligitlmigtir. Schoenberg bu caligmasinda trigonometrik spline fonksiyonlari, pargali
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trigonometrik polinomlar yardimiyla;

ap + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)) (3.38)
i=1
seklinde tanimlamigtir. Aynmi zamanda her trigonometrik spline fonksiyonun,

trigonometrik B-spline fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilecegini
de gostermigtir. Bu konuda bir 6zet olarak Schumaker (2007) kitabi incelenebilir.
Lyche ve Winther (1977) trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 tanimlamak i¢in béliimiis
farklar1 kullanmiglardir.  Diger yandan trigonometrik B-spline fonksiyonlar igin
genel bir yineleme bagintisi olusturmuslar ve bu fonksiyonlarin tiirevlenebilirligini
gostermiglerdir. ~ Walz (1997) tek mertebeli trigonometrik B-spline fonksiyonlar,
esit aralikli sabit bir bolge tizerinde convex-hull 6zelligini sagladigini gostermistir.
Koch (1988) ¢ok degiskenli polinomlar1 kullanarak ¢ok degiskenli trigonometrik
B-spline fonksiyonlar1 tanmimlamistir. Trigonometrik spline fonksiyonlar ve egrilerle
ilgili Goodman ve Lee (1984) ve Koch vd. (1995) caligmalar1 da incelenebilir.
Kuadratik trigonometrik spline fonksiyonlar ile ilgili Han (2003) ve Nikolis (2004)
caligmalar yapmugtir.  Hamid vd.  (2010) ikinci mertebeden lineer iki noktal
sinirdeger problemini kiibik trigonometrik B-spline kullarak c¢oziimiinii elde etmiglerdir
ve hiperbolik problemin yaklagik ¢oziimii kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

yardimiyla ¢oziimii Abbas vd. (2014) tarafindan yapilmigtir.

b—a

~ Ve x; = xg + th olmak

St ile trigonometrik spline uzaylar1 temsil edilsin. h =
izere a = 29 < 77 < -+ < y-1 < xy = b, [a,b] tamm arahigmin diizgiin bir
pargalanmasi olsun. Birinci dereceden trigonometrik B-spline 7'} asagidaki esitlik ile

verilir:
1 y Tm S T < Tm+1

0, d d.

T!(z) = (3.39)

Bu esitlik kullamlarak 7% daha yiiksek mertebeden trigonometrik B-spline fonksiyonlar;
sin (=) 1
Tm+k—1—"Tm m ( )
T)

xm+k7m)
xm+k_z_xm+1.) Trlflq‘ll (l’), k= 27 37 47 (340)

sin(

T(z) =

sin( sin(
yineleme formiiliiyle tanimlanir. Burada dikkat edilmesi gereken durum; n. dereceden
trigonometrik B-spline formiiliinii olugtururken k& = n + 1 olarak alinmas1 gerektigidir
(Walz, 1997). Trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 birgok yoniiyle polinomsal B-spline

fonksiyonlara benzer. Ornegin; T* B-spline fonksiyonlari, B-spline fonksiyonlarda
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oldugu gibi [, Tmtx] gibi sonlu bir aralikta tanimhdir ve bu aralik igerisinde pozitif
degerler alir.  Ayrica, {TT]:’;L}anzl lineer bagimsizdir ve S,,; trigonometrik spline
fonksiyonlar: igin bir taban olusturur. Boylece, her s € S, ; eleman: icin

s(z) = Z emTE(2), e €ER,m=1,2,...,N
m=1

(3.41)
ifadesi yalniz bir gsekilde yazlabilir.
3.8.2.1.Kuadratik trigonometrik B-spline
Kuadratik trigonometrik fonksiyonlar: tanimlamak igina = xg < 21 < -+ - < xy_1 <
xy = b [a,b] tamm araligimin diizgiin bir parcalansi, h = I’_T“ ve x; = xo + ih olmak
iizere, (3.38) ifadesinde k = 3 yazilirsa;

. ($—$m) . ($m+3—33)
sin 5 sin — Y
Th(z) = Th(z) +

2 T2, (x 3.42
. (xm+22— xm) . (xm+3 - me) (@) (3.42)

2
elde edilir. (3.37) yardimiyla T2 (x) ve T2 ,(x) asagidaki gibi bulunur:
m m+1

([T — Xy
sm( 2 >

h y &L € [xmaxm—i—l)
0

(3.43)
2
7 , T E [T, 1 Tnra)
sm§
0 d. d
\
([T~ Tmyl
sm< —2 >
sin(h) » TE [xm—l—l?'rm—I—Q)
T2 () = {W) (3.44)
sin(h) » T E [$m+2, xm—i—S)
0
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T3 () ifadesine doniildiigiinde;

o) ()
Sin Sin
2 2
sin(h) . h EUAS [xm7wm+1)
sin 5
(T = T\ xm+2_$> . <$m+3_x> . <x_l'm+1
sin 5 sin 9 sin 5 sin 5
sin(h) . h + sin(h) . h y T E [Im+17xm+2)
sm| —_ sin p—
TS (1) = 2
) (fl?m+3 - 33) ) <$m+3 - $>
sin T sin T
sin(h) . (h) ; T E [$m+27$m+3)
L0 dod
(3.45)

(3.45) ifadesine ulagilir. Bu ifade, verilen ayrik noktalar ve [a, b] araliginin diginda kalan
x_1,ryy+1 hayali noktalar: ele alinarak ve aralik indisleri diizenlendiginde kuadratik

trigonometrik B-spline fonksiyonlar1, 72 (z) € C'[a,b], m = —1, ..., N olmak iizere;

4
. T — Tm—-1
Sln2 (Tm> y X S ['rm—lwrm)

sin <m>)sin (M) + Sin(xm+; — x) sin(m —2xm) , T E [T,y Tint1)

2 2
T3 (2) =0
sin2 (W) , T E ['rm+1>xm+2)
| 0 . d. d
(3.46)

parcali fonksiyonu ile tanimlanir. Burada 6 = mdir.

U(z,t) fonksiyonuna bir uy(x,t) yaklasimi kuadratik trigonometrik B-spline

fonksiyonlarinin birlegimiyle,

Uz, t) muy(e,t) = Y T3 (x)0m(t) (3.47)
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olarak yapilir. Burada ,,(¢) ile belirlenecek olan zamana bagh bilinmeyen parametreler

temsil edilir. [x,,, Z,,+1] elemani tizerindeki uy (z,, t) yaklagik ¢oziimii agagidaki gibidir:

UN(ZEmﬂg) = Tm_l(fbm>(5m_1(t) + Tm(xm)am(t) + Tm+1<xm)5m+1(t)- (348)

Bir [z, Tme1] araligy,

lokal koordinat doniigiimii yardimiyla [0, 1] araligima doniigiir. Boylece kuadratik

trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlar: [0, 1] araliginda

Tm_l = 951112 (%) =0 sin2 <$m + hé_ xm_l) _ 981112 (h —th)

2

xm+2—xm—h§) . <mm+h§—xm)}
sin [ ————~
2 2
_ {sin <h+ h&) “in (h— hg) © sin <2h — hg) i <g>}
2 2 2 2
Ti1 = sin? (W) = sin? (xm+2 _;m — hf) =0 sin? (%)

= 0 _Sin <xm +h— $m—1) sin (me —Im h{)

(3.49)
olarak elde edilir. Yaklagik ¢oziim ve birinci tiirev degerleri (3.46) ve (3.48) den bulunur:
sin(h/2)
m = mit) — T . 1N 5m— 5m .
U UN (T t) sin(h) ( 14+ 0m) (3.50)
/ / cos(h/2)
3.9. Lineer Denklem Sistemlerinin Co6ziim Yo6ntemleri ve Thomas

Algoritmalar:

Lineer denklem sistemlerinin coziimlerini yapabilmek icin cesitli yontemler

bulunmaktadir. Bu yontemlerden sikga kullanilanlarindan biri Gauss eliminasyon
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yontemidir. Gauss eliminasyon yonteminin temeli, bir denklem sisteminde katsayi
matrisinde esas kogegen altindaki terimlerin sifirlanmasidir. Diferensiyel denklemlerin
sonlu farklar ya da sonlu elemanlar yontemleriyle niimerik ayristirmalari yapilirken
olusan cebirsel denklem sistemlerinin katsay1 matrisleri genellikle esas kosegeni merkez
kabul eden bant matrislerdir. Katsay1 matrisleri bant seklinde olan cebirsel denklemlerin
¢oziimiinde sikca kullanilan yontemlerden birisi de Gauss eleme yénteminden tiiretilen
Thomas algoritmalaridir. Bu algoritmanin temel mantigi Gauss eliminasyonunda
katsayilarin sifir oldugu durumlarda yok etmelerin iptal edilmesidir. = Thomas
algoritmalar1 3-bant, 5-bant, 7-bant, - - - gibi tek sayili bant matrisler i¢in kurulmustur.
Bant genisligi ¢ift say1 olan matrislerin ¢oziimleri sirasinda ise bu algoritmalar uygun
hale getirilerek kullanilirlar. Thomas algoritmalar iki ana kisimdan olugur. Birinci
kisim, katsayr matrisinin kosegen altinda bulunan kismindaki elemanlarin elenmesi,

ikinci kisim ise ¢oziimiin elde edilmesidir.

Bant katsayili matrislerin, bilinen Gauss eliminasyonu ile de ¢oziimleri miimkiindiir.
Thomas algoritmalarinin avantaji, kiosegen ve kosegen yakinlarinda bulunan sifirdan
farkli katsayilar1 vektor bigiminde tammladigindan programlama sirasinda bellek
kullanimini oldukca azaltmaktadir. Dolayisiyla, depolama, zaman ve enerji bakimindan

avantajh bir yontemdir.

Bu tezde 3-bant matrisler kullanildigindan 3-bant matrisler icin gelistirilen Thomas

algoritmasi tanitilacak.

3.9.1. 3-Bant katsayr matrisli cebirsel denklem sistemi ve ¢6ziim

algoritmasi

3-bant katsay1 matrisli bir cebirsel denklem sisteminin genel bi¢imi

by ¢ Zo do
a; by c1 T dy
= : (3.52)
an—1 by-1 cn—1

an by TN dn

ile gosterilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimiinde kullanilacak olan Thomas algoritmasi

agsagidaki gibidir:
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Eleme Algoritmasi:

ag = by, By = do (3.53)
b; — a;ci— di — aifiy
o b g iz gy (3.54)
Q1 Q1
Coziim Algoritmasi:
oy = N (3.55)
anN
7, = (61'—1-62‘%—&—1)’2-:N_l,N—Z,_,.,O. (3.56)

3.10. Hata Normlar:

Uygulanan niimerik yontemler ile elde edilen sonuclarin dogrulugunu 6lgmek igin
gesitli hata normlar: kullanilmaktadir. Analitik ¢oziimiin bilindigi durumlarda niimerik
¢oziim ile analitik ¢oziim arasindaki farkin olciilmesi ile hata normlar1 belirlenir. Test
problemlerinden uygun olanlarda, uygulanan ytntemlerde elde edilen sonuclardaki
hatalar L, ve L., olarak gosterilen hata normlar ile ¢lgiildii. Tezde kullanilan bu

iki hata normu sirasiyla tanitilmigtir:

3.10.1. Ortalama hata normu:

N
L2 — HUanalitik _ Um'imerikHZ ~ h Z |U;znalitik _ (Unﬁmerik)j|2 (357)
J

3.10.2. Maksimum hata normu:

Loo — HUcmal'Ltzk: . Unumemk:H ~ max |analzt1k . (Unumemk:) } ) (358)
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4. KUADRATIK B-SPLINE SUBDOMAIN GALERKIN YONTEMI iLE
RLW DENKLEMININ YAKLASIK COZUMU

Tezin bu boliimiinde zamana baglhh RLW denklemi igin bir yaklagik ¢oziim elde
edildi. Yontem olusturulmasinda, zaman ayrigtirmasi icin Crank-Nicolson yontemi
kullanilirken konum ayrigtirmasi icin ise kuadratik B-spline subdomain Galerkin
yontemi kullanildi ve test problemleri tizerinde ¢aligildi. Elde edilen sonuclar literatiirde

var olan sonugclarla kargilagtirildi.
4.1. Yontemin Olusturulmasi ve Uygulanmasi

Bir [a,b] aralginda (3.1) denklemine subdomain Galerkin yontemine ait agirhk
fonksiyonu uygulandiginda, m = 0,..., N — 1 olmak {izere, bu [a, b] elemam {izerindeki

integralin zayif formu asagidaki gibidir:
b
/Wm (up 4 Uy + Uy — PUgyy) dz = 0. (4.1)

Secilen bir [z, 2,,11] 6rnek araligy iizerinde, (4.1) denkleminin son hali;
Tm+1
L. (g 4+ uy + eutty — ptigy) dx =0 (4.2)

seklindedir.
(4.2) denklemi integre edilir:

Tm+1 Tm+1 Tm+1 Tm+1

/utdx+ /uzd$~|— /Euuxdx— /,uumtdx:(),
Tm Im Tm Tm
(4.3)
Tm+1
wdz + w [Tt Leu? [T — gy, [T =0

(4.3) denklemine ulagilir.

Z,, boliinme noktalarinda wu,, bilinmeyenlerine, zaman degigkeni igin Crank-Nicolson
yontemi uygulamir, u?, terimine n. ve (n + 1). zamanlarda lineerlestirme yapilirsa
asagidaki esitlikler elde edilir:

+1 +1
_— up ™ Uy Oy up ™ — g, W2 (4.4)
m — — — . :
2 TOt Ay oo




26

(4.4) ile verilen yaklagimlar (4.3) te yerine yazilir, h{ = x —z,,, 0 < £ < 1 doniigiimii

yapilirsa

1
un+1 —u

+1 n n
. ur T 4 u

1 +1 x T T _
(£ s g g - () =

[ S @u©baie+ (“

1

h / Qs (OBnr (1) + Qunl 1) + Qo ()8 (1))

0

n+1 n n+1 n
um-‘,—l + um+1 . um + um + 1 ( n+1 u” o un+1un )
2 2 26 U’m—i—l m+1 m m

Y

(R ) (57 - (5

6n+1 —_ g ! 6n+1 s !
p(T ) fan@iern () [ano
0 0

1
+h (—5:::;11 _ (%H) /Q 11(&§dE + (u?rj-_i-ll Uy upt + Ufn)
At "
0

2 2

1 n+l ,n
+se(u U —urtty
2 ( m—+1"m—+1 m m ﬁt ﬁt

) ((u?nill)’ — ()" () - (U%)’) _o,

hoo
E@m*l

4h h
1 ¢n n+l _ ¢n n+l _ ¢n
5m71) + 3At <5m 5m) + 3At (5m+1 5m+1)

(=0t ot — 0 4+ 8 ) 4 (el et 4 L)

2
e AR s R A . oy g )

(4.5)
sonucuna ulagihir. Ayrica burada § zamana gore tiirevi belirtir. a,b,c,d, f*, g*ve h*
degerleri
h 21
= — b= —— *— g 5
3AL hAt’ S = Ot ¥ O
g =0pm +Oppy, B =0p0 —0p .

olmak iizere (4.5) sistemi
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[a—§ — el — b oty + [4a+ el +20] 630 + [a+ 5 + % —b] oY

(4.6)
_ 1 n n 1 n
=la+35—b]dn_+ [4a+20]6), + [a— 35 —b] b4
elde edilir. Bu durumda, m =0, ..., N — 1 i¢in,
_ 5nJ1r1 -
Qp1 Qo2 (pg3 53“ fo
Q11 OG12 013 5?“ f1
n+1
an—21 ON-_-22 ON_23 51\/72 fn—2
i adN-11 ON-—12 QN-13 i 5?;111 i fo1 i
67\,“
i (4.7)

3-bant denklem sistemi ortaya cikar.

(4.7) denklem sisteminde katsayilar,

Omy=(a—3 =5 =), ama=(a+els +2b), apms=(a+j+c% —b),

fm=1la+3—0b]op_,+[4a+2b]6p +[a—3—b]6p, i, (m=0,..,N—1)

seklindedir. Bu AX = B seklindeki denklem sisteminde N tane denklem, N + 2
bilinmeyen bulunmaktadir. Bu denklem sistemini ¢ozebilmek icin (3.35)deki sinir

kosullarini kullanarak agagidaki denklemlere ulagilir:
up = 0", + 065, un=0n_1+ N (4.8)

Bu denklemler (4.7) sisteminden §"1' ve 0! parametrelerini yok etmek icin
kullanilir ve boylece N sayida denklem ve N sayida bilinmeyenden olusan ¢oziilebilir
bir 3-bant kosegensel matris denklem sistemi olugur. Bu sistem Thomas algoritmasi ile

coziiliir.
4.2. Test Problemleri

Onerilen algoritma ii¢ test problemi iizerinde caligildi. Yontemin dogrulugu L, ve

L, hata normlariyla olciildii.
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4.2.1. Solitary dalga hareketi

ec

1
RLW denkleminin analitik ¢oziimii k = -, | ———
2\ p(1+ec)

olmak iizere;

3¢
cosh? (k (x — zg — (1 +ec)t))

Uz, t) = (4.9)

olarak belirtilmisti. Bu ¢oziim 3¢ genligine, 1+ ec hizina sahip x( tepe noktasinin apsisi
olacak sekilde yerlestirilmig bir soliton dalgasinin soldan saga dogru hareketini modeller.
Baglangig kogulu (4.9) denkleminde ¢t = 0 yazilarak hesaplanir. Sinir gsartlar ise 3, = 0,

B9 = 0 olarak alinmigtir. Yukaridaki denklemde yer alan diger parametre degerleri;
c=0.1ve 003, 2o=0,e=1, p=1.

Bu parametreler ve belirtilen baglangic kosulu ile solitary dalga —40 < x < 60
araligl boyunca ve 0 < ¢t < 20 zaman araliginda hareket eder. Niimerik hesaplamalar
yapilirken, daha once yapilan caligmalarla benzer olarak konum adimi h = 0.125 ve
zaman adimi At = 0.1 olarak secilmistir. Elde edilen ¢oziimiin baslangic ve t = 20
zamanindaki durumu Sekil 4.1 ve 4.2’de gosterilmigtir. Genligin ilerleyen zaman

siiresince degismedigi sekilden goriilebilir.

=0 =20 ueeh
u(x,t) -
0 \ | \ \ \ o0 \ \ \ T \
-40 -20 0 x 20 40 60 -40 -20 0 20 40 60
Sekil 4.1. ¢ = 0.1 i¢in Sekil 4.2. ¢ = 0.03 i¢in
solitary dalga hareketi solitary dalga hareketi

t = 20 zamanindaki 0.1 ve 0.03 genlikleriyle olugsan mutlak hata Sek.4.3 ve Sek.4.4’de

sirasiyla gosterilmistir.
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1E-005 —

8E-006 —

6E-006 —

hata

4E-006 —

2E-006 —

60

60

Sekil 4.3. ¢ = 0.1 igin

Sekil 4.4. ¢ = 0.03 igin

t = 20 zamaninda mutlak hata

t = 20 zamaninda mutlak hata

(Cizelge 4.1 ve 4.2’de farkl genlik degerleri kullanilarak elde edilen Ly ve L., hatalar

ile Iy, I, I3 korunum sabitleri listelenmistir.

yapilan ¢aligmalardaki maksimum hata (Ls) ve I, I5, I3 korunum sabitleri verilerek

kargilagtirma yapildi.

Cizelge 4.1. ¢ = 0.1 genligi i¢in h = 0.125 ve At = 0.1 olmak iizere
gesitli zamanlarda elde edilen hata normlar: ve korunum sabitleri

Zaman | Lox10% | Loox10° I I I3
0 0.00000 | 0.00000 | 3.9799271 | 0.8104649 | 2.5790074
4 5.27767 | 2.11832 | 3.9799299 | 0.8104649 | 2.5790074
8 10.40534 | 4.25252 | 3.9799282 | 0.8104649 | 2.5790074
12 15.34791 | 6.21597 | 3.9799257 | 0.8104649 | 2.5790074
16 20.07348 | 7.99399 | 3.9799172 | 0.8104649 | 2.5790074
20 24.58416 | 9.60804 | 3.9798832 | 0.8104649 | 2.5790074

(izelge 4.3 ve 4.4’de de daha once
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Cizelge 4.2. ¢ = 0.03 genligi icin h = 0.125 ve At = 0.1 olmak iizere
cesitli zamanlarda elde edilen hata normlari ve korunum sabitleri
Zaman | Lox10* | Loox10* I I, I3
0 0.0000 | 0.0000 |2.10707185 | 0.127301305 | 0.38880466
4 | 4.125761 | 2.299776 | 2.10709816 | 0.127301155 | 0.38880405
8 5.113868 | 2.210282 | 2.10689725 | 0.127301158 | 0.38880403
12 | 5.358073 | 2.124982 | 2.10655094 | 0.127301177 | 0.38880395
16 | 5.437845 | 2.138706 | 2.10592774 | 0.127301260 | 0.38880362
20 | 5.653331 | 4.315118 | 2.10460421 | 0.127301619 | 0.38880284

Cizelge 4.3. t = 20 zamaninda ¢ = 0.1, h = 0.125, At = 0.1 igin

hata normlar1 ve korunum sabitleri karsilagtirmasi

Yontem Zaman | L., x103 L I I3
QBSGY 20 0.960804 | 3.9798832 | 0.8104649 | 2.579007
Avilez-Valente ve S.-S. (2004) 20 0.02643 | 3.979909 | 0.8104625 | 2.579007
Dag vd. (2006) 20 0.07337 | 3.979883 | 0.8104612 | 2.579003
Dag ve Ozer (2001) 20 1.56640 | 3.961597 | 0.804185 | 2.558292
Dag vd. (2003) 20 0.10299 | 3.979858 | 0.8104596 | 2.578999
Dag vd. (2004) 20 0.116 3.979883 | 0.8102762 | 2.578393
Mei ve Chen (2012) 20 0.91465 | 3.97972 0.81026 | 2.57873
Saka ve Dag (2008) 20 0.07344 | 3.979888 | 0.8104622 | 2.579006
Saka vd. (2004) 20 0.073 3.97989 0.81046 | 2.57901
Analitik 20 3.97995 | 0.8104624 | 2.579007
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Cizelge 4.4. t = 20 zamaninda ¢ = 0.03, h = 0.125, At = 0.1 igin
hata normlar1 ve korunum sabitleri karsilagtirmasi
Yontem Zaman | L., x10? I I I3
QBSGY 20 0.4315118 | 2.10460421 | 0.127301619 | 0.3888047
Dag vd. (2003) 20 1.5506 2.128869 0.127228 0.388571
Dag vd. (2004) 20 0.432 2.104584 0.12729366 | 0.3887776
Mei ve Chen (2012) 20 0.439145 2.10902 0.12730 0.38880
Saka ve Dag (2008) 20 0.19806 2.104708 0.1273006 | 0.3888025
Saka vd. (2004) 20 0.199 2.10467 0.12730 0.38880
Analitik 20 2.109407 0.12730171 | 0.3888059

4.2.2. Ardisik dalgalarin yayilmasi

Bu bolimde, RLW denkleminin undulation c¢oziimleri {izerinde c¢aligildi.

Baslangic¢ ve sinir sartlari:

w(z,0) = 0.50, {1 — tanh <x _d””ﬂ ,

u(a,t) = wug, u(b,t)=0.
Burada parametreler literatiirle uyumlu olarak agsagidaki gibi alinmigtir:
e = 1.5, u = 0.16666667, Uy = 0.1, 2. = 0,d = 2 ve 5.

Bu test probleminde baslangi¢ sart1 durgun su yiizeyinde soldan saga dogru ilerleyen
yiikseltiyi, d ise durgun su ile derinlik arasindaki egimi ifade etmektedir. Baslangicta,
su yiizeyi ve durgun su arasinda x. merkezli bir arakesit bulunmaktadir. Dalgalarin
olusumu gozlenecektir.

Hesaplamalar, [—36, 300] aralig1 boyunca h = 0.24 konum adimi ve At = 0.1 zaman
adim ile ¢ = 250 anina kadar yapilmigtir. Sekil 4.5 ve 4.6’da sirasiyla d = 2 ve 5
icin undulation olusumlar ve yayilimi gosterilmigtir. Simiilasyon boyunca, baglangig

kosuluna bagli olarak dik egimlerde daha az undulation olugsumu gozlenmistir.
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02 —

0.16 —

012 —

u(x,t)

0.08 —

t=0 t=250

0.04 —

-100 0 100 200 300

016 —

012 —

u(x,t)

0.08 —

0.04 —| t=0 t=250

-100 0 X 100 200 300

Sekil 4.5. d = 2 igin dalga profili

Sekil 4.6. d = 5 i¢in dalga profili

Cizelge 4.5 ve 4.6’da secilmis baz1 zamanlarda korunum sabitleri verilmistir.

Cizelge 4.5. d =2, h = 0.24, At = 0.1 degerleri igin korunum sabitleri

Zaman I

Iy

I3

0 3.6120000536

0.3514783247

1.0882200329

50 8.9870002193

0.9014909104

2.7932904688

100 | 14.3620003851

1.4515084020

4.4981402396

150 | 19.7370005508

2.0015282012

6.2028854081

200 | 25.1120000392

2.5515487634

7.9075914586

250 | 30.4869992501

3.1015694420

9.6122817567

Cizelge 4.6. d =5, h = 0.24, At = 0.1 degerleri igin korunum sabitleri

Zaman I

Iy

I3

0 3.6120001863

0.3363111818

1.0409701151

50 8.9870003518

0.8863138358

2.7464668909

100 | 14.3620005175

1.4363224521

4.4517020163

150 | 19.7370006833

1.9863379845

6.1566373018

200 | 25.1120008491

2.5363571135

7.8614128612

250 | 30.4870010065

3.0863774992

9.5661304263
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Niimerik yontem kullanilarak elde edilen ¢oziimler yardimiyla bulunan korunum
sabitlerinin agagida verilen teorik korunum sabitleri ile karsilagtirma yapilarak da

yaklagik coziimlerin gecerliligi test edilebilir:

+oo
d d €
d d = 2
M, — EIQ =~ (u? + i (uy)?) de = UZ + gsUg = 0.011,
] ] oo ]
My = %]3 = (u® + 3u?) dx = 3U2 + (1 + 2e) U + Z5U51 = 0.034113.

Sabitlerin niimerik farklhiliklar1 agagidaki formiillerle hesaplanir:
M; = (I;(t =250) — I;(t =0)) /250, i =1,2,3
Baslangi¢ sartinda d = 2 kullanildiginda;

M, = 0.107499996786, M, = 0.0110003644692, M;5 = 0,0340962468952
degerleri bulundu. Benzer gekilde daha genig egim olan d = 5 secildiginde bu degerler;
M; = 0.1075000032808, M, = 0.0110002652696, M3 = 0,0341006412448

olarak elde edildi.
4.2.3. Dalga iiretimi

Bu niimerik deneyde, RLW denkleminde dalga iiretimi i¢in sol sinir sart1 asagidaki

gibi alinir:

U0_7 0§t§7-7
T
Uy, T<t<ty—rT,
u(a,t) = to—t
Uo ) to—7 <t < o,
-
L 0, d. d.

ve sag smur gartt u(b,t) = 0 dir. Daha 6nce yapilmig olan galigmalarla kargilagtirma
yapabilmek amaciyla hesaplamalar 0 < z < 400 bolgesi tizerinde, Uy = 2, At = 0.1, h =

0.4, to = 20, 7 = 0.1 parametreleri segilerek yapilmigtir. Algoritmanin ¢aligma siiresi
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boyunca, bes tane solitary dalga iiretildi. Ilk dort dalga giic uygulanan dalgalardan
daha genis genlige ulagmasina ragmen son dalga gii¢ uygulanmis dalgadan daha zayif bir
sekilde olustu. Giig kesildiginde, son dalganin olugmak i¢in yeterli zamani olmadi ve yeni
bir dalga olusmadi. Sekil 4.7 de ilerleyen dalganin ¢ = 20, 50, 150, 170 zamanlarindaki
durumu gosterildi. Cizelge 4.7’de ise, gesitli zamanlarda elde edilen korunum sabitleri

verildi.

Sekil.4.7. Secilmis zamanlarda dalga yayihimi

g

3

3 |
i 2 |

u(x,t)
u(x,t) 4
2 t=50

=20 .

-
0 —

0 100 200 300 400
X

a. t = 20 aninda dalga profili b. t = 50 aninda dalga profili

3 3 |
2 —| 2 |
ux,t) ulxy
=150
= 1|
t170
0 - 0 —

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
X

c. t = 150 aninda dalga profili d. t = 170 aninda dalga profili




Cizelge 4.7. Uy= 2, h = 0.4, At = 0.1 i¢in

farklh zamanlarda elde edilen korunum sabitleri

Zaman I I, I3

2.5 9.757764 | 18.032614 | 84.177506
5 20.182231 | 43.055366 | 215.235472
7.5 1 30.129525 | 66.200757 | 334.387092
10 40.023067 | 89.136149 | 452.117777
15 60.041500 | 135.932548 | 693.013860
20 77.291793 | 177.170946 | 890.910075
40 78.998483 | 176.653104 | 896.016145
60 79.002122 | 176.663738 | 896.116952
80 78.998379 | 176.665312 | 896.134001
100 | 79.001076 | 176.665667 | 896.138018

35
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5. KUADRATIK B-SPLINE SUBDOMAIN GALERKIN YONTEMI iLE
BURGERS DENKLEMININ YAKLASIK COZUMU

Tezin bu boliimiinde zamana bagli Burgers denklemine kuadratik B-spline
subdomain Galerkin yontemiyle bir yaklagim yapildi. Yoéntem olugturulurken zaman
ayrigtirmasi icin Crank-Nicolson yontemi, konum ayristirmasi i¢in kuadratik B-spline
subdomain Galerkin yontemi kullanildi ve 3.2.1’de tanitilan test problemleri tizerinde

calisildi. Elde edilen sonuclar literatiirde var olan sonuclarla karsilagtirildi.
5.1. Yontemin Olusturulmasi ve Uygulanmasi

(3.9)’da verilen Burgers denklemine , bir [a, b] eleman: {izerinde kuadratik B-spline
subdomain Galerkin yontemi uygulandiginda, m =0, ..., N — 1 olmak iizere integralin

zayif formu

b
/Wm (ur + uty — Vig,) dz = 0. (5.1)
seklindedir.
Secilen bir [z,,, T;11] Ornek eleman ele alindiginda (5.1) denklemi agagidaki gibi
olur: .
/ 1 (g + uty — Vig,) de = 0. (5.2)

Integral iglemleri yapilarak asagidaki (5.3) elde edildi.

Tm+1 Tm+1 ITm+1
wudxr + / Ul dT — / VUgedr = 0,
Tm Tm Tm
(5.3)
Tm4+1

1,2 _
updw + qu? [+ —vu, [Fri=0
Tm
Z,, boliinme noktalarinda w, bilinmeyenlerine zaman i¢in Crank-Nicolson yontemi ile

yaklagim uygulanir ve u?, terimine n. ve (n + 1). zamanlarda lineerlestirme yapilirsa

n+1 n n+1 n
W — Upy, + (2% aum Uy T Uy, ’LL2 _ unJrl n (5 4)
L T e '
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elde edilir. Bu ifadeler (5.3) te yerine yazilir ve h§ = o — x,,, 0 < £ < 1 doniigtimii

yapilirsa ¢ isareti zamana gore tiirevi gostermek iizere;

1
n+1_u

N . n
[1 35 Qu@atieeiear g - (57 o o
0

m=—1 2

1

h/@%AQﬁWAw+@Mo&ﬂwwhﬂgﬁmﬂm@

0

n+ly _ (. n / n+1\/ _ (,n\/
+%€(U21J;11unm+1 _ unm-l—lu:zn)_y ((um-‘rl) (um—l—l) . (um ) (um) ) — 0’

hCﬁﬂAj%J>]@mﬂ®%+h<@£i£@>/bdﬂﬁ+

G N ot
h At /Qm+1<£)d§+§€<um+lum+l — Uy, um)
0

_Vﬁmﬁd—@mﬂy_Wﬁwﬂwwy)_o

2 2
h n n 4h n n h n n * o *en *
@(5m+711_5m71>+@(5m+1_5m)+ﬁ(5m—:11_5m+1>+ (—ehontrelyant+es)
14

—E((szfl—25¢n+1+5"m++11+5;_1—2anm+5;+l) =0.

ifadesi bulunur. Denklemde yapilan diizenlemeler sonrasi yari-lineer yineleme bagintisi

olan
la — & —b] o + [da+ & —2b) 67! + [a + & —b] o7t (55)
= [a+b]6" |+ [4a — 2b) 0", + [a + b] &7, ., '
m=20,1,..., N — 1 igin (5.5) denklem sistemi elde edildi. Burada a, b, c,d, f*, g*, h*:
h
@= gy
J*=0m 1+ 0, g =05+ 0pi1s
h* = 0p = 0y

dir. Boylece, AX = B sgeklinde (5.7) ile gosterilen N tane denklem, N + 2 tane

v
b:E’

bilinmeyenden olusan bir denklem sistemi elde edildi.
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Qo,1 o2 (o3 53“ Jo
Q11 G112 013 5?“ f1
aN—21 ON—22 QN_23 57]?111 fo2
i anN-11 ON-12 OGN-13 i 57&“ i fN—1 i
| OV
(5.6)
Katsayilar matrisinde o, ; degerleri m =0,..., N —1ve i =1,2,3 icin
Q1 = (a — % —b),
Qo = (da+ 2 —2b),
Q3 = (a + % —b),
fm =la+0]0,, 1+ [4a — 2b] 6, + [a + b] 0, dir.
(3.12) ile verilen simir gsartlarini kullanarak agagidaki denklemler elde edilir:
up = "7+ 0, uy = 0T + oy (5.7)

Bu denklemler §"%' ve 0% bilinmeyenlerini (5.6) sisteminden yok etmek icin
kullanilir ve boylece N sayida denklem ve N sayida bilinmeyenden olusan ¢oziilebilir
3-bant kosegensel matris elde edilir. Bu sistem Thomas algoritmasi kullanilarak
goziilecektir.  (5.6) iteratif denklem sisteminden bilinmeyenler bulunduktan sonra
boliinme noktalarindaki yaklagik ¢oziimler (5.7) denkleminden bulunabilir ve yaklagik
¢oziim (3.33) denkleminden belirlenir. (5.5) denkleminde iterasyona baglamak i¢in,
baglangic parametreleri 69, i = —1,..., N , uy(a,0) = 0 smir sart1 ve u(x;,0) = uj,

7 =0,..., N baglangi¢ sart1 kullanilarak hesaplanir ve agagidaki denklemler elde edilir:

Jj=Db

P 532%, 00 =u;—0°,, j=1,...,N. (5.9)
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5.2. Test Problemleri

Yontemin performansini 6lgmek igin iki test problemi itizerinde caligildi. Niimerik

¢oziimlerin hatalar1 Ly ve Lo, normlari ile hesaplandi.
5.2.1. Sok dalgas1 yayilima

Burgers denkleminin bir sok yayilma ¢oziimii

x/t

Rt Vt/toexp(x?/(4vt))’ b= b

seklindedir. Burada ¢ty = exp(1/(8v)) dir. Burgers denkleminin bu ¢oziimii daha kiigiik

(5.10)

u(z,t)

v degerleri i¢in daha keskin goklar1 verir.

0.5 —
05 —
i =1
04 —
04 t=1
i t=1.7
03 —| t=1.7 03 t=2.4
uixt) i t=2.4 u(x,t) st
0.2 —
02 —
=31
0.1 —
01 —|
0 0 \ \ | \ \
I I I l I 0 02 04 06 08 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
Sekil 5.1. v = 0.005, h = 0.005 Sekil 5.2. v=0.0005, h = 0.001
icin ¢ozlim icin ¢ozliim

t = 1 aninda elde edilen baglangig¢ sarti1 (5.10) denkleminde kullanilir ve zaman
ilerledikge dalganin durumu gozlenebilecektir. Smur gartlar1 olarak u(0,t) = Ove
u(1,t) = u.(1,¢) = 0 kullamldi. Daha 6nceki ¢alismalarla kargilagtirma yapabilmek
icin hesaplamalar, v = 0.005, 0.0005, A = 0.02, 0.001, 0.005 ve At = 0.01 segilerek
[0,1] tamm kiimesi iizerinde yapilmugtir. Sekil 5.1 ve 5.2°de v = 0.005, h = 0.005 ve
v = 0.0005, h = 0.001 icin sok dalganin yayilimi goriilebilir. Bu sekillerden anlasiliyor
ki, ne kadar kiigiik degerlerde viskozite secilirse o kadar keskin dalga olugur. v = 0.005
icin ¢t = 1’deki diizgiin baglangic sartiyla, algoritma zamanla daha diizgiin sok dalgalar:

olusturmaktadir. Daha kiigiik viskozite degeri olan v = 0.0005 secildiginde, daha
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keskin baglangic¢ sart1 elde edilir ve niimerik ¢oziimiin dikligi program boyunca neredeyse

degismeden kalmaktadir. Sok dalganin genligi zamanla azalmaktadir.

Cizelge 5.1. Farkli zaman adimlarinda hata normlarinin karsilagtirilmasi

Lox10% | Logx10% | Lyx103 | Logx10® | Lyx103 | Logx10?

h = 0.005, v = 0.005 t=17| t=17 |t=24| t=24 | t=31| t=31
QBSGY 0.01699 | 0.00000 | 0.01464 | 0.06463 | 0.65079 | 4.79061

AH.A vd. (1990) 0.857 2.576 0.423 1.242 0.235 0.688
Dag vd. (2005) (QBGM) | 0.35133 | 1.20755 | 0.24451 | 0.80187 | 0.63335 | 4.79061
Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.01705 | 0.06192 | 0.01252 | 0.05882 | 0.60199 | 4.43469
Saka ve Dag (2008) (QBCA1) | 0.35008 | 1.21175 | 0.24439 | 0.80771 | 0.63309 | 4.79061
Saka ve Dag (2009) 0.01098 | 0.04284 | 0.00976 | 0.06464 | 0.65137 | 4.79061

h = 0.02,v = 0.005 t=18| t=18 |t=24| t=24 | t=32| t=32
QBSGY 0.36661 | 0.00000 | 0.25061 | 0.06463 | 1.24558 | 7.49146
Ramadan vd. (2005) 0.68761 | 2.47189 | 0.67943 | 2.16784 | 1.48559 | 7.49146
Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.19127 | 0.54058 | 0.14246 | 0.39241 | 0.93617 | 5.54899
Saka ve Dag (2008) (QBCA1) | 0.33376 | 1.15263 | 0.24522 | 0.80008 | 1.22981 | 7.49147
Saka ve Dag (2009) 0.00980 | 0.03546 | 0.01167 | 0.06464 | 1.26114 | 7.49147
h=0.02,v = 0.01 t=17| t=17 |t=21| t=21 | t=26| t=26
QBSGY 0.15183 | 0.09592 | 0.24292 | 1.14760 | 1.55790 | 8.06799
Ramadan vd. (2005) 0.69910 | 3.13476 | 0.72976 | 2.66986 | 1.74570 | 8.06798
Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.17014 | 0.40431 | 0.20476 | 0.86363 | 1.29951 | 6.69425
Saka ve Dag (2008) (QBCAL) | 0.17792 | 0.47456 | 0.24875 | 1.14759 | 1.54108 | 8.06798
Saka ve Dag (2009) 0.01665 | 0.09592 | 0.20839 | 1.14760 | 1.57287 | 8.06799

Bu problem icin algoritmanin dogrulugu Ls ve L., hata normlar1 hesaplanarak

gosterildi. Bu sonuglar, segilen bazi zamanlarda Cizelge 5.1’de gosterilmistir.

Elde

edilen bu sonuclar, A.-H.A vd. (1990), Dag vd. (2005), Ramadan vd (2005), Saka ve

Dag (2007, 2008, 2009) ¢aligmalarinda bulunan sonuclarla ayni gizelgede gosterilmistir.
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Analitik ve niimerik ¢oziimler arasindaki hata dagilimi sirasiyla v = 0.005, A = 0.005

ve v = 0.0005, h = 0.001 i¢in Sekil 5.3 ve 5.4’de gosterildi.

0.005 — 00016 —

0.004 —

0.0012 —

0.003 —

hata

hata
L

0.0008 —

0.002 —

0.0004 —
0.001 —

Sekil 5.3. v= 0.005, h = 0.005 Sekil 5.4. v=0.0005, h = 0.001
icin mutlak hata icin mutlak hata

5.2.2. Ilerleyen dalga yayilim

Burgers denkleminin bir analitik ¢oziimii agagidaki gibidir:

w(w,t) = AEEF e s (5.11)
1+expn

a(r—pt—7)

burada n = dir. «, p ve yparametreleri, 6nceki ¢alismalarla kargilagtirma
yapabilmek i¢in o = 0.4, 4 = 0.6 ve v = 0.125 olarak segilmiglerdir. Bu ¢oziim, saga
dogru p hiziyla ilerleyen bir dalga ¢oziimiinii icerir. ¢ = 0 iken (5.11) denkleminden
baglangi¢ sart1 elde edilir. Bu test probleminde sinir sartlary, ¢ > 0 igin u(0,¢) = 1,
u(1,t) = 0.2 ve u, (0,t) =0, u,(1,t) = 0'dir.

Program, zaman adimi At = 0.01, konum adim1 h = 1/36 ve viskozite katsayisi
v = 0.01 ve 0.005 kullanilarak, t = 0.5’e kadar calistirilmigtir. QBSGY igin L, =
1.48311 x 1072 ve Lo, = 5.5140383 x 1073 bulunmus ve elde edilen sonuclar Cizelge
5.2 ve 5.3’de kuadratik B-spline Galerkin yéntemi Dag vd. (2005), kuartik B-spline
kollokasyon yontemi Saka ve Dag (2007), kuintik B-spline kollokasyon yontemi Saka
ve Dag (2008) ve kuartik B-spline Galerkin yontemi Saka ve Dag (2009) sonuglariyla

verilmigtir.



42

Cizelge 5.2. ¢t = 0.5 zamaninda h = 1/36, v = 0.01

i¢in hata kargilagtirmasi

Yontem Lyx10% | Loox10
QBSGY 6.10924 | 1.47772
Dag vd. (2005) (QBGM) 1.92558 | 6.35489

Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.77033 | 3.03817

Saka ve Dag (2008) (QBCA1) | 1.72434 | 5.78454

Saka ve Dag (2009) (QBGM) | 0.39 1.44

Cizelge 5.3. ¢t = 0.5 zamaninda h = 1/36, v = 0.005

i¢in hata kargilagtirmasi

Yontem Lyx10% | Loox10
QBSGY 5.04123 | 1.613741
Dag vd. (2005) (QBGM) 1.92558 | 6.35489

Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.77033 | 3.03817

Saka ve Dag (2008) (QBCA1) | 1.72434 | 5.78454

Saka ve Dag (2009) (QBGM) | 0.39 1.44

Sekil 5.5 ve 5.6’da baglangic dalgasi ile baz1 zamanlardaki ¢coziimler gosterilmektedir.

Sekil 5.7 ve 5.8’de ise t = 0.5 icin hata dagilimlar1 gosterilmistir.



43

u(x) t=1.2

0.8 —
1 =0
06 —
u(x,t)
0.4 —
0.2 |
0 0.2

Sekil 5.5. v = 0.01 i¢in ¢oziim

Sekil.5.6. v = 0.005 icin ¢oziim

0.18 —

012 —

hata

0.08 —

0.04 —

Sekil 5.7. v = 0.01 i¢in t = 0.5

Sekil 5.8. v = 0.005 igin t = 0.5

zamaninda mutlak hata

zamaninda mutlak hata
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6. KUADRATIK TRIGONOMETRIK B-SPLINE SUBDOMAIN
GALERKIN YONTEMI iLE RLW DENKLEMININ YAKLASIK
cOzZUMU

Bu boliimde, zamana baghh RLW denklemi icin bir yaklagik ¢oziim elde edildi.
Yontem olugturulmasinda, zaman ayrigtirmasi i¢in Crank-Nicolson, konum ayrigtirmasi
icin kuadratik trigonometrik B-spline subdomain Galerkin yontemi kullanildi ve test
problemleri {izerinde calisildi. Elde edilen sonuglar literatiirde var olan sonuclarla

kargilagtirild.
6.1. Yontemin Olusturulmas: ve Uygulanmasi

(3.1) denklemine, subdomain Galerkin yontemi uygulandiginda ve m = 0,..., N —1

olmak iizere, [a,b] elemam iizerinde integralin zayif formu agagidaki gibidir:

b
/Wm (up + Uy + Uy — PUgyy) dz = 0. (6.1)
T, Tmy1] Ornek araligy iizerinde, (6.1) denkleminin son hali;
Tm+1
1 (g + uy + Uty — flyyy) dz =0 (6.2)
seklindedir.
(6.2) denklemi integre edildiginde
Tm+1 Tm+1 Tm+1 Tm+1
/ wdx + / U dr + / culdr — / Plgzpdr =0,
(6.3)
Tm+1

1
/ wdr + u [Ert 4 2eu? [T — g, [Tt =0
Tm

denklemine ulagilir.

Z,, boliinme noktalarinda wu,, bilinmeyenlerine zaman igin Crank-Nicolson yoéntemi
ile yaklasim uygulamir ve u?, terimine ardigik olarak n. ve (n + 1). zamanlarinda

lineerlestirme yapilirsa agagidaki denklemler elde edilir:

+1 +1
_— up ™ Uy Oy up ™ — g, W2 (6.4)
m — — — . :
2 Tot AV
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uy terimi igin k) isareti zamana gore tiirevi gostermek iizere hé = v — x,,, 0 < ¢ <1

doniigiimii yapilir ve (6.4) yaklagimlar: yerine yazilirsa:

/h Z Tm(§)5m(t)d§+ (M) |£:Z+1 +%5(u”+1u”) iﬁ“ —u (%) |§z+1: 0,

m=—1 2

1

1
A T VU U’?n)

h/(Tml(g)(.sml(t) + Tm(€>5m(t) + Tm+1 (5)5m+1 (t))df + (um—%1 5 5

0

g (VA o) (7Y ()

1 n+l,n
+se(u U —urrtty
2 ( m—+1"m-+1 m m ﬁt ﬁt

h ((5m1A_t5m1)> /Tm1<§)df +h (W) /Tm(f)df

1
(521111 B 571%4—1) 1 n+l n n+l,,n
+h At Tm+1(€)d€ + Eg(uerluerl — Uy, um)
0

() = () (uptt) = (ug)’ _0
K At At ’

<0(h—2sAiltl(h))> (G gy (0(h— sin (th—hcos (h))) (Om+ — gn )

(=0 + Oty — Oy 0 )

. (h
() iy ()

h 2
Sin (5)
e | Zsnm) (= from= + hean™ + g on )

[ cos <g)
| B | O = 200+ 6 = 4267, = 60) = 0.
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elde edilir. Denklem diizenlendiginde asagidaki ifadeye ulagilir:

=5 —e5r = ] ot + [+ e5ht + 2ug] 83
C C2 * n C n
+ [“ Tytesy — “Ait} Oty = a+5 —nzz] 054 (6.5)

+ [b+2ut] o+ [a+§ — k] oy
burada a, b, c,d, f*, g*ve h*,

0 (h —sin (h)) 0 (h —sin (h) — hcos (h))

a=———709"—" b=
2At ’ At
. sin (h/%) ~cos (h/2)
~ sin(h) ’ ~ sin(h)
J* =0+ 01, g =01 T 0p, K =05 — 05

degerlerini ifade eder. m = 0,1,2,..., N — 1 degerleri (6.5)’te yerinde yazildiginda N

tane denklem N + 2 tane bilinmeyenden olusan agagidaki sistem elde edildi:

- - 67141_1 — -
Qp,1 Qo2 Qo3 53“ Jo
Q11 Q12 013 5?“ i
anN—21 ON-22 ON_23 5?;112 fN—2
| an-11 ON-12 ON-13 1 5?V+_11 i fN—1 i
|

(6.5)
(6.5) denklem sisteminde katsayilar m = 0,..., N — 1 icin;

C C2 *
g = (a—§ =S f* = pxy),
1% d
Qpo = (b+€3h +2ME),
C C2 *
mz=(a+35+e5g9" — MA%);

fm=la+5—ptlor _+[b+2ul]on +[a+s—pl]or, .

seklindedir. (6.4)’de sinir kogullarimi kullanarak agagidaki denklemler elde edilir:

up=c (6" +04), un=c(6}_1+N) (6.6)
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Bu denklemler (6.5) sisteminden §"; ve d% parametrelerini yok etmek igin kullanihir.
Boylece ¢oziilebilir 3-bant kosegensel matris denklemi olugur. Bu sistem Thomas

algoritmasi ile coziilecektir.
6.2. Test Problemleri
6.2.1. Solitary dalga hareketi

RLW denkleminin Peregrine (1976) tarafindan onerilen analitik ¢oziimii k& =
ec

1
5 m olmak {iizere agagidaki gibidir:

3c

u(z, t) = cosh? (k (z — a0 — (1 +ec)t))

(6.7)

Baglangig kogulu (6.7) denkleminde ¢t = 0 yazilarak hesaplanir. Sinir gartlar ise 3, = 0,

By = 0 olarak alinmigtir. Yukaridaki denklemde yer alan diger parametre degerleri;
c=01ve0.03, 2g=0,e=1, p=1.

Bu parametreler ve hesaplanan baglangi¢c kosulu ile solitary dalga, —40 < x < 60
araligi boyunca ve 0 < t < 20 siiresince hareket eder. Daha 6nce yapilan calismalarla
benzer olarak niimerik hesaplamalar yapilirken, konum adimi » = 0.125 ve zaman adimi
At = 0.1 alimmigtir. Elde edilen ¢oziimiin ¢ = 0 ve t = 20 zamanindaki durumu Sekil
6.1 ve Sekil 6.2’de gosterilmigtir. Bu sekillerden goriiliiyor ki, dalganin genligi ilerleyen

zaman siiresince degismemektedir.

03 —

02 —

uixt) | u(xt) 4

0.04 —

Sekil.6.1. t = 0 ve t = 20’de ¢ = 0.1 i¢in | Sekil.6.2. ¢t = 0 ve t = 20’de ¢ = 0.03 i¢in

solitary dalga hareketi solitary dalga hareketi
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16E-005 — 00005 —

00004 —
1.2E-005 —

00003 —

hata
hata

8E-006 —|

0.0002 —

4E-006 —|
0.0001 —

Sekil 6.3. ¢ =0.1i¢in t = 20 Sekil 6.4. ¢ = 0.03 i¢in ¢ = 20

zamaninda mutlak hata zamaninda mutlak hata

t = 20 anindaki 0.1 ve 0.03 genlikleriyle olusan mutlak hata Sek.6.3 ve Sek.6.4’de
gosterilmigtir. Bu sekillerden de goriilecegi gibi maksimum hata sag sinirda olugsmustur.
Bunun sebebi olarak dalganin biiyiikliigii ve fiziksel simir gartlar: olarak u (a,0) ~ 0 ve
u (b,20) ~ 0 alinmasindan kaynaklanmig oldugu diisiiniilmektedir. Eger aralik boyu
—40 < x <60 tan —80 < x < 120’ye genisletilirse bu hata yok olacaktir. Bu durum
Sekil 6.5’de incelenebilir.

B6E-006 — 1.6E-006 —

1.2E-006 —|

4E-006 —

8E-007 —

hata
L
hata

2E-006 —

4E-007 —

80 40 Q 40 80 120 -80 -40 0 X 40 80 120
X

Sekil 6.5. t = 20 zamaninda ve —80 < z < 120 arahgindaki mutlak hatalar

Cizelge 6.1 ve 6.2'de farkli genlik degerleri kullanilarak elde edilen mutlak hata
biiyiikliikleri ve I1, I, I3 korunum sabitleri listelenmistir. Cizelge 6.3 ve 6.4’te de daha
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once yapilan calismalardaki maksimum hata ve I, 5, I3 korunum sabitleri verilerek
kargilagtirma yapilmasi saglandi. Bu gizelgelere gore énerilen yontem digerlerinden daha
dogru sonuclar vermektedir. Farkli zamanlarda I, 5, I3 korunum sabitlerinin degerleri,
0.1 ve 0.03 genlik biiyiikliikleri alinarak yapilan hesaplamalarda elde edilen Cizelge 6.3
ve 6.4’teki analitik ¢oziimlerle neredeyse ayni kalmigtir. Her iki genlik degeri 0.1 ve 0.03
alindiginda, goriiliiyor ki I; degerinde cok kiiciik bir degisim olurken /5 ve I3 degerleri,

farkli zamanlarda neredeyse ayni kalmaktadir.

Cizelge 6.1. ¢ = 0.1 genligi icin h = 0.125 ve At = 0.1 olmak iizere
cesitli zamanlarda elde edilen hata normlari ve korunum sabitleri
Zaman | Lyx 108 | L., x108 I I, I3
0 0.0029 | 0.0083 | 3.9799271 | 0.8104273 | 2.5790075
4 6.7909 | 2.8474 | 3.9799300 | 0.8104273 | 2.5790075
8 9.9346 | 2.6175 | 3.9799283 | 0.8104273 | 2.5790075
12 | 124396 | 3.4384 | 3.9799257 | 0.8104273 | 2.5790075
16 | 16.6703 | 4.4420 | 3.9799170 | 0.8104273 | 2.5790075
20 | 17.8105 | 12.6845 | 3.9798825 | 0.8104273 | 2.5790075

Cizelge 6.2. ¢ = 0.03 genligi i¢in h = 0.125 ve At = 0.1 olmak iizere
gesitli zamanlarda elde edilen hata normlari ve korunum sabitleri
Zaman | Lox10* | Lo x10* L I, I3
0 0.0000 | 0.0000 | 2.1070711 | 0.1273004 | 0.3888047
4 4.1261 2.3003 | 2.1070959 | 0.1273003 | 0.3888041
8 5.1151 2.2109 | 2.1068936 | 0.1273003 | 0.3888040
12 5.3624 | 2.1255 | 2.1065447 | 0.1273003 | 0.3888040
16 5.4574 2.1387 | 2.1059145 | 0.1273003 | 0.3888036
20 5.7336 | 4.3151 | 2.1045777 | 0.1273003 | 0.3888022
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Cizelge 6.3. t = 20 zamaninda ¢ = 0.1, h = 0.125, At = 0.1 i¢in

hata normlar: ve korunum sabitleri karsilagtirmasi

Yoéntem Zaman | Lo, x10? I I I
QBSGY 20 0.01268 | 3.9798882 | 0.8104273 | 2.579007
Avilez-Valente ve S.-S. (2004) | 20 0.02643 | 3.979909 | 0.8104625 | 2.579007
Dag vd. (2006) 20 0.07337 | 3.979883 | 0.8104612 | 2.579003
Dag ve Ozer (2001) 20 1.56640 | 3.961597 | 0.804185 | 2.558292
Dag vd. (2003) 20 0.10299 | 3.979858 | 0.8104596 | 2.578999
Dag vd. (2004) 20 0.116 | 3.979883 | 0.8102762 | 2.578393
Mei ve Chen (2012) 20 0.91465 | 3.97972 | 0.81026 | 2.57873
Saka ve Dag (2008) 20 0.07344 | 3.979888 | 0.8104622 | 2.579006
Saka vd. (2004) 20 0.073 3.97989 | 0.81046 | 2.57901
Analitik 20 3.97995 | 0.8104624 | 2.579007
Cizelge 6.4. t = 20 zamaninda ¢ = 0.03, h = 0.125, At = 0.1 i¢in
hata normlar ve korunum sabitleri kargilagtirmas:
Yontem Zaman | Lo x103 I I, I3
QBSGY 20 | 0.431512 | 2.104578 | 0.12730032 | 0.3888022
Dag vd. (2003) 20 1.5506 | 2.128869 | 0.127228 | 0.388571
Dag vd. (2004) 20 0.432 2.104584 | 0.12729366 | 0.3887776
Mei ve Chen (2012) 20 0.439145 | 2.10902 0.12730 0.38880
Saka ve Dag (2008) | 20 0.19806 | 2.104708 | 0.1273006 | 0.3888025
Saka vd. (2004) 20 0.199 | 2.10467 | 0.12730 0.38880
Analitik 20 2.109407 | 0.12730171 | 0.3888059

6.2.2. Ardisik dalgalarin yayilimi

Bu boliimde, RLW denkleminin undulation ¢oziimleri tizerinde ¢alisildi. Baglangig
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ve sinir gartlar::

w(z,0) = 0.5, {1 — tanh (x _dxﬂ ,

u(a,t) = wug,u(b,t)=0.
olmak tizere ilgili parametreler literatiirle uyumlu olarak asagidaki gibi alinmigtir:
e = 1.5, u = 0.16666667, Uy = 0.1, 2. = 0,d = 2 ve 5.

Baglangig sarti durgun suya dogru akan suyun egimini/yiiksekligini temsil
etmektedir. d parametresi durgun su ve derinlik arasindaki egimdir. Baglangicta, su
yiizeyi ve durgun su arasinda x. merkezli bir arakesit bulunmaktadir. Dalganin olusumu

gozlenecektir.

Bu hesaplamalar [—36,300] araligi boyunca A = 0.24 konum adimi ve At = 0.1
zaman adimi ile t = 250 anina kadar yapilmigtir. Sekil 6.6 ve 6.7’de sirasiyla d = 2 ve
5 i¢in undulation olugumlar: ve yayilimi gosterilmistir. Simiilasyon boyunca, baglangig

kosuluna bagl olarak dik egimlerde daha az undulation olusumu gézlenmistir.

02 — —
d=2 02 4=5

016 —
015 —

012 —

t=250 t=250

u(x,t)

u(x,t)
0.08 —

005 —| t=0
004 —

t=0

200 300 0 100 x 200 300

Sekil 6.6. d = 2 icin t = 0 ve 250 Sekil 6.7. d =5 igin t = 0 ve 250

baslangic sart1 ve undulation. baglangig sart: ve undulation.

Niimerik yontem, agagida verilen zamanla sabitlerin teorik oranlariyla karsilastirma
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yapilarak da gegerlilik kazanabilir:

Mlz

My = —

My =

+o0
d d € o
d d;z 2
2
== (w4 () )da::UnggeUg’:0.0ll,
; d1§ ;
ls = | (0 +3u%) de = 3U§ + (1+2) U + JeU = 0.034113.

Sabitlerin niimerik farklhiliklar1 agagidaki formiillerle hesaplanir:

M; = (Ii( t = 250) — I, (t = 0)) /250,i = 1,2,3

Baslangi¢ sartinda d = 2 kullanildiginda sabitleri M; = 0.1075, M, = 0.01140034,

M3 = 0.03405626 olarak ve benzer sekilde daha genis egim olan d = 5 igin bu degerler

M; = 0.1075, My = 0.01100021, M3 = 0.03410065 olarak elde edildi. Cizelge 6.5 ve

6.6’da secilmis baz1 anlarda korunum sabitleri verilmigtir. Tablo 6.5e gore etkilesim

siiresince herbir korunum sabiti I, I ve Iste baz1 degisiklikler meydana gelmistir.

Cizelge 6.5. d =2, h = 0.24, At = 0.1 degerleri i¢in
korunum sabitleri
Zaman I I I3

0 3.612000 | 0.357784 | 1.088220

50 8.987000 | 0.921405 | 2.793292
100 | 14.362000 | 1.490512 | 4.498142

150 | 19.737001 | 2.062203 | 6.202887
200 | 25.112000 | 2.634851 | 7.907593

250 30.48700 | 3.207870 | 9.612284




Cizelge 6.6. d =5, h = 0.24, At = 0.1 degerleri igin
korunum sabitleri
Zaman I Iy I3

0 3.612000 | 0.336310 | 1.040970

50 8.987000 | 0.886312 | 2.746467
100 | 14.362001 | 1.436319 | 4.451703
150 | 19.737001 | 1.986331 | 6.156639
200 | 25.112001 | 2.536346 | 7.861414
250 | 30.487001 | 3.086362 | 9.566132
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6.2.3.Dalga iiretimi

Kiitle akigi, mekanik bir cihazin hareketi gibi serbest yiizeye uygulanan kuvvetler
dalgalar1 giiclendirecektir. Bu niimerik deneyde, RLW denkleminde dalga iiretimi i¢in

sinir sartlar: agagidaki gibi alinir:

t
( Uy, 0<t<r,
T
Uo, Tt <ty—T,
u(a,t) = to —t
Up ; to—7 <t <ty
T
o, d. d.

ve u(b,t) = 0. Bu giiclendirilmis sinir gart1 bir ugtaki dalga iireticisi olarak bilinir.

Uy =2, At = 0.1, h =04, ty = 20, 7 = 0.1 parametreleri, 0 < x < 400 bolgesi
tizerinde daha once yapilmis calismalarla karsilagtirma yapabilmek amaciyla bu sekilde
secilmistir. Algoritmanin calisma siiresi boyunca, bes tane solitary dalga tiretildi. Ilk
dort dalga gii¢ uygulanan dalgalardan daha genis genlige ulasmasina ragmen son dalga
gii¢ uygulanmig dalganin daha zayif bir sekilde olustu. Giig kesildiginde, son dalganin
olugsmak i¢in yeterli zamani1 olmadi.Ardindan yeni bir dalga olusmadi. Sekil 6.8’de
ilerleyen dalganin t = 20, 50, 150, 170 zamanlarindaki durumu gosterildi. Cizelge 6.7’de

ise, cesitli zamanlarda korunum sabitleri verildi.
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Sekil.6.8. Secilmis baz1 zaman adimlarinda dalga profilleri

—
i =20 b t=50
s
3 —
| |
u(x,t)
2 ulxt)
.
.
D —_—
0 T | T | ' \ . I | ' | \
o 100 200 300 400 0 100 200 300 400
X X
a. t = 20 aninda dalga profili b. ¢ = 50 aninda dalga profili
4 t=150 4 t=170
3 3 -
2 — 2 —
ulxt) ufxt)
1 1T
0 — — o — L
K \ ‘ \ \ I i I I ' I \
1] 100 X 200 300 400

"] 100 x 200 300 400

c. t = 150 aninda dalga profili

d. t = 170 aninda dalga profili




Cizelge 6.7. Uy= 2, h = 0.4, At = 0.1 i¢in korunum sabitleri

Zaman L I, I3

2.5 9.765366 | 21.225255 | 84.552126

5t 20.172239 | 48.515381 | 215.187397
7.5 | 30.138928 | 74.990856 | 334.802674
10 40.017906 | 101.472306 | 452.181612
15 60.047899 | 155.859897 | 693.359011
20 77.315027 | 211.583259 | 891.574335
40 79.004013 | 223.068113 | 896.667422
60 79.000908 | 224.230812 | 896.717055
80 79.000449 | 224.274449 | 896.718655
100 | 78.999746 | 224.276957 | 896.718726
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7. KUADRATIK TRIGONOMETRIK B-SPLINE SUBDOMAIN
GALERKIN YONTEMI iLE BURGERS DENKLEMININ YAKLASIK
cOzZUMU

Tezin bu boliimiinde, Burgers denkleminin bir yaklagik ¢oziimii elde edildi. Zaman
icin Crank-Nicolson, konum i¢in kuadratik trigonometrik B-spline subdomain Galerkin

ayrigtirmasi yapilarak caligildi.
7.1. Yontemin Olusturulmasi ve Uygulanmasi

Subdomain Galerkin yontemi Burgers denklemine uygulandiginda bir [a, b] elemam
tizerinde m = 0, ..., N — 1 i¢in integralin zayif formu:

b
/Wm (up + uty — Vg, ) de = 0. (7.1)

a

seklindedir.
[, Tmo1] Ornek eleman ele ahindiginda (7.1) denklemi agagidaki gibi olur:

ITm+1

/ (g + ity — vty daz = 0. (7.2)

Tm

Integral islemleri yapildiginda;

Tm+1 Tm+1 Tm+1
/utdx—i- /uuxdx— /l/umd:v:(),
Tm Tm Tm
(7.3)
Tm+1

1,2 T+ Tm+
utdx—i——2u ‘x 1 — VU, ’x =0
Im

elde edilir. x,, boliinme noktalarinda w, bilinmeyenlerine zaman i¢in Crank-Nicolson
yontemi ile yaklagim uygulanir ve u?, terimine ardigik olarak n. ve (n+1). zamanlarinda
linerlestirme yapilirsa asagidaki denklemlere ulagilir:

n+1 n n+l _ . n
Cup tuy, Ouy ug, ur, _ omtlom
Uy, = : = , UL, =uktul.

2 ot At

[\
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Bu ifadeler (7.3) te yerine yazilir ve hé =z — z,,,, 0 < £ < 1 doniigiimii yapilirsa B

zamana gore tiirevi gostermek tizere

1

N . n
/ h 3 THOS(B)dE 5 () 5t —v <U—> Tt = 0,

i=—1
0

1

h / (Tt ()8t (1) + Ton ()8 () + T ()8 (1))

0

un+1 I un / n+1\/ __ n\/
T Rt B

h <(5m—1A_t6m—1)> /Tm_l(f)df +h (W) /Tm(f)df

1
(5:?1—:11 B 521+1) 1 n+l , n n+1l,n
+h At Tm+1(€)d€+§€(um+lum+l — Uy, um)
0

» ((uz#l)' (57 - <uzz>') o

<9(h—2211; (h))> gy (Q(h—sin (hA)t—hcos (h))> gy

h 2
sin | —
0 (h — sin (h)) n+1 n (2) * cn+1 * cn+1 * cn+1
+ ( AL (6m+1 - 6m+1) te 2Sln<h) (_f 5m71 +h 6m +9g 5m+1)

COS (g)
| Faimgr)y | O = 2007 4 O 0 — 207, 407 =0

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler yerine yazildiginda lineer yineleme bagintisi olan

2 d] A, . A, di .,
{a - Ef — y§:| AR {b - §h — ud} AR [a t59 - 1/5} Oir (7.4)

d d
= {a—l— ugl o 1+ [b—vdd + [a+V§] Ot
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bulunur. Burada a,b,c,d, f*, g%, h* ifadeleri asagida verilmistir:

0 (h — sin (h)) 0 (h — sin (h) — hcos (h))

ag=—27 }pHh=
2At ’
. sin(h/%) g cos (h/2)
~ sin(h) ~ sin(h)
ST =00+ 00, g =01 T 0p, W =05 —0n

(7.4)te m =0,..., N — 1 yazildiginda N tane denklem ve N + 2 tane bilinmeyenden

olusan agagidaki 3-bant denklem sistemi elde edilir:

n+1

571
n+1

Qo1 CGp2 Gpg3 50 fo

+1
Q11 Q12 O13 5? fl

n+1
anN—21 ON-_-22 ON_23 51\7_2 foQ

n+1
i anN-11 OGN-12 GN-13 5N_1 fN—1
n+1
_5N+1

(7.5)

Verilen sinir sartlarini kullanarak agagidaki denklemler elde edilir:
up=c (6", +04), un=c(6}_+%). (7.6)

Bu denklemler §"; ve ¢y bilinmeyenlerini (7.5) sisteminden yok etmek i¢in kullanilir
ve boylece coziilebilir bir {ic-bant kosegensel matris denklemi elde edilir. Elde
edilen sistem Thomas algoritmasi kullamlarak ¢oziilebilir. (7.4) iteratif denkleminden
bilinmeyenleri bulduktan sonra béliinme noktalarindaki yaklagik ¢oziimler (3.47)

denkleminden bulunabilir ve yaklagik ¢oziim belirlenebilir.

(7.4)’te iterasyona baslamak igin, baslangic parametreleri 67, i = —1,...,N,
uz(a,0) = 0 smwr sart1 ve u(x;,0) = wuj, j = 0,...,N baglangi¢ sart1 kullanilarak
hesaplanmalidir:

0 _ Yo co__ U o _ U 0 .
6_1—2_6, 0—2_0, 5]_?_5‘]—1’17_1”]\[
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7.2. Test Problemleri

Bu boliimde, 6nerilen yontemin performansini 6l¢gmek icin iki test problemi iizerinde

caligildi.
7.2.1. Sok dalgas1 yayilima

Burgers denkleminin bir sok yayilma ¢oziimii

x/t

R Vt/toexp(x?/(4vt))’ b= b

seklindedir. Burada ¢y = exp(1/(8v))dir. Burgers denkleminin bu ¢oziimii daha kiigiik

(7.4)

u(z,t)

v degerleri i¢in daha keskin goklar1 verir.

t = 1 aninda elde edilen baglangi¢ sart1 denklemde kullanildiginda zaman ilerledikce
dalganin durumu gozlenecektir.  Simir gartlar1 olarak w(0,¢) = wu,(0,t) = 0 ve
u(1,t) = u.(1,£) = 0 kullamldi. Daha 6nceki ¢aligmalarla kargilagtirma yapabilmek
icin hesaplamalar, » = 0.005, 0.0005, h = 0.02, 0.001, 0.005 ve At = 0.01 secilerek
[0,1] tamim kiimesi iizerinde yapilmigtir. Sekil 7.1 ve 7.2’de v = 0.005,h = 0.005 ve
v = 0.0005, h = 0.001 igin sok dalganin yayilimi goriilebilir. Bu sgekillerden anlasiliyor
ki, ne kadar kiiciik degerlerde viskozite secilirse o kadar dik dalga olusur. v = 0.005
i¢in t = 1’deki diizgiin baglangi¢ sartiyla, algoritma zamanla daha diizgiin sok dalgalari
olusturmaktadir. Daha kiiciik viskozite degeri olan v = 0.0005 segildiginde, daha keskin
baglangic sarti elde edilir ve niimerik ¢oziimiin dikligi, program boyunca neredeyse
degismeden kalmaktadir. Sok dalganin genligi zamanla azalmaktadir. Bu problem igin
algoritmanin dogrulugu L, ve L., hata normlar1 hesaplanarak gosterildi. Bu sonuglar
sec¢ilmig baz1 zamanlarda Cizelge 7.1’de gosterilmigtir. Elde edilen bu sonuglar, daha
once yapilan caligmalar bulunan sonuglarla ayni cizelgede gosterilmistir. Bu cizelge
incelendiginde onerilen algoritma kiiciik bir farkla daha iyi ¢ikmig olsa da genel olarak

neredeyse ayni sonuglar elde edilmigtir.
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t=1.7
u(x,t) t=2.4
02 —

t=3.1

0.1 —

0

' [ I | I |

0.2 04 06 08 1
X

=1

=17

uixt) | =341

02 —

01 —

Sekil.7.1. v = 0.005, h = 0.005 igin ¢oziim

Sekil. 7.2. v = 0.0005, h = 0.001 icin ¢oziim

0005 —

0.004 —

0.003 —|

hata

0002 —

0001 —

0.0016 —

0.0012 —

hata

0.0008 —

0.0004 —

02 04 06 08 1

X

Sekil. 7.3. v =0.005,~ = 0.005 igin t = 3.1

Sekil.7.4. v = 0.0005, h = 0.001 icin t = 3.1

zamanindaki mutlak hata

zamanindaki mutlak hata

Analitik ve niimerik ¢oziimler arasindaki ¢

3.1’deki hata dagilimi sirasiyla

v = 0.005, h = 0.005 ve v = 0.0005, h = 0.001 i¢in Sekil 7.3 ve 7.4’de gosterildi. Sekil

7.3’de, en yiiksek hata sag sinirda ortaya ¢ikmigtir. Bu sorunu yok etmek igin programi

genigletilmig aralik olan [0,1.2] kiimesinde

yeniden caligtirildi. Hata normlar1 Ly ve Ly

1075%e ve 4.7906111 x 10~ 3den 3.12555 x 10~

v 0.005, h = 0.005 parametreleriyle
, t = 3.1’de 0.65079 x 10~3’den 0.91690 x

¢ azaldig1 goriilmektedir.
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Cizelge 7.1. Cesitli zamanlarda hata normlariin karsilagtirilmasi

Lox10% | Logx10% | Lyx103 | Logx10? | Lyx103 | Logx10?

h = 0.005, v = 0.005 t=17|t=17 |t=24| t=24 | t=31| t=31
QTBSGY 0.01699 | 0.06511 | 0.01463 | 0.04322 | 0.65079 | 4.79061

AHA vd. (1990) 0.857 2.576 0.423 1.242 0.235 0.688
Dag vd. (2005) (QBGM) | 0.35133 | 1.20755 | 0.24451 | 0.80187 | 0.63335 | 4.79061
Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.01705 | 0.06192 | 0.01252 | 0.05882 | 0.60199 | 4.43469
Saka ve Dag (2008) (QBCA1) | 0.35008 | 1.21175 | 0.24439 | 0.80771 | 0.63309 | 4.79061
Saka ve Dag (2009) 0.01098 | 0.04284 | 0.00976 | 0.06464 | 0.65137 | 4.79061

h = 0.02,v = 0.005 t=18| t=18 |t=24| t=24 | t=32| t=32
QTBSGY 0.36608 | 1.42677 | 0.25011 | 0.89905 | 0.12456 | 7.49147
Ramadan vd. (2005) 0.68761 | 2.47189 | 0.67943 | 2.16784 | 1.48559 | 7.49146
Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.19127 | 0.54058 | 0.14246 | 0.39241 | 0.93617 | 5.54899
Saka ve Dag (2008) (QBCA1) | 0.33376 | 1.15263 | 0.24522 | 0.80008 | 1.22981 | 7.49147
Saka ve Dag (2009) 0.00980 | 0.03546 | 0.01167 | 0.06464 | 1.26114 | 7.49147
h=0.02,v = 0.01 t=17| t=17 | t=21| t=21 | t=26| t=26
QTBSGY 0.15117 | 0.42203 | 0.24362 | 1.14760 | 1.55800 | 8.06799
Ramadan vd. (2005) 0.69910 | 3.13476 | 0.72976 | 2.66986 | 1.74570 | 8.06798
Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.17014 | 0.40431 | 0.20476 | 0.86363 | 1.29951 | 6.69425
Saka ve Dag (2008) (QBCAL) | 0.17792 | 0.47456 | 0.24875 | 1.14759 | 1.54108 | 8.06798
Saka ve Dag (2009) 0.01665 | 0.09592 | 0.20839 | 1.14760 | 1.57287 | 8.06799

7.2.2.1lerleyen dalga yayilim

Burgers denkleminin iyi bilinen bir analitik ¢oziimii agsagidaki gibidir:

a+p+ (u—a)expn

u(z,t) = , 0<a2<1,t>0,

1+expn

a(z—pt—7)
14

burada n =

dir. a, pve v, a = 0.4, p = 0.6 ve v = 0.125 olarak secilmis

onceki caligmalarla karsilagtirma yapilabilecek sekilde secilmis sabitlerdir. Bu ¢oziim
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saga dogru p hiziyla ilerleyen bir dalga ¢oziimii igerir. ¢ = 0 iken baglangi¢ sartini elde
edilir. Bu test probleminde simir gartlari ise ¢ > 0 i¢in u(0,t) = 1, u(1,t) = 0.2 ve
ug (0,t) =0, u,(1,¢) = 0’dir.

Bu hesaplama, zaman adimi At = 0.01, konum adim h = 1/36 ve viskozite katsayisi
v = 0.01 ve v = 0.005 kullanilarak yapilmigtir. Program ¢ = 0.5’e kadar ¢aligtirilmigtir.
QTBSQGY icin Ly = 1.48311 x 1073 ve Lo, = 5.5140383 x 10~ bulunmus ve elde edilen
sonuglar Cizelge 7.2 ve 7.3’te sirasiyla v = 0.01 ve v = 0.005 i¢in kuadratik B-spline
Galerkin yontemi, kuartik B-spline kollokasyon yontemi, kuintik B-spline kollokasyon

yontemi ve kuartik B-spline Galerkin yontemi sonuglariyla beraber verilmistir.

Bu ntimerik ¢oziim Lo ve L., hata normlariyla da dogrulandig: {izere tatmin edici
sonuglar vermektedir. Sekil 7.5 ve 7.6’da baglangi¢ dalgas1 ve segilen bazi zamanlardaki
coziimler gosterilmektedir. Sekil 7.7 ve 7.8’da ise ¢ = 0.5 i¢in hata dagilimlar

gosterilmigtir.

08 —

0.6 — —
t=0 t=1.2 08 t=0 t=0.4 t=0.8 t=1.2

ulxt) |

04 —

0.2 I

Sekil 7.5. v = 0.01 icin ¢oziim Sekil.7.6. v = 0.005 i¢in ¢oziim




Cizelge 7.2.t = 0.5 zamaninda h = 1/36, v = 0.01

icin hata kargilagtirmas
Yontem Lyx10% | Loox103
QTBSGY 1.48311 | 5.5140383
Dag vd. (2005) (QBGM) 1.92558 | 6.35489
Saka ve Dag (2007) (QBCM1) | 0.77033 | 3.03817
Saka ve Dag (2008) (QBCA1) | 1.72434 | 5.78454
Saka ve Dag (2009) (QBGM) | 0.39 | 1.44
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0.006 —

0.004 —

hata

0.002 —

Sekil. 7.7. v =0.01i¢in t = 0.5

Sekil. 7.8. v =0.005i¢in t = 0.5

zamaninda mutlak hata

zamaninda mutlak hata
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8. BULGULAR VE TARTISMA

Polinom B-spline Burgers Galerkim (QBSGY) ve trigonometrik B-spline subdomain
Galerkin(QTBSGY) yontemleri kullanilarak RLW denkleminin yaklagik ¢oziimleri elde
edildi. Ilk olarak solitary dalga yayilimi calisildi ve bu iki yontemin sonuclar: Cizelge
8.1 ve (izelge 8.2 de verildi. Bu iki yontem ayni hatay1 vermekle beraber biiyiik genlikli
dalga i¢in QTBSGY yonteminin biraz daha iyi sonug verdigi gézlemlenmektedir. Ayrica
korunum sabitleri her iki yontem i¢in sabit kalmigtir. Solitary dalga simulasyonu 4.2.1

ve 6.2.1 boliimlerinde grafiksel olarak verilmigtir.

Cizelge 8.1. ¢ = 0.1 i¢cin mutlak hata ve korunum sabitleri

Zaman L2X105 LooX105 [1 IQ [3
QBSGY 20 24.58416 | 9.60804 | 3.9798832 | 0.8104649 | 2.5790074
QTBSGY 20 1.78105 | 1.26845 | 3.9798825 | 0.8104273 | 2.5790075

Cizelge 8.2. ¢ = 0.03 i¢in mutlak hata ve korunum sabitleri

Zaman | Lox10* | L.,x10% I I I

QBSGY 20 5.653331 | 4.315118 | 2.10460421 | 0.127301619 | 0.38880284

QTBSGY 20 5.7336 4.3151 2.1045777 | 0.1273003 | 0.3888022

Ikinci olarak, ardisik dalgalarin olusumu ve yayilimi modellemesi gerceklestirilmistir.
Bu deneyin analitik sonucu mevcut olmadigindan korunum sabitleri Cizelge 8.3 ve
8.4’te yazilmigtir. Her iki yontemin sonuclarina gore korunum sabitleri sabit kalmigtir.
Ardigik dalgalarin zaman igindeki davraniglar: gorsel olarak 4.2.2 ve 6.2.2 boliimlerinde

grafiklerle gosterilmistir.
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Cizelge 8.3. d = 2 ic¢in korunum sabitleri

Zaman I I I3
QBSGY 250 | 30.486999 | 3.101569 | 9.612281
QTBSGY | 250 | 30.487000 | 3.207870 | 9.612284

Cizelge 8.4. d = 5 i¢in korunum sabitleri

Zaman I Iy I3
QBSGY 250 30.487001 | 3.086377 | 9.5661304
QTBSGY 250 30.487001 | 3.086362 | 9.566132

Son olarak zaman i¢inde yamuk formunda olan sinir kosulu uygulanmasiyla dalga
tiretimi modeli ¢alisilmigtir. Bu {iretilen solitary dalgalarin goriiniimii 4.2.3 ve 6.2.3
boliimlerinden inceleneblir. Ayrica sol sinir kogulunun zaman iginde sonlandirilmasi ile

elde edilen solitary dalgalarin korunum sabitleri Cizelge 8.5'te verilmistir.

Cizelge 8.5. Korunum sabitleri

Zaman I Iy I3
QBSGY 100 | 79.001076 | 176.665667 | 896.138018
QTBSGY | 100 | 78.999746 | 224.276957 | 896.718726

Burgers denkleminin sok dalga yayilimi ile birlikte soniimii caligilmistir. Sok dalga
ve sert sok dalga simulasyonu 5. ve 6. boliimde gosterilmigtir. Dalganin sert inisi diizgiin
bicimde sayisal olarak modellenmigtir. Bu ¢oziimiim analitik ¢oziimii var oldugundan
analitik ve niimerik ¢oziim arasindaki mutlak ve Lo hata degerleri farkli konum adim

ve viskozite degerleri i¢in cesitli zamanlarda Cizelge 8.6’ya yazilmigtir.



Cizelge 8.6. Hata normlar1 kargilagtirmasi
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Lyx10% | Loox10% | Lyx103 | Loox10% | Lyx10% | Loy x103
h=0.005v=0.005|t¢t=17 | t=17 | t=24 | t=24 | t=31| t=3.1
QBSGY 0.01699 | 0.00000 | 0.01464 | 0.06463 | 0.65079 | 4.79061
QTBSGY 0.36608 | 1.42677 | 0.25011 | 0.89905 | 0.12456 | 7.49147
h=002,v=0005 | t=18 | t=18 |t=24 | t=24 |t=32 | t=32
QBSGY 0.36661 | 0.00000 | 0.25061 | 0.06463 | 1.24558 | 7.49146
QTBSGY 0.36608 | 1.42677 | 0.25011 | 0.89905 | 0.12456 | 7.49147

h =0.02,v =0.01 t=17 1| t=17 | t=21 ] t=21 | t=26 | t=2.6
QBSGY 0.15183 | 0.09592 | 0.24292 | 1.14760 | 1.55790 | 8.06799
QTBSGY 0.15117 | 0.42203 | 0.24363 | 1.14760 | 1.55800 | 8.06799

Burgers denkleminin son test problemi olan ilerleyen dalga yayilimi test problemi

icin elde edilen sonuglarim kargilagtirmas: agagidaki gibidir (Cizelge 8.7):

Cizelge 8.7. v = 0.01 i¢in hata normlar1 kargilagtirmasi

t=0.5 | Lyx10® | Lo x103
QBSGY | 61.0924 | 147.772
QTBSGY | 1.48311 | 5.51403

(Cizelge 8.7’den goriiliiyor Kki;

trigonometrik B-spline kullanilarak uygulanan

yontemde polinom B-spline kullanilarak olusturulan yonteme gore daha kiiciik hatalarla

sonu¢ elde edilmigtir.
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9. SONUC

Polinom ve trigonometrik kuadratik B-spline fonksiyonlar yardimiyla olusturulan
subdomain Galerkin yontemleri kullanilarak RLW ve Burgers denklemlerinin yaklagik
coziimleri elde edildi. FElde edilen sonuglara goére, trigonometrik B-spline Subdomain
Galerkin yonteminin, kuadratik B-spline subdamain Galerkin yontemine gore daha
yiiksek dogrulukta sonuclar vermigtir. RLW ve Burgers denklemleri zaman ve konum
ayrigtirmasi yapildiginda ti¢ banth kosegensel matris sistemi elde edilmigtir. Kuadratik
polinomlar yerine daha yiiksek dereceli polinomlar kullanmilarak bu denklemlerin
¢oziimleri elde edilmistir. Yiiksek dereceli polinomlar ile olusturulan kolokasyon ve
Galerkin yontemleri sonucunda yiiksek boyutlu matris denklemleri elde edilir. Bu
durum, denklem sistemlerinin ¢oziilmesi maliyetini artirir. Boylece RLW ve Burgers
denklemlerinin ¢6zmek i¢in yapilmig olan 6nceki calismalarla kargilagtirildiginda ise hata
normlar1 bakimindan benzer dogruluklar elde edilmis fakat maliyet bakimindan énemli

Olciide avantaj saglayan bir yontem oldugu goriilmiistiir.
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