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ÖZET 

 

Son yıllarda kısmi diferensiyel denklemlerin tam çözümlerinin bulunması hem 

matematik hem de fizik alanında çalışan bilim insanları için en popüler çalışma 

konularından birisidir. Çünkü bir denklemin tam çözümünün bulunması, o denklemin 

karmaşık fiziksel yapısının anlaşılmasını kolaylaştırır.  

Tam çözümlerin bulunabilmesi için çeşitli yöntemler kullanılmaktadır. Bu 

yöntemler arasından cebirsel-geometrik yaklaşım çoğu lineer olmayan denklemler için 

periyodik veya kuasi periyodik çözümleri bulurken kullanılan önemli bir yöntemdir ancak 

periyodik çözümlerdeki, tüm esas fiziksel karakteristikleri (dalga sayısı, faz hızı ve 

dalganın genliği) doğrudan belirlemek oldukça zordur.  

Fakat Nakamura 1980’li yıllarda Hirota bilineer metod ile Rieman theta 

fonksiyonlarını bir arada kullanarak periyodik çözümlerin doğrudan bulunabileceğini 

göstermiştir. Son zamanlarda çeşitli kısmi diferensiyel denklemlerin, fark denklemlerin ve 

süpersimetrik denklemlerin de periyodik çözümleri bu yöntem sayesinde bulunabilmiştir. 

 Tezde Hirota-Riemann metodu tanımlanmış ve tekli bilineer form şeklinde 

yazılabilen iki denklem türü (3+1) boyutlu Genelleştirilmiş BKP ve (3+1) boyutlu BKP 

denklemlerine uygulanışı gösterilmiştir. Literatürde çok karmaşık hesaplar içerdiği için üç-

periyodik çözümün bulunuşuyla ilgili pek bir çalışma yapılamamıştır. Fakat tezde bu 

zorluk aşılabilmiş ve bu iki denklem için bir, iki-periyodik çözümlerin yanı sıra üç-

periyodik dalga çözümleri bulunup her bir çözümün dalga grafikleri çizdirilmiştir. Belirli 

asimptotik şartlar altında bulunan periyodik çözümlerin bilinen soliton çözümlere gittiği 

gösterilmiştir. 

 İkili bilineer form için de Hirota-Riemann metodu anlatılıp (2+1) boyutlu Breaking 

Soliton denklemi için bir ve iki-periyodik çözümleri bulunup grafikleri çizdirilmiş, ve yine 

asimptotik şartlar altında periyodik çözümlerin, soliton çözümlere gittiği gösterilmiştir. 

 

 Anahtar Kelimeler: Hirota’nın Bilineer Metodu, Riemann Theta Fonksiyonu, 

Periyodik Dalga Çözümü, Kuasi Periyodik Dalga Çözümü, (3+1) Boyutlu Genelleştirilmiş 

BKP Denklemi, (3+1) Boyutlu BKP Denklemi, (2+1) Boyutlu Breaking Soliton Denklemi. 
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SUMMARY 

 

 In recent years, finding exact solutions of partial differential equations is the one of 

the most popular subject area for both mathematicians and physcists. Because we know 

that if we can find exact solutions of an equation, it can help us to understand complicated 

physical models. 

 There are various methods to obtain exact solutions. Among them algebro-

geometric method is important method for finding periodic or quasi periodic solutions. But 

it is not easy to obtain all phisical characteristics such as wave numbers, phase velocities, 

amplitudes directly.  

But in 1980’s Nakamura showed a way to construct the periodic wave solutions 

directly using with Hirota’s bilinear method and Riemann theta functions. Recently the 

periodic solutions of some partial differential equations, difference discrete equations and 

supersymmetric equations was obtained using this method. 

In this thesis Hirota-Riemann method was defined and for single bilinear form 

(3+1) dimensional Generalized BKP and (3+1) dimensional BKP equations was taken as a 

model to illustrate this method. Because of some difficulties in calculations of three-

periodic wave solutions, hardly ever there has been a study in the literature . But here we 

could managed to solve this problem and we obtained one and two periodic solutions as 

well as three periodic wave solutions, ploted the graphics. And we showed under some 

asymptotic conditions periodic solutions tend to the known soliton solutions. 

For coupled bilinear form we gave Hirota-Riemann method and we obtained one 

and two-periodic solutions, plotted the graphics of (2+1) dimensional Breaking Soliton 

equation and finally showed under some asymptotic conditions periodic solutions tend to 

the known soliton solutions 

 

 

 Key Words: Hirota’s Bilinear Method, Riemann Theta Function, Periodic Wave 

Solution, Quasi Periodic Wave Solution, (3+1) Dimensional Generalized BKP Equation, 

(3+1) Dimensional BKP Equation, (2+1) Dimensional Breaking Soliton Equation. 
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1. G·IR·IŞ

Son y¬llarda, k¬smi diferensiyel denklemlerin tam çözümlerinin bulunmas¬ hem

matematik hem �zik araşt¬rmac¬lar¬n¬n ilgisini çeken en popüler konulardan biri ol-

muştur. Çünkü, bir k¬smi diferensiyel denklemin tam çözümünün bilinmesi, karmaş¬k

�ziksel modellerin anlaş¬lmas¬n¬daha çok kolaylaşt¬r¬r. Bu yüzden tam çözümleri elde

etmek için Hirota�n¬n bilineer metodu (Hirota, 1975), Lie simetri metodu (Bluman ve

Kumei, 1989), Bäcklund dönüşüm metodu (Miura, 1978) ve cebirsel geometrik metod

(Belokos vd., 1994) gibi baz¬başar¬l¬yöntemler mevcuttur.

Cebirsel geometrik metod, Riemann yüzeyleri üzerinde çok karmaş¬k hesaplar¬içer-

di¼ginden, kuasi periyodik çözümlerin dalga say¬lar¬, faz h¬zlar¬ ve genlik gibi ço¼gu

temel �ziksel karakteristik parametrelerini belirlemek oldukça zordur. Di¼ger yandan

Hirota�n¬n bilineer metodu, çoklu soliton çözümleri oluştururken do¼grudan bir yaklaş¬m

olup cebirsel geometrik yönteme göre daha kullan¬̧sl¬bir yöntemdir.

1980 y¬l¬nda Nakamura, Hirota�n¬n bilineer metodu arac¬¼g¬ile Kdv ve Boussinesq

denkemlerinin periyodik dalga çözümlerini elde etmi̧stir (Nakamura, 1979a, 1979b).

Gerçekten de kulland¬¼g¬bu yöntemin cebirsel-geometrik yöntemlere göre çok büyük

avantajlar¬vard¬r. Örne¼gin bu yöntemle Riemann sabitlerini ve key� Riemann ma-

trislerini içeren kuasi periyodik çözümleri bulmak için karmaş¬k Abel dönüşümlerinin

yap¬lmas¬na gerek yoktur ve periyodik çözümler do¼grudan elde edilebilir.

Tezde ise özellikle bu problemin üzerinde durulmuş olup, her denklem için ne-

den bulunamad¬¼g¬ndan bahsedilip, ele al¬nan (3+1) boyutlu BKP ve (3+1) boyutlu

Genelleştirilmi̧s BKP denklemlerinin N = 1; 2 çözümlerinin yan¬s¬ra N = 3 periyo-

dik dalga çözümleri elde edilmi̧stir. Bunun yan¬s¬ra önceki örneklerden farkl¬olarak

tek bir bilineer formda yaz¬lamayan ama ikili bilineer forma sahip olan denklemler için

çözümün nas¬l olmas¬gerekti¼ginden bahsedilmi̧s, (2+1) boyutlu Breaking Soliton denk-

leminin N = 1 ve N = 2 periyodik dalga çözümleri elde edilmi̧stir. Ayr¬ca bulunan bu

periyodik çözümlerin seçilen key�sabitler alt¬nda gra�kleri çizdirilmi̧s ve ele al¬nan her

bir denklem için baz¬asimptotik şartlar alt¬nda bulunan periyodik çözümlerin, bilinen

soliton çözümleri verdi¼gi gösterilmi̧stir.
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2. L·ITERATÜR ARAŞTIRMASI VE TEMEL

TANIMLAR

70�li y¬llar¬n sonunda Novikov, Dubrovin, Mckean, Lax, Its, Matveev ve çal¬̧sma arkadaşlar¬,

soliton denklemlerin hemen hemen periyodik ya da cebirsel geometrik çözümlerini elde

etmek için cebirsel geometrik metodu geli̧stirmi̧slerdir (Novikov, 1974; Dubrovin, 1975;

Its ve Matveev, 1975; Lax, 1975). Ancak bu yöntem Riemann yüzeyleri üzerinde çok

karmaş¬k hesaplar¬içerdi¼ginden, kuasi periyodik çözümleri bulmak oldukça zahmetlidir.

Son zamanlarda Fan ve çal¬̧sma arkadaşlar¬bu yöntemi, Toda lattice fark (Hon ve

Fan, 2008) ve asimetrik Nizhnik�Novikov�Veselov denklemlerine uygulayarak geli̧stir-

mi̧s (Fan, 2009), Lu B.,ve Zhang H. (3+1) Jimbo Miwa denkleminin hemen hemen

periyodik dalga çözümlerini elde etmi̧s (Lu ve Zhang, 2009), Tian ve Zhang ise Riemann

theta fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla, baz¬ lineer olmayan diferensiyel denk-

lemlerin ve süpersimetrik denklemlerin periyodik çözümlerini elde etmi̧slerdir (Tian

ve Zhang, 2012, 2013). Belirtilen çal¬̧smalar¬n haricinde de son zamanlarda yine bu

konuda yap¬lm¬̧s çeşitli çal¬̧smalar mevcuttur (Wu, 2012; Fan ve Hon, 2008; Lin, 2010;

Whang vd., 2011; Qiao ve Fan, 2012; Ma ve Tian, 2014; Cheng ve Hao, 2014).

Fakat bu çal¬̧smalar¬n neredeyse hepsinde N = 1; 2 periyodik dalga çözümleri bu-

lunurken, i̧slem zorluklar¬nedeniyle N = 3 periyodik dalga çözümleri bulunamam¬̧st¬r.

Sadece Lu ve Zhang (Lu ve Zhang, 2010) makalesinde çözümün nas¬l bulunmas¬gerek-

ti¼ginden bahsetmi̧s fakat onlar da aç¬k bir şekilde çözümü göstermemi̧slerdir.
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2.1 Temel Tan¬mlar

2.1.1 Pozitif tan¬ml¬matris

S¬f¬rdan farkl¬tüm x 2 Rn sütün vektörleri için xTAx > 0 şart¬n¬sa¼glayan n � n

tipinde simetrik bir matris bulunabiliyorsa1 A matrisine pozitif tan¬ml¬matris denir.

Bu tan¬mdan hareketle bir çok özellik yaz¬labilir. Fakat bir matrisin pozitif tan¬ml¬olup

olmad¬¼g¬n¬n daha kolay anlaş¬lmas¬için en çok kullan¬lan bir kaç basit test verilebilir.

Tüm özde¼gerleri pozitif olan simetrik matrislere, ya da bir başka deyi̧sle tüm pivot

elemanlar¬ pozitif olan simetrik matrislere pozitif tan¬ml¬matris denir. Bu şartlar¬

sa¼glamas¬için ise özel bir kaç k¬s¬t gerekir. Örne¼gin An�n tipinde simetrik bir matris

olsun. Pozitif tan¬ml¬olmas¬için 1 � k � n için A�n¬n k � k tipindeki alt matrisinin

sol üst matrislerinin determinantlar¬pozitif olmal¬d¬r. Örne¼gin 2 � 2 tipinde simetrik

bir matris olan

A2�2 =

24a11 a12

a12 a22

35 (2.1)

matrisini ele alal¬m. Bu matrisin pozitif tan¬ml¬olabilmesi için

a11 > 0 ve det(A2�2) = a11a22 � a212 > 0 (2.2)

olmal¬d¬r (Strang, 2005). Dolay¬s¬yla buradan a22 > 0 olmas¬ gerekti¼gi kolayl¬kla

görülebilir. Determinant¬ her pozitif olan matris pozitif tan¬ml¬ olmayabilir burada

a11 > 0 ifadesinin pozitif olmas¬da önemlidir. Örne¼gin24�1 0

0 �3

35
matrisinin determinant¬ pozitif olmas¬na ra¼gmen pozitif tan¬ml¬ bir matris de¼gildir.

Buna ra¼gmen bu şartlar¬sa¼glayan 24 2 �1

�1 2

35
1E¼ger A = AT ise A�ya simetrik matris denir.
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matrisi pozitif tan¬ml¬bir matristir.

3� 3 tipinde simetrik bir matris olan26664
2 �1 0

�1 2 �1

0 �1 2

37775
şeklinde bir matrisin pozitif tan¬ml¬olup olmad¬¼g¬incelendi¼ginde, sol üst alt matrislerin

determinantlar¬na bak¬l¬r ve

2 > 0������ 2 �1

�1 2

������ = 3 > 0
���������
2 �1 0

�1 2 �1

0 �1 2

��������� = 4 > 0
şeklinde hepsinin pozitif oldu¼gu görülür yani matris pozitif tan¬ml¬d¬r (Zwick, 2012).

2.1.2 Solitary ve soliton dalga

Sonlu bir genli¼ge sahip olan, sabit h¬zla ve sabit bir şekille ilerleyen dalgalara

solitary dalga denir (Hereman, 2009).

Soliton dalga ise benzer türdeki bir başka dalga ile çarp¬̧st¬¼g¬nda şeklini ve h¬z¬n¬

koruyan solitary dalga çeşitidir. Bir dalga denkleminin, soliton çözümlere sahip ola-

bilmesi için denklemin hem lineer olmamas¬hem de da¼g¬lma özelli¼gine sahip olmas¬

gerekir (Hirota, 2004).

2.1.3 Holomor�k fonksion


, C�nin aç¬k bir kümesi olmak üzere e¼ger f : 
! C�ye tan¬mlanan f fonksiyonunun,

z0 2 
 noktas¬nda

f 0(z0) = lim
z!z0

f(z)� f(z0)
z � z0
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şeklinde limiti varsa, f 0(z0) ifadesine z0 noktas¬nda f�nin karmaş¬k türevi denir. E¼ger

f , 
�n¬n tüm noktalar¬nda türevlenebilir ise f�ye holomor�k fonksiyon denir (Borreira

ve Valls, 2012).

2.1.4 Meramor�k fonksiyon

Karmaş¬k düzlemin aç¬k bir 
 kümesi üzerinde fonksiyonun kutup noktalar¬olan izole

edilmi̧s noktalar kümesi d¬̧s¬ndaki di¼ger noktalar¬n tümünde holomor�k olan fonksi-

yonlard¬r.

2.1.5 Periyodik ve kuasi periyodik fonksiyon

Periyodik fonksiyon

Belli zaman aral¬¼g¬yla kendini tekrar eden fonksiyonlard¬r. Bir bölgedeki tüm x

de¼gerleri için

f(x+ T ) = f(x)

olacak şekilde bir eşitlik elde edilebiliyorsa, T s¬f¬rdan farkl¬pozitif bir sabit olmak

üzere f fonksiyonuna, T periyotlu periyodik fonksiyon denir.

Örne¼gin sinüs fonksiyonu

sin(x+ 2�) = sin(x)

oldu¼gundan 2� periyotludur.

Kuasi periyodik fonksiyon

E¼ger

f(x+ !) = g(x; f(x))

olacak şekilde bir eşitlik yaz¬labiliyorsa f fonksiyonuna ! quasiperiyotlu, kuasi periyo-

dik fonksiyon denir. Örne¼gin

f(x+ !) = f(x) + C
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oldu¼gunda aritmetik kuasi periyodik fonksiyon olarak adland¬r¬l¬rken

f(x+ !) = Cf(x)

oldu¼gunda ise geometrik kuasi periyodik fonksiyon olarak adland¬r¬l¬r.
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3. H·IROTA�NIN B·IL·INEER METODU VE

R·IEMANN THETA FONKS·IYONU

3.1 Hirota�n¬n Bilineer Metodu

·Integrallenebilen lineer olmayan oluşum denklemlerinin çoklu soliton çözümlerini

oluşturmak için, Hirota taraf¬ndan öne sürülen do¼grudan metot, geçti¼gimiz 30 y¬l

boyunca kullan¬lan en popüler yöntemlerden birisi olmuştur. ·Ilk olarak Ters Saç¬l¬m

metodunun kullan¬lmas¬ ile soliton denklemleri1 için bir çözümün var oldu¼gu göste-

rilmi̧stir. Fakat daha sonra Hirota, bu teknikten yola ç¬karak, a¼g¬r i̧slem yüküne gerek

kalmadan soliton çözümlerin kolayl¬kla bulunabilece¼gini ortaya koymuştur.

Hirota�n¬n do¼grudan metodu, integrallenebilen sistemler için önemli rol oynamak-

tad¬r. Bilineer forma sahip ço¼gu denklem için bir ve iki soliton çözümler genelde mev-

cut olup, ele al¬nan denklem için üç soliton çözüm bulunabilirse, o taktirde integ-

rallenebilirli¼ginden bahsedilebilir. Ayr¬ca dikkat edilmesi gereken bir başka husus da

tamamen integrallenebilen, lineer olmayan bir k¬smi diferensiyel denklem ya da fark

denkleminin, mutlaka bilineer formu vard¬r. Ancak tersi do¼gru olmayabilir. Yani bili-

neer formda yaz¬l¬p, integrallenemeyen baz¬denklemler de mevcuttur.

Bir lineer olmayan k¬smi diferensiyel denklemin lineerleştirilmesi, denklemin tam

çözümlerinin bulunmas¬n¬oldukça kolaylaşt¬r¬r. Lineerleştirme esas¬na dayanan bu yön-

temde, incelenen denklemin bilineer formunun mutlaka biliniyor olmas¬gerekir. Yani

bu yöntem tek bir bilineer denklem veya birleştirilmi̧s lineer denklem sistemleri for-

munda yaz¬labilen herhangi bir k¬smi denkleme uygulanabilir. Lineer olmayan oluşum

denklemlerinin yan¬s¬ra fark denklemleri ve integro-diferensiyel denklemlere de uygu-

lanabilen Hirota�n¬n bilineer metodu, soliton çözümlerin, üstel fonksiyonlar cinsinden

yaz¬labilece¼gi esas¬na dayan¬r.

Yöntem uygulan¬rken ilk olarak denkleme uygun bir de¼gi̧sken dönüşümü tespit
1Soliton denklemi: Soliton olmayan çözümlerinin yan¬ s¬ra soliton çözümlere sahip olan k¬smi

diferensiyel denklemlerdir (Druitt, 2005).
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edilir. Bu dönüşümü tespit etmek her denklem için çok da kolay olmay¬p bazen birden

fazla ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken kullanmak gerekebilir. Daha sonra Hirota D-türev operatörü

olarak adland¬r¬lan özel bir türev operatörü yard¬m¬ ile denklem, D-operatörlerinin

polinomlar¬ olarak yaz¬l¬r. Son olarak ise pertürbasyon tekni¼gi kullan¬larak denk-

lemin tam çözümleri elde edilir.

3.1.1 Bilineer forma dönüştürme ve Hirota�n¬n D türev

operatörü

aij bir matris olmak üzere
NP
j=1

aijxj gibi xj lineer ifadesinin bir aç¬l¬m¬na bilineer

denir. Bazen ele al¬nan diferensiyel denklem kuadratik formda olsa bile literatürde

bilineer olarak adland¬r¬l¬r. Tezde de bu şekilde adland¬r¬lacakt¬r.

Hirota türevleri, Leibnitz kural¬olarak bilinen çarp¬m¬n türevine çok benzemektedir.

Tek fark¬i̧slemler aras¬nda Hirota�n¬n türevinde negatif i̧saretler varken, bilinen türevde

tüm i̧saretler pozitiftir. Yani

@m

@tm
@n

@xn
a(t; x)b(t; x)

= @m

@sm
@n

@yn
a(t+ s; x+ y)b(t+ s; x+ y) js=0;y=0

m;n = 0; 1; 2; : : :

(3.1)

ifadesi çarp¬m¬n türevi iken,

Dm
t D

n
xa(t; x):b(t; x)

= @m

@sm
@m

@ym
a(t+ s; x+ y)b(t� s; x� y) js=0;y=0

m;n = 0; 1; 2; : : :

(3.2)

ifadesi Hirota�n¬n türevidir.

Not 3.1.1 O operatörü , f ve g fonksiyon çiftine uyguland¬¼g¬nda, O(f; g) şeklinde

yaz¬l¬r ve bu ifadeye ikili operatör denir. Bu tan¬ma göre normalde D operatörü de

Dn
x(a(t; x); b(t; x))
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şeklinde yaz¬l¬r. Fakat bu gösterimi kullanmak yerine genellikle

Dn
xa(t; x) � b(t; x)

gösterimi kullan¬lmaktad¬r.

D�operatörü için

Dxa � b = axb� abx
D2
xa � b = axxb� 2axbx + abxx

D3
xa � b = axxxb� 3axxbx + 3axbxxx � abxxx

: : :

şeklinde bir kaç örnek verilebilir. Ayr¬ca en çok bilinen ve tezde kullan¬lacak olacak

olan baz¬özellikler şunlard¬r.

1. Dm
t D

n
xa � 1 = @mt @nxa

2. Dn
xf � f = 0; e�ger n tek say{ ise

3. Dn
xf � g = (�1)nDn

xg � f

4. Dxa � b = Dn�1
x Dxa � b

5. Dn
xe
p1x � ep2x = (p1 � p2)me(p1+p2)x

(3.3)

Geri kalan özelliklerin baz¬lar¬ konuda gerekti¼ginde verilecektir. Bilineerleştirme

i̧sleminin daha kolay anlaş¬lmas¬için Hirota�n¬n kitab¬ndan (Hirota, 2004) al¬nan bir

örnek üzerinde yöntemin nas¬l uyguland¬¼g¬aşa¼g¬da incelenmi̧stir.

3.1.2 KdV denkleminin bilineerleştirilmesi ve soliton

çözümleri

1985 y¬l¬nda Korteweg ve de Vries taraf¬ndan oluşturulan

ut + 6uux + uxxx = 0 (3.4)

KdV denklemini ele alal¬m (Korteweg ve Vries, 1895).
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Bilineer forma dönüştürmek için kullan¬lan, rasyonel, logaritmik ve bilogaritmik

dönüşüm gibi bir çok de¼gi̧sken dönüşümü mevcuttur. Hirota, kitab¬nda ayr¬nt¬l¬olarak

di¼ger dönüşümlere de yer vermi̧stir. ·Ilk olarak (3.4) denklemi

ut + 3(u
2)x + uxxx = 0 (3.5)

şeklinde düzenlenlenebilir.

u = !x (3.6)

olmak üzere bu dönüşüm (3.5) denklemine uygulan¬p, x�e göre bir kez integre edilirse

c integrasyon sabiti olmak üzere

!t + 3(!x)
2 + !xxx = c (3.7)

denklemi elde edilir.

u = 2(log f)xx (3.8)

logaritmik dönüşümüne denk olan

! = 2(log f)x (3.9)

dönüşümü, (3.7) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

2(log f)xt + 3[2(log f)xx]
2 + 2(log f)4x = c

ifadesi elde edilir. D operatörünün tan¬m¬gere¼gi

2 @
2

@x2
log f = D2

xf �f
f2

2 @2

@x@t
log f = DxDtf �f

f2

2 @
4

@x4
log f = D4

xf �f
f2

� 3(D
2
xf �f
f2
)2

: : :

(3.10)

eşitlikleri yaz¬labilir. Buna göre KdV denklemi,

DxDtf � f
f 2

+ 3

�
D2
xf � f
f 2

�2
+
D4
xf � f
f 2

� 3(D
2
xf � f
f 2

)2 = c
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olarak yeniden düzenlenir ve

Dx(Dt +D
3
x)f � f = cf 2

bilineer denklemi elde edilir. Soliton çözümler bulunurken denklemdeki integrasyon

sabiti c = 0 seçilebilir. Buna göre bilineer formun son hali

Dx(Dt +D
3
x)f � f = 0

olacakt¬r.

Soliton çözümleri bulabilmek için f fonksiyonunun

f = 1 + "f1 + "
2f2 + "

3f3 + � � � (3.11)

şeklinde küçük bir " parametresine göre aç¬l¬m¬n¬n yap¬ld¬¼g¬, pertürbasyon metodu

kullan¬l¬r. Genellikle bu yöntem kullan¬l¬rken, aç¬l¬m " parametresinin sonsuz merte-

beleri ile devam eder ve uygun bir sonlu mertebesinde aç¬l¬m kesilir. (3.11) denklemi,

bilineer denklemde yerine yaz¬l¬p " parametresine göre düzenlenlenirse

" : Dx(Dt +D
3
x)(f1 � 1 + 1 � f1) = 0

"2 : Dx(Dt +D
3
x)(f2 � 1 + f1 � f1 + 1 � f2) = 0

"3 : Dx(Dt +D
3
x)(f3 � 1 + f2 � f1 + f1 � f2 + 1 � f3) = 0

: : :

(3.12)

olacakt¬r.

Birinci ifadeden f1 için lineer diferensiyel denklem

@

@x

�
@

@t
+
@3

@x3

�
f1 = 0 (3.13)

şeklindedir. Solitary dalga ya da bir-soliton çözüm için f

f1 = e
�1 (3.14)

şeklinde seçilmelidir. Burada soliton çözümün faz de¼gi̧skeni �1 = P1x+
1t+ �
0
1 olmak
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üzere, yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬


1 + P
3
1 = 0

dir.

"2 nin katsay¬s¬ele al¬nd¬¼g¬nda ise

2
@

@x

�
@

@t
+
@3

@x3

�
f2 = �Dx(Dt +D

3
x)f1 � f1 (3.15)

yaz¬labilir. (3.3) denkleminin beşinci özelli¼gine göre f1 = e�1 ifadesi, (3.15) te yerine

yaz¬l¬rsa denklemin sa¼g taraf¬s¬f¬r olur. Böylece f2 = 0 seçilebilir. Yani f aç¬l¬m¬

f = 1 + "f1

şeklinde kesilebilir. " parametresi de faz de¼gi̧skeni içerisindeki �01 faz sabiti içerisinde

al¬nabilece¼ginden

f = 1 + e�1 (3.16)

elde edilir ve bu da bilineer denklemin tam çözümüdür.

·Iki-soliton çözüm bulunurken, f1 için

f1 = e
�1 + e�2 (3.17)

olacak şekilde, lineer üst üste bindirme kural¬ uygulan¬r.

Burada �i = Pix+ 
it+ �
0
i ; i = 1; 2 olmak üzere lineer olmayan yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬


i + P
3
i = 0 (3.18)

dir. Ayr¬ca (3.3) denkleminin beşinci özelli¼gine göre

Dm
x D

n
t e
�1 � e�2 = (P1 � P2)m(
1 � 
2)ne�1+�2 (3.19)

şeklinde bir sonuç ç¬kar¬labilir.

(3.17) ifadesi, "2 nin katsay¬s¬ olan (3.15) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa yukar¬da
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geçen (3.19) özelli¼gi de kullan¬larak

Dx(Dt +D
3
x)f1 � f1

= Dx(Dt +D
3
x)(e

�1 + e�2) � (e�1 + e�2)

= 2Dx(Dt +D
3
x)e

�1 � e�2

= 2(P1 � P2)[
1 � 
2 + (P1 � P2)3]e�1+�2

(3.20)

eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu denklemin çözümü ise

f2 = a12e
�1+�2 (3.21)

şeklinde seçilmelidir. (3.20) ve (3.21) da bulunan bu ifadeler (3.15) ifadesinde yerine

yaz¬l¬rsa

a12 = �
2(P1 � P2)[
1 � 
2 + (P1 � P2)3]
2(P1 + P2)[
1 + 
2 + (P1 + P2)3]

elde edilir. (3.18) da bulunan eşitli¼gin de yerine yaz¬lmas¬ile

a12 =
(P1 � P2)2
(P1 + P2)2

(3.22)

oldu¼gu görülür.

f3 için, yukar¬da verilen f1 ve f2 ifadelerinin "3 ün katsay¬s¬nda yerine yaz¬lmas¬ile

Dx(Dt +D
3
x)(f3 � 1 + f2 � f1 + f1 � f2 + 1 � f3) = 0 (3.23)

[Dx(Dt +D
3
x)](1 � f3 + f3 � 1) = �[Dx(Dt +D

3
x)](f2 � f1 + f1 � f2) (3.24)

= 2Dx(Dt +D
3
x)e

�1+�2 � (e�1 + e�2)

= 2P2(
2 + P
3
2 )e

2�1+�2 + 2P1(
1 + P
3
1 )e

�1+2�2

bulunur. (3.17) de verilen yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬n¬n (3.24) te yerine yaz¬lmas¬ile denklemin

sa¼g taraf¬s¬f¬ra eşit olur. Böylece aşikar çözüm olan f3 = 0 olmal¬d¬r.

f3 = 0 için "4 ün katsay¬s¬ndan

Dx(Dt +D
3
x)(f4 � 1 + f2 � f2 + 1 � f4) = 0
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yaz¬l¬r. Homojen olmayan terim

Dx(Dt +D
3
x)f2 � f2 = 0

olup, yine f4 = 0 seçilebilir. Elde edilen tüm bu sonuçlar f �nin pertürbasyon aç¬l¬m¬nda

yerine yaz¬l¬rsa

f = 1 + "(e�1 + e�2) + "2a12e
�1+�2 (3.25)

bulunur. Yine " parametresi �0j faz sabitlerinin içerisinde al¬nabilece¼ginden

f = 1 + e�1 + e�2 + a12e
�1+�2 (3.26)

şeklinde yaz¬labilir. Bu çözüm sa¼ga do¼gru ilerleyen iki solitonu ifade eder. Uzun olan

soliton bir süre sonra k¬sa olan solitondan daha h¬zl¬ ilerleyip onu geçer ve çözüm

farkl¬t zamanlar¬nda incelendi¼ginde, dalgalar¬n etkileşim sonras¬nda da şekillerini ko-

ruduklar¬görülür. f nin aç¬l¬m¬ndaki a12 terimi ise iki solitonun etkileşimi sonras¬faz

de¼gi̧siminden sorumludur.

Not 3.1.2 Genel olarak bilineer denklemi F ; Dt; Dx; ::: operatörlerinin genel bir poli-

nomu olmak üzere

F (Dt; Dx; : : :)f � f = 0 (3.27)

şeklinde ele al¬ns¬n.

D = (Dt; Dx; : : :)

için (3.27) ifadesi

F (D)f � f = 0

formunda yaz¬labilir. Buna göre iki soliton çözüm için

P1 �P2 = (
1 � 
2; P1 � P2; : : :)

@ =(@t; @x; : : :)

olmak üzere

F (D)e�1 � e�2 = F (P1 �P2)
F (P1 +P2)

F (@)e�1+�2
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olacak biçimde genel bir sonuç ç¬kart¬labilir. Lineer olmayan da¼g¬lma ba¼g¬nt¬s¬ise

F (Pi) = 0 (i = 1; 2)

olup a12 faz de¼gişkeni

a12 = �
F (P1 �P2)
F (P1 +P2)

(3.28)

şeklindedir.

KdV denkleminin üç soliton çözümü için yukar¬dakine benzer şekilde i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

pertürbasyon metodundan

f = 1 + e�1 + e�2 + e�3 (3.29)

+a12e
�1+�2 + a13e

�1+�3 + a23e
�2+�3

+a123e
�1+�2+�3

elde edilir. Burada i; j = 1; 2; 3 olmak üzere �i = Pix + 
it + �
0
i için lineer olmayan

yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬
i + P 3i = 0 dir: Ayr¬ca

aij = �
(Pi � Pj)2
(Pi + Pj)2

(3.30)

olup, (3.29) denklemindeki son terimin katsay¬s¬a123 = a12a13a23 şeklinde yaz¬labilir.

Genel olarak N soliton için

aij = e
Aij

seçildi¼gi taktirde f aç¬l¬m¬

f =
X

e
[
NP
i=1

�i�i+
NP
i<j

Aij�i�j ]

şeklinde ifade edilebilir.
P
sembolü �1 = 0; 1; �2 = 0; 1; : : : ; �N = 0; 1 için tüm olas¬

ihtimallerin toplam¬n¬,
NP
i<j

ise f1; 2:::; Ng kümesinden seçilen tüm olas¬(i; j) çifti için

i < j şart¬n¬sa¼glayan toplam¬ifade etmek için kullan¬l¬r.

F (D)f � f = 0
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bilineer denklemi N soliton çözüme sahiptir ve Pi = (
i; Pi; : : :) olmak üzere faz

de¼gi̧skeni

aij = �
F (Pi �Pj)
F (Pi +Pj)

(3.31)

ile verilir. Burada F (D) fonksiyonu key� olmay¬p

X
F

 
NX
i=1

�iPi

!
(N)Y
i<j

F (�iPi � �jPj)�i�j = 0 (3.32)

şart¬n¬sa¼glamal¬d¬r. Burada
P
sembolü �1 = 0; 1; �2 = 0; 1; : : : ; �N = 0; 1 için tüm

olas¬ihtimallerin toplam¬n¬ifade edip, (3.32) ifadesi Hirota şart¬olarak adland¬r¬lmak-

tad¬r.

Not 3.1.3

u = 2(ln f)xx

gibi bir dönüşüm ile lineer olmayan bir denklem, bilineer formda yaz¬lmak istendi¼ginde,

aşa¼g¬da verilen dönüşümleri kullanmak büyük kolayl¬k sa¼glamaktad¬r.

D2
x
f �f
f2
= u

D4
x
f �f
f2
= uxx + 3u

2

D6
x
f �f
f2
= uxxxx + 15uxxu+ 15u

3

D2
t
f �f
f2
=
RR
uttdxdx

DtD
3
x
f �f
f2
= uxt + 3u

R
utdx

DtDx
f �f
f2
= uxt

(3.33)

Fakat kullan¬lacak olan u dönüşümüne göre bu eşitliklerdeki sa¼g tarafta yer alan ifadeler

de¼gişebilir. Yap¬lan dönüşüme göre yukar¬daki ifadeler tekrar düzenlenmelidir. Örne¼gin,

u = 2(ln f)x şeklinde bir dönüşüm kullan¬lacaksa beşinci s¬rada olan özellik yerine

DtD
3
x

f � f
f 2

= uxxt + 3uxut (3.34)

kullan¬l¬r.
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3.2 Riemann Theta Fonksiyonu

n = (n1; : : : ; nN)
T 2 ZN tamsay¬de¼gerli bir vektör, s = (s1; : : : ; sN)T 2 CN ve

� = (�1; : : : ; �N)
T 2 CN kompleks vektörler ve � = (�1; : : : ; �N)T 2 CN kompleks de¼gerli

faz de¼gi̧skenleri olmak üzere, N boyutlu iki vektörün iç çarp¬m¬n¬n

< u; v >= u1v1 + � � �+ uNvN şeklinde tan¬mland¬¼g¬

#(�; �; s j �) =
X
n2ZN

e�i<�(n+s);n+s>+2�i<�+";n+s> (3.35)

çok boyutlu Riemann theta fonksiyonu ele al¬ns¬n. Burada theta fonksiyonunun periyot

matrisi -i� = �i(� ij) olup N � N tipinde reel de¼gerli simetrik bir matristir ve theta

fonksiyonunun key� bir parametresidir. Farkas�¬n kitab¬nda (Farkas ve Kra, 2001)

(3.35) denkleminde görülen Fourier serisinin reel de¼gerli bir fonksiyona yak¬nsad¬¼g¬n¬n

ispat¬n¬verilmi̧stir. Periyot matrisi olan ve -i ile çarp¬lan ��nun, reel de¼gerli olabilmesi

için simetrik matris şartlar¬n¬sa¼glamal¬ve � matrisi her bir eleman¬sanal olacak şekilde

bir matris olarak seçilmelidir. Kolayl¬k olmas¬bak¬m¬ndan � = s = 0 için #(�; 0; 0 j

�) = #(�; �) fonksiyonu,

#(�; �) =
X
n2ZN

e�i<n�;n>+2�i<�;n> (3.36)

şeklinde kullan¬labilir.

Baz¬çal¬̧smalarda Riemann theta fonksiyonu

#(�; �) =
X
n2ZN

e��<n�;n>+2�i<�;n> (3.37)

biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r (Fan, 2009). Fakat yukar¬dakinden farkl¬olarak serinin yak¬n-

sak olabilmesi için � = � ij matrisi pozitif tan¬ml¬ve N�N tipinde reel de¼gerli simetrik

bir matris olarak al¬nmal¬d¬r.

Özellik 3.2.1 #(�; �) theta fonksiyonu

#(� + 1 + � ; �) = e��i��2�i�#(�; �) (3.38)
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olacak şekilde 1 ve � vektörleri, 1 ve e��i��2�i� çarpanl¬theta fonksiyonunun periyotlar¬

olarak ele al¬nabilir. Burada 1 ve � ; #(�; �) theta fonksiyonunun periyodu olmay¬p

@2� ln#(�; �), @� ln[#(�+e; �)=#(�+h; �)] ve #(�+e; �)#(��e; �)=#2(�+h; �) ifadelerinin

periyodudur (Mumford, 1983).

·Ispat:

Rieman theta fonksiyonu N = 1 için

#(�; �) =
P
n2Z

exp(�in2� + 2�in�) (3.39)

şeklinde tan¬mlan¬r.

#(� + 1 + � ; �) =
P
n2Z

exp(�in2� + 2�in(� + 1 + �))

=
P
n2Z

exp(�in2� + 2�in� + 2�in+ 2�in�)

=
P
n2Z

e2�in exp(�i(n+ 1)2� + 2�in� � �i�)

(3.40)

e2�in = (1)n, olup kalan ifadede n+ 1 = m yaz¬l¬rsa

=
P
m2Z

exp(�im2� + 2�i(m� 1)� � �i�)

=
P
m2Z

exp(�im2� + 2�im� � 2�i� � �i�)

= exp(��i� � 2�i�)#(�; �)

(3.41)

ifadesi elde edilir.

Özellik 3.2.2

f(�), C üzerinde tan¬ml¬meramorf bir fonksiyon olsun. Buna göre

i) f(�) = @2� ln#(�; �); � 2 C

ii) f(�) = @� ln
#(�+e;�)
#(�+h;�)

; �; e; h 2 C

iii) f(�) = @� ln
#(�+e;�)#(��e;�)

#(�;�)2
; �; e; h 2 C

(3.42)

şeklinde yukar¬daki üç özelli¼gi sa¼glayan f(�); � 2 C olmak üzere

f(� + 1 + i�) = f(�) (3.43)

eşitli¼gini sa¼glar (Mumford, 1983).
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·Ispat:

(3.38) eşitli¼gi kullan¬larak

@�#(� + 1 + i� ; �)

#(� + 1 + i� ; �)
= �2�i+ @�#(�; �)

#(�; �)

veya

@� ln#(� + 1 + i� ; �) = �2�i+ @� ln#(�; �) (3.44)

yaz¬labilir. (3.44) eşitli¼ginde her iki taraf¬n, ��ye göre bir kez türevi al¬n¬rsa, (3.42)

deki i) koşulunun sa¼gland¬¼g¬gösterilmi̧s olur. Benzer şekilde ii) ve iii) için de ispatlar

yap¬labilir.

Not 3.2.3 Yukar¬da verilen özelli¼ge göre Riemann theta fonksiyonu

2@2x(ln#(�; �))

dönüşümüyle periyodiklik özelli¼gini sa¼glar ve bulunan çözümler periyodik çözüm olarak

adland¬r¬l¬r. Fakat tezdeki denklemlerin çözümünde

u = 2@x(ln#(�; �)) (3.45)

dönüşümü kullan¬lacakt¬r. Yani (3.44) ten de görüldü¼gü üzere, theta fonsiyonu tam

olarak periyodik olmayacak, dolay¬s¬yla bulunacak olan çözümler kuasi periodic (hemen

hemen periyodik) olarak adland¬r¬lacakt¬r.
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4. H·IROTA-R·IEMANN METODU

4.1 Lineer Olmayan Denklemler ·Için Hirota-Riemann

Metodu

·Ilk olarak N + 1 boyutlu

N (u; ut; ux1 ; ux2 ; : : : ; uxN ; : : :) = 0 (4.1)

şeklinde lineer olmayan bir denklemin en genel formunu ele alal¬m. t 2 R zaman;

x1; x2; : : : ; xN uzay de¼gi̧skeni olmak üzere N bir polinom fonksiyonudur. ·Ilk olarak

u = a@n� ln f(X; t) (4.2)

gibi bir de¼gi̧sken dönüşümü, (4.1) denklemine uygulad¬¼g¬nda a bir sabit,

X = (x1; x2; : : : ; xN); � = (x
n1
1 ; x

n2
2 ; : : : ; x

nN
N ) ve n = n1 + n2 + � � �+ nN olmak üzere

H(Dx1 ; Dx2 ; : : : ; DxN ; Dt)f(X; t) � f(X; t) = 0 (4.3)

şeklinde (4.1) in bilineer formu elde edilir. Hirota�n¬n bilineer teorisine göre (4.1) denk-

lemi � = �x1+�x2+ � � �+
xN +
(�; �; : : : ;
)t+� faz de¼gi̧skeni, �; �; : : : ;
; � sabitler

ve 
(�; �; : : : ;
); �; �; : : : ;
 sabitlerinin bir fonksiyonu olmak üzere

u1 = a@
n
� ln(1 + e

�) (4.4)

şeklinde bir-soliton çözüme sahiptir.

Benzer şekilde iki-soliton çözümün faz de¼gi̧skeni �i = �ix1 + �ix2 + � � � + 
ixN
+
(�i; �i; : : : ;
i)t + �i; i = 1; 2 için e

A12 = �(�i; �i; : : :
i) ve 
 da �i; �i; : : : ;
i key�

sabitlerinin bir fonksiyonu olarak tan¬mlanmak üzere

u2 = a@
n
� ln(1 + e

�1 + e�2 + e�1+�2+A12) (4.5)
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şeklindedir.

Üç-soliton çözüm ise i = 1; 2; 3 için �i = �ix1+�ix2+ � � �+
ixN +
(�i; �i; : : : ;
i)t

+�i faz de¼gi̧skeni, j; l = 1; 2; 3; j < l için eAjl = �(�i; �i; : : :
i) , �i; �i; : : : ;
i; �i

sabitler ve 
; �i; �i; : : : ;
i key� sabitlerinin bir fonksiyonu olmak üzere

u3 = a@
n
� ln(1 + e

�1 + e�2 + e�3 + e�1+�2+A12

+e�1+�3+A13 + e�2+�3+A23 + e�1+�2+�3+A12+A13+A23)
(4.6)

şeklindedir.

Bu yöntem ile lineer olmayan denklemlerin çok periyotlu periyodik çözümlerini oluş-

tururken, (4.3) bilineer denklemin genelleştirilmi̧s formu kullan¬l¬r. Yani (4.1) denklemi-

nin çözümünün, j�j ! 0 ve u! u0 asimptotik şartlar alt¬nda

u = u0 + a@
n
� ln#(�) (4.7)

oldu¼gu düşünülür. Burada u0; (4.1) denklemi sa¼glayan özel bir çözümdür ve faz

de¼gi̧skeni olan � = (�1; : : : ; �N)
T , �i = �ix1 + �ix2 + � � � + !it + "i; i = 1; 2; : : : ; N

şeklindedir.

(4.7) denklemi (4.3) de yerine yaz¬l¬p, x1 e göre bir kez integre edilirse c = c(x2; : : : ; t)

integrasyon sabiti olmak üzere

L(Dx1 ; Dx2 ; : : : ; DxN ; Dt)#(�; �)�#(�; �) = H(Dx1 ; Dx2 ; : : : ; DxN ; Dt; c)#(�; �)�#(�; �) = 0

(4.8)

elde edilir.

Not 4.1.1 Soliton çözümleri oluştururken c = c(x2; : : : ; t) integrasyon sabiti s¬f¬r seçilebilir.

Fakat eliptik fonksiyonlar genelde s¬f¬r integrasyon sabitli denklemleri sa¼glamazlar. c;

periyodik çözümler için önemli bir rol oynar ve s¬f¬rdan farkl¬seçilmelidir.
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4.1.1 Bir-periyodik dalga çözümlerin bulunmas¬

Teorem 4.1.2 � = �x1 + �x2 + � � �+ !t+ " faz de¼gişkeni ve Im(�) > 0 için

1P
n=�1

L(4n�i�; 4n�i�; : : : ; 4n�i!)e2n2�i� = 0
1P

n=�1
L(2�i(2n� 1)�; : : : ; 2�i(2n� 1)!)e(2n2�2n+1)�i� = 0

(4.9)

sistemini sa¼glayan Riemann theta fonksiyonu

#(�; �) =
1X

n=�1
e�in

2�+2�in� (4.10)

şeklinde tan¬mlanmak üzere

u = u0 + a@
n
^ ln#(�; �) (4.11)

ifadesi çözümü istenen denklemin bir-periyodik dalga çözümüdür (Tian ve Zhang, 2010).

·Ispat:

(3.3) te verilen özellikler yard¬m¬ile

L(Dx1 ; Dx2 ; : : : ; DxN ; Dt)#(�; �) � #(�; �)

=
1P

m=�1

1P
n=�1

L(Dx1 ; Dx2 ; : : : ; DxN ; Dt)e
�im2�+2�im� � e�in2�+2�in�

=
1P

m=�1

1P
n=�1

L(2�i(n�m)�; 2�i(n�m)�; : : : ; 2�i(n�m)!)e�i(m2+n2)�+2�i(m+n)�

eşitli¼gi yaz¬labilir. m0 = m+ n dönüşümü ile

~L(m0) =
1X

n=�1
L(2�i(2n�m0)�; 2�i(2n�m0)�; : : : ; 2�i(2n�m0)!)e�i[n

2+(n�m0)2]�

olmak üzere

=
1P

m0=�1

1P
n=�1

fL(2�i(2n�m0)�; 2�i(2n�m0)�; : : : ; 2�i(2n�m0)!)

�e�i[n2+(n�m0)2]�
o
e2�im

0�

,
1P

m0=�1
~L(m0)e2�im

0�

(4.12)
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bulunur ve n0 = n� 1 al¬n¬rsa

=
1P

n0=�1
L(2�i(2n0 � (m0 � 2))�; 2�i(2n0 � (m0 � 2))�; : : :

; 2�i(2n0 � (m0 � 2))!)e�i[n02+(n0�(m0�2))2]� � e2�i(m0�1)�

= ~L(m0 � 2)e2�i(m0�1)� = � � � =

8<: ~L(0)e�im0� ; m0 çift

~L(1)e�i(m0+1)� ; m0 tek
m0; n0 2 Z

elde edilir. Burada ~L(m0) fonksiyonu ~L(0) ve ~L(1) fonksiyonlar¬na ba¼gl¬d¬r. E¼ger
~L(0) = ~L(1) = 0 ise ~L(m0) = 0; m0 2 Z olur ve böylece theta fonksiyonu (4.1)

denkleminin tam çözümü olur yani L(Dx1 ; Dx2 ; : : : ; DxN ; Dt)#(�; �) � #(�; �) = 0 d¬r.

E¼ger

~L(0) =
1P

n=�1
L(4n�i�; 4n�i�; : : : ; 4n�i!)e2n2�i� = 0

~L(1) =
1P

n=�1
L(2�i(2n� 1)�; : : : ; 2�i(2n� 1)!)e(2n2�2n+1)�i� = 0

(4.13)

sistemi (!; c)T vektörüne göre çözülebilirse

u = u0 + a@
n
^ ln#(�; �) (4.14)

bir periyodik çözüm elde edilir. Burada ! ve c, (4.13) sisteminden bulunacak olup,

di¼ger parametreler �; �; : : : ; � ; " ve u0 key� olarak seçilebilir.

Bir-periyodik dalgalar¬n asimptotik durumu ve gra�k özellikleri

1. Bir periyodik dalga çözümleri bilinen bir boyutlu dalgalard¬r yani tek bir � faz

de¼gi̧skenine sahiptirler.

2. 1 ve � gibi iki temel periyotlar¬vard¬r.

3. Al¬nan tüm t zamanlar¬için bir tek dalga şekli vard¬r ve bir-periyodik dalgalar¬n

şekli çak¬̧san bir-solitary dalgalar¬n paralel olarak üst üste binmesi ile oluşur.

Şimdi bir-periyodik çözüm ile bir-soliton çözüm aras¬ndaki ili̧skiyi veren bir teorem-

den bahsedelim.
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Teorem 4.1.3 (4.1) denklemi, (4.4) te verilen bir-soliton çözüm için � = �x1+ �x2+

� � �+
xN + 
(�; �; : : : ;
)t+ � şeklinde bir faz de¼gişkenine sahipken, (4.14) te verilen

bir periyodik çözüm ise � = �x1 + �x2 + � � �+ !t+ " şeklinde bir faz de¼gişkenine sahip

olsun. Buna göre parametreler aras¬ndaki ilişki

� =
�

2�i
; � =

�

2�i
; :::; " =


 � �i�
2�i

(4.15)

olarak seçildi¼gi taktirde, e�i� = � olmak üzere �! 0 iken

u0 ! 0; c! 0; � ! � � �i�
2�i

(4.16)

gibi bir asimptotik ilişki bulunur ve (4.14) te verilen bir-periyodik çözüm

#(�; �)! 1 + e�

olup bir-soliton çözümü verir.

N = 1 için (3.36) da verilen Riemann theta fonksiyonu seriye aç¬ld¬¼g¬nda

#(�; �) =
1P

n=�1
e�in

2�+2�in�

= 1 + e�i�+2�i� + e�i��2�i� + e4�i�+4�i� + � � �

elde edilir. � ! ~���i�
2�i

için � = e�i� al¬n¬rsa yukar¬daki ifade

#(�; �) = 1 + e
~� + �2(e�

~� + e2�) + � � �

şeklinde yaz¬labilir. �! 0 için

#(�; �) = 1 + e
~� (4.17)

bulunur. (4.15) şartlar¬(4.17) ifadesinde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda ~� ! � olup, denklemin

bir-soiton çözümü yani

#(�; �) = 1 + e�

elde edilir.
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(4.15) şartlar¬ alt¬nda bir-periyodik çözümün c ! 0 ve !�n¬n da yay¬lma ba¼g¬n-

t¬s¬n¬verdi¼gi her bir örnek için yeri geldi¼ginde gösterilip, yay¬lma ba¼g¬nt¬lar¬n¬n elde

edilmesi ile de bir-periyodik çözümlerin (4.15) şartlar¬ alt¬nda bir-soliton çözümlere

gitti¼gi gösterilecektir.

4.1.2 ·Iki-periyodik dalga çözümlerin bulunmas¬

Bu bölümde asl¬nda bir periyodik dalga çözümlerinin iki boyutlu genelleşmi̧s hali

olan iki periyodik dalgalar ele al¬nacakt¬r. N = 2 durumu için Riemann theta fonksi-

yonu

#(�; �) = #(�1; �2; �) =
X
n2Z2

e�i<�n;n>+2�i<�;n> (4.18)

şeklindedir. Burada n = (n1; n2)
T 2 Z2; � = (�1; �2) 2 C2;

�i = �ix1 + �ix2 + � � � + !it + "i; i = 1; 2 ve �i� pozitif tan¬ml¬, 2 � 2 tipinde reel

de¼gerli simetrik bir matristir ve

� =

0@� 11 � 12

� 12 � 22

1A ; Im(� 11) > 0; Im(� 22) > 0; � 11� 22 � � 212 < 0 (4.19)

şartlar¬n¬sa¼glamal¬d¬r.

Teorem 4.1.4 �i = �ix1 + �ix2 + � � � + !it + "i; i = 1; 2 ve �i; �i; : : : ; !i; "i 2 Z2,

i = 1; 2 iki-periyodik çözümün faz de¼gişkeni

P
n2Z2

L(2�i < 2n� �i; � >; : : : ; 2�i < 2n� �i; ! >)e�i[<�(n��i);n��i>+<�n;n>] = 0

(4.20)

sistemini sa¼glayan #(�1;�2;�) Riemann theta fonksiyonu ve

�i = (�
1
i ; �

2
i )
T , �1 = (0; 0)T ; �2 = (1; 0)T ; �3 = (0; 1)T ; �4 = (1; 1)T , i = 1; 2; 3; 4 theta

fonksiyonunun karakteristikleri olmak üzere

u = u0 + a@
n
� ln#(�1;�2; �) (4.21)

ifadesi (4.1) denkleminin iki-periyodik dalga çözümüdür (Tian ve Zhang, 2010).
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·Ispat:

(4.18) theta fonksiyonunun (4.8) denklemini sa¼glamas¬için, denklemin sol taraf¬nda

(3.3) te verilen özellikler kullan¬larak yerine yaz¬l¬rsa

L(Dx1 ; Dx2 ; : : : ; DxN ; Dt)#(�1; �2; �) � #(�1; �2; �)

=
P

m;n2Z2
L(2�i < n�m;� >; 2�i < n�m; � >; : : : ; 2�i < n�m;! >)

�e2�i<�;m+n>+�i(<�m;m>+<�n;n>)

bulunur. Yukar¬daki eşitlikte m0 = m+ n yaz¬ld¬¼g¬taktirde

=
P

m02Z2

� P
n2Z2

L(2�i < 2n�m0; � >; 2�i < 2n�m0; � >; : : : ; 2�i < 2n�m0; ! >)

�e�i[<�(n�m0);n�m0>+<�n;n>]
	
e2�i<�;m

0>

,
P

m02Z2
eL(m0

1;m
0
2)e

2�i<�;m0> =
P

m02Z2
eL(m0)e2�i<�;m

0>

elde edilir. n0 = n� �ij; j = 1; 2 için

~L(m0) = ~L(m0
1;m

0
2) =

P
n2Z2

L(2�i < 2n�m0; � >; 2�i < 2n�m0; � >; : : : ;

2�i < 2n�m0; ! >)e�i[<�(n�m
0);n�m0>+<�n;n>]

=
P
n2Z2

L(2�i
2P
i=1

[2n0i � (m0
i � 2�ij)]�i; 2�i

2P
i=1

[2n0i � (m0
i � 2�ij)]�i; : : : ;

2�i
P2

i=1[2n
0
i � (m0

i � 2�ij)]!i)e
�i

2P
i;k=1

[(n0i+�ij)(n
0
k+�kj)+(m

0
i�n0i��ij)(m

0
k�n0k��kj)]� ik

=

8<: ~L(m0
1 � 2;m0

2)e
2�i(m0

1�1)�11+2�im0
2�12 ; j = 1

~L(m0
1;m

0
2 � 2)e2�i(m

0
2�1)�22+2�im0

1�12 ; j = 2
m0; n0 2 Z2

yaz¬labilir. Burada �ij Kronecker delta olup ~L(m0); m0 2 Z2; ~L(0; 0); ~L(1; 0); ~L(0; 1)

ve ~L(1; 1) fonksiyonlar¬taraf¬ndan belirlenir. Yani e¼ger ~L(0; 0) = ~L(1; 0) = ~L(0; 1) =
~L(1; 1) = 0 ise ~L(m0) = 0 olup theta fonksiyonu (4.1) denkleminin tam çözümü olur.

�i = (�1i ; �
2
i )
T , �1 = (0; 0)T ; �2 = (1; 0)T ; �3 = (0; 1)T ; �4 = (1; 1)T ,
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i = 1; 2; 3; 4 karakteristikleri için

~L(0; 0) =
P
n2Z2

L(2�i < 2n� �1; � >; : : : ; 2�i < 2n� �1; ! >)

�e�i[<�(n��1);n��1>+<�n;n>] = 0
~L(1; 0) =

P
n2Z2

L(2�i < 2n� �2; � >; : : : ; 2�i < 2n� �2; ! >)

�e�i[<�(n��2);n��2>+<�n;n>] = 0
~L(0; 1) =

P
n2Z2

L(2�i < 2n� �3; � >; : : : ; 2�i < 2n� �3; ! >)

�e�i[<�(n��3);n��3>+<�n;n>] = 0
~L(1; 1) =

P
n2Z2

L(2�i < 2n� �4; � > : : : ; 2�i < 2n� �4; ! >)

�e�i[<�(n��4);n��4>+<�n;n>] = 0

(4.22)

sistemi elde edilir ve sistemin çözümü ile birlikte denklemin iki periyodik çözümü

bulunur. Burada !1; !2; u0 ve c; (4.22) sisteminin çözümünden elde edilirken, di¼ger

�1; �2; �1; �2; : : : ; "1; "2; � 11; � 12; � 22 gibi 2N + 3 tane parametre de key� olarak seçilir.

·Iki-periyodik dalgalar¬n asimptotik durumu ve gra�k özellikleri

Bir-periyodik dalgalar¬n iki boyutlu genelleşmi̧s hali olarak düşünülebilir.

1. ·Iki-periyodik dalgalar¬�1 ve �2 gibi iki adet faz de¼gi̧skenine sahiptir.

2. ·Iki-periyodik dalgalar 2N tane temel periyot içerir.

3. Dalgan¬n faz de¼gi̧skeni �i = �ix+�iy+ :::+!it+�0 olmak üzere e¼ger parametreler

aras¬nda
�2
�1
=
�2
�1
= � � � = � (sabit say¬) (4.23)

şeklinde bir ili̧ski varsa, iki-periyodik dalga asl¬nda bir boyutlu olur ve bir-periyodik

dalga gibi davran¬r. Bu sebeple yukar¬daki şart¬sa¼glayan dalgalar dejenere iki-

periyodik dalgalar olarak adland¬r¬l¬r.

4. E¼ger bu parametreler yukar¬daki ili̧skiyi sa¼glamaz ise yani

�2
�1
6= �2
�1
6= � � � (4.24)
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ise �1, �2 sabitler olmak üzere �1 = �1 ve �2 = �2 olup herhangi bir t zaman¬nda

tek bir noktada kesi̧sirler. Bu nokta ise t zaman¬de¼gi̧stikçe uzay düzleminde

sabit bir h¬zla hareket eder. E¼ger faz de¼gi̧skeni �i = �ix + �iy + kiz + !it ise

parametreler aras¬ili̧ski

�2
�1
6= �2

�1
= k2

k1
; �2
�1
= �2

�1
6= k2

k1
; �2
�1
6= �2

�1
6= k2

k1
(4.25)

olacak şekilde aranmal¬d¬r (Tian ve Ma, 2014).

·Iki fazl¬her çözüm asl¬nda iki boyutludur fakat x ya da y eksenleri do¼grul-

tular¬nda periyodik olmak zorunda de¼gildir. E¼ger çözüm hem x hem y do¼grul-

tusunda periyodikse simetrik çözüm olarak adland¬r¬l¬r (Dubrovin, 1997). 1989

y¬l¬nda yay¬nlanm¬̧s olan (Hammack vd., 1989) makalesinde

� 11 = � 22;
�2
�1
= ��2

�1
(4.26)

seçilmesi durumunda bulunan çözümün simetrik olaca¼g¬belirtilmi̧stir. (4.25) teki

gibi eşit seçilmedi¼gi durumlarda asimetrik çözüm olarak adland¬r¬lacakt¬r.

Teorem 4.1.5 (4.1) denklemi, (4.5) te verilen iki-soliton çözüm için, � = �jx1+�jx2+

� � �+
jxN+
j(�; �; : : : ;
)t+�j (j = 1; 2) şeklinde bir faz de¼gişkenine sahipken, (4.21)

de verilen iki-periyodik çözüm ise �j = �jx1 + �jx2 + � � � + !jt + "j şeklinde bir faz

de¼gişkenine sahip olsun. Buna göre parametreler aras¬ndaki ilişki

�j =
�j
2�i

; �j =
�j
2�i

; :::; "j =

j � �i� jj
2�i

; � 12 =
A12
2�i

(4.27)

şeklinde seçildi¼gi taktirde, �1 = e�i�11 ; �2 = e�i�22 için �1; �2 ! 0 iken

u0 ! 0; c! 0; �j !
�j � �i� jj
2�i

(4.28)

gibi bir asimptotik ilişki bulunur ve iki-periyodik çözüm

#(�1; �2; �)! 1 + e�1 + e�2 + e�1+�2+A12

şeklinde iki-soliton çözümü verir.
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·Ispat:

N = 2 için Riemann theta fonksiyonu

#(�1; �2; �) =
P
n2Z2

e�i<�n;n>+2�i<�;n>

=
P

n1;n22Z2
e2�i(�1n1+�2n2)+�i[n1(�11n1+�12n2)+n2(�12n1+�22n2)]

= 1 + e2�i�1+�i�11 + e�2�i�1+�i�11 + � � �

şeklinde seriye aç¬lm¬̧s halde yaz¬ls¬n. Yukar¬daki ifadede ~�j ! 2�i�j + �i� jj al¬n¬p

�1 = e
�i�11 ; �2 = e

�i�22 yaz¬l¬rsa

#(�1; �2; �) = 1 + e
~�1 + e

~�2 + e
~�1+

~�2+2�i�12 + �21e
�~�1 + �22e

�~�2 + � � �

olup, �1; �2 ! 0 iken

#(�1; �2; �) = 1 + e
~�1 + e

~�2 + e
~�1+

~�2+2�i�12

ifadesi bulunur. (4.27) deki ifadeler yerine yaz¬l¬rsa, iki periyodik çözümün

#(�1; �2; �)! 1 + e�1 + e�2 + e�1+�2+A12

şeklinde iki soliton çözüme gitti¼gi görülür.

Çözümü bulunacak olan her bir denklem için (4.20) sisteminin çözümü ile bulu-

nacak olan !j lerin (4.27) şartlar¬alt¬nda da¼g¬lma ba¼g¬nt¬s¬n¬verece¼ginin gösterilmesi

ile birlikte ispat tamamlanm¬̧s olur.

4.1.3 Üç-periyodik dalga çözümlerin bulunmas¬

N = 3 için Riemann theta fonksiyonu

#(�; �) = #(�1;�2;�3;�) =
X
n2Z3

e�i<�n;n>+2�i<�;n> (4.29)
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şeklindedir. Burada n = (n1;n2; n3)
T 2 Z3; � = (�1; �2; �3) 2 C3 için �i = �ix +

�iy+ � � �+!it+ "i, i = 1; 2; 3 olup �i� ; 3� 3 tipinde pozitif ve reel de¼gerli simetrik bir

matristir yani 1 � k � 3 için simetrik matrisin tüm k�k tipindeki üst sol matrislerinin

determinantlar¬pozitif olmal¬d¬r. Bir başka deyi̧sle

� =

0BBB@
� 11 � 12 � 13

� 12 � 22 � 23

� 13 � 23 � 33

1CCCA (4.30)

için periyot matrisleri

Im � 11 > 0; � 11� 22 � � 212 < 0 ve det(�) < 0:

şartlar¬n¬sa¼glayacak şeklinde seçilmelidir. (Lu ve Zhang, 2010).

Teorem 4.1.6 �i = �ix+ �iy + � � �+ !it+ �i ve �i; �i; :::; !i; �i 2 Z3 , i = 1; 2; 3 faz

de¼gişkeni

X
n2Z3

H(2�i < 2n��j; � >; : : : ; 2�i < 2n��j; ! >)e�i[<�(n��j);n��j>+<�n;n>] = 0 (4.31)

sistemini sa¼glayan #(�1;�2;�3; �) Riemann theta fonksiyonu ve theta fonksiyonunun

karakteristikleri �j = (�1j ; �
2
j ; �

3
j)
T ; �1 = (0; 0; 0)T ; �2 = (0; 0; 1)T ; �3 = (0; 1; 0)T ;

�4 = (0; 1; 1)T ; �5 = (1; 0; 0)T ; �6 = (1; 0; 1)T ; �7 = (1; 1; 0)T ; �8 = (1; 1; 1)T

j = 1; : : : ; 8 olmak üzere

u = u0 + a@
n
� ln#(�1;�2; �3; �) (4.32)

ifadesi (4.1) denkleminin üç-periyodik dalga çözümüdür.

·Ispat:

(4.29) ifadesi (4.8) denklemini sa¼glamas¬için, denklemin sol taraf¬nda, (3.3) te ve-

rilen özellikler kullan¬larak yerine yaz¬l¬rsa

H(Dx; Dy; Dz; Dt)#(�1; �2; �3; �):#(�1; �2; �3; �)
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=
P

m;n2Z3
H(2�i < n�m;� >; : : : ; 2�i < n�m;! >)

�e2�i<�;m+n>+�i(<�m;m>+<�n;n>)
(4.33)

elde edilir. m0 = m+ n için

=
P

m02Z3
f
P
n2Z3

H(2�i < 2n�m0; � >; : : : ; 2�i < 2n�m0; ! >)

�e�i(<�(n�m0);n�m0>+<�n;n>)ge2�i<�;m0>

=
P

m02Z3
Ĥ(m0

1;m
0
2;m

0
3)e

2�i<�;m0>

=
P

m02Z3
Ĥ(m0)e2�i<�;m

0>; m0 = m+ n

yaz¬labilir. n0 = n� �ij; j = 1; 2; 3 dönüşümü yerine yaz¬l¬rsa

Ĥ(m0) = Ĥ(m0
1;m

0
2;m

0
3)

=
P
n2Z3

H(2�i < 2n�m0; � >; : : : ; 2�i < 2n�m0; ! >) e�i(<�(n�m
0);n�m0>+<�n;n>)

=
P
n2Z3

H(2�i
3P
i=1

[2n0i � (m0
i � 2�ij)]�i; : : : ; 2�i

3P
i=1

[2n0i � (m0
i � 2�ij)]!i)

�e
�i

3P
i;k=1

[(n0i+�ij)(n
0
k+�kj)+(m

0
i�n0i��ij)(m0

k�n0k��kj)]� ik

=

8>>><>>>:
Ĥ(m0

1 � 2;m0
2;m

0
3)e

2�i(m0
1�1)�11+2�i(m0

2�12+m
0
3�13) ; j = 1

Ĥ(m0
1;m

0
2 � 2;m0

3)e
2�i(m0

2�1)�22+2�i(m0
1�12+m

0
3�13) ; j = 2

Ĥ(m0
1;m

0
2;m

0
3 � 2)e2�i(m

0
3�1)�33+2�i(m0

1�11+m
0
2�12) ; j = 3

(4.34)

bulunur. m0
1 = 0; 1; m

0
2 = 0; 1; m

0
3 = 0; 1 ifadelerinin tüm kombinasyonlar¬için

Ĥ(m0
1;m

0
2;m

0
3) = 0

olmal¬d¬r. Buna göre �j = (�1j ; �
2
j ; �

3
j)
T olmak üzere �1 = (0; 0; 0)T ; �2 = (0; 0; 1)T ;

�3 = (0; 1; 0)T ; �4 = (0; 1; 1)T ; �5 = (1; 0; 0)T ; �6 = (1; 0; 1)T ; �7 = (1; 1; 0)T ;
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�8 = (1; 1; 1)
T ; j = 1; : : : ; 8 al¬nd¬¼g¬nda

Ĥ(m0) =
X
n2Z3

H(2�i < 2n� �j; � >; : : : ; 2�i < 2n� �j; ! >)e�i(<�(n��j);n��j>+<�n;n>)

(4.35)

elde edilir ve bu sistemin çözümü ile denklemin üç-periyodik dalga çözümü elde edilir.

Teorem 4.1.7 (4.1) denklemi, (4.6) da verilen üç-soliton çözüm için

� = �jx1 + �jx2 + � � � + 
jxN + 
j(�; �; : : : ;
)t + �j; j = 1; 2; 3 şeklinde bir faz

de¼gişkenine ve (4.32) de verilen üç-periyodik çözüm için �j = �jx1+�jx2+� � �+!jt+"j
şeklinde bir faz de¼gişkenine sahip olsun. Buna göre i; j = 1; 2; 3; i < j için

�j =
�j
2�i

; �j =
�j
2�i

; ::: , "j =

j � �i� jj
2�i

; � ij =
Aij
2�i

; (4.36)

şeklinde seçildi¼gi taktirde �1 = e�i�11 ; �2 = e�i�22 ; �3 = e�i�33 olmak üzere

�1; �2; �3 ! 0 iken

u0 ! 0; c! 0; �j !
�j � �i� jj
2�i

gibi bir asimptotik ilişki bulunup

#(�1; �2; �3;�)! 1 + e�1 + e�2 + e�3 + e�1+�2+A12

+e�1+�3+A13 + e�2+�3+A23 + e�1+�2+�3+A12+A13+A23

(4.37)

şeklinde üç-soliton çözüm elde edilir (Lu ve Zhang, 2010).

·Ispat:

N = 3 için Riemann theta fonksiyonu

#(�1; �2; �) =
P

n1;n2;n32Z3
e�i<�n;n>+2�i<�;n>

= 1 +
�
e2�i�1 + e�2�i�1

�
e�i�11 +

�
e2�i�2 + e�2�i�2

�
e�i�22 +

�
e2�i�3 + e�2�i�3

�
e�i�33

+
�
e2�i(�1+�2) + e�2�i(�1+�2)

�
e�i(�11+2�12+�22) +

�
e2�i(�1+�3) + e�2�i(�1+�3)

�
e�i(�11+2�13+�33) + � � �
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şeklinde seriye aç¬ls¬n. Yukar¬daki ifadede ~�j ! 2�i�j + �i� jj al¬n¬p �1 = e�i�11

�2 = e
�i�22 ; �3 = e

�i�33 yaz¬l¬rsa

#(�1; �2; �) = 1 + e
~�1 + e

~�2 + e
~�3 + e

~�1+
~�2+2�i�12

+e
~�1+

~�3+2�i�13 + e
~�2+

~�3+2�i�23 + e
~�1+

~�2+
~�3+2�i�12+2�i�13+2�i�23

+�21e
�~�1 + �22e

�~�2 + �23e
�~�3 + �21�

2
2e
�~�1�~�2+2�i�12 + � � �

olup, �1; �2; �3 ! 0 iken

#(�1; �2; �)! 1 + e
~�1 + e

~�2 + e
~�3 + e

~�1+
~�2+2�i�12

+e
~�1+

~�3+2�i�13 + e
~�2+

~�3+2�i�23 + e
~�1+

~�2+
~�3+2�i�12+2�i�13+2�i�23

ifadesi bulunur. (4.36) daki ifadeler yerine yaz¬l¬rsa, üç-periyodik çözümün

#(�1; �2; �)! 1 + e�1 + e�2 + e�1+�2+A12

şeklinde üç-soliton çözüme gitti¼gi görülür.
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5. TEKL·I B·IL·INEER FORMLAR ·IÇ·IN

H·IROTA R·IEMANN METODU

5.1 (3+1) Boyutlu Genelleştirilmi̧s BKPDenklemi-

nin Kuasi Periyodik Çözümü

KdV, Boussinesq ve KP denklemi gibi soliton denklemlerinin çoklu soliton çözümleri

mevcuttur. Bunlardan biri de (3+1) boyutlu genelleştirilmi̧s BKP denklemi olan

uty � uxxxy � 3(uxuy)x + 3uxz = 0 (5.1)

dir (Ma ve Zhang, 2012). Bu bölümle bir, iki ve üç-periyodik dalga çözümleri elde

edilecek ve baz¬ şartlar alt¬nda bulunan çözümlerin bilinen soliton çözümlere gitti¼gi

gösterilecektir.

Bilineer formun yaz¬labilmesi için

u = 2(ln f)x (5.2)

de¼gi̧sken dönüşümü kullan¬l¬r. (3.33) ve (3.34) te verilen özellikler do¼grultusunda bu

dönüşüm, (5.1) de yerine yaz¬l¬rsa denklemin

(DyDt �D3
xDy + 3DxDz)f:f = 0 (5.3)

bilineer formu elde edilir. Faz de¼gi̧skeni � = �x+ �y + �z +$t+ 
 olmak üzere

u1 = 2@x(ln(1 + e
�)) (5.4)

şeklinde bir-soliton çözüme sahip olup, �; �; � ve 
 sabitleri için yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬

$ = �3��
�
+ �3 (5.5)
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şeklindedir. ·Iki-soliton çözüm ise �j = �jx+ �jy + �jz +$jt+ 
j, j = 1; 2 için

eA12 = � (�1��2)($1�$2)�(�1��2)3(�1��2)+3(�1��2)(�1��2)
(�1+�2)($1+$2)�(�1+�2)3(�1+�2)+3(�1+�2)(�1+�2)

(5.6)

olmak üzere

u2 = 2@x(ln(1 + e
�1 + e�2 + e�1+�2+A12)) (5.7)

şeklindedir ve �j; �j; �j; 
j sabitleri için yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬

$1 = �3
�1�1
�1

+ �31; $2 = �3
�2�2
�2

+ �32 (5.8)

dir. Son olarak üç-soliton çözüm �j = �jx+ �jy + �jz +$jt+ 
j, i; j = 1; 2; 3; i < j

için

f = 1 + e�1 + e�2 + e�3 + e�1+�2+A12

+e�1+�3+A13 + e�2+�3+A23 + e�1+�2+�3+A12+A13+A23
(5.9)

ve

eAij = � (�i��j)($i�$j)�(�i��j)3(�i��j)+3(�i��j)(�i��j)
(�i+�j)($i+$j)�(�i+�j)3(�i+�j)+3(�i+�j)(�i+�j)

(5.10)

olmak üzere

u3 = 2@x(ln(f)) (5.11)

şeklinde olup, yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬

$1 = �3�1�1�1
+ �31; $2 = �3�2�2�2

+ �32

$3 = �3�3�3�3
+ �33

(5.12)

dir. Hirota-Riemann yönteminin kullan¬labilmesi için (5.3) te verilen bilineer denklemin

k¬smen genelleştirilmi̧s formu ele al¬nmal¬d¬r. Buna göre j�j ! 0 iken u0y; (5.1) denk-

lemini sa¼glayan özel bir çözüm ve faz de¼gi̧skeni � = (�1; :::; �N)
T , �i = �ix+ �iy+ kiz+

!it+ �i, i = 1; 2::N olmak üzere, (5.2) dönüşümünün genelleştirilmi̧s formu olan

u = u0y + 2(ln#(�; �))x (5.13)

dönüşümü kullan¬l¬r. (5.13) dönüşümü (5.1) denkleminde yerine yaz¬l¬p x de¼gi̧skenine
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göre bir kez integre edilirse, c = c(y; z; t) integrasyon sabiti olmak üzere

H(Dx; Dy; Dz; Dt; ) = (DyDt + 3DxDz �D3
xDy � 3u0D2

x + c)#(�; �):#(�; �) = 0

(5.14)

şeklinde (5.1) denkleminin bilineer formu elde edilir. Burada verilen #(�; �);

n = (n1:::nN)
T 2 ZN tamsay¬de¼gerli bir vektör ve � = (�1:::�N)

T 2 CN kompleks

de¼gerli faz de¼gi̧skenleri olmak üzere (3.35) te verilen Riemann theta fonksiyonunun bir

boyutlu hali olan

#(�; �) =
X
n2ZN

e�i<n�;n>+2�i<�;n> (5.15)

dir.

5.1.1 Bir-periyodik dalga çözümü

Teorem 4.1.2 deki ifadeler (5.14) denklemine uyguland¬¼g¬nda, � = �x + �y + kz+

!t + � faz de¼gi̧skeni olmak üzere �; �; k ve ! parametreleri, Teorem 4.1.2 de verilen

(4.9) sistemini yani

eH(0) = 1X
n=�1

(�16�2n2�! � 48�2n2�k � 256�4n4��3

+48u0�
2n2�2 + c)e2�in

2� = 0

eH(1) = 1X
n=�1

(�4�2(2n� 1)2�! � 12�2(2n� 1)2�k � 16�4(2n� 1)4��3

+12�2u0(2n� 1)2�2 + c)e(2n
2�2n+1)�i� = 0

(5.16)

ifadesini sa¼glamal¬d¬r. (5.16) sistemi

0@a11 a12

a21 a22

1A0@!
c

1A =

0@b1
b2

1A (5.17)
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şeklinde ! ve c ye göre çözülecek biçimde düzenlenmelidir. Buna göre bu katsay¬lar

� = e�i� olmak üzere

a11 =
1P

n=�1
�16�2n2��2n2

a12 =
1P

n=�1
�2n

2

a21 =
1P

n=�1
�4�2(2n� 1)2��2n2�2n+1

a22 =
1P

n=�1
�2n

2�2n+1

b1 =
1P

n=�1
(48�2n2�k + 256�4n4��3 � 48�2n2�2u0)�2n

2

b2 =
1P

n=�1
(12�2(2n� 1)2�k + 16�4(2n� 1)4��3

�12�2(2n� 1)2�2u0)�2n
2�2n+1

(5.18)

olacak şekilde yaz¬labilir ve küçük parametrelerin aç¬l¬m yöntemi ile yukar¬daki sistem

çözülebilir. Bunun için katsay¬lar matrisindeki tüm terimler !, c; b1 ve b2 de dahil

olmak üzere her birisi � parametresine göre seriye aç¬l¬p, (5.17) sisteminde yerine yaz¬l¬r.

Ard¬ndan ayn¬dereceli � terimlerinin katsay¬lar¬n¬n birbirlerine eşitlenmesi ile

! = (�3�k
�
� 4�2�3 + 3u0 �

2

�
) + (96�2�3)�2 + (288�2�3)�4 + o(�4)

c = (384�4��3)�2 + (2304�4��3)�4 + o(�4) :

(5.19)

elde edilir. Buna göre

u = u0y + 2(ln(
1X

n=�1
e�in

2�+2�in�))x (5.20)



38

olmak üzere (5.19) da bulunan ! de¼geri yerine yaz¬l¬p di¼ger �; �; k; �; � ve u0 para-

metrelerinin de key� seçilmesiyle birlikte aranan bir-periyodik çözüm elde edilir. Şekil

5.1, Şekil 5.2, Şekil 5.3 de, � = 0:5; � = 0:1; k = 0:2; � = 0:5i ve

u0 = � = 0 key� seçimleri ile (3+1) boyutlu BKP denkleminin bir-periyodik çözümün

gra�kleri farkl¬ aç¬lardan gösterilmi̧stir. Şekillerden de görülece¼gi üzere çak¬̧san bir-

solitary dalgalar¬n paralel olarak üst üste binmesiyle oluşan bir-periyodik dalgalar tek

bir dalga şekline sahiptir.

(a) (b)

Şekil 5.1 : (a) y=z=1 seçimi ile bir-periyodik dalgan¬n x�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

(a) (b)

Şekil 5.2 : (a) x=z=1 seçimi ile bir-periyodik dalgan¬n y�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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(a) (b)

Şekil 5.3 : (a) x=y=1 seçimi ile bir-periyodik dalgan¬n z�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü

Asimptotik Durum

Teorem 4.1.3 baz¬̧sartlar alt¬nda bulunan bir-periyodik çözümün bir-soliton çözümü

verece¼gini ifade etmi̧sti. (5.20) de bulunan bir-periyodik çözüm için faz de¼gi̧skeni

� = �x + �y + kz + !t + � ve (5.4) te verilen soliton çözümün faz de¼gi̧skeni

� = �x+ �y+�z+$t+
 olmak üzere �! 0 seçti¼gimiz taktirde (5.19) daki ifadelerin

c ! 0 (5.21)

! = (�3�k
�
� 4�2�3 + 3u0

�2

�
)

olaca¼g¬görülür. Teorem 4.1.3 teki ifadeler

u0 = 0; � =
�

2�i
; � =

�

2�i
; k =

�

2�i
; ! =

$

2�i
; � =


 � �i�
2�i

(5.21) de yerine yaz¬l¬rsa soliton çözüm için (5.5) te verilen

$ = 2�i! = �3�
2

�
+
�3�

�

yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬elde edilir. Bulunan bu yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬ve Teorem 4.1.3 ün ispat¬yla

birlikte (3+1) boyutlu genelleştirilmi̧s BKP denklemi için bulunan bir-periyodik çözüm,
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küçük bir genlik s¬n¬r¬�! 0 alt¬nda, bir-soliton çözüm elde edilir.

5.1.2 ·Iki-periyodik dalga çözümü

·Iki-periyodik çözümün bulunmas¬ile ilgili Teorem 4.1.4 te verilen sistem ele al¬nd¬¼g¬nda

�i = �ix+�iy+kiz+!it+�i i = 1; 2 faz de¼gi̧skeni ve j = 1; 2; 3; 4 olmak üzere �i; �i; ki

and !i parametreleri

P
n2Z2

[�4�2 < 2n� �j; � >< 2n� �j; ! > �12�2 < 2n� �j; � >< 2n� �j; k >

�16�4 < 2n� �j; � >3< 2n� �j; � > +12�2u0 < 2n� �j; � >2

+c]� e�i[<�(n��j);n��j>+<�n;n>] = 0
(5.22)

sistemini sa¼glamal¬d¬r. Buna göre yukar¬daki ifadeler !1; !2; u0 ve c ye göre düzenirse

X = (aij)4�4, (4� 4) tipinde katsay¬lar matrisi olmak üzere

X

0BBBBBB@
!1

!2

u0

c

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
b1

b2

b3

b4

1CCCCCCA (5.23)

şeklinde yaz¬labilir. Yine seri aç¬l¬m¬ndan faydalanabilmek için

�1 = e
�i�11 ; �2 = e

�i�22 ; �3 = e
2�i�12
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olmak üzere matristeki terimler

"j = �
n21+(n1��1j )2
1 �

n22+(n2��2j )2
2 �

n1n2+(n1��1j )(n2��2j )
3

aj4 =
P

n1;n22Z2
"j

aj3 = 12�
2
P
n12Z

P
n22Z

< 2n� �j; � >2 "j

aj2 = �4�2
P
n12Z

P
n22Z

< 2n� �j; k > (2n2 � �2j)"j

aj1 = �4�2
P
n12Z

P
n22Z

< 2n� �j; k > (2n1 � �1j)"j

bj =
P
n12Z

P
n22Z

12�2 < 2n� �j; � >2 +16�4 < 2n� �j; � >3< 2n� �j; � > "j

(5.24)

olacak şekilde seriye aç¬l¬r. Küçük parametrelerin aç¬l¬m yönteminden tüm katsay¬lar

�1 ve �2 �nin kuvvetlerine göre

X = X0 +X1�1 +X2�2 +X11�
2
1 +X22�

2
2

+X12�1�2 + o(�
k
1; �

j
2) ; k + l � 2

(5.25)

olacak biçimde düzenlenmelidir. Bunun için0BBBBBB@
!1

!2

u0

c

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
!01

!02

u00

c0

1CCCCCCA+
0BBBBBB@
!11

!12

u10

c1

1CCCCCCA�1 +
0BBBBBB@
!21

!22

u20

c2

1CCCCCCA�2 +
0BBBBBB@
!31

!32

u30

c3

1CCCCCCA�
2
1

+

0BBBBBB@
!41

!42

u40

c4

1CCCCCCA�
2
2 +

0BBBBBB@
!51

!52

u50

c5

1CCCCCCA�1�2 + o(�
k
1�
l
2) , k + l � 2

(5.26)
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olmak üzere (5.24) teki her bir terimin toplam sembolleri aç¬k bir şekilde yaz¬l¬r.

Maple 14 paket program¬ ile Teorem 4.1.4 te belirtilen karakteristikler ye-

rine yaz¬l¬rsa Xi katsay¬lar¬ve bj terimi

aj4 =
P

n1;n22Z2
"j

a14 = 1 + 2�
2
1 + 2�

2
2 + o(�

k
1; �

j
2)

a24 = 2�1 + o(�
k
1; �

j
2)

a34 = 2�2 + o(�
k
1; �

j
2)

a44 = 2�1�2 + 2�1�2�3 + o(�
k
1; �

j
2) ; k + l � 2

(5.27)

aj3 = 12�
2
P
n2Z2

< 2n� �j; � >2 "j

a13 = 96�
2�21�

2
1 + 96�

2�22�
2
2 + o(�

k
1; �

j
2)

a23 = 24�
2�21�1 + o(�

k
1; �

j
2)

a33 = 24�
2�22�2 + o(�

k
1; �

j
2)

a43 = 24�
2(�1 � �2)2�1�2 + 24�2(�1 + �2)2�1�2�3

+o(�k1; �
j
2) ; k + l � 2

(5.28)

aj2 = �4�2
P
n2Z2

< 2n� �j; � > (2n2 � �2j)"j

a12 = �32�2�2�22 + o(�k1; �
j
2)

a22 = o(�
k
1; �

j
2)

a32 = �8�2�2�2 + o(�k1; �
j
2)

a42 = 8�
2(�1 � �2)�1�2 � 8�2(�1 + �2)�1�2�3

+o(�k1; �
j
2) ; k + l � 2

(5.29)
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aj1 = �4�2
P
n2Z2

< 2n� �j; � > (2n1 � �1j)"j

a11 = �32�2�1�21 + o(�k1; �
j
2)

a21 = �8�2�1�1 + o(�k1; �
j
2)

a31 = o(�
k
1; �

j
2)

a41 = �8�2(�1 � �2)�1�2 � 8�2(�1 + �2)�1�2�3
+o(�k1; �

j
2) ; k + l � 2

(5.30)

bj =
P
n2Z2

12�2 < 2n� �j; � >< 2n� �j; k > +16�4 < 2n� �j; � >3< 2n� �j; � > "j

b1 = (96�
2�1k1 + 512�

4�31�1)�
2
1 + (96�

2�2k2 + 512�
4�32�2)�

2
2 + o(�

k
1; �

j
2)

b2 = (24�
2�1k1 + 32�

4�31�1)�1 + o(�
k
1; �

j
2)

b3 = (24�
2�2k2 + 32�

4�32�2)�2 + o(�
k
1; �

j
2)

b4 = (24�
2(�1 � �2)(k1 � k2) + 32�4(�1 � �2)3(�1 � �2))�1�2

+(24�2(�1 + �2)(k1 + k2) + 32�
4(�1 + �2)

3(�1 + �2))�1�2�3

+o(�k1; �
j
2) ; k + l � 2

(5.31)

şeklinde seriye aç¬l¬r. Seriye aç¬lm¬̧s bu haller (5.23) sisteminde yerine yaz¬l¬r, �1 ve �2

nin ayn¬dereceli terimlerinin katsay¬lar¬n¬n birbirine eşitlenmesi ile çözüm için gerekli

olan
c = (384�4�31�1)�

2
1 + (384�

4�32�2)�
2
2 + o(�1; �2)

!1 = (�3�1k1�1
� 4�2�31 + 3

�21
�1
u00) + (3

�21
�1
u10)�1 + (3

�21
�1
u20 )�2

+o(�1; �2)

!2 = (�3�2k2�2
� 4�2�32 + 3

�22
�2
u00) + (3

�22
�2
u10)�1 + (3

�22
�2
u20 )�2

+o(�1; �2)

(5.32)

ifadeleri elde edilir.
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·Iki-periyodik çözüm için Riemann theta fonksiyonu

#(�1; �2; �) =
1X

n1=�1

1X
n2=�1

e�i<�n;n>+2�i<�;n>

olmak üzere

u = u0y + 2(ln#(�1; �2; �))x (5.33)

şeklindedir. Burada faz de¼gi̧skenindeki !1 ve !2, (5.32) de bulunmuş olup, di¼ger

�1; �2; �1; �2; k1; k2;� 11; � 12 ve � 22 parametreleri key�olarak seçilecektir. Şekil 5.4, Şekil

5.5 ve Şekil 5.6 da, (4.23) deki dejenere periyodiklik şartlar¬n¬ sa¼glayan key� para-

metrelerin de �1 = 0:2; �2 = 0:1; �1 = 0:04; �2 = 0:02; k1 = 0:6; k2 = 0:3

� 11 = 0:5i; � 12 = 0:1i; � 22 = 0:2i ve u0 = � = 0 şeklinde seçilmesi ile (3+1)

boyutlu genelleştirilmi̧s BKP denkleminin dejenere iki-periyodik dalga gra�klerinin

nas¬l görünece¼gi aşa¼g¬da gösterilmi̧stir.

(a) (b)

Şekil 5.4 : (a) y=z=0 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n x�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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(a) (b)

Şekil 5.5 : (a) x=z=0 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n y�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

(a) (b)

Şekil 5.6 : (a) x=y=0 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n z�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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Aşa¼g¬da verilen Şekil 5.7, Şekil 5.8 ve Şekil 5.9 da ise (4.25) teki şartlar¬sa¼glayan

�1 = 0:1; �2 = 0:08; �1 = 0:1; �2 = 0:02; k1 = �0:2; k2 = �0:04; � 11 = 0:5i

� 12 = 0:1i; � 22 = 0:2i ve u0 = � = 0 key� parametrelerin seçimi ile (3+1) boyutlu

Genelleştirimi̧s BKP denkleminin asimetrik iki-periyodik dalga gra�klerinin nas¬l ola-

ca¼g¬gösterilmi̧stir.

(a) (b)

Şekil 5.7 : (a) y=z=0 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n x�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

(a) (b)

Şekil 5.8 : (a) x=z=0 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n y�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü
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(a) (b)

Şekil 5.9 : (a) x=y=0 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n z�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

Asimptotik Durum

Teorem 4.1.5 e göre (5.33) iki-periyodik dalga çözümü için faz de¼gi̧skeni �i = �ix+

�iy+!it+�i; (5.7) de verilmi̧s olan iki-soliton için faz de¼gi̧skeni �i = �ix+�iy+$it+
i

, i = 1; 2 olmak üzere, (�1; �2)! (0; 0) ifadesi (5.32) de yerine yaz¬ld¬¼g¬taktirde

c! 0

!1 = �3�1k1�1
� 4�2�31 + 3

�21
�1
u00

!2 = �3�2k2�2
� 4�2�32 + 3

�22
�2
u00

(5.34)

oldu¼gu görülür. (4.28) de belirtildi¼gi gibi soliton çözüme gitme şartlar¬ndan biri de

u0 ! 0 seçilmesidir. (5.26) dan görülece¼gi üzere (�1; �2) ! (0; 0) oldu¼gunda u0 = u00

bulunur. Demek ki u0 ! 0 olmas¬için u00 = 0 seçilmelidir. Buna göre u
0
0 = 0 (5.34) te

yerine yaz¬ld¬¼g¬taktirde

u0 = o(�1; �2)! 0 , c! 0 (5.35)

!1 = �3�1k1
�1

� 4�2�31

!2 = �3�2k2
�2

� 4�2�32

oldu¼gu görülür. Soliton çözüme gitmesi için Teorem 4.1.5 teki, (4.27) de verilen di¼ger
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şartlar (5.35) te yerine yaz¬l¬rsa soliton çözüm için (5.8) de belirtilmi̧s olan

$1 = �
3�1�1
�1

+ �31

$2 = �
3�2�2
�2

+ �32

yay¬lma ba¼g¬nt¬lar¬elde edilir. Ayr¬ca (4.27) de bahsi geçen � 12 = A12
2�i

ifadesinin ispat¬

Teorem 4.1.5 te verilmi̧s olmas¬na ra¼gmen (5.23) sisteminin çözümünden de

�3 = � (�1��2)($1�$2)�(�1��2)3(�1��2)+3(�1��2)(�1��2)
(�1+�2)($1+$2)�(�1+�2)3(�1+�2)+3(�1+�2)(�1+�2)

(5.36)

ifadesinin elde edilebilece¼gi görülür. Sonuç olarak Teorem 4.1.5 in ispat¬ve yukar¬da

elde edilmi̧s olan yay¬lma ba¼g¬nt¬lar¬ ile birlikte, bulunan iki-periyodik çözüm küçük

bir genlik s¬n¬r¬alt¬nda bilinen soliton çözümü verir.

5.1.3 Üç-periyodik dalga çözümü

Üç-periyodik çözüm için Teorem 4.1.4 te verilen sistem ele al¬nd¬¼g¬nda �i = �ix +

�iy + kiz + !it + �i i = 1; 2; 3 faz de¼gi̧skeni ve karakteristikler �j = (�1j ; �
2
j ; �

3
j)
T

�1 = (0; 0; 0)T , �2 = (0; 0; 1)T ; �3 = (0; 1; 0)T ; �4 = (0; 1; 1)T ; �5 = (1; 0; 0)T

�6 = (1; 0; 1)T ; �7 = (1; 1; 0)T ; �8 = (1; 1; 1)T j = 1; :::; 8 olmak üzere �i; �i; ki and

!i parametreleri

P
(n1;n2;n3)2Z3

[�4�2 < 2n� �j; � >< 2n� �j; ! >

�12�2 < 2n� �j; � >< 2n� �j; k > �16�4 < 2n� �j; � >3< 2n� �j; � >

+12�2u0 < 2n� �j; � >2 +c]� e�i[<�(n��j);n��j>+<�n;n>] = 0
(5.37)

sistemini sa¼glamal¬d¬r. Bu sistem X = (aij)8�8 tipinde bir matris ve

b = (b1; b2; b3; b4; b5; b6; b7; b8) olmak üzere

X(!1; !2; !3; k1; k2; k3; u0; c)
T = b (5.38)
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formunda düzenlenip sistemin çözümü elde edilir. Bunun için

X = X0 +X1�1 +X2�2 +X3�3 +X4�
2
1 +X5�

2
2 +X6�

2
3

+X7�1�2 +X8�1�3 +X9�2�3 + :::

olacak şekilde (5.38) sistemi �1; �2 ve �3 serisine aç¬lmal¬d¬r. Burada

�1 = e
�i�11 ; �2 = e

�i�22 ; �3 = e
�i�33

�12 = e
2�i�12 ; �13 = e

2�i�13 ; �23 = e
2�i�23

j = 1; ::; 8

(5.39)

ve
"j =

P
(n1;n2;n3)2Z3

e�i[<�(n��j);n��j>+<�n;n>]

= �
n21+(n1��1j )2
1 �

n22+(n2��2j )2
2 �

n23+(n3��3j )2
3

�
n1n2+(n1��1j )(n2��2j )
12 �

n1n3+(n1��1j )(n3��3j )
13 �

n2n3+(n2��2j )(n3��3j )
23

(5.40)

olmak üzere tüm katsay¬lar

aj8 =
P
n2Z3

"j

aj7 =
P
n2Z3

12�2 < 2n� �j; � >2 "j

aj6 =
P
n2Z3

�12�2 < 2n� �j; � > (2n3 � �3j)"j

aj5 =
P
n2Z3

�12�2 < 2n� �j; � > (2n2 � �2j)"j

aj4 =
P
n2Z3

�12�2 < 2n� �j; � > (2n1 � �1j)"j

aj3 =
P
n2Z3

�4�2 < 2n� �j; � > (2n3 � �3j)"j
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aj2 =
P
n2Z3

�4�2 < 2n� �j; � > (2n2 � �2j)"j

aj1 =
P
n2Z3

�4�2 < 2n� �j; � > (2n1 � �1j)"j

bj =
P
n2Z3

16�4 < 2n� �j; � >3< 2n� �j; � > "j

(5.41)

şeklinde yaz¬labilir. (5.41) seri aç¬l¬mlar¬ile birlikte, i = 1; 2; 3 olmak üzere !i; ki; u0; c

için �0ya göre seri aç¬l¬mlar¬ olan

!i = !
0
i + !

1
i�1 + !

2
i�2 + !

3
i�3 + !

11
i �

2
1 + !

22
i �

2
2 + !

33
i �

2
3

+!12i �1�2 + !
13
i �1�3 + !

23
i �2�3 + !

123
i �1�2�3

+o(�m1 �
j
2�
l
3) ; m+ j + l � 3

ki = k
0
i + k

1
i �1 + k

2
i �2 + k

3
i �3 + k

11
i �

2
1 + k

22
i �

2
2 + k

33
i �

2
3

+k12i �1�2 + k
13
i �1�3 + k

23
i �2�3 + k

123
i �1�2�3

+o(�m1 �
j
2�
l
3) ; m+ j + l � 3

u0 = u
0
0 + u

1
0�1 + u

2
0�2 + u

3
0�3 + u

11
0 �

2
1 + u

22
0 �

2
2 + u

33
0 �

2
3

+u120 �1�2 + u
13
0 �1�3 + u

23
0 �2�3 + u

123
0 �1�2�3

+o(�m1 �
j
2�
l
3) ; m+ j + l � 3

c = c0 + c1�1 + c2�2 + c3�3 + c11�
2
1 + c22�

2
2 + c33�

2
3

+c12�1�2 + c13�1�3 + c23�2�3 + c123�1�2�3

+o(�m1 �
j
2�
l
3) ; m+ j + l � 3

:

ifadeleri (5.38) sisteminde yerine yaz¬l¬r. Ayn¬dereceli �i terimlerinin katsay¬lar¬n¬n

eşitlenmesi ile

c = (384�4�31�1)�
2
1 + (384�

4�32�2)�
2
2 + (384�

4�33�3)�
2
3 + o(�

i
1; �

j
2; �

k
3) ; i+ j + k � 3

!1 = (�3�1k
(0)
1

�1
� 4�2�31 + 3

�21
�1
u
(0)
0 ) + (�3

�1k
(1)
1

�1
+ 3

�21
�1
u
(1)
0 )�1 + (�3

�1k
(2)
1

�1
+ 3

�21
�1
u
(2)
0 )�2

+(�3�1k
(3)
1

�1
+ 3

�21
�1
u
(3)
0 )�3 + :::
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!2 = (�3�2k
(0)
2

�2
� 4�2�32 + 3

�22
�2
u
(0)
0 ) + (�3

�2k
(1)
2

�2
+ 3

�22
�2
u
(1)
0 )�1 + (�3

�2k
(2)
2

�2
+ 3

�22
�2
u
(2)
0 )�2

+(�3�2k
(3)
2

�2
+ 3

�22
�2
u
(3)
0 )�3 + :::

!3 = (�3�3k
(0)
3

�3
� 4�2�33 + 3

�23
�3
u
(0)
0 ) + (�3

�3k
(1)
3

�3
+ 3

�23
�3
u
(1)
0 )�1 + (�3

�3k
(2)
3

�3
+ 3

�23
�3
u
(2)
0 )�2

+(�3�3k
(3)
3

�3
+ 3

�23
�3
u
(3)
0 )�3 + :::

(5.42)

elde edilir. Böylece aranan çözüm #(�1; �2; �3; �) =
P
n2Z3

e�i<�n;n>+2�i<�;n> olmak üzere

u = u0y + 2(ln#(�1; �2; �3; �))x (5.43)

şeklindedir. Çözüm için gerekli olan !1; !2; !3 ve c; (5.42) te bulunmuş olup di¼ger

�1; �2; �3; �1; �2; �3; k1; k2; k3; u0; � 11; � 22; � 33; � 12; � 13 ve � 23 parametreleri key� olarak

seçilir. Aşa¼g¬da verilen Şekil 5.10, Şekil 5.11 ve Şekil 5.12 de �1 = 0:2; �2 = 0:1; �3 =

0:4 �1 = 0:4; �2 = 0:2; �3 = 0:8; k1 = 0:2; k2 = 0:3; k3 = 0:5; � 11 = 2i; � 22 = 2i

� 33 = 2i; � 12 = i; � 13 = 0:5i; � 23 = i ve u0 = � = 0 key� parametrelerin seçimi

ile (3+1) boyutlu Genelleştirilmi̧s BKP denkleminin üç-periyodik dalga çözümünün

gra�¼ginin nas¬l olaca¼g¬farkl¬aç¬lardan verilmi̧stir.

(a) (b)

Şekil 5.10 : (a) z=t=1 seçimi ile üç-periyodik dalgan¬n x�y düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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(a) (b)

Şekil 5.11 : (a) y=t=1 seçimi ile üç-periyodik dalgan¬n x�z düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

(a) (b)

Şekil 5.12 : (a) x=t=1 seçimi ile üç-periyodik dalgan¬n y�z düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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Asimptotik Durum

(�1; �2; �3)! (0; 0; 0) için

c! 0

!1 = �3�1k
(0)
1

�1
� 4�2�31 + 3

�21
�1
u
(0)
0

!2 = �3�2k
(0)
2

�2
� 4�2�32 + 3

�22
�2
u
(0)
0

!3 = �3�3k
(0)
3

�3
� 4�2�33 + 3

�23
�3
u
(0)
0

(5.44)

bulunur. Teorem 4.1.7 ye göre, u0 ! 0 olmas¬için u00 = 0 seçilmelidir ayr¬ca (5.82) de

verilen ki�nin seri aç¬l¬m¬nda �1; �2; �3 ! 0 iken k0i = ki oldu¼gu görülür. Bu ifadeler

(5.44) te yerine yaz¬l¬rsa

u0 ! 0 , c! 0

!1 = �3�1k1�1
� 4�2�31

!2 = �3�2k2�2
� 4�2�32

!3 = �3�3k3�3
� 4�2�33

(5.45)

elde edilir. Yine Teorem 4.1.7 de verilen (4.36) daki ifadeler (5.45) e uyguland¬¼g¬

taktirde u0 = o(�1; �2; �3)! 0

$1 = �3�1�1
�1

+ �31

$2 = �3�2�2
�2

+ �32

$3 = �3�3�3
�3

+ �33

c! 0

(5.46)

olup (5.12) de soliton çözüm için verilmi̧s olan yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬ elde edilir. Sonuç
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olarak (5.43) te bulunmuş olan üç-periyodik dalga çözümü, Teorem 4.1.7 deki şartlar

alt¬nda üç-soliton çözümü verir.

5.2 (3+1) Boyutlu BKP Denkleminin Kuasi Peri-

yodik Çözümü

(3+1) boyutlu BKP denklemi

uzt � uxxxy � 3(uxuy)x + 3uxx = 0 (5.47)

ele al¬ns¬n (Ma ve Fan, 2011). Daha önce Asaad taraf¬ndan Pfa¢ an ve N-soliton

çözümleri elde edilmi̧s (Asaad, 2013), burada ise bir, iki ve üç-periyodik dalga çözümleri

elde edilip, bulunan periyodik çözümlerin baz¬küçük limitler alt¬nda bilinen soliton

çözümleri verdi¼gi gösterilecektir.

(3.33) ve (3.34) te verilen özellikler do¼grultusunda (5.47) denklemine , u = 2(ln f)x

de¼gi̧sken dönüşümü uygulan¬rsa denklemin

(DzDt �D3
xDy + 3D

2
x)f:f = 0 (5.48)

bilineer formu elde edilir.

Hirota�n¬n bilineer teorisine ve birinci bölümde bahsedilen özelliklere göre �; �; �

ve 
 sabitler olmak üzere faz de¼gi̧skeni � = �x + �y + �z + $t + 
 şeklinde seçilirse,

yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬$ = �3�
2

�
+
�3�

�
olup (5.47) denklemi

u1 = 2@x(ln(1 + e
�)) (5.49)

şeklinde bir-soliton çözüme sahiptir.

�j; �j; �j ve 
j key� sabitler ve �j = �jx + �jy + �jz +$jt + 
j , j = 1; 2 olmak
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üzere

eA12 = �(�1��2)($1 �$2)� (�1 � �2)3(�1 � �2) + 3(�1 � �2)2
(�1+�2)($1 +$2)� (�1 + �2)3(�1 + �2) + 3(�1 + �2)2

$1 = �3
�21
�1
+
�31�1
�1

; $2 = �3
�22
�2
+
�32�2
�2

(5.50)

şeklinde yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬na sahip olup iki-soliton çözümü

u2 = 2@x(ln(1 + e
�1 + e�2 + e�1+�2+A12)) (5.51)

şeklindedir.

Üç soliton çözüm ise �j; �j; �j ve 
j key�sabitler ve �j = �jx+�jy+�jz+$jt+
j

, i; j = 1; 2; 3 i < j için

eAij = �
(�i � �j)($i �$j)� (�i � �j)3(�i � �j) + 3(�i � �j)(�i � �j)
(�i + �j)($i +$j)� (�i + �j)3(�i + �j) + 3(�i + �j)(�i + �j)

(5.52)

$1 = �3
�21
�1
+
�31�1
�1

; $2 = �3
�22
�2
+
�32�2
�2

$3 = �3
�23
�3
+
�33�3
�3

(5.53)

ve

f = 1 + e�1 + e�2 + e�3 + e�1+�2+A12

+e�1+�3+A13 + e�2+�3+A23 + e�1+�2+�3+A12+A13+A23
(5.54)

olmak üzere

u3 = 2@x(ln(f)) (5.55)

şeklindedir.

Önceki örnekte de oldu¼gu gibi, (5.48) bilineer denklemin k¬smen genelleştirilmi̧s

formu ele al¬nmal¬d¬r. j�j ! 0 iken u ! u0y asimptotik şart¬göz önünde bulunduru-
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larak, (5.47) denkleminin çözümü

u = u0y + 2(ln#(�))x (5.56)

formunda aran¬r. Burada verilen u0y; (5.47) denkleminin özel bir çözümü olup faz

de¼gi̧skeni �i = �ix+ �iy + �jz + !it+ �i, i = 1; 2::N olmak üzere � = (�1; :::; �N)
T dir.

(5.56) ifadesi (5.47) de yerine yaz¬l¬r ve x de¼gi̧skenine göre bir kez integre edilirse

c = c(y; z; t) integral sabiti ve #(�; �); (5.15) te verilen theta fonksiyonu olmak üzere

H(Dx; Dy; Dt) = (DzDt + 3D
2
x �D3

xDy � 3u0D2
x + c)#(�; �):#(�; �) = 0 (5.57)

ifadesi elde edilir.

5.2.1 Bir-periyodik dalga çözümü

Teorem 4.1.2 deki ifadeler (5.57) denklemine uyguland¬¼g¬nda, � = �x+�y+�z+!t+�

faz de¼gi̧skeni olmak üzere

eH(0) = 1X
n=�1

(�16�2n2k! � 48�2n2�2 � 256�4n4��3

+48u0�
2n2�2 + c)e2�in

2� = 0

eH(1) = 1X
n=�1

(�4�2(2n� 1)2k! � 12�2(2n� 1)2�2 � 16�4(2n� 1)4��3

+12�2u0(2n� 1)2�2 + c)e(2n
2�2n+1)�i� = 0

(5.58)

sistemi elde edilir.

Bu durumdan kurtulmak için � = e�i� olmak üzere, pertürbasyon tekni¼ginden tüm

katsay¬lar � n¬n bir serisine aç¬l¬p uygun katsay¬lar eşitlendi¼gi taktirde � parametresine

göre yaklaş¬k de¼gerler elde edilir.
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Buna göre sistemin katsay¬lar¬

� = e�i�

a11 =
1P

n=�1
�16�2n2k�2n2

a12 =
1P

n=�1
�2n

2

a21 =
1P

n=�1
�4�2(2n� 1)2k�2n2�2n+1

a22 =
1P

n=�1
�2n

2�2n+1

b1 =
1P

n=�1
(48�2n2�2 + 256�4n4��3 � 48u0�2n2�2)�2n

2

b2 =
1P

n=�1
(12�2(2n� 1)2�2 + 16�4(2n� 1)4��3

�12u0�2(2n� 1)2�2)�2n
2�2n+1

(5.59)

şeklinde � serisine aç¬ld¬¼g¬nda

u = u0y + 2(ln#(�; �))x

ile tan¬mlanan bir-periyodik çözümü kolayl¬kla bulunabilir. Burada ! ve c (5.58) denk-

lem sisteminin çözümünden bulunacak olup, di¼ger parametreler �; �; k; �; � ; u0 key�

olarak seçilecektir. Sisteminin katsay¬lar matrisi ve eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki de¼gerler �
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n¬n bir serisi oldu¼gu için (!; c)T çözümü de ��n¬n bir serisi olmal¬d¬r. Buna göre

0@a11 a12

a21 a22

1A =

0@0 1

0 0

1A+
0@ 0 0

�8�2k 2

1A�+
0@�32�2k 2

0 0

1A�2
+

0@ 0 0

�72�2k 2

1A�5 + o(�5)
0@w
c

1A =

0@w0
c0

1A+
0@w1
c1

1A�+
0@w2
c2

1A�2
+

0@w3
c3

1A�3 +
0@w4
c4

1A�4 +
0@w5
c5

1A�5 + o(�5)
0@b1
b2

1A =

0@0
0

1A+
0@ 0

24�2�2 + 32�4��3 � 24u0�2�2

1A�
+

0@96�2�2 + 512�4��3 � 96u0�2�2
0

1A�2
+

0@ 0

216�2�2 + 2592�4��3 � 216u0�2�2

1A�5 + o(�5) :
şeklinde seriye aç¬lm¬̧s halleri sistemde yerine yaz¬l¬p, � n¬n ayn¬dereceli katsay¬lar¬

birbirine eşitlendi¼ginde

! = (�3�2
k
� 4�2 �3�

k
+ 3u0

�2

k
) + (96�2 �

3�
k
)�2 + (288�2 �

3�
k
)�4 + o(�4)

c = (384�4��3)�2 + (2304�4��3)�4 + o(�4) :

(5.60)

elde edilir. Bulunan ! de¼geri aranan çözüm olan

u = u0y + 2(ln(

1X
n=�1

e�in
2�+2�in�))x (5.61)

ifadesinde yerine yaz¬l¬r ve �; �; k; �; � ve u0 parametrelerinin key� seçilmesiyle, (3+1)

boyutlu BKP denkleminin kuasi periyodik çözümü elde edilmi̧s olur. Aşa¼g¬da verilen

Şekil 5.13, Şekil 5.14 ve Şekil 5.15 te � = 1; � = 0:1; k = 0:2; � = i ve u0 = � =
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0 key� parametreleri için (3+1) boyutlu BKP denkleminin bir-periyodik çözümünün

nas¬l olaca¼g¬farkl¬aç¬lardan gösterilmi̧stir. Şekillerden de görülece¼gi üzere çak¬̧san bir-

solitary dalgalar¬n paralel olarak üst üste binmesiyle oluşan bir-periyodik dalgalar tek

bir dalga şekline sahiptir.

(a) (b)

Şekil 5.13 : (a) y=z=1 seçimi ile bir-periyodik dalgan¬n x�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

(a) (b)

Şekil 5.14 : (a) x=z=1 seçimi ile bir-periyodik dalgan¬n y�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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(a) (b)

Şekil 5.15 : (a) x=y=1 seçimi ile bir-periyodik dalgan¬n z�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

Asimptotik Durum

Teorem 3.1.3 bize küçük bir genlik s¬n¬r¬alt¬nda yukar¬da bulunan quasi periyo-

dik çözümün bilinen soliton çözüme gitti¼gini ifade etmi̧sti. (5.61) bir-periyodik dalga

çözümü için faz de¼gi̧skeni � = �x + �y + kz + !t + � ve soliton çözüm için

� = �x+ �y + �z +$t+ 
 olmak üzere �! 0 iken (5.60) ifadesinden

c ! 0 (5.62)

! = (�3�
2

k
� 4�2�

3�

k
+ 3u0

�2

k
)

bulunur. Teorem 4.1.3 e göre

u0 = 0; � =
�

2�i
; � =

�

2�i
; k =

�

2�i
; ! =

$

2�i
; � =


 � �i�
2�i

seçildi¼ginde soliton çözüm için da¼g¬lma ba¼g¬nt¬elde edilir ve (5.61) in soliton çözümü

vermesi gerekir. Buna göre yukar¬daki ifadelerin (5.62) de bulunan

! = (�3�
2

k
� 4�2�

3�

k
+ 3u0

�2

k
)
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ifadesinde yerine yaz¬lmas¬yla

$ = 2�i! = �3�
2

�
+
�3�

�
.

yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬elde edilir. Bu şartlar alt¬nda soliton çözüme gitti¼gi ise Teorem 4.1.3

ün ispat¬nda verilmi̧sti o yüzden tekrar gösterilmeyecektir.

5.2.2 ·Iki-periyodik dalga çözümü

Teorem 4.1.4 e göre �i = �ix+ �iy+ kiz+!it+ �i i = 1; 2 faz de¼gi̧skeni ve j = 1; 2; 3; 4

olmak üzere �i; �i; ki and !i

P
n2Z2

[�4�2 < 2n� �j; k >< 2n� �j; ! > �12�2 < 2n� �j; � >2

�16�4 < 2n� �j; � >3< 2n� �j; � > +12�2u0 < 2n� �j; � >2

+c]� e�i[<�(n��j);n��j>+<�n;n>] = 0

(5.63)

ifadesini sa¼glamal¬d¬r. Burada amaç X = (aij)4�4 şeklinde bir matris olmak üzere

X

0BBBBBB@
!1

!2

u0

c

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
b1

b2

b3

b4

1CCCCCCA (5.64)

şeklinde bir denklem sistemini çözmektir. Yine küçük parametreler aç¬l¬m¬ndan fay-

dalanabilmek için katsay¬lar

�1 = e
�i�11 ; �2 = e

�i�22 ; �3 = e
2�i�12
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olmak üzere

"j = �
n21+(n1��1j )2
1 �

n22+(n2��2j )2
2 �

n1n2+(n1��1j )(n2��2j )
3

aj4 =
P

n1;n22Z2
"j

aj3 = 12�
2
P
n12Z

P
n22Z

< 2n� �j; � >2 "j

aj2 = �4�2
P
n12Z

P
n22Z

< 2n� �j; k > (2n2 � �2j)"j

aj1 = �4�2
P
n12Z

P
n22Z

< 2n� �j; k > (2n1 � �1j)"j

bj =
P
n12Z

P
n22Z

12�2 < 2n� �j; � >2 +16�4 < 2n� �j; � >3< 2n� �j; � > "j

(5.65)

şeklinde yaz¬labilir. Burada her bir terim k + l � 2 için

X = X0 +X1�1 +X2�2 +X11�
2
1 +X22�

2
2 +X12�1�2 + o(�

k
1; �

j
2) (5.66)

şeklinde �1 ve �2 serisine aç¬labilir. Yani

�1 = �8�2(k1 � k2)� 8�2(k1 + k2)�3 (5.67)

�2 = 8�2(k1 � k2)� 8�2(k1 + k2)�3

�3 = 24�2(�1 � �2)2 + 24�2(�1 + �2)2�3

�4 = 2 + 2�3
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olmak üzere

X =

0BBBBBB@
0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA+
0BBBBBB@

0 0 0 0

�8�2k1 0 24�2�21 2

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA�1

+

0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 �8�2k2 24�2�22 2

0 0 0 0

1CCCCCCA�2 +
0BBBBBB@
�32�2k1 0 96�2�21 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA�
2
1

+

0BBBBBB@
0 �32�2k2 96�2�22 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCCCCA�
2
2 +

0BBBBBB@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

�1 �2 �3 �4

1CCCCCCA�1�2 + o(�
k
1�
l
2)

(5.68)

şeklinde yaz¬labilir. Di¼ger aç¬l¬mlar ise

0BBBBBB@
!1

!2

u0

c

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
!01

!02

u00

c0

1CCCCCCA+
0BBBBBB@
!11

!12

u10

c1

1CCCCCCA�1 +
0BBBBBB@
!21

!22

u20

c2

1CCCCCCA�2

+

0BBBBBB@
!31

!32

u30

c3

1CCCCCCA�
2
1 +

0BBBBBB@
!41

!42

u40

c4

1CCCCCCA�
2
2 +

0BBBBBB@
!51

!52

u50

c5

1CCCCCCA�1�2 + o(�
k
1�
l
2)

(5.69)

ve� = 24�2((�1��2)2+(�1+�2)2�3)+32�4((�1��2)3(�1��2)+(�1+�2)3(�1+�2)�3)

olmak üzere

b =

0BBBBBB@
(96�2�21 + 512�

4�31�1)�
2
1 + (96�

2�22 + 512�
4�32�2)�

2
2

(24�2�21 + 32�
4�31�1)�1

(24�2�22 + 32�
4�32�2)�2

��1�2

1CCCCCCA (5.70)
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şeklindedir. Buradaki aç¬l¬mlarda iki toplam sembolü kullan¬ld¬¼g¬ndan i̧slem yükü çok

fazlad¬r ve seri aç¬l¬mlar¬n¬elle yapmay¬oldukça zorlaşt¬rmaktad¬r. Dolay¬s¬yla kolayl¬k

olmas¬bak¬m¬ndan Maple 14 paket program¬kullan¬lm¬̧s, Teorem 4.1.4 te verilen �j

karakteristiklerinin her bir de¼geri yerine yaz¬lm¬̧s ve �k1�
l
2 için k + l > 2 terimleri

kesilmi̧stir.

Yukar¬da geçen tüm bu aç¬l¬mlar (5.64) sisteminde yerine yaz¬l¬p, uygun katsay¬lar

eşitlendi¼gi taktirde

c = (384�4�31�1)�
2
1 + (384�

4�32�2)�
2
2 + o(�1; �2)

!1 = (
3�21u

0
0

k1
� 3�

2
1

k1
� 4�2 �

3
1�1
k1
) + (3

�21
k1
u10)�1 + (3

�21
k1
u20)�2 + o(�1; �2)

!2 = (
3�22u

0
0

k2
� 3�

2
2

k2
� 4�2 �

3
2�2
k2
) + (3

�22
k2
u10)�1 + (3

�22
k2
u20)�2 + o(�1; �2):

(5.71)

ifadeleri elde edilir.

Aranan çözüm #(�1; �2; �) =
P
n2Z2

e�i<�n;n>+2�i<�;n> olmak üzere

u = u0y + 2(ln#(�1; �2; �))x (5.72)

şeklindedir. Burada bilinmesi gereken !1; !2; (5.71) ifadesinde bulunmuş olup, di¼ger

�1; �2; �1; �2; k1; k2;� 11; � 12 ve � 22 parametrelerinin de key� olarak seçilmesi ile (3+1)

boyutlu BKP denkleminin iki-periyodik çözümleri elde edilebilir. Şekil 5.16, Şekil 5.17

ve Şekil 5.18 de, (4.23) deki dejenere periyodik dalga şartlar¬n¬sa¼glayan �1 = 0:3; �2 =

0:15; �1 = 0:04; �2 = 0:02; k1 = 0:2; k2 = 0:1; � 11 = 0:5i; � 12 = 0:1i; � 22 = 0:2i ve

u0 = � = 0 key� parametreleri alt¬nda (3+1) boyutlu BKP denkleminin dejenere iki-

periyodik dalga çözümün gra�klerinin nas¬l olaca¼g¬farkl¬aç¬lardan gösterilmi̧stir.
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(a) (b)

Şekil 5.16 : (a) y=z=1 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n x�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

(a) (b)

Şekil 5.17 : (a) x=z=1 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n y�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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(a) (b)

Şekil 5.18 : (a) x=y=1 seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n z�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

Şekil 5.19, Şekil 5.20 ve Şekil 5.21 de ise asimetrik periyodiklik şartlar¬n¬sa¼glayan

�1 = �0:1; �2 = 0:08; �1 = 0:1; �2 = 0:02;

k1 = �0:2; k2 = �0:04; � 11 = 0:5i; � 12 = 0:1i; � 22 = 0:2i ve u0 = � = 0 key�

parametreleri için (3+1) boyutlu BKP denkleminin asimetrik iki-periyodik çözümünün

gra�klerinin nas¬l olaca¼g¬farkl¬aç¬lardan gösterilmi̧stir.

(a) (b)

Şekil 5.19 : (a) y=z=1seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n x�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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(a) (b)

Şekil 5.20 : (a) x=z=1seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n y�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

(a) (b)

Şekil 5.21 : (a) x=y=1seçimi ile iki-periyodik dalgan¬n z�t düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

Bu denklem için u0; c integral sabiti; �i; �i; ki; !i ve � jk = � kj , 1 � j; k � N

bilinmeyen parametrelerin toplam say¬s¬n¬veren formülün

1

2
N(N + 1) + 3N + 2 (5.73)

şeklinde oldu¼gu görülür.
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Asimptotik Durum

Teorem 4.1.5 bize küçük bir genlik s¬n¬r¬ alt¬nda yukar¬da bulunan iki-periyodik

çözümün bilinen iki-soliton çözüme gitti¼gini ifade etmi̧sti. (5.72) iki-periyodik dalga

çözümü için faz de¼gi̧skeni �i = �ix + �iy + kiz + !it + �i ve iki-soliton çözüm için faz

de¼gi̧skeni �i = �ix+ �iy+�iz+$it+
i, i = 1; 2 olmak üzere Teorem 4.1.5 teki şartlar

alt¬nda (�1; �2)! (0; 0) iken

u0 = u00 , c! 0 (5.74)

!1 =
3�21u

0
0

k1
� 3�

2
1

k1
� 4�2�

3
1�1
k1

!2 =
3�22u

0
0

k2
� 3�

2
2

k2
� 4�2�

3
2�2
k2

:

bulunur. Teoreme göre

�i =
�i
2�i

; �i =
�i
2�i

; ki =
�i
2�i

; !i =
$i

2�i
�i =


i � �i�
2�i

seçildi¼gi taktirde soliton çözüm için yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬elde edilecek olup, (5.72) nin soli-

ton çözümü vermesi gerekir. Soliton çözümün elde edilebilmesi için, periyodik çözümde

verilen sabit çözümün u0 ! 0 olmas¬gerekir ve bunun için de u00 = 0 seçilmelidir. Buna

göre bu ifadeler (5.74) te yerine yaz¬l¬rsa soliton çözüm için da¼g¬lma ba¼g¬nt¬s¬olan

$1 = �3
�21
�1
+
�31�1
�1

$2 = �3
�22
�2
+
�32�2
�2

c! 0

u0 = o(�1; �2)! 0

(5.75)

elde edilir. Ayr¬ca sistem çözülürken �1�2 li terimin katsay¬s¬ndan

�3 = e
2�i�12 = �(�1 � �2)($1 �$2)� (�1 � �2)3(�1 � �2) + 3(�1 � �2)2

(�1 + �2)($1 +$2)� (�1 + �2)3(�1 + �2) + 3(�1 + �2)2
: (5.76)

eşitli¼ginin elde edilebilece¼gi görülür ki bu da (5.50) de soliton çözüm için verilen ifade

olup � 12 = A12
2�i

oldu¼gunun da kan¬t¬olmuş olur. (5.75) te bulunan da¼g¬lma ba¼g¬nt¬s¬yla

birlikte �1; �2 ! 0 iken bulunan iki-periyodik çözüm, iki-soliton çözüme gider. ·Ispat¬
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ise Teorem 4.1.5 in ispat¬nda verilmi̧stir ayr¬ca burada gösterilmeyecektir.

5.2.3 Üç-periyodik dalga çözümü

Teorem 4.1.6 ya göre i = 1; 2; 3 ve j = 1; :::; 8 olmak üzere �i; �i; ki ve !i ifadeleri

1P
n1=�1

1P
n2=�1

1P
n3=�1

[�4�2 < 2n� �j; k >< 2n� �j; ! > �12�2 < 2n� �j; � >2

�16�4 < 2n� �j; � >3< 2n� �j; � > +12�2u0 < 2n� �j; � >2

+c]� e�i[<�(n��j);n��j>+<�n;n>] = 0
(5.77)

sistemini sa¼glamal¬d¬r. Burada amaçX = (aij)8�8 matris ve b = (b1; b2; b3; b4; b5; b6; b7; b8)

olmak üzere !i; ki; u0 ve c ifadelerine göre

X(!1; !2; !3; �1; �2; �3; u0; c)
T = b (5.78)

sistemini çözmektir. Yine küçük parametrelerin aç¬l¬m¬ndan

�1 = e
�i�11 ; �2 = e

�i�22 ; �3 = e
�i�33

�12 = e
2�i�12 ; �13 = e

2�i�13 ; �23 = e
2�i�23

(5.79)

j = 1; :::; 8 için

"j =
P

(n1;n2;n3)2Z3
e�i[<�(n��j);n��j>+<�n;n>]

= �
n21+(n1��1j )2
1 �

n22+(n2��2j )2
2 �

n23+(n3��3j )2
3

�
n1n2+(n1��1j )(n2��2j )
12 �

n1n3+(n1��1j )(n3��3j )
13 �

n2n3+(n2��2j )(n3��3j )
23

(5.80)

olmak üzere (5.78) sistemindeki tüm ifadeleri
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aj8 =
P
n2Z3

"j

aj7 =
P
n2Z3

12�2 < 2n� �j; � >2 "j

aj6 =
P
n2Z3

�16�4 < 2n� �j; � >3 (2n3 � �3j)"j

aj5 =
P
n2Z3

�16�4 < 2n� �j; � >3 (2n2 � �2j)"j

aj4 =
P
n2Z3

�16�4 < 2n� �j; � >3 (2n1 � �1j)"j

aj3 =
P
n2Z3

�4�2 < 2n� �j; k > (2n3 � �3j)"j

aj2 =
P
n2Z3

�4�2 < 2n� �j; k > (2n2 � �2j)"j

aj1 =
P
n2Z3

�4�2 < 2n� �j; k > (2n1 � �1j)"j

bj =
P
n2Z3

12�2 < 2n� �j; � >2 "j

(5.81)

şeklinde seriye açabiliriz. (5.81) deki ifadelerle birlikte

!i = !
0
i + !

1
i�1 + !

2
i�2 + !

3
i�3 + !

11
i �

2
1 + !

22
i �

2
2 + !

33
i �

2
3

+!12i �1�2 + !
13
i �1�3 + !

23
i �2�3 + !

123
i �1�2�3

+o(�m1 �
j
2�
l
3) ; m+ j + l � 3

ki = k
0
i + k

1
i �1 + k

2
i �2 + k

3
i �3 + k

11
i �

2
1 + k

22
i �

2
2 + k

33
i �

2
3

+k12i �1�2 + k
13
i �1�3 + k

23
i �2�3 + k

123
i �1�2�3

+o(�m1 �
j
2�
l
3) ; m+ j + l � 3



71

u0 = u
0
0 + u

1
0�1 + u

2
0�2 + u

3
0�3 + u

11
0 �

2
1 + u

22
0 �

2
2 + u

33
0 �

2
3

+u120 �1�2 + u
13
0 �1�3 + u

23
0 �2�3 + u

123
0 �1�2�3

+o(�m1 �
j
2�
l
3) ; m+ j + l � 3

c = c0 + c1�1 + c2�2 + c3�3 + c11�
2
1 + c22�

2
2 + c33�

2
3

+c12�1�2 + c13�1�3 + c23�2�3 + c123�1�2�3

+o(�m1 �
j
2�
l
3) ; m+ j + l � 3

(5.82)

seri aç¬l¬mlar¬(5.78) denklem sisteminde yerine yaz¬l¬p, �1; �2 ve �3�ün ayn¬dereceli

terimlerinin katsay¬lar¬n¬n eşitlenmesiyle

!1 =

�
�3�

2
1

k1
� 4�2�

3
1�
0
1

k1
+ 3

�21u
0
0

k1

�
+

�
3
�21
k1
u10 � 4�2

�31
k1
�11

�
�1

+

�
3
�21
k1
u20 � 4�2

�31
k1
�21

�
�2 +

�
3
�21
k1
u30 � 4�2

�31
k1
�31

�
�3 + � � �

!2 =

�
�3�

2
2

k2
� 4�2�

3
2�
0
2

k2
+ 3

�22u
0
0

k2

�
+

�
3
�22
k2
u10 � 4�2

�32
k2
�12

�
�1

+

�
3
�22
k2
u20 � 4�2

�32
k2
�22

�
�2 +

�
3
�22
k2
u30 � 4�2

�32
k2
�32

�
�3 + � � �

!3 =

�
�3�

2
3

k3
� 4�2�

3
3�
0
3

k3
+ 3

�23u
0
0

k3

�
+

�
3
�23
k3
u10 � 4�2

�33
k3
�13

�
�1

+

�
3
�23
k3
u20 � 4�2

�33
k3
�23

�
�2 +

�
3
�23
k3
u30 � 4�2

�33
k3
�33

�
�3 + � � �

(5.83)

ve

c = (384�4�31�
0
1)�

2
1 + (384�

4�32�
0
2)�

2
2 + (384�

4�33�
0
3)�

2
3 + � � � (5.84)

elde edilir. Böylece Teorem 4.1.6 da da belirtildi¼gi gibi #(�1; �2; �) =
P
n2Z3

e�i<�n;n>+2�i<�;n>

olmak üzere aranan çözüm

u = u0y + 2(ln#(�1; �2; �3; �))x (5.85)

şeklindedir.

Burada bilinmesi gereken !1; !2; !3; k1; k2; k3; u0 ve c (5.83) te verilmi̧s olup, di¼ger

�1; �2; �3; �1; �2; �3; ; � 11; � 22; � 33; � 12; � 13 and � 23 parametreleri key�olarak seçildi¼gi tak-
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tirde (3+1) boyutlu BKP denkleminin üç-periyodik çözümleri elde edilir. Şekil 5.22,

Şekil 5.23 ve Şekil 5.24 te �1 = 0:2; �2 = 0:1; �3 = 0:4; �1 = 0:4; �2 = 0:2; �3 =

0:8; k1 = 0:2; k2 = 0:3; k3 = 0:5; � 11 = 2i; � 22 = 2i; � 33 = 2i; � 12 = i; � 13 =

0:5i; � 23 = i ve u0 = � = 0 şeklinde seçilen key� parametreler için (3+1) boyulu BKP

denkleminin üç-periyodik çözümün gra�klerinin nas¬l olaca¼g¬gösterilmi̧stir.

(a) (b)

Şekil 5.22 : (a) z=t=1seçimi ile üç-periyodik dalgan¬n x�y düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

(a) (b)

Şekil 5.23 : (a) y=t=1seçimi ile üç-periyodik dalgan¬n z�x düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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(a) (b)

Şekil 5.24 : (a) x=t=1seçimi ile üç-periyodik dalgan¬n y�z düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

Asimptotik Durum

(5.83) ten �1; �2; �3 ! 0 iken

!1 = �3
�21
k1
� 4�2�

3
1�
0
1

k1
+ 3

�21u
0
0

k1

!2 = �3
�22
k2
� 4�2�

3
2�
0
2

k2
+ 3

�22u
0
0

k2

!3 = �3
�23
k3
� 4�2�

3
3�
0
3

k3
+ 3

�23u
0
0

k3

c! 0

(5.86)

bulunur. Teorem 4.1.7 ye göre, u0 ! 0 olmas¬için u00 = 0 seçilip, (4.36) daki ifadeler

(5.86) da yerine yaz¬l¬rsa

$1 = �3
�21
�1
+
�31�1
�1

$2 = �3
�22
�2
+
�32�2
�2

$3 = �3
�23
�3
+
�33�3
�3

c! 0

u0 = o(�1; �2; �3)! 0

(5.87)

şeklinde, (5.53) te de gösterilmi̧s olan, üç-soliton çözüm için da¼g¬lma ba¼g¬nt¬s¬ elde



74

edilir. Yani Teorem 4.1.7 deki şartlar alt¬nda (5.85) te bulunan üç-periyodik dalga

çözümü, bilinen üç-soliton çözümü verir.
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6. ·IK·IL·I (COUPLED) B·IL·INEER FORMLAR ·IÇ·IN

H·IROTA-R·IEMANN METODU

Lineer olmayan bir k¬smi diferensiyel denklemin bilineer formunu yazmak her

zaman kolay olmay¬p ço¼gu zaman do¼grudan bulunamayabilir. Önceki bölümde ele

ald¬¼g¬m¬z örneklerde görülece¼gi üzere tek bir bilineer form bulunmuştur. Fakat baz¬

denklemlerin bilinner formlar¬yap¬lan dönüşümler sayesinde ikili ya da daha fazla denk-

lem sistemi şeklinde yaz¬labilmektedir. ·I̧ste bu durumda ilk bölümde bahsedilmi̧s olan,

Hirota-Riemann metodundaki teoremlerin daha genel formlar¬n¬kullanmak gerekecek-

tir. Bu bölümde ise bu tip bilineer formlar¬ve Riemann theta fonksiyonlar¬n¬kullanarak

kuasi-periodik çözümlerin nas¬l bulunaca¼g¬gösterilecektir.

(3.35) ifadesinde de daha önce kaŗs¬m¬za ç¬km¬̧s olan çok-boyutlu Riemann theta

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Fakat (3.37) de belirtti¼gimiz üzere farkl¬gösterimlerinin

de kullan¬labilece¼gini göstermek amac¬yla Riemann Theta fonksiyonu (3.35) ten farkl¬

olarak aşa¼g¬daki gibi seçilecektir.

n = (n1; : : : ; nN)
T 2 ZN tamsay¬ de¼gerli bir vektör, s = (s1; : : : ; sN)

T 2 CN ;

� = (�1; : : : ; �N)
T 2 CN kompleks vektörler ve � = (�1; : : : ; �N)T 2 CN kompleks de¼gerli

faz de¼gi̧skenleri olmak üzere, N boyutlu iki vektörün iç çarp¬m¬n¬n

< u; v >= u1v1 + � � �+ uNvN şeklinde tan¬mland¬¼g¬

#(�; �; s j �) =
X
n2ZN

e2�i<�+";n+s>��<�(n+s);n+s> (6.1)

çok boyutlu Riemann theta fonksiyonunu ele alal¬m. Burada ifadenin yak¬nsak olmas¬

için theta fonksiyonunun periyod matrisi olan � = � ij , N �N tipinde pozitif tan¬ml¬

ve reel de¼gerli bir matris seçilmelidir.

Teorem 6.0.1 � = (�1; :::; �2)T ; �0 = (�01; :::; �
0
2)
T kompleks vektörler, � = (�1; :::; �N)

T ; �j =

�jx + � � � + !jt + �j; j = 1; :::; N faz de¼gişkeni için � = (�1; :::; �N) olmak üzere,
P
�

ifadesi �1 = 0; 1; :::; �N = 0; 1 tüm olas¬kombinasyonlar¬na karş¬l¬k 2N farkl¬dönüşümü

ifade etmek üzere, #(�; �0; 0 j �) ve #(�; �; 0 j �) iki Riemann theta fonksiyonu, Dx; Dy
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ve Dt Hirota bilineer operatörleri ile birlikte

Dx#(�; �
0; 0 j �) � #(�; �; 0 j �)

=

�P
�

@x#(2�; �
0 � �;��=2 j 2�) j�=0

�
�#(2�; �0 + �; �=2 j 2�)

(6.2)

ifadesini sa¼glar.

Genel olarak F (Dx; Dy; Dt) bir polinom operatörü için

P
�

C(�0; �; �)

=
P
�

F (4�i < n� �=2; � >; :::; 4�i < n� �=2; ! >)

�ef�2�<�(n��=2);n��=2>+2�i<n��=2;�0��>g

(6.3)

olmak üzere
F (Dx; Dy; Dt)#(�; �

0; 0 j �) � #(�; �; 0 j �)

=

�P
�

C(�0; �; �)

�
#(2�; �0 + �; �=2 j 2�)

(6.4)

dir (Luo ve Fan, 2010).

Teoremin ispat¬kolayl¬k olmas¬bak¬m¬ndan bir-boyutlu durum için yap¬lacakt¬r.

Daha sonra N-boyutlu durum için genelleme yap¬labilir. (3.19) da verilmi̧s olan bilineer

formun özelli¼gine göre

Dx#(�; �
0; 0 j �) � #(�; �; 0 j �)

=
P

m0;m2Z
Dxe

2�im0(�+�0)��m02�

�e2�im0(�+�)��m2�

=
P

m0;m2Z
2�i(m0 �m)�

�e2�i(m0+m)��2�i(m0�0+m�)���(m02+m2)

(6.5)
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ifadesi elde edilir. m = l0 �m0 de¼gi̧sken dönüşümü yap¬ld¬¼g¬taktirde

P
m0;l02Z

2�i(2m0 � l0)�e2�il0��2�i[m0�0+(l0�m0)�]��� [m02+(l0�m0)2]

l0=2l+�
=

P
�=0;1

P
m02Z

2�i(2m0 � 2l � �)�

�e4�i(l+�=2)��2�i(m0�0�(m0�2l��)�)���(m02+(m0�2l��)2)

bulunur. Son olarak da

n+ l = (n� �=2) + (l + �=2)

n� l � � = (n� �=2)� (l + �=2)

ile birlikte m0 = n+ l al¬nd¬¼g¬taktirde

P
�=0;1

�P
n2Z

4�i(n� �=2)�e2�i(n��=2)(�0��)�2��(n��=2)2
�

�
�P
l2Z
e2�i(l+�=2)(2�+�

0+�)�2��(l+�=2)2
�

=

" P
�=0;1

Dx#(2�; �
0 � �;��=2 j 2�) j�=0

#
�#(2�; �0 + �; �=2 j 2�)

elde edilir ve teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

�1 = 0; 1; :::; �N = 0; 1 tüm olas¬kombinasyonlar¬için

X
�

C(�) = 0 (6.6)

için (6.3) ve (6.4) teki ifadeler sa¼glan¬r. Yani (6.6) için böyle tüm kombinasyonlar

sa¼gland¬¼g¬nda #(�; �0; 0 j �) ve #(�; �; 0 j �) fonksiyonlar¬

F (Dx; Dy; Dt)#(�; �
0; 0 j �) � #(�; �; 0 j �)

bilineer denklemin kuasi-periyodik çözümleri olurlar.

Teorem 6.0.2 Teorem 6.0.1�de verilen C(�) ve F (Dx; Dy; Dt) için �0j��j = �
1

2
olmak

üzere iki durum mevcuttur.
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(i) E¼ger F (Dx; Dy; Dt) bir simetrik operatör yani

F (�Dx;�Dy;�Dt) = F (Dx; Dy; Dt)

ise
PN

j=1 �j tek say¬oldu¼gu durumda

NX
j=1

�j = 1 mod 2 için C(�) j�= 0 (6.7)

olup C(�) s¬f¬ra eşittir.

(ii) E¼ger F (Dx; Dy; Dt) bir ayk¬r¬simetrik operatör yani

F (�Dx;�Dy;�Dt) = �F (Dx; Dy; Dt)

ise
PN

j=1 �j çift say¬oldu¼gu durumda

NX
j=1

�j = 0 mod 2 için C(�) j�= 0 (6.8)

olup C(�) s¬f¬ra eşittir.

·Ispat : (ii)�nin ispat¬di¼gerine çok benzedi¼gi için ispat (i) için yani F (Dx; Dy; Dt)

çift fonksiyon oldu¼gu durum için yap¬lacakt¬r. j = 1; :::; N için
�
nj 2 Z;

�
n = (

�
n1; :::;

�
nN)

olmak üzere n = ��n+ � dönüşümü C(�)�ya uyguland¬¼g¬taktirde

C(�) =
P
�
n2Z

F (�M)e
�
�2�<�(�n��=2);�n��=2>+2�i<�n��=2;�0��>

�

= C(�)e4�i<
�
n��=2;�0��>

= C(�)e�2�i
PN
j=1

�
nje��i

PN
j=1 �j

= C(�)e��i = �C(�)

bulunur. Buradan C(�) = �C(�) olup C(�) = 0 oldu¼gu görülür ve ispat tamamlanm¬̧s

olur.

Not 6.0.3 Bu bölümde verilen teoremler asl¬nda ikinci bölümde verilen teoremlerin

daha genel bir formudur. Dikkat edilirse önceki bölümlerde verilen bilineer formlar
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H(Dx; :::; Dt)f � f şeklinde tek bir bilineer form halinde yaz¬lm¬̧s ve tek bir f fonksi-

yonu kullan¬lm¬̧s. H(Dx; :::; Dt) ifadeleri hepsinde çift fonksiyon oldu¼gundan yukar¬daki

teoremlerden (i) maddesi uygulan¬r. Bilineer formu yazarken sadece f kullan¬ld¬¼g¬n-

dan �0 = � olup �0 � � = 0 seçilir. Bu bilgiler göz önüne al¬nd¬¼g¬nda yine Teorem

6.0.2 de ikinci bölümde verilen teoreme karş¬l¬k gelir. ·Ikinci bölümde verilen teorem

daha sadeleştirilmiş oldu¼gundan tek fonksiyonlu ifadelerde genelde önceden ispatlam¬̧s

oldu¼gumuz teoremler kullan¬lmaktad¬r. Fakat burada bahsi geçen teorem de ayn¬sonucu

verece¼ginden ikisi de kullan¬labilir. ·Iki kullan¬m¬n¬n da görülmesi aç¬s¬nda tezde iki teo-

reme de yer verilmiştir.

6.1 (2+1) Boyutlu Breaking Soliton Denkleminin

Kuasi Periyodik Çözümü

uxt + uxxxy � 4uxuxy � 2uxxuy = 0 (6.9)

ile belirtilen (2+1) boyutlu breaking soliton denklemi ele al¬ns¬n (Fan ve Chow, 2011).

Bu makalede Fan ve Chow, bilineer formalizmi, bilineer Backlund dönüşümlerini, Lax

çiftlerini ve Darboux kovaryant Lax çiftlerini oluşturabilmek için ikili Bell polinomu

yaklaş¬m¬n¬kullanm¬̧slard¬r. Bu çal¬̧smada ise Bell polinomlar¬yard¬m¬yla bulunmuş

olan
H1(D) = (D

2
x � �)F �G = 0

H2(D) = (Dt +DyD
2
x + 3�Dy � �)F �G = 0

(6.10)

şeklindeki bilineer Backlund dönüşümü kullan¬larak, kuasi periyodik çözümleri elde

edilecektir. Fakat burada çözümü bulabilmek için � = 0 seçilecektir. Aksi taktirde

çözümde kompleks ifadeler kalmaktad¬r.

6.1.1 Bir-periyodik dalga çözümü

Bilineer formda verilen F ve G fonksiyonlar¬n¬Teorem 6.0.2 de verilen �0j � �j = �
1

2
şart¬na uymak koşulu ile theta fonksiyonunun kolay bir gösterimi olan N = 1 ve s = 0
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için � = kx+ ly + !t+ �(0) faz de¼gi̧skeni ve � > 0 pozitif bir parametre olmak üzere

F = #(�; 0; 0 j �) =
P
n2Z

e2�in���n
2�

G = #(�;
1

2
; 0 j �) =

P
n2Z

e2�in(�+
1
2
)��n2�

=
P
n2Z
(�1)ne2�in���n2�

(6.11)

şeklinde tan¬mlans¬n. Teorem 6.0.1 ve Teorem 6.0.2 den

P
n2Z

H(4�i < n� �=2; k >; � � � ; 4�i < n� �=2; ! >)

�e�2�<�(n��=2);n��=2>+2�i<n��=2;�0��>
(6.12)

olmal¬d¬r.

Teorem 6.0.2 ye göre H1 bir simetrik operatör oldu¼gundan � = 1 için C(�) = 0 olur.

Yani sistemde C(�) ifadesinin kalabilmesi için � = 0 seçilmelidir. Ayn¬şekilde H2 bir

anti simetrik operatördür. Dolay¬s¬yla � = 0 için C(�) = 0 d¬r. Yani sistemde C(�)

ifadesinin kalabilmesi için � = 1 seçilmelidir. Buna göre

P
n2Z
((4�i(n� �=2))2k2 � �)e�2��(n��=2)2+2�i(n��=2) 12 j�=0= 0P

n2Z
(4�i(n� �=2)! + (4�i(n� �=2))3k2l) + 3�(4�i(n� �=2))l)

�e�2��(n��=2)2+2�i(n��=2) 12 j�=1= 0

olup yukar¬daki aç¬klama gere¼gi

P
n2Z
((4�i)2n2k2 � �)e�2��n2+�in = 0P

n2Z
((4�i(n� 1=2)! + (4�i(n� 1=2))3k2l + 3�(4�i(n� 1=2))l)

�e�2��(n� 1
2
)2+�i(n� 1

2
) = 0

(6.13)

yaz¬l¬r. Burada � = e
���
2 olmak üzere

#1(�; �) = #(2�;
1
2
;�1

2
j 2�) =

P
n2Z

�(2n�1)
2
e2�i(2n�1)(�+

1
4
)

#2(�; �) = #(2�;
1
2
; 0 j 2�) =

P
n2Z

�4n
2
e4�in(�+

1
4
)
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şeklinde gösterilsin.

#0j = #
0
j(0; �) =

d#j(�; �)

d�
j�=0

olmak üzere (6.13) sistemi

#002k
2 � �#2 = 0

#01! + #
000
1 k

2l + 3�#01l = 0
(6.14)

olarak yaz¬labilir. Bu haliyle sistem kolay bir şekilde çözülebilir ve

� =
#002k

2

#2
(6.15)

ve

! =
�3�#01l � #0001 k2l

#01
(6.16)

bulunur. (6.15), (6.16) da yerine yaz¬l¬rsa

! =
�3#002#01l � #0001 #2k2l

#01#2
(6.17)

elde edilir. Böylece � = kx+ ly+ !t+ �(0) olmak üzere (6.17)�de bulunan ! n¬n yerine

yaz¬lmas¬ile bir-periyodik dalga çözümü

u = 2@x ln(#(�; 0; 0 j �)) (6.18)

elde edilir. Önceki örneklerde de belirtildi¼gi gibi ! çözülen sistemden bulunacak olup

di¼ger parametreler k; l ve � key�parametrelerdir. Şekil 6.1 de k = 0:8; l = 0:2; �(0) = 0

ve � = 0:5 şeklinde seçilen key� parametreler alt¬nda (2+1) boyutlu Breaking Soliton

denkleminin bir-periyodik dalga çözüm gra�klerinin nas¬l olaca¼g¬gösterilmi̧stir.



82

(a) (b)

Şekil 6.1 : (a) t=1 seçimi ile bir-periyodik dalgan¬n x�y düzleminden perspektif görünümü.(b)Üstten görünümü

Asimptotik Durum

Bir-periyodik çözümün küçük genlik s¬n¬r¬alt¬nda bir-soliton çözüme gitmesi şartlar¬

Teorem 4.1.3 te verilmi̧sti. Burada teoremden farkl¬olarak " = 
��i�
2�i

; yerine " = 
+��
2�i

seçilmelidir. Çünkü (6.1) de verilen Riemann theta fonksiyonunu öncekinden biraz

farkl¬ seçilmi̧sti. Asimptotik durumu incelemek için (6.14) de verilen sistem (!; �)T

parametrelerine göre çözülmelidir. Küçük parametrelerin aç¬l¬m¬yöntemine göre bu

parametreleri

� = �0 + �1�+ �2�
2 + � � � = �0 + o(�)

! = !0 + !1�+ !2�
2 + � � � = !0 + o(�)

(6.19)

ve katsay¬lar¬da

#2 = 1 + 2�
4 + � � �

#002 = 32�
2�4 + � � �

#01 = �4��+ 12��9 + � � �

#0001 = 16�
3�+ 432�3�9 + � � �

(6.20)

olacak şekilde � parametresine göre seriye aç¬lmal¬d¬r. (6.19) ve (6.20) yi (6.14) te

verilen sistemde yerine yaz¬p, ayn¬dereceli terimlerin katsay¬lar¬eşitlendi¼ginde �! 0

�! �0 = 0

! ! !0 = 4�
2k2l

(6.21)
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elde edilir. Teorem 4.1.3 bu denklemin faz de¼gi̧skenlerine uyarland¬¼g¬nda � = kx+ ly+

!t+ �0 periyodik çözümün faz de¼gi̧skeni, � = �x+ �y+$t+ 
 ise soliton çözümün faz

de¼gi̧skeni olmak üzere

k =
�

2�i
; l =

�

2�i
; ! =

$

2�i
; �0 =


 + ��

2�i

ifadeleri (6.21) de yerine yaz¬ld¬¼g¬ taktirde (6.9) da verilen (2+1) boyutlu breaking

soliton denkleminin soliton çözümü için

�! 0

$ = ��2�

şeklindeki yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬elde edilir. Yukar¬daki bilgiler de kullan¬larak (6.18) de ver-

ilen peri-

yodik çözümün soliton çözüme gitti¼gi gösterilebilir.

F = #(�; 0; 0 j �) =
X
n2Z

e2�in���n
2�

theta fonksiyonunu � = e
���
2 olmak üzere � serisine aç¬l¬rsa

F = 1 + �2(e2�i� + e�2�i�) + �8(e4�i� + e�4�i�) + � � �

elde edilir. � = 2�i� � �� olmak üzere yukar¬daki ifade

F = 1 + e� + �4(e�� + e2�) + �12(e�2� + e3�) + � � �

şeklinde düzenlenebilir. �! 0 ise bir soliton çözüme kaŗs¬l¬k gelen

1 + e�

elde edilir.
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6.1.2 ·Iki-periyodik dalga çözümü

N = 2; s = 0; " = (1
2
; 1
2
) için n = (n1; n2) 2 Z2; faz de¼gi̧skeni

� = (�1; �2) 2 C2; �j = kjx + ljy + !jt + �
(0)
j j = 1; 2 ve k = (k1; k2) 2 Z2;

l = (l1; l2) 2 Z2; ! = (!1; !2) 2 Z2 olmak üzere F ve G fonksiyonlar¬

F = #(�; 0; 0 j �) =
P
n2Z2

e2�i<�;n>��<�n;n>

G = #(�;
1

2
; 0 j �) =

P
n2Z2

e2�i<�+
1
2
;n>��<�n;n>

=
P
n2Z2

(�1)n1+n2e2�i<�;n>��<�n;n>

(6.22)

olacak şekilde seçilsin. (6.12) de verilen ifade iki boyut için uyarlan¬rsa � = �i =

(�1i ; �
2
i )
T , �1 = (0; 0)T ; �2 = (1; 0)T ; �3 = (0; 1)T ; �4 = (1; 1)T , i = 1; 2; 3; 4 theta

fonksiyonunun karakteristikleri olmak üzere

P
n2Z2

H(4�i < n� �=2;k >; � � � ; 4�i < n� �=2;! >)

�e�2�<�(n��=2);n��=2>+2�i<n��=2;�0��>
(6.23)

yaz¬l¬r. Teorem 6.0.2 ye göreH1 bir simetrik operatör oldu¼gundan (�2; �3) = (1; 0); (0; 1) için

do¼grudan s¬f¬ra gider. H2 ise bir anti simetrik operatör oldu¼gu için

(�1; �4) = (0; 0); (1; 1) için s¬f¬r olacakt¬r. Buna göre

P
n2Z2

(�16�2 < n� �=2;k >2 ��)e�2�h�(n��=2);n��=2i+�i(n��=2) j�=(�1;�4)= 0P
n2Z2

(4�i < n� �=2;! > �64�3i < n� �=2; l >< n� �=2;k >2 +3�(4�i < n� �=2; l >)

�e�2�h�(n��=2);n��=2i+�i(n��=2) j�=(�2;�3)= 0
(6.24)

şeklinde bir sistem yaz¬labilir ve bu sistem Riemann theta fonksiyonu kullan¬larak

düzenlenebilir. Bunun için

�kl = e

���kl

2 ; k; l = 1; 2; � = (�11; �12; �22)
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seçildi¼gi taktirde sj = (sj;1; sj;2), j = 1; 2; 3; 4; s1 = (0; 1); s2 = (1; 0); s3 = (0; 0);

s4 = (1; 1) olmak üzere theta fonksiyonu

#j(�; �) = #(2�;
1
2
;
�sj
2
j 2�) =

P
n1;n22Z

e2�i<2�+
1
2
;n� sj

2
>��<�(n� sj

2
);n� sj

2
>

=
P

n1;n22Z
e4�i<�+

1
4
;n� sj

2
>

2Q
k;l=1

�
(2nk�sj;k)(2nj�sj;l)
kl

(6.25)

olacakt¬r.

(6.24) sistemindeki ilk denklemin düzenlenebilmesi için (6.25) te verilen theta fonk-

siyonunda j = 3 al¬ns¬n. Bu durumda sj den s3 = (0; 0) seçilmelidir. Yani theta fonksi-

yonu

#3(�; �) = #(2�;
1
2
;� s3

2
j 2�)

=
P

n1;n22Z
e

4�i

*��1+14
�2+

1
4

�
;
�
n1
n2

�+
�
(2n1)2

11 �
2(4n1n2)
12 �

(2n2)2

22

=
P

n1;n22Z
e4�i[n1�1+n2�2+

1
4
(n1+n2)]�

(2n1)2

11 �
2(4n1n2)
12 �

(2n2)2

22

(6.26)

olacakt¬r. (6.24) sistemindeki ilk denklem düzenlenirse

P
n1;n22Z

(�16�2 < n� �=2;k >2 ��)e�2�h�(n��=2);n��=2i+�i(n��=2) j�=(�1;�4)

=
P

n1;n22Z

0@�16�2*
0@n1
n2

1A ;
0@k1
k2

1A+2 � �
1A e�2�

*0BBB@� 11 � 12

� 12 � 22

1CCCA
0BBB@n1
n2

1CCCA;
0BBB@n1
n2

1CCCA
+
+�i(n1+n2)

=
P

n1;n22Z
(�16�2(n1k1 + n2k2)2 � �) e�2�(�11n

2
1+2�12n1n2+�22n

2
2)+�i(n1+n2)

=
P

n1;n22Z
(�16�2(n1k1 + n2k2)2 � �)�(2n1)

2

11 �
2(4n1n2)
12 �

(2n2)2

22 e�i(n1+n2) = 0

(6.27)

elde edilir. 5 = (@�1 ; @�2 ; :::; @�n) türev operatörü ve

k:5 = k1@�1 + k2@�2 + � � �+ kn@�n (6.28)

olmak üzere (6.26) da tan¬mlanan Riemann theta fonksiyonu göz önünde bulunduru-

lursa son denklem

(k:5)2#3 � �#3 = 0 (6.29)
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şeklinde düzenlenebilir. Ayn¬şekilde j = 4 seçilirse de

(k:5)2#4 � �#4 = 0 (6.30)

yaz¬labilece¼gi görülecektir. Dolay¬s¬yla (6.29) ve (6.30) dan

(k:5)2#j � �#j = 0; j = 3; 4 (6.31)

yaz¬labilir.

(6.24) sistemindeki ikinci denklemin düzenlenebilmesi için (6.25) te verilen theta

fonksiyonunda j = 1 yaz¬ls¬n. Bu durumda sj den s1 = (0; 1) seçilmelidir. Yani theta

fonksiyonu

#1(�; �) = #(2�;
1
2
;� s1

2
j 2�)

=
P

n1;n22Z
e

4�i

*��1+14
�2+

1
4

�
;
� n1

n2�
1
2

�+
�
(2n1)2

11 �
2(2n1)(2n2�1)
12 �

(2n2�1)2
22

=
P

n1;n22Z
e4�i[n1�1+n2�2+

1
4
(n1+n2)�

1
2
�2�

1
8
]�
(2n1)2

11 �
2(2n1)(2n2�1)
12 �

(2n2�1)2
22

(6.32)

olacakt¬r. (6.24) sistemindeki ikinci denklem olan

P
n2Z2

(4�i < n� �=2;! > �64�3i < n� �=2; l >< n� �=2;k >2 +3�(4�i < n� �=2; l >)

�e�2�h�(n��=2);n��=2i+�i(n��=2) j�=(�2;�3)= 0

ifadesi düzenlenirse

=
P

n1;n22Z

0@4�i*
0@ n1

n2 � 1
2

1A ;
0@!1
!2

1A+2 � 64�3i*
0@ n1

n2 � 1
2

1A ;
0@l1
l2

1A+*0@ n1

n2 � 1
2

1A ;
0@k1
k2

1A+21A

+3�

244�i*
0@ n1

n2 � 1
2

1A ;
0@l1
l2

1A+35 e�2�
*0BBB@� 11 � 12

� 12 � 22

1CCCA
0BBB@ n1

n2 � 1
2

1CCCA;
0BBB@ n1

n2 � 1
2

1CCCA
+
+�i(n1+n2�

1
2
)

=
P

n1;n22Z

�
4�i(n1!1 + (n2 � 1

2
)!2)� 64�3i(n1l1 + (n2 � 1

2
)l2)(n1k1 + (n2 � 1

2
)k2)

2

+3�(4�i(n1l1 + (n2 � 1
2
)l2))

	
�
(2n1)2

11 �
2(2n1)(2n2�1)
12 �

(2n2�1)2
22 e�i(n1+n2�

1
2
) = 0

(6.33)
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elde edilir. (6.28) de verilen türev ifadesi ve (6.32) de tan¬mlanan Riemann theta

fonksiyonuna göre

4(!:5)#1 + (k:5)2(l:5)#1 + 3�(l:5)#1 = 0 (6.34)

bulunur. Yine j = 2 al¬nd¬¼g¬nda da

4(!:5)#2 + (k:5)2(l:5)#2 + 3�(l:5)#2 = 0 (6.35)

olup (6.34) teki ifadenin ayn¬s¬#2 için de yaz¬labilir. Buna göre (6.34) ve (6.35) ten

4(!:5)#j + (k:5)2(l:5)#j + 3�(l:5)#j = 0; j = 1; 2

yaz¬labilir. Sonuç olarak (6.24) sistemi

(k:5)2#j � �#j = 0; j = 3; 4

4(!:5)#j + (k:5)2(l:5)#j + 3�(l:5)#j = 0; j = 1; 2
(6.36)

şeklinde ! ve � ya göre çözülebilen bir sistem haline getirilebilir. Bu sistemin çözümün-

den bulunacak olan ! ile k1; k2; l1; l2; � 11; � 12 ve � 22 parametrelerinin key� seçilmesi ile

u = @x ln(#(�; 0; 0 j �)) (6.37)

ile verilen iki-periyodik çözüm elde edilir. Şekil 6.2 de k1 = 0:3; k2 = 0:15; l1 =

0:04; l2 = 0:02; �0 = 0, � 11 = 0:5; � 12 = 0:1 ve � 22 = 0:2 şeklinde seçilen key�

parametreler ile (2+1) boyutlu Breaking Soliton denkleminin dejenere iki-periyodik

dalga çözüm gra�klerinin nas¬l olaca¼g¬gösterilmi̧stir.
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(a) (b)

Şekil 6.2 : (a) t=1 seçimi ile dejenere iki-periyodik dalgan¬n x�y düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.

Şekil 6.3 te ise k1 = 1; k2 = 1; l1 = 0:1; l2 = �0:1; �0 = 0; � 11 = 1; � 12 =

0:2 ve � 22 = 1 şeklinde seçilen key� parametreler ile (2+1) boyutlu Breaking Soliton

denkleminin simetrik iki-periyodik dalga çözüm gra�klerinin nas¬l olaca¼g¬gösterilmi̧stir.

.

(a) (b)

Şekil 6.3 : (a) t=1 seçimi ile simetrik iki-periyodik dalgan¬n x�y düzleminden perspektif görünümü. (b) Üstten görünümü.
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Asimptotik Durum

Asimptotik durumun incelenebilmesi için Teorem (4.1.5) bu denklemin faz de¼gi̧sken-

lerine uyarlanmal¬d¬r. Yani j = 1; 2 için �j = kjx + ljy + !jt + �
0
j periyodik çözümün

faz de¼gi̧skeni �j = �jx+ �jy +$jt+ 
j ise soliton çözümün faz de¼gi̧skeni olmak üzere

�1 = e
�i�11 ; �2 = e

�i�22 için �1; �2 ! 0 iken

kj =
�j
2�i

; lj =
�j
2�i

; !j =
$j

2�i
; �0j !


j + ��

2�i
; � 12 =

A12
�2� (6.38)

şeklinde seçildi¼gi taktirde

#(�1; �2; �)! 1 + e�1 + e�2 + e�1+�2+A12 (6.39)

şeklinde iki-soliton çözümün elde edilebilece¼gi görülür. ·Ispat¬ daha önceki bölüm-

lerde yap¬lm¬̧s olup, bu ifadenin ispat¬da benzer şekilde oldu¼gundan ispata tekrardan

de¼ginilmeyecektir. E¼ger iki-soliton çözüm için yay¬lma ba¼g¬nt¬s¬elde edilebilirse, iki-

periyodik çözüm yukar¬daki şartlar alt¬nda iki-soliton çözüme gider. Bunun için ayn¬

N = 1 de oldu¼gu gibi (6.36) sistemindeki j = 1; 2; 3; 4 için #j fonksiyonlar¬,

!1 = !
0
1 + !

1
1�11 + !

2
1�22 + o(�11; �22)

!2 = !
0
2 + !

1
2�11 + !

2
2�22 + o(�11; �22)

� = �0 + �1�11 + �2�22 + o(�11; �22)

(6.40)

aç¬l¬mlar¬da kullan¬larak seriye aç¬l¬p, (6.36) da yerine yaz¬lmal¬d¬r.

Buradan �11; �22 ! 0

� = �0 ! 0

4�i(�1
2
)!01 � 64�3i(�1

2
)l1(�1

2
)2k21 = 0

4�i(�1
2
)!02 � 64�3i(�1

2
)l2(�1

2
)2k22 = 0

(6.41)
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elde edilir. (6.40) ve (6.41) den

� = o(�11; �22)! 0

!1 = 4�
2k21l1

!2 = 4�
2k22l2

bulunur. (6.38) de verilen şartlar yerine yaz¬ld¬¼g¬nda ise iki-soliton çözüm için yay¬lma

ba¼g¬nt¬s¬olan

� = o(�11; �22)! 0

$1 = ��21�1
$2 = ��21�1

ifadeleri elde edilir. Böylece (2+1) boyutlu k¬r¬lan soliton denklemin, Riemann theta

fonksiyonlar¬kullan¬larak bulunan iki-periyodik çözümün, �! 0 küçük bir genlik s¬n¬r¬

alt¬nda bilinen iki-soliton çözüme gitti¼gi gösterilmi̧s olur.
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8. SONUÇ ve ÖNER·ILER

Bu tezde Hirota-Riemann metodu kullan¬larak k¬smi diferensiyel denklemlerin peri-

yodik ve kuasi periyodik çözümlerinin nas¬l bulunaca¼g¬anlat¬lm¬̧st¬r. Giri̧s k¬sm¬n¬n

ard¬ndan literatürde yap¬lan çal¬̧smalar¬n neler oldu¼gundan bahsedilmi̧s ve tez içinde

bahsi geçen temel kavramlar¬n tan¬mlar¬yap¬lm¬̧st¬r.

Ard¬ndan üçüncü bölümde yöntemin temelini oluşturan Hirota bilineer metodun

ne oldu¼gundan bahsedilip, ele al¬nan bir örnekle ayr¬nt¬l¬bir biçimde uygulamas¬gös-

terilmi̧stir. Yine ayn¬bölümde Riemann Theta fonksiyonun tan¬m¬yap¬lm¬̧s ve baz¬

önemli özelliklerinden bahsedilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Hirota-Riemann metodunun tan¬m¬yap¬lm¬̧s ve bir k¬smi dife-

rensiyel denklemin bir, iki ve üç periyodik dalga çözümlerini bulabilmek için gerekli

olan teoremler ispatlar¬ile birlikte verilmi̧stir.

Uygulamalar beşinci bölümden itibaren yap¬lm¬̧s ve tekli bilineer forma sahip olan

(3+1) boyutlu genelleştirilmi̧s BKP denklemi ve (3+1) boyutlu BKP denklemlerinin

çözümleri elde edilmi̧stir. Bu bölümde ele al¬nan denklemlerin her biri için bir-periyodik

çözümler elde edilmi̧s ve belirtilen baz¬asimptotik şartlar alt¬nda, bulunan bir-periyodik

çözümlerin, bir-soliton çözümlere gitti¼gi görülmüştür. Bu özellik soliton çözümlerin

bulunuşu için önemli bir kolayl¬k olup, soliton çözümleri bulabilmek için ayr¬ca başka

bir yönteme ihtiyaç duyulmad¬¼g¬n¬n göstergesidir. Dalga yap¬s¬n¬n daha iyi anlaş¬la-

bilmesi için seçilen key� parametreler alt¬nda, bir-periyodik çözümün gra�kleri farkl¬

aç¬lardan çizdirilmi̧s ve bir-periyodik çözümlerin üst üste binmi̧s tek bir dalga şekline

sahip dalgalar oldu¼gu görülmüştür. Ayn¬şekilde verilen teoremlere göre iki-periyodik

dalga çözümleri de elde edilmi̧s ve belirtilen şartlar alt¬nda iki-periyodik çözümlerin

bilinen iki-soliton çözümlere gitti¼gi görülmüştür. Dalgalar¬n yap¬s¬n¬ daha iyi anlamak

için çeşitli aç¬lardan gra�kleri çizdirilmi̧stir. Örne¼gin her bir alt bölüm için çizdirilen

ilk gra�klerde dejenere periyodiklik şartlar¬n¬sa¼glayan key� parametreler alt¬nda iki-

periyodik dalga gra�kleri çizdirilmi̧s fakat gra�kler incelendi¼ginde seçilen key� sabitler

yüzünden dalgalar¬n yine bir-periyodik dalgalarda oldu¼gu gibi üst üste binen ve tek

bir dalga şeklinde ilerleyen dalgalar oldu¼gu görülmüştür. Daha sonras¬nda asimetrik
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periyodiklik şart¬na uyacak şekilde de¼gi̧stirilen key�parametreler alt¬nda asimetrik iki-

periyodik dalgalar¬n gra�¼gi çizdirilmi̧s ve tek bir dalga gibi davranmad¬klar¬ ancak

iki yönde de uzaysal periyodiklik şart¬n¬sa¼glad¬klar¬görülmüştür. Ayr¬ca i̧slem zor-

luklar¬sebebiyle literatürde daha önce uygulamas¬bu kadar aç¬k şekilde yap¬lamayan

üç-periyodik dalga çözümleri elde edilmi̧s ve yine belirtilen şartlar alt¬nda üç-soliton

çözümlerin bulunabilece¼gi gösterilmi̧stir. Dalga yap¬s¬n¬anlayabilmek için key� olarak

seçilen parametreler alt¬nda gra�kler farkl¬aç¬lardan çizdirilmi̧stir. Üç boyutlu uzayda

çizim yapabilmek için herhangi bir uzay de¼gi̧skeni ve zaman de¼gi̧skeni key� bir şek-

ilde seçilip, o andaki dalgan¬n görüntüsü verilmi̧stir. Buradaki dalgalar¬n ise yine peri-

yodiklik özellikleri sa¼glamas¬na ra¼gmen şekilsel olarak bir periyodik dalga gibi düzgün

olmad¬klar¬tespit edilmi̧stir.

Son bölümde ise ikili bilineer forma sahip olan denklemler için teorinin nas¬l ol-

mas¬gerekti¼gi ispatlar¬ile birlikte verilmi̧stir. Ard¬ndan uygulamas¬, bilineer Bell poli-

nomlar¬yard¬m¬ile bilineer formu yaz¬labilen (2+1) boyutlu Breaking Soliton denk-

leminde yap¬lm¬̧st¬r. ·Ilk olarak seçilen key�parametreler alt¬nda denklemin bir-periyodik

çözümü bulunmuş, belirtilen şartlar alt¬nda bir-soliton çözüme gitti¼gi gösterilmi̧stir.

Bulunan çözümün gra�kleri çizdirilmi̧s ve önceki denklemlerde oldu¼gu gibi, bir-periyodik

dalga şeklinin tek bir dalga gibi ilerledi¼gi görülmüştür. Ard¬ndan verilen teoremlere

göre iki-periyodik dalga çözümü elde edilmi̧s ve belirtilen koşullar alt¬nda iki-soliton

çözüm de bulunmuştur. Simetrik periyodiklik şartlar¬n¬sa¼glayacak şekilde seçilen key�

parametreler alt¬nda çözümün gra�kleri çizdirilmi̧stir. N > 2 için her zaman yeterli

parametre olmad¬¼g¬ndan ya da ara i̧slemler çok uzun ve karmaş¬k oldu¼gundan her za-

man çözüm bulunamayabilir. Tezde BKP denklemleri için bu problem aş¬labilmi̧s ve

N = 3 için kuasi-periyodik çözümler bulunabilmi̧stir. Fakat son bölümde verilen (2+1)

boyutlu Breaking Soliton denklemi için bu hesap zorluklar¬ndan dolay¬N = 3 çözümü

bulunamay¬p, ileriki çal¬̧smalara b¬rak¬lm¬̧st¬r.

Yine tezde çözümleri ele al¬nmasa da Hirota-Riemann yönteminin süpersimetrik

denklemlerinin periyodik çözümleri bulunurken de kullan¬labilece¼ginden bahsedilmi̧stir.

Literatür incelendi¼ginde şimdiye kadar belirtilen hesap ve parametre s¬k¬nt¬lar¬yüzün-

denN = 3 için bu yöntemle süpersimetrik denklemlerin periyodik çözümlerinin buluna-

mad¬¼g¬görülmüştür. ·Ileriki çal¬̧smalarda tezde N = 3 için verilen çal¬̧smalar¬n yard¬m¬
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ile süpersimetrik denklemler için de bu s¬k¬nt¬n¬n çözülebilece¼gine inan¬lmaktad¬r.

Şimdilik periyodik çözümlerin sadece soliton çözümlerle ili̧skisi bulunmuş olsa da

di¼ger çözüm çeşitleri ile daha başka ili̧skiler de kurulabilece¼gi düşünülmektedir.
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