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OZET

Son yillarda kismi diferensiyel denklemlerin tam c¢oziimlerinin bulunmasi hem
matematik hem de fizik alaninda ¢alisan bilim insanlar1 i¢in en popiiler calisma
konularindan birisidir. Ciinkii bir denklemin tam ¢6ziimiiniin bulunmasi, o denklemin
karmasik fiziksel yapisinin anlasilmasini kolaylastirir.

Tam ¢oziimlerin bulunabilmesi i¢in ¢esitli yontemler kullanilmaktadir. Bu
yontemler arasindan cebirsel-geometrik yaklasim ¢ogu lineer olmayan denklemler igin
periyodik veya kuasi periyodik ¢6ziimleri bulurken kullanilan 6nemli bir yontemdir ancak
periyodik ¢oziimlerdeki, tiim esas fiziksel karakteristikleri (dalga sayisi, faz hizi ve
dalganin genligi) dogrudan belirlemek olduk¢a zordur.

Fakat Nakamura 1980°li yillarda Hirota bilineer metod ile Rieman theta
fonksiyonlarmi bir arada kullanarak periyodik ¢o6ziimlerin dogrudan bulunabilecegini
gostermistir. Son zamanlarda gesitli kismi diferensiyel denklemlerin, fark denklemlerin ve
stipersimetrik denklemlerin de periyodik ¢oziimleri bu yontem sayesinde bulunabilmistir.

Tezde Hirota-Riemann metodu tamimlanmis ve tekli bilineer form seklinde
yazilabilen iki denklem tiirii (3+1) boyutlu Genellestirilmis BKP ve (3+1) boyutlu BKP
denklemlerine uygulanisi gosterilmistir. Literatiirde ¢ok karmasik hesaplar igerdigi icin iig-
periyodik ¢oziimiin bulunusuyla ilgili pek bir ¢alisma yapilamamistir. Fakat tezde bu
zorluk asilabilmis ve bu iki denklem i¢in bir, iki-periyodik ¢Oziimlerin yani sira {ig-
periyodik dalga ¢oziimleri bulunup her bir ¢6ziimiin dalga grafikleri ¢izdirilmistir. Belirli
asimptotik sartlar altinda bulunan periyodik ¢dziimlerin bilinen soliton ¢oziimlere gittigi
gosterilmistir.

Ikili bilineer form igin de Hirota-Riemann metodu anlatilip (2+1) boyutlu Breaking
Soliton denklemi i¢in bir ve iki-periyodik ¢oziimleri bulunup grafikleri ¢izdirilmis, ve yine

asimptotik sartlar altinda periyodik ¢oziimlerin, soliton ¢oziimlere gittigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hirota’nin Bilineer Metodu, Riemann Theta Fonksiyonu,
Periyodik Dalga Coztiimii, Kuasi Periyodik Dalga Coziimii, (3+1) Boyutlu Genellestirilmis
BKP Denklemi, (3+1) Boyutlu BKP Denklemi, (2+1) Boyutlu Breaking Soliton Denklemi.
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SUMMARY

In recent years, finding exact solutions of partial differential equations is the one of
the most popular subject area for both mathematicians and physcists. Because we know
that if we can find exact solutions of an equation, it can help us to understand complicated
physical models.

There are various methods to obtain exact solutions. Among them algebro-
geometric method is important method for finding periodic or quasi periodic solutions. But
it is not easy to obtain all phisical characteristics such as wave numbers, phase velocities,
amplitudes directly.

But in 1980’s Nakamura showed a way to construct the periodic wave solutions
directly using with Hirota’s bilinear method and Riemann theta functions. Recently the
periodic solutions of some partial differential equations, difference discrete equations and
supersymmetric equations was obtained using this method.

In this thesis Hirota-Riemann method was defined and for single bilinear form
(3+1) dimensional Generalized BKP and (3+1) dimensional BKP equations was taken as a
model to illustrate this method. Because of some difficulties in calculations of three-
periodic wave solutions, hardly ever there has been a study in the literature . But here we
could managed to solve this problem and we obtained one and two periodic solutions as
well as three periodic wave solutions, ploted the graphics. And we showed under some
asymptotic conditions periodic solutions tend to the known soliton solutions.

For coupled bilinear form we gave Hirota-Riemann method and we obtained one
and two-periodic solutions, plotted the graphics of (2+1) dimensional Breaking Soliton
equation and finally showed under some asymptotic conditions periodic solutions tend to

the known soliton solutions

Key Words: Hirota’s Bilinear Method, Riemann Theta Function, Periodic Wave
Solution, Quasi Periodic Wave Solution, (3+1) Dimensional Generalized BKP Equation,

(3+1) Dimensional BKP Equation, (2+1) Dimensional Breaking Soliton Equation.
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1. GIRIS

Son yillarda, kismi diferensiyel denklemlerin tam c¢oziimlerinin bulunmasi hem
matematik hem fizik aragtirmacilarinin ilgisini ¢eken en popiiler konulardan biri ol-
mustur. Ciinkii, bir kismi diferensiyel denklemin tam ¢oziimiiniin bilinmesi, karmagik
fiziksel modellerin anlagilmasin1 daha ¢ok kolaylagtirir. Bu yiizden tam ¢oziimleri elde
etmek i¢in Hirota’nin bilineer metodu (Hirota, 1975), Lie simetri metodu (Bluman ve
Kumei, 1989), Bicklund doniigiim metodu (Miura, 1978) ve cebirsel geometrik metod

(Belokos vd., 1994) gibi bazi bagarili yéntemler mevcuttur.

Cebirsel geometrik metod, Riemann yiizeyleri iizerinde ¢ok karmagik hesaplar icer-
diginden, kuasi periyodik coziimlerin dalga sayilari, faz hizlar1 ve genlik gibi ¢ogu
temel fiziksel karakteristik parametrelerini belirlemek oldukca zordur. Diger yandan
Hirota’nin bilineer metodu, ¢oklu soliton ¢oziimleri olustururken dogrudan bir yaklasim

olup cebirsel geometrik yonteme gore daha kullanigh bir yontemdir.

1980 yilinda Nakamura, Hirota’nin bilineer metodu aracigi ile Kdv ve Boussinesq
denkemlerinin periyodik dalga ¢oziimlerini elde etmigtir (Nakamura, 1979a, 1979b).
Gergekten de kullandigi bu yontemin cebirsel-geometrik yontemlere giore ok biiyiik
avantajlar1 vardir. Ornegin bu yontemle Riemann sabitlerini ve keyfi Riemann ma-
trislerini igeren kuasi periyodik ¢oziimleri bulmak i¢in karmasik Abel déniisiimlerinin

yapilmasina gerek yoktur ve periyodik ¢oziimler dogrudan elde edilebilir.

Tezde ise ozellikle bu problemin iizerinde durulmug olup, her denklem ig¢in ne-
den bulunamadigindan bahsedilip, ele alinan (3+1) boyutlu BKP ve (3+1) boyutlu
Genellegtirilmis BKP denklemlerinin N = 1,2 ¢oziimlerinin yani sira N = 3 periyo-
dik dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Bunun yam sira 6nceki érneklerden farkli olarak
tek bir bilineer formda yazilamayan ama ikili bilineer forma sahip olan denklemler i¢in
¢oziimiin nasil olmasi gerektiginden bahsedilmis, (2+1) boyutlu Breaking Soliton denk-
leminin N =1 ve N = 2 periyodik dalga ¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica bulunan bu
periyodik ¢oziimlerin secilen keyfi sabitler altinda grafikleri ¢izdirilmis ve ele alinan her
bir denklem icin baz1 asimptotik sartlar altinda bulunan periyodik ¢oziimlerin, bilinen

soliton coziimleri verdigi gosterilmigtir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI VE TEMEL
TANIMLAR

70’1li yillarin sonunda Novikov, Dubrovin, Mckean, Lax, Its, Matveev ve ¢aligsma arkadaglari,
soliton denklemlerin hemen hemen periyodik ya da cebirsel geometrik ¢oziimlerini elde
etmek igin cebirsel geometrik metodu geligtirmiglerdir (Novikov, 1974; Dubrovin, 1975;
Its ve Matveev, 1975; Lax, 1975). Ancak bu yontem Riemann yiizeyleri iizerinde ¢ok

karmagik hesaplari icerdiginden, kuasi periyodik ¢oziimleri bulmak oldukca zahmetlidir.

Son zamanlarda Fan ve ¢aligma arkadaglar1 bu yontemi, Toda lattice fark (Hon ve
Fan, 2008) ve asimetrik Nizhnik—Novikov—Veselov denklemlerine uygulayarak geligtir-
mis (Fan, 2009), Lu B.,ve Zhang H. (3+1) Jimbo Miwa denkleminin hemen hemen
periyodik dalga ¢oziimlerini elde etmis (Lu ve Zhang, 2009), Tian ve Zhang ise Riemann
theta fonksiyonlar1  yardimiyla, bazi lineer olmayan diferensiyel denk-
lemlerin ve siipersimetrik denklemlerin periyodik ¢oziimlerini elde etmiglerdir (Tian
ve Zhang, 2012, 2013). Belirtilen ¢aligmalarin haricinde de son zamanlarda yine bu
konuda yapilmig gesitli gahigmalar mevcuttur (Wu, 2012; Fan ve Hon, 2008; Lin, 2010;
Whang vd., 2011; Qiao ve Fan, 2012; Ma ve Tian, 2014; Cheng ve Hao, 2014).

Fakat bu caligmalarin neredeyse hepsinde N = 1,2 periyodik dalga coziimleri bu-
lunurken, islem zorluklar: nedeniyle N = 3 periyodik dalga ¢oziimleri bulunamamaigtir.
Sadece Lu ve Zhang (Lu ve Zhang, 2010) makalesinde ¢ziimiin nasil bulunmas: gerek-

tiginden bahsetmis fakat onlar da acgik bir sekilde ¢oziimii gostermemiglerdir.



2.1 Temel Tanimlar

2.1.1 Pozitif tanimli1 matris

Sifirdan farkh tiim o € R” siitiin vektorleri icin 27 Az > 0 sartim saglayan n x n
tipinde simetrik bir matris bulunabiliyorsa'! A matrisine pozitif tanimli matris denir.
Bu tanimdan hareketle bir ¢ok 6zellik yazilabilir. Fakat bir matrisin pozitif taniml olup

olmadiginin daha kolay anlasilmasi i¢in en ¢ok kullanilan bir kag basit test verilebilir.

Tiim 6zdegerleri pozitif olan simetrik matrislere, ya da bir bagka deyisle tiim pivot
elemanlar1 pozitif olan simetrik matrislere pozitif taniml matris denir. Bu sartlar
saglamas icin ise ozel bir kac kisit gerekir. Ornegin A, ., tipinde simetrik bir matris
olsun. Pozitif tanmimli olmasi i¢in 1 < k < n igin A'nin k X k tipindeki alt matrisinin
sol iist matrislerinin determinantlar1 pozitif olmalidir. Ornegin 2 x 2 tipinde simetrik

bir matris olan

ailr aig
A2><2 = (21)

a12 Q22

matrisini ele alalim. Bu matrisin pozitif tanimli olabilmesi icin
ay1 > 0 ve det(Ayys) = ayiagy — aly >0 (2.2)

olmaldir (Strang, 2005). Dolayisiyla buradan ass > 0 olmasi gerektigi kolaylikla
goriilebilir. Determinant1 her pozitif olan matris pozitif tanimli olmayabilir burada

a11 > 0 ifadesinin pozitif olmasi da énemlidir. Ornegin

matrisinin determinant1 pozitif olmasina ragmen pozitif tanimli bir matris degildir.

Buna ragmen bu sartlar saglayan

IEger A = AT ise A’ya simetrik matris denir.



matrisi pozitif tanimli bir matristir.

3 x 3 tipinde simetrik bir matris olan

seklinde bir matrisin pozitif tanimli olup olmadigi incelendiginde, sol iist alt matrislerin

determinantlarina bakilir ve

2>0
2 -1
=3>0
-1 2
2 -1 0
-1 2 =1/=4>0
0o -1 2

seklinde hepsinin pozitif oldugu goriiliir yani matris pozitif tammhdir (Zwick, 2012).

2.1.2 Solitary ve soliton dalga

Sonlu bir genlige sahip olan, sabit hizla ve sabit bir gekille ilerleyen dalgalara

solitary dalga denir (Hereman, 2009).

Soliton dalga ise benzer tiirdeki bir bagka dalga ile carpigtiginda seklini ve hizini
koruyan solitary dalga cesitidir. Bir dalga denkleminin, soliton c¢oziimlere sahip ola-
bilmesi i¢in denklemin hem lineer olmamasi hem de dagilma 6zelligine sahip olmasi

gerekir (Hirota, 2004).

2.1.3 Holomorfik fonksion

2, C'nin agik bir kiimesi olmak tizere eger f : (2 — C’ye tanimlanan f fonksiyonunun,

2o € 2 noktasinda



seklinde limiti varsa, f'(zp) ifadesine zy noktasinda f’nin karmagik tiirevi denir. Eger
f, ©’nin tiim noktalarinda tiirevlenebilir ise f’ye holomorfik fonksiyon denir (Borreira

ve Valls, 2012).

2.1.4 Meramorfik fonksiyon

Karmagik diizlemin acik bir €2 kiimesi iizerinde fonksiyonun kutup noktalar: olan izole
edilmis noktalar kiimesi digindaki diger noktalarin tiimiinde holomorfik olan fonksi-

yonlardir.

2.1.5 Periyodik ve kuasi periyodik fonksiyon

Periyodik fonksiyon
Belli zaman araligiyla kendini tekrar eden fonksiyonlardir. Bir bolgedeki tiim x
degerleri icin

flx+T) = f(x)

olacak sekilde bir esitlik elde edilebiliyorsa, T sifirdan farkli pozitif bir sabit olmak

iizere f fonksiyonuna, 71" periyotlu periyodik fonksiyon denir.

Ornegin siniis fonksiyonu
sin(x 4 2m) = sin(x)

oldugundan 27 periyotludur.
Kuasi periyodik fonksiyon
Eger
flz+w) =g(z, f(z))

olacak sekilde bir egitlik yazilabiliyorsa f fonksiyonuna w quasiperiyotlu, kuasi periyo-

dik fonksiyon denir. Ornegin

flzt+w)=flx)+C



oldugunda aritmetik kuasi periyodik fonksiyon olarak adlandirilirken

flz+w)=Cf(z)

oldugunda ise geometrik kuasi periyodik fonksiyon olarak adlandirilir.



3. HIROTA’NIN BIiLINEER METODU VE
RIEMANN THETA FONKSIiYONU

3.1 Hirota’nin Bilineer Metodu

Integrallenebilen lineer olmayan olusum denklemlerinin coklu soliton coziimlerini
olugturmak ic¢in, Hirota tarafindan one siiriilen dogrudan metot, gectigimiz 30 yil
boyunca kullanilan en popiiler yéntemlerden birisi olmustur. Ilk olarak Ters Sacilim
metodunun kullamilmas ile soliton denklemleri! icin bir ¢oziimiin var oldugu goste-
rilmigtir. Fakat daha sonra Hirota, bu teknikten yola ¢ikarak, agir islem yiikiine gerek

kalmadan soliton c¢oziimlerin kolaylikla bulunabilecegini ortaya koymustur.

Hirota’nin dogrudan metodu, integrallenebilen sistemler icin énemli rol oynamak-
tadir. Bilineer forma sahip ¢cogu denklem icin bir ve iki soliton ¢oziimler genelde mev-
cut olup, ele alinan denklem igin {i¢ soliton ¢oziim bulunabilirse, o taktirde integ-
rallenebilirliginden bahsedilebilir. Ayrica dikkat edilmesi gereken bir baska husus da
tamamen integrallenebilen, lineer olmayan bir kismi diferensiyel denklem ya da fark
denkleminin, mutlaka bilineer formu vardir. Ancak tersi dogru olmayabilir. Yani bili-

neer formda yazilip, integrallenemeyen bazi denklemler de mevcuttur.

Bir lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin lineerlestirilmesi, denklemin tam
¢oziimlerinin bulunmasini oldukca kolaylasgtirir. Lineerlestirme esasina dayanan bu yon-
temde, incelenen denklemin bilineer formunun mutlaka biliniyor olmasi gerekir. Yani
bu yontem tek bir bilineer denklem veya birlestirilmig lineer denklem sistemleri for-
munda yazilabilen herhangi bir kismi denkleme uygulanabilir. Lineer olmayan olusum
denklemlerinin yani sira fark denklemleri ve integro-diferensiyel denklemlere de uygu-
lanabilen Hirota’nin bilineer metodu, soliton c¢oziimlerin, iistel fonksiyonlar cinsinden

yazilabilecegi esasina dayanir.

Yontem uygulanirken ilk olarak denkleme uygun bir degisken doniisiimii tespit

!Soliton denklemi: Soliton olmayan coziimlerinin yam sira soliton coziimlere sahip olan kismi
diferensiyel denklemlerdir (Druitt, 2005).



edilir. Bu doniisiimii tespit etmek her denklem icin ¢ok da kolay olmayip bazen birden
fazla bagimsiz degisken kullanmak gerekebilir. Daha sonra Hirota D-tiirev operatorii
olarak adlandirilan 6zel bir tiirev operatorii yardimi ile denklem, D-operatorlerinin
polinomlar1 olarak yazilir. Son olarak ise pertiirbasyon teknigi kullanilarak denk-

lemin tam c¢oziimleri elde edilir.

3.1.1 Bilineer forma doniistiirme ve Hirota’nin D tiirev

operatorii
N
a;; bir matris olmak tizere ) a;;jz; gibi z; lineer ifadesinin bir acilimina bilineer
j=1

denir. Bazen ele alinan diferensiyel denklem kuadratik formda olsa bile literatiirde

bilineer olarak adlandirilir. Tezde de bu sekilde adlandirilacaktir.

Hirota tiirevleri, Leibnitz kurali olarak bilinen ¢arpimin tiirevine ¢cok benzemektedir.
Tek farki iglemler arasinda Hirotanin tiirevinde negatif isaretler varken, bilinen tiirevde
tiim igaretler pozitiftir. Yani

S g a(t, ©)b(t, )

= 2 Zea(t+ 5,7+ )bt + 5,7+ Y) oo (3.1)

m,n=20,1,2,...
ifadesi carpimin tiirevi iken,

D*Da(t, x).b(t, x)
= %%a(t + s, 2+ y)b(t — s, —Y) |s=0y=0 (3.2)

m,n=20,1,2,...

ifadesi Hirota’min tiirevidir.

Not 3.1.1 O operatori , f ve g fonksiyon ¢iftine uygulandiginda, O(f,g) seklinde

yazilir ve bu ifadeye ikili operatér denir. Bu tanima gére normalde D operatéri de

D2 (a(t,z),b(t,x))



seklinde yazxlir.  Fakat bu gosterimi kullanmak yerine genellikle
DZa(t, ) - b(t,x)
gosterimi kullanilmaktadar.

D—operatorii igin

D,a-b=a;b— ab,
D?a-b = ay,b— 2a,b, + ab,,
D3CL : b - ammmb - 3ammbm + 3ambxmx - abmmm

xT

seklinde bir kag¢ ornek verilebilir. Ayrica en ¢ok bilinen ve tezde kullamlacak olacak

olan baz1 6zellikler sunlardir.

D*Dra -1 = 0/"0%a

Dl f-f=0,eger n tek sayr ise

Dyf-g=(=1)"Dyg-f (3-3)
D,a-b=D"'D,a-b

D;Leplm . eme — (pl — p2)me(Pl+P2)m

SAREE R

Geri kalan ozelliklerin bazilar1 konuda gerektiginde verilecektir. Bilineerlegtirme
igsleminin daha kolay anlagilmasi i¢in Hirota’min kitabindan (Hirota, 2004) alinan bir

ornek tizerinde yontemin nasil uygulandigi asagida incelenmistir.

3.1.2 KdV denkleminin bilineerlestirilmesi ve soliton

cOziimleri

1985 yilinda Korteweg ve de Vries tarafindan olugturulan
Uy + 6UUy + Upgy = 0 (3.4)

KdV denklemini ele alalim (Korteweg ve Vries, 1895).
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Bilineer forma doniigtiirmek icin kullanilan, rasyonel, logaritmik ve bilogaritmik
doniisiim gibi bir ¢ok degisken doniistimii mevcuttur. Hirota, kitabinda ayrintili olarak

diger doniigiimlere de yer vermistir. Ilk olarak (3.4) denklemi
up + 3(u?)y + Ugpge = 0 (3.5)

seklinde diizenlenlenebilir.

U= W, (3.6)

olmak iizere bu doniigiim (3.5) denklemine uygulanip, x’e gore bir kez integre edilirse

¢ integrasyon sabiti olmak {iizere
Wy + 3(Wg)? 4 Wage = € (3.7)

denklemi elde edilir.

= 2(log f) s (3.8)

logaritmik doniisiimiine denk olan
= 2(log f). (3.9)
doniigiimii, (3.7) denkleminde yerine yazilirsa
2(10g f)at + 3[2(10g f)aa]® + 2(10g f)az =

ifadesi elde edilir. D operatoriiniin tanimi geregi

245 log f = fo

Dth .
26xat log f = 2735t (3.10)
2 .
22 log f = Defl — 3(Pall)?

egitlikleri yazilabilir. Buna gore KdV denklemi,

Dif-f
f2

3=

D.Dif - f D2f-f\* Dif-f
72 +3( 2 )+ 7
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olarak yeniden diizenlenir ve

Dy(Dy + D) f - f = cf?

bilineer denklemi elde edilir. Soliton coziimler bulunurken denklemdeki integrasyon

sabiti ¢ = 0 secilebilir. Buna gore bilineer formun son hali
Dy(Dy+D3)f- f=0

olacaktir.

Soliton ¢oziimleri bulabilmek i¢in f fonksiyonunun
f=14efi+efot+edfa+--- (3.11)

seklinde kiigiik bir ¢ parametresine gore aciliminin yapildigi, pertiirbasyon metodu
kullanilir. Genellikle bu yontem kullanilirken, acilim £ parametresinin sonsuz merte-
beleri ile devam eder ve uygun bir sonlu mertebesinde agilim kesilir. (3.11) denklemi,

bilineer denklemde yerine yazilip ¢ parametresine gore diizenlenlenirse

e: Do(Dy+D3)(fr-1+1-f1)=0
€2 Dy(Dy+D3)(fo- 1+ fi-fi+1-fs)=0

(3.12)
e Do(De+ DY) (fs- 1+ fo- i+ fi-fat1:f3)=0
olacaktir.
Birinci ifadeden f; icin lineer diferensiyel denklem
9.(2 + 8—3 fi=0 (3.13)
or \ot = 93) 7" ‘
seklindedir. Solitary dalga ya da bir-soliton ¢oziim igin f
fi=en (3.14)

seklinde segilmelidir. Burada soliton ¢oziimiin faz degigkeni 7, = Piz + Q1t + 79 olmak
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iizere, yayllma bagintisi

dir.

2 nin katsayisi ele alindiginda ise

00 2Jra—g fo=—D.(D;+ D) f, - f (3.15)
dr \ot = og3) 72 TNt T TRl '

yazilabilir. (3.3) denkleminin beginci 6zelligine gore f; = e™ ifadesi, (3.15) te yerine

yazilirsa denklemin sag tarafi sifir olur. Boylece fy = 0 secilebilir. Yani f acilimi

f=1+¢f;

seklinde kesilebilir. ¢ parametresi de faz degiskeni igerisindeki 79 faz sabiti igerisinde
aliabileceginden

f=14en (3.16)
elde edilir ve bu da bilineer denklemin tam ¢oziimiidiir.

Iki-soliton ¢6ziim bulunurken, f; icin

fi=en +e™ (3.17)

olacak sekilde, lineer iist iiste bindirme kural uygulanir.

Burada n; = Pz + Q;t +1?, ¢ = 1,2 olmak iizere lineer olmayan yayilma bagimtisi
Qi+ P =0 (3.18)
dir. Ayrica (3.3) denkleminin beginci 6zelligine gore
DI Die™ e = (Pp — Py)™ () — Qy)"eh (3.19)

seklinde bir sonug cikarilabilir.

(3.17) ifadesi, €% nin katsayis1 olan (3.15) denkleminde yerine yazilirsa yukarida
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gecen (3.19) ozelligi de kullanmlarak

Do(De+ D) f1 - fr
— D.Z‘(Dt _I_ Dg’;)(enl _|_ €n2) . (6771 _I_ 6772)

(3.20)
= 2D, (D; + D3)e™m - e
= 2<P1 — Pg)[Ql — QQ -+ (Pl — P2)3]6771+n2
esitligi yazilabilir. Bu denklemin ¢oziimii ise
fa = agge™ (3.21)

seklinde se¢ilmelidir. (3.20) ve (3.21) da bulunan bu ifadeler (3.15) ifadesinde yerine

yazilirsa
2P, — P[4 — Qy + (P, — P)?]
2(PL + P[0 + D + (P + Py)?)

a2 = —
elde edilir. (3.18) da bulunan esitligin de yerine yazilmasi ile

(P — Py)?

Q12 = _(P1 + P2)2

(3.22)

oldugu gortiliir.

fs i¢in, yukarida verilen f; ve f, ifadelerinin £ {in katsayisinda yerine yazilmasi ile
Do(Di+D)(fs -1+ fo- i+ fi-fa+1-f5)=0 (3.23)

[Do(De+ D)1+ f3+ f3- 1) = =[Da(De + D) (f2 - fr + f1- fo) (3.24)

— 2D.’L’(Dt —|— Dg)enl—i_’rb . (6771 + 6”2)
= 2P5(Qy + P3)e*Mmt2 + 2P (Qy + PP)emnt2m

bulunur. (3.17) de verilen yayilma bagintisinin (3.24) te yerine yazilmasi ile denklemin

sag tarafi sifira egit olur. Boylece asikar ¢oziim olan f3 = 0 olmalidir.

f3 = 0 icin * iin katsayisindan

Do(Dy+D2)(fa- 1+ fo- fa+1-f1) =0
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yazilir. Homojen olmayan terim
Do(Di+ D) fz- fo=0

olup, yine f; = 0 secilebilir. Elde edilen tiim bu sonuclar f 'nin pertiirbasyon aciliminda
yerine yazilirsa

f=1+¢e(eM +e”) + ’ajem™ (3.25)

bulunur. Yine ¢ parametresi 7]? faz sabitlerinin igerisinde alinabileceginden
f=14en+e"”+ appehtm (3.26)

seklinde yazilabilir. Bu ¢oziim saga dogru ilerleyen iki solitonu ifade eder. Uzun olan
soliton bir siire sonra kisa olan solitondan daha hizli ilerleyip onu gecer ve ¢oziim
farkli ¢ zamanlarinda incelendiginde, dalgalarin etkilesim sonrasinda da sekillerini ko-
ruduklar goriiliir. f nin acilimindaki a2 terimi ise iki solitonun etkilesimi sonrasi faz

degisiminden sorumludur.

Not 3.1.2 Genel olarak bilineer denklemi F'; Dy, D,, ... operatorlerinin genel bir poli-
nomu olmak tzere

F(Dy,Dy,..)f-f=0 (3.27)

seklinde ele alinsin.

D = (D, D,,...)

icin (3.27) ifadesi
FD)f-f=0

formunda yazlabilir. Buna gére iki soliton ¢ézim i¢in

PliPQZ(Qlﬂ:QQ,Plﬂ:PQ,...)
0 =(8;,0,,...)

olmak 1izere
F(P, —Py)
F(D)en .l = 2~ ~ 2 B(H)eMntn2
(D)em-e™ = T p 7P, F )
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olacak bicimde genel bir sonu¢ ¢ikartilabilir. Lineer olmayan dagilma bagintisy ise
F(P)=0 (i=12)

olup a1z faz degiskeni

 F(P,—Py)
a1z = TFP, 1 Py) (3.28)

seklindedur.

KdV denkleminin ti¢ soliton ¢oziimii i¢in yukaridakine benzer sekilde iglemler yapildiginda

pertiirbasyon metodundan

f = 14+ e 4B (329)
+a126n1+n2 + a13€771+773 + a23€772+7i3

+a123€771+772+773

elde edilir. Burada i, j = 1,2,3 olmak iizere i, = Pz + ;t + 1 igin lineer olmayan

yayilma bagintis1 ©; + P? = 0 dir. Ayrica
(3.30)

olup, (3.29) denklemindeki son terimin katsayisi aj23 = a12a13a93 seklinde yazlabilir.

Genel olarak N soliton igin

secildigi taktirde f acilimi

N N
> umﬁrZ_ Aij#i#ﬂ

f — Ze[izl i<j

seklinde ifade edilebilir. >~ sembolii 1y = 0,1, py =0,1,..., py = 0,1 igin tiim olasi
N

ihtimallerin toplamini, ) ise {1,2..., N} kiimesinden segilen tiim olas1 (4, j) ¢ifti igin
i<j

1 < j sartini saglayan toplami ifade etmek i¢in kullanilir.

FD)f-f=0
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bilineer denklemi N soliton ¢oziime sahiptir ve P; = (€, P;,...) olmak iizere faz
degiskeni
FP,-P,)
= —— 97 3.31
YT T FRP 1 Py) (3:31)

ile verilir. Burada F'(D) fonksiyonu keyfi olmayip

N (N)

Z F (Z JZP1> H F(Usz - O'ij)O'iO'j =0 (332)
i=1 i<j

sartini saglamalidir. Burada ) sembolii 07 = 0,1, 0o =0,1, ..., oy = 0,1 i¢in tiim

olas1 ihtimallerin toplamim ifade edip, (3.32) ifadesi Hirota sarti olarak adlandirilmak-

tadar.
Not 3.1.3
u=2(In f)s

gibt bir doniisim ile lineer olmayan bir denklem, bilineer formda yazilmak istendiginde,

asagida verilen dondigiimler: kullanmak biyiik kolaylik saglamaktadar.

-

I
S

-

Upw + U2

-
< xrﬁ \|
I

SN L S

Upgaww + 1DUzzu + 1503
futtdxdz
Uyt + 3u [ ugd,

(3.33)

-

NN RO 8k BN

\rﬁ \|‘~
D <l

—

~

I~

S 3=
I Il

5

Fakat kullanilacak olan u dontistimiine gore bu egitliklerdeki sag tarafta yer alan ifadeler
degisebilir. Yapilan déniisiime gore yukaridaki ifadeler tekrar diizenlenmelidir. Ornegin,

u=2(In f), geklinde bir doniigim kullanilacaksa besinci sirada olan éozellik yerine

I-f

3
DDy

= Ugpgt + Uzl (3.34)

kullanalar.
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3.2 Riemann Theta Fonksiyonu

n = (ng,...,ny)" € Z" tamsay1 degerli bir vektor, s = (s1,...,sy)7 € CV ve
€= (e1,...,en)T € CV kompleks vektorler ve &€ = (&,,...,&x)T € CV kompleks degerli
faz degiskenleri olmak iizere, N boyutlu iki vektoriin i¢ carpiminin

< u,v >=uv; + - - - + unyvy seklinde tanimlandigi

ﬁ(&({’ s | 7_) _ Z 6m'<7'(n+s),n+s>+27ri<£+€,n+s> (3.35)
nezZN

¢ok boyutlu Riemann theta fonksiyonu ele alinsin. Burada theta fonksiyonunun periyot
matrisi -iT = —i(7;;) olup N x N tipinde reel degerli simetrik bir matristir ve theta
fonksiyonunun keyfi bir parametresidir. Farkas'm kitabinda (Farkas ve Kra, 2001)
(3.35) denkleminde goriilen Fourier serisinin reel degerli bir fonksiyona yakinsadiginin
ispatin1 verilmigtir. Periyot matrisi olan ve -¢ ile carpilan 7'nun, reel degerli olabilmesi
i¢in simetrik matris gsartlarini saglamali ve 7 matrisi her bir elemani sanal olacak sekilde
bir matris olarak secilmelidir. Kolaylik olmasi bakimindan ¢ = s = 0 igin ¥(¢,0,0 |

7) =9(&,7) fonksiyonu,

19( 77_) _ Z em’<nr,n>+27ri<£,n> (336)

neZN

seklinde kullanilabilir.

Baz caligmalarda Riemann theta fonksiyonu

19(5,7') _ Z 677r<m',n>+27ri<5,n> (337)

nezZN
bigiminde tanimlanmigtir (Fan, 2009). Fakat yukaridakinden farkh olarak serinin yakin-
sak olabilmesi i¢in 7 = 7,; matrisi pozitif tamimh ve N x N tipinde reel degerli simetrik

bir matris olarak alinmalidir.

Ozellik 3.2.1 (¢, 7) theta fonksiyonu

WE+1+71,7)=e ™ 2EY (€, T) (3.38)
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olacak sekilde 1 ve T vektérleri, 1 ve e ™ 2™ carpanl theta fonksiyonunun periyotlar:

olarak ele alinabilir. Burada 1 ve 7, ¥(&,7) theta fonksiyonunun periyodu olmayip

R, 1), 0 In[d(E+e,7)/I(E+h, T)] ve I(E+e, T)0(E—e, 7) /9 (E+h, T) ifadelerinin

periyodudur (Mumford, 1983).
ispat:

Rieman theta fonksiyonu N =1 igin

I, T) = Y exp(min®T + 2miné)

nez

seklinde tanimlanir.

VE+1+7,7) = exp(min®t +2min(é + 1+ 7))
nez

= Y exp(min’t + 2miné + 2win + 2minT)
nez

= Y e exp(mi(n + 1)*7 + 2miné — mit)
nez

e?™ = (1)", olup kalan ifadede n + 1 = m yazilirsa

= Y exp(mim?7 + 2mi(m — 1)§ — miT)
mEZ

= Y exp(mim?T + 2mimé — 2mié — wiT)
meZ
= exp(—miT — 2mi&)V(€, T)
ifadesi elde edilir.

Ozellik 3.2.2

f(&), C tzerinde tanimly meramorf bir fonksiyon olsun. Buna gére

i) f(&) =M, 7), (€C

.. . Y (E+e, T

i1) f(f)—aglnﬂ((gim)), & e heC

iii) f(€) = 0 MEGEE=T, € e, heC

seklinde yukaridaki ii¢ ozelligi saglayan f(§), & € C olmak iizere

fE+1+ir) = f(§)

esitligini saglar (Mumford, 1983).

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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ispat:

(3.38) egitligi kullanilarak

8519(§+1+iT,T)__ . 8519(577')
WEririnn - T e
veya
OenI(E+1+ir,7) = —2mi + O In¥(€, 7) (3.44)

yazilabilir. (3.44) esitliginde her iki tarafin, £ ye gore bir kez tiirevi alimrsa, (3.42)
deki 7) kogulunun saglandigr gosterilmis olur. Benzer sekilde ii) ve iii) igin de ispatlar

yapilabilir.
Not 3.2.3 Yukarida verilen 6zellige gére Riemann theta fonksiyonu
203 (In9(&, 7))

dontigiimiiyle periyodiklik ozelligint saglar ve bulunan ¢éziimler periyodik ¢éziim olarak

adlandirilir. Fakat tezdeki denklemlerin ¢éziimiinde
u=20,(Inv(&, 7)) (3.45)

dondigtimi kullanilacakter. Yani (3.44) ten de gorildigi dzere, theta fonsiyonu tam
olarak periyodik olmayacak, dolayswyla bulunacak olan ¢ozimler kuasi periodic (hemen

hemen periyodik) olarak adlandirilacaktur.
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4. HIROTA-RIEMANN METODU

4.1 Lineer Olmayan Denklemler I¢in Hirota-Riemann
Metodu
Ik olarak N + 1 boyutlu

N (U, Uy Uy y Uy« ooy Uy o) =0 (4.1)

seklinde lineer olmayan bir denklemin en genel formunu ele alahm. ¢ € R zaman,

T1,Ts, ..., Ty uzay degiskeni olmak iizere N bir polinom fonksiyonudur. ilk olarak
u=adyIn f(X,t) (4.2)

gibi bir degisken doniigiimii, (4.1) denklemine uyguladiginda a bir sabit,

X = (21,29,...,xn), A = (2", 257, ..., 2") ve n =ng + ny + - - - + ny olmak iizere
H(DJCUDSCm"'7DSCN7Dt)f(X7t)'f(th):O (43)

seklinde (4.1) in bilineer formu elde edilir. Hirota'nin bilineer teorisine gore (4.1) denk-
lemin = px;+vas+---+Quey+vy(p, v, ..., Q)t+0 faz degiskeni, p, v, ..., 2, sabitler

ve y(p, v, ..., Q); v, ..., 8 sabitlerinin bir fonksiyonu olmak iizere
uy = ady In(1 + e") (4.4)

seklinde bir-soliton ¢dziime sahiptir.

Benzer sekilde iki-soliton ¢oziimiin faz degiskeni n, = p,x1 + vizg + -+ + Qun
(s Viy -+ ) E+ 04y0 = 1,2 icin eM2 = O(u;, vy, ... Q) ve v da p;, vy, . .., keyfi

sabitlerinin bir fonksiyonu olarak tanimlanmak iizere

Uy = ady In(1 + €M + e 4 M tmatiz) (4.5)
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seklindedir.

Ug-soliton ¢oziim ise i = 1,2, 3 igin n; = ;o1 +vwa+- -+ Qwy + (g, viy ., )t
+0; faz degiskeni, j,I = 1,2,3, j < [ icin et = O(u,, vs,... %), iy Viy o, iy 6
sabitler ve v; p;, v, ..., $; keyfi sabitlerinin bir fonksiyonu olmak iizere

uz = ad¥ In(1 + eM + e"2 + els  entmti

(4.6)
_|_€771+773+A13 + ell2Tn3+Az23 + 6771+712+713+A12+A13+A23)

seklindedir.

Bu yontem ile lineer olmayan denklemlerin ¢ok periyotlu periyodik ¢oziimlerini olus-
tururken, (4.3) bilineer denklemin genellestirilmis formu kullanilir. Yani (4.1) denklemi-

nin ¢oziimiiniin, || — 0 ve u — wg asimptotik sartlar altinda

u = up + ady In (&) (4.7)

oldugu diigiiniiliir. Burada ug, (4.1) denklemi saglayan ozel bir ¢oziimdiir ve faz

degigkeni olan & = (&;,...,&0)T, & = aumy +pa + - +wit + &, i = 1,2,... N

seklindedir.

(4.7) denklemi (4.3) de yerine yazilip, x; e gore bir kez integre edilirse ¢ = ¢(xa, ..., t)

integrasyon sabiti olmak tizere

L(DyyyDyyy.os Doy DO)Y(E,T)(E,T) = H(Dagyy Dayy ooy Dayy Dy )0(E,7)09(€,7) =0
(4.8)
elde edilir.

Not 4.1.1 Soliton ¢oziimleri olustururken ¢ = c(xa, . . ., t) integrasyon sabiti sufir segilebilir.
Fakat eliptik fonksiyonlar genelde sifir integrasyon sabitli denklemleri saglamazlar. c,

periyodik ¢oziimler i¢in onemli bir rol oynar ve sifirdan farkl secilmelidir.
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4.1.1 Bir-periyodik dalga c¢oziimlerin bulunmasi

Teorem 4.1.2 £ = axy + pro + - - - + wt + € faz degiskeni ve Im(7) > 0 i¢in

o0

S L(4nmia, dnmip, . . . Anmiw)e? T = ()
ey (4.9)
S L@2mi(2n — 1a, . .., 21i(2n — 1)w)e@r*-2ntrit —

sistemint saglayan Riemann theta fonksiyonu

19(&, 7_) _ Z ewin27+27rin§ (410)
seklinde tanimlanmak izere
u=ug+ ady Ind(&, 1) (4.11)

ifadesi ¢oziimii istenen denklemin bir-periyodik dalga ¢ozimidir (Tian ve Zhang, 2010).
ispat:

(3.3) te verilen ozellikler yardim ile

£<D.Z’17 D:vza s 7D£13N7 Dt)ﬁ(gvT) ) 19(577—)
— Z Z L(Dzla D5E27 . Dx]\” Dt>e7r7jm27'+27rim£ . ewin27+27rin§

m=—0o0 N=—00

= 3 S L@2mi(n —m)a, 2mi(n —m)p, . .., 2mi(n — m)w)em i )T 2miimn)g

m=—00 Nn=—00
esitligi yazilabilir. m’ = m + n doniigiimii ile

%]

= > L@ri(n —m)a, 2i(2n = m)p, ..., 2mi(2n — o)

olmak iizere

= Z Z {L(27mi(2n — m)a, 2mi(2n — m/)p, ..., 2wi(2n — m/)w)

m/=—o0 n=—00

Xeﬂ"L[TL +(n—m')? ]T} eQm'm'{ (412)

> L(m)ee

m/=—o00

(1>
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bulunur ve n’ = n — 1 alinirsa

= i L(2mi(2n" — (m' — 2))a, 2mi(2n" — (M —2))p, ...

,2m'(2n’ — (m/ — 2))w)e”i[”,2+(n,_(m/—2))2]T . 627ri(m’—1)7'
~ L, E 0 eﬂ'imlﬂ" m' cift
_ E(ml o 2)627rz(m -7 ... — ( ) C m/7n’ c7

L(1)em ' +D7 ! tek

elde edilir. Burada £(m’) fonksiyonu £(0) ve £(1) fonksiyonlarina baghdir. Eger
L£(0) = L£(1) = 0 ise L(m/) = 0, m' € Z olur ve bdylece theta fonksiyonu (4.1)
denkleminin tam ¢oziimii olur yani £(D,,, Dy,, ..., Dyy, Dy)9(&,7) - 9(€,7) = 0 dur.
Eger

L0)= 3 LAnmic,dnip, ..., dnmwiw)e?’ ™ =0

(4.13)
L(1)= 3 L27i(2n —Da, ..., 2mi(2n — 1)w)e®’ 240t —
sistemi (w, ¢)T vektoriine gore ¢oziilebilirse
u = ugp+ ady Inv(, 1) (4.14)

bir periyodik ¢oziim elde edilir. Burada w ve ¢, (4.13) sisteminden bulunacak olup,
diger parametreler o, p, ..., 7, ve ugy keyfi olarak secilebilir.
Bir-periyodik dalgalarin asimptotik durumu ve grafik 6zellikleri

1. Bir periyodik dalga ¢oziimleri bilinen bir boyutlu dalgalardir yani tek bir ¢ faz

degiskenine sahiptirler.
2. 1 ve 7 gibi iki temel periyotlar1 vardir.

3. Alinan tiim ¢ zamanlar igin bir tek dalga sekli vardir ve bir-periyodik dalgalarin

sekli cakisan bir-solitary dalgalarin paralel olarak iist iiste binmesi ile olugur.

Simdi bir-periyodik ¢oziim ile bir-soliton ¢oziim arasindaki iligkiyi veren bir teorem-

den bahsedelim.
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Teorem 4.1.3 (4.1) denklemi, (4.4) te verilen bir-soliton ¢ézim i¢inn = pxy + vrs +
o+ Qen + (v, .., Q)+ 6 seklinde bir faz degiskenine sahipken, (4.14) te verilen
bir periyodik ¢ozim ise & = axy + pro + - - - + wt + € geklinde bir faz degiskenine sahip
olsun. Buna gore parametreler arasindaki iliski

W v v — mT
A=——, p=—"——y.., E=

4.15
211 ( )

olarak secildigi taktirde, ™™ = \ olmak tizere A\ — 0 iken

w0, c—0, ¢ -1 0

4.16
27 ( )

gibi bir asimptotik iliski bulunur ve (4.14) te verilen bir-periyodik ¢oziim
HET) — 1+

olup bir-soliton ¢ozimii verir.

N =1 igin (3.36) da verilen Riemann theta fonksiyonu seriye acildiginda

W, T) = i emin?T+2ming

n=—0oo

— ] 4 emITHRME | omiT—2mig | AmiTHAmE 4
elde edilir. ¢ — é;%” icin A = ™" alinirsa yukaridaki ifade
DET) =1+ + A2 (e E 4 eX) 4
seklinde yazilabilir. A — 0 i¢in
9(ET) =1+ (4.17)

bulunur. (4.15) sartlar (4.17) ifadesinde yerine yazldiginda & — 7 olup, denklemin
bir-soiton ¢oziimii yani

W, 7)=1+¢"

elde edilir.
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(4.15) sartlar altinda bir-periyodik ¢oziimiin ¢ — 0 ve w'nin da yayilma bagin-
tisi verdigi her bir 6rnek icin yeri geldiginde gosterilip, yayilma bagintilarinin elde
edilmesi ile de bir-periyodik ¢oziimlerin (4.15) sartlar1 altinda bir-soliton ¢oziimlere

gittigi gosterilecektir.

4.1.2 Iki-periyodik dalga ¢oziimlerin bulunmasi

Bu boliimde ashinda bir periyodik dalga ¢oziimlerinin iki boyutlu genellesmis hali

olan iki periyodik dalgalar ele alinacaktir. N = 2 durumu i¢in Riemann theta fonksi-

yonu
R R (118
neZ?
seklindedir. Burada n = (ny,n)T € Z2, & = (§,§&) € C2

& = qiry + pre + - Fwit + &4, 1 = 1,2 ve —i7 pozitif tamimli, 2 x 2 tipinde reel
degerli simetrik bir matristir ve

Ti1 Ti12 9
T = s Im(7'11> > O, Im(ng) > 0, T11T22 — T1g < 0 (419)

Ti2 T22
sartlarim1 saglamalhidir.

Teorem 4.1.4 &, = o;x1 + pya + -+ +wit + &5, 1 = 1,2 ve oy, p;, ... ,wi, & € 72,

1 = 1,2 iki-periyodik ¢ozimiin faz degiskeni

S L2mi < 20— 0, a0 >,...,21 < 2n — 0;,w >)emisTl)n—bi>+<rnn>] —
nez?

(4.20)
sistemini saglayan V(& &, 7) Riemann theta fonksiyonu ve

02’ = (91 92)T ’ 01 = (OaO)Ta 92 = (170)T7 03 = (07 1)T7 94 = (17 1)T7 L= 172a374 theta

1771

fonksiyonunun karakteristikleri olmak tizere
u = uy + ady Ind(§; &y, 7) (4.21)

ifadesi (4.1) denkleminin iki-periyodik dalga ¢ézimidir (Tian ve Zhang, 2010).
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ispat:

(4.18) theta fonksiyonunun (4.8) denklemini saglamasi icin, denklemin sol tarafinda

(3.3) te verilen ozellikler kullanmlarak yerine yazilirsa

‘C(Dﬂclv Dxm SRR DIN? Dt>19(€17£277—) ) 19(€17€277—)

= > LERri<n—m,a>2mi<n—m,p>,....2T<n—mw>)
m,neZ?

X 627r7l<§,m—&-n>—|—ﬂ'i(<7'm,m>-|—<7'n,n>)
bulunur. Yukaridaki esitlikte m’ = m + n yazildig1 taktirde

= > s> LT <2n—m/ a>2mi<2n—m/;p>,....21 < 2n—m' w >)
m’'€Z? \neZ?
% eﬂi[<7’(n—m’),n—m'>+<7'n,n>]} e27ri<§,m'>

>

Z ‘E(Tn/17 m/2)62m'<£,m/> _ Z E(m/)e2m'<£,m’>
m! €Z? m'€Z?

elde edilir. n' =n —4;;, j =1,2 i¢in

L(m') = L(m,mh) = 3 L(2mi < 2n—m',a >, 210 <2n—m',p>,...,
nez?

2me < 2n — m’) w >)@7Ti[<7(”—m'),n—m'>+<7'n,n>]

2 2
= 2 L@mi 3 [2n; — (mg = 20i)]eu, 2mi 3 [2n; — (mj — 2645)1pi, - - -,
i=1 =

nez? i=1

; !
T — mi 35 [(ni+0i5)(ng+0k;)+(mf—ng—0i5) (my,—nj —8k;)]Tik
211 21271[2”; (m’ 2(51‘7)]( Vi)e i k=1 7 k J j P J

)

B £:<m/1 2, ) e2milmi D Rmimgi: -
L(ml,, miy — 2)e2miltms—Draat2mimiria  j — o
yazilabilir. Burada 6;; Kronecker delta olup £(m'), m' € Z?, £(0,0), £(1,0), £(0,1)
ve £(1,1) fonksiyonlar tarafindan belirlenir. Yani eger £(0,0) = £(1,0) = £(0,1) =
L£(1,1) = 0 ise L(m') = 0 olup theta fonksiyonu (4.1) denkleminin tam ¢oziimii olur.
0; = (0;,00T , 0, = (0,07, 6, = (1,007, 5 = (0,1)", 6, = (1,1)7,

177
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1 = 1,2, 3,4 karakteristikleri i¢cin

L£(0,0)= 3 L2 <2n— b1, >,...,2m0 < 2n — b0,w >)
nez?
Xewi[<7’(n—01),n—91>+<Tn,n>} =0

L(1,0)= 3 L2 <2n — by, >,...,270 < 2n — b, w >)
nez?
Xem’[<7’(n—¢92),n—92>+<Tn,n>] =0
. (4.22)
L£(0,1)= > L(2mi<2n—03,a>,...,2m < 2n — O3, w >)
nez?
Xeﬂ'i[<7—(n—c93),n—6'3>+<Tn,n>] =0

LO,1)= Y L2 <2n—04,00> ...,210 < 2n — 04,0 >)
nez?
Xeﬂi[<r(n794),n794>+<Tn,n>} =0

sistemi elde edilir ve sistemin ¢oziimii ile birlikte denklemin iki periyodik c¢oziimii
bulunur. Burada wy,ws,uy ve ¢; (4.22) sisteminin ¢oziimiinden elde edilirken, diger

a1, Q, P1, Pay - -5 E1,E2, T11, T12, To2 gibi 2N + 3 tane parametre de keyfi olarak secilir.

iki-periyodik dalgalarin asimptotik durumu ve grafik 6zellikleri

Bir-periyodik dalgalarin iki boyutlu genellesmis hali olarak diigiiniilebilir.

1. Iki-periyodik dalgalar &, ve &, gibi iki adet faz degiskenine sahiptir.
2. Iki-periyodik dalgalar 2NV tane temel periyot icerir.

3. Dalganin faz degiskeni &, = a;z+p,y+ ... +w;t + 0o olmak iizere eger parametreler
arasinda

Q2 _ P ) (sabit say1) (4.23)
ar P

seklinde bir iligki varsa, iki-periyodik dalga aslinda bir boyutlu olur ve bir-periyodik
dalga gibi davranir. Bu sebeple yukaridaki sart1 saglayan dalgalar dejenere iki-

periyodik dalgalar olarak adlandirilir.

4. Eger bu parametreler yukaridaki iligkiyi saglamaz ise yani

%%@7&... (4.24)
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ise A1, Ay sabitler olmak tizere £; = A\ ve £, = Ay olup herhangi bir ¢ zamaninda

tek bir noktada kesigirler. Bu nokta ise ¢t zamani degistik¢e uzay diizleminde

sabit bir hizla hareket eder. Eger faz degiskeni &, = a,x + p;y + kiz + wit  ise

parametreler arasi iligki

QlQ
= o

£

N

— ke o P2 g k2 a2 4 P2 4 E2
k1’ ai 1 7é}€1’ ag P1 7'ékl

olacak gekilde aranmalidir (Tian ve Ma, 2014).

(4.25)

Iki fazli her ¢oziim aslhinda iki boyutludur fakat = ya da y eksenleri dogrul-

tularinda periyodik olmak zorunda degildir. Eger c¢oziim hem = hem y dogrul-

tusunda periyodikse simetrik ¢6ziim olarak adlandirilir (Dubrovin, 1997). 1989

yilinda yayinlanmig olan (Hammack vd., 1989) makalesinde

- Qg P9
Ti1 = T22, — = ——

oy P1

(4.26)

segilmesi durumunda bulunan ¢oziimiin simetrik olacag: belirtilmigtir. (4.25) teki

gibi esit secgilmedigi durumlarda asimetrik ¢6ziim olarak adlandirilacaktir.

Teorem 4.1.5 (4.1) denklemi, (4.5) te verilen iki-soliton ¢oziim igin, 1 = p1;21+v;72+

oty 4y, (v, Q)E05 (5 = 1,2) seklinde bir faz degiskenine sahipken, (4.21)

de verilen iki-periyodik ¢ozim ise §; = a;xy + p;Te + -+ + wit + &5 seklinde bir faz

degiskenine sahip olsun. Buna gore parametreler arasindaki iligki

Ky i Y T TGy o Aig
Oéj—— e 5]'—T, T12 — ——

seklinde secildigi taktirde, Ay = €™t \y = ™22 jcin A\, Ay — 0 iken

Ny — TTjj

up— 0, ¢—0, §— 5

gibi bir asimptotik iliski bulunur ve iki-periyodik ¢ozim
19(517 527 T) — 1 + e —+ ez -+ €W1+772+A12

seklinde iki-soliton ¢ozimii verir.

(4.27)

(4.28)
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ispat:
N = 2 i¢in Riemann theta fonksiyonu

19(51 52 7_) — Z 67m’<m,n>+2m'<£,n>
Y ?
neZz?

_ Z 62m’(§1n1+§2n2)+m'[n1(Tunl+712n2)+n2(r12n1+722n2)]

n1,no€Z2
=1 + e27ri£1+7ri7'11 + 6727ri£1+7ri7'11 4.

seklinde seriye acilms halde yazilsim. Yukaridaki ifadede & ; — 2mi§; + miTj; alinip

A1 = ™ Ny = €722 yazilirsa
V&, o 7) =1+ ef1 4 efz 4 hrtlataminiz )\fe*gl + )\36’52 4.
olup, A, Ay — 0 iken
9(Ey, E0,7) = 14 €8t 4 b2 4 brtlat2minz
ifadesi bulunur. (4.27) deki ifadeler yerine yazilirsa, iki periyodik ¢oziimiin
D€, &, T) — L+ €M + 2  emimatie

seklinde iki soliton ¢oziime gittigi goriiliir.

Coziimii bulunacak olan her bir denklem igin (4.20) sisteminin ¢6ziimii ile bulu-
nacak olan w; lerin (4.27) sartlar1 altinda dagilma bagintisin vereceginin gosterilmesi

ile birlikte ispat tamamlanmig olur.

4.1.3 Uc-periyodik dalga ¢bziimlerin bulunmasi

N = 3 i¢in Riemann theta fonksiyonu

IET) = V(6 &€ m) = Y emTT IS (4.29)

nez3
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seklindedir. Burada n = (ning,n3)’ € Z?, & = (§,&,&5) € C? igin & = vz +
p;y+-+wit+e;, 1 =123 olup —it, 3 x 3 tipinde pozitif ve reel degerli simetrik bir
matristir yani 1 < k < 3 i¢in simetrik matrisin tiim k& X k tipindeki tist sol matrislerinin

determinantlar1 pozitif olmalidir. Bir bagka deyisle

T11 T12 T13
T=|T7T12 To2 To3 (4.30)

T13 T23 T33

i¢in periyot matrisleri
Im7y; >0, 71179 — T2y < 0 ve det(7) < 0.

sartlarin saglayacak geklinde segilmelidir. (Lu ve Zhang, 2010).

Teorem 4.1.6 &, = oz + p;y + -+ +wit + 6; ve g, p;, ..oy wi, 0; € Z3 i =1,2,3 faz
degiskent

> HQ@mi<2n—0j,0>,...,21 < 2n—0;,w >)em SO0 n0zt<me=l — g (4.31)

nez3

sistemini saglayan (&, §,&3,7) Riemann theta fonksiyonu ve theta fonksiyonunun

karakteristikleri 0; = (0},6%,65)", 61 = (0,0,0)", 6, = (0,0,1)", 65 = (0,1,0)7,

Jr 7y
0y = (O,l,l)T, 0 = (1,O,O)T, O = (1,0,1)T, 0, = (1,1,())T, s = (1,1,1)T

j=1,...,8 olmak tizere
U = up + aaﬁ lnﬁ(gl,gw 537 T) (432)

ifadesi (4.1) denkleminin tg-periyodik dalga ¢ozimaiidiir.
ispat:

(4.29) ifadesi (4.8) denklemini saglamas igin, denklemin sol tarafinda, (3.3) te ve-

rilen 6zellikler kullanilarak yerine yazilirsa

H(Dl’? Dy? DZ? Dtﬁ%ﬁla 527 537 T)'ﬁ(gla 527 537 T)
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= > HQmi<n—m,a>,....21<n—mw>)

m,neZ3 (433)
% e?m'<§,m+n>+7r7j(<Tm,m>+<’rn,n>)
elde edilir. m' = m + n i¢in
= > {> H2mi<2n—m/ia>,....21 <2n—m',w >)
m/€Z3 neZd
% 67ri(<7'(nfm’),nfm’>+<7'n,n>) }€2m'<§,m’>
= Z f[<m,1a m/27 mg)€27ri<§,m’>
m/€Z3
= S H(m)er™<¢m'> ) = m+n
m/ €73
yazilabilir. n’ =n —§;;, j =1,2,3 doniistimii yerine yazilirsa
H(m') = H(mj, m5,my)
= S HQ2mi<2n—m/,a>,...,2m < 2n —m',w >) er<Tnmm)n—m>t<rnn>)
nez?
3 3
- / !/ . !/ !
= >, H(Q2mi) [2n, — (m};— 20;;)]cu, ..., 270 Y [2n} — (m} — 20;;)|w;)
TLEZS i=1 =1
3
L kZ 1[(n§+5ij)(n2 F0k5)+(mf—ni—6i5) (M —nj —0k;)|Tik
xXe k=
f{(mll _ 2’ m/2’ mg)e2m’(m/171)711+27ri(m’2712+m’37-13) ’ ] -1
— lﬁ[(mll, m/2 -2, mg)e%ri(m’z—1)722+27ri(m’17'12+m’37-13) L j=2
f;[(mll, m/z’ m/3 _ 2)627ri(mg—1)733+27ri(m’1ﬁl+m’2712) ,i=3
(4.34)

bulunur. m} = 0,1, mj = 0,1, mj = 0, 1 ifadelerinin tiim kombinasyonlar: igin
H(mf, miy, m3) =0

olmahdir. Buna gore 0; = (6;,67,67)" olmak iizere 6; = (0,0,0)", 6, = (0,0,1),
0; = (0,1,0)T, 0, = (0,1,1)T, 05 = (1,0,0)T, Og = (1,0,1)T, 0, = (1,1,0)T,
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0s = (1,1,1)T, j=1,...,8 alindiginda

~

H(m') = Z H(2mi < 2n —0;,a >, ...,210 < 2n — 0;,w >)e™(<7(=0)n=0;>F<mn>)
nez3

(4.35)

elde edilir ve bu sistemin ¢oziimii ile denklemin ti¢-periyodik dalga ¢oziimii elde edilir.

Teorem 4.1.7 (4.1) denklemi,  (4.6) da werilen di¢-soliton ¢ozim igin
n = pjry +viTe + o+ Ly + yj(u, v,.o..,Dt+6;, j = 1,2,3 seklinde bir faz
degiskenine ve (4.32) de verilen ii¢-periyodik ¢oziim i¢in §; = a;r1+p;x9+- - +wjt+e;

seklinde bir faz degiskenine sahip olsun. Buna gore i,j = 1,2,3, i < j i¢in

1 vj V)~ mITjj Ayj
L B L R S 4.36
I o P T o I 27 T oy (4.36)
seklinde secildigi taktirde Ny = €™, Ny = €72 X3 = "8 olmak dizere
)\1, )\2, )\3 — 0 tken
= T jj
ug — 0, ¢—0, §J—>m—j]
271
gibt bir asimptotik iliskt bulunup
V(€1,€2,837) — 1+ e + e + e + etz
(4.37)

LeMAnat A | onatns+Azs | oMiAna s+ A+ AistAss
geklinde ti¢-soliton ¢ozim elde edilir (Lu ve Zhang, 2010).
ispat:
N = 3 i¢in Riemann theta fonksiyonu

19(517 €2a T) = Z eTi<TN,N>+2mi<E N>

nl,n27n3€ZB
=14+ (627ri§1 4 6727”'{1) eTiT11 + (627”'{2 + 67271'1'&2) eTiT22 4 (627ri§3 4 6727”'{3) eTiT33

+ (627Ti(§1+§2) + 6—27Fi(§1+§2)) emi(T11 27124 722) | (627”'(514—53) 4 6—27Ti(§1+§3)) emi(ri+2ria+Ts3) 4 L.
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seklinde seriye acilsin. Yukaridaki ifadede 5]. — 2mi; + miT;; alimp A; = eriTi

Ay = €™722 \3 = €733 yazilirsa
D€, E9,7) = 14 51 4 ef2 4 efs 4 frtbatmimn
tefitéstamitis | oEr+Eatamitag & +E+HEgt2miTiat2mitig+2miTa
FA2e8 4 \2eEe 4 \2emfs 4 N2\ 2ehiatmiT
olup, Ay, Ag, A3 — 0 iken
D(E),E9,7) — 14 b1 4 b2 4 efs 4 efrtbat2minn
tebitEatamitis | oEotEat2mitas | o +EatEs2miTiat2miTis2miras
ifadesi bulunur. (4.36) daki ifadeler yerine yazilirsa, tig-periyodik ¢oziimiin
D(&y, €0, 7) — 1+ €M 4 e 4 emtmtie

seklinde ti¢g-soliton ¢oziime gittigi goriiliir.
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5. TEKLI BILINEER FORMLAR ICIN
HIROTA RIEMANN METODU

5.1 (3+41) Boyutlu Genellestirilmis BKP Denklemi-
nin Kuasi Periyodik Coéziimii

KdV, Boussinesq ve KP denklemi gibi soliton denklemlerinin ¢oklu soliton coziimleri

mevcuttur. Bunlardan biri de (3+1) boyutlu genellestirilmis BKP denklemi olan

Uty — Uggay — 3(Uglly)y + 3y, =0 (5.1)

dir (Ma ve Zhang, 2012). Bu béliimle bir, iki ve ii¢-periyodik dalga ¢oziimleri elde
edilecek ve baz1 sartlar altinda bulunan coziimlerin bilinen soliton c¢oziimlere gittigi

gosterilecektir.

Bilineer formun yazilabilmesi i¢in
u=2(Inf), (5.2)

degisken doniigiimii kullanihr. (3.33) ve (3.34) te verilen 6zellikler dogrultusunda bu

doniigiim, (5.1) de yerine yazilirsa denklemin

(D,D; — D3D, +3D,D.)f.f =0 (5.3)

bilineer formu elde edilir. Faz degiskeni n = ux + vy + Kz + wt 4+ v olmak iizere
uy = 20,(In(1 + €)) (5.4)
seklinde bir-soliton ¢oziime sahip olup, u, v, k ve v sabitleri i¢in yayilma bagintisi

o= —3% + (5.5)
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seklindedir. Iki-soliton ¢oziim ise n; = KT + vy + Kjz+wit +;, j=1,21¢n

A (r1—v2)(@1—m2) = (p — ) (V1 —v2) +3 (11 —pip) (K1 —K2) (5.6)
(vitve)(@w1twa)— (g +ig)? (Vi+va)+3(1y +hg) (K1 +k2)

e

olmak fizere

Uy = 20,(In(1 + €™ + "2 etz (5.7)
seklindedir ve i, v, K5, 7y; sabitleri igin yayilma bagmtisi

ol 4 e (5.8)

o= 38 8 = 3

P1 P2

dir. Son olarak iig-soliton ¢oziim 1; = w;x + vy + Kkjz + @t +7;, 4, j = 1,2,3, 1 < j

icin
f=1+4en el el 4 ehtmtin
5.9
+6771+773+A13 + el tn3+Az2s + eM+n2tnz+Aiz+A13+ Az ( )
ve
Ay Wimv)(@i—o) = (b —p;)* (vi—v5) +3(—p;) (ki —k;)
e |G e T Kl s R e [ ey (5.10)
olmak tizere
ug = 20;(In(f)) (5.11)
seklinde olup, yayilma bagintis
_ _gms 3 _ _glar2 | 3
w1 = 3 ;1 +/461, TwWo = 3 22 +,u2 (512)

dir. Hirota-Riemann yonteminin kullanilabilmesi igin (5.3) te verilen bilineer denklemin
kismen genellegtirilmis formu ele alimmalidir. Buna goére |£| — 0 iken ugy, (5.1) denk-
lemini saglayan 6zel bir ¢oziim ve faz degiskeni & = (&, ...,E8)7T, & = aux + p,y + kiz +

wit + d;, i = 1,2..N olmak tizere, (5.2) doniisiimiiniin genellegtirilmis formu olan

u=uoy +2(InJ(, 7)) (5.13)

doniigtimii kullanilir. (5.13) doniigiimii (5.1) denkleminde yerine yazilip = degiskenine
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gore bir kez integre edilirse, ¢ = ¢(y, z,t) integrasyon sabiti olmak iizere

H(D,,D,,D.,D:,) = (D,D;+3D,D, — DD, — 3ugD2 + ¢)9(&,7).9(¢,7) =0
(5.14)
seklinde (5.1) denkleminin bilineer formu elde edilir. ~ Burada verilen (¢, 7),
n = (ni..ny)t € ZN tamsayr degerli bir vektor ve ¢ = (£;...65)T € CV kompleks
degerli faz degigkenleri olmak iizere (3.35) te verilen Riemann theta fonksiyonunun bir

boyutlu hali olan

19(577_) = Z eﬂ'i<n~r,n>+27ri<§,n> (515)

nezZN
dir.
5.1.1 Bir-periyodik dalga ¢6ziimii
Teorem 4.1.2 deki ifadeler (5.14) denklemine uygulandiginda, & = az + py + kz+
wt + 0 faz degiskeni olmak iizere «, p, k ve w parametreleri, Teorem 4.1.2 de verilen

(4.9) sistemini yani

H(0) = Z (—1672n%pw — 48m°n’ak — 256m*n’ pa’

n=—oo

+48ugmn®a? 4 ¢)e¥ T =

(5.16)
H(1) = Z (—4m%(2n — 1)%pw — 127%(2n — 1)%ak — 167%(2n — 1)*pa’
+1272ug(2n — 1)%a? 4 ¢)e@P* 20t Dmin —
ifadesini saglamalidir. (5.16) sistemi
aip a2 w _ b1 (5.17)

a21 Q22 c by
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seklinde w ve ¢ ye gore coziilecek bigcimde diizenlenmelidir. Buna gore bu katsayilar

A = €™ olmak iizere

o0

ayp = n;_:oo —167T2n2p)\2”2

a1p = n:ioo A2

ag = nioo —47?(2n — 1)2/))\2"2*2”“

022 = nioo . (5.18)
b = n;ioo(ll&r?nzak + 256m*nt pa® — 487T2n2a2u0)/\2”2

by = n§W(127f2(2n — 1)2ak + 1674(2n — 1)*pa’®

—1272(2n — 1)2a2u0))\2”2_2"+1

olacak sekilde yazilabilir ve kiiciik parametrelerin acilim yontemi ile yukaridaki sistem
¢oziilebilir. Bunun icin katsayilar matrisindeki tiim terimler w, ¢, b; ve by de dahil
olmak iizere her birisi A parametresine gore seriye agilip, (5.17) sisteminde yerine yazilir.

Ardindan ayni dereceli A terimlerinin katsayilarinin birbirlerine esitlenmesi ile

w = (—30‘7]C —4r%ad + 3UOO§) + (967m20) N2 + (288202 A\* + o(A\%)

(5.19)
c = (38471 pa®)\? + (230471 pa) A 4+ o(\?) .
elde edilir. Buna gore
u = ugy + 2(In( Z rintTAming )y (5.20)

n=—oo
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olmak iizere (5.19) da bulunan w degeri yerine yazilip diger a, p, k,d, 7 ve ug para-
metrelerinin de keyfi secilmesiyle birlikte aranan bir-periyodik ¢oziim elde edilir. Sekil
5.1, Sekil 5.2, Sekil 5.3 de, « = 05, p = 01, £k = 02, 7 = 0.5i ve
up = 0 = 0 keyfi segimleri ile (3+1) boyutlu BKP denkleminin bir-periyodik ¢oziimiin
grafikleri farkli acgilardan gosterilmigtir. Sekillerden de goriilecegi iizere gakigan bir-
solitary dalgalarin paralel olarak iist iiste binmesiyle olusan bir-periyodik dalgalar tek

bir dalga sekline sahiptir.

Sekil 5.1 : (a) y=z=1 segimi ile bir-periyodik dalganin z—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriiniimii.

Sekil 5.2 : (a) w=z=1 segimi ile bir-periyodik dalganin y—t diizleminden perspektif goriintimii. (b) Ustten goriiniimii.
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Sekil 5.3 : (a) z=y=1 secimi ile bir-periyodik dalganm z—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriiniimii
Asimptotik Durum

Teorem 4.1.3 bazi sartlar altinda bulunan bir-periyodik ¢oziimiin bir-soliton ¢oziimii
verecegini ifade etmigti. (5.20) de bulunan bir-periyodik ¢oziim i¢in faz degiskeni
& = arv + py + kz + wt + 6§ ve (5.4) te verilen soliton ¢oziimiin faz degiskeni
n = px+ vy + Kz + wt + v olmak iizere A — 0 sectigimiz taktirde (5.19) daki ifadelerin

c — 0 (5.21)

k 2
w = (—3a——47rza3—|—3u0a—)
p p

olacag1 goriiliir. Teorem 4.1.3 teki ifadeler

u =0, a=-—, p=—, k=— w=—, 0=

(5.21) de yerine yazilirsa soliton ¢oziim icin (5.5) te verilen

w = 2miw :—3'u— i
K

yayllma bagintisi elde edilir. Bulunan bu yayilma bagintisi ve Teorem 4.1.3 iin ispatiyla

birlikte (3+1) boyutlu genellestirilmis BKP denklemi igin bulunan bir-periyodik ¢oziim,
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kiigiik bir genlik sinir1 A — 0 altinda, bir-soliton ¢oziim elde edilir.

5.1.2 Iki-periyodik dalga ¢bziimii

Iki-periyodik ¢oziimiin bulunmasi ile ilgili Teorem 4.1.4 te verilen sistem ele alindiginda,
& =+ py+kiztwit+6; i = 1,2 faz degiskeni ve j = 1,2, 3,4 olmak tizere «;, p;, k;
and w; parametreleri

22[—471'2 <2n—0;,p><2n—0;,w>—-121% <2n—0;,a ><2n —0;,k >
neZ

—167* < 2n —0;,a >3< 2n —0;, p > +127%uy < 2n — 6;,a >?

+C] % ewi[<7—(n—6’j),n—6‘j>+<Tn,n>] =0

(5.22)
sistemini saglamalidir. Buna gore yukaridaki ifadeler wq, ws, ug ve ¢ ye gore diizenirse

X = (aij)ax4, (4 x 4) tipinde katsayilar matrisi olmak tizere

W1 bl
b
x| =" (5.23)
Uo b3
C b4

seklinde yazlabilir. Yine seri acilimindan faydalanabilmek icin

)\1 — e7r27'11 )\2 — 67”7-22, /\3 — 6271'17'12

)



olmak {izere matristeki terimler

n%+(n1—9]1- 2 n%—&-(nz—ef 2 n1n2+(n1—0})(n2—9§)

g =N ))‘2 ))\3

Qjq4 = > €j

n1,ng€EZ2

Qaj3 = 1272 Z Z < 27’L—Qj,0é >2 €j
n1E€EZ nyEL

CLj2:—47T2 Z Z <2n—9],k>(2n2—9?)5

J

Nn1EZ n2€Z

aj1:—47r2 Z Z <2n—9j,k’> (2n1—8})8j

n1€Z no€Z
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(5.24)

b= Y > 127 <2n—0;,a >? +167* < 2n — 0, >3< 2n —0;,p > ¢;

n1€Z no €L

olacak sekilde seriye acilir. Kiigiik parametrelerin agilim yonteminden tiim katsayilar

A1 ve A9 'nin kuvvetlerine gore

X = Xo+ X1A1 + Xodo + X1 AT + Xo0)3

+ X1 Ao 0NN L k4+1>2
olacak bicimde diizenlenmelidir. Bunun igin
w1 W? wi w? w3
w wY wl w2 w3
2 - 2 + 2 )\1 + 2 )\2 + 2
ug ud ud u? ud
c o c! c? 3
wi w?
Wy | 1 w3 N
4 5
Uy Ug

(5.25)

A (5.26)
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olmak iizere (5.24) teki her bir terimin toplam sembolleri agik bir sekilde yazilir.

Maple 14 paket programi ile Teorem 4.1.4 te belirtilen karakteristikler ye-

rine yazilirsa X; katsayilar: ve b; terimi

Qjq = > €j

n1,ng€Z2
aig = 1+ 2X\7 +2X3 + o(\}, M)
age = 201 + o( N5 \)
azy = 2X9 + o( M5, )
aas = 220100 + 20 0 s +o(MF X)) L k41> 2

aj3=127% > <2n—0;,a >? ¢
nez?

a13 = 96720302 + 96203 \E + o(AF )
(g3 = 24203\ + o(AF X))
aszz — 2471'2&%)\2 + O()\’f, )\%)

ay3 = 2471'2(0(1 — 042)2)\1)\2 + 2471'2(0(1 + a2)2)\1A2>\3

+o(N M), k+1>2

ajo=—4m? > <2n—10;,p> (2ny — 9?)%‘

nez?

a2 = =322 A2 + o(AF, M)

azs = oA}, A3)

asy = —812pydy + o(AF, X))

aso = 87%(py — p2)Mida — 872 (py + pa) M A2
+o( AL AY) , k+1>2

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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aj = —4m? Y <2n—0;,p> (2n; — 0;)e;

n€z?

ax = =320y X + (A, X))

ag = —8mip A1 + 0()\];7 >\]2)

az1 = 00\?7 )\%)

an = —872(py — py)Mida — 872 (py + pa) A1 A2

+o(Af, M), k+1>2
(5.30)

b

%Q 1272 < 2n — 0,0 >< 2n — 0,k > +167* < 2n —0;,a >3<2n —0;,p > ¢;
ne

by = (967201 ky + 5127403 p )N 4 (9672 asky 4+ 5127403 p,) A2 + o(AF, M)
by = (247120 ky 4 321%adp)) A\ + o( AR, XD)
by = (247m2asky 4 32% a3 py) Mg + o(AF, XD)
by = (2472 (a; — an)(ky — ko) + 327 (a1 — 2)3(p1 — pa)) M1 Ae
+(2472 (g + ) (k1 + ko) + 3274 (o + a2)3(py + p2)) A daAs

+o(N X)), k+1>2
(5.31)

seklinde seriye agilir. Seriye agilmig bu haller (5.23) sisteminde yerine yazihir, A; ve g
nin ayni dereceli terimlerinin katsayilarinin birbirine egitlenmesi ile ¢oziim igin gerekli

olan
c = (384n%a3p, )\ + (3847 a3 py) A5 + 0(A1, Ao)
Wi = <—3a;—i€1 — 47T20é? + 3%§U8) + (36;—1%U(1)))\1 + (3%1%“% ))\2
(5.32)
+O(/\1, /\2)

wy = (—30‘2—52 —An?al + 32‘—3u8) + (B%Ué))\l + (3%fu8 A2

"’0()\1, )\2)

ifadeleri elde edilir.
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Iki-periyodik ¢oziim icin Riemann theta fonksiyonu

o0} (o)

19(61 &, 7') = Z Z <R N>+2mi<E >
1625

ni=—00 Ng=—00

olmak {izere

u =gy + 2(In V(& &y, 7))a (5.33)

seklindedir. Burada faz degiskenindeki w; ve ws, (5.32) de bulunmus olup, diger
Q, O, Py, Po, ki, ko, T11, T12 Ve Too parametreleri keyfi olarak secilecektir. Sekil 5.4, Sekil
5.5 ve Sekil 5.6 da, (4.23) deki dejenere periyodiklik sartlarim saglayan keyfi para-
metrelerin de a; = 0.2,y = 0.1, p; = 0.04, p, = 0.02, ky = 0.6, ks = 0.3
711 = 050, 719 = 0.14, 799 = 0.2i ve up = 6 = 0 seklinde secilmesi ile (3+1)
boyutlu genellegtirilmis BKP denkleminin dejenere iki-periyodik dalga grafiklerinin

nasil goriinecegi agagida gosterilmigtir.

Bo % e =N oW

Sekil 5.4 : (a) y=2z=0 secimi ile iki-periyodik dalganin x—t diizleminden perspektif goriintimii. (b) Ustten goriiniimii.
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Sekil 5.5 : (a) x=2=0 segimi ile iki-periyodik dalganmn y—t diizleminden perspektif goriintimii. (b) Ustten goriiniimii.

Sekil 5.6 : (a) z=y=0 secimi ile iki-periyodik dalganm z—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriiniimii.
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Asagida verilen Sekil 5.7, Sekil 5.8 ve Sekil 5.9 da ise (4.25) teki sartlar1 saglayan
a; = 0.1, ag = 0.08, p, = 0.1, p, = 0.02,k; = —0.2, ky = —0.04, 71; = 0.5¢
T12 = 0.14, 792 = 0.2i ve up = 6 = 0 keyfi parametrelerin secimi ile (3+1) boyutlu
Genellestirimis BKP denkleminin asimetrik iki-periyodik dalga grafiklerinin nasil ola-

cagl gosterilmistir.

Sekil 5.7 : (a) y=2z=0 secimi ile iki-periyodik dalganin z—t¢ diizleminden perspektif goriintimii. (b) Ustten goriiniimii.

Sekil 5.8 : (a) x=2=0 secimi ile iki-periyodik dalganin y—¢ diizleminden perspektif goriintimii. (b) Ustten goriintimii
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Sekil 5.9 : (a) x=y=0 segimi ile iki-periyodik dalganin z—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.

Asimptotik Durum

Teorem 4.1.5 e gore (5.33) iki-periyodik dalga ¢oziimii i¢in faz degiskeni &, = a;x +
p;y+wit+3d;, (5.7) de verilmisg olan iki-soliton i¢in faz degiskeni n, = p,x+v,y+w;t+;
, i = 1,2 olmak {izere, (A1, A2) — (0,0) ifadesi (5.32) de yerine yazildiga taktirde

c—0
2
wi = =38 —4n’af + 3°Tug (5.34)
1 1
- k 2 3 a3 0
Wy = —3%2%2 _ 4riny 32
2 P2 2+ P2 0

oldugu goriiliir. (4.28) de belirtildigi gibi soliton ¢oziime gitme sartlarmmdan biri de
ug — 0 segilmesidir. (5.26) dan goriilecegi tizere (A1, A2) — (0,0) oldugunda ug = u
bulunur. Demek ki ug — 0 olmasi i¢in u) = 0 secilmelidir. Buna gore u) = 0 (5.34) te

yerine yazildig: taktirde

Ug = 0()\1,)\2)—>0 s c—0 (535)
k

wp = _ g — 4r%ad
P1

wy = _3a2k2 — 470
P2

oldugu goriiliir. Soliton ¢oziime gitmesi igin Teorem 4.1.5 teki, (4.27) de verilen diger
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sartlar (5.35) te yerine yazilirsa soliton ¢oziim icin (5.8) de belirtilmis olan

3K

W] = — Iull‘i‘,u
YT

Wy = — MZQ"‘M
Vo

yayilma bagintilar: elde edilir. Ayrica (4.27) de bahsi gegen 715 = 12 ifadesinin ispat1

Teorem 4.1.5 te verilmis olmasina ragmen (5.23) sisteminin (;('jztimﬁnden de

_ _ (n-ve)(mi—wa) (g —pe)? (r1—v2)+3(py —po) (k1 —H2)
A3 = ) (1 w) (i s T o) +30m ) (et F2) (5.36)

ifadesinin elde edilebilecegi goriiliir. Sonug olarak Teorem 4.1.5 in ispat1 ve yukarida
elde edilmis olan yayilma bagintilari ile birlikte, bulunan iki-periyodik ¢oziim kiiciik

bir genlik sinir1 altinda bilinen soliton ¢oziimii verir.

5.1.3 Ug-periyodik dalga coziimii

Uc-periyodik ¢oziim icin Teorem 4.1.4 te verilen sistem ele alindiginda &, = oz +
py + kiz + wit + 0; i = 1,2,3 faz degiskeni ve karakteristikler 0; = (9},9?,95’)
6, = (0,0,0)T, 6, = (0,0,1)T, 65 = (0,1,0)T, 6, = (0,1, )T, 05 = (1,0,0)T
0 = (1,0,1)T, 0, = (1,1,0)T, 0s = (1,1,1)T j = 1,...,8 olmak {izere o, p;, k; and

w; parametreleri

S At <2n—0,,p><2n—0;,w >

(nl,ng,ng,)EZ?’
—1272 < 2n —0;,a ><2n—0;,k > —167* < 2n —0;,a >3< 2n —0;,p >

+127T2U0 < on — Qja o >2 —I—C} w emil<T(n—0;)n—0;>+<rnn>] _ 0
(5.37)

sistemini saglamalidir. Bu sistem X = (ai)sxs tipinde bir matris ve

b= (bl, bg, bg, b4, b5, bﬁ, b7, bg) olmak iizere

X(wl,WQ,LU3,k}l,kg,kg,U(),C)T =0 (538)



formunda diizenlenip sistemin ¢oziimii elde edilir. Bunun icin

X = Xo+ X1A1 + Xodo + Xads + XA 4+ X5A3 + XA

+X7 A A2 + XgAiAs + XodlaoAs + ...
olacak gekilde (5.38) sistemi A1, A ve A3 serisine agilmalidir. Burada

)\1 — 671'@7'11’ )\2 — 671'17'22’ )\3 — 67”7'33
/\12 — 627”712, )\13 — 6271'”137 )\23 — 627r7,7'23

j=1,.,8

ve

g = eTil<T(n—0;),n—0;>+<7n,n>]|

(n1,n2,n3)€Z3

n%+(n179})2 n2+(n279§)2 n§+(n379§-’)2

. 2
- )\1 A2 )\3
)\nln2+(n1 —0;)(712—9?))\nlng—l-(nl—ejl.)(ng—@?))\n2n3+(n2—9]2~)(n3_9:;‘)
12 13 23

olmak iizere tiim katsayilar

ajg = Y €

nez3

ajr= >, 121 <2n—0;,a >? ¢;
nez3

a6 = %3 —121% < 20— 0,0 > (203 — %)z,
ne

aj5 = ZZ3 —1272 < 2n — ej,Oé > (2’”2 - 9?)53'
ne

a4 = %3 —127% <2n—6;,a > (2n; — 9;)53‘
ne

aj3= Yy, —4m* <2n—"0;,p> (2nz — 9;’)83'

nezs

49

(5.39)

(5.40)
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a,j2 = Z —47T2 < 2n — 93,;0 > (277'2 B 032)€]

nez3

a1 = Z —47? < 2n — Qj,p > (2’@1 — 9})83' (541)

nez3

= 23167r4 <2n—0j,a>3<2n—10;,p>¢;
neZ

seklinde yazilabilir. (5.41) seri agilhimlari ile birlikte, ¢ = 1,2, 3 olmak {izere w;, k;, ug, ¢

icin \'ya gore seri acilimlar1 olan

wi = w? + WA + Wiy + Wi WA+ WAL+ wB)]
+wil2/\1/\2 + w}3)\1/\3 + w%g)\g/\g + w}23)\1)\2)\3
+o(NPMAL) , m+j+1>3

ki = k2 + kA + k2 + k3As + KPOT 4+ K20 + kP5A]
FEPA A + KB A; + BB X3 + BB A o)
+o(NPMAL) , m+j+1>3

g = uQ + ubAy + udg + uddz + udAT 4+ uBA; + uB\;
+U(1)2)\1)\2 + U(l)g/\l)\g + U(Q)g)\g)\g + U(1)23)\1)\2>\3
+o(NPMAL) , m4+j+1>3

C=C + Cl)\l + Cg)\g + 03)\3 + 011)\% + 022)\3 + 633)\3
Fe1aA1 A2 + c13A1 A3 + ca3Aads + crazA1 A2 A3
+o(N"NAL) , m+j+1>3

ifadeleri (5.38) sisteminde yerine yazilir. Ayni dereceli \; terimlerinin katsayilarinin

esitlenmesi ile

¢ = (384m*alp)A] + (3847 adp,) A3 + (3841t adps)A] + o(AL, MG, A) i+ j K>3
(0)
wi = (=388 _gr2q3 4 300y 00) 4 (gmbil g gody (D)) 4 (gekl | gal, @)y

P1

+(—3‘”’“ + 3 D) As + ...
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« k( o2 (0 azkV a2 (1 azk? o2 (2
wy = (—322 — 47203 + 3%uf) + (=322 4 32y)\ + (—322 + 3247 )\
azk 3)
+(—3=22 + 3 B g+ ..

(2)
ws = (— 3a3,53 — 47?03 + 3 ull )) + (—3043]c + 3 LG )))\1 + (_3% + 3ﬁu(()2) )Mo

P3 P3
azk$? a2 (3)
+(—3 ’a +3gu0 ))\3+
(5.42)
elde edilir. Boylece aranan ¢oziim (&, &y, &5, 7) = Y, eM<Tn>F2m<En> olmak tizere
nezs
U = uUpy + 2(11’1’19(51, 527 €37 7—))37 (543)

seklindedir. Coziim igin gerekli olan wy,ws, w3 ve ¢; (5.42) te bulunmug olup diger
Qq, Qia, O3, P, Po, Ps, k1, ko, K3, Uo, T11, Toa, T33, T12, T13 Ve Tog parametreleri keyfi olarak
secilir. Agagida verilen Sekil 5.10, Sekil 5.11 ve Sekil 5.12 de a3 = 0.2, ay = 0.1, ag =
04 p, =04, pp =02, p; =08, k1 = 0.2, ky = 0.3, ks = 0.5, 711 = 21, Too = 20
T3z = 20, T1o = 1, T13 = 0.5i, 793 = i ve ug = 6 = 0 keyfi parametrelerin se¢imi
ile (3+1) boyutlu Genellestirilmis BKP denkleminin ii¢-periyodik dalga ¢oziimiiniin

grafiginin nasil olacag: farkli agilardan verilmigtir.

Sekil 5.10 : (a) z=t=1 segimi ile ii¢-periyodik dalganin z—y diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.
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Sekil 5.11 : (a) y=t=1 secimi ile ti¢-periyodik dalganin z—z diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.

Sekil 5.12 : (a) z=t=1 secimi ile ii¢-periyodik dalganin y—z diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.



Asimptotik Durum
()\17 )\27 )\3) - <O7 OJ 0) 1§1n

c—0
O

wp = —321L _ 4q?
P1

(0)

k

Wy = —322_ _ 47?2
P2
NO)

w3 = —3%—3 — 47'('2
P3
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2
a{’ + 3%71(()0)

a% + 3z—§u(()0)
(5.44)

ag + 3‘;—§uéo)

bulunur. Teorem 4.1.7 ye gore, ug — 0 olmasi igin u) = 0 segilmelidir ayrica (5.82) de

verilen k;'nin seri agthminda \j, Ao, \3 — 0 iken kY = k; oldugu goriiliir. Bu ifadeler

(5.44) te yerine yazilirsa

u —0 , ¢c—0
w1 = —39ak _ 47243

P1 1

(5.45)

Wy = —3%2k2 _ 47T20z§

P2
wg = —3sks _ 420

P3

elde edilir. Yine Teorem 4.1.7 de verilen (4.36) daki ifadeler (5.45) e uygulandig

taktirde ug = o(Ay, A2, A3) — 0

wy = _3;11/1_1m+,u:f
wy = _3%“2+Mg
(5.46)
w3 = —?W,f’—:?"i‘ﬂg
c—0

olup (5.12) de soliton ¢oziim i¢in verilmis olan yayillma bagintisi elde edilir. Sonug
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olarak (5.43) te bulunmus olan ti¢-periyodik dalga ¢oziimii, Teorem 4.1.7 deki sartlar

altinda ti¢-soliton ¢oziimii verir.

5.2 (341) Boyutlu BKP Denkleminin Kuasi Peri-
yodik Coziimii

(341) boyutlu BKP denklemi

Uzt — Uy — 3(Uglly)y + BUyy =0 (5.47)

ele almsimn (Ma ve Fan, 2011). Daha 6nce Asaad tarafindan Pfaffian ve N-soliton
goziimleri elde edilmig (Asaad, 2013), burada ise bir, iki ve {ig-periyodik dalga ¢oziimleri
elde edilip, bulunan periyodik ¢oziimlerin bazi kiiciik limitler altinda bilinen soliton

coziimleri verdigi gosterilecektir.

(3.33) ve (3.34) te verilen 6zellikler dogrultusunda (5.47) denklemine , u = 2(In f),

degisken doniisiimii uygulanirsa denklemin

(D.D, — DD, +3D2)f.f =0 (5.48)

bilineer formu elde edilir.

Hirota'nin bilineer teorisine ve birinci boliimde bahsedilen 6zelliklere gore pu, v, k

ve ~ sabitler olmak tizere faz degiskeni n = pzr + vy + Kz + wt + ~ seklinde segilirse,

%
yayilma bagintist w = —3—+=—— olup (5.47) denklemi
kK K

uy = 20,(In(1 + €)) (5.49)

seklinde bir-soliton ¢dziime sahiptir.

1y, Vi, kj ve v, keyfi sabitler ve n; = p;x + vy + K2 + @t +v; , j = 1,2 olmak
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izere
A — _ (F1-rg) (w1 — @) = (g — 1) (V1 — va) + 3y — pup)?

e
(R1+ke) (@1 + @2) = (g + p2)3 (V1 + v2) + 3(py + pio)?

2 3 2 3 (5.50)
S YL SR SNy 7
K1 K1 K2 K2
seklinde yayilma bagintisina sahip olup iki-soliton ¢oziimii
Uy = 20,(In(1 + €™ + 2 ety (5.51)

seklindedir.

Ug soliton ¢oziim ise 1, Vj, K5 ve v; keyfi sabitler ve n; = p;x + vy + Kz + it 4+,

, 1,7 =1,2,31 <7 i¢in

oA — _ (ki — Kj) (@i — @5) — (; — ﬂj)3(’/i —vj) + 3(p; — #j)(’fi — k) (5.52)
(ki 4+ wj) (@i +5) — (g + )3 (Wi +v5) + 3 + ) (K + k) '

2 3 2 3
1% 14
= — &_{_/vbl 1’ oy = — &_i_ﬂz 2
K1 K1 K9 K9
(5.53)
2 3
Y ST
K3 K3
ve
f =1+4+en4e”l 4+ 6771+772+A12
(5.54)
+€771+773+A13 + eletns+Azs + eMtnetnz+Aia+Aiz+As
olmak iizere
ug = 20,(In(f)) (5.55)

seklindedir.
Onceki 6rnekte de oldugu gibi, (5.48) bilineer denklemin kismen genellestirilmis

formu ele almmalidir. |£] — 0 iken u — ugy asimptotik sart1 goz oniinde bulunduru-
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larak, (5.47) denkleminin ¢oziimii

u=upy + 2(InY(§)). (5.56)

formunda aranir. Burada verilen wgy, (5.47) denkleminin 6zel bir ¢oziimii olup faz

degiskeni &; = a;x + py + Kz + wit + 0;, i = 1,2..N olmak tizere £ = (§;,...,{y)T dir.

(5.56) ifadesi (5.47) de yerine yazilir ve = degiskenine gore bir kez integre edilirse

¢ = c(y, z,t) integral sabiti ve (&, 7), (5.15) te verilen theta fonksiyonu olmak iizere

H(D,,D,,D,) = (D.D, 4+ 3D? — D3D, — 3ugD? + c)9(¢,7).9(¢,7) =0 (5.57)

ifadesi elde edilir.

5.2.1 Bir-periyodik dalga ¢6ziimii

Teorem 4.1.2 deki ifadeler (5.57) denklemine uygulandiginda, £ = ax+ py+ Kz +wt+ 9

faz degiskeni olmak {iizere

H(0) = —1672n2kw — 487%n2a? — 256714 npa’
0= > ( p

n=—oo

+48ugm?n2a? 4 ¢)e?™ T = ()

(5.58)

H(1)= Y (—47(2n — 1)%hw — 1272(2n — 1)%* — 167*(2n — 1)*pa’

n=—oo

+127T2U0(2n . 1)2062 + C)€(2n2—2n+1)7ri7' =0

sistemi elde edilir.

Bu durumdan kurtulmak icin A = ™7 olmak iizere, pertiirbasyon tekniginden tiim
katsayilar A nin bir serisine acgilip uygun katsayilar esitlendigi taktirde A parametresine

gore yaklagik degerler elde edilir.
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Buna gore sistemin katsayilar:

\ = 671"[‘1'
app = Yy 167202k N2
ag = ) A2
ag = Y, —4n%(2n — 1)2k:)\2"2_2”+1
(g = i A2 —2n1
e (5.59)
b= S (4872n%a? + 256minpad — 48ugm2n2a?) A2
by = > (127%(2n — 1)%a? + 167*(2n — 1)*pa’®

—12U07T2(2TL _ 1)2a2)>\2n2—2n+1

seklinde A\ serisine acildiginda
u = gy + 2(nd(E, 7)),

ile tanimlanan bir-periyodik ¢oziimii kolaylikla bulunabilir. Burada w ve ¢ (5.58) denk-
lem sisteminin c¢oziimiinden bulunacak olup, diger parametreler «, p, k,d, 7, uq keyfi

olarak secilecektir. Sisteminin katsayilar matrisi ve egitligin sag tarafindaki degerler A
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nin bir serisi oldugu i¢in (w, ¢)? ¢oziimii de A'nin bir serisi olmahdir. Buna gore

a1 Q12 _ 0 1 n 0 0 )\_'_ —3271'2/{3 2 )\2
921 Q929 0 0 —87T2]€ 2 0 0
0 0
+ A+ 0(N%)
—72m%k 2
w _ Wo w1 A n Wa A2

C C1 Co

+
C 0
w3 Wy Ws
+ A+ A+ N+ o(N\%)
C3 Cy Cy

b1 0 0
= + A
by 0 241202 + 321t pad — 24ugmia?

967202 + 51214 pad — 96uyT2a? 5
+ A
0
0 5 5
+ A’ +o(N) .
2167202 + 25927% pa® — 216ugm3a?

seklinde seriye agilmig halleri sistemde yerine yazilip, A nin ayni dereceli katsayilar

birbirine egitlendiginde

w= (=32 —4m222 4 30,20 4 (9672 4L)N? + (288122 L)\! 4 ()

(5.60)
c = (3847%pa®)A? + (23047% pa) At + o(A*) .
elde edilir. Bulunan w degeri aranan ¢oziim olan
u = upy + 2(In( Z rintTAming )y (5.61)

ifadesinde yerine yazilir ve a, p, k,d, 7 ve ug parametrelerinin keyfi segilmesiyle, (3+1)
boyutlu BKP denkleminin kuasi periyodik ¢oziimii elde edilmis olur. Asagida verilen

Sekil 5.13, Sekil 5.14 ve Sekil 5.15te a =1, p =0.1, k =02, T =i veuy = =
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0 keyfi parametreleri igin (34+1) boyutlu BKP denkleminin bir-periyodik ¢oziimiiniin
nasil olacag1 farkli agilardan gosterilmistir. Sekillerden de goriilecegi iizere ¢akigan bir-
solitary dalgalarin paralel olarak {ist iiste binmesiyle olusan bir-periyodik dalgalar tek

bir dalga gekline sahiptir.

Sekil 5.13 : (a) y=2=1 secimi ile bir-periyodik dalganin z—t diizleminden perspektif goriintimii. (b) Ustten goriintimii.

Sekil 5.14 : (a) x=2=1 segimi ile bir-periyodik dalganin y—t diizleminden perspektif goriintimii. (b) Ustten goriintimii.
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Sekil 5.15 : (a) x=y=1 sec¢imi ile bir-periyodik dalganin z—t diizleminden perspektif goriintimii. (b) Ustten goriintimii.

Asimptotik Durum

Teorem 3.1.3 bize kiiciik bir genlik sinir altinda yukarida bulunan quasi periyo-
dik ¢oziimiin bilinen soliton ¢dziime gittigini ifade etmisti. (5.61) bir-periyodik dalga
¢oziimii i¢in faz degiskeni & = ax + py + kz + wt + § ve soliton ¢oziim igin

n = px + vy + Kz + wt + v olmak iizere A — 0 iken (5.60) ifadesinden

c — 0 (5.62)
a? a? a?
w = (—3?—47r27p+3u0?)

bulunur. Teorem 4.1.3 e gore

W v K w v — mT
=% @ P o omi’ T omi’ o

segildiginde soliton ¢oziim igin dagilma bagmti elde edilir ve (5.61) in soliton ¢oziimii
vermesi gerekir. Buna gore yukaridaki ifadelerin (5.62) de bulunan
3 o?

2
w = (—3% — 477'2% + 3U0?)
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ifadesinde yerine yazilmasiyla

yayilma bagintisi elde edilir. Bu sartlar altinda soliton ¢oziime gittigi ise Teorem 4.1.3

iin ispatinda verilmisti o ytizden tekrar gosterilmeyecektir.
5.2.2 Iki-periyodik dalga c¢bziimii

Teorem 4.1.4 e gore ;, = cyx + p;y + kiz +wit +0; i = 1,2 faz degiskeni ve j = 1,2,3,4

olmak {izere «;, p;, k; and w;

S [—4r? <2n—0;,k ><2n—0;,w>—127% < 2n — 0;,a >*
nezZ?

—167* < 2n —0;,a >3< 2n —0;, p > +127%uy < 2n — 6;,a >? (5.63)
—|—C] % eﬂ'i[<7’(n—9j)77’l—0j>+<7'7l,’n»>] =0

ifadesini saglamalidir. Burada ama¢ X = (a;j)4x4 seklinde bir matris olmak iizere

w1 b1
b
x| =" (5.64)
Uo b3
C b4

seklinde bir denklem sistemini ¢ozmektir. Yine kiiciik parametreler acilimindan fay-

dalanabilmek i¢in katsayilar

)\1 — emTu )\2 — €7T’L7'22 )\3 _ e271'l7'12



olmak {izere

£ =N\

Qj4 = > €j

n1,ng€EZ2

n%+(n1—9jl-)2 )\n§+(n2—9?)2)\n1n2+(n1 —9]1-)(71,2—0?)
2 3

aj3=127% 37 > <2n—0;,a>?¢

n1EZ noEL

Qjo = — 472 Z Z < 2n — Hj,k > (2%2 — 9?)51'

n1€Z no€Z

4= —41* Y Y <2 -0,k > (2ny — 0))e,

ni1€Z na€L

b= Y > 127 <2n—6;,a >% +167* < 2n — 0, >3< 2n —0;,p > ¢,

n1E€EZ na€Z

seklinde yazilabilir. Burada her bir terim k + [ > 2 icin

X = Xo 4+ Xih + Xodo + X122 + Xoo)2 4+ XiaA A + oA, M)

seklinde A\; ve \q serisine agilabilir. Yani

Iy

Iy

—812(ky — ko) — 872 (ky + k2)As
871'2(]61 - k’g) - 871'2(]{31 + k?g))\g
247‘(’2(0&1 — 062)2 + 2471'2(061 + 062)2)\3

2+ 2)\

62

(5.65)

(5.66)

(5.67)
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olmak {izere

0001 0 0 0 0
00 00 —87%k; 0 247r2af 2
X - -+ )\1
00 00 0 0 0 0
00 00 0 0 0 0
0 0 0 0 —327%k; 0 96%204% 2
0 0 0 0 0 0 0 0 )
+ Ay + Al (5.68)
0 —8mlky 247203 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 —327%k, 967r204§ 2 0O 0 0 0
0 0 0 0 5 0O 0 0 0 o
0 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 0 'y Ty I's Iy
seklinde yazilabilir. Diger acilimlar ise
Wi W? wi w?
w w? wd w?
2 - 2 + 2 /\1 + 2 )\2
U u8 u(l) u%
c ? ct c?
(5.69)
w? wi Wy
w3 2 2 2 ; kAl
ug uﬁ ug
3 c d

ve A = 247 (a1 —a2) + (a1 +a2)?A3) +3271% (a1 — 2)? (1 — pa) + (@1 +02)? (1 +p2) A3)

olmak iizere

(967202 + 512743 p, )AT + (967202 + 5127t adp,) A
247203 + 327tadp, )\
- ( 1 1P1)A1 (5.70)
(247203 + 32713 py) Ns

AN Ao
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seklindedir. Buradaki acilimlarda iki toplam sembolii kullanildigindan iglem yiikii ok
fazladir ve seri agilimlarini elle yapmay1 oldukga zorlagtirmaktadir. Dolayisiyla kolaylik
olmas1 bakimindan Maple 14 paket programi kullanilmig, Teorem 4.1.4 te verilen 0,
karakteristiklerinin her bir degeri yerine yazilmig ve AL icin k& + 1 > 2 terimleri

kesilmigtir.

Yukarida gegen tiim bu agilimlar (5.64) sisteminde yerine yazilip, uygun katsayilar

esitlendigi taktirde

c = (38473 p, )\ + (38471 adpy) N5 + o( A1, \2)

a2u0 a2 043 a2 a2
wi = (B = 35 —4r? S + (3FLud) i + BEu) s + oM, ho) (5.71)

a2u0 a2 C!3 a2 a2
wy = (M = 3% — 4r2 42 + (3 ) + B + oA, o).

ifadeleri elde edilir.

= S erisTnn>H2mi<En> glmak {izere

Aranan ¢oziim 9(&, €., T)
nez?

u=1upy +2(InI(&, &5, 7)) (5.72)

seklindedir. Burada bilinmesi gereken wy, we; (5.71) ifadesinde bulunmus olup, diger
a1, Q2, Py, Pg, k1, ko T11, T12 Ve Too parametrelerinin de keyfi olarak segilmesi ile (3+1)
boyutlu BKP denkleminin iki-periyodik ¢oziimleri elde edilebilir. Sekil 5.16, Sekil 5.17
ve Sekil 5.18 de, (4.23) deki dejenere periyodik dalga sartlarim saglayan oy = 0.3, ag =
0.15, py = 0.04, py = 0.02, k1 = 0.2, ks = 0.1, 711 = 0.5i, 715 = 0.1i, Top = 0.2i ve
ug = 0 = 0 keyfi parametreleri altinda (3+1) boyutlu BKP denkleminin dejenere iki-

periyodik dalga ¢oziimiin grafiklerinin nasil olacag farkl acilardan gosterilmistir.
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Sekil 5.16 : (a) y=2=1 segimi ile iki-periyodik dalganin z—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.

ﬂ’ Al
Sl e 8
\ ,\ “I" ‘.l"

4
il

Ii’

10 10

Sekil 5.17 : (a) x=2=1 secimi ile iki-periyodik dalganin y—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.
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Sekil 5.18 : (a) x=y=1 se¢imi ile iki-periyodik dalganin z—¢ diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriiniimii.

Sekil 5.19, Sekil 5.20 ve Sekil 5.21 de ise asimetrik periyodiklik sartlarini saglayan
o = 0.1, o = 0.08, p; = 0.1, po = 0.02,
ki = —0.2, ks = —0.04, 711 = 0.5¢, 710 = 0.17, 799 = 0.2 ve ug = 0 = 0 keyfi
parametreleri i¢in (3+1) boyutlu BKP denkleminin asimetrik iki-periyodik ¢6ziimiiniin

grafiklerinin nasil olacagi farkh acilardan gosterilmistir.

Sekil 5.19 : (a) y=z=lsecimi ile iki-periyodik dalganin z—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriiniimii.
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Sekil 5.20 : (a) z=z=1secimi ile iki-periyodik dalganin y—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.

Sekil 5.21 : (a) z=y=1secimi ile iki-periyodik dalganin z—t diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.

Bu denklem igin wg, ¢ integral sabiti, ay, p;, ki,w; ve T = 115 , 1 < 5k <N

bilinmeyen parametrelerin toplam sayisini veren formiiliin
1
§N(N +1)+3N +2 (5.73)

seklinde oldugu goriiliir.
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Asimptotik Durum
Teorem 4.1.5 bize kiiciik bir genlik sinir1 altinda yukarida bulunan iki-periyodik

¢oziimiin bilinen iki-soliton ¢oziime gittigini ifade etmisti. (5.72) iki-periyodik dalga

¢oziimii i¢in faz degiskeni &; = oo + p;y + kiz + w;t + 9; ve iki-soliton ¢oziim igin faz
degiskeni n, = p,x + vy +riz+wit +v,;, © = 1,2 olmak tizere Teorem 4.1.5 teki sartlar
altinda (A1, A\2) — (0,0) iken

w = uy , c¢—0 (5.74)
2,0 2 3
_3aqug o7 201 P
wp = 3— —4n*——
ky ky ky
2.0 2 3
_ 3asug o) 2 Moo
Wy = —3—= —dnr
ko ko ko
bulunur. Teoreme gore
Wy Rz Ky W 5 — v; — mUT
o = Ty P = T i = 5, Wi = ; P T
21 2 21 271 2

seqildigi taktirde soliton ¢oziim icin yayilma bagmtisi elde edilecek olup, (5.72) nin soli-
ton ¢oziimii vermesi gerekir. Soliton ¢oziimiin elde edilebilmesi igin, periyodik ¢oziimde
verilen sabit ¢6ziimiin uy — 0 olmasi gerekir ve bunun i¢in de u) = 0 secilmelidir. Buna

gore bu ifadeler (5.74) te yerine yazilirsa soliton ¢ziim i¢in dagilma bagmtisi olan

2 3
oy — gt F
R /;))1
Ha | Hal2
=32 /7
o K2 - K2 (5.75)

c— 0

ug = 0(A1, Ag) — 0

elde edilir. Ayrica sistem ¢oziiliirken \; Ay li terimin katsayisindan

(k1 — Re) (w1 — @a) — (g — f1g)* (V1 — v2) 4+ 3(py — p19)?

(k1 + R2) (w1 +w2) = (g + p2)3(v1 + v2) + 31y + 119)?

)\3 — €2ﬂ—i7—12 —

(5.76)

esitliginin elde edilebilecegi goriiliir ki bu da (5.50) de soliton ¢oziim i¢in verilen ifade
olup 715 = % oldugunun da kaniti olmug olur. (5.75) te bulunan dagilma bagintisiyla

birlikte A1, Ao — 0 iken bulunan iki-periyodik ¢oziim, iki-soliton c¢oziime gider. Ispati
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ise Teorem 4.1.5 in ispatinda verilmistir ayrica burada gosterilmeyecektir.

5.2.3 Uc-periyodik dalga ¢6ziimii

Teorem 4.1.6 ya gore i = 1,2,3 ve j = 1, ..., 8 olmak {izere «;, p;, k; ve w; ifadeleri

o> Y [HArr<2n -0,k ><2n—0;,w>—127% < 2n — 0, a >?

n1=—00 Ng=—00 N3=—00
—167* < 2n —0;,a >3< 2n —0;, p > +127%uy < 2n — 6;,a >?

+C] % eTri[<T(n—€j),n—9j>+<7—n,n>] =0
(5.77)
sistemini saglamalidir. Burada amag¢ X = (a;;)sxs matris ve b = (by, ba, b3, by, b5, bs, bz, bs)

olmak tizere w;, k;, ug ve c¢ ifadelerine gore

X<w17w27w3>p17p27p37anc>T =b (578)
sistemini ¢ozmektir. Yine kiigiik parametrelerin agilimindan

Al — e7riT1]_’ AQ — 67TiT22’ AS — e7riT33

(5.79)
/\12 — €2ﬂi712, )\13 — 6271'1'713 )\23 27r7,7'23
Jj=1..81icin
gj = Z eﬂ'i[<7’(n—9j),n—9j>+<Tn,n>}
(n1,n2,n3)€Z3
_ )\nﬁ(m 03)° AZ%(nr@?V )\;%Hnsfejff (5.80)

ning+(ni— 9 )(n2— 0 ninz+(ni— 9 )(n3— 9 nanz—+(no—0% )(n3—9§?)

)‘12 )‘13 )\23

olmak iizere (5.78) sistemindeki tiim ifadeleri
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a8 = Z €j

nez3

ajr= >, 121 <2n—0;,a >? ¢;
nezs

aje = 23 —167* < 2n —6;,a >3 (2n3 — 9?)5]'
nEL

ajs = >, —167* < 2n —0;,a >3 (2ny — 9?)53‘
nezs

ajp= Y, —167" <2n —0;,a > (2n1 — 0))e; (5.81)

nezs

aj3= >, —4r? <2n—0;,k > (2n3 — 9?)53'

nezs

ap = Y —4n <20 — 6,k > (2ns — 6)s;

nez3

nez3

bj = Z 1272 < 271—9]',0( >2 €;
n€ezs

seklinde seriye agabiliriz. (5.81) deki ifadelerle birlikte

w; = wg + w})\l + W?/\Q + w?)\:a + w;;ll)\% + %22)‘3 + W?3>‘§
FwWiPAAs + WP A Az + WP AoAs + w; P A Ao
Fo( NN, m4+j+1>3

ki = kY + kA + kP + KPAs + KPS + K2AS + kPPN
FEPM A + KB + P Ao As + kPP A s
+o(NPMAL) , m+j+1>3
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Uy = ud + ugAy + uddg + ughs + udtAT + u2\3 + uB\;
—|—u(1)2/\1)\2 + u(l) Az + u% Az + u(1)23)\1)\2)\3
+o(NPMAL)  m+j4+1>3
(5.82)
C=co+ 1A + oAy + 33 + 011)\% + 622/\3 + 033)\§
+e12A1 A2 + C13A1A3 + Caz Ao A3 + Cra3 A1 A2 A3
+o( AN m+j+1>3
seri agilimlar1 (5.78) denklem sisteminde yerine yazilip, A, Ay ve Az’tin aym dereceli

terimlerinin katsayilariin egitlenmesiyle

Oéz O{ p OZZUO 062 OK3
— _3_1 - 4 2-1M1 3 1%0 3 4 271 1 )\
“i ( " ey Bl C i g R

j2 j3 2 j3
1.2 2 3 21 3
( k?luo klpl) 2 ( k’l k’lpl) 3

a2 a2 2 3
g 30 2U0 X0 g2 A
Wy = ( 35 k2 ks +32 i +(3-— r ug — 4w " —2pl

a2 3 az 3 (5.83)
3— 4 —= A — 4 —= A e
+ ( s UO 2 kQ ) 9+ ( k2 w2 k2 ) 3+

ks ks ks ks k

2 0 2 ol
g = (_3a . 2043/)3 +3043u0) + (304_% A2 —,03> A
a% 3 o2 \ ol
3 — 47— A 3 4 A
+(k3 7Tk;3 ) 2+<k3u0 kpS) 3+ -

ve

¢ = (3847 a3 p) N2 + (3847 a3 p) A2 + (384mtalpd) A3 + - - (5.84)

elde edilir. Boylece Teorem 4.1.6 da da belirtildigi gibi 9(£,, &y, 7) = > emi<mnn>+2mi<tn>

nezs
olmak tizere aranan ¢oziim

u = upy + 2(ln19(£17 527 537 T))UE (585)

seklindedir.

Burada bilinmesi gereken wy, wa, ws, k1, ka2, k3, up ve ¢ (5.83) te verilmis olup, diger

a1, g, i3, Py, Po, P3y 5 T11, T22, T33, T12, T13 and To3 parametreleri keyfi olarak secildigi tak-
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tirde (3+1) boyutlu BKP denkleminin ii¢-periyodik ¢oziimleri elde edilir. Sekil 5.22,
Sekil 5.23 ve Sekil 5.24 te a; = 0.2, ap = 0.1, a3 = 04, p; = 0.4, py = 0.2, py =
0.8, k1 = 0.2, ks = 0.3, ks = 0.5, 711 = 2i, Tog = 21, T33 = 20, T1o = 1, T13 =
0.54, To3 =1 ve up = 0 = 0 seklinde segilen keyfi parametreler i¢in (341) boyulu BKP

denkleminin ti¢-periyodik ¢oziimiin grafiklerinin nasil olacagi gosterilmistir.

Sekil 5.22 : (a) z=t=1se¢imi ile ii¢-periyodik dalganin x—y diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.

Sekil 5.23 : (a) y=t=I1segimi ile iig-periyodik dalganin z—z diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.
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Sekil 5.24 : (a) x=t=1segimi ile ii¢-periyodik dalganin y—z diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.

Asimptotik Durum
(5.83) ten A1, A2, A3 — 0 iken

) M, ki
wy = =372 — 4222 | 3720
Fy o, ko
a Q3P3 a3l
=32 472373 1 3
Ws = oL ks Tk
c—0

(5.86)

bulunur. Teorem 4.1.7 ye gore, ug — 0 olmast igin u = 0 segilip, (4.36) daki ifadeler

(5.86) da yerine yazilirsa

2 3
o — _ghd 1

K /34‘31
w2:_3&+u2y2

K ’3?2
oy — 3t 13

K3 K3
c—0

Uy = O()\l, )\2, )\3) — 0

(5.87)

seklinde, (5.53) te de gosterilmig olan, iig-soliton ¢oziim igin dagilma bagmtisi elde



74

edilir. Yani Teorem 4.1.7 deki sartlar altinda (5.85) te bulunan ii¢-periyodik dalga

¢Oziimii, bilinen ti¢-soliton ¢oziimii verir.
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6. IKILI (COUPLED) BILINEER FORMLAR ICIN

HIiROTA-RIEMANN METODU

Lineer olmayan bir kismi diferensiyel denklemin bilineer formunu yazmak her
zaman kolay olmayip cogu zaman dogrudan bulunamayabilir. Onceki boliimde ele
aldigimiz 6rneklerde goriilecegi iizere tek bir bilineer form bulunmustur. Fakat bazi
denklemlerin bilinner formlar: yapilan déniigiimler sayesinde ikili ya da daha fazla denk-
lem sistemi seklinde yazilabilmektedir. Iste bu durumda ilk béliimde bahsedilmis olan,
Hirota-Riemann metodundaki teoremlerin daha genel formlarini kullanmak gerekecek-
tir. Bu boliimde ise bu tip bilineer formlar: ve Riemann theta fonksiyonlarini kullanarak

kuasi-periodik ¢oziimlerin nasil bulunacag: gosterilecektir.

(3.35) ifadesinde de daha 6nce kargimiza ¢ikmig olan gok-boyutlu Riemann theta
fonksiyonunu tamimlayalim. Fakat (3.37) de belirttigimiz iizere farkli gosterimlerinin
de kullanilabilecegini gostermek amaciyla Riemann Theta fonksiyonu (3.35) ten farkh

olarak asagidaki gibi secilecektir.

n = (ni,...,ny)T € Z" tamsayr degerli bir vektor, s = (sy,...,sy)7 € CV,
€= (e1,...,en)T € CV kompleks vektorler ve &€ = (£,,...,&y)T € CV kompleks degerli
faz degiskenleri olmak iizere, N boyutlu iki vektortin i¢ carpiminin

< u,v >=uv; + - - - + unyvy seklinde tanimlandigi

19(67 €, ‘ T) = Z e27ri<£+5,n+s>77r<7'(n+s),n+s> (61)

nezZN
¢ok boyutlu Riemann theta fonksiyonunu ele alalim. Burada ifadenin yakinsak olmasi
icin theta fonksiyonunun periyod matrisi olan 7 = 7;; , N x N tipinde pozitif tanimh

ve reel degerli bir matris secilmelidir.

Teorem 6.0.1 € = (e1,...,e2)", € = (€], ..., e5)" kompleks vektirler, & = (&,,....6x)" , & =
a;x+ -+ wit+0;, j=1,...,N faz degiskeni i¢in 0 = (01, ...,0n) olmak tzere, Y

0
ifadesi 01 = 0,1;...; O = 0,1 tiim olas: kombinasyonlarina karsiik 2N farkl déndisiimdi

ifade etmek tzere, V(&,€,0| 7) ve ¥(&,€,0 | T) tki Riemann theta fonksiyonu, D,, D,
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ve Dy Hirota bilineer operatorleri ile birlikte

Dy9(§,€,0[7)-9(€,€,0]7)
= | 20028, € —€,=0/2 [ 27) [¢=0 (6.2)
0

x9(26, € +¢,0/2 | 27)

ifadesini saglar.

Genel olarak F(D,, Dy, D;) bir polinom operatori igin

> C(e,e0)

0

=Y FArmi<n—0/2,a>, .. 41i<n—0/2,w >) (6.3)
0

% e{—27T<T(n—9/2),n—0/2>+27ri<n—0/2,e’—6>}

olmak tizere
F(Dgy, Dy, D)V(&,€,0 | 7)-9(£,€,0| 7)

(6.4)
— {; C(e’,e,@)} V(28,6 +€,0/2]271)

dir (Luo ve Fan, 2010).

Teoremin ispat1 kolaylik olmasi1 bakimindan bir-boyutlu durum igin yapilacaktir.
Daha sonra N-boyutlu durum igin genelleme yapilabilir. (3.19) da verilmis olan bilineer

formun ozelligine gore

Dazﬂ(ga ela 0 | T) ’ 19(€a €,0 | 7—)
— Z Dx627rim'(§+e’)—7rm’27
m/ meZ

% 627Tim/(£+6)*ﬂ'm27 (65)

= > 2mi(m' —m)a
m/ meZ

w p2mi(m’+m)E—2mi(m' € +me)—nt(m'24+m?)



7
ifadesi elde edilir. m = I’ — m’ degigsken doniisiimii yapildig1 taktirde

Z 27TZ(2’I’)’LI _ l/)anﬂ'l’l/£72ﬂ'i[ml€/+(l/7m/)6]77T7[m/2+(l/7ml)2]

m'l'€Z
PSS S ori(om! — 21 — 0)a
0=0,1m'€Z
> e47ri(l+0/2)5727ri(m/e’f(m/f2l76’)e)77r7'(m/2+(m’72lfn9)2)

bulunur. Son olarak da

n+l=(mn-60/2)+(1+6/2)
n—1l—0=(mn—-0/2)—(1+6/2)

ile birlikte m' = n + [ alindig1 taktirde

) [Z 4ri(n — 0 /2)a62ﬂ(n9/2)(6’6)27rr(n9/2)2}

0=0,1 Lnez

x [Z 627Ti(l+9/2)(2§+6'+e)—27r7'(l+0/2)2:|
leZ

= | Y. D2, € —e,—0/2]27) |5:0]
0=0,1

xV(26,€ +¢€,0/2 ] 27)

elde edilir ve teoremin ispat1 tamamlanmais olur.

0, =0,1; ...; Oy = 0,1 tiim olas1 kombinasyonlar1 i¢in
d ) =0 (6.6)
n

icin (6.3) ve (6.4) teki ifadeler saglanir. Yani (6.6) i¢in boyle tiim kombinasyonlar
saglandiginda 9(&,€/,0 | 7) ve 9(&,€,0 | 7) fonksiyonlar:

F(D,,D,,Dy)0(&,€,0| 7)-9(&,€,0| 1)

bilineer denklemin kuasi-periyodik c¢oziimleri olurlar.

1
Teorem 6.0.2 Teorem 6.0.1°de verilen C(0) ve F(D,, D, Dy) igin €;—¢€; = j:§ olmak

tzere iki durum mevcuttur.
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(i) Eger F(D,,D,, D;) bir simetrik operator yani
F(-D,,—D,,—D;) = F(D,, Dy, D)

1se Zjvzl 0; tek sayr oldugu durumda
N
> 6;=1 mod2 igin C(6) |p=0 (6.7)
j=1

olup C(0) sufira egittir.

(ii) Eger F(D,, D,, Dy) bir aykur: simetrik operator yani
F(-D,,-D,,—D;) = —F(D,,D,, D;)

ise Zjvzl 0; ¢ift sayr oldugu durumda
D 6;=0 mod2 igin C(6) |p=0 (6.8)

olup C(0) sifira egittir.

Ispat : (ii)'nin ispat1 digerine gok benzedigi igin ispat (i) i¢in yani F(D,, D,, D;)

¢ift fonksiyon oldugu durum igin yapilacaktir. j =1,..., N igin n; € Z,n = (nq, ...,ny)

olmak tizere n = —n + 6 doniisiimii C() ya uygulandigi taktirde

—2r<1(n—0/2),n—0/2>+2mi<n—0/2,6 —e
0(0) = 3 (el P
nez

2 647r'L<n 0/2,6 —e>

c(9)
C(Q)eiZME] lnjeiﬂ'zzj 10
C(0)e™ = —C(0)

bulunur. Buradan C'(0) = —C(#) olup C(0) = 0 oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmis

olur.

Not 6.0.3 Bu boliimde verilen teoremler aslinda tkinci boliimde verilen teoremlerin

daha genel bir formudur. Dikkat edilirse onceki béliimlerde verilen bilineer formlar
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H(Dy,....Dy) f - f seklinde tek bir bilineer form halinde yazilmas ve tek bir f fonksi-
yonu kullanilmig. H(D,, ..., Dy) ifadeleri hepsinde ¢ift fonksiyon oldugundan yukaridaki
teoremlerden (i) maddesi uygulanir. Bilineer formu yazarken sadece f kullanldigin-
dan € = € olup € — e = 0 sec¢ilir. Bu bilgiler goz oniine alindiginda yine Teorem
6.0.2 de ikinci boliimde verilen teoreme karsihik gelir. Ikinci boliimde verilen teorem
daha sadelestirilmis oldugundan tek fonksiyonlu ifadelerde genelde dnceden ispatlamasg
oldugumuz teoremler kullanilmaktadir. Fakat burada bahsi gecen teorem de ayni sonucu
vereceginden ikisi de kullanalabilir. Iki kullansmenin da gorilmesi agisinda tezde iki teo-

reme de yer verilmaistir.

6.1 (241) Boyutlu Breaking Soliton Denkleminin

Kuasi Periyodik Coziimii

Ugt + Uggzy — Uplyy — 2Uzpuy, =0 (6.9)

ile belirtilen (2+1) boyutlu breaking soliton denklemi ele alimsin (Fan ve Chow, 2011).
Bu makalede Fan ve Chow, bilineer formalizmi, bilineer Backlund doniistimlerini, Lax
ciftlerini ve Darboux kovaryant Lax ciftlerini olusturabilmek ic¢in ikili Bell polinomu
yaklagimimi kullanmiglardir. Bu calismada ise Bell polinomlar1 yardimiyla bulunmus

olan

Hi(D) = (D2 = \)F -G =0

(6.10)
Hy(D) = (Dy + D,D?+3\D, — n)F -G =0

seklindeki bilineer Backlund dontistimii kullanilarak, kuasi periyodik coziimleri elde

edilecektir. Fakat burada ¢oziimii bulabilmek i¢in ;1 = 0 segilecektir. Aksi taktirde
¢oziimde kompleks ifadeler kalmaktadir.

6.1.1 Bir-periyodik dalga ¢oziimii

1
Bilineer formda verilen F' ve G fonksiyonlarimi Teorem 6.0.2 de verilen €; —¢; = i§

sartina uymak kogulu ile theta fonksiyonunun kolay bir gosterimi olan N =1 ve s =0
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icin € = ka + ly + wt + £ faz degiskeni ve 7 > 0 pozitif bir parametre olmak iizere

F=9(6,0,0]7)= 3 ¢¥miné-ms

nez
1 : 1 2
G =g 5,0 ) = 3 mmieri—mr (6.11)
nez
— Z (_1)n€27rin§—7rn27'

ne’l

seklinde tanimlansin. Teorem 6.0.1 ve Teorem 6.0.2 den

S HAmi <n—0/2,k >, 4mi <n—0/2,w>)
net (6.12)
><6727T<T(n79/2),n70/2>+2ﬂ'i<’n79/2,6/76>

olmalidir.

Teorem 6.0.2 ye gore H; bir simetrik operatér oldugundan 6 = 1 i¢in C'(6) = 0 olur.
Yani sistemde C'(0) ifadesinin kalabilmesi i¢in § = 0 segilmelidir. Aym sekilde Hy bir
anti simetrik operatordiir. Dolayisiyla @ = 0 igin C'(f) = 0 dir. Yani sistemde C(6)

ifadesinin kalabilmesi i¢in # = 1 secilmelidir. Buna goére

Z ((471_@-(71 _ 0/2))2/€2 _ )\)6—27r7'(n—0/2)2+27ri(n—9/2)% |0:0: 0

nez
S (4mi(n — 0/2)w + (4mi(n — 0/2))3k21) + 3A(4mi(n — 0/2))1)
nel
Xe—27r7(n—0/2)2+27ri(n—49/2)% ‘9:1: 0
olup yukaridaki aciklama geregi
z ((47ri)2n2k2 _ )\)e—Qﬂrnz—I—m‘n =0
nez
S ((Ami(n — 1/2)w + (4mi(n — 1/2))3k2 + 3A(4mi(n — 1/2))]) (6.13)

nez
XefZﬂ“r(nf%PJrﬂi(nf%) =0

yazilir. Burada p = e 2 olmak iizere

91(6,7) = 9(26, 3, —5 | 27) = X p W eRmilen—n(erd)

nel

92(€,7) = 0(26, 1,0 27) = 3 pin*edmin(e+d)

nel
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seklinde gosterilsin.

_ diy(E.p)

olmak tizere (6.13) sistemi

P2k — Ay = 0

(6.14)
Piw + 92+ 3N =0
olarak yazilabilir. Bu haliyle sistem kolay bir gekilde ¢oziilebilir ve
I k>
\ = ;2 (6.15)
ve
=391 — 9K
W= 1 7 1 (6.16)
1
bulunur. (6.15), (6.16) da yerine yazilirsa
—3050,1 — 9} 9:k21
w= 21 12 (6.17)

905

elde edilir. Boylece & = kx4 ly + wt + £ olmak iizere (6.17)’de bulunan w mn yerine

yazilmasi ile bir-periyodik dalga ¢oziimii
u =20, In(J(&0,0]| 7)) (6.18)

elde edilir. Onceki 6rneklerde de belirtildigi gibi w coziilen sistemden bulunacak olup
diger parametreler k, [ ve 7 keyfi parametrelerdir. Sekil 6.1 de k = 0.8, { = 0.2, £© =
ve 7 = 0.5 geklinde segilen keyfi parametreler altinda (241) boyutlu Breaking Soliton

denkleminin bir-periyodik dalga ¢oziim grafiklerinin nasil olacagi gosterilmigtir.
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Sekil 6.1 : (a) t=1 segimi ile bir-periyodik dalganin z—y diizleminden perspektif goriintimii.(b)Ustten goriintimii

Asimptotik Durum

Bir-periyodik ¢oziimiin kiigiik genlik sinir1 altinda bir-soliton ¢oziime gitmesi sartlar

y—TiT
27 )

: I e i
yerme ¢ = i

Teorem 4.1.3 te verilmisti. Burada teoremden farkl olarak ¢ =

segilmelidir. Ciinkii (6.1) de verilen Riemann theta fonksiyonunu 6ncekinden biraz
farkhi segilmisti. Asimptotik durumu incelemek igin (6.14) de verilen sistem (w, A\)T

parametrelerine gore ¢oziilmelidir. Kiigiik parametrelerin acilimi yontemine gore bu

parametreleri
)\2)\0+)\1p—|—)\2p2+-~~=)\0—|—0(p) (619)
W = wo +wip+wsp®+ - =wo+ 0o(p)
ve katsayilar1 da
192:1+2p4—'—...
vy = 3272 pt 4 - -
2 g (6.20)

V) = —dmp+ 127p° + - - -
V) = 16m3p + 43273p° + - - -
olacak sekilde p parametresine gore seriye agilmalidir. (6.19) ve (6.20) yi (6.14) te
verilen sistemde yerine yazip, ayni dereceli terimlerin katsayilar esitlendiginde p — 0
A—= X =0

(6.21)
w — wo = 4m2k3?l
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elde edilir. Teorem 4.1.3 bu denklemin faz degiskenlerine uyarlandiginda & = kx + ly +
wt + £° periyodik ¢oziimiin faz degiskeni, n = pux + vy + wt 4 ise soliton ¢dziimiin faz

degiskeni olmak iizere

_7+7r7'
27

k= 1= w=2,

ifadeleri (6.21) de yerine yazildig1 taktirde (6.9) da verilen (2+1) boyutlu breaking

soliton denkleminin soliton ¢ziimii icin

A—0

w=—p’v

seklindeki yayilma bagintisi elde edilir. Yukaridaki bilgiler de kullamlarak (6.18) de ver-
ilen peri-

yodik ¢6ziimiin soliton ¢oziime gittigi gosterilebilir.

2

F = 19(57070 | 7_) — ZGQWinﬁ—W’n T

nez

theta fonksiyonunu p = e ™2 olmak iizere p serisine acilirsa
F =1+ p?(e®™€ 4 e72m8) 1 p8(eh™€ 4 e74m8) 4. ..
elde edilir. ¢ = 2mi£ — 77 olmak iizere yukaridaki ifade
F=1+¢ +p*eC+e*)+p2e® +e5) 4 -
seklinde diizenlenebilir. p — 0 ise bir soliton ¢oziime karsilik gelen
1+ ¢

elde edilir.
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6.1.2 Iki-periyodik dalga c¢oziimii

N =2 s =0, e = (3,3) icin n = (n,ny) € Z? faz degiskeni

6 = (51,52) c (CQ, fj = ij+ljy+wjt+§§-0) ] = 1,2 ve k = (kl,kg) S Z2,

1= (Iy,ly) € Z?, w = (w1, ws) € Z* olmak iizere F ve G fonksiyonlar

F= 19(57 07 0 | 7') = Z e2mi<gn>—m<rn,n>

ncZ?
1 .
G = 19(5, 5’ 0 | 7-) — 6222 e27rz<£+%,n>—7r<7'n,n> (622)

— Z (_1)n,1+n2e2m’<§,n>—7r<7'n,n>
nez?

olacak gekilde segilsin. (6.12) de verilen ifade iki boyut i¢in uyarlanirsa 8 = 6; =
0,67, 0, = (0,07, 6, = (1,0)7, 65 = (0,1)", 6, = (1,1), i = 1,2,3,4 theta

fonksiyonunun karakteristikleri olmak {iizere

Y HAmi<n—0/2,k>,--- 4dri<n—60/2,w >)
neZ? (623)
X6727r<‘r(n79/2),n70/2>+27ri<n79/2,e’76>

yazilir. Teorem 6.0.2 ye gore H; bir simetrik operator oldugundan (65, 03) = (1,0), (0, 1) igin
dogrudan sifira gider. Hy, ise bir anti simetrik operator oldugu igin

(01,04) = (0,0),(1,1) igin sifir olacaktir. Buna gore

Z (—16’/T2 <n-— 0/2’ k >2 _/\)e—27r(7—(n—0/2),n—0/2)+7ri(n—0/2) |0:(91794): 0

nez?2

S (Ami<n—0/2,w>—64r% <n—0/2,1><n—0/2 k >% +3\(4mi <n—0/2,1 >)
neZ?
X6—27r(7—(n—9/2),n—9/2>+7ri(n—9/2) ’0:(92793): 0

(6.24)
seklinde bir sistem yazilabilir ve bu sistem Riemann theta fonksiyonu kullanilarak

diizenlenebilir. Bunun i¢in

—TTEkl

Pri = € 2 kl=12 p= (P11> P12> Pa2)
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secildigi taktirde s; = (s;1,952), J = 1,2,3,4, s1 = (0,1), s = (1,0), s3 = (0,0),

sy = (1,1) olmak iizere theta fonksiyonu

90;(€,p) = 09(26,1, 72 |2r) = Y emi<dHin-g>on<rn-F)n-F>
n1,n2€Z
_ Z 647r7j<£+%,n—%> 12[ p(znkfsjvk)@”jfsj,l) (625)
N kl

ni,n2€ZL k,l=1

olacaktir.

(6.24) sistemindeki ilk denklemin diizenlenebilmesi i¢in (6.25) te verilen theta fonk-
siyonunda j = 3 alinsin. Bu durumda s; den s3 = (0, 0) segilmelidir. Yani theta fonksi-

yonu
193(€7p) = 19(25', %7 _853 | 27—)

1
Sty
47i b
B Z . <<f2+%> (n2)> (2n1)2p2(4n1n2) (2n2)? (626)

P11 12 P22

n1,n2€L
_ 5 pAmilmgs +nagyt g (n+n2)) pam)? j2mina) (2n2)?

22
ni,ne€Z

olacaktir. (6.24) sistemindeki ilk denklem diizenlenirse

S (—1672 <n— 0/2,k >2 —\)e 2m{r(n-0/2n=0/24min=06/2) |, o

ni,n2€”Z

Tt Tiz||[N1]| |1 ,
2 -2 , +mi(n1+n2)
. Z 167‘(’2 n1 kl A e T12 T22 %) Mo
= — , —
n

n1,n2€L 9 k2
— Z (—167'(2(77,1]{51 + 77;2]452)2 - )\) e—27r(711n%+2712n1n2+722n§)+m(n1+n2)
n1,n2€L
= X (1672 (nuky + noks)? — N)piy gy plge ) emitmna) —
ni,no€Z
(6.27)
elde edilir. 7 = (0¢,, Ok, , ..., O¢, ) tiirev operatorii ve

olmak tizere (6.26) da tanimlanan Riemann theta fonksiyonu gz éniinde bulunduru-

lursa son denklem
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seklinde diizenlenebilir. Aym sekilde j = 4 secilirse de
(k.7)%04 — My =0 (6.30)
yazilabilecegi goriilecektir. Dolayisiyla (6.29) ve (6.30) dan
(k)29 — N9, =0, j=3,4 (6.31)

yazilabilir.

(6.24) sistemindeki ikinci denklemin diizenlenebilmesi igin (6.25) te verilen theta
fonksiyonunda j = 1 yazilsin. Bu durumda s; den s; = (0, 1) secilmelidir. Yani theta

fonksiyonu

01(&,p) = 0(28,5,—% | 27)

1
] sty n
4m<(52+§1)7(“2i%)> (2n1)2 2(2n1)(2na—1) (2na—1)2 (6.32)
= Zze pi1 o P12 '
ni,na€

= % e4ﬂi[n151+n2€2+}1(n1+n2)*%52*%]pﬁnl)2p?gnl)(?nrl)pgﬁnrl)z

ni,no€ZL

olacaktir. (6.24) sistemindeki ikinci denklem olan

S Ami<n—0/2,w > —64r% <n—6/2,1><n—0/2 k >* +3\(4dmi <n—6/2,1>)

nez?
Xe—27r(7'(n—9/2),n—0/2>+7ri(n—9/2) |0:(62 05)= 0

ifadesi diizenlenirse

2 2
. m w1 3. ni Iy ny k1
= > 4mi , — 64771 , ,
/ _1 1 l _1 L
n1,m2€ UP) ) n 2 U 2
2 2 2
Ti1 Ti12 ny ny ) 1
+mi(n1+nz—3)

—27 s
. ni ll T12 T92 Ng — 1 Ng — 1
+3)\ |47 < , e 2 2

1
Nng — 35 lg

= Z {47Ti(n1w1 + (TLQ — %)WQ) — 647r3i(n1l1 + (77,2 — %)h)(nlk‘l + (TlQ — %)kg)Q

ni,ne€ZL
. 1
F3A(Ami(mil + (ng — D))} iy prs O plgr e z) — g
(6.33)
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elde edilir. (6.28) de verilen tiirev ifadesi ve (6.32) de tamimlanan Riemann theta

fonksiyonuna gore
Y w. 7)Y + (k.7)* (L)1 + 3A(Ly)d = 0 (6.34)
bulunur. Yine j = 2 alindiginda da
4 w.7)Vs + (k.7)*(1.7)02 + 3A(Ly)0y = 0 (6.35)
olup (6.34) teki ifadenin aymis1 ¥, igin de yazilabilir. Buna gore (6.34) ve (6.35) ten
Aw.7)0; + (k7)2(L); + 3ALY)D, =0, j=1,2
yazilabilir. Sonug olarak (6.24) sistemi

(k.7)0; = A0 =0, j=34

(6.36)
Y w. )Y + (k)2(1)d; + 3A(Ly)d; =0, j=1,2

seklinde w ve \ ya gore ¢oziilebilen bir sistem haline getirilebilir. Bu sistemin ¢oziimiin-

den bulunacak olan w ile ki, ks, 11, l2, T11, T12 Ve Too parametrelerinin keyfi secilmesi ile
u =0, In(¥(&,0,0 | 7)) (6.37)

ile verilen iki-periyodik coziim elde edilir. Sekil 6.2 de k; = 0.3, ko = 0.15, [} =
0.04, I, = 0.02, 50 =0, 711 = 0.5, 715 = 0.1 ve 799 = 0.2 geklinde secilen keyfi
parametreler ile (2+1) boyutlu Breaking Soliton denkleminin dejenere iki-periyodik

dalga ¢oziim grafiklerinin nasil olacagi gosterilmistir.
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Sekil 6.2 : (a) t=1 secimi ile dejenere iki-periyodik dalganin z—y diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriintimii.

Sekil 6.3 teise ky = 1, ko = 1, Iy = 0.1, Ip = —0.1, & =0, 79y = 1, T1p =
0.2 ve 792 = 1 seklinde segilen keyfi parametreler ile (241) boyutlu Breaking Soliton

denkleminin simetrik iki-periyodik dalga ¢6ziim grafiklerinin nasil olacagi gosterilmistir.

Sekil 6.3 : (a) t=1 secimi ile simetrik iki-periyodik dalganin x—y diizleminden perspektif goriiniimii. (b) Ustten goriiniimii.
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Asimptotik Durum

Asimptotik durumun incelenebilmesi igin Teorem (4.1.5) bu denklemin faz degisken-
lerine uyarlanmahdir. Yani j = 1,2 igin §; = kjz + [y + w;t + 52 periyodik ¢oziimiin

faz degiskeni n; = p;x + vy + w;t + 7, ise soliton ¢oziimiin faz degiskeni olmak {izere

p1 = €T, py = €™ igin py, py — 0 iken
e B P 1 50_>7j+7w 7-12:’412 (6.38)
Tooomi’ Y 2w’ Y 2mit Y 2mi —2m ‘
seklinde secildigi taktirde
D&y, &y, T) — 1+ €M + 72 4 Mt (6.39)

seklinde iki-soliton coziimiin elde edilebilecegi goriiliir. Ispati daha onceki boliim-
lerde yapilmig olup, bu ifadenin ispat1 da benzer sekilde oldugundan ispata tekrardan
deginilmeyecektir. Eger iki-soliton ¢oziim ic¢in yayilma bagintisi elde edilebilirse, iki-
periyodik ¢oziim yukaridaki sartlar altinda iki-soliton ¢oziime gider. Bunun ig¢in aym

N =1 de oldugu gibi (6.36) sistemindeki j = 1,2, 3,4 icin ¢J; fonksiyonlari,

w1 = W) 4+ wipyy + wWipy + 0(p11, par)
Wy = Wg + W%Pn + W%Pm + 0(p11, Paz) (6'40)
A= Xo + A1pyg + Aapgg + 0(py1, Pao)

agihmlar da kullanilarak seriye acilip, (6.36) da yerine yazilmahdir.

Buradan p;q, pyy — 0

A= /\0 — 0
Ami(—1)wd — 64m%i(— 1) (= 1)%k2 = (6.41)
dmi(— 1wl — 64mPi(— 1)l (—1)%kE = 0
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elde edilir. (6.40) ve (6.41) den

A= 0(py1, paz) — 0
w1 = 47'('2]{?%[1

Wy = 47T2kgl2

bulunur. (6.38) de verilen sartlar yerine yazildiginda ise iki-soliton ¢oziim igin yayilma
bagintis1 olan

A= 0(p11, pp2) = 0

w1 = _,U%V1

wo = —,U%V 1
ifadeleri elde edilir. Boylece (2+1) boyutlu kirilan soliton denklemin, Riemann theta
fonksiyonlar1 kullanilarak bulunan iki-periyodik ¢oziimiin, p — 0 kiiciik bir genlik sinir1

altinda bilinen iki-soliton ¢oziime gittigi gosterilmis olur.
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8. SONUC ve ONERILER

Bu tezde Hirota-Riemann metodu kullanilarak kismi diferensiyel denklemlerin peri-
yodik ve kuasi periyodik ¢oziimlerinin nasil bulunacagi anlatilmigtir. Girig kisminin
ardindan literatiirde yapilan ¢alismalarin neler oldugundan bahsedilmis ve tez icinde

bahsi gecen temel kavramlarin tanimlar: yapilmisgtir.

Ardindan {iciincii boliimde yontemin temelini olusturan Hirota bilineer metodun
ne oldugundan bahsedilip, ele alinan bir 6rnekle ayrintili bir bi¢imde uygulamasi gos-
terilmigtir. Yine ayni bolimde Riemann Theta fonksiyonun tanimi yapilmig ve bazi

onemli ozelliklerinden bahsedilmistir.

Dérdiincii boliimde Hirota-Riemann metodunun tanimi yapilmis ve bir kismi dife-
rensiyel denklemin bir, iki ve ii¢ periyodik dalga coziimlerini bulabilmek i¢in gerekli

olan teoremler ispatlari ile birlikte verilmistir.

Uygulamalar beginci boliimden itibaren yapilmig ve tekli bilineer forma sahip olan
(3+1) boyutlu genellestirilmiy BKP denklemi ve (3+1) boyutlu BKP denklemlerinin
¢oziimleri elde edilmigtir. Bu boliimde ele alinan denklemlerin her biri i¢in bir-periyodik
¢oziimler elde edilmis ve belirtilen bazi asimptotik sartlar altinda, bulunan bir-periyodik
¢oziimlerin, bir-soliton coziimlere gittigi goriilmiistiir. Bu 6zellik soliton ¢oziimlerin
bulunusu i¢in énemli bir kolaylik olup, soliton ¢oziimleri bulabilmek i¢in ayrica bagka
bir yonteme ihtiya¢ duyulmadiginin gostergesidir. Dalga yapisinin daha iyi anlagila-
bilmesi i¢in secilen keyfi parametreler altinda, bir-periyodik ¢oziimiin grafikleri farkh
acilardan ¢izdirilmis ve bir-periyodik c¢oziimlerin iist {iste binmig tek bir dalga sekline
sahip dalgalar oldugu goriilmiistiir. Aym sekilde verilen teoremlere gore iki-periyodik
dalga coziimleri de elde edilmis ve belirtilen sartlar altinda iki-periyodik ¢6ziimlerin
bilinen iki-soliton ¢oziimlere gittigi goriilmiistiir. Dalgalarin yapisin1 daha iyi anlamak
icin cesitli acilardan grafikleri cizdirilmistir. Ornegin her bir alt boliim igin cizdirilen
ilk grafiklerde dejenere periyodiklik sartlarimi saglayan keyfi parametreler altinda iki-
periyodik dalga grafikleri ¢izdirilmig fakat grafikler incelendiginde secilen keyfi sabitler
yiiziinden dalgalarin yine bir-periyodik dalgalarda oldugu gibi {ist iiste binen ve tek

bir dalga seklinde ilerleyen dalgalar oldugu goriilmiistiir. Daha sonrasinda asimetrik
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periyodiklik sartina uyacak sekilde degistirilen keyfi parametreler altinda asimetrik iki-
periyodik dalgalarin grafigi c¢izdirilmis ve tek bir dalga gibi davranmadiklari ancak
iki yonde de uzaysal periyodiklik sartini sagladiklar1 goriilmiistiir. Ayrica islem zor-
luklar1 sebebiyle literatiirde daha 6nce uygulamasi bu kadar acik sekilde yapilamayan
tig-periyodik dalga coziimleri elde edilmis ve yine belirtilen gsartlar altinda tig-soliton
¢oziimlerin bulunabilecegi gosterilmistir. Dalga yapisini anlayabilmek icin keyfi olarak
secilen parametreler altinda grafikler farkh acilardan cizdirilmistir. U¢ boyutlu uzayda
¢izim yapabilmek icin herhangi bir uzay degiskeni ve zaman degiskeni keyfi bir sek-
ilde secilip, o andaki dalganin goriintiisii verilmistir. Buradaki dalgalarin ise yine peri-
yodiklik 6zellikleri saglamasina ragmen sekilsel olarak bir periyodik dalga gibi diizgiin

olmadiklar: tespit edilmistir.

Son boliimde ise ikili bilineer forma sahip olan denklemler i¢in teorinin nasil ol-
masi1 gerektigi ispatlari ile birlikte verilmistir. Ardindan uygulamasi, bilineer Bell poli-
nomlar1 yardimi ile bilineer formu yazilabilen (2+1) boyutlu Breaking Soliton denk-
leminde yapilmistir. Ilk olarak secilen keyfi parametreler altinda denklemin bir-periyodik
¢oziimii bulunmus, belirtilen sartlar altinda bir-soliton c¢oziime gittigi gosterilmistir.
Bulunan ¢oziimiin grafikleri ¢izdirilmis ve 6nceki denklemlerde oldugu gibi, bir-periyodik
dalga seklinin tek bir dalga gibi ilerledigi goriilmiistiir. Ardindan verilen teoremlere
gore iki-periyodik dalga coziimii elde edilmig ve belirtilen kosullar altinda iki-soliton
¢oziim de bulunmusgtur. Simetrik periyodiklik sartlarini saglayacak sekilde secilen keyfi
parametreler altinda ¢oziimiin grafikleri ¢izdirilmistir. N > 2 i¢in her zaman yeterli
parametre olmadigindan ya da ara islemler ¢ok uzun ve karmasik oldugundan her za-
man ¢ozlim bulunamayabilir. Tezde BKP denklemleri i¢in bu problem asilabilmis ve
N = 3 igin kuasi-periyodik ¢oziimler bulunabilmistir. Fakat son boliimde verilen (2+1)
boyutlu Breaking Soliton denklemi i¢in bu hesap zorluklarindan dolay1r N = 3 ¢ziimii

bulunamayip, ileriki ¢aligmalara birakilmigtir.

Yine tezde ¢oziimleri ele alinmasa da Hirota-Riemann yonteminin siipersimetrik
denklemlerinin periyodik ¢oziimleri bulunurken de kullanilabileceginden bahsedilmigtir.
Literatiir incelendiginde simdiye kadar belirtilen hesap ve parametre sikintilar yiiziin-
den N = 3 igin bu yontemle siipersimetrik denklemlerin periyodik ¢oziimlerinin buluna-

madig1 goriilmiistiir. Ileriki calismalarda tezde N = 3 icin verilen calismalarm yardimi
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ile siipersimetrik denklemler icin de bu sikintinin ¢oziilebilecegine inanilmaktadir.

Simdilik periyodik ¢oziimlerin sadece soliton ¢oziimlerle iligkisi bulunmus olsa da

diger coziim cegitleri ile daha bagka iligkiler de kurulabilecegi diistiniilmektedir.
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