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OZET

Bu Yiiksek Lisans tezi dokuz boliimden olusmaktadir. Bu tezde, Adveksiyon
Diflizyon (AD) denkleminin sayisal ¢oziimleri, zaman parcalanmasi i¢in dogrulugu ikinci,
dordiincii ve altinct mertebeden yontemle birlikte kuartik, kuintik, sektik ve septik B-spline
fonksiyonlarin konum parcalanmasi i¢in kullanildigr Galerkin sonlu elemanlar yontemiyle

elde edilmistir.

Birinci boliimde tezle ilgili genel bilgiler verilmis ve tezin amaci agiklanmistir.
Sonraki boliimde, AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in daha Once yapilan calismalar

incelenmistir.

Uciincii  boliimde, bazi temel terimler ve Onerilen zaman parcalanma
yontemlerinden bahsedilmistir. Daha sonra AD denklemi ve test problemi, baslangi¢c ve

siir kosullartyla birlikte incelenmistir.

Dordiincii boliimde AD denklemi, sirastyla ikinci, dordiincii ve altinci mertebeden
dogruluga sahip ii¢ zaman par¢alanmasi kullanilarak kuartik B-spline Galerkin yontemiyle
sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Besinci, altinci ve yedinci boliimlerde sirastyla kuintik, sektik
ve septik B-spline fonksiyonlar kullanilarak ayni zaman parcalanmalar1 igin islemler
tekrarlanmistir. Her bdliimde, mevcut yontemin dogrulugu test problemi kullanilarak

incelenmistir.

Son iki boliimde, sunulan yontemlerin sonuglari tartisilmis ve ileride yapilacak

calismalar i¢in bazi Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Adveksiyon Diflizyon denklemi, Galerkin yontemi, B-Spline

fonksiyonlar
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SUMMARY

This Master of Science thesis consists of nine chapters. In this thesis, numerical
solutions of Advection Diffusion (AD) equation are obtained using Galerkin finite element
method, based on second, fourth and sixth order method for time discretization and quartic,

quintic, sextic and septic B-spline functions for the space discretization.

In the first chapter, general information of the thesis is given, and the purpose of the
thesis is also explained. In the next chapter, some earlies studies for numerical solution of

the AD equation are investigated.

In the third chapter, some basis terms and the proposed time discretization methods
are mentioned. Then AD equation and the test problem together with initial and boundary

conditions are investigated.

In the fourth chapter, AD equation is solved numerically by using quartic B-spline
Galerkin method by using three-time discretization method which are of 2th,4th and 6th
order in time, respectively. Same methods implemented in fifth, sixth and seventh chapters
by using quintic, sextic and septic B-spline functions, respectively. In each chapter, the

accuracy of the present method is investigated by using the test problem.

In the last two chapters, the results of the presented methods are discussed, and

some suggestions are given for future studies.

Keywords : Advection Diffusion equation, Galerkin method, B-Spline functions
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1. GIRIS VE AMAC

Dogada gerceklesen ve bir siire¢ belirten olaylarin neredeyse tamami belirli
kurallar cercevesinde matematik diliyle ifade edilmeye calisthr. Bu durumda ise
genellikle degisken sayisinin durumuna baglh olarak adi veya kismi diferensiyel
denklemler elde edilir. Ayrica dogada gerceklesen ve bir siire¢ belirten olaylar,
baglangic veya simir sartlari igeriyorsa bu durumda problem, baslangic deger veya
simir deger problemi olarak adlandirilir. Bazen konveksiyon-difiizyon denklemi
olarakta adlandirilan adveksiyon difiizyon (AD) denklemi de bir¢ok fiziksel ve
kimyasal olaylar1 modellemek icin kullanilan temel bir kismi diferensiyel denklemdir
(Karur ve Ramachandran, 1995).  Adveksiyon, fizik, miihendislik gibi bilim
dallarinda bir maddenin hareketle taginmasi olayidir. Adveksiyona 6rnek olarak bir
nehirdeki kirlenmenin suyun akisi sebebiyle tasinmasi olarak verilebilir. Difiizyon
kavrami ise sayisal bilimler (fizik, kimya, biyoloji vb) ve sozel bilimler (sosyoloji,
ekonomi, finans vb) dahil olmak iizere bir¢ok alanda yaygim olarak kullanilmaktadir.
Genel olarak difiizyon etkisinde kalan bir nesne daha yiiksek bir konsantrasyonun

oldugu bir konumdan daha diigiik konsantrasyonun oldugu konuma dogru yayilir.

Kismi diferensiyel denklemlerin verilen sartlari saglayan coziimlerini bulmak
bazen imkansiz bazende oldukca zor olmaktadir. Bu durumda sayisal yontemler
kullanilarak problemin yaklagik coziimleri bulunmaya calisilmaktadir. Hem
adveksiyon hem de difiizyon terimleri icermesi ve sayisal ¢oziim yontemlerinin
geligtirilmesi icin kullamilabilecek basit bir denklem olmasindan dolayr AD

denklemiiizerinde yogun olarak caligilmaktadir.

Bu c¢alismada AD denkleminin yaklagik ¢oziimii aragtirilirken zaman
parcalanmasi i¢in dogrulugu 2., 4., ve 6. mertebeden olan ii¢ farkli yontem
kullanilacaktir. 2. mertebeden zaman parcalanmasi literatiirde yogun olarak
kullanilan Crank Nicolson zaman parcalanmasima karsilik gelmektedir. Bu
tezin amaci, Crank Nicolson yonteminden daha yiiksek dogruluklu bir zaman
parcalanmasi kullanildiginda elde edilen hatalarin dahada azalip azalmadiginin

tespit edilmesi olacaktir. Zaman parcalanmasi i¢in onerilen yontemlerden sonra



konum parcalanmasi icin ise kuartik, kuintik, sektik ve septik B-spline Galerkin
yontemi kullanilacaktir.  B-spline fonksiyonlar, sonlu elemanlar metotlarinda
kullanildiginda elde edilen sonu¢ matisleri bant matrisler olarak geldiginden
hesaplama yoniinden avantajhdirlar. Her bir spline igin ti¢ farkli zaman parcalanmasi
kullanilacagindan bu caligmada toplam 12 farkli yontem AD denkleminin yaklagik
coziimii icin kullamlacaktir. Onerilen yontemlerin bir kismu daha 6énce calisilmistir.
Bu calismada orjinal olan kisim ise zaman pargalanmasi i¢in altinci mertebeden bir
yontem kullanilmasidir. Elde edilen sonuclar birbirleri ile kiyaslanacak ve sonuclar

tartigilacaktir.

Onerilen yontemlerin dogrulugunun kontrolii, adveksiyon ve difiizyon olaymm
gergeklestigi  bir dalganin yayilimimi modelleyen test problemi kullanilarak

yapilacaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Giintimiizde bir¢ok olayin modellenmesinde kullanilan AD denkleminin yaklagik
¢oztimleri {izerinde bir¢ok ¢aligma yapilmigtir. Funaro ve Pontrelli (1999), lineer
AD denkleminin yaklagik ¢oziimleri i¢in spline kolokasyon yéntemi onermiglerdir.
Dehghan (2004), AD denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in sonlu fark yontemleri
onermigtir. Dehghan bu caligmasinda 6zellikle konuma gore parcalanma yaparken
dogrulugu yiikseltmeye caligmigstir.  Hem lineer hem de kuadratik B-spline
fonksiyonlarin kullanildigir en kiigiik kareler yontemiyle AD denkleminin sayisal
¢oziimleri Dag ve arkadaglar tarafindan aragtirlmigtir (Dag vd., 2006). Thongmoon
ve McKibbin (2006), AD denkleminin yaklagik ¢ziimii i¢in hem dogal kiibik B-spline
interpolasyon yontemini hem de ayni problemin yaklagik ¢oziimii i¢in sonlu fark
yaklagimi yontemlerini kullanmiglar ve onerdikleri yontemleri karsilagtirmiglardir.
Dhawan ve Kumar (2009), AD denkleminin 6zel bir durumu olan 1s1 denkleminin
yaklagik ¢oziimii icin kuadratik B-spline Galerkin sonlu elemanlar yontemini
kullanmiglardir.  Tek boyutlu 151 ve AD denklemininin yaklagik ¢oziimleri igin
dordiincii mertebeden sonlu farklar yontemi Mohebbi ve Dehghan (2010), tarafindan
uygulanmistir. Sar1 ve arkadaglar1 (2010) hazirladiklar1 caligmalarinda AD
denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in konuma gore parcalanma yaparken 10. mertebeden
dogruluga kadar ¢gikabilen sonlu farklar yontemini, zamana gore parcalanma yaparken
ise dordiincii mertebeden Runge Kutta yontemini énermiglerdir. Camvar (2011),
Taylor Galerkin kuadratik B-spline, Taylor Kolokasyon kiibik B-spline ve kuadratik,
kiibik ve Taylor Kolokasyon kuintik B-spline sonlu elemalar yontemlerini kullanarak
AD denkleminin yaklagik ¢oziimiinii aragtirmigtir. Dag ve arkadaglar (2011), AD
denkleminin yaklagik ¢oziimii igin kuadratik ve kiibik B-spline Taylor Galerkin
yontemini onermiglerdir. Hem lineer hem de kuadratik B-spline fonksiyonlarin
kullanildigr sonlu elemanlar yontemi kullanilarak AD denkleminin yaklagik ¢oziimii,
Dhawan ve arkadaglar1 (2012) tarafindan aragtirilmigtir. Kiibik B-spline fonksiyon
tabanli kolokasyon yonteminin kullanildigi ¢alismada Mittal ve Jain (2012),
konveksiyon-difiisyon denkleminin yaklagik ¢oziimiinii aragtirmiglardir.  Appadu

(2013), sabit katsayili tek boyutlu AD denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek



i¢in ii¢ farkh sonlu farklar yontemi uygulamigtir. Dogan (2013), genisletilmis kiibik
B-spline fonksiyonlar ile birlikte Galerkin ve kololasyon metotlarinu kullanarak
AD denkleminin yaklagik ¢oziimiinii elde etmeye calismustir. Irk ve arkadaslar:
(2015), genisletilmis kiibik B-spline fonksiyonlar tabanli sonlu elemanlar yéntemini
kullarak AD denkleminin sayisal ¢oziimiinii aragtirmuglardir.  Bilgin (2015), AD
denkleminin sayisal ¢oziimleri i¢in agik ve kapali sonlu fark yéntemlerini uygulamas,
baz fiziksel problemler {izerinde hata analizlerini ve kararlilik kosullarini incelemistir.
Dhawan ve arkadaglar1 (2015), AD denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in kiibik B-spline
fonksiyonlarin1 kullanarak en kiigiik kareler yontemini 6nermiglerdir. Nazir ve
arkadaglar1 (2016), AD denkleminin sayisal ¢oziimii igin kiibik trigonometrik
B-spline kolokasyon yaklagimi gelistirmiglerdir. Dag ve Korkmaz (2016), AD
denklemini sayisal ¢ozmek igin kuartik ve kuintik B-spline fonksiyonlar ile birlikte
kuadratur yontemini kullanmiglardir. Gorgiilii ve Irk (2016), AD denkleminin zaman
parcalanmasi icin ikinci ve dordiincii mertebeden yontem ile birlikte kuintik B-spline
Galerkin sonlu elemanlar yontemini kullanmiglardir. Bu caligmanin sonucunda
ozellikle dordiincii mertebeden tek adimli yontemin AD denkleminin ¢oziimiinde
daha iyi bir sonug verdigi gozlemlenmistir. Almashhadani (2016), AD denkleminin
yaklagik ¢oziimii icin hem yiiksek hem de diisiik mertebeden sonlu farklar
metotlarim kullanmugtir.  Bahar ve Giirarslan (2017), ¢alismalarinda Lie-Trotter
ve Strang operator bolme yontemlerini AD denklemine uygulayarak sayisal ¢oziimii
aragtirmiglardir. Gorgiilii ve arkadaglar1 (2018), AD denkleminin sayisal ¢ziimii igin
konum parcalanmasinda genisletilmis kiibik B-spline galerkin, zaman ayrismasinda
ise Crank Nicolson yéntemini kullanmiglardir. Topcu ve Irk (2018), AD denkleminin
zaman ayrigtirmasi i¢in ikinci ve dordiincii mertebeden yontem ile birlikte sektik
B-spline Galerkin sonlu elemanlar yontemini kullanmiglardir.  Bu caligmanin
sonucunda o¢zellikle dordiincii mertebeden tek adimli yontemin AD denkleminin
¢oziimiinde daha iyi bir sonug verdigi gozlemlenmistir. Gorgiilii ve Irk (2019),
AD denkleminin zaman ayristirmasi icin ikinci ve dordiincii mertebeden yontem
ile birlikte kiibik B-spline Galerkin sonlu elemanlar yontemini kullanmiglardir.
Bu c¢alismanin sonucunda 6zellikle dérdiincii mertebeden tek adimh yontemin AD

denkleminin ¢oziimiinde oldukga iyi sonug verdigi gozlemlenmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde sayisal ¢oziimii aragtirilacak olan AD denklemi ve test prolemi ile

sayisal yontemde kullanilacak olan zaman parcalanmasindan bahsedilecektir.

3.1. Adveksiyon Difiizyon Denklemi

AD denklemi [a, b] x [0,T] konum-zaman bolgesinde

U + QUy — Uy = 0, (3.1)
formunda olup
u(a,t) =u(b,t) =0 (3.2)
SIIr ve
u(z,0) = f(z), a<z<b (3.3)

baglangi¢ sartlarina sahiptir

Tek boyutlu lineer AD denkleminde

t ve x alt indisleri sirasiyla zamana ve konuma gore tiirevleri,

i > 0 difiizyon katsayisini,

a > 0 su akis hizini,

u ise t ve z degigkenlerine bagh konsanstrasyonu (yogunluk veya bir ¢oziiciideki

¢oziinen madde miktarin)

gostermektedir.

3.2. Test Problemi

Test problemi olarak, AD denkleminin hem adveksiyon hem de difiizyon iceren

exp (— (= & at)2> (3.4)

w4t +1)

u(z,t) =

1
Vit +1



(=}

1
VAt +1

analitik ¢oziimii kullanilacaktir. Analitik ¢oziim baglangic aninda genligi

olan bir Gauss sinyalinin zaman i¢indeki soniimiinii modellemektedir.

Sekil 3.1 de 0 < x < 6 konum aralig1 iizerinde

(. t) = 1 exp (_(m—:ﬁo—at) )

i+ 1 (4 + 1)

analitik ¢oziimiiniin a = 0.8m/s, p = 0.005m?/s, Ty = lm parametreleri igin t =

0,1,2,3,4,5 zamanlarindaki aldig1 degerlerin grafigi ¢izilmistir.

Konum araligi

Sekil 3.1: t =0,1,2,3,4,5 zamanlarinda dalgalarin durumu

Sekil 3.1 incelendiginde, ¢ = 0 basglangi¢ zamaninda genligi 1 ve tepe noktasi
Zo = 1 noktasina kargilik gelen dalga konum araliginin bag tarafinda bulunmaktadir.

Zaman ilerledikce dalganin genligi

1
VAt +1

oldugundan ¢ degeri arttigindan dalga kiigiilmektedir. Analitik ¢oziimdeki

(x — Tg — at)

teriminde ¢ nin oniindeki katsay1 olan o = 0.8 m/s dalganin hizina kargilik
gelmektedir. « teriminin 6niindeki isaret — (eksi) oldugundan 5 saniye icinde dalga
saga dogru 5a diger bir ifade ile 5 = 5(0.8) = 4 metre yol alacaktir. Dolayisiya
baslangic aninda tepe noktasi o = 1m noktasina karsilik gelen dalga, 5 saniye sonra

tepe noktas1 x = 5 noktasina karsilik gelecek sekilde hareket edecektir.



3.3. Zaman Parcalanmalari

AD denkleminin sayisal ¢oziimii arastirilirken o¢ncelikle zaman ve konum
araliklar1 parcalanmalidir. k& zaman parcalanmasindaki adim uzunlugu, h konum

parcalanmasindaki adim uzunlugu
tn, =nk,(n=0,...,7)

ve

Ty =a+mh,(m=0,1,...,N)
olmak iizere zaman ile konum araliginin diizgiin parcalanmalar: sirasiyla
0<ty<thi<... <ty =T

ve

a<xg<Ti<...<axNy=0b

olarak verilsin. w(zy,,t,) = ul, ile (z;,,t,) noktasindaki tam ¢oziim, U ile de

(Zm, t,) noktasidaki yaklagik ¢oziim gosterilsin.
Bu gosterimler kullanilarak oncelikle
Up = lgy — QU (3.5)
formundaki AD denkleminin zamana gore parcalanmasimin
" =" O ul + Ogul + O3ult + Oqul + Osult + Ogul, (3.6)

oldugu kabul edilerek, zaman pargalanmasi i¢in dogrulugu en yiiksek yapacak sekilde
katsayilar belirlenmeye ¢alisilacaktir. (3.6) esitligindeki (n + 1) . zaman adimindaki

terimler Taylor serisine agilirsa

2, n 3,mn 4, n 5, n 6, n
kPug, | Kugy  Euy KRug Kug

e T T T R (3.7)
WU =l kel 4 kz;gt k?’;;Zt kAﬁgt kz;gt k(z;?t L (3.8)
= g kg Sy W ()
uftt = uf + k) + R, | Rug, | K, | R | R (3.10)

2 3! 4] 5! 6!



elde edilir. Ustteki seri acihmlarinda kolaylik acisindan
U = Uty Uty = UL, - - -

kisaltmalart yapilmigtir.  (3.7-3.10) seri agihmlar1 (3.6) olarak onerilen zaman

parcalanmasinda yerine yazilirsa

kub, n k3u?, n Kt N kPul, N Kou?, n kTul

n n Tt _n
Wk T R e o T Y T
n no, Kug  RPui  Kug Rug Kuz Klug n
o (“t B T 3! 4l 51 6! T ) T
n o Rl Rl Klug Kup kCug  KTug, n
s (“% TR ST g e e o o) T
n o KRB, Rug Kl Rug Koug,  kTugy, n
& (“3t+k“4t+ o Ta T e e o o) T
elde edilir. Esitlik diizenlenirse
(k—@l —92)ut+
<’;—? - 01/{3 oy 83 - 94) ugt—i-
<—93k: R g — 05 — 91%2) ul,+
(0% + 55 — 05k — 0,5 ) gt (3.11)
<—93% — 95% — 91% + %) Ugt‘i‘
_0.E gkt K g K\ m
5% 321 1 720 1735 ) Ustt
k7 k* k® kS n _
<%—95ﬁ—93m—91m)u7t+—0

bulunur.

3.3.1. Zaman parcgalanmasi igin 1. yontem

Zaman parcalanmasi i¢in onerilen ilk yontem daha ©nce bir c¢ok caligmaci
tarafindan da siklikla kullanilan Crank-Nicolson zaman pargalanmasi olacaktir.

Yontem igin (3.11) sisteminde
93:94:95:9620

se¢imi yapilarak dogrulugu en yiiksek yapacak sekilde 6; ve 6, bilinmeyenleri

bulunmalidir. Bu durumda gereken 2 denklem

k—0,—0, = 0, (3.12)
k2
o~k =0 (3.13)



olacaktir. (3.12-3.13) denklemleri ¢oziiliirse
(3.14)

bilinmeyenleri elde edilir. Bulunan bilinmeyenler (3.11) egtiliginde yerine yazilirsa

3,,n 4, n
kPug, | Kiug

1
12 o (3.15)

bulunacagindan énerilen zaman parcalanmasi i¢in dogruluk 2 olacaktir.

3.3.2. Zaman parcgalanmasi igin 2. yontem

Zaman pargalanmasi i¢in onerilen ikinci yontemin dogrulugu Crank-Nicolson

zaman parcalanmasima gore daha yiiksek olacaktir. Yontem igin (3.11) sisteminde
95 = 96 = O

alinarak dogrulugu en yiiksek yapacak sekilde 60, 65, 03 ve 6, bilinmeyenleri

bulunmalidir. Bu durumda gereken 4 denklem

—Oy—601+k = 0, (3.16)
%2—91/@—04—93 = 0, (3.17)
—O3k + %3 - 91%2 = 0, (3.18)

el e (3.19)

olarak bulunur. (3.16-3.19) denklemleri ¢oziiliirse

k k2 k2
= —— Oy = — 2
2770 1277 T 12 (3.20)
bilinmeyenleri elde edilir. Bulunan bilinmeyenler (3.11) egtiliginde yerine yazilirsa

EPu?,  KCul,
- 21
120 1440 + (3 )

bulunacagindan ¢nerilen zaman parcalanmasi i¢in dogruluk 4 olacaktir. Dolayisiyla
Crank-Nicolson zaman parcalanmasinin dogruluguna gore daha yiiksek bir dogruluk

elde edilmisg olur.
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3.3.3. Zaman parcgalanmasi igin 3. yontem

Zaman parcalanmasinin dogrulugunu ilk iki yonteme gore daha yiiksek yapmak

i¢in belirlenmesi gereken

017 92) 937 947 957 96

olmak {iizere toplam 6 bilinmeyen vardir. Bu durumda gereken 6 denklem (3.11)

estiliginden
k—60,—0, = 0, (3.22)
k)2
o — 0k +05 =0, = 0, (3.23)
B
—03k + A 0 — 05 — 1/20,k> = 0, (3.24)
k2 Kt k3
k3 k2 R
g — s~ — b — + — = 2
bag ~ g ~ 091 T 130 0 (3:26)
k3 kkS 5
5 — O3~ 4+ —— — b, =0 (3.27)

6 24 720 1120
olarak bulunabilir. (3.22-3.27) denklemleri ¢oziiliirse

k k2 k2 k3 k3
5793:__7 4 — 7 ~V5 —

k
0, = — ., = L
=72 10 10 120°°% 7 120

(3.28)

bilinmeyenleri elde edilir. Hesaplanan alt1 bilinmeyen (3.11) esitliginde yerine

yazilirsa

/{;7u?t ksugt
o 3.29
100800 ~ 201600 + ( )

bulunacagindan 6nerilen zaman parcalanmasi i¢in dogruluk 6 olacaktir.

Sonug olarak zaman pargalanmasi igin bu tezde 6nerilecek 3 metot

Metot 1 : 01:8222, 93:64:95:06:0 (dOgI'U_hlk2)
Mtt2-H—Q—kﬁ——k26—k20—9—0(d“lk4)
eto == g, = e e =05, U5 =06 = ogruiu

k 2 k2 3 B
Metot 3 : 91 = 82 = 5, 63 = —E, 64 = 1—0, 05 = m, 66 = 1—20 (dOgI‘U.hlk 6)

olarak elde edilir.
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3.4. Zaman Parcgalanmalarinin Uygulanmasi

AD denklemine
" — 0 Ut — Oaultt — Osult = Ut + Ooul + O4ul + Osul,
onerilen zaman pargalanmasini uygulayabilmek icin 6ncelikle denklem
Up = [y — Oy (3.30)
olarak yazilmalidir. Esitligin her iki tarafinin zamana gore tiirevleri alinirsa

Ut = (MUQJ: - O-/u:c)t
= K (ut)2m - (ut)m
itz — @)y, — @ (e — ),

Uy = Uty — 2p00Us, + 0P Uy (3.31)
ve

Ugy = (M2U4x — 2pauz, + a2u2z)t

= /1’2 (ut)4:v - 2}10& (ut)?):p + a2 (ut>2m
= 1 (puge — o) g, — 20 (e — Qg )y,
+a? (g, — Qtig)y,

Uy = puge — 3plausy + 3puctuy — alus, (3.32)
bulunur. Boylece AD denklemi i¢in 6nerilen
u" T — Ut — Oault — Osult = Ut + Ooul + O4ul + Ogul,

zaman parcalanmasinda elde edilen (3.30-3.31-3.32) esitlikleri kullanmldiginda

ut — 6, (ptty — Ozux)nﬂ — 0, (u2u4m — 2uauz, + a2ugm)n+1

3 n+

—05 (1Puge — 3p s, + 3puauy, — aBus,) Lm0, (ptlgy — ig)"”

+04 (p1Puge — 2p0usz, + aPugy)” + 0 (3uee — 3pans, + 3pauy, — adus,)”
elde edilir. Diizenlemeler yapilirsa

™ af T — (uby + a?03) ult + (2palbs + ad0s) ugt

— (1203 + 3ua®0s) uyt + 3ptalsulit — pP0sugtt = ut — afyu (3:33)

— (b2 + a?0,) uy, — (2ualdy + o) uly, + (1204 + 3ua®bs) uj,
—3pPabeul, + 1Plsug,
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olarak AD denkleminin zaman parcalanmasi yapilmis formuna ulagilir. Elde edilen

denklem bundan sonraki boliimlerde yapilacak konum parcalanmalari igin ortak

olacaktir. Tekrarlamak gerekirse (3.33) denkleminde

k
1 01:9225,03:94:95:06:0,
k k? k?
2 01_92:5’93:_E’04:E’05:96:0’
k k? k? K3 k3
3. 01 =10, 2,93 100 P4 =197 ¥ 120796 120’
alindiginda sirasiyla dogrulugu 2., 4. ve 6. mertebeden olan

parcalanmalar: elde edilecektir.

zamarn
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4. KUARTIK B-SPLINE GALERKIN METODU

Bu boliimde AD denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in kuartik B-spline Galerkin

yontemi kullanilacaktir.

la, b] araliginin esit aralikli bir par¢alanmasi iizerinde tamimlanan ¢,, fonksiyonlar
x,, noktasindaki kuartik B-spline fonksiyonlari gostersin. ¢,, kuartik B-spline
fonksiyonlari
Im(x) =2 — 2

olmak tizere

(

gfan(x% [xm 2y Tm— 1)
9%—2(@ 59m—1(£) [xm 1;$m)

1 () — 5gn,_1 () + 109?2(1“), € [Tm, Tm1)

bul@) =224 (4.1)

Im+3 (z) — 59m+2 (z) € [Tmt1, Tmi2)
gﬁz+3<$)7 € [Tm+2, Tm+3)
0, diger durumlar

\

formunda verilen parcali polinom fonksiyonlardir. Bu durumda

¢—27¢—17 R ¢N+17¢N+1

kuartik B-spline fonksiyonlar1 [a,b] iizerinde tammlanmig fonksiyonlar igin bir

tabandir.
¢—27 (b—l? R ¢N+17 ¢N+1

kuartik B-spline fonksiyonlar1 taban fonksiyonlar olarak alindiginda u(z,t) ¢dziimii

icin yaklagik ¢oziim

N+1

u(@,t) = Uz, t) = Y ¢, (x)0m(t) (4.2)

m=—2
olarak aragtirilir. U(z,t) fonksiyonuna test veya deneme fonksiyonu denir. ¢,,(x)
kuartik B-spline fonksiyonlar1 [z, o, Z,,+3] araliginmi értmektedir ve ¢,,(z) kuartik
B-spline fonksiyonlarimin ilk ii¢ tiirevi, [2,,_2, T3] araligimin diginda sifir olacaktar.

Dolayisiyla [, 1] araligi

¢m—2($)7 ¢m—1($)7 ¢m($)7 ¢m+1($)7 ¢m+2($)
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olmak tizere toplam 5 ardigik kuartik B-spline fonksiyonlar: tarafindan ortiilecektir.
Bu durumda [x,,,%,,,1] arahg itizerindeki u bilinmeyen fonksiyonu igin yaklagim

fonksiyonu
U= 3 6,601 (13)
esitligi ile hesaplanabilir.
(4.1) pargali polinom fonksiyonlarindan

931+3 (Tmi2) (T2 — xm+3)4 (_h)4

¢m(wm+2) = ha == hA = h4 =1
4 4
I3 (Tmt1) — DGp1o(Tm
bolamrs) = Smsalnn) = ol
_ (Tma1 — me+3)4 —5(Tmi1 — xm+2)4 - (—Qh)4 - 5(—h>4 —11
- h r h -
6 (Tm) = 931—2(£m) - 5931—1(33771) + 109:;(xm)
m m T h4
(T = Tin2)' = 5 (@ = Tpu1) +10 (2 — )" 2R —5(R)"
- B B h =1
gfn,g(x) - 59;‘%71(1’)
qu(‘rm—l) - B4
o (:Um—l - xm—2)4 -5 (xm—l - xm—l)4 o <_h)4 -1
— v = i =
Ip2(@m2)  (Tm2—z—2)"
qu(l'm_g) = BA = BA =0

bulunabilir. Benzer sekilde islemlerin yapilmasiyla ’,” ve " sirasiyla z’e gore birinci,

ikinci ve iigiincii mertebeden tiirevleri gostermek iizere, [x,,_2, T3] araligindaki

O (), O (), O () ve ¢ ()

kuartik B-spline fonksiyonlarinin boliinme noktalarindaki degerleri Cizelge 4.1 de

bulunabilir.

(izelge 4.1: Boliinme noktalarindaki kuartik B-spline degerleri

T | Tm—2 | Tm—-1 | Tm | Tmyl | Tm42 | Tm+43
6| O | 1 11| 11 | 1 | 0
a0 |1 | 3] =3 | -1 ] 0
el o | 1 |-1] -1 1 | 0
2gml 0 | 1 |=3| 3 | -1 0
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Cizelge 4.1 ile (4.3) esitliginin kullamlmasiyla U,

m+2

Un = Ulzn) = Z ¢j($m>53(t)

j=m—2
= Gpo(Tm)0m—2 + G 1 (T)Om1 + Gy (T1) m+¢m+1($m)5m+1 +¢m+2($m)5m+2

= 5m—2 —|— 115m—1 —|- 1]-5m + 6m+1

olarak bulunur. Bu durumda U,, ve onun ilk ii¢ tiirevi

m+2

Un = Ulwm)= Y 6;(2)0;(t) =0z + 1161 + 110p + Opmrr,  (4.4)

j=m-—2

4

Urln — U/(Z)L’m) —= E (_6777,—2 — 35m—1 =F 3577‘& + 5m+1) 5 (45)

" 1" 12

Um = U (l’m) = ﬁ (5m72 — (Smfl — (Sm —+ 5m+1) b (46)
24

U = U"(@n) = 5 (=02 + 36m-1 — 33m + 1) (4.7)

olarak elde edilir. £ = x — x,,, doniigiimii yapilirsa = € [,,, T,,.1] sonlu elemam & €

0, h] araligina doniisecektir. Bu durumda [0, k] aralig) tizerindeki sekil fonksiyonlar

U ISR B
Om1(§) = 1—125—6( )3—4 >4, (4.9)

(e
Oma(§) = 1+427 +6<%>2+4<% 4(% , (4.11)
Gial€) = (5) (4.12)

olarak elde edilebilir. AD denklemi i¢in zaman ayristirmasi sonucu elde edilen

™+ afut T — (ufy + a?03) ult + (2pals + alsus,) ul Tt —
(11203 + 3ua0s) uy™ + 3p2aldsustt — pPosuptt =

u™ — abou” — (s + ?04) uy, — (2uaby + a30gus, ) uy,

+ (1204 + 3pa?ls) uy, — 3pPalsul, + p20sul,
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esitligi W (x) agirhik fonksiyonu ile garpilarak konum aralig: tizerinde integrali alinirsa

b
S W () (u + abu™ — (pb; + 203) uh ™ + (2pabs + a®05) ug, " —
(

1203 + 3ua0s) uftt 4 3pladsustt — pP0suptt) de =

b
JW(x) (u™ — abu? — (uh2 + a?04) ul, — (2ualdy + o) uly,+
(1204 + 3ua®0e) ul, — 3pu*absul, + pOgul,) dx

esitligine ulagilir. Kismi integrasyondan

b
/W(:C)U4xdl‘ = W(x)u3x|2—/Ww(x)u3mdx,

a
b b

/W(m)u4mdx = —/Wm(x)ugmd:c,

a a
b

/W(x)umdx = W(I)U4x|2_/wx<l’)U4md$

= W(x)u4w|z — Wm(x)u;>,x|z + /ng(x)u;z,xdx

b

b
/W(az)u5xd:x = /ng(x)u;),xcw

a
ve

b

b
/W(m)uaxd:p = W(x)u5z|2—/Wx(x)u5xdx
= W(x)u5x|2 — Wx(x)U4x|Z + /ng(x)u4xdw

= W(@)use| — Wal)tge]” — Won(2)us,|” — / W () Uz da

b
/W(x)umdx = —/Wgw($)U3wd$
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elde edilir. Boylece kismi integrasyon uygulandiktan sonra (4.13) denklemi
b
S W(z) (u"* + abu ™t — (uby + a?03) u ' + (2uabs + a®0s) ui ) do+
¢ b b
(11203 + 3pa0s) [ W (z)ul dx + 3p2abs [ Wo,(z)uit do+

b
1305 [ Way (z)ulda =
y (4.14)
JW () (u™ — abaul — (b2 + a?04) ul, — (2ucls + o30s) uf,) do—

b b
(1204 + 3pa®ls) [ Wo(z)ul,dx — 3p*abs [ Way(x)ul,dx
b a a
—M306fW3x(fL‘)ugxdﬂT

olarak yazilabilir. Agirlikhi rezidii metotlarindan olan Galerkin metodunda agirlik
fonksiyonu iginde taban fonksiyonlar1 segilir. Dolayisiyla [x,,, ©,,.1] aralig1 {izerinde
W (zx) agirhk fonksiyonu yerine taban fonksiyonu ve w, wu,,us, ile ug, yerine (4.3)
kuartik B-Spline fonksiyon yaklagimi kullanilacaktir. £ = x — z,, doniistimii yapilirsa
T € [Tm,Tms1) sonlu elemam & € [0, ] araligima doniigecektir. Bu durumda [0, h]

araligi tizerindeki yaklasim i = m — 2,..., m + 2 olmak iizere

m—+2

+

[ h
[ 6 (&5 + a6 — (u0y + 0%03) & + (2005 + 005) ¢5) dé-+
LO

-2

h h 1
(1203 + 3pals) ¢7'dE + 3pPals [ @7l dE + 1205 [ ¢ ¢ dE| 6 —
0 0 i

2

I
3

J

C—==
RSS

(4.15)

3
Jr

rh
| ¢ (qﬁj — by — (ubz + a*04) ¢ — (2paby + a6) ¢;") ds—
Lo

-2

h h 7
0} (11204 + 3110%605) @' e — 3u2al [ $11dE — 120 [ o' S| 57
0 0 |

3

.
C—=

olarak bulunur.

h h h

Agy = [o0,d6, By =] odide,  Cy=[ o
h " h ! h Ui

Di, = [o0]de,  Br,=[dofde  Fy = [ oo
h "

G, = [ oo de

vem=0,1,.... N — 1 i¢in

8% = (s --vs Omsa)”
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olmak {izere
[A® + ;B¢ — (uf; + a03) C° + (2uabs + o305) D+
(11203 + 3p0205) B¢ + 3p20b5F¢ + 105G (6°)" ' —
[A® — B¢ — (b + ?0,) C¢ — (2ualdy + abfg) D—
(1204 + 3uabs) E¢ + 3u2alsFC — 120G (8°)"

(4.16)

olarak tanim aralig1 iizerindeki her bir alt araliktaki yaklagim, eleman matrisleri
kullanilarak elde edilir. A¢, B¢ C¢ D¢ E° F°¢ ve G° eleman matrislerinin

birbirlerine eklenmesi sonucunda
0= (5—2a 6—17 507 cee a5Na 5N+1)T

olmak tizere
[A + at,B — (uf; + a?03) C + (2uabs + a0s) D+
(1203 + 3pa®0s) E + 3p*alsF + 120;G] 6" =
[A — B — (b + a20,) C — (2uabdy + b)) D—
(11204 + 3uc®bs) E + 3u?abeF — 1130:G] 6"

(4.17)

sistemi elde edilir. Elde edilen sistem N + 4 bilinmeyen N + 4 denklemden olusan
lineer bir sistemdir ve bir satirinda en fazla 9 tane sifir olmayan eleman igermektedir.

[k ve son denklemler (4.17) sisteminden silinerek
u(a,t) = u(b,t) =0
sinir sartlar: sisteme eklenebilir. Boylece denklem sistemi N 4+ 4 bilinmeyen N + 4
denklemden olusan bir sisteme donecektir. Denklem sistemindeki bilinmeyenlerin
yani
S L R L (57]{;;11

degerlerinin bulunabilmesi icin 6ncelikle

55,00, 8% 6%
bilinmeyenleri bulunmalidir. Bunun i¢in m =0, ..., N olmak {izere

u'(o,0) = f'(20)

u"(z0,0) = f"(z0)

U(T, 0) = 60,5+ 118,y + 1100, + 00y = f(@m),
u'(zn,0) = f'(zn)

(4.18)



19

olarak verilen sinir sartlar: ve baglangic sart1 kullanilabilir. Boylece N +4 bilinmeyen

N + 4 denklemden olusan bir sistem elde edilir. Denklem sistemi ¢oziildiigiinde
5,00 . 5%, &%,

baslangi¢ bilinmeyenleri elde edilir. Iteratif olarak n = 0, 1,2, ... icin (4.17) denklem
sistemi coziiliirse

S S
elde edilir. Boylece x,,, m = 0, ..., N noktasmdaki U"*! degerleri

Ut = 6o + 11600, + 1167 + otl

kuartik B-spline esitligi kullanilarak her bir zaman adiminda hesaplanabilir.

4.1. Test Problemi

Test probleminde adveksiyon ve difiizyon etkisi birlikte incelenecektir. Bu

(e, 1) = 1 ox _(yzz—jo—Ozt)2
SRV B WP

analitik ¢oziimii kullanilacaktir. ¢ = 0 igin analitik ¢oziimden baglangi¢ sartida elde

problem igin

edilebilir. ¢t = 0 icin baslangi¢ aninda dalganin genligi 1br olup zaman gegtikce
dalganin genligi ssnmektedir. Bu bsliimde o = 0.8 m/s, u = 0.005 m?/s, Ty = Im
se¢imleri yapilarak ¢ = 5 zamanina kadar 0 < x < 8m konum araliginda kuartik
B-spline Galerkin metodu kullanilarak AD denklemi yaklagik olarak ¢oziilmiistiir.
Zamana gore dogruluklar sirasiyla 2., 4. ve 6. mertebeden olan ii¢ farkli metot
i¢cin konum artim uzunlugu ~ = 0.01 olarak yeterince kii¢iik alinmig ve farkli zaman
artim uzunluklari i¢in maksimum hata normlari ile yakinsaklik oranlar1 hesaplanarak

Cizelge 4.2 de verilmigtir.



(izelge 4.2: h = 0.01 icin hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:

Metot 1 Metot 2 Metot 3

k Lo YO | Lo YO | Lo YO
1 0.55 1.28 | 0.26 1.94 | 0.13 3.06
0.5 |0.23 0.78 | 6.91x1072 | 2.50 | 1.51x1072 | 5.11
0.2 |0.11 1.06 | 6.97x1073 | 3.96 | 1.40x10~* | 5.86
0.1 [5.36x1072 | 1.90 | 4.48x107% | 3.98 | 2.40x107°% | 5.96
0.05 | 1.43x1072 | 2.06 | 2.85x107° | 3.99 | 3.85x107% | 5.99
0.02 | 2.17x1073 | 2.01 | 7.35x1077 | 4.00 | 1.59%x 1071 | 6.00
0.01 | 5.38x107* 4.60x10~8 2.49x 10712

20

(izelge incelendiginde en diigiik hatalarin zamana gore dogrulugu en yiiksek

olan Metot 3 de elde edildigi ve ayrica zaman artim uzunlugu azalirken onerilen

metotlarin zaman parcalanmasi dogruluklarininda yakinsama oranlar1 ile uyumlu

olduklar1 goriilebilir.

Sekil 4.1 de her bir metot i¢in A = 0.01 konum ve k£ = 0.01 zaman artim degerleri

kullanilarak ¢izdirilen mutlak hata grafikleri verilmistir.

maksimum hatalarin sinirlarda gelmedigi goriilebilir.

Tim hata grafiklerinde



-4

x 10

Mutlak hata
S 7 S S -

-
I

% 3.5 4 45 5
Konum arahdi
Metot 1
-8
5x 10
4!
]
23
B
]
g 2
1.
Oy 35 4 45 5
Konum aralig
Metot 2
Bk 10"
2.
ﬁ 15
-
o
21
05
% 35 4 45 KonumBralg:
Metot3

Sekil 4.1: Mutlak hata grafikleri

5.5

5.5

5.5

6.5

6.5

6.5
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5. KUINTIK B-SPLINE GALERKIN METODU

Bu bslumde AD denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in kuintik B-spline Galerkin
yontemi kullanilacaktir. Bu boéliimde onerilen yaklagik yontemlerin 2.  ve 4.
mertebeden dogruluga sahip olan kismi ayni zamanda Gorgiilii ve Irk (2016)
tarafindan da yapilmigtir.  Bu béliimde, Gorgiilii ve Irk (2016) tarafindan
yapilan ¢aligmadan farkli olarak ayrica 6. mertebeden dogruluga sahip bir zaman

parcalanmasi kullanilarak AD denkleminin yaklasik ¢oziimii arastirilacaktir.

[a, b] araliginin egit aralikl bir pargalanmasi iizerinde tanimlanan ¢,, fonksiyonlar:
Z,, noktasindaki kuintik B-spline fonksiyonlari gostersin. ¢,, kuintik B-spline

fonksiyonlar:
gm(x) =2 — T4

olmak iizere

Io—3(), T E (T3, Tm_2)
9o, _g(x) — 695, _5(x), T E [Tmo2, Tm1)
92173(37) - 6975n72(x) + 15915nf1<$)7 T E [Tpo1, )

92173(35) - 6975n72(x) + 159271(33)

1 _20921(37)7 MRS [$m7$m+1)
O (T) = =5 (5.1)
h
921—3@) - 697571—2(35) + 15921—1(@
_20921<5U) + 15921-1—1 (r), T € [Tmt1, Tmao)

gr5n73(x) - 692172(55) + 159;271(5’3)
_20921(13) + 15975n+1<x) - 692%2@)7 S [xm+27xm+3)

\ 0, diger durumlar

formunda verilen pargali polinom fonksiyonlardir. Bu durum da

¢727¢—17 DR ¢N+17¢N+2
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kuintik B-spline fonksiyonlar1 [a,b] iizerinde tamimlanmig fonksiyonlar igin bir

tabandir.
¢—27 ¢—17 ey ¢N+1’ ¢N+2

kuintik B-spline fonksiyonlar: taban fonksiyonlar olarak alindiginda u(z,t) ¢oziimii
icin yaklagik ¢oziim

N+2

u(z, t) =) bl (5.2)

m=—2
olarak aragtirthr. U(x,t) fonksiyonu bir énveki boliimde de sdylendigi gibi test
veya deneme fonksiyonu olarak adlandirilir. ¢,,(x) kuintik B-spline fonksiyonlar
(3, T3] araligim 6rtmektedir ve ¢,,(x) kuintik B-spline fonksiyonlarimin ilk dort

tiirevi, [x,,_3, Tmys] araligimn diginda sifir olacaktir. Dolayisiyla [z,,, 2,,+1] aralig:

Grn—2(T); Gp1(T), 3 (7), g1 (T); Prnia(®), Gpps(T)

olmak iizere toplam 6 ardigik kuintik B-spline fonksiyonlar1 tarafindan ortiilecektir.

Bu durumda [x,,, z,,+1] aralig1 tizerindeki u degeri igin yaklagim fonksiyonu
Uz,t)= ) ¢;(2)d;(t) (5.3)
esitligi ile hesaplanabilir.

(5.1) parcali polinom fonksiyonlarindan

- 1 gm 3 (Timy2) 69m o(Tmy2) + 15gm 1 (Tg2)
¢m<xm+2) - ﬁ
_209m Tpmy2) + 15£7m-|-1 (Tmy2) — 69m+2(xm+2)
o 1 xm+2 — Tm— 3) -6 (xm+2 - wm72)5 + 15 (xm+2 - xmfl)B
- 75
W2\ =20 (i — 20)” + 15 (Tiso — Tms1)” = 6 (Tmis — Tinya)
1 h5
= 5 ((5h)° — 6 (4h)° + 15 (3h)> — 20 (2h)° + 15 (h)” — 6 (0)°) = g =1
o 1 gm S(merl) - Ggm Q(merl) + 159m 1(xm+1)
O (Tmi1) = 15
_2ogm(xm+1) + 15gm+1(xm+1)
- i (merl Tm— 3)5 —6 (xm+1 - $m72)5 + 15 (xm+1 - $m71)5
h5 —20 (Im-i-l )5 + 15 <$m+1 - xm+1)5
1 s 5 s 26R°
= 13 ((4h)° — 6 (3h)° + 15 (2h)° — 20 (h)° + 15 (0)°) = 5 =26
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bulen) = s (Thalm) — 6 a(om) + 1565 1 (2) — 2065, )
= % (T = Tm3)” = 6 (T — Tn2)” + 15 (T, — Tipe1)” — 20 (2 — 21)°)
= (30— 62 + 15 (0 ~ 20 (0) = 22 — g
bulin ) = 7= (Gl 1) = 667, 2o 1) + 1565, 4 (o)
= % ((xm—l - $m—3)5 —6(zp1 — xm_2)5 + 15 (21 — mm_1)5)
= (e s+ 150 = I g
bnlimz) = 1z (G alim2) = 6} _alm )
= % (@m—2 = Tm3)" = 6 (T2 — T 2)") = % ((h)° —6(0)°) =1
nlinas) = 2 (G slame)) = CntTmal
bulunabilir. Benzer sekilde islemlerin yapilmasiyla ", ” ve @ srasiyla

x’e gore birinci, ikinci, {igiincii ve dordiincii mertebeden tiirevleri gostermek

tizere, [T, 3, T3] arahgimdaki

kuintik B-spline fonksiyonlarinin béliinme noktalarindaki degerleri Ciizelge 5.1 de

verilmigtir.

(izelge 5.1: Boliinme noktalarindaki kuintik B-spline degerleri

T Tm—3 | Tm—2 | Tm—-1 | Tm | Tm41 | Tm4+2 | Tm+3
G | O 1 | 26 | 66| 26 | 1 0
2g. 10 1 |10 |0 |-10] -1 0
Bgr |0 1 2 | —6| 2 1 0
Seom | 0 1 | =2 /0| 2 | -1] 0
S 1 | 4] 6| -4 | 1 0
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Cizelge 5.1 ile (5.3) esitliginin kullanmlmasiyla U,

m—+3

Un = Ulrm) = Z ¢j($m)5j(t)

j=m-—2
= G a(Tm)0m—2+ by 1 (Tm)0m—1 + & (Tim)Oim
+ i1 (Tm)Omi1 + Prpyo(Tm)Omia + Prpys(Tm)Omas

= O + 2681 + 666 + 26841 + Omio

olarak bulunur. Bu durumda U,,, ve onun ilk dort tiirevi

Un = Ulm) = s + 2681 + 668, + 268,11 + O, (5.4)

U = Ullay) = % (=63 — 100, 1 + 108,s1 + Grora) (5.5)

Ul = U"() = 2o (Bt + W = 60+ Wnis + Oiz),  (5.6)
h?2

Us = U"(5m) = 3 (~Ormoa 4 21— Bass + ) (5.7)

Uw = U®(g,,) = %0 (Om—2 — 401 + 60, — 40011 + Omsa) (5.8)

olarak bulunur. ¢ = = — x,, doniigiimii yapilirsa x € [x,,, Z,,11] sonlu elemanm & €

[0, h] arahigina doniigecektir. Bu durumda [0, k] arahig tizerindeki sekil fonksiyonlar:
_ 3 Y’ N LAY (€Y
Gmo(l) = 1 5h + 10 . 10 . +5 . v (5.9)
_ ¢ £\ &Y’ ALY
Om1(§) = 26 50h + 20 . +20 . 20 A +5 ) (5.10)
&Y’ &\’ &y’
_ _ > 2] —10(=2 A1
O () 66 — 60 <h + 30 . 0 v (5.11)
_ ¢ &Y’ &Y’ &\’ &Y’
Omi1(§) = 26+50h + 20 . 20 . 20 . + 10 v (5.12)
3 Y’ EV (Y A (EY
= 14+52410(2) +10(> S) —5(2 1
Bpi2(§) + 5h + 10 p) ot 0 p) ot 5 - 5 o) (5.13)
£\’
Omss(§) = (E) (5.14)
olarak elde edilebilir. AD denklemi i¢in zaman pargalanmasi sonucu elde edilen
™+ abut T — (ufy + a?03) ult + (2palbs + alsus, ) uh Tt —
(11203 + 3ua0s) uy™ + 3plaldsustt — pPosuptt =
u™ — abou” — (s + ?04) uy, — (2uabdy + a30gus, ) ug,

+ (1204 + 3ua?l) uf, — 3u*abgul, + pOsud,
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esitligi W (x) agirhik fonksiyonu ile garpilarak konum aralig: tizerinde integrali alinirsa

b
JW(x) (u”+1 + afiutt — () + ?03) uhtt + (2ualds + aP0s) ul ™t —

(1205 + 3pa0s) up " + 3ptalbsultt — pd0sugt') da = (5.15)
, :

J W () (u"™ — abaul? — (b2 + a?04) ul, — (2ucls + o*0s) uf,+

(U204 + 3ua®e) ul, — 3pu*abeul, + p0gul,) dx

esitligine ulagilir. Kismi integrasyondan

b

b
/W(w)u;,mdx = W(m)u4x|2—/Wx(x)u4wdx

b b
W(z)usdx = —/Wm(x)uud:p

a a
ve

b b
/W(m)uﬁxd:c = W(m)u5x|2—/Wm(:U)u5xdx

a

b
= W(@)use|” — Wala)uas|” + / Woa ()t da

b b
/W(:U)uwdm = /Wgw<$)U4xd$’
elde edilir. Boylece kismi integrasyon uygulandiktan sonra (5.15) denklemi

b
W (z) (u”Jrl + b — () + a?03) ubtt + (2ualbs + o®05) uh Tt —

b b

(1203 + 3pas) UZ;FI) dx — 3p*als [ W (z)ui de — 1i*05 / W, (2)u d =
b a a

JW(x) (u™ — abu” — (uhs + a?04) ub, — (2ualby + o) uly,+

(4204 + 3ua®s) ult,) do + 3p2alb fb W, (z)ul,dzx + 120 fb Wo (z)uf, dx
’ ’ (5.16)
olarak yazilir. Agirlikli rezidii metotlarindan olan Galerkin metodunda agirlik
fonksiyonu iginde taban fonksiyonlar1 segilir. Dolayisiyla [x,,, ©,,+1] aralig: iizerinde
W (z) agirlik fonksiyonu yerine taban fonksiyonu ve u, w,, ta,, U3, ile uy, yerine (5.3)

kuintik B-Spline fonksiyon yaklagimi kullanilacaktir. & = x — z,,, doniigtimii yapilirsa
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T € [T, Tmeq) sonlu elemam £ € [0, k] araligina doniigecektir. Bu durumda [0, h]

aralig1 tizerindeki yaklagim ¢ = m — 2, ..., m + 3 olmak iizere

m+-3
> {f(,b (¢, + ab1¢; — (uby + a*03) ¢ + (2palbs + a305) ¢ —
j=m-—2
(1205 + 310%05) 6" ) d — 3u2aby f 6104 dg — %05 f oy de | 57!
m+3 h - (517)
Z [f gb ( a02¢ (,Uﬂg + C¥294) — (2#0[94 + @3(96) QZ5/”+
j=m-—2
(11204 + 3110%05) & ) de + 3120 f SV de + 120 f $16! 4)d£ o
olarak bulunur.
h h / h U
A7 = {¢i¢jd£7 B;; = {¢i¢jd£7 G = bf¢i¢jd£7
" " ; (4) % 14 (4)
= [¢0]dE,  Ef;= [¢0,7dS Y= [ ¢igydE
0 0 0
t o (4)
Gi; = Of@ ¢;dg
vem=0,1,...., N — 1 icin
5= (O s Bys)”
olmak iizere
[A® + af;B® — (u6; + a?63) C° + (2uabs + a’65) D¢—
(11205 + 3ua 295) E° — 32005 F¢ — 205G (6°)" — (518)
[A° — 0, B° — (15 + 0204) C° — (2ualby + afs) D+ '
(1?04 + 3uc®ls) E¢ + 312absFe + 120G (8°)"

olarak tanim aralig1 iizerindeki her bir alt araliktaki yaklagim, eleman matrisleri
kullanilarak elde edilir. A¢, B¢ C¢ D¢ E° F°¢ ve G° eleman matrislerinin

birbirlerine eklenmesi sonucunda

0 =(6_9,0_1,00,.,0N41,0n12)"
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olmak tizere

[A + af,B — (ub; + ?03) C + (2uabs + a305) D—
(11205 + 3pa?05) B — 3p2absF — 11205G| 6" =

[A — al,B — (b + a?0,) C — (2uabdy + o®0) D+
(1204 + 3110?05) E + 312l F + 105G 8"

(5.19)

sistemi elde edilir. Elde edilen sistem N + 5 bilinmeyen N + 5 denklemden olugan
lineer bir sistemdir ve bir satirinda en fazla 11 tane sifir olmayan eleman igermektedir.

[k ve son denklemler (5.19) sisteminden silinerek
u(a,t) = u(b,t) =0

sinir sartlari sisteme eklenebilir. Boylece denklem sistemi tekrar N + 5 bilinmeyen
N + 5 denklemden olusan bir sisteme donecektir. Denklem sistemindeki
bilinmeyenlerin yani

n+1 ¢n+1 n—+1 n—+1
672 7671 PR ’5N+17 6N+2

degerlerinin bulunabilmesi icin ¢ncelikle
50_2a 6(117 cee 75(J)V+17 59\[—4—2

bilinmeyenleri bulunmalidir. Bunun i¢in m = 0, ..., N olmak {izere

' (20,0) = f'(0)

u"(x,0) = f"(x0)

U(Ty, 0) = 00y + 2600, 1 + 6650, + 2660, 1 + 600 = f(2m), (5.20)
u'(zn,0) = f'(zn),

u'(zn,0) = f(xn)

olarak verilen siir sartlar1 ve baglangi¢ sarti kullanilabilir. Boylece N +5 bilinmeyen

N + 5 denklemden olusan bir sistem elde edilir. Denklem sisteminin ¢oziilmesi ilede
6(127 5(117 s a59\7+17 59\74—2

baglangic bilinmeyenleri elde edilir. Iteratif olarak n = 0, 1,2, ... i¢in (5.19) denklem
sistemi coziiliirse

n+1 ¢n+1 n-+1 n-+1
S s SO ST J e
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elde edilir. Boylece x,,, m = 0, ..., N noktasimdaki U™ degerleri
Ut = 4070, + 2657, + 6665 + 2660, + ot

kuintik B-spline egitligi kullanilarak her bir zaman adiminda hesaplanabilir.

5.1. Test Problemi

AD denkleminin sayisal ¢oziimiiniin kuartik B-spline Galerkin yontemiyle
aragtirildigt bir onceki boliimde oldugu gibi bu boéliimde de test probleminde

adveksiyon ve difiizyon etkisi birlikte incelenecektir. Bu problem i¢in

oA _(x—i:o—ozt)Q
ue,1) = 4t+1eXp< (4t 4 1) )

analitik ¢oziimii kullanilacaktir. ¢ = 0 igin analitik ¢oziimden baglangic sartida elde

edilebilir. ¢t = 0 icin baglangi¢ aninda dalganin genligi 1br olup zaman gegtikce
dalganin genligi ssnmektedir. Bu bsliimde o = 0.8 m/s, u = 0.005 m?/s, Ty = Im
se¢imleri yapilarak ¢ = 5 zamanina kadar 0 < 2z < 8m konum araliginda kuintik
B-spline Galerkin metodu kullanilarak AD denklemi yaklagik olarak ¢oziilmiistiir.
Zamana gore dogruluklar sirasiyla 2., 4. ve 6. mertebeden olan ii¢ farkli metot
icin konum artim uzunlugu ~ = 0.01 olarak yeterince kii¢iik alinmig ve farkli zaman
artim uzunluklari i¢in maksimum hata normlari ile yakinsaklik oranlar1 hesaplanarak

Cizelge 5.2 de verilmigtir.

(izelge 5.2: h = 0.01 icin hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:

Metot 1 Metot 2 Metot 3
k Leo YO | Lo YO | Lo YO
1 0.55 1.28 | 0.26 1.94 | 0.13 3.06
0.5 |0.23 0.78 | 6.91x1072 | 2.50 | 1.51x1072 | 5.11
0.2 |0.11 1.06 | 6.97x107% | 3.96 | 1.40x10~* | 5.86

0.1 |5.36x1072 | 1.90 | 4.48x10~* | 3.98 | 24010 | 5.96
0.05 | 1.43x1072 | 2.06 | 2.85x107° | 3.99 | 3.85x107% | 5.99
0.02 | 2.17x1073 | 2.01 | 7.35x1077 | 4.00 | 1.59x 107 | 5.99
0.01 | 5.38x10~* 4.60x1078 2.49%10712
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(Cizelge incelendiginde en diisiik hatalarin bir 6nceki boliimde de oldugu gibi
zamana gore dogrulugu en yiiksek olan Metot 3 de elde edildigi goriilebilir.
Ayrica zaman artim uzunlugu azalirken Onerilen metotlarin zaman parcalanmasi
dogruluklarininda yine bir 6énceki boliimde oldugu gibi yakinsama oranlari ile uyumlu

olduklar: goriilebilir.

Sekil 5.1 de her bir metot i¢in A = 0.01 konum artimi ve k£ = 0.01 zaman
artim degerleri kullanilarak cizdirilen mutlak hata grafikleri verilmistir. Tiim hata

grafiklerinde maksimum hatalarin sinirlarda gelmedigi goriilebilir.

gx 107
5
w4
o
=
E 3|
]
=2
4
03 3.5 4 45 5 55 6 6.5 T
Konum arald
Metot 1
8
5X 10
4
83
a8
=
52
=
1
0
3 35 4 45 5 5.5 6 6.5 7
Konum aralig
Metot 2
2 5% 10"
2
B
= 15
-
£
E: 1
0.5
03 3.5 4 4.5 55 6 6.5 T
z : Konumsarahg: - -
Metot3

Sekil 5.1: Mutlak hata grafikleri
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6. SEKTIK B-SPLINE GALERKIN METODU

Bu boslumde AD denkleminin yaklagik ¢oziimii igin sektik B-spline Galerkin
yontemi kullanilacaktir. Bu boéliimde onerilen yaklagik yontemlerin 2.  ve 4.
mertebeden dogruluga sahip olan kismi ayni zamanda Topcu ve Irk (2018) tarafindan
da yapilmigtir. Bu boliimde ilgili calismadan farkl olarak 6. mertebeden dogruluga

sahip bir zaman parcalanmasida ¢nerilmektedir.

[a, b] araligimin egit aralikh bir pargalanmasi iizerinde tamimlanan ¢,, fonksiyonlar:
Z,, noktasindaki sektik B-spline fonksiyonlari gostersin.  ¢,, sektik B-spline

fonksiyonlar:

gm(T) = 2 — 20y
olmak tizere
Iom—3(T); T € [Tym-3, T 2)
Gm—3(T) = Tgp_o(2), T € [Tm-2,Tm—1)
Im—3(7) = Tgp_5(x) + 2195, (2), € [Tm-1,Tm)
Gm—3(T) = Tgp_o() +21g5, 4 (2)

bo(x) = —{ —35gm (), T € [Tm, Tmi1) (6.1)

9§n+4(37) - 7ggz+3(33) + 21921+2(5’7) T € [Tymg1, Tma2)

92%4@) - 7gfn+3(x)a T € [Tmy2, Tmis)
9214_4(1'), MRS [xm+37xm+4>
0, diger durumlar.

\

formunda verilen parcali polinom fonksiyonlardir. Bu durum da

¢—37 ¢—27 R ¢N+17 ¢N+2

fonksiyonlar [a, b] tizerinde tanimlanmig fonksiyonlar igin bir tabandir ve

¢—37 ¢—27 ey ¢N+1’ ¢N+2
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sektik B-spline fonksiyonlar1 taban fonksiyonlar olarak alindiginda u(z,t) ¢oziimii

icin yaklagik ¢oziim

u(a,t) = Uz, t) = Y ¢, (2)5m(t) (6.2)

m=—3
olarak aragtirilir. U(x,t) fonksiyonu onceki boliimlerde de soylendigi gibi test
veya deneme fonksiyonu olarak adlandirilir. ¢,,(z) sektik B-spline fonksiyonlari
(T3, Tmya] arali@im értmektedir ve ¢,,(x) sektik B-spline fonksiyonlarimin ilk beg

tiirevi, [z,,_3, Tpymr4] araliginin diginda sifir olacaktir. Dolayisiyla [z,,, ,,11] arahig

¢m—3(x)v ¢m72(3§), qufl(x)v qu(x)v ¢m+1(x)7 ¢m+2(x)7 ¢m+3(x)

olmak iizere toplam yedi ardigik sektik B-spline fonksiyonlar: tarafindan ortiilecektir.
Bu durumda [z,,, x,,,1] aralig1 iizerindeki u degeri igin yaklagim fonksiyonu

m+3

Ulz,t) = Y o;(x)d;(t) (6.3)

j=m-—3

esitligi ile hesaplanabilir.

(6.1) parcali polinom fonksiyonlarindan

1 1

1
O (Tmt3) = 76 (921+4(37m+3)) — (Tmas — $m+4)6 = 7% (—h)ﬁ =1
h h h
1
¢m(xm+2) = 76 [9§n+4(xm+2) - 7gr6n+3(xm+2)}
1
= ﬁ [(mer? - xm+4)6 -7 (xm+2 - xm+3)6}
1
= [(—2h)° —7(~h)°] =57
1
O (Tm1) = 76 [t a(@mi1) = Ta545(Tmi1) + 2100 o (Tm1)]
1
= ﬁ [(xm—i—l - xm+4)6 -7 (xm+1 - xm+3)6 +21 (xm—i-l - xm+2)6}
1 1
= [(=3h)° — 7(—2h)° + 21 (-n)°] = -5 (302) hS = 302
1
Qbm(xm) = ﬁ [g’?n—S(‘rm) - 7g§n—2(mm) + 21921—1(357%) - 35gfn($m)}

(xm - xm—3)6 - 7 (-Tm - xm—2)6

==

421 (2 — Tn1)® — 35 (T — )"

31)° — 7 (21)° + 21 (h)°] = % (302) S — 302

[

D|
OE)_‘
—
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1
¢m(xmfl) = 76 [921—3(-Tm*1) - 7921_2(37”1,1) + 219&_1(1'7”71)]
16
1
T s (@1 = Tms)" = T (@1 = Ti2)” + 21 (@1 — T1)]
1 6 " 1 .
= 25 [(20)" = T(W)] = 35 (5T h* = 57
1
G (Tm—2) = 76 (98, 5(@m—2) — 795, s (Tm_2)]
1 . 1
= ﬁ [(SUme Zﬂmfg) — 7(£L’m,2 — xm72) } — Ehﬁ —
1 1
Py (Trm—3) = 7o [951—3(%1—3)} =76 [(:Bm_g — :pm_g)G] =
bulunabilir. Benzer sekilde islemlerin yapilmasiyla ',” ", @ ve ©) sirasiyla z’e

gore birinci, ikinci, tiglincii ve dordiincii ve besinci mertebeden tiirevleri gostermek

tizere, [T,_3, Tmya) araligimdaki

sektik B-spline fonksiyonlarimin boliinme noktalarindaki degerleri Cizelge 6.1 de

verilmigtir.

(izelge 6.1: Boliinme noktalarindaki sektik B-spline degerleri

T Tm-3 | Tm—2 | Tm—=1 | Tm | Tm+1 | Tmt2 | Tm+3 | Tmt4
G | O 1 | 57 | 302 302 | 57 | 1 0
Sgr 10 1 | 25 | 40 | 40| -25 | -1 | 0
Ber |0 1 9 |-10| -10| 9 1 0
ogr 10 1 1 | =8| 8 | -1 | -1] 0
@ |0 1| =3 ] 2 2 | =3 | 1 0
@) 0 | -1 | 5 |-10| 10 | =5 | 1 0

Cizelge 6.1 ile (6.3) esitliginin kullanilmasiyla U,

m+3

Un = Ulzm) = Y ¢;(@m)d;(0)

j=m—3
= G 3(Tm)0m—3 + G o(Tn)Om—2 + G 1 (Tin) 01 + Gy (T ) 0o

+ i1 (Tm)0mg1 + P2 (Tm)0m2 + ¢m+3<$m)5m+3

= s+ 5702 + 30201 + 3026, + 5701 + Omia



olarak bulunur. Bu durumda U, ve onun ilk beg tiirevi

Um = U(xm) = (Sm,3 -+ 57577172 + 302(5m71 + 3026m + 575m+1 + 5m+27

! / 6
Uy = Ullam) =7

U = U'x,) = % (0m—3 + 90,2 — 100,,_1 — 100,, + 99,ns1 + Oma2),
Up = 0" () = gt (= = Gs + 8t — 80t Dys + s
uw = UW(x,) = 3}%0 (Om—3 — 30m—2 + 20m—1 + 20, — 3041 + Omi2) ,

u® = yb(z,) = % (Om—s — 50m—2 + 108,,_1 — 100, + 50pms1 —
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(6.4)

—Opmg — 2503 — 400,_1 4 408, + 25611 + Omya) (6.5)

(6.6)
(6.7)

(6.8)

Om2) (6.9)

olarak bulunur. { = z — x,, doniigiimii yapilirsa x € [x,,, Z,,41] sonlu eleman £ €

[0, h] arahigima doniigsecektir. Bu durumda [0, 4] arahig1 tizerindeki sekil fonksiyonlar

r § 2% £\° &\* ¢

buoal€) = 57— 1508 +135 (%) _20(%>3_45 (%)4
(g ()

() = 302—240——150( ) +160< )3+30 (%)4
) (i)

nl6) = 302+24o__150 (_ _160< )3+30(%>4
() »(5)

Fi1(6) = 57+150%+135(%> +20<%)3_45(%)4
(o)

Grsa() = 1+6%+15 %)2+20(%)3+15(%>4
Ay o

Pmys(§) = (%)6

>=

)5 + <%>?6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)
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olarak elde edilebilir. AD denklemi i¢in zaman ayrigtirilmasi sonucu elde edilen

™ 4 abut T — (ufy + a?03) ult + (2uals + alsus, ) uh Tt —
(11203 + 3ua®0s) upt + 3p2absustt — pPOsugtt =
u" — abfpu? — (bs + a20,) ul, — (2ualy + aPgusz,) us,

+ (104 + 3pa0s) uj, — 3p*albsus, + 1°Osug,

esitligi W (x) agirhik fonksiyonu ile garpilarak konum aralig: iizerinde integrali alinirsa

b
[ W(x) (u”+1 + af il — (puhy + a?03) ubtt + (2ualbs 4 o05) ug‘;l—

(1205 + 3pa0s) uy " + 3palbsultt — pd0sugt!') da = (6.17)
) :
J W () (u"™ — abaul — (b2 + a?04) uf, — (2ualbs + o*0s) uf,+

(1204 + 3pae) uy, — 3puabsug, + p*Osug,) dr

esitligine ulagihir. Kismi integrasyondan

b b
/W(az)uﬁmdx = W(a:)ug,x](;—/Wx(x)uMda:

b
= — / W (x)us,dx
elde edilir. Boylece kismi integrasyon uygulandiktan sonra (6.17) denklemi

b
S W(z) (u"tt + abul™ — (uhy + a203) u ' + (2pabs + o®0s5) ui ' —

b

(1205 + 3pals) wy " + 3ptabsultt) do + 1205 [ W, (v)uly do =
X a (6.18)
J W () (u™ — abau? — (b2 + a?04) ul, — (2uclbs + o3bg) uf,+

b
(1204 + 3pa*ls) uy, — 3p*abeul,) doe — s [ W, (z)up, dx

olarak yazilabilir. Agirlikli rezidii metotlarindan olan Galerkin metodunda agirlik
fonksiyonu iginde taban fonksiyonlar1 segilir. Dolayisiyla [x,,, Z,,1] aralig: {izerinde
W (z) agirhik fonksiyonu yerine taban fonksiyonu ve w, w,, usz, Usg, Uz Ve Us, yerine
(6.3) sektik B-Spline fonksiyon yaklagimi kullanilacaktir. Bu durumda [z, Z,,41]

aralig iizerinde £ = x—x,,,, 0 < & < hlokal koordinat doniigiimii yapilirsa ¢ = m—3,
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., m~+ 3 olmak tizere

m+3
> [f{b (qb + ab1¢; — (uby + a*0s) ¢ + (2pabds + o05) ¢ —
j=m-—3
(1203 + 3p00s) ¢\ + 3uabse)’ ) d + 1105 [ ¢;¢§5)d5} gt —
3 (6.19)
3 {fgb (¢, — al29; — (b + 0?04) ¢ — (2uabs + o*0s) ¢+
j=m—3
(11205 + 31005) 1) — 32000 )) dz — 11304 f¢;¢§5)d§] 5
0
bulunur.
h h / n /!
= [¢0;d8,  Bf; = [05dE, Cf = [ ¢7dé,
0 0 0
o f 4 p (5)
Dy = [odae, By =[oolde Fy=[ oo
. 1 . (5)
G; = bf@% dg
vem =0,1,...., N — 1 icin
6= (00 5 - 5’;%3)
olmak iizere
[AS; + b, B (M91 + a®03) Cf ; + (2pabs 4+ o*05) D
(4?03 + 3pa® 95) i+ 3Pl FY 4 105G } 6’”1— (6.20)
[As | — abyB; (,u@z + a?0,) C’f (2paby + o) Dy i+ ‘
(1204 + 3pa? 96) — 3pPalb Y, — 1i*0sGe ] 6%

olarak tanmim aralig: tizerindeki her bir alt araliktaki yaklagim bulunur. A€, B¢, C¢,

De, E¢, F°¢ ve G° eleman matrislerinin birbirlerine eklenmesi sonucunda,

0= (5727 0-1,00, .-, 0N41, 5N+3)T

olmak tizere
[A + OZ(91B — (M@l + a203) C + (2,&0463 + 04395) D—
(1205 + 3ua05) E + 3p*alsF + p20;G] 6" =
[A — af,B — (uby + a?0,) C — (2uaby + o®0) D
(1204 + 31020s) E — 3p2ab6F — 11306G] 6"

(6.21)
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sistemi elde edilir. Elde edilen sistem N 4 6 bilinmeyen N + 6 denklemden olusan
lineer bir sistemdir ve bir satirinda en fazla 13 tane sifir olmayan eleman igermektedir.

Ik ve son denklemler (6.21) sisteminden silinerek
u(a,t) =u(b,t) =0

sinir sartlari sisteme eklenebilir. Boylece denklem sistemi tekrar N 4 6 bilinmeyen
N + 6 denklemden olugsan bir sisteme donecektir. Denklem sistemindeki
bilinmeyenlerin yani

D L SN LK Ll N i

N+1>YN+42> Y N43

degerlerinin bulunabilmesi icin ¢ncelikle
0 50 0 0 0
6—2a 5—17 s e 5N+17 5N+2a 5N+3

bilinmeyenleri bulunmalidir. Bunun icin m =0, ..., N olmak {iizere

u'(9,0) = f'(x0)

u"(20,0) = f" (o)

u" (9, 0) = f" (o)

U(Tp, 0) = 69, + 5780, o + 30200, 1 + 30280, + 5700, .1 + 6oy = f(Tm),
u'(zn,0) = f'(zN),

u"(zn,0) = f"(zn)
(6.22)

olarak verilen siir sartlar1 ve baglangi¢ sart1 kullanilabilir. Boylece N +6 bilinmeyen
N + 6 denklemden olusan bir sistem elde edilir. Denklem sisteminin coziilmesi
sonucunda
025,02, .. >5?\7+17 5?V+27 6(])V+3
baslangic bilinmeyenleri elde edilir. Iteratif olarak n = 0, 1,2, ... icin (6.21) denklem
sistemi coziiliirse
S e R L L L

elde edilir. Boylece x,,, m = 0, ..., N noktasindaki U™ degerleri
Ut = 0ny + 57607 + 3020, + 302077 + 570,54 + 6,

m—2 m

sektik B-spline egitligi kullanilarak her bir zaman adiminda hesaplanabilir.
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6.1. Test Problemi

AD denkleminin sayisal ¢oziimiiniin dogrlugunun kontrol edilirken daha ¢nceki
iki boliimde oldugu gibi test probleminde adveksiyon ve difiizyon etkisi birlikte

incelenecektir. Bu problem icin

(. t) — 1 exp (_(m—:ﬁo—at) )

4+ 1 w4t +1)

analitik ¢oziimii kullanilacaktir. ¢ = 0 igin analitik ¢oziimden baslangic sartida elde
edilebilir. ¢t = 0 icin baglangi¢ aninda dalganin genligi 1lbr olup zaman gegtikce
dalganin genligi sonmektedir. Bu bsliimde « = 0.8 m/s, u = 0.005 m?/s, o = Im
secimleri yapilarak ¢ = 5 zamanina kadar 0 < z < 8m konum araliginda sektik
B-spline Galerkin metodu kullanilarak AD denklemi yaklagik olarak ¢oziilmiistiir.
Zamana gore dogruluklar1 sirasiyla 2., 4. ve 6. mertebeden olan ii¢ farkli metot
icin konum artim uzunlugu A = 0.01 olarak yeterince kiigiik alinmig ve farkli zaman
artim uzunluklari i¢in maksimum hata normlar ile yakinsaklik oranlar1 hesaplanarak

(Cizelge 6.2 de verilmigtir.

Cizelge 6.2: h = 0.01 i¢in hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:

Metot 1 Metot 2 Metot 3
k Lo YO | Ly YO | Ly YO
1 0.55 1.28 | 0.26 1.94 | 0.13 3.06
0.5 |0.23 0.78 | 6.91x1072 | 2.50 | 1.51x1072 | 5.11
0.2 |0.11 1.06 | 6.97x1073 | 3.96 | 1.40x10~* | 5.86

0.1 |5.36x1072 | 1.90 | 4.48x107* | 3.98 | 2.40x107% | 5.96
0.05 | 1.43x1072 | 2.06 | 2.85x107° | 3.99 | 3.85x10~% | 5.99
0.02 | 2.17x1073 | 2.01 | 7.35x1077 | 4.00 | 1.59x1071% | 5.99
0.01 | 5.38x10~4 4.60x1078 2.49x10712

(izelge incelendiginde en diigiik hatalarin bir 6nceki iki boliimde de oldugu
gibi zamana gore dogrulugu en yiiksek olan Metot 3 de elde edildigi goriilebilir.

Ayrica zaman artim uzunlugu azalirken onerilen metotlarin zaman pargalanmasi
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dogruluklarininda yine 6énceki iki boliimde oldugu gibi yakinsama oranlari ile uyumlu

olduklar: goriilebilir.

Sekil 6.1 de her bir metot icin A = 0.01 konum artimi ve £ = 0.01 zaman
artim degerleri kullanilarak cizdirilen mutlak hata grafikleri verilmistir. Onceki iki
boliimde oldugu gibi tiim hata grafiklerinde maksimum hatalarin sinirlarda gelmedigi

goriilebilir.

me*‘

5

Mutlak hata
N W B

-

]

3 3.5 4 45 5 5.5 6 6.5 7
Konum aralig
Metot 1
-8
5X 10
4
o
E3
B
!
g2
=
1
0
3 35 4 45 5 5.5 6 6.5 7
Konum arali@
Metot 2
5% 10"
2.
§ 15
-
©
0.5
% 35 4 4.5 55 6 6.5
: : Konumsaralngn . " 7
Metot3

Sekil 6.1: Mutlak hata grafikleri
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7. SEPTIK B-SPLINE GALERKIN METODU

Bu boliimde AD denkleminin yaklagik ¢oziimii igin septik B-spline Galerkin

yontemi kullanilacaktir.

[a, b] araligimin egit aralikh bir pargalanmasi iizerinde tanimlanan ¢,, fonksiyonlar:
x, noktasindaki septik B-spline fonksiyonlari gostersin.  ¢,, septik B-spline

fonksiyonlari
gm(z) = — 20t
olmak tizere
Gin—a(T), T E [Tyma,Tp3)
Gin—a(®) = 89, 3(2), T € [Tym-3,Tm—2)

Im-—a(®) = 8g5 5(x) + 2897, 5(2), € [Tm2, Tm1)

921—4(1’) - 89;1—3(33) + 2897771—2(35)

—56g7,-1(2), T € [Tm—1,Tm)
1
(1) = 7 —Ima(®) + 895, 5(7) — 2897, 5 (x) (7.1)
+569Zn+1<x)7 NS [xm7$m+1)

—9;+4(x) + 8gr7n+3(517) - 28gr7n+2(517)7 T E [Tpmi1, Tmy2)

—9;4_4(1') + 89;14_3(1'), HARS [xm+27 xm+3)
_9;+4(x)7 T E [Tima3, Tmaia)
0 diger durumlar.

\

formunda verilen parcali polinom fonksiyonlardir. Bu durum da

¢—37 ¢—27 ce 7¢N+17 ¢N+27 ¢N+3

fonksiyonlar [a, b] tizerinde tanimlanmig fonksiyonlar igin bir tabandir ve

¢—3a ¢—27 s 7¢N+17 ¢N+2a ¢N+3

septik B-spline fonksiyonlar1 taban fonksiyonlar olarak alindiginda u(z,t) ¢oziimii

icin yaklagik ¢oziim

u(a,t) = Uz, t) = Y ¢(2)dm(t) (7.2)
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olarak aragtirilir. U(x,t) fonksiyonu onceki boliimlerde de soylendigi gibi test
veya deneme fonksiyonu olarak adlandirilir. ¢,,(x) sektik B-spline fonksiyonlar
(T4, Tmya] arali@im 6rtmektedir ve ¢,,(x) septik B-spline fonksiyonlarimin ilk beg

tiirevi, [,—4, Tmya) araligimin diginda sifir olacaktir. Dolayisiyla [z, ., 41] aralig:

¢m73(x)7 ¢m—2(x)a ¢m—1(x)a ¢m(w>’ ¢m+1(w>a ¢m+2(w>a ¢m+3(w>a ¢m+4(£€)

olmalk tizere toplam sekiz ardigik septik B-spline fonksiyonlar: tarafindan ortiilecektir.
Bu durumda [x,,, x,,.1] aralig1 iizerindeki u degeri i¢in yaklagim fonksiyonu

m-+4

Ulz,t) = Y o;(x)d;(t) (7.3)

j=m-—3

esitligi ile hesaplanabilir.

(7.1) parcali polinom fonksiyonlarindan

Gp(Tmys) = % [—gfn+4(:vm+s)} = _% (Tmy3 — xm+4)7 = _% (_h)6 =1
bms) = 7 [~GhaalEns) + 8falmso)]
= o [ s = T + 8z — i)'
- % [~ (=2h)" +8(~h)"] = 120
G (Tmi1) = % [—9;+4($m+1) + 8971 3(Tme1) — 289;+237m+1)]
= % [— (Tt — Tmsra)” + 8 (Tt — Tinrs)” — 28 (Tons1 — Tinsa)]
= % [~ (=3h)" +8(—2h)" — 28 (—h)"] = 1191
G () = % [—977n+4<55m) + 89;+3(37m) - 289,7””(3:,”) + 569;1—1—1(3:”7«)}

- (wm - $m+4)7 + 8 (xm - xm+3)7

—28 (T, — xm+2)7 + 56 (2, — xm+1)7

=

= — [~ (—4h)" +8(=3h)" — 28 (—2h)" + 56(—h)"] = 2416

=) -
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1
G (Tm—1) = 5 [97771—4(9577%1) — 897, 3(Tm—1) + 2897, o(Tm-1) — 5697771—1(3577%1)}
- i (xm—l - xm—4)7 -8 (Im—l - Im—3)7
h7 _'_28 (.me,1 - xm72>7 — 96 (l’m,1 - l’m,1)7
1
= ﬁ[i%h —8(2h)" +28(h)"] = 1191
1
(bm(xm*?) = ﬁ [g —4 .’L‘m 2 8gm 3(«Tm 2) +28gm Z(xm 2)]
1
— [ T — Trg) — 8 (Zyg — Qsm_g)7 + 28 (T2 — l"m—g)?]
1
— [(2h h)'] =120
1
G (Tm—3) = W [9 _4(Tm-3) 8gm 3 (T 3)}
1
= ﬁ [ CC’m 3~ Tm— 4)7 -8 ('Tm—?) - l‘m—S)q
1
~ Liw-
1 1 7
¢m(l‘m—4) = ﬁ [9 —4 xm 4 } - ﬁ [($m—4 - xm—4) ] =0
bulunabilir. Benzer sekilde islemlerin yapilmasiyla /" ", 4 ) ve ) grasiyla

x’e gore birinci, ikinci, {i¢lincii, dordiincii, beginci ve altinci mertebeden tiirevleri

gostermek tizere, [x,, 4, Tpmyq] araligindaki

G (), (), 1 (), B (), 0 (2), OE) (x) ve ¢ (x)

septik B-spline fonksiyonlarinin boliinme noktalarindaki degerleri Cizelge 7.1 de

verilmigtir.

Cizelge 7.1: Boliinme noktalarindaki sektik B-spline degerleri

T Tm—4 | Tm=3 | Tm—2 | Tm—1 | Tm | Tm+1 | Tm+2 | Tm+3 | Tm44
O 0 1 120 | 1191 | 2416 | 1191 | 120 1 0
%¢’m 0 -1 | =56 | =245| O 245 56 1 0
%@; 0 1 24 15 —80 | 15 24 1 0
%0%1 0 -1 -8 19 0 —19 8 1 0
840 ¢(4 0 1 0 -9 16 -9 0 1 0
2520 o 0 1 4 -5 0 5 —4 1 0
504o¢(6 0 1 —6 15 —20 | 15 —6 1 0




Cizelge 7.1 ile (7.3) esitliginin kullamlmasiyla U,

Un,

m-+4

= U(mm)z Z ¢j($m)6j(t)

j=m—3
= G 3(Tm)0m—3 + Gy o(Tm)Om—2 + G 1 (Tn) 01 + Gy (T ) 0o

43

+¢m+1 (Im)(sm-i-l + ¢m+2 (xm)ém—&-Z + ¢m+3($m)5m+3 + ¢m+4(xm)5m+4

= Gps+ 1200, o + 11916,,_1 + 24166, + 119168,

120042 + Ot

olarak bulunur.Bu durumda U,,, ve onun ilk alt1 tiirevi

Un,

UI

42
= U'(zy) = —

= U(zp) = Omg + 1208,,_5 + 11918,,_1 + 24166, + 1191641

+1200,42 + O3,

h2(5m_34—245m,2—%155m_1——805m-+155m+1

+ 240,42 + Om+3)

(7.4)

7
= U'(#m) = 5 Bnos + 5602 + 245611 — 24501 = 5632 — Ima7.5)

(7.6)

210
= U (l‘m) = ﬁ (5m73 + 85m,2 — 196m71 + 195m+1 - 8(5m+2 — 5m+3) (77)
840
= UW(z,) = —1 (Om—3 = 901 + 160, — 901 + Omss) (7.8)
= y® _ 2520 5 46 50 50 46 ) 7.9
= (iCm)—F( m—3 — 40m_2 + 501 — B0ms1 + 40mio + Omas) 7.9)
5040
= U9z, = 5 (Om—3 = 60m 2+ 1501 = 200 + 150m 1 (7.10)
—60m 42 + Omys) (7.11)

olarak bulunur. ¢ = = — x,, doniigiimii yapilirsa x € [x,,, Z,,11] sonlu eleman & €

0, h| araligina doniisecektir. Bu durumda [0, k] aralig) tizerindeki sekil fonksiyonlar

o 6 = & ;7@7’
b, (€)= (20 — 6)7;78(}1 — 5)7’
b () = (3h — &) —8(2h ;75)7 +28(h — 5)7’
b (6) = Wh=8 —8Bh-¢) +25(0h - " — 56(h— &)"

(€ +3h)T —8(€42h)" + 28(€ + h)" — 56¢7
¢m+1(€) = h7 )

(7.12)
(7.13)
(7.14)
(7.15)

(7.16)
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2h)T — 8 h)7 + 28¢7
Pmia(§) = (€ +28) }(ff )+ 5, (7.17)

Pmss(§) = (E+h) — 8 (7.18)

Omsal§) = <%)7 (7.19)

olarak elde edilebilir. AD denklemi i¢in zaman ayrigtirilmasi sonucu elde edilen

"+ afiu T — (pfy 4 @?03) uhtt 4+ (2ualds + a0sus,) unt —
(1203 + 3uals) upt + 3pulabsuptt — pPOsugtt =

u — abou” — (s + ?04) ul, — (2uaby + aP0gus,) uf,

+ (1204 + 3pa®bs) uy, — 3pPalbsul, + p*osul,

esitligi W (x) agirhik fonksiyonu ile garpilarak konum araligi {izerinde integrali alinirsa

b
S W(z) (u"* + afyul™ — (uby + a203) ugt' + (2uabs + a®0s) ui ' —

205 + 3ua0s) ult + 3ptalsult — pP0suptt) do =
(%03 + 3uals) uy ™ + 3p*abs [ ) (7.20)

b
JW(x) (u™ — abu? — (b2 + a204) ul, — (2ualy + o) uly,+
(1204 + 3uc®be) uf, — 3pu*absul, + 130gup,) dx

esitligine ulagilir. Septik B-spline fonksiyonlar ve ilk 6 tiirevi boliinme noktalarinda
siirekli oldugundan bu boliimde kismi integrasyon yapilarak mertebe diisiiriilmesine
gerek yoktur. Agirhikli rezidii metotlarindan olan Galerkin metodunda agirhik
fonksiyonu iginde taban fonksiyonlar1 segilir. Dolayisiyla [x,,, Z,,+1] aralig: {izerinde
W (z) agirhk fonksiyonu yerine taban fonksiyonu ve u, u,,us;, Usz, U4y, Usy V€
ug, yerine (7.3) septik B-Spline fonksiyon yaklagimi kullanmlacaktir. Bu durumda

[, Tmy1] araligl iizerinde £ = = — 2, 0 < & < h lokal koordinat doniigiimii

yapilirsa ¢ = m — 3, ..., m + 4 olmak {izere

T m__
) f¢ (¢, + ad1¢; — (uby + a*03) ¢ + (2pabs + a305) ¢ —

Jj=m—3 L

(05+ 300) 5+ 3t~ 07 ] 7~

m+4 (721)
3 fgb (¢; — ab20; — (b + 0?04) ¢ — (2uabs + o*0s) ¢+

Jj=m-—3

(1 294—1-3,u04 «96)¢ — 3u2a0 ¢()+M39 ¢(6)>d }
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bulunur.
h h / h 1
= [¢i0,dE,  Bf; = [oidds,  Cfy = [ d07dE,
0 0 0

h h h
Dy = [ouds, By =[o0,0ds  Fiy= [o0d

(N0
G?, =Of¢z¢j d§
vem =0,1,..., N — 1 i¢gin
8¢ = (Omgy vy Omya)”

olmak tizere

[A¢; 4 ab, B (,u6’1 + a?03) C5; + (2uabs + o’f5) DS —
(1205 + 3#042«95) i+ 3uPals Fe, — 1205GS ] 60—

[AS; — ab, B (ueg + a®0y) Cfj — (2paby 4 o*0) D
(u%04 + 3pa® 96) — 3pPalsFE; + 11°0:G5 ;] 07

(7.22)

olarak tanmim aralig1 tizerindeki her bir alt araliktaki yaklasim bulunur. A€, B¢, C¢,

D¢, E¢, Feve G° eleman matrislerinin birbirlerine eklenmesi sonucunda,

0= (5—3,572,571, ) 5N+275N+3>T

olmak {izere

[A + af,B — (ub; + a?03) C + (2uabs + a0s) D—
(11205 + 3u0205) E + 3p2absF — (205G 6" =

[A — B — (uby + a?0,) C — (2uaby + o®0) D
(1204 + 3uals) E — 3u2absF + 120:G| 6"

(7.23)

sistemi elde edilir. Elde edilen sistem N + 7 bilinmeyen N + 7 denklemden olusan
lineer bir sistemdir ve bir satirinda en fazla 15 tane sifir olmayan eleman igermektedir.

Sinir gsartlarim uygulayabilmek (7.23) sisteminden ilk ve son denklemler silinerek

u(a,t) = u(b,t) =0
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sinir sartlari sisteme eklenebilir. Boylece denklem sistemi tekrar N 4 7 bilinmeyen
N + 7 denklemden olugsan bir sisteme donecektir. Denklem sistemindeki
bilinmeyenlerin yani

n+1 ¢n+1 n+1 n-+1 n-+1
6—3 ’5—2 3ot 75N+17 5N+27 5N+3

degerlerinin bulunabilmesi icin 6ncelikle

0 50 0 0 0
5737 5727 et 5N+2> 5N+37 5N+3
bilinmeyenleri bulunmahdir. Bunun i¢in m = 0,..., N olmak iizere

u'(xo,0) = f'(z0)

u" (g, 0) = f"(wo)

u"(xo,0) = f"(x0)

U(Tp, 0) = 69,5 + 12000, o + 119160, + 24165, + 119187, .,
+ 12000, 5 + 005 = f(@m),

u'(zy,0) = f'(2N),

u"(rn,0) = f"(zn)

u"(zn,0) = f"(xN)

(7.24)

olarak verilen siir sartlar1 ve baslangi¢ sarti kullanilabilir. Boylece N + 7 bilinmeyen

N + 7 denklemden olusan bir sistem elde edilir. Denklem sisteminin ¢oziilmesi ilede
5[137 6227 5(117 e 5?V+1a 5(])V+27 6(])V+3

baglangic bilinmeyenleri elde edilir. Iteratif olarak n = 0,1,2, ... i¢in (7.23) denklem

sistemi coziiliirse
n+l ¢nt+l cntl n+1 n+1 n+1
5 3 ,6_2 75_1 7--‘75N+175N+275N+3

elde edilir. Boylece x,,, m = 0, ..., N noktasmdaki U™ degerleri

Uptt = oty + 12007, + 11916, + 24165, + 1191675, + 1200775 + 6,05

septik B-spline esitligi kullanilarak her bir zaman adiminda hesaplanabilir.
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7.1. Test Problemi

Test probleminde, diger boliimlerde oldugu gibi adveksiyon ve difiizyon etkisi

birlikte incelenecektir. Bu problem icin

u(x,t) = ! exp <— ks at)2>
VAt +1 (4t + 1)

analitik ¢oziimii kullanilacaktir. ¢ = 0 icin analitik ¢oziimden baslangic sartida elde
edilebilir. ¢t = 0 icin baslangic aninda dalganin genligi 1br olup zaman gegtikce
dalganin genligi sonmektedir. Bu boliimde o = 0.8 m/s, u = 0.005 m?/s, &g = 1m
secimleri yapilarak ¢ = 5 zamanina kadar 0 < z < 8m konum araliginda septik
B-spline Galerkin metodu kullanilarak AD denklemi yaklagik olarak ¢oziilmiistiir.
Zamana gore dogruluklar sirasiyla 2., 4. ve 6. mertebeden olan ii¢ farkli metot
icin konum artim uzunlugu h = 0.01 olarak yeterince kiiciik alinmig ve farklh zaman
artim uzunluklar: i¢cin maksimum hata normlar ile yakisaklik oranlar: hesaplanarak

Cizelge 7.2 de verilmistir.

(izelge 7.2: h = 0.01 icin hata normlar1 ve yakinsaklik oranlar:

Metot 1 Metot 2 Metot 3
k L YO | Ly YO | Ly YO
1 0.55 1.28 | 0.26 1.94 | 0.13 3.06
0.5 |0.23 0.78 | 6.91x1072 | 2.50 | 1.51x1072 | 5.11
0.2 |0.11 1.06 | 6.97x1073 | 3.96 | 1.40x10~* | 5.86

0.1 |5.36x1072|1.90 | 4.48x107* | 3.98 | 2.40x10°% | 5.96
0.05 | 1.43x1072 | 2.06 | 2.85x107° | 3.99 | 3.85x10~% | 5.99
0.02 | 2.17x1073 | 2.01 | 7.35x1077 | 4.00 | 1.59x 107 | 5.99
0.01 | 5.38x10~* 4.60x1078 2.50x 10712

(izelge incelendiginde en diisiik hatalarin bir onceki ii¢ boliimde de oldugu
gibi zamana gore dogrulugu en yiiksek olan Metot 3 de elde edildigi goriilebilir.
Ayrica zaman artim uzunlugu azalirken onerilen metotlarin zaman pargalanmasi
dogruluklarininda yine 6nceki ii¢ boliimde oldugu gibi yakinsama oranlar ile uyumlu

olduklar1 goriilebilir.
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Sekil 7.1 de her bir metot icin h = 0.01 konum artimi ve & = 0.01 zaman
artim degerleri kullamlarak cizdirilen mutlak hata grafikleri verilmistir. Onceki iic

boliimde oldugu gibi tiim hata grafiklerinde maksimum hatalarin simirlarda gelmedigi

goriilebilir.

me*‘

5

Mutlak hata
N W B

-
T

% 3.5 4 45 5 5.5 6 6.5 7
Konum aralig
Metot 1
5x10*
4
o
83
-
o
52
s
1.
0
3 35 4 45 5 55 6 6.5 7
Konum arali@
Metot 2
5% 10™
2.
§ 15
-
™
21
05
% 35 4 45 55 6 6.5 7
. - Konumsaralngn - s

Metot3
Sekil 7.1: Mutlak hata grafikleri
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8. BULGULAR VE TARTISMA

Bu g¢alismada adveksiyon difiizyon (AD) denkleminin sayisal ¢oziimiinii
aragtirmak igin zaman parcalanmasi olarak dogrulugu 2. 4. ve 6. mertebeden
olan yontemler kullanilmistir. Dogrulugu 2 olan yontem literatiirde de siklikla
kullanilan Crank Nicolson zaman ayrigtirmasina karsilik gelmektedir. Sayisal ¢oziim
aragtirilirken konum parcalanmasi yapilirken ise kuartik, kuintik, sektik ve septik

B-spline Galerkin yontemleri kullanilmigtir.

4 farkli konum parcalanmasi ve her bir konum pargalanmasi yapilirken kullanilan
3 farkl zaman parcalanmasi icin 6énerilen 12 farkli metodun dogrulugunun kontrolii
icin hem adveksiyon hem de difiizyon etkinin incelenebilecegi test problemi
kullanilmigtir. Konum parcalanmasi yapilirken kullamilan kuartik, kuintik, sektik
ve septik B-spline fonksiyonlar sebbeiyle sonu¢ olarak elde edilen lineer denklem
sistemleri sirasiyla 9, 11, 13 ve 15’li bant matrislerden olusmaktadir. Bu sebeple elde
edilen denklem sistemleri ¢oziiliirken maliyeti en diisiik olan yontem kuartik B-spline
fonksiyonlarinin kullanildigi yontemler iken maliyeti en yiiksek olan yontemler ise

derecesi en yiiksek olan septik B-spline fonksiyonlarinin kullanildig1 yontemlerdir.

Adveksiyon ve difiizyon etkinin goriildiigii test probleminde konum artim
uzunlugu sabit tutulup zaman artim uzunlugu kiigiiltiilerek sonuclar bulunmustur.
4., 5., 6. ve 7. Dbolumlerde bulunan sonuglar incelendiginde ayni sonuclar ile
kargilagilmigtir. En iyi sonuglar konum parcalanmasi ne olursa olsun her zaman
dogrulugu 6 olan metotlar icin elde edilmistir. Konum parcalanmasi i¢in kullanilan
B-spline fonksiyonlarin etkisini gérmek i¢in 6ncelikle onceki boliimlerde elde edilen
sonuglarin daha iyi gozlenebilmesi adina sadece h = k£ = 0.01 i¢in elde edilen

maksimum hata normlar1 Cizelge 8.1’de tekrar verilmistir.



Cizelge 8.1: h = k = 0.01 i¢in hata normlar1

Metotlar | Lo, (Kuartik ) | Lo (Kuintik) | Ly (Sektik) | Loo (Septik)
Metot 1 | 5.38x1074 5.38x1074 5.38x 1074 5.38x107*
Metot 2 | 4.60x10~8 4.60x1078 4.60x1078 4.60x1078
Metot 3 | 2.49x 10712 2.49x10~12 2.49x10712 | 2.50x10712

(izelge 8.1 incelendiginde sonuglarin hemen hemen ayni oldugu goriilmektedir.
Dolayisiyla konum pargalanmasi i¢in kuartik B-spline Galerkin yéntemini kullanmak
maliyet agisindan uygun olacaktir. Ciinkii maliyet acisindan en uygun olan konum

parcalanmasi olmasinin yaninda diger yontemler kadarda iyi sonu¢ vermektedir.
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9. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada AD denkleminin sayisal ¢oziimii aragtirilmaktadir.  Sayisal
¢oziim aragtirilirken miimkiin oldugunca yiiksek dogrulukta bir zaman parcalanmasi
yapilmaya calisilmistir. Bunun icin literatiirde yogun olarak kullanilan Crank
Nicolson yonteminden esinlenerek zaman parcalanma dogrulugu 4 ve 6 olan
yontemler AD denklemini yaklagik olarak ¢ozmek icin kullanilmistir.  Zaman
parcalanmasi yapildiktan sonra konum parcalanmasi igin ise kuartik, kuintik,
sektik ve septik B-spline Galerkin yontemleri kullanilmistir. Onerilen yontemlerin
dogrulugu ise adveksiyon ve difiizyon igeren bir test problemi kullanilarak

incelenmigtir. Yapilan hesaplamalar sonucunda asagidaki sonuglara ulagilmistir.

e Crank Nicolson zaman ayrigtirmasina gore 4. mertebeden dogruluga sahip
yontem ile daha iyi sonuclar elde edilmistir. 4. mertebeden dogruluga sahip
yonteme gore ise 6. mertebeden dogruluga sahip zaman pargalanmasi ile daha

iyi sonuclar elde edilmistir.

e Yakinsaklik orani hesaplandiginda bulunan degerlerin zaman parcalanmasi

mertebeleri ile uyumlu oldugu goriilmiistiir.

e 4. ve 6. mertebeden onerilen yontemler, Crank Nicolson yontemine gore
daha yiiksek mertebeden tiirevler icerdiginden uygulama acgisindan daha zor

olmaktadir.

e En yiiksek maliyet 6. mertebeden zaman parcalanmasinin yapildigi, konum
parcalanmasi igin ise en yiiksek dereceden spline olan septik B-spline

fonksiyonun kullanildig1 yontem olmustur.

Sonug olarak, zaman parcalanmasimin dogrulugu arttikca sonuclarin iyilestigi,
bununla birlikte konum pargalanmasi i¢in kullanilan spline fonksiyonlarin

derecelerinin artirilmasinin sonuglarda bir degisiklik getirmedigi goriilmiistiir.
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