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ÖZET

Bu tez çalışması, kaynakçada bel൴rt൴len eserler൴n ൴ncelenmes൴ ve Lynn Margaret

Batten’ın (1986) “Comb൴nator൴cs of F൴n൴te Geometr൴es” adlı kaynağının esas alınmasyla

hazırlanmıştır. Aks൴yomlar s൴stem൴ yardımıyla oluşturulan bazı sonlu geometr൴k yapılar

ver൴lm൴şt൴r. Bu geometr൴k yapıların aralarındak൴ ൴l൴şk൴ler ve komb൴natöryel özell൴kler൴

൴ncelenm൴şt൴r. Kaynakta ver൴len bazı örnekler detaylandırılmış ve ൴spatları ver൴lmeyen bazı

teoremler൴n ൴spatları yapılmıştır.

İk൴nc൴ bölümde, genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n kısa b൴r tar൴hçes൴ ver൴lm൴şt൴r.

Üçüncü bölümde, aks൴yom, uzay, yaklaşık l൴neer uzay, kısıtlama, dual uzay, alt uzay,

bağlantı sayısı ve l൴neer fonks൴yon kavramları açıklanmış, bazı yaklaşık l൴neer uzay örnekler൴

ve bu uzaylara da൴r özell൴kler temel kavramlar adı altında ൴ncelenm൴şt൴r.

Dördüncü bölümde ൴se tez൴n ana konusu olan genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler, yaklaşık

l൴neer uzayların üzer൴ne ൴nşa ed൴lm൴ş, genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n bazı özell൴kler ver൴lm൴ş

ve bu özell൴kler൴n b൴r kısmı hem doğru hem de noktalar vasıtasıyla ൴spat ed൴lm൴şt൴r. Elde

ed൴len sonuçlar yardımıyla genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenlere a൴t komb൴natöryel özell൴kler

൴ncelenm൴şt൴r.

Anahtar Kel൴meler: Aks൴yom s൴stem൴, Yaklaşık l൴neer uzay, Dual uzay, Bağlantı

sayısı, Genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler.



v൴൴

SUMMARY

Th൴s thes൴s has been prepared based on Lynn Margaret Batten’s (1986) source,

“Comb൴nator൴cs of F൴n൴te Geometr൴es”, and exam൴n൴ng the works ment൴oned ൴n the

references. Some f൴n൴te geometr൴c structures bu൴lt w൴th the a൴d of ax൴oms system are g൴ven.

The relat൴on between these geometr൴c structures and the൴r comb൴nator൴al features are

exam൴ned. Some examples g൴ven ൴n the source are elaborated and proofs of some theorems

w൴th no proof are g൴ven.

In the second chapter, a br൴ef h൴story of general൴zed quadrangles ൴s g൴ven.

In the th൴rd chapter, the concepts of ax൴om, space, near-l൴near space, restr൴ct൴on, dual

space, subspsace, connect൴on number and l൴near funct൴on are expla൴ned, some near l൴near

space examples and features of these spaces are stud൴ed under the name of bas൴c concepts.

In the fourth chapter, general൴zed quadrangles wh൴ch ൴s the ma൴n top൴c of th൴s thes൴s,

are bu൴lt on the near l൴near spaces, some features of general൴zed quadrangles are g൴ven and

a part of these features are proved by way of po൴nts and l൴nes. Comb൴nator൴al features of

general൴zed quadrangles are ൴nvest൴gated w൴th the help of obta൴ned results.

Keywords: Ax൴omat൴c system, Near l൴neer space, Dual space, Connect൴on number,

General൴zed quadrangles.
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1. GİRİŞ VEAMAÇ

Bu tez çalışmasında, Lynn Margaret Batten’ın “Comb൴nator൴cs of F൴n൴te Geometr൴es”

(1986) adlı k൴tabı ve kaynakçada bel൴rt൴len d൴ğer çalışmaların göz önüne alınmasıyla, sonlu

yaklaşık l൴neer uzay örnekler൴ ൴le genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n bazı komb൴natöryel özell൴kler൴

൴ncelenm൴şt൴r.

Sonlu geometr൴k yapıların bel൴rl൴ koşullar altında ne g൴b൴ özell൴klere sah൴p oldukları

araştırılmıştır. Öncek൴ yıllarda yapılmış olan çalışmalarda, genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n gr൴d,

dual gr൴d ve s, t parametrel൴ olmak üzere 3 ana yapıya ayrılab൴leceğ൴ görülmüştür. Bu yapıların

her b൴r൴n൴n ne g൴b൴ komb൴natöryal özell൴klere sah൴p olduklarının detaylı şek൴lde ൴ncelenmes൴

amaçlanmıştır.Ayrıca genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n alt dörtgenler൴ ve kol൴nasyonları hakkında

bazı öneml൴ sonuçlar ver൴lm൴şt൴r.
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2. LİTERATÜRARAŞTIRMASI

Genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler ൴k൴ ayrı alanda ve ൴k൴ farklı teor൴n൴n özel durumları olarak

ortaya çıkmıştır. Genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler ൴lk olarak “genelleşt൴r൴lm൴ş n-genler” olarak

adlandırılan yapıların özel b൴r durumu olarak T൴ts(1959) tarafından ortaya konmuştur.

Genelleşt൴r൴lm൴ş n-genler൴n tanımı, grup teor൴s൴ndek൴ bazı problemler ൴le bağlantılı olarak

ortaya çıkmıştır. (T൴ts (1959), Dembowsk൴ (1968))

Genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler Bose(1963) tarafından yapılan çalışmalar net൴ces൴nde

tekrar ortaya çıkmıştır. Bose, kısmî geometr൴ler adını verd൴ğ൴ s൴stemler ൴le ൴lg൴l൴ çalışmalar

yapmıştır. Çok genel olarak bahsed൴lecek olursa, bu teor൴n൴n ortaya çıkmasına neden olan

ana sebep, ൴stat൴st൴ksel problemlerden ortaya çıkan sorunlardır.

Bu yapılar üzer൴ndek൴ ana çalışmalar 1970’lerden ൴t൴baren yer൴n൴ almıştır ve bu

çalışmaların büyük b൴r kısmına Thas, Payne ve Tall൴n൴ öncülük etm൴şt൴r.

Ahrens ve Szekeres (1969), dörtgenler൴n k b൴r asal kuvvet olmak üzere, k − 1, k +

1 parametrel൴ yen൴ b൴r sınıfını keşfetm൴şlerd൴r. M.Hall (1971) bunu k sayısının ç൴ft olması

durumu ൴ç൴n bağımsız olarak verm൴şt൴r. Payne (1972,1974) bunu genelleşt൴rerek daha fazla

örnekler üretm൴şt൴r. Örnekler൴n en yen൴ sınıfları Kantor’a (1980) a൴tt൴r. Bu ൴se 1979 yılında

keşfed൴lm൴şt൴r ve k ≡ 2 (mod3) olmak üzere parametreler൴ k2, k dır.

Ana problemlerden b൴r൴ genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n b൴r sınıflandırılmasını

vermekt൴r. Klas൴k örnekler൴n b൴l൴nen sınıflandırmalarının çoğu Thas’a (1975, 1977, 1978)

a൴tt൴r. Genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n kol൴nasyon gruplarının sınıflandırılmalarını bulma ve bu

sınıflandırmaların üzer൴nde çalışmalar yapan araştırmacı Payne’d൴r. Ayrıca T൴ts(1974),

Thas(1979) ve M.Walker(1977) tarafından b൴r çok çalışma da yapılmıştır.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1 Aks൴yom S൴stemler൴ ve Uzay

Bu kısımda, tez൴n ana konusu olan genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n ൴nşasında kullanılan,

geometr൴n൴n en temel kavramları arasında yer alan aks৻yom ve aks൴yomlar yardımıyla

oluşturulacak olan uzay kavramları üzer൴nde durulacak, bu kavramlara da൴r b൴lg൴ler

ver൴lecek ve örnekler üzer൴nden açıklamalar yapılacaktır.

Matemat൴kte, doğru ya da yanlış olması öneml൴ olmaksızın kes൴n b൴r hüküm b൴ld൴ren

൴fadelere önerme den൴r. Önermeler ൴se aks൴yomlar ve teoremler olarak ൴k൴ temel gruba

ayrılab൴l൴r. Doğruluğu kanıtlanamayan veya kanıtlanmasına gerek duyulmayan fakat doğru

olduğu kabul ed൴len önermelere aks৻yom den൴r. Doğruluğu ൴spatlanab൴len önermelere ൴se

teorem adı ver൴l൴r. Açıkca bel൴rt൴lm൴ş aks൴yomların b൴r kümes൴nden oluşan ve bu aks൴yomlar

yardımıyla teoremler൴n türet൴leb൴leceğ൴ b൴r yapıya ൴se aks৻yomat৻k s৻stem den൴r. (We൴sste൴n,

2018) P noktalar kümes൴ ve L doğrular kümes൴ olmak üzere bel൴rl൴ aks൴yomları sağlayan

S = (P,L) s൴stem൴ne uzay (nokta-doğru geometr൴s൴) den൴r.

Bu çalışmada, (Batten, 1986) kaynağındak൴ göster൴mlere sadık kalınarak uzayın

noktalarını tanımlamak ൴ç൴n 1, 2, 3,... g൴b൴ sayılar ൴le p, q, r,... g൴b൴ harfler, uzayın doğrularını

tanımlamak ൴ç൴n ൴se l,m ve h harfler൴ kullanılacaktır. Eğer ൴ncelenen aks൴yom s൴stem൴ çok

sayıda nokta ve doğru ൴ht൴va ed൴yorsa bu nokta ve doğruların göster൴m൴nde ൴nd൴slemeden

faydalanılacaktır. (p1, p2, l1, l2, ... g൴b൴)

B൴r aks൴yom s൴stem൴nde yer alan aks൴yomların tamamını sağlayan b൴r S = (P,L)

uzayı bulunab൴l൴yorsa (yan൴ bu aks൴yomları sağlayan b൴r geometr൴k model

oluşturulab൴l൴yorsa) bu aks൴yom s൴stem൴ne tutarlıdır ya da uyumludur den൴r. Aks൴ halde

tutarsızdır ya da uyumsuzdur den൴r. Ele alınacak b൴r aks൴yom s൴stem൴ndek൴ aks൴yomlar

൴ncelen൴rken d൴kkat ed൴lmes൴ gereken b൴r husus vardır. Bu husus kabaca b൴r örnekle

açıklanacak olursa, aks൴yom s൴stem൴nde bulunan b൴r aks൴yomda örneğ൴n: “üç nokta vardır”

den൴l൴yorsa üçten daha çok noktalı b൴r kümen൴n noktalarından herhang൴ üçünün varlığı

kasted൴lmez. Bu cümleden anlaşılması gereken şey, bu uzayda tam olarak üç tane noktanın

varlığıdır. Aks൴ durumlarda aks൴yomlar bel൴rlen൴rken cümle ൴çer൴s൴nde “en az”, “en fazla”

veya “dörtten az” g൴b൴ ൴fadelere yer ver൴lmel൴d൴r. Aks൴yomat൴k s൴stem tanımında da

bel൴rt൴ld൴ğ൴ üzere aks൴yomlarda ne denmek ൴stend൴ğ൴ açıkca bel൴rt൴lmel൴d൴r. Hem bu hususu

hem de ver൴len b൴r s൴stem൴n tutarlılığını ൴ncelemek adına aşağıdak൴ örnek uygun olacaktır.
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Örnek 3.1 Ver൴len b൴r aks൴yom s൴stem൴;

(a) Altı tane nokta vardır.

(b) Üç tane 3 noktalı doğru vardır.

(c) En az üç tane 2 noktalı doğru vardır.

olsun. Aks൴yom s൴stem൴n൴n tutarlı olduğunu göstermek ൴ç൴n aks൴yomların heps൴n൴ sağlayan

b൴r S = (P,L) uzayı bulmak gerekl൴d൴r. (a) aks൴yomunda altı tane noktanın var olduğu

bel൴rt൴ld൴ğ൴nden oluşturulacak olan S uzayının noktalarının kümes൴ olan P ,

P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} olarak seç൴leb൴l൴r. (b) ve (c) aks൴yomlarından dolayı uzayın

doğrularının kümes൴ olan L en az 6 elemanlıdır. O halde L kümes൴

L = {l1 = {1, 2, 3}, l2 = {1, 4, 5}, l3 = {3, 5, 6}, l4 = {2, 4}, l5 = {2, 6}, l6 = {4, 6}}
olarak bel൴rlen൴r ൴se ver൴len aks൴yom s൴stem൴n൴n tutarlı olduğu görülür. (Şek൴l 3.1)

Şek൴l 3.1 Üç tane 3 noktalı, üç tane 2 noktalı doğru ve altı tane nokta ൴çeren uzay

B൴r aks൴yom s൴stem൴ndek൴ aks൴yomlardan bazıları, s൴stem൴n ൴çer൴s൴nde yer alan d൴ğer

aks൴yomlardan elde ed൴leb൴l൴yorsa bu aks൴yom s൴stem൴ne bağımlıdır den൴r. Aks൴ halde

bağımsızdır den൴r. Herhang൴ b൴r aks൴yom s൴stem൴n൴n bağımsız olup olmadığını ൴ncelemen൴n

b൴r yolu aks൴yomlardan her b൴r൴n൴n d൴ğerler൴nden bağımsız olduğunu göstermekt൴r. Bu ൴se şu

şek൴lde yapılab൴l൴r. Ver൴lm൴ş olan aks൴yomların her b൴r൴ ൴ç൴n, aks൴yomların kend൴ler൴

har൴c൴ndek൴ d൴ğer tüm aks൴yomları sağlayan fakat kend൴s൴n൴ sağlamayan b൴r uzay bulmaya

çalışmaktır. Her b൴r aks൴yom ൴ç൴n bu şek൴lde uzaylar bulunab൴l൴yorsa s൴stem൴n bağımsız

olduğu göster൴lm൴ş olur. Herhang൴ b൴r൴ ൴ç൴n dah൴ bu şek൴lde b൴r uzay bulunamıyorsa ver൴len

s൴stem bağımlıdır.
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Yukarıda Örnek 3.1’ de ver൴len aks൴yom s൴stem൴n൴n bağımsız olup olmadığı

൴ncelenecek olursa;

1-) “(a) ve (b) aks൴yomlarını sağlayan fakat (c) y൴ sağlamayan b൴r uzay ”

Bulunmaya çalışılacak olan uzay, (a) aks൴yomundan dolayı altı tane nokta ve (b)

aks൴yomundan dolayı üç tane 3 noktalı doğru ൴ht൴va etmel൴d൴r. Bu ൴k൴ şartı sağlayan uzaylar

arasından (c) y൴ sağlamayan yan൴ 2 noktalı en az üç tane doğru ൴çermeyen b൴r uzay

bulunmaya çalışılmalıdır.

Şek൴l 3.2 Üç tane 3 noktalı doğru ve altı tane nokta ൴çeren uzay

Şek൴l 3.2’de görüleceğ൴ üzere, (c) aks൴yomu d൴ğer aks൴yomlardan bağımsızdır.

2-) “(a) ve (c) aks൴yomlarını sağlayan fakat (b) y൴ sağlamayan b൴r uzay ”

Bulunmaya çalışılacak olan uzay, (a) aks൴yomundan dolayı altı tane nokta ve (c)

aks൴yomundan dolayı en az üç tane 2 noktalı doğru ൴ht൴va etmel൴d൴r. Bu ൴k൴ şartı sağlayan

uzaylar arasından (b) y൴ sağlamayan yan൴ 3 noktalı üç tane doğru ൴çermeyen b൴r uzay

bulunmaya çalışılmalıdır.
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Şek൴l 3.3 Beş tane 2 noktalı doğru ve altı nokta ൴çeren uzay

Şek൴l 3.3’de görüleceğ൴ üzere, altı tane nokta ve en az üç tane (bulunan uzayda beş

tane 2 noktalı var) 2 noktalı doğru bulunduran fakat üç tane 3 noktalı doğru bulundurmayan

b൴r uzay bulunab൴ld൴ğ൴nden (b) aks൴yomu d൴ğerler൴nden bağımsızdır.

3-) “(b) ve (c) aks൴yomlarını sağlayan fakat (a) yı sağlamayan b൴r uzay ”

Bulunmaya çalışılacak olan uzay, (b) aks൴yomundan dolayı üç tane 3 noktalı doğru

ve (c) aks൴yomundan dolayı en az üç tane 2 noktalı doğru ൴ht൴va etmel൴d൴r. Bu ൴k൴ şartı

sağlayan uzaylar arasından (a) yı sağlamayan yan൴ tam olarak altı tane nokta ൴çermeyen b൴r

uzay bulunmaya çalışılmalıdır.

Şek൴l 3.4 Üç tane 3 noktalı doğru, üç tane 2 noktalı doğru ve dokuz nokta ൴çeren uzay
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Şek൴l 3.4’de görüleceğ൴ üzere bulunan uzayda üç tane 3 noktalı doğru, üç tane 2

noktalı doğru ve dokuz tane nokta bulunmaktadır. (b) ve (c) aks൴yomları sağlandığı halde

(a) aks൴yomu sağlanmamıştır. Yan൴ (a) aks൴yomu d൴ğerler൴nden bağımsızdır.

(a), (b) ve (c) ak൴yomlarının ayrı ayrı b൴rb൴rler൴nden bağımsız olduğu ൴spatlandığından,

Örnek 3.1’de ver൴len aks൴yom s൴stem൴ bağımsızdır.

B൴r aks൴yom s൴stem൴ndek൴ herhang൴ b൴r aks൴yomun bağımlı olduğunu göstermen൴n b൴r

yolu, o aks൴yomun dışında kalan aks൴yomları sağlayan tüm örnek uzayları bulup, bulunan

uzayların heps൴n൴n har൴ç tutulan aks൴yomu sağladığını göstermekt൴r. Fakat bağımlılığın

൴ncelenmes൴nde kullanılan bu yöntem bazı aks൴yom s൴stemler൴nde, örneğ൴n sonsuz doğru

veya nokta ൴ht൴va eden s൴stemlerde, kullanılab൴l൴r değ൴ld൴r. Bağımlılığı göstermen൴n b൴r d൴ğer

yolu, herhang൴ b൴r aks൴yomun d൴ğer aks൴yomlar kullanılarak sağlandığının göster൴lmes൴d൴r.

Bu durumda o aks൴yomun bağımlı olduğu, dolayısıyla aks൴yom s൴stem൴n൴n bağımlı olduğu

göster൴lm൴ş olur.

Örnek 3.2 Ver൴len b൴r aks൴yom s൴stem൴;

(a) Altı nokta ve dört doğru vardır.

(b) Her doğru 2 noktalıdır.

(c) Her b൴r noktadan en fazla dört doğru geçer.

olsun. (a) aks൴yomundan anlaşılacağı üzere uzayda dört tane doğru bulunduğundan, uzayın

herhang൴ b൴r noktasının en fazla dört doğru üzer൴nde olab൴leceğ൴ aş൴kardır. Dolayısıyla (c)

aks൴yomu (a) aks൴yomundan elde ed൴leb൴ld൴ğ൴nden ver൴len aks൴yom s൴stem൴n൴n bağımlı

olduğu görülür.

Bu tez൴n ana konusu olan genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgenler’൴n, üzer൴ne ൴nşa ed൴leceğ൴ ve b൴r

sonrak൴ bölümde ൴ncelecenek olan yaklaşık l৻neer uzaylar bölümüne geçmeden evvel,

açıklamalarda uzun cümleler൴n kısaltılması ve göster൴m൴n kolaylaştırılması adına (Batten,

1986) kaynağındak൴ göster൴mlere sadık kalınarak aşağıda bazı notasyonlar ver൴lecekt൴r.

P noktaların kümes൴ ve L doğruların kümes൴ olmak üzere, P ve L kümeler൴ sonlu ൴se,

S = (P,L) uzayına sonlu uzay den൴l൴r. S = (P,L) uzayı sonlu ൴se:

◦ B൴r S = (P,L) uzayının noktalarının sayısı |P | = v ൴le göster൴l൴r.

◦ B൴r S = (P,L) uzayının doğrularının sayısı |L| = b ൴le göster൴l൴r.
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◦ Herhang൴ b൴r l doğrusu üzer൴nde bulunan noktaların sayısı v(l) ൴le göster൴l൴r. v(l)
değer൴ne l doğrusunun dereces൴ den൴r.

◦ Herhang൴ b൴r p noktasından geçen doğruların sayısı ൴se b(p) ൴le göster൴l൴r. b(p)

değer൴ne p noktasının dereces൴ den൴r.

◦ p noktası l doğrusunun üzer൴nde ൴se ya da başka b൴r dey൴şle l doğrusu p noktasından
geç൴yorsa p ∈ l, aks൴ halde p /∈ l şekl൴nde göster൴l൴r.

◦ B൴r p noktasından geçen doğrulara noktadaş ya da kes৻şen doğrular den൴r.

◦Aynı doğru üzer൴nde bulunan noktalara doğrudaş veya komşu(b৻t৻ş৻k) noktalar den൴r.

3.2 Yaklaşık L൴neer Uzay

Tanım 3.1 P noktaların kümes৻ ve L doğruların kümes৻ olacak şek৻lde tanımlanan

herhang৻ b৻r S = (P,L) uzayı ৻ç৻n;

(YLU-1) Her doğru üzer৻nde en az ৻k৻ tane nokta vardır.

(YLU-2) Herhang৻ farklı ৻k৻ noktadan en fazla b৻r doğru geçer.

aks৻yomları sağlanıyorsa, S = (P,L) uzayına b৻r yaklaşık l৻neer uzay den৻r.

B൴r yaklaşık l൴neer uzaya ayrıca kısmî düzlem de den൴r. Kısmî Düzlem kavramı ൴lk

olarak Hall, M. (1943) tarafından tanımlanmıştır.

B൴r S = (P,L) uzayında r ve s g൴b൴ ൴k൴ farklı noktayı b൴rleşt൴ren b൴r doğru, üzer൴nde

bulunan noktaların göster൴mler൴ vasıtasıyla rs doğrusu adını alır. Bu doğruya l den൴r ൴se

l = rs olarak göster൴l൴r. (YLU-1) aks൴yomunda “her doğru üzer൴nde en az ൴k൴ nokta vardır”

den൴ld൴ğ൴nden, herhang൴ b൴r doğru ൴k൴den daha fazla sayıda nokta ൴ht൴va edeb൴l൴r. l

doğrusunun üzer൴nde r ve s noktaları har൴c൴nde p ve q g൴b൴ ൴k൴ farklı noktanın var olduğu

kabul ed൴ls൴n (Şek൴l 3.5).
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Şek൴l 3.5 Yaklaşık l൴neer uzayın herhang൴ b൴r doğrusu

(YLU-2) aks൴yomu gereğ൴ farklı ൴k൴ noktadan en fazla b൴r doğru geçeceğ൴nden, r , s ,

p ve q noktalarından geçen doğru rs = pq = l olur.

B൴l൴nd൴k uzay örnekler൴nden b൴r൴ olan Ökl൴d Uzayı’nın yaklaşık l൴neer uzay olup

olmadığı sorusu akla geleb൴l൴r. Aşağıdak൴ örnekte Ökl൴d Uzayı’nın yaklaşık l൴neer uzay olup

olmadığı ൴ncelenecekt൴r.

Örnek 3.3 S = (P,L) uzayının noktalarının kümes൴ olan P , R3 ün noktaları ve

doğrularının kümes൴ olan L ൴se R3 ün doğruları olarak tanımlansın. Bu takd൴rde R3 ün

doğruları üzer൴nde sonsuz sayıda nokta bulunduğundan (YLU-1) aks൴yomunun sağlandığı

aş൴kardır. Ayrıca Ökl൴d uzayında farklı ൴k൴ noktadan b൴r tek doğru geçt൴ğ൴nden (YLU-2)

aks൴yomunu da sağlanır. Hem (YLU-1) hem de (YLU-2) sağlandığından, tanımlanan

S = (P,L) uzayı b൴r yaklaşık l൴neer uzaydır.

Örnek 3.4 P noktalar kümes൴ az önce tanımlandığı g൴b൴ R3 ün noktaları, L doğrular kümes൴

൴se R3 ün düzlemler൴n൴n b൴r kümes൴ olacak şek൴lde ele alınsın. Bu durumda oluşturulan

S = (P,L) uzayı ൴ç൴n (YLU-1) aks൴yomu sağlanır. Çünkü L kümes൴n൴n her doğrusu (k൴ bu

doğrular aslında b൴rer düzlemd൴r) sonsuz sayıda nokta bulundurur. Fakat seç൴len herhang൴

farklı ൴k൴ noktadan sonsuz sayıda doğru(düzlem) geçeceğ൴nden (Şek൴l 3.6), (YLU-2) şartı

sağlanmaz. O halde S = (P,L) , b൴r yaklaşık l൴neer uzay değ൴ld൴r.
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Şek൴l 3.6 Farklı ൴k൴ noktadan geçen düzlemler

Ş൴md൴ ൴ncelenecek örnek uzay, aks൴yomat൴k geometr൴n൴n b൴r konusu olan projekt൴f

geometr൴n൴n de en temel örnekler൴nden “Fano düzlem൴”d൴r.

Örnek 3.5 (Fano Düzlem൴) Ver൴len b൴r aks൴yom s൴stem൴;

(a) Yed൴ tane doğru ve yed൴ tane nokta vardır.

(b) Her b൴r doğru 3 noktalıdır.

(c) Her noktadan üç tane doğru geçer.

olsun. Yukarıda aks൴yomları tanımlanan S = (P,L) uzayının hem tutarlılığı hem de b൴r

yaklaşık l൴neer uzay olup olmadığı ൴ncelen൴rse:

Öncel൴kle uzayı oluşturmak ൴ç൴n noktalara ve doğrulara ൴ht൴yaç duyulduğundanP veL

kümeler൴ oluşturulsun. P veL kümeler൴n൴n eleman sayıları (a) aks൴yomunda bel൴rt൴ld൴ğ൴ üzere

sırasıyla |P | = v = 7 ve |L| = b = 7 d൴r. Yed൴ tane nokta ve doğru P = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
ve L = {l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7} şekl൴nde adlandırılsın. Ayrıca L kümes൴n൴n elemanları;

l1 = {1, 2, 3}, l2 = {1, 6, 5}, l3 = {1, 7, 4}, l4 = {3, 7, 6},
l5 = {3, 4, 5}, l6 = {5, 7, 2}, l7 = {2, 4, 6}

olacak şek൴lde tanımlanırsa bu tanımlamalara göre;
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v(l1) = v(l2) = v(l3) = v(l4) = v(l5) = v(l6) = v(l7) = 3 olur k൴ bu, her doğrunun

üzer൴nde üç nokta vardır demekt൴r. Dolayısıyla (b) aks൴yomu sağlanır. Üçüncü ve son olarak;

1 noktasından geçen doğrular: l1, l2, l3

2 noktasından geçen doğrular: l1, l6, l7

3 noktasından geçen doğrular: l1, l4, l5

4 noktasından geçen doğrular: l3, l5, l7

5 noktasından geçen doğrular: l2, l5, l6

6 noktasından geçen doğrular: l2, l4, l7

7 noktasından geçen doğrular: l3, l4, l6

olur. Bu durumda b(1) = b(2) = b(3) = b(4) = b(5) = b(6) = b(7) = 3 olur k൴ bu,

uzayın noktaları olan 1, 2 ,3, 4, 5, 6 ve 7 noktalarının her b൴r൴nden 3 doğru geç൴yor demekt൴r.

Dolayısıyla (c) aks൴yomu da sağlanır. Böylece uzayın tutarlılığı göster൴lm൴ş olur (Şek൴l 3.7).

Şek൴l 3.7 Fano düzlem൴

Burada Şek൴l 3.7’de görüleceğ൴ üzere örnek uzaylar kağıda aktarılmak ൴stend൴ğ൴nde

ç൴z൴m tek türlü olmak zorunda değ൴ld൴r. Uzayın doğruları düzleme aktarılırken b൴l൴nen

anlamdak൴ doğrular g൴b൴ düz ç൴z൴lmek zorunda değ൴ld൴r. Ayrıca uzaylar kağıda aktarıldıktan

sonra doğrular kes൴ş൴yor g൴b൴ gözükse dah൴ kes൴şen yerlerde noktaların varlığı bel൴rt൴lmed൴ğ൴

sürece herhang൴ b൴r şey ൴fade etmez. Öneml൴ olan, noktaların bel൴rt൴len yerler൴ ve teor൴de

൴fade ed൴lenlerd൴r. Fano düzlem൴n൴n yaklaşık l൴neer uzay olup olmadığı merak ed൴leb൴l൴r.

Bunu ൴ncelemek ൴ç൴n (YLU-1) ve (YLU-2) aks൴yomlarının sağlanıp sağlanmadığı kontrol
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ed൴lmel൴d൴r. Bu uzayın her doğrusu 3 noktalı olduğundan (YLU-1) aks൴yomunun sağlandığı

aş൴kardır. (YLU-2) ൴ç൴n uzayın tüm farklı nokta ൴k൴l൴ler൴ ൴ncelenecek olursa;

1 ve 2 noktalarından geçen doğru l1,

1 ve 3 noktalarından geçen doğru l1,

1 ve 4 noktalarından geçen doğru l3,

1 ve 5 noktalarından geçen doğru l2,

1 ve 6 noktalarından geçen doğru l2,

1 ve 7 noktalarından geçen doğru l3,

2 ve 3 noktalarından geçen doğru l1,

2 ve 4 noktalarından geçen doğru l7,

2 ve 5 noktalarından geçen doğru l6,

2 ve 6 noktalarından geçen doğru l7,

2 ve 7 noktalarından geçen doğru l6,

3 ve 4 noktalarından geçen doğru l5,

3 ve 5 noktalarından geçen doğru l5,

3 ve 6 noktalarından geçen doğru l4,

3 ve 7 noktalarından geçen doğru l4,

4 ve 5 noktalarından geçen doğru l5,

4 ve 6 noktalarından geçen doğru l7,

4 ve 7 noktalarından geçen doğru l3,

5 ve 6 noktalarından geçen doğru l2,

5 ve 7 noktalarından geçen doğru l6,

6 ve 7 noktalarından geçen doğru l4

elde ed൴l൴r. Yan൴ herhang൴ farklı ൴k൴ noktadan yalnızca b൴r doğru geçer. Dolayısıyla (YLU-2)

aks൴yomu da sağlanır. Dolayısıyla “fano düzlem൴” b൴r yaklaşık l൴neer uzaydır.

Yardımcı Teorem 3.1 B৻r S=(P,L) yaklaşık l৻neer uzayındak৻ herhang৻ ৻k৻ doğru en fazla b৻r

noktada kes৻ş৻r.

İspat S = (P,L) uzayının herhang৻ ৻k৻ doğrusu l1 ve l2 olsun. Yardımcı teoremde ৻fade

ed৻len৻n aks৻ne bu doğruların b৻rden fazla noktada kes৻şt৻kler৻ farzed৻ls৻n yan৻ |l1 ∩ l2| ≥ 2

olsun. Bu ৻se (YLU-2) aks৻yomu ৻le çel৻ş৻r. Dolayısıyla b৻r yaklaşık l৻neer uzaydak৻ herhang৻

৻k৻ doğru en fazla b৻r noktada kes৻ş৻r.
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3.3 Kısıtlama

Tanım 3.2 S = (P,L) b৻r yaklaşık l৻neer uzay olsun. P ′, P n৻n keyf৻ b৻r alt kümes৻ ve P ′

kümes৻nde en az ৻k৻ nokta bulunduran herhang৻ b৻r l ∈ L doğrusu ৻ç৻n l ∩ P ′ kes৻ş৻mler৻n৻n

kümes৻ deL′ kümes৻ olsun. Oluşturulan buR = (P ′, L′) kümes৻ne S n৻n b৻r kısıtlaması den৻r.

R ye S n৻n P ′ ne kısıtlaması da den৻l৻r.

3.4 Dual Uzay

Tanım 3.3 S = (P,L) b৻r yaklaşık l৻neer uzay olmak üzere;

P ′ = L

ve

L′ = {{l1, l2, ..., ln} |li ∈ L = P ′, n ≥ 2, ve {l1, l2, ..., ln}noktadas}

olacak şek৻lde P ′ ve L′ kümeler৻ tanımlansın. Bu takd৻rde S ′ = (P ′, L′) uzayına S = (P,L)

uzayının dual৻(dual uzayı) den৻r.

Yardımcı Teorem 3.2 Herhang৻ b৻r S=(P,L) yaklaşık l৻neer uzayının dual৻ y৻ne b৻r yaklaşık

l৻neer uzaydır.

İspat Dual uzayın tanımı gereğ৻, dual uzayda herhang৻ b৻r doğru en az ৻k৻ noktalıdır yan৻

(YLU-1) şartının sağlandığı aş৻kardır. (YLU-2) n৻n sağlanıp sağlanmadığını kontrol etmek

৻ç৻n dual uzayda herhang৻ ৻k৻ noktadan kaç doğru geçt৻ğ৻n৻n bulunması gerekmekted৻r.

Dual uzayın herhang৻ ৻k৻ noktası, S=(P,L) uzayının doğrularından herhang৻ ৻k৻s৻ne karşılık

gelen l1 ve l2 olsun. Dual uzayda bu l1 ve l2 noktalarını b৻leşt৻ren her b৻r doğru, S uzayında

l1 ve l2 doğrularının kes৻şt৻kler৻ noktalara karşılık gel৻r. Yardımcı teorem 3.1 gereğ৻ bu

doğrular en fazla b৻r noktada kes৻ş৻r. Dolayısıyla uzayın (varsa) bu noktası dual uzayda l1

ve l2 noktalarından geçen doğruya karşılık gel৻r k৻ bu, l1 ve l2 noktalarından en fazla b৻r

doğrunun geçeb৻leceğ৻n৻ göster৻r. Dolayısıyla (YLU-2) sağlanır.

Herhang൴ b൴r S = (P,L) yaklaşık l൴neer uzayı ൴le bu uzayın dual൴ olan S ′ = (P ′, L′)

yaklaşık l൴neer uzayının b൴rb൴rler൴ne eş൴t olab൴lmes൴ ൴ç൴n, öncel൴kle uzayın noktalarının ve

doğrularının sayıları sırasıyla dual uzayın noktalarının ve doğrularının sayıları ൴le eş൴t

olması gerekt൴ğ൴ aş൴kardır. Dolayısıyla dual uzay tanımı gereğ൴ S n൴n doğruları S ′ nün
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noktaları olduğundan |L| = |P ′| d൴r. İfade ed൴len ൴lk cümle tekrar ele alınırsa

|L| = |P ′| = |P | = |L′| olmalıdır. Dahası uzaylarda hem üzerler൴nden bell൴ sayıda doğru

geçen noktaların sayıları hem de üzerler൴nde bell൴ sayıda nokta bulunduran doğruların

sayılarının da eş൴t olması gerekmekted൴r. Ayrıca dual uzayın doğruları en az ൴k൴ noktalı

olmak zorunda olduğundan, uzaydak൴ her b൴r noktanın üzer൴nden en az ൴k൴ doğru geçmel൴d൴r.

Yan൴ asıl uzayda, üzer൴nden doğru geçmeyen ve yalnızca b൴r doğru geçen noktalar

bulunmamalıdır. Ancak bu şartlar altında b൴r S = (P,L) yaklaşık l൴neer uzayının dual൴

kend൴s൴ne eş൴t olab൴l൴r. Dual൴ kend൴s൴ne eş൴t olan b൴r yaklaşık l൴neer uzay örneğ൴, Örnek 3.5’te

ver൴len Fano düzlem൴d൴r.

Örnek 3.6 (Fano düzlem൴n൴n dual൴) Ver൴len b൴r aks൴yom s൴stem൴;

(a) Yed൴ tane doğru ve yed൴ tane nokta vardır.

(b) Her b൴r doğru 3 noktalıdır.

(c) Her noktadan üç tane doğru geçer.

olsun. Yukarıda aks൴yomları tanımlanan S = (P,L) uzayının hem tutarlı hem de b൴r

yaklaşık l൴neer uzay olduğu Örnek 3.5’te göster൴lm൴şt൴r. Bu uzayın noktalarının ve

doğrularının kümes൴ kolaylık adına y൴ne Örnek 3.5’te bel൴rt൴len şek൴lde tanımlansın.

S = (P,L) uzayının dual൴ S ′ = (P ′, L′) olmak üzere, dual uzay tanımı gereğ൴ dual uzayın

noktalarının kümes൴ P ′ = L = {l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7} olur. L′ kümes൴ ൴se S uzayında;

1 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l2, l3} doğrusu,
2 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l6, l7} doğrusu,
3 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l4, l5} doğrusu,
4 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l3, l5, l7} doğrusu,
5 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l2, l5, l6} doğrusu,
6 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l2, l4, l7} doğrusu,
7 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l3, l4, l6} doğrusu

olmak üzere yed൴ tane doğrudan oluşur. (Şek൴l 3.8)
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Şek൴l 3.8 Fano düzlem൴n൴n dual uzayı

Şek൴l 3.8’den anlaşılacağı üzere Fano düzlem൴n൴n dual൴, kend൴s൴ne eş൴tt൴r. Bu durumda

൴k൴ uzay b൴rb൴r൴ne ൴zomorf൴zm farkıyla eş൴tt൴r den൴l൴r. Dual൴ kend൴s൴ne eş൴t olan uzaylara da൴r

başka örnekler, ൴ler൴de ൴zomorf൴zm konusuna yer ver൴l൴kten sonra ele alınacaktır.

3.5 Alt Uzay

Tanım 3.4 S = (P,L) herhang৻ b৻r yaklaşık l৻neer uzay olmak üzere X ⊆ P olsun. X

kümes৻nde seç৻len herhang৻ farklı ৻k৻ nokta p ve q olsun. Eğer p ৻le q noktalarını b৻rleşt৻ren

b৻r pq = l doğrusu varsa ve l doğrusu üzer৻ndek৻ tüm noktalar, y৻ne X ⊆ P kümes৻n৻n b৻r

elemanı oluyorsa, X alt kümes৻ne S = (P,L) yaklaşık l৻neer uzayının b৻r alt uzayı den৻r.

Eğer seç൴len bu X ⊆ P kümes൴;

◦ Boş küme

◦ B൴r nokta

◦ Herhang൴ ൴k൴s൴ doğrudaş olmayan noktalar kümes൴

◦ B൴r doğru
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◦ P noktalar kümes൴n൴n kend൴s൴

൴se X kümes൴n൴n S = (P,L) uzayının da൴ma b൴r alt uzayı olduğu aş൴kardır.

3.6 Bağlantı Sayısı

Tanım 3.5 S = (P,L) herhang৻ b৻r yaklaşık l৻neer uzay ve P noktalar kümes৻ sonlu b৻r

küme olsun. Herhang৻ b৻r pi ∈ P noktası ve lj ∈ L doğrusu ৻ç৻n, pi noktasından geç৻p lj

doğrusunu kesen doğruların sayısına, pi noktasının lj doğrusuna göre bağlantı sayısı den৻r,

c(pi, lj) = cij şekl৻nde göster৻l৻r.

Farklı b൴r açıdan bakılacak olursa, herhang൴ b൴r yaklaşık l൴neer uzayda farklı ൴k൴

noktadan en fazla b൴r doğru geçt൴ğ൴nden, bu cij sayısı sadece pi noktasından geç൴p lj

doğrusunu kesen doğruların sayısı vermez, aynı zamanda lj doğrusu üzer൴ndek൴ noktalardan

kaç tanes൴n൴n pi noktası ൴le doğrudaş olduğunun sayısını da ver൴r. Eğer pi noktası lj doğrusu

üzer൴nde ൴se yan൴ pi ∈ lj ൴se c(pi, lj) = cij = 1 d൴r.

Bağlantısı sayısı, genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n ൴nşasında, konuya da൴r teoremler൴n ve

sonuçların ൴spatlarında en çok kullanılan özell൴klerden b൴r൴ olacaktır.

3.7 L൴neer Fonks൴yonlar

Tanım 3.6 S = (P,L) ve S ′ = (P ′, L′) herhang৻ ৻k৻ yaklaşık l৻neer uzay ve f : P → P ′ b৻r

fonks৻yon olsun. Eğer f fonks৻yonu S uzayının her b৻r doğrusunu S ′ uzayının herhang৻ b৻r

doğrusuna resmed৻yorsa yan৻ ∀ l ∈ L doğrusu ৻ç৻n f(l) ∈ L′ oluyorsa, f fonks৻yonuna S

den S ′ ne b৻r l৻neer fonks৻yon den৻r.

D൴kkat ed൴l൴rse, f fonks൴yonu S n൴n tüm doğrularını S ′ nün doğrularına resmed൴yorsa,

S n൴n herhang൴ b൴r l doğrusunun üzer൴ndek൴ noktaları da S ′ de bulunan l n൴n görüntüsünün b൴r

noktasına resmeder. Yan൴ ∀ l ∈ L ൴ç൴n f(l) ∈ L′ ൴se ∀ p ∈ l ൴ç൴n f(p) ∈ f(l) d൴r.

f : S → S ′ b൴r l൴neer fonks൴yon ve l ∈ L sonlu olsun. Eğer f fonks൴yonu 1:1 ൴se

v(l) = v(f(l)) d൴r. f fonks൴yonu 1:1 değ൴lse v(l) > v(f(l)) d൴r. Böylece her türlü durumda

v(l) ≥ v(f(l)) d൴r.
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Tanım 3.7 f b৻r l৻neer fonks৻yon olsun. Eğer f fonks৻yonu, 1−1 , örten ve f−1 de b৻r l৻neer

fonks৻yon ৻se f ye S = (P,L) uzayından S ′ = (P ′, L′) uzayına b৻r ৻zomorf৻zm den৻r.

Yardımcı Teorem 3.3 f fonks৻yonu S = (P,L) uzayından S ′ = (P ′, L′) uzayına b৻r

৻zomorf৻zm ৻se her l ∈ L doğrusu ve p ∈ P noktası ৻ç৻n;

v(l) = v(f(l))

b(p) = b(f(p))

eş৻tl৻kler৻ geçerl৻d৻r.

İspat Öncel৻kle f b৻r ৻zomorf৻zm olduğundan l৻neerd৻r. Dolayısıyla ∀ p ∈ P ৻ç৻n p ∈ l ৻se

f(p) ∈ f(l) d৻r. Ayrıca f fonks৻yonu 1:1 olduğu ৻ç৻n;

v(l) = v(f(l))

olduğu görülür.

f fonks৻yonu l৻neer olduğundan dolayı p ∈ l ৻se f(p) ∈ f(l) d৻r ve f, 1:1 olduğundan p

noktasından geçen b৻rb৻rler৻nden farklı doğruların görüntüler৻de farklıdır. O halde deneb৻l৻r

k৻ p noktasından kaç tane doğru geç৻yorsa f(p) noktasından da en az o kadar doğru geçer

yan৻;

b(p) ≤ b(f(p)) (3.1)

elde d৻l৻r. f fonks৻yonu b৻r ৻zomorf৻zm olduğundan f−1 de l৻neerd৻r. Dolayısıyla f(p) ∈ f(l)

৻se f−1(f(p)) ∈ f−1(f(l)) d৻r. Böylece p ∈ l elde ed৻l৻r. Yan৻ S ′ = (P ′, L′) uzayında f(p)

noktasından geçen her f(l) ∈ L′ ৻ç৻n b৻r l ∈ L doğrusu vardır. Buradan;

b(f(p)) ≤ b(p) (3.2)

yazılab৻l৻r k৻ (3.1) ve (3.2) eş৻ts৻zl৻kler৻nden;

b(p) = b(f(p))

elde ed৻l৻r.

Tanım 3.8 f : S → S b৻r ৻zomorf৻zm ৻se f ye b৻r otomorf৻zm ya da kol৻nasyon den৻r.
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Örnek 3.7 (Fano düzlem൴n൴n kol൴nasyonları) S = (P,L) uzayı, Örnek 3.5’te aks൴yomları

ver൴lm൴ş olan Fano düzlem൴ olsun. Uzayın nokta ve doğru kümeler൴ kolaylık adına aynı şek൴lde

tanımlansın. (Şek൴l 3.9)

Şek൴l 3.9 Fano düzlem൴

Bu uzayın kol൴nasyonlarının sayısını hesap edel൴m. S uzayının noktalarını, y൴ne S

uzayının noktalarına resmedecek olan b൴r f : S → S otomorf൴zm olsun. S uzayının tüm

noktalarından aynı sayıda doğru geçt൴ğ൴nden S n൴n herhang൴ b൴r noktasının, bu nokta 1

olsun, resmed൴leb൴leceğ൴ yed൴ farklı nokta vardır. f b൴r otomorf൴zm olduğundan doğruları

doğrulara resmeder. Dolayısıyla da S n൴n 1 noktasını bulunduran doğruların resm൴, 1

noktasının görüntüsünün üzer൴nden geçen doğrular olmalıdır. O halde {1, 2, 3} doğrusu ൴ç൴n
düşünülürse, bu doğrunun üzer൴ndek൴ ൴k൴nc൴ b൴r noktanın resm൴ ൴ç൴n, bu nokta 2 olsun, f

b൴reb൴r olduğundan altı farklı seçenek vardır. Doğrunun üzer൴ndek൴ son nokta olan 3 ൴ç൴n ൴se

b൴r tek ൴ht൴mal kalır. Dolayısıyla {1, 2, 3} doğrusu 7.6.1 = 42 farklı şek൴lde resmed൴leb൴l൴r. 1

den geçen {1, 2, 3} doğrusundan farklı b൴r doğrunun üzer൴ndek൴, bu doğru {1, 4, 7} olsun, 1
den farklı b൴r nokta ൴ç൴n, f b൴reb൴r olduğundan benzer şek൴lde dört farklı seçenek, doğru

üzer൴ndek൴ üçüncü ve son nokta ൴ç൴n ൴se b൴r tek seçenek kalır. Bu ൴k൴ doğru 42.4.1 = 168

farklı b൴ç൴mde resmed൴leb൴l൴r. Son olarak, S de 3 ve 4 noktalarından geçen doğrunun resm൴,

3 ve 4 noktalarının görüntüler൴nden geçen doğru olmalıdır. Dolayısıyla {3, 4, 5} doğrusunun
kalan son elemanının yan൴ 5 noktasının resm൴ ൴ç൴n yalnızca b൴r tek seçenek vardır. Benzer

şek൴lde 6 noktası ൴ç൴nde b൴r tek seçenek vardır. Böylece Fano düzlem൴n൴n 168 tane

kol൴nasyonunun olduğu göster൴lm൴ş olur.
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ DÖRTGENLER

Bu bölüm, kaynakçada ver൴len çalışmalar ve Batten (1986) kaynağının esas alınması

൴le hazırlanmıştır.

4.1 Genelleşt൴r൴lm൴ş Dörtgenler

Tanım 4.1 S = (P,L) uzayı b৻r yaklaşık l৻neer uzay olsun. Eğer S = (P,L) uzayı ৻ç৻n;

(GD-1) Herhang৻ b৻r doğru ৻ç৻n, bu doğrunun dışındak৻ b৻r noktadan geçen ve bu

doğruyu kesen b৻r tek doğru vardır.

(GD-2) Kes৻şmeyen doğrular ve aynı doğru üzer৻nde bulunmayan noktalar vardır.

(GD-3) P noktalar kümes৻ sonludur.

aks৻yomları sağlanıyorsa, S = (P,L) uzayına genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen adı ver৻l৻r.

B൴r൴nc൴ aks൴yom olan (GD-1), matemat൴ksel olarak ൴fade ed൴lecek olursa p /∈ l ൴se

c(p, l) = 1 d൴r. Başka b൴r dey൴şle herhang൴ b൴r doğrunun üzer൴nde, bu doğrunun dışındak൴ b൴r

noktayla doğrudaş olan yalnızca b൴r nokta vardır.

Yardımcı Teorem 4.1 Genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgenler üçgen ৻çermez.

İspat S, b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve p,q,r noktaları b৻r üçgen oluştursun. p noktasından

geçen ve qr doğrusunu kesen pr ve pq doğruları vardır. Yan৻ qr doğrusunu, dışındak৻ b৻r

noktadan(p den) geç৻p kesen ৻k৻ tane doğru vardır. c(p, qr) = 2 olması (GD-1) ৻le çel৻ş৻r. O

halde S uzayı üçgen ৻çermez.

Örnek 4.1 (En küçük genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen) : En küçük, yan൴ mümkün olan en az sayıda

nokta ve doğru kullanılmak suret൴yle (GD-1), (GD-2) ve (GD-3) aks൴yomlarını sağlayan b൴r

S = (P,L) yaklaşık l൴neer uzayı aşağıdak൴ g൴b൴ ൴nşa ed൴leb൴l൴r.

S = (P,L) uzayının b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen olması ൴stend൴ğ൴nden, öncel൴kle bu

uzayda (GD-2) den dolayı noktadaş olmayan doğrular ve doğrudaş olmayan noktalar vardır,
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yan൴ S uzayı boş küme olamaz. (YLU-1) den dolayı her doğru en az ൴k൴ noktalıdır. S

uzayının herhang൴ b൴r doğrusu l1 ve bu doğrunun üzer൴ndek൴ herhang൴ ൴k൴ nokta p ve q olsun.

(GD-2) aks൴yomu doğrudaş olmayan noktaların varlığından bahseder. O halde bu doğrunun

dışında b൴r r noktası vardır. (GD-1) aks൴yomundan dolayı bu r noktasından geçen ve l1

doğrusu kesen b൴r doğru vardır ve tekt൴r. Bu doğru l2 ve l1 ∩ l2 = p olsun. (GD-2) gereğ൴

kes൴şmeyen doğrular vardır. l1 doğrusunu kesmeyen b൴r doğru l3 olsun. Eğer l3 doğrusu r

noktasından geçmezse, l3 doğrusu ൴le r noktasını b൴rleşt൴ren b൴r doğru daha gerek൴r k൴ en az

sayıda doğru oluşturulması ൴stend൴ğ൴nden ൴şe yaramaz. Dolayısıyla l3 doğrusu r noktasından

geçs൴n. Tekrar (YLU-1) gereğ൴ l3 doğrusu da en az ൴k൴ noktalıdır. Bu doğrunun üzer൴nde r

den başka b൴r nokta s olsun. (GD-1) gereğ൴ s /∈ l1 olduğundan bu s noktasından geçen l1

doğrusunu kesen b൴r tek doğru vardır. Bu doğru l4 olsun. Eğer l4 doğrusu, s noktasını l1

doğrusunun p noktası ൴le b൴rleşt൴r൴r ൴se, l3 doğrusunun üzer൴nde bulunan r ve s noktaları, l1

doğrusunun üzer൴ndek൴ p noktasıyla b൴rleşm൴ş olur k൴ üçgen oluşur, bu da b൴r çel൴şk൴d൴r. O

halde l4 doğrusu, s noktasını l1 doğrusu ൴le p den başka b൴r nokta ൴le yan൴ q noktası ൴le

b൴rleşt൴rs൴n. Böylel൴kle başka b൴r doğru ya da noktaya ൴ht൴yaç kalmadan en küçük

genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen oluşturulmuş olur. (Şek൴l 4.1)

Şek൴l 4.1 En küçük genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen

O halde aşağıdak൴ sonuç ver൴leb൴l൴r:

Sonuç 4.1 S = (P,L) uzayı b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. Bu takd৻rde S uzayının her

b৻r noktasından en az ৻k৻ tane doğru geçer.
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B൴r uzayın dual uzayı oluşturulurken, uzayın doğruları dual uzayın noktaları olarak

seç൴l൴p, uzayda üzerler൴nden en az ൴k൴ doğru geçen noktalar da dual uzayın doğruları olarak

alınıyordu. O halde Sonuç 4.1’den dual൴teyle alakalı aşağıdak൴ sonuç elde ed൴l൴r.

Sonuç 4.2 S = (P,L) uzayı b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve S ′ = (P ′, L′), S n৻n dual uzayı

olsun. Bu takd৻rde S = (P,L) uzayının her b৻r doğrusu S ′ = (P ′, L′) uzayının b৻rer

noktasına, S = (P,L) uzayının her b৻r noktası ৻se S ′ = (P ′, L′) uzayının b৻rer doğrusuna

karşılık gel৻r.

Genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n tanımına d൴kkat ed൴lecek olursa 3 tane aks൴yom ൴le

tanımlanmış g൴b൴ gözükse de s൴stem b൴r yaklaşık l൴neer uzay üzer൴ne kurulduğundan

sağlanması gereken 5 tane aks൴yom vardır. Bunlar (YLU-1), (YLU-2), (GD-1), (GD-2) ve

(GD-3) d൴r.

Yardımcı Teorem 4.2 S = (P,L) uzayı b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve S uzayının dual৻

S ′ = (P ′, L′) olsun. Bu durumda S ′ = (P ′, L′) uzayı da b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgend৻r.

İspat (YLU-1) ve (YLU-2) şartlarını sağlayan b৻r uzayın yan৻ b৻r yaklaşık l৻neer uzayın

dual৻n৻n de y৻ne b৻r yaklaşık l৻neer uzay olduğu yardımcı teorem 3.2 den dolayı b৻l৻nmekted৻r.

O halde b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen aynı zamanda b৻r yaklaşık l৻neer uzay olduğundan, bu

uzayın dual৻ de b৻r yaklaşık l৻neer uzaydır yan৻ (YLU-1) ve (YLU-2) şartlarını sağlar.

S = (P,L) uzayının dual৻ olan S ′ = (P ′, L′) uzayının da (GD-1), (GD-2) ve (GD-3)

aks৻yomlarını sağladığı göster৻ld৻ğ৻nde ৻spat b৻tm৻ş olacaktır.

(GD-3) den dolayı S = (P,L) uzayının noktalarının kümes৻ olan P sonludur. P sonlu

b৻r küme olduğundan, doğruların kümes৻ olan L sonsuz olamaz. Şayet sonsuz sayıda doğru

olsaydı, sonsuz sayıda noktanın var olması gerek৻rd৻ çünkü sonsuz sayıda doğrunun üzer৻nde

sonlu sayıda nokta olamaz. Yan৻ uzayın doğrularının kümes৻ olan L, sonludur. S = (P,L)

uzayının doğrularının kümes৻, S ′ = (P ′, L′) dual uzayının noktaları olarak alındığından

P ′ de sonludur. O halde b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen৻n dual৻ de (GD-3) şartını sağlar.

(GD-2) den dolayı uzayda kes৻şmeyen doğrular ৻le aynı doğru üzer৻nde olmayan

noktalar vardır ve bunlarda dual uzayda sırasıyla b৻rleşmeyen yan৻ aynı doğru üzer৻nde

bulunmayan noktalar ৻le kes৻şmeyen doğrulara karşılık gel৻r. Dolayısıyla b৻r

genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen৻n dual৻ de (GD-2) şartını sağlar.
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Dual uzay tanımı gereğ৻ S ′ = (P ′, L′) dual uzayının herhang৻ b৻r noktası, S

uzayının b৻r doğrusudur. S uzayının bu doğrusu l1 olsun. (GD-2) şartından dolayı S

uzayında l1 doğrusunda bulunmayan b৻r nokta vardır. Bu nokta r olsun. B৻r genelleşt৻r৻lm৻ş

dörtgen৻n her b৻r noktasından en az ৻k৻ doğru geçt৻ğ৻nden, uzayın bu noktası dual uzayın

b৻r doğrusuna karşılık gel৻r. Dual uzayda bu doğru r′ olarak adlandırılsın. Dual uzayda, bu

r′ doğrusu l1 noktasından geçmez. (GD-1) den dolayı S uzayında r noktasını l1 doğrusu ৻le

herhang৻ b৻r p ∈ l1 noktasında b৻rleşt৻ren yalnızca b৻r tek doğru vardır. Bu doğru l2 olsun.

Uzayın bu doğrusu da S ′ dual uzayda b৻r noktaya karşılık gel৻r ve l2 ∈ r′ d৻r. Ayrıca S

uzayında l1 ৻le l2 doğrularının kes৻şt৻kler৻ nokta olan p noktası, S ′ uzayında b৻r p′

doğrusuna karşılık gel৻r k৻ bu doğrunun üzer৻nde hem l1 hem de l2 noktaları mevcuttur.

(GD-1) gereğ৻ S uzayında r noktasından geç৻p l1 doğrusunu kesen l2 den başka b৻r doğru

yoktur. Başka b৻r dey৻şle l1 doğrusu üzer৻nde, r ৻le b৻rleşen p den başka b৻r nokta yoktur. Bu

৻se S ′ dual uzayında l1 noktasından geçen ve r
′ doğrusunu kesen p′ den başka b৻r doğrunun

olmaması anlamına gel৻r. O halde b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen৻n dual৻de (GD-1) şartını

sağlar.

Tanım 4.2 Her b৻r noktasından tam olarak ৻k৻ tane doğru geçen genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgene

“gr৻d” den৻r.

Eğer b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen൴n her noktasından yalnızca ൴k൴ tane doğru geç൴yorsa

yan൴ b൴r gr൴d ൴se, uzay Şek൴l 4.2’dek൴ g൴b൴d൴r.

Şek൴l 4.2 Gr൴d
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D൴kkat ed൴l൴rse S = (P,L) uzayının yapısı ızgara b൴ç൴m൴nde yan൴ gr൴d ൴se;

◦ Her b൴r noktadan tam olarak ൴k൴ tane doğru geçer.

◦ Doğruların kümes൴ olan L, L=L1∪L2 olacak b൴ç൴mde öyle ൴k൴ kümeye ayrılab൴l൴r k൴

her b൴r kümen൴n -kend൴ ൴çler൴nde- elemanları(doğruları) aynı sayıda noktaya sah൴pt൴r.

◦ L= L1 ∪ L2 şekl൴nde ayrılan L1 ve L2 doğru kümeler൴n൴n her b൴r൴n൴n doğrusu, d൴ğer

kümen൴n bütün doğrularını keser.

◦ L = L1 ∪ L2 şekl൴nde ayrılan L1 ve L2 doğru kümeler൴n൴n her b൴r൴n൴n doğruları,

elemanı olduğu kümen൴n doğruları ൴le kes൴şmez.

Örnek 4.2 (B൴r gr൴d ve dual൴) 18 noktadan ve 9 doğrudan oluşan b൴r gr൴d൴n noktalarının

kümes൴;

P = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}

ve doğrularının kümes൴;

L = {l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7, l8, l9}

olsun. |P | = 18 ve |L| = 9 d൴r. Uzayın doğruları ൴se;

l1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, l2 = {7, 8, 9, 10, 11, 12}, l3 = {13, 14, 15, 16, 17, 18}, l4 = {1, 7, 13}

l5 = {2, 8, 14}, l6 = {3, 9, 15}, l7 = {4, 10, 16}, l8 = {5, 11, 17}, l9 = {6, 12, 18}

olarak tanımlansın (Şek൴l 4.3).

Şek൴l 4.3 18 nokta ve 9 doğrudan oluşan b൴r gr൴d
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BuS = (P,L) uzayının dual൴S ′ = (P ′, L′) olsun.S ′ = (P ′, L′) uzayının noktalarının

kümes൴, dual uzay tanımı gereğ൴, P ′ = L olduğundan;

P ′ = {l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7, l8, l9}

olur ve |P ′| = 9 dur. S ′ uzayının doğruları, S uzayındak൴ noktaların üzerler൴nden geçen

doğruların en az ൴k൴ elemanlı altkümeler൴nden oluşuyordu.Yan൴ uzaydak൴ her b൴r noktadan

zaten ൴k൴ doğru geçt൴ğ൴ ൴ç൴n uzayın her b൴r noktası, dual uzayda b൴r doğru bel൴rtecekt൴r k൴ bu

doğruların kümes൴ olan L′ ൴se;

Uzayda 1 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l4} doğrusu,
Uzayda 2 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l5} doğrusu,
Uzayda 3 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l6} doğrusu,
Uzayda 4 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l7} doğrusu,
Uzayda 5 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l8} doğrusu,
Uzayda 6 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l1, l9} doğrusu,
Uzayda 7 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l2, l4} doğrusu,
Uzayda 8 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l2, l5} doğrusu,
Uzayda 9 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l2, l6} doğrusu,
Uzayda 10 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l2, l7} doğrusu,
Uzayda 11 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l2, l8} doğrusu,
Uzayda 12 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l2, l9} doğrusu,
Uzayda 13 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l3, l4} doğrusu,
Uzayda 14 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l3, l5} doğrusu,
Uzayda 15 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l3, l6} doğrusu,
Uzayda 16 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l3, l7} doğrusu,
Uzayda 17 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l3, l8} doğrusu,
Uzayda 18 noktasından geçen doğruların kümes൴ olan {l3, l9} doğrusu

olmak üzere toplam 18 tane doğrudan oluşur yan൴ |L′| = 18 d൴r (Şek൴l 4.4).
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Şek൴l 4.4 18 nokta ve 9 doğrudan oluşan b൴r gr൴d൴n dual൴

Elde ed൴len bu uzay 9 noktalı ve 18 doğrulu b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgend൴r. D൴kkat

ed൴l൴rse bu uzayın her b൴r doğrusu 2 noktalıdır.

Tanım 4.3 Her b৻r doğrusunun üzer৻nde tam olarak ৻k৻ tane nokta bulunan genelleşt৻r৻lm৻ş

dörtgene “dual gr৻d” den৻r.

Eğer b൴r S = (P,L) uzayı dual gr൴d ൴se aşağıda ver൴len özell൴klere sah൴pt൴r;

◦ Her b൴r doğrusu 2 noktalıdır.

◦ P noktalar kümes൴, P=P1∪P2 olacak b൴ç൴mde öyle ൴k൴ kümeye ayrılab൴l൴r k൴ her b൴r

kümen൴n -kend൴ ൴çler൴ndek൴- elemanlarından(noktalarından) aynı sayıda doğru geçer.

◦ P=P1∪P2 şekl൴nde ayrılan P1 ve P2 kümeler൴n൴n her b൴r൴n൴n noktaları, d൴ğer

kümen൴n noktalarıyla doğrudaştır.

◦ P=P1∪P2 şekl൴nde ayrılan P1 ve P2 kümeler൴n൴n her b൴r൴n൴n noktaları, elemanı

olduğu kümen൴n noktalarıyla b൴rleşmezler.
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Aşağıda hemen hemen bütün teorem ve yardımcı teoremler൴n ൴spatlarında

kullanılacak olan ൴k൴ öneml൴ sonuç ver൴lecekt൴r.

Yardımcı Teorem 4.3 B৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgende doğrudaş olmayan noktaların her

b৻r৻nden geçen doğru sayıları b৻rb৻r৻ne eş৻tt৻r.

İspat S = (P,L) b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve p, S = (P,L) uzayında herhang৻ b৻r

nokta olsun. t ≥ 1 olmak üzere p noktasından t+1 sayıda doğru geçs৻n. (GD-2) aks৻yomu

gereğ৻ p ৻le aynı doğru üzer৻nde bulunmayan b৻r q noktası vardır. (GD-1) aks৻yomu gereğ৻ p

noktasından geçen doğruların herb৻r৻n৻n üzer৻nde q noktası ৻le doğrudaş olan b৻r tek nokta

vardır. O halde q noktasından da en az t+1 sayıda doğru geçer. (Şek৻l 4.5)

Şek൴l 4.5 Yardımcı teorem 4.3 açıklaması

Eğer q noktasından t+1 den daha fazla sayıda doğru geçseyd৻, y৻ne (GD-1) şartı

gereğ৻ p noktasından en az t+2 doğru geçerd৻ k৻ bu durum p noktasından t+1 tane doğru

geçmes৻ ৻le çel৻ş৻rd৻. O halde p noktasından t+1 tane doğru geç৻yorsa q noktasından da t+1

tane doğru geçer.
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Yardımcı Teorem 4.4 B৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgende kes৻şmeyen doğruların üzerler৻ndek৻

nokta sayıları b৻rb৻r৻ne eş৻tt৻r.

İspat S = (P,L), b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve l, S uzayında herhang৻ b৻r doğru olsun.

s ≥ 1 olmak üzere l doğrusunun üzer৻nde s+1 sayıda nokta bulunsun. (GD-2) gereğ৻ l

doğrusunu kesmeyen en az b৻r tane doğru vardır. Bu doğru h olarak adlandırılsın. (GD-1)

gereğ৻ l üzer৻ndek৻ her b৻r nokta ৻ç৻n, bu noktalardan geçen ve h doğrusunu kesen b৻rer

doğru olduğundan, l doğrusunun her b৻r noktasına karşılık h doğrusu üzer৻nde b৻r tek nokta

vardır. O halde h doğrusunda en az s+1 tane nokta vardır. Eğer h doğrusu üzer৻nde s+1

tane noktadan daha fazla nokta bulunsaydı, bu noktaları l doğrusu ৻le b৻rleşt৻ren başka

doğrular da var olurdu k৻ bu durumda l doğrusu üzer৻nde en az s+2 tane nokta bulunması

gerek৻rd৻. Bu ৻se l doğrusunun s+1 noktalı olması ৻le çel৻ş৻r. O halde l doğrusunun üzer৻nde

s+1 tane nokta varsa, bu doğruyu kesmeyen herhang৻ b৻r h doğrusu üzer৻nde de s+1 tane

nokta mevcuttur.

Ş൴md൴ ൴se ardı ardına ver൴lecek olan ൴k൴ yardımcı teorem൴n bulguları vasıtasıyla,

genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n oluşturab൴lecekler൴ yapıların sınıflandırılmasına yarayan b൴r

sonuç elde ed൴lecek ve genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n 3 yapı altında sınıflandırılab൴leceğ൴

൴spatlanacaktır.

Yardımcı Teorem 4.5 S = (P,L), b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. Bu takd৻rde;

(৻) Doğrudaş olmayan ৻k৻ noktadan b৻r৻yle doğrudaş olan tüm noktalar d৻ğer৻yle de

doğrudaş ৻se S = (P,L) uzayı b৻r dual gr৻dd৻r.

(৻৻) Doğrudaş olmayan ৻k৻ noktadan b৻r৻yle doğrudaş olup d৻ğer৻yle doğrudaş

olmayan en az b৻r nokta varsa S = (P,L) uzayının, t ≥ 1 olmak üzere, her noktasından

t+1 tane doğru geçer.

İspat S = (P,L) uzayının herhang৻ b৻r noktası p ve p noktasıyla doğrudaş olan b৻r nokta

q olsun. (GD-2) aks৻yomundan dolayı p noktası ৻le doğrudaş olmayan en az b৻r nokta

vardır. Bu özell৻ktek৻ b৻r nokta r olsun. Yardımcı teorem 4.3 gereğ৻ p noktasından t+1 tane

doğru geç৻yorsa, r noktasından da t+1 tane doğru geçer. Ş৻md৻, r noktasının doğrudaş

olduğu noktalar ৻le p noktasının b৻rb৻r৻ne göre muhtemel durumları gözönüne alınsın. Ya r

৻le doğrudaş tüm noktalar p ৻le de doğrudaştır ya da r ৻le doğrudaş olan noktaların bazıları

p ৻le doğrudaş değ৻ld৻r.
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(৻) r noktası ৻le doğrudaş olan bütün noktaların aynı zamanda p noktasıyla da

doğrudaş olduğu varsayılsın. Bu durumda r noktasından geçen tüm doğrular 2 noktalıdır. r

noktası ৻le doğrudaş olan noktalar -q noktası har৻ç- x1,x2,x3 , . . . , xt olarak adlandırılsın.

(Şek৻l 4.6)

Şek൴l 4.6 Yardımcı teorem 4.5 açıklaması

Eğer r noktası ৻le doğrudaş olmayan p den başka herhang৻ b৻r x noktası var ৻se bu

x noktası (GD-1) şartı gereğ৻ ∀ 1 ≤ i ≤ t ৻ç৻n xi noktası ve q noktası ৻le de doğrudaştır.

Varsayılsın k৻ böyle b৻r x noktası, üzer৻nde 2 den daha fazla sayıda nokta bulunduran b৻r

doğru üzer৻nde olsun. Bu takd৻rde, xxi doğrusu üzer৻nde, x ve xi noktalarının har৻c৻nde b৻r

nokta daha vardır. y ∈ xxi − {x, xi} olsun. (Şek৻l 4.7)
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Şek൴l 4.7 Yardımcı teorem 4.5 açıklaması

(GD-1) aks৻yomundan dolayı rxi doğruları ৻le y noktasını b৻rleşt৻ren doğrular

vardır. r den geçen doğruların tümü 2 noktalı olduğundan y noktası ya r noktası ৻le ya da xi

noktaları ৻le doğrudaştır. Bu durum ৻se b৻r çel৻kş৻ meydana get৻r৻r çünkü her ৻k৻ ৻ht৻malde

de b৻r “üçgen”oluşur. Dolayısıyla bu şek৻ldek৻ b৻r x noktası, 2 den daha fazla nokta ৻ht৻va

eden b৻r doğru üzer৻nde olamaz. O halde tüm doğrular ৻k৻ noktalıdır. Bu ৻se uzayın b৻r

“dual gr৻d”olduğunu göster৻r.

(৻৻) Ş৻md৻ ৻se r noktası ৻le doğrudaş olan noktalardan bazılarının p ৻le doğrudaş

olmadığı varsayılsın ve bu noktalardan b৻r৻ x olsun. p noktasından t+1 tane doğru

geçt৻ğ৻nden yardımcı teorem 4.3 den dolayı b(p) = b(x) = t + 1 d৻r. pq doğrusu ৻le x

noktasının konumları düşünüldüğünde x noktasının q noktası ৻le doğrudaş olmadığı

görülür. Şayet x ৻le q doğrudaş olsaydı, r ৻le q noktaları zaten doğrudaş olduğundan x , r ve

q noktaları b৻r üçgen oluştururdu. O halde x ৻le q noktası doğrudaş olmadığından ve x

noktasından t+1 tane doğru geçt৻ğ৻nden, q noktasından da t+1 tane doğru geçer. Böylece

seç৻len herhang৻ b৻r p noktasıyla doğrudaş olan ve olmayan noktalardan t+1 doğru geçt৻ğ৻

göster৻lm৻ş olur. Dolayısıyla bu durumda bütün noktalardan t+1 tane doğru geçer.
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Yardımcı Teorem 4.6 S = (P,L), b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. Bu takd৻rde;

(৻) Paralel ৻k৻ doğrudan b৻r৻n৻ kesen tüm doğrular d৻ğer৻n৻ de kes৻yorsa S = (P,L)

uzayı b৻r gr৻dd৻r.

(৻৻) Paralel ৻k৻ doğrudan b৻r৻n৻ kes৻p d৻ğer৻n৻ kesmeyen en az b৻r doğru varsa

S = (P,L) uzayının, s ≥ 1 olmak üzere, her doğrusunda s+1 tane nokta vardır.

İspat S = (P,L) uzayının herhang৻ b৻r doğrusu l1 ve l1 doğrusu ৻le kes৻şen herhang৻ b৻r

doğru h1 olsun. (GD-2) aks৻yomu gereğ৻ l1 doğrusunu kesmeyen en az b৻r tane doğru vardır.

Bu doğru l2 olsun. l1 doğrusu s+1 noktalı ৻se yardımcı teorem 4.4 gereğ৻ l2 doğrusuda s+1

noktalıdır.

(৻) l2 y৻ kesen bütün doğruların l1 doğrusunu da kest৻ğ৻ varsayılsın. Bu durumda l2

doğrusu üzer৻ndek৻ her noktadan 2 doğru geçer. l2 doğrusunu kesen doğrular h1,h2,h3 , . . .

, hs+1 olarak adlandırılsın. Eğer l2 doğrusunu kesmeyen, l1 den başka b৻r h doğrusu var ৻se

bu h doğrusu, ∀ 1 ≤ i ≤ s + 1 ৻ç৻n hi doğruları ৻le kes৻ş৻r. Böyle b৻r h doğrusu üzer৻ndek৻

herhang৻ b৻r noktadan 2 den daha fazla sayıda doğru geç৻yorsa ve o noktadan geçen h ve hi

har৻c৻ndek৻ b৻r doğrum olarak adlandırılsa (Şek৻l 4.8);

Şek൴l 4.8 Yardımcı teorem 4.6 açıklaması
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(GD-1) aks৻yomu gereğ৻ l2 doğrusu ৻le hi doğrularının kes৻şt৻kler৻ noktaları, m

doğrusu üzer৻ndek৻ noktalarla b৻rleşt৻ren doğrular vardır. Bu durum ৻se l2 doğrusunun tüm

noktalarından 2 tane doğru geçmes৻ ৻le çel৻ş৻r. O halde h doğrusunun üzer৻ndek৻

noktalardan 2 den daha fazla sayıda doğru geçemez. Yan৻ S = (P,L) uzayı bu durumda b৻r

gr৻dd৻r.

(৻৻) Ş৻md৻ ৻se l2 doğrusunu kesen bazı doğruların l1 doğrusunu kesmed৻ğ৻ varsayılsın

ve bu doğrulardan b৻r৻ h olsun. l1 doğrusunun üzer৻nde s+1 tane nokta olduğundan yardımcı

teorem 4.4 gereğ৻ hem l2 doğrusunun hem de h doğrusunun üzer৻nde de s+1 tane nokta vardır.

h doğrusu h1 doğrusu ৻le de kes৻şmez. Şayet kes৻şselerd৻, kabuller৻m৻zden dolayı l2 doğrusu

৻le h1 doğrusu zaten kes৻şt৻ğ৻nden ve h doğrusuda l2 doğrusu ৻le kes৻şt৻ğ৻nden, bu l2, h1 ve

h doğruları b৻r üçgen oluştururdu. Bundan dolayı h doğrusunun üzer৻nde s+1 tane nokta

olduğundan y৻ne yardımcı teorem 4.4 gereğ৻ h1 doğrusu üzer৻nde de s+1 tane nokta vardır.

O halde bütün doğruların üzer৻nde s+1 tane nokta vardır.

Yardımcı teorem 4.5 ve yardımcı teorem 4.6 b൴r araya get൴r൴ld൴ğ൴nde, genelleşt൴r൴lm൴ş

dörtgenler൴n 3 ana yapıya ayrıldığını bel൴rten aşağıdak൴ teorem ver൴leb൴l൴r:

Teorem 4.1 S = (P,L) b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. Bu takd৻rde S = (P,L) uzayı

aşağıdak৻ durumlardan b৻r৻n৻ sağlar;

(৻) S = (P,L) uzayı b৻r gr৻dd৻r.

(৻৻) S = (P,L) uzayı b৻r dual gr৻dd৻r.

(৻৻৻) S = (P,L) uzayının, s, t ≥ 1 olmak üzere, her noktasından t+1 tane doğru

geçer ve her doğrusunun üzer৻nde s+1 tane nokta vardır.

Eğer S = (P,L) uzayı (൴൴൴) dek൴ şartları sağlayan b൴r uzay ൴se bu durumda S ye s, t

parametrel൴ b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen den൴r. Özel olarak;

s = 1 ൴se S uzayının her doğrusu 2 noktalı olur k൴ bu durumda S b൴r dual gr൴dd൴r.

t = 1 ൴se S uzayının her noktasından ൴k൴ tane doğru geç൴yor demekt൴r k൴ bu durumda

S b൴r gr൴dd൴r.

S = (P,L) uzayı doğrularının kümes൴ L = L1 ∪ L2, L1 kümes൴n൴n doğruları s1 + 1

noktalı, L2 kümes൴n൴n doğruları s2 + 1 noktalı olacak şekl൴nde ayrılmış b൴r gr൴d olsun. L1 ve



32

L2 kümeler൴n൴n doğrularının dereceler൴ b൴rb൴r൴ne eş൴t ൴se;

s1 + 1 = s2 + 1

s1 = s2

elde ed൴l൴r k൴ S uzayı (൴) durumuna düştüğü g൴b൴ aynı zamanda tüm doğruları eş൴t sayıda nokta

൴ht൴va ett൴ğ൴nden (൴൴൴) durumuna da düşer. Bu durumda S uzayı aynı zamanda s, t parametrel൴

b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgend൴r.

S = (P,L) uzayı noktalarının kümes൴ P = P1 ∪ P2, P1 kümes൴n൴n noktalarından

t1 + 1 doğru, P2 kümes൴n൴n noktalarından t2 + 1 tane doğru geçecek şekl൴nde ayrılmış b൴r

dual gr൴d olsun. Eğer P1 ve P2 kümeler൴n൴n noktalarının dereceler൴ b൴rb൴r൴ne eş൴t ൴se;

t1 + 1 = t2 + 1

t1 = t2

elde ed൴l൴r k൴ S uzayı (൴൴) durumuna düştüğü g൴b൴, aynı zamanda tüm noktalardan eş൴t sayıda

doğru geçt൴ğ൴nden (൴൴൴) durumuna da düşer. Bu durumdaS uzayı aynı zamanda s, t parametrel൴

b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgend൴r.

En küçük genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen hem b൴r gr൴d, hem dual gr൴d hem de s, t parametrel൴

b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen örneğ൴d൴r. Burada s = t = 1 d൴r.

Yardımcı Teorem 4.7 S=(P,L) uzayı b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. S uzayında p ৻le q

noktaları doğrudaş olmayan herhang৻ ৻k৻ nokta ve b(p) = t + 1 , t ≥ 1 olsun. Bu takd৻rde

hem p noktasına hem de q noktasına aynı anda doğrudaş olan t+1 tane nokta vardır.

İspat p noktasından t+1 tane doğru geçs৻n. p ৻le q noktaları doğrudaş olmayan ৻k৻ nokta

olduğundan (GD-1) den dolayı q noktası, p noktasından geçen t+1 tane doğrunun yalnızca

b৻rer noktasıyla doğrudaştır. Dolayısıyla bu noktaların her b৻r৻ hem p noktasıyla hem de q

noktasıyla doğrudaştır. O halde hem p hem de q ৻le aynı anda doğrudaş olan tam olarak t+1

tane nokta mevcuttur.

Yardımcı Teorem 4.8 s ve t parametrel৻ herhang৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgende:

v = (s+ 1).(ts+ 1)

b = (t+ 1).(ts+ 1)

d৻r.
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İspat S uzayının herhang৻ b৻r doğrusu l olsun. Uzayın her b৻r doğrusu üzer৻nde s+ 1 tane

nokta olduğundan, l doğrusunun üzer৻nde olmayan noktaların sayısı v − (s + 1) taned৻r.

Bu v − (s + 1) tane noktanın her b৻r৻ (GD-1) den dolayı l y৻ kesen b৻r tek doğru

üzer৻nded৻r. O halde l doğrusu üzer৻nde olmayan noktaların sayısını hesaplamanın b৻r

başka yolu, l doğrusunu kesen doğruların üzerler৻ndek৻ noktaları saymaktır.

l doğrusu üzer৻nde s+1 tane nokta vardır. Bu noktaların her b৻r৻nden l doğrusu har৻ç

t tane doğru geçer ve bu t tane doğrunun her b৻r৻nde, l doğrusunda bulunmayan s tane nokta

vardır. O halde l n৻n herhang৻ b৻r noktasından geçen doğruların üzer৻nde l de olmayan t.s

tane nokta vardır. l n৻n üzer৻nde s + 1 tane nokta olduğundan l de bulunmayan t.s.(s + 1)

tane nokta vardır. Böylece;

v − (s+ 1) = t.s.(s+ 1)

v = t.s.(s+ 1) + (s+ 1)

v = (s+ 1).(ts+ 1)

elde ed৻l৻r.

Ş৻md৻ ৻se uzayın herhang৻ b৻r noktası p olsun. Uzayın her b৻r noktasından t+ 1 tane

doğru geçt৻ğ৻nden, p noktasından geçmeyen b − (t + 1) tane doğru vardır. Bu b − (t + 1)

doğrunun her b৻r৻ (GD-1) den dolayı p noktası ৻le doğrudaş olan b৻r tek nokta bulundurur.

O halde p noktasından geçmeyen doğruların sayısını hesaplamak ৻ç৻n b৻r başka yol, p ৻le

doğrudaş olan noktalardan geçen doğruları saymaktır.

p noktasından geçen t+1 tane doğrunun her b৻r৻nde p har৻ç s tane nokta vardır ve bu

noktaların her b৻r৻nden de p den geçmeyen t tane doğru geçer. O halde p den geçen herhang৻

b৻r doğruyu kesen t.s tane doğru vardır. p den geçen doğru sayısı t + 1 tane olduğundan, p

den geçen doğrular ৻le kes৻şen toplam t.s.(t+ 1) tane doğru vardır. Böylece;

b− (t+ 1) = t.s.(t+ 1)

b = t.s.(t+ 1) + (t+ 1)

b = (t+ 1).(ts+ 1)

elde ed৻l৻r.

Yukarıdak൴ yardımcı teoremde ver൴len eş൴tl൴klerden faydalanılarak aşağıdak൴ teorem

ver൴leb൴l൴r:
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Teorem 4.2 15 noktalı ve 15 doğrulu b৻r tek genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen vardır.

İspat S = (P,L), 15 noktalı ve 15 doğrulu b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. S b৻r gr৻d

olsun. 15 noktalı b৻r gr৻d৻n 8 tane doğru ৻ht৻va ett৻ğ৻ açıkca görülür. Bu ৻se uzayın 15 doğrulu

olması ৻le çel৻ş৻r. O halde S, gr৻d olamaz. S b৻r dual gr৻d olsun. 15 noktalı b৻r dual gr৻d৻n

en az 26 doğrulu olduğu açıktır. Bu ৻se uzayın 15 doğrulu olması ৻le çel৻ş৻r. O halde S, dual

gr৻d olamaz. S b৻r gr৻d ve dual gr৻d olmadığından, teorem 4.1 gereğ৻ s ve t parametrel৻ b৻r

genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgend৻r. Dolayısıyla yardımcı teorem 4.8 gereğ৻ b = (t + 1)(ts + 1) ve

v = (s+ 1)(ts+ 1) ,t, s ≥ 1 eş৻tl৻kler৻n৻ sağlar. v = b = 15 olduğundan;

b = (t+ 1)(ts+ 1) = (s+ 1)(ts+ 1) = v

(t+ 1) = (s+ 1)

t = s

elde ed৻l৻r. Yardımcı teorem 4.8 de ver৻len eş৻tl৻klerden b৻r৻nde yer৻ne yazılırsa;

15 = (t+ 1)(t2 + 1)

bulunur k৻ t ≥ 1 ve t b৻r tamsayı olduğundan bu eş৻tl৻ğ৻ ancak t = 2 değer৻ sağlar.

Dolayısıyla t = s = 2 d৻r. Böylece 15 noktalı ve 15 doğrulu b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen৻n

tek olduğu ৻spatlanmış olur.

Örnek 4.3 (15 noktalı ve 15 doğruluG.D. ൴nşası)Uzayın ൴nşasına başlanmadan evvel uzayın

noktaları;

P = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}

şekl൴nde adlandırılsın. S uzayının her b൴r doğrusu 3 noktalı olduğundan, genell൴ğ൴

bozmadan, uzayın herhang൴ b൴r doğrusu {1, 2, 3} olarak alınab൴l൴r. (GD-1) den, 1

noktasından geçen d൴ğer doğrular ൴le 3 noktasından geçen d൴ğer doğrular b൴rb൴rler൴yle

kes൴şmemel൴d൴r. O halde 3 noktasından geçen b൴r doğru {3, 4, 5} ve 1 noktasından geçen b൴r
doğru {1, 6, 7} olarak seç൴leb൴l൴r. (Şek൴l 4.9)
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Şek൴l 4.9 Örnek 4.3 açıklaması

Y൴ne (GD-1) den, 7 noktası, {3, 4, 5} doğrusunu kesen b൴r tek doğru üzer൴nde

olmalıdır k൴ bu, 7 den ş൴md൴ye dek geçen ൴k൴nc൴ doğru olacak. Ayrıca 7 noktasından geçecek

olan b൴r d൴ğer üçüncü doğru vardır k൴ şu ana kadar ver൴len doğruları kesmemel൴d൴r. 7

noktasından geçecek olan bu üçüncü doğru {7, 8, 9} olsun. 5 noktası da {7, 8, 9} doğrusu ൴le
b൴r tek noktada b൴rleşmel൴d൴r. Bu doğru {5, 9, 10} olsun.(Şek൴l 4.10)

Şek൴l 4.10 Örnek 4.3 açıklaması
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(GD-1) den dolayı 1 noktasından geçen ve {5, 9, 10} doğrusunu kesen b൴r doğru

vardır. Bu doğru 5 ya da 9 noktalarından geçerse üçgen oluşturacağından 10 noktasından

geçmel൴d൴r. Böylel൴kle oluşturulacak olan doğrulardan b൴r൴ 1 ve 10 noktalarından geçmel൴d൴r.

Benzer şek൴lde; 3 noktası ൴le 8, 5 noktası ൴le 6, 9 noktası ൴le 2, 7 noktası ൴le 4 noktası da

doğrudaştır. Böylel൴kle 1, 3, 5, 7 ve 9 noktalarından 3 doğru geçm൴ş oldu. Hala üzerler൴nden

3 tane doğru geçmem൴ş noktalar var k൴ bunlar 2, 4, 6, 8, 10 noktalarıdır.(Şek൴l 4.11)

Şek൴l 4.11 Örnek 4.3 açıklaması

2 noktası, (GD-1) gereğ൴ 5 ൴le 6 dan geçen doğru ve 7 ൴le 4 den geçen doğrularla

b൴rleşmel൴d൴r. 2 noktasından tam olarak 3 tane doğru geçmes൴ gerekt൴ğ൴nden, 2 den geçecek

olan üçüncü ve son doğru {4, 7} ve {5, 6} doğrularını 4, 5, 6, 7 noktalarından farklı noktalarda
kesmel൴d൴r. O halde bu ൴k൴ doğrunun da üçüncü noktaları oluşturulmuş olur. Bunlar sırasıyla

11 ve 12 olsun. Böylel൴kle {4, 7, 11}, {5, 6, 12} ve {2, 11, 12} doğruları elde ed൴l൴r. Benzer
şek൴lde 4 noktasından geçen üçüncü ve son doğru da (GD-1) gereğ൴ {1, 10} ve {2, 9} doğruları
൴le 1, 2, 9, 10 noktalarından farklı noktalarda kes൴şmel൴d൴r. O halde bu doğrularında üçüncü

noktaları oluşturulmuş olur. Bunlar sırasıyla 13 ve 14 olsun. Böylel൴kle {1, 10, 13}, {2, 9, 14}
ve {4, 13, 14} doğruları elde ed൴l൴r.(Şek൴l 4.12)
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Şek൴l 4.12 Örnek 4.3 açıklaması

Y൴ne (GD-1) gereğ൴ 10 noktasından geçen b൴r doğru {4, 7, 11} doğrusu ൴le

kes൴şmel൴d൴r. {4, 7, 11} doğrusu zaten 3 noktalı olduğundan 10, bu üç noktadan b൴r൴yle

b൴rleşmel൴d൴r. 4 veya 7 ൴le aynı doğru üzer൴nde bulunamaz çünkü üçgen oluşturur.

Dolayısıyla 11 noktası ൴le doğrudaş olmalıdır. Ayrıca 10 noktasından geçecek olan doğru

{3, 8} doğrusuylada kes൴şmel൴d൴r. {3, 8} doğrusu şuanda 2 noktalı olduğundan 10, bu

doğrunun oluşturulacak olan yen൴ noktasıyla b൴rleşs൴n. O halde {3, 8} üzer൴nde yen൴ b൴r 15
noktası tanımlanırsa {3, 8, 15} ve {10, 11, 15} doğruları elde ed൴l൴r.

Son olarak, şuana kadar 8 noktasından geçen 2 doğru tanımlandı k൴ üçüncü b൴r doğruya

daha ൴ht൴yaç vardır. Ayrıca üzer൴nden 2 tane doğru geçen ൴k൴ nokta daha var k൴ bunlar 12

ve 13 noktalarıdır. Bu noktaları b൴rleşt൴ren {8, 12, 13} doğrusu tanımlanırsa, 15 noktalı, 15
doğrulu ve genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen aks൴yomlarını sağlayan (൴൴൴) t൴p൴nde b൴r uzay elde ed൴lm൴ş

olur.(Şek൴l 4.13)
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Şek൴l 4.13 Örnek 4.3 açıklaması

Bu model, genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgenler൴n ൴y൴ b൴l൴nen b൴r model൴d൴r. Payne, bu özel

ç൴z൴m൴, küçük dantel örgü anlamına gelen “do൴ly” olarak adlandırmıştır. (Polster, B., 1998,

41p.)

Ş൴md൴ ൴se Sylvester (1861, 1884) tarafından ൴nşa ed൴len b൴r geometr൴k yapı

ver൴lecekt൴r.

Örnek 4.4 (Sylvester’ın duad-s൴ntem geometr൴s൴) 6 elemanlı b൴r A kümes൴

A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} olarak tanımlansın. A kümes൴n൴n 2 elemanlı altkümeler൴n൴n her b൴r൴ne

duad den൴r. Ayrık duadların üçlüler൴n൴n oluşturduğu b൴r kümeye ൴se s৻ntem(syntheme) den൴r.

Burada duad’ların sayısı

(
6

2

)
= 15 taned൴r. Heps൴ ayrı ayrı yazılacak olursa;

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}

{2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {2, 6}, {3, 4}

{3, 5}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}, {5, 6}
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Ş൴md൴ ൴se s൴ntemler oluşturulsun;

{{1, 2} , {3, 4} , {5, 6}} , {{1, 2} , {3, 5} , {4, 6}} , {{1, 2} , {3, 6} , {4, 5}}

{{1, 3} , {2, 4} , {5, 6}} , {{1, 3} , {2, 5} , {4, 6}} , {{1, 3} , {2, 6} , {4, 5}}

{{1, 4} , {2, 3} , {5, 6}} , {{1, 4} , {2, 5} , {3, 6}} , {{1, 4} , {2, 6} , {4, 5}}

{{1, 5} , {2, 3} , {4, 6}} , {{1, 5} , {2, 4} , {3, 6}} , {{1, 5} , {2, 6} , {3, 4}}

{{1, 6} , {2, 3} , {4, 5}} , {{1, 6} , {2, 4} , {3, 5}} , {{1, 6} , {2, 5} , {3, 4}}

Yukarıda elde ed൴len bu duadlar ൴le s൴ntemler sırası ൴le b൴r S = (P,L) uzayının

noktalarının kümes൴ ൴le doğrularının kümes൴n൴ oluşturan elemanlar olarak alınırsa, 15

doğrudan ve 15 noktadan oluşan b൴r uzay elde ed൴l൴r. (Şek൴l 4.14)

Şek൴l 4.14 Sylvester’ın duad-s൴ntem geometr൴s൴
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Oluşturulan bu özel geometr൴k yapıda kullanılan duad ve s৻ntem(syntheme)

kavramları ൴lk kez Sylvester (1861, 1884) tarafından kullanılmıştır. (Payne ve Thas, 1984,

79p.) Bundan dolayı çalışmada bu yapı Sylvester’ın duad-s৻ntem(duad-syntheme)

geometr৻s৻ olarak adlandırılacaktır.

Bu tanımlanan S = (P,L) uzayı;

◦ Her doğrusu 3 noktalı olduğundan (YLU-1) aks൴yomunu,

◦ Farklı herhang൴ ൴k൴ noktasından en fazla b൴r doğru geçt൴ğ൴nden dolayı (YLU-2)

aks൴yomunu,

◦ Herhang൴ b൴r doğrusuna, doğrunun dışındak൴ b൴r noktadan yalnızca b൴r doğru

ç൴z൴ld൴ğ൴nden (GD-1) aks൴yomunu,

◦ Doğrudaş olmayan noktalar ve kes൴şmeyen doğrular ൴ht൴va ett൴ğ൴nden (GD-2)

aks൴yomunu,

◦ P kümes൴ 15 elemanlı yan൴ sonlu olduğundan (GD-3) aks൴yomunu sağlar.

Dolayısıyla Sylvester’ın duad-s൴ntem geometr൴s൴ b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgend൴r.

Örnek 4.5 S = (P,L) uzayı, Örnek 4.4’te tanımlanan Sylvester’ın duad-s൴ntem geometr൴s൴,

S ′ = (P ′, L′) uzayı da Örnek 4.3’te tanımlanan 15 doğrulu ve 15 noktalı genelleşt൴r൴lm൴ş

dörtgen olsun. Kolaylık adına her ൴k൴ örnekte tanımlanan nokta ve doğruların adlandırılması

aynı kalsın. f : P → P ′ b൴r fonks൴yon olsun. Eğer f ;

f({1, 2}) → 1 , f({3, 4}) → 2 , f({5, 6}) → 3

f({1, 3}) → 4 , f({2, 4}) → 5 , f({3, 5}) → 6

f({4, 6}) → 7 , f({2, 3}) → 8 , f({1, 5}) → 9

f({3, 6}) → 10 , f({2, 5}) → 11 , f({1, 6}) → 12

f({4, 5}) → 13 , f({2, 6}) → 14 , f({1, 4}) → 15

olacak şek൴lde tanımlanırsa, P ve P ′ kümeler൴ arasında b൴reb൴r ve örten b൴r fonks൴yon olur. S

uzayının doğrularının(s൴ntemler൴n) görüntüler൴ ൴se;
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f({{1, 2} , {3, 4} , {5, 6}}) = {1, 2, 3}

f({{1, 2} , {3, 5} , {4, 6}}) = {1, 6, 7}

f({{1, 2} , {3, 6} , {4, 5}}) = {1, 10, 13}

f({{1, 3} , {2, 4} , {5, 6}}) = {4, 5, 3}

f({{1, 3} , {2, 5} , {4, 6}}) = {4, 11, 7}

f({{1, 3} , {2, 6} , {4, 5}}) = {4, 14, 13}

f({{1, 4} , {2, 3} , {5, 6}}) = {15, 8, 3}

f({{1, 4} , {2, 5} , {3, 6}}) = {15, 11, 10}

f({{1, 4} , {2, 6} , {3, 5}}) = {15, 14, 6}

f({{1, 5} , {2, 3} , {4, 6}}) = {9, 8, 7}

f({{1, 5} , {2, 4} , {3, 6}}) = {9, 5, 10}

f({{1, 5} , {2, 6} , {3, 4}}) = {9, 14, 2}

f({{1, 6} , {2, 3} , {4, 5}}) = {12, 8, 13}

f({{1, 6} , {2, 4} , {3, 5}}) = {12, 5, 6}

f({{1, 6} , {2, 5} , {3, 4}}) = {12, 11, 2}

olur k൴ bunların her b൴r൴ L′ nün b൴rer doğrusudur. ∀l ∈ L doğrusu ൴ç൴n f(l) ∈ L′ olduğundan,

f , b൴r l൴neer fonks൴yondur. f−1 fonks൴yonunun da l൴neer olduğu, f n൴n l൴neer olmasına

benzer şek൴lde kolaylıkla göster൴leb൴l൴r. Dolayısıyla S ve S ′ uzayları b൴rb൴rler൴ne ൴zomorftur.

3. bölümde ൴k൴ yaklaşık l൴neer uzayın b൴rb൴rler൴yle aynı olması ൴ç൴n gerekl൴ asgar൴ koşullar

bel൴rt൴lm൴şt൴. S ve S ′ uzaylarının nokta ve doğru sayıları eş൴t, her ൴k൴ uzayın da tüm doğruları

3 noktalı ve tüm noktalarından 3 doğru geçt൴ğ൴nden S ve S ′ uzayları b൴rb൴rler൴ne ൴zomorf൴zm

farkıyla eş൴tt൴r.
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4.2 Bazı Komb൴natöryal Özell൴kler

S = (P,L) uzayının b൴r p ∈ P noktası, q noktası ൴le doğrudaş veya p = q ൴se p ∼ q

şekl൴nde göster൴l൴r. Çalışmanın bu bölümünden ൴t൴baren doğrudaş olan noktaların göster൴m൴

൴ç൴n “ ∼ ” notasyonu, doğrudaş olmayan noktaların göster൴m൴ ൴ç൴n ൴se “ � ” notasyonu

kullanılacaktır.

S, b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen ve S = (P,L) uzayının herhang൴ b൴r noktası p ∈ P

olsun. p ൴le doğrudaş olan noktaların kümes൴ p⊥ = {x ∈ P |x ∼ p} şekl൴nde tanımlanır. p

noktasının kend൴s൴ de p⊥ n൴n b൴r elemanıdır yan൴ p ∈ p⊥ d൴r.

q , p noktası ൴le doğrudaş olan herhang൴ b൴r nokta olsun. Bu noktalar genelleşt൴r൴lm൴ş

dörtgen൴n dual uzayında l ve h g൴b൴ ൴k൴ farklı doğruya karşılık gel൴r k൴ dual uzayda bu doğrular

kes൴ş൴rler. Yukarıda p noktası ൴le doğrudaş olan noktaların kümes൴ ൴ç൴n ver൴len tanımlama,

dual൴tey൴ korumak adına doğrular ൴ç൴nde ver൴lecek olursa:

l doğrusunu kesen doğruların kümes൴ l⊥ = {h ∈ L|h ∼ l} şekl൴nde tanımlanır. h ∼ l

göster൴m൴ h doğrusu ൴le l doğrusu kes൴ş൴r anlamı taşır. l doğrusunun kend൴s൴de l⊥ n൴n b൴r

elemanıdır yan൴ l ∈ l⊥ d൴r.

Tanım 4.4 S = (P,L) uzayının herhang৻ farklı ৻k৻ noktası p ve q olsun. Hem p hem de q

noktasıyla doğrudaş olan noktaların oluşturduğu kümeye (p, q) ৻k৻l৻s৻n৻n “৻z৻”(trace) den৻r.

tr(p, q) = {p, q}⊥ = {x ∈ P |x ∼ p, x ∼ q} şekl৻nde göster৻l৻r.

Eğer p ve q doğrudaş noktalar ൴se tr(p, q) , p ve q noktalarından geçen doğrunun

üzer൴nde bulunan noktaların kümes൴ olur. Bu doğrunun üzer൴ndek൴ noktalar dışında p ve q

noktalarına aynı anda doğrudaş olan başka b൴r nokta yoktur çünkü olsaydı üçgen oluşurdu k൴

bu b൴r çel൴şk൴d൴r.

Yukarıda yapılan tanımlamalar daha çok eleman ൴ç൴n gen൴şletecek olursa,P kümes൴n൴n

herhang൴ b൴r X altkümes൴ ൴ç൴n:

X⊥ = {x ∈ P |p ∼ x,∀p ∈ X}

şekl൴nde ver൴leb൴l൴r. Benzer şek൴lde L kümes൴n൴n herhang൴ b൴r Y altkümes൴ ൴ç൴n:

Y ⊥ = {h ∈ L|l ∼ h,∀l ∈ Y }

şekl൴nde ver൴leb൴l൴r.
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D൴kkat ed൴l൴rse herhang൴ b൴r l doğrusuna ൴k൴ farklı anlam yükleneb൴l൴r:

1-) l doğrusu, L n൴n b൴r doğrusu olarak görüleb൴l൴r.

2-) l doğrusu, üzer൴nde bulunan noktaların b൴r kümes൴ olarak görüleb൴l൴r.

Bu durumda l⊥ ൴ç൴n ൴k൴ ayrı düşünce yürütüleb൴l൴r. B൴r൴nc൴s൴ l doğrusunu kesen

doğruların b൴r kümes൴, ൴k൴nc൴s൴ l doğrusu üzer൴ndek൴ noktalara aynı anda doğrudaş olan

noktaların kümes൴d൴r. Hang൴ durumun göz önüne alındığı hususunda d൴kkatl൴ olunmalıdır.

B൴r şey bel൴rt൴lmed൴ğ൴ sürece l⊥, l y൴ kesen doğruların kümes൴ olarak kabul ed൴lecekt൴r.

Tanım 4.5 S = (P,L) uzayının herhang৻ farklı ৻k৻ noktası p ve q olmak üzere;

sp(p, q) =
{
{p, q}⊥

}⊥
= {tr(p, q)}⊥ = {x ∈ P |x ∼ y, ∀y ∈ tr(p, q)}

kümes৻ne p ve q noktalarının geren৻(span) den৻r.

sp(p, q), p ve q noktalarına aynı anda doğrudaş olan tüm noktalara doğrudaş olan

noktaların kümes൴ olduğundan p, q ∈ sp(p, q) olduğu aş൴kardır. Eğer p ve q noktaları doğrudaş

noktalar ൴se sp(p, q) = pq doğrusu olur.

S(P,L) uzayının b൴r gr൴d olması durumda ne g൴b൴ komb൴natöryel özell൴klere sah൴p

olduğu, aşağıda ver൴lecek olan (4.9), (4.10) ve (4.11) yardımcı teoremler൴nde ൴ncelenm൴şt൴r.

Yardımcı Teorem 4.9 S = (P,L) b৻r gr৻d, L = L1 ∪ L2 , L1 kümes৻n৻n doğruları s1 + 1

noktalı, L2 kümes৻n৻n doğruları s2 + 1 noktalı olsun. Bu takd৻rde;

(a) B৻r p ∈ P ৻ç৻n
∣∣p⊥∣∣ = s1 + s2 + 1 ,

(b) B৻r l ∈ L ৻ç৻n
∣∣l⊥∣∣ = si + 2 , 1 ≤ i ≤ 2

d৻r.

İspat (a) S b৻r gr৻d olduğundan herhang৻ b৻r p noktasından 2 tane doğru geçer. p⊥, p

noktası ৻le doğrudaş olan noktaların kümes৻ olduğundan, p den geçen bu ৻k৻ doğru

üzer৻ndek৻ noktalardan oluşur. Bu doğrulardan b৻r৻nde p har৻ç s1 nokta, d৻ğer৻nde ৻se p

har৻ç s2 nokta vardır. Dolayısıyla s1 + s2 tane nokta p ৻le doğrudaştır. Ayrıca p ∈ p⊥

olduğundan
∣∣p⊥∣∣ = s1 + s2 + 1 d৻r.
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(b) Herhang৻ b৻r l doğrusu ৻ç৻n, l⊥ kümes৻ l y৻ kesen doğrulardan oluştuğundan ve l n৻n

her noktasından ৻k৻ doğru geçt৻ğ৻nden (b৻r৻ l doğrusu), l⊥ n৻n eleman sayısı, l n৻n üzer৻ndek৻

nokta sayısı ৻le eş৻t olur. Ayrıca l ∈ l⊥ olduğundan ya
∣∣l⊥∣∣ = s1 + 2 ya da

∣∣l⊥∣∣ = s2 + 2 d৻r.

Yardımcı Teorem 4.10 S = (P,L) b৻r gr৻d, L = L1 ∪ L2 , L1 kümes৻n৻n doğruları s1 + 1

noktalı, L2 kümes৻n৻n doğruları s2 + 1 noktalı olsun. S de doğrudaş herhang৻ ৻k৻ nokta p ve

q olsun. Bu takd৻rde;

(a) |tr(p, q)| = si + 1 , 1 ≤ i ≤ 2 ,

(b) sp(p, q) = pq

d৻r.

İspat (a) p ve q noktalarının üzer৻nde bulundukları pq doğrusu ya L1 kümes৻n৻n ya da L2

kümes৻n৻n b৻r elemanıdır. tr(p, q), hem p ye hem de q ya doğrudaş olan noktaların kümes৻

olduğundan tr(p, q) = pq dur. Dolayısıyla pq doğrusu L1 kümes৻n৻n b৻r elemanı ৻se

|tr(p, q)| = s1 + 1, L2 kümes৻n৻n b৻r elemanı ৻se |tr(p, q)| = s2 + 1 d৻r.

(b) sp(p, q) =
{
{p, q}⊥

}⊥
= {tr(p, q)}⊥ ve p ৻le q doğrudaş olduğundan,

{tr(p, q)}⊥ = {pq}⊥ = pq olur.

Yardımcı Teorem 4.11 S = (P,L) b৻r gr৻d, L = L1 ∪ L2 , L1 kümes৻n৻n doğruları s1 + 1

noktalı, L2 kümes৻n৻n doğruları s2 + 1 noktalı olsun. S n৻n doğrudaş olmayan herhang৻ ৻k৻

noktası p ve q olsun. Bu takd৻rde;

(a) |tr(p, q)| = 2 ,

(b) sp(p, q) = {p, q}

d৻r.

İspat (a) S b৻r gr৻d olduğundan doğrudaş olmayan p ve q noktalarının her ৻k৻s৻ne b৻rden

doğrudaş olan yalnızca ৻k৻ nokta vardır. Dolayısıyla |tr(p, q)| = 2 d৻r.

(b) B৻r öncek৻ şık gereğ৻ hem p hem de q ৻le doğrudaş olan yalnızca 2 tane nokta

vardır. Bunlar r ve s olsun. sp(p, q) = {tr(p, q)}⊥ = {r, s}⊥ olduğundan r ve s noktalarıyla
doğrudaş olan noktalar p ve q noktalarının kend৻ler৻d৻r. Dolayısıyla sp(p, q) = {p, q} dur.
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S(P,L) uzayının b൴r dual gr൴d olması durumda ne g൴b൴ komb൴natöryel özell൴klere

sah൴p olduğu, aşağıda ver൴lecek olan (4.12), (4.13) ve (4.14) yardımcı teoremler൴nde

൴ncelenm൴şt൴r.

Yardımcı Teorem 4.12 S = (P,L) b৻r dual gr৻d, P = P1 ∪ P2 , P1 kümes৻n৻n

noktalarından t1 + 1 doğru, P2 kümes৻n৻n noktalarından t2 + 1 doğru geçs৻n. Bu takd৻rde;

(a) B৻r p ∈ P ৻ç৻n
∣∣p⊥∣∣ = ti + 2 , 1 ≤ i ≤ 2,

(b) B৻r l ∈ L ৻ç৻n
∣∣l⊥∣∣ = t1 + t2 + 1

d৻r.

İspat (a) S b৻r dual gr৻d olduğundan, uzayın herhang৻ b৻r p noktasından geçen her doğru

2 noktalıdır (b৻r৻ p noktası). Bundan dolayı p noktası ৻le doğrudaş olan noktaların sayısı, p

den geçen doğru sayısına eş৻tt৻r. Ayrıca p ∈ p⊥ olduğundan p ∈ P1 ৻se
∣∣p⊥∣∣ = t1+2, p ∈ P2

৻se
∣∣p⊥∣∣ = t2 + 2 d৻r.

(b) S b৻r dual gr৻d olduğundan her doğru ৻k৻ noktalıdır. Dolayısıyla herhang৻ b৻r l

doğrusu 2 noktalıdır. Bu noktalardan geçen doğrular, l y৻ kesen doğruların kümes৻n৻ yan৻

l⊥ kümes৻n৻ oluşturur. Bu noktalarından b৻r৻nden l har৻ç t1, d৻ğer৻nden ৻se y৻ne l har৻ç t2

tane doğru geçer. Dolayısıyla l y৻ kesen t1 + t2 tane doğru vardır. Ayrıca l ∈ l⊥ olduğundan∣∣l⊥∣∣ = t1 + t2 + 1 d৻r.

Yardımcı Teorem 4.13 S = (P,L) b৻r dual gr৻d, P = P1 ∪ P2, P1 kümes৻n৻n

noktalarından t1 + 1 doğru, P2 kümes৻n৻n noktalarından t2 + 1 doğru geçs৻n. S de

doğrudaş herhang৻ ৻k৻ nokta p ve q olsun. Bu takd৻rde;

(a) |tr(p, q)| = 2,

(b) sp(p, q) = {p, q}

d৻r.

İspat (a) p ∼ q olduğundan hem p noktası hem de q noktası ৻le doğrudaş olan noktalar

pq doğrusunun üzer৻ndek৻ noktalardır. S b৻r dual gr৻d olduğundan her doğrusu 2 noktalıdır.

Dolayısıyla |tr(p, q)| = 2 d৻r.

(b) sp(p, q) = {tr(p, q)}⊥ = {pq}⊥ = pq = {p, q} olduğu aş৻kardır.
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Yardımcı Teorem 4.14 S = (P,L) b৻r dual gr৻d, P = P1 ∪ P2 , P1 kümes৻n৻n

noktalarından t1 + 1 doğru, P2 kümes৻n৻n noktalarından t2 + 1 doğru geçs৻n. S de

doğrudaş olmayan herhang৻ ৻k৻ nokta p ve q olsun. Bu takd৻rde;

(a) |tr(p, q)| = ti + 1 , 1 ≤ i ≤ 2,

(b) sp(p, q) = Pi , 1 ≤ i ≤ 2

d৻r.

İspat (a) S b৻r dual gr৻d ve p � q olduğundan, p ve q noktaları aynı Pi kümes৻nded৻rler.

p, q ∈ P1 ৻se p ve q noktaları ৻le doğrudaş olan noktalar P2 kümes৻ndek৻ tüm noktalardır.

Benzer şek৻lde p, q ∈ P2 ৻se p ve q noktaları ৻le doğrudaş olan noktalar P1 kümes৻ndek৻ tüm

noktalardır. Dolayısıyla |tr(p, q)| değer৻ , ya t1 + 1 ya da t2 + 1 d৻r.

(b) sp(p, q) = {tr(p, q)}⊥ olduğundan ve (a) ৻spatına benzer şek৻lde, p, q ∈ P1 ৻se

sp(p, q) =
{
{p, q}⊥

}⊥
= {P2}⊥ = P1 ve p, q ∈ P2 ৻se sp(p, q) =

{
{p, q}⊥

}⊥
= P2 d৻r.

S(P,L) uzayının s ve t parametrel൴ b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen olması durumda ne

g൴b൴ komb൴natöryel özell൴klere sah൴p olduğu, aşağıda ver൴lecek olan teoremlerde

൴ncelenm൴şt൴r.

Yardımcı Teorem 4.15 S = (P,L) , s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun.

Bu takd৻rde;

(a) B৻r p ∈ P ৻ç৻n
∣∣p⊥∣∣ = st+ s+ 1,

(b) B৻r l ∈ L ৻ç৻n
∣∣l⊥∣∣ = st+ t+ 1

d৻r.

İspat (a) p noktasından t+1 tane doğru geçer. Dolayısıyla p noktası bu doğruların

üzer৻ndek৻ tüm noktalarla doğrudaştır. Bu doğruların her b৻r৻n৻n üzer৻nde p har৻ç s tane

nokta vardır. Dolayısıyla p ৻le doğrudaş s.(t+ 1) = st+ s tane nokta vardır. Ayrıca p ∈ p⊥

olduğundan
∣∣p⊥∣∣ = st+ s+ 1 d৻r.

(b) l doğrusu üzer৻nde s+1 tane nokta vardır. Bu noktalardan geçen her doğru l

doğrusu keser. Her b৻r noktadan l har৻ç t tane doğru geçt৻ğ৻nden l y৻ kesen

(s+ 1).t = st+ t tane doğru vardır. Ayrıca l ∈ l⊥ olduğundan
∣∣l⊥∣∣ = st+ t+ 1 d৻r.
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Yardımcı Teorem 4.16 S = (P,L) , s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. S

de doğrudaş olmayan herhang৻ p ve q noktaları ৻ç৻n;

(a) |tr(p, q)| = t+ 1,

(b) |sp(p, q)| ≤ t+ 1

d৻r.

İspat (a) p noktasından t+1 tane doğru geçer. p � q olduğundan (GD-1) gereğ৻ p den geçen

t+1 tane doğrunun her b৻r৻n৻n üzer৻nde q noktası ৻le doğrudaş olan b৻rer nokta vardır. Bu

noktaların herb৻r৻ hem p hem de q ৻le doğrudaştır. Dolayısıyla |tr(p, q)| = t+ 1 d৻r.

(b) p � q olduğundan yardımcı teorem 4.7 gereğ৻ hem p noktası hem de q noktası ৻le

doğrudaş olan t+1 tane nokta vardır. Bu t+1 tane nokta b৻rb৻rler৻yle doğrudaş değ৻ld৻r.

Çünkü bu noktaların herhang৻ ৻k৻s৻ doğrudaş olsaydı, p (veya q) ৻le b৻rl৻kte b৻r üçgen

oluştururlardı k৻ bu b৻r çel৻şk৻ olurdu. Bu ayrık noktalardan herhang৻ ৻k৻s৻ ৻le doğrudaş

olan nokta sayısı y৻ne yardımcı teorem 4.7 gereğ৻ t+1 taned৻r. Dolayısıyla bu ayrık

noktaların tamamıyla doğrudaş olan nokta sayısı en fazla t+1 taned৻r. Dolayısıyla

|sp(p, q)| ≤ t+ 1 d৻r.

Yardımcı Teorem 4.17 S = (P,L) , s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. S

de doğrudaş olan herhang৻ p ve q noktaları ৻ç৻n

|sp(p, q)| = s+ 1

d৻r.

İspat p ∼ q olduğundan p ve q noktaları ৻le doğrudaş olan noktaların kümes৻ tr(p, q), pq

doğrusuna eş৻tt৻r. Bu eş৻tl৻k kullanılarak sp(p, q) =
{
{p, q}⊥

}⊥
= {tr(p, q)}⊥ = {pq}⊥ =

pq elde ed৻l৻r. Her doğru s+1 noktalı olduğundan |sp(p, q)| = |pq| = s+ 1 d৻r.

Yardımcı Teorem 4.18 S = (P,L) , s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. S

de kes৻şmeyen herhang৻ ৻k৻ l ve h doğrusu ৻ç৻n∣∣∣{l, h}⊥∣∣∣ = s+ 1

d৻r.
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İspat l doğrusu üzer৻nde s+1 tane nokta vardır. l ve h doğruları kes৻şmed৻ğ৻nden l n৻n

üzer৻ndek৻ her b৻r noktadan geçen ve h y৻ kesen b৻r tek doğru olduğundan bu doğruların

sayısı da s+1 taned৻r. Bu s+1 tane doğru hem l y৻ hem de h y৻ keser. Dolayısıyla∣∣∣{l, h}⊥∣∣∣ = s+ 1 d৻r.

Tanım 4.6 S = (P,L) b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve S n৻n herhang৻ ৻k৻ noktası p ve q olsun.

Eğer |sp(p, q)| = t + 1 ৻se (p,q) ৻k৻l৻s৻ne regülerd৻r den৻r. Eğer p den farklı tüm q noktaları

৻ç৻n (p,q) ৻k৻l৻s৻ regüler ৻se p noktasına regülerd৻r den৻r.

Eğer S uzayı s = t parametrel൴ ve p ൴le q doğrudaş ൴k൴ nokta ൴se yardımcı teorem 4.17

gereğ൴ |sp(p, q)| = s+ 1 = t+ 1 olacağından (p, q) ൴k൴l൴s൴ regülerd൴r.

Tanım 4.7 S = (P,L) b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve S n৻n herhang৻ ৻k৻ noktası p ve q olsun.

Eğer ∀x ∈ P − {p, q} ৻ç৻n
∣∣x⊥ ∩ tr(p, q)

∣∣ ≤ 2 ৻se (p,q) ৻k৻l৻s৻ne ant৻regülerd৻r den৻r. Eğer p

den farklı tüm q noktaları ৻ç৻n (p,q) ৻k৻l৻s৻ ant৻regüler ৻se p noktasına ant৻regülerd৻r den৻r.

Tanım 4.8 İk৻şer ৻k৻şer doğrudaş olmayan noktaların 3 elemanlı b৻r kümes৻ne üçlü(tr৻ad)

den৻r. Bell৻ b৻r T = (p, q, r) üçlüsü ৻ç৻n T⊥ = {p, q, r}⊥ = {x ∈ P |x ∼ p, x ∼ q, x ∼ r}
kümes৻n৻n b৻r elemanına T n৻n b৻r merkez৻(centre) den৻r.

T = (p, q, r) b൴r üçlü olmak üzere eğer;

◦
∣∣T⊥

∣∣ = 0 ൴se T ye merkezs৻z(acentr൴c),

◦
∣∣T⊥

∣∣ = 1 ൴se T ye tek merkezl৻(un൴centr൴c),

◦
∣∣T⊥

∣∣ ≥ 1 ൴se T ye merkezl৻(centr൴c) den൴r.

Yardımcı Teorem 4.19 S = (P,L) ,s = t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve (p, q)

৻k৻l৻s৻ regüler ৻se ∀x, y ∈ tr(p, q) ৻ç৻n (x, y) ৻k৻l৻ler৻ de regülerd৻r.

İspat S = (P,L) ,s = t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve (p, q) ৻k৻l৻s৻ regüler

olsun. ∀x, y ∈ tr(p, q) olmak üzere (x, y) ৻k৻l৻ler৻n৻n regüler olduğunu göstermek ৻ç৻n

|sp(x, y)| = t+ 1 olduğu göster৻lmel৻d৻r.
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p ∼ q olsun. Bu takd৻rde tr(p,q) kümes৻ pq doğrusudur. Bu doğru üzer৻nde alınan

herhang৻ ৻k৻ nokta x ve y olsun.

sp(p, q) =
{
{x, y}⊥

}⊥
= {tr(x, y)}⊥ = {pq}⊥ = pq

olur ve s=t olduğundan;

|sp(x, y)| = |pq| = s+ 1 = t+ 1

d৻r. O halde (x,y) ৻k৻l৻s৻ regülerd৻r.

p � q olsun. Hem p noktası hem de q noktası ৻le doğrudaş olan b৻r u ∈ tr(p, q)

noktası, sp(p,q) nun tüm elemanlarıyla doğrudaştır. |sp(p, q)| = |tr(x, y)| olduğundan
sp(x,y)=tr(p,q) elde ed৻l৻r. Yardımcı teorem 4.16(a) gereğ৻ |tr(p, q)| = t + 1 olduğundan

|sp(x, y)| = |tr(p, q)| = t+ 1 d৻r. Dolayısıyla (x,y) ৻k৻l৻s৻ regülerd৻r.

Yardımcı Teorem 4.20 S = (P,L) , s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun.

Eğer p � q ৻se (p,q) ৻k৻l৻s৻n৻ bulunduran s2t− st− s+ t tane üçlü vardır.

İspat Yardımcı teorem 4.15 gereğ৻ S n৻n herhang৻ b৻r noktası st+s+1 tane nokta ৻le

doğrudaştır. Dolayısıyla p ve q noktalarının her b৻r৻ st+s+1 tane nokta ৻le doğrudaştır.

Yardımcı teorem 4.7 gereğ৻ bu noktalardan t+1 tanes৻ hem p hem de q ৻le doğrudaştır.

Dolayısıyla p veya q noktası ৻le doğrudaş olmayan noktaların sayısı;

v − (st+ s+ 1)− (st+ s+ 1) + t+ 1

taned৻r. Ayrıca uzayın tüm noktalarının sayısının yardımcı teorem 4.8 den;

v = (s+ 1)(st+ 1)

olduğu b৻l৻nmekted৻r. v değer৻ ৻lk ৻fadede yer৻ne yazılırsa;

(s+ 1)(st+ 1)− (st+ s+ 1)− (st+ s+ 1) + t+ 1

= s2t+ s+ st+ 1− st− s− 1− st− s− 1 + t+ 1

= s2t− st− s+ t

elde ed৻l৻r k৻ bu p veya q noktası ৻le doğrudaş olmayan noktaların sayıdır. Dolayısıyla (p,q)

৻k৻l৻s৻n৻ ৻ht৻va eden s2t− st− s+ t tane üçlü vardır.
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Yardımcı Teorem 4.21 S = (P,L) , s = t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun.

p, q ∈ P , p � q ve tr(p, q) = {x0, x1, ..., xs} olsun. I ⊆ {0, 1, ..., s} ৻ç৻n n(I), p veya q ৻le
doğrudaş olmayan fakat xi ler৻n tamamıyla doğrudaş olan noktaların sayısı olsun. O halde;∑

I

(|I| − 1)(|I| − (s+ 1))n(I) = 0

dır.

İspat p ৻le q, doğrudaş olmayan herhang৻ ৻k৻ nokta olsun. Yardımcı teorem 4.20 gereğ৻ p

veya q ৻le doğrudaş olmayan s2t−st−s+t tane nokta vardır. s=t olduğundan s2t−st−s+t =

s3 − s2 d৻r. O halde; ∑
I

n(I) = s3 − s2 (4.1)

d৻r. Bell৻ b৻r xi noktasından geçen t+1=s+1 tane doğrunun b৻r৻ p noktasından, b৻r d৻ğer৻

৻se q noktasından geçs৻n. Bu durumda p veya q dan geçmeyen s-1 tane doğru vardır ve her

doğrunun üzer৻nde xi noktası har৻ç s tane nokta olduğundan xi ৻le doğrudaş fakat p veya q

৻le doğrudaş olmayan s.(s-1) tane nokta vardır. Yan৻;∑
i∈I

n(I) = s2 − s

d৻r. Tüm ৻ ler ৻ç৻n hesap ed৻l৻rse;

∑
I

|I|n(I) =
s∑

i=0

(∑
i∈I

n(I)

)
= (s+ 1)(s2 − s) = s3 − s (4.2)

elde ed৻l৻r. Son olarak, i 6= j olmak üzere xi ve xj noktalarının ৻k৻s৻yle b৻rden doğrudaş

olan t+1=s+1 tane nokta vardır. Bunlardan ৻k৻s৻ p ve q noktaları olduğundan xi ve xj ৻le

doğrudaş olan p ve q har৻ç s-1 tane nokta vardır. Yan৻ bell৻ b৻r i, j ৻k৻l৻s৻n৻ ৻ht৻va eden I

üzer৻nden toplama yapılırsa; ∑
i 6=j
i,j∈I

n(I) = s− 1

d৻r. Tüm i, j ,i 6= j ৻k৻l৻ler৻ üzer৻nden hesap ed৻l৻rse;

∑
I

(
|I|
2

)
n(I) =

∑
i 6=j
i,j∈I

∑
i 6=j
i,j∈I

n(I)

 =

(
s+ 1

2

)
(s− 1)

∑
I

|I| (|I| − 1)

2
n(I) =

(s+ 1)s(s− 1)

2
=

s3 − s

2∑
I

|I| (|I| − 1)n(I) = s3 − s (4.3)
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d৻r. böylece yardımcı teoremde bel৻rt৻len ৻fade açılırsa;∑
I

(|I| − 1)(|I| − (s+ 1))n(I) = 0

⇒
∑
I

[(|I| − 1) |I| − |I| (s+ 1) + (s+ 1)]n(I) = 0

⇒
∑
I

(|I| − 1) |I|n(I)−
∑
I

|I|n(I)(s+ 1) +
∑
I

n(I)(s+ 1) = 0

elde ed৻l৻r. (4.1), (4.2) ve (4.3) eş৻tl৻kler৻ yerler৻ne yazılırsa;

s3 − s− (s3 − s)(s+ 1) + (s3 − s2)(s+ 1) = 0

⇒ s3 − s− (s4 + s3 − s2 − s) + (s4 + s3 − s3 − s2) = 0

⇒ s3 − s− s4 − s3 + s2 + s+ s4 + s3 − s3 − s2 = 0

Yardımcı Teorem 4.22 S = (P,L) , s = t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. S

uzayında ant৻regüler b৻r (p,q) ৻k৻l৻s৻ varsa, her b৻r (p,q,r) üçlüsünün 2 veya 0 merkez৻ vardır.

İspat (p,q) ৻k৻l৻s৻ ant৻regüler olduğundan p � q dur. Dolayısıyla yardımcı teorem 4.20

gereğ৻ (p,q) ৻k৻l৻s৻n৻ bulunduran s2t − st − s + t tane üçlü vardır. s=t olduğundan bu sayı

s3 − s2 ye eş৻tt৻r. Yardımcı teorem 4.21 de ver৻len n(I) tanımlaması aynı şek৻lde, yan৻ p veya

q ৻le doğrudaş olmayıp tr(p,q) kümes৻n৻n elemanlarıyla doğrudaş olan noktaların sayısı

olsun. |I| > 2 olması yan৻ |tr(p, q)| > 2 olması, (p,q) ৻k৻l৻s৻ ant৻regüler olduğundan n(I)=0

olmasını gerekt৻r৻r. Çünkü n(I)>0 olsaydı
∣∣x⊥ ∩ tr(p, q)

∣∣ > 2 olurdu k৻ bu durum (p,q)

৻k৻l৻s৻n৻n ant৻regüler olmasıyla çel৻ş৻rd৻. Yardımcı teorem 4.21 den;∑
I

(|I| − 1)(|I| − (s+ 1))n(I) = 0

∑
|I|≤2

(|I| − 1)(|I| − (s+ 1))n(I) = 0

∑
|I|=0

(|I|−1)(|I|−(s+1))n(I)+
∑
|I|=1

(|I|−1)(|I|−(s+1))n(I)+
∑
|I|=2

(|I|−1)(|I|−(s+1))n(I) = 0

(−1)(−s− 1)n(∅) + 0.(1− s− 1)n(1) +
∑
|I|=2

1(2− s− 1)n(I) = 0

(s+ 1)n(∅) +
∑
|I|=2

(−s+ 1)n(I) = 0

(s+ 1)n(∅) =
∑
|I|=2

(s− 1)n(I)
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(s+ 1)n(∅) = (s− 1)
∑
|I|=2

n(I)

(s+ 1)n(∅) = (s− 1)

(
s+ 1

2

)
(s− 1)

d৻r. Burada

(
s+ 1

2

)
, I nın seç৻mler৻n৻n sayısıdır ve her b৻r seç৻m ৻ç৻n n(I) değer৻ yardımcı

teorem 4.7 den p ve q noktaları har৻ç tutulduğundan s-1 d৻r. Böylece;

(s+ 1)n(∅) = (s− 1)
(s+ 1)s

2
(s− 1)

n(∅) =
(s− 1)2s

2

elde ed৻l৻r ve bu, (p,q,r) merkezs৻z olacak şek৻lde seç৻leb৻lecek r noktalarının sayısına karşılık

gel৻r. Dahası;

(s− 1)
∑
|I|=2

n(I) = (s− 1)

(
s+ 1

2

)
(s− 1)

∑
|I|=2

n(I) = (s− 1)

(
s+ 1

2

)
∑
|I|=2

n(I) =
s3 − s

2

olduğundan (p,q,r) üçlüsü 2 merkezl৻ olacak şek৻lde seç৻leb৻lecek r noktalarının sayısı

s3 − s

2
taned৻r.Yukarıdak৻ son eş৻tl৻kte ver৻len

(
s+ 1

2

)
, I nın seç৻mler৻n৻n sayısıdır. (s-1)

de seç৻len I nın ৻k৻ noktası ৻le doğrudaş olacak şek৻lde seç৻leb৻lecek r noktalarının sayısıdır.

Böylece;

(p,q,r) üçlüsü merkezs৻z olacak şek৻lde seç৻leb৻lecek r ler৻n sayısı
s(s− 1)2

2

(p,q,r) üçlüsü ৻k৻ merkezl৻ olacak şek৻lde seç৻leb৻lecek r ler৻n sayısı
s3 − s

2
d৻r. O halde (p,q,r) b৻r üçlü olacak şek৻lde seç৻leb৻lecek r noktalarının sayısı;

s(s− 1)2

2
+
s3 − s

2
=

s(s2 − 2s+ 1) + s3 − s

2
=

s3 − 2s2 + s+ s3 − s

2
=

2s3 − 2s2

2
= s3−s2

d৻r k৻ bu aynı zamanda r noktasının mümkün olan tüm seç৻mler৻n৻n sayısıdır.

Sonuç 4.3 Eğer (p,q,r) tek merkezl৻ b৻r üçlü ৻se, o halde p,q ve r noktalarının herhang৻ ৻k৻s৻

ant৻regüler olmayan b৻r ৻k৻l৻d৻r.
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Yardımcı Teorem 4.23 S = (P,L), s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun.

1 < s < t ৻se h৻ç b৻r (p,q) ৻k৻l৻s৻ regüler değ৻ld৻r.(dolayısıyla h৻ç b৻r nokta regüler değ৻ld৻r)

İspat (p,q) ৻k৻l৻s৻n৻n regüler olduğu varsayılsın. Dolayısıyla |sp(p, q)| = t + 1 d৻r. sp(p,q)

kümes৻n৻n noktalarını tr(p,q) nun noktalarıyla b৻rleşt৻ren doğruların üzer৻ndek৻ noktaların

sayısı hesap ed৻l৻rse: uzayın her b৻r noktasından t+1 tane doğru geçt৻ğ৻nden sp(p,q) nun

noktalarından toplam (t+1)(t+1) tane doğru geçer. Her b৻r doğru (s+1) noktalı olduğundan

bu doğruları üzer৻nde;

(t+ 1)(t+ 1)(s+ 1)− (t+ 1)(t+ 1) = (t+ 1)(t+ 1)s

tane nokta vardır. Ayrıca;

v = (s+ 1)(st+ 1) ≥ (t+ 1)(t+ 1)s

olduğu aş৻kardır.

(s+ 1)st+ s+ 1 ≥ (t+ 1)(st+ s)

(st+ 1)st+ s+ 1 ≥ t(st+ s) + st+ s

(s+ 1)st+ 1 ≥ st(t+ 1) + st

s+ 1 +
1

st
≥ t+ 1 + 1

s+
1

st
≥ t+ 1

bulunur ve bu eş৻ts৻zl৻k ancak s = t = 1 ya da s > t, s > 1 ৻ken sağlanır k৻ bu b৻r çel৻şk৻d৻r.

Dolayısıyla 1 < s < t ৻ken (p,q) ৻k৻l৻s৻ regüler olamaz.

Yardımcı Teorem 4.24 S = (P,L), s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun.

s = 1 veya s ≥ t ৻ken (p,q) regülerd৻r⇔ her b৻r (p,q,r) üçlüsü ya 1 ya da t+1 merkezl৻d৻r.

İspat (⇒) : (p,q) regüler olsun. Ayrıca (p,q,r) üçlüsünün x ve y g৻b৻ en az ৻k৻ tane merkez৻

olsun. (p,q) regüler olduğundan |sp(p, q)| = t + 1 =
∣∣∣{tr(p, q)}⊥∣∣∣ d৻r. x, y ∈ tr(p, q)

olduğundan |tr(x, y)| = t+ 1 olur k৻ benzer şek৻lde bu t+1 noktaya doğrudaş olan y৻ne t+1

nokta vardır. Yan৻ |sp(x, y)| = t+ 1 d৻r. Dolayısıyla (p,q,r) üçlüsü t+1 merkezl৻d৻r.

(⇐) : Her b৻r (p,q,r) üçlüsü 1 ya da t+1 merkezl৻ olsun. Eğer t > 1 ৻se, tr(p,q) nun

herhang৻ üç noktası x,y ve z olsun, (x,y,z) üçlüsü t+1 merkeze sah৻pt৻r. |sp(p, q)| = t+1 olur.

Dolayısıyla t > 1 ৻ken (p,q) regülerd৻r. Eğer t = 1 ৻se, her noktadan 2 doğru geçt৻ğ৻nden S

b৻r gr৻dd৻r ve (p,q) ৻k৻l৻s৻n৻n regüler olduğu aş৻kardır. Her ৻k৻ durumda da (p,q) ৻k৻l৻s৻ regüler

olduğundan Yardımcı teorem 4.23 gereğ৻ s = 1 veya s ≥ t olması gerekt৻ğ৻ aş৻kardır.
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4.3 s=t=3 parametrel൴ Genelleşt൴r൴lm൴ş Dörtgenler

Bu bölümün tamamında S = (P,L) uzayının s = t = 3 parametrel൴, yan൴ her

noktasından 4 doğru geçen ve her doğrusu 4 noktalı olan b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen olduğu

varsayılacaktır. s = t = 3 parametrel൴ b൴r genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen, yardımcı teorem 4.8

gereğ൴ 40 doğrulu ve 40 noktalıdır. Bu bölümde ver൴lecek olan bütün sonuçlar Payne’den

(1975) alınmıştır.

Yardımcı Teorem 4.25 Her b৻r nokta ৻k৻l৻s৻ ya regülerd৻r ya da ant৻regülerd৻r.

İspat Regüler ve ant৻regüler olmayan b৻r (p,q) ৻k৻l৻s৻ var olsun. (p,q) ant৻regüler

olmadığından, tr(p,q) kümes৻n৻n en az 3 noktasıyla doğrudaş olan b৻r x noktası vardır. Yan৻

(p,q,x) üçlüsü merkezl৻d৻r. Yardımcı teorem 4.24 gereğ৻, (p,q) regüler olmadığından bu üçlü

t+1=4 merkezl৻ olamaz. Dolayısıyla x noktası tr(p,q) kümes৻n৻n tam olarak 3 noktası ৻le

doğrudaştır. tr(p, q) = x0, x1, x2, x3 ve x ∼ x0,x1,x2 olsun. xx0, xx1 ve xx2 doğruları x

noktasından geçen 3 farklı doğrudur. x den geçen bu doğrular px3 ve qx3 doğruları ৻le

kes৻şmed৻ğ৻nden x den geçen 4. doğru ৻le px3 ve qx3 doğruları b৻rer noktada kes৻şmel৻d৻r.

Ve bu nokta (GD-1) x3 noktası olmalıdır. Bu durumda (p,q,x) üçlüsü 4 merkezl৻ olur k৻ bu

b৻r çel৻şk৻d৻r. Dolayısıyla regüler ve ant৻regüler olmayan b৻r (p,q) ৻k৻l৻s৻ yoktur.

Yardımcı Teorem 4.26 (p,q,r) herhang৻ b৻r üçlü ৻se bu takd৻rde;

(৻) Eğer (p,q,r) 1 veya 4 merkezl৻ ৻se p,q,r noktalarının herhang৻ ৻k৻s৻ regülerd৻r.

(৻৻) Eğer (p,q,r) 0 veya 2 merkezl৻ ৻se p,q,r n৻n herhang৻ ৻k৻s৻ ant৻regülerd৻r.

(৻৻৻) 3 merkezl৻ b৻r üçlü yoktur.

(৻v) (p,q,r) n৻n tüm ৻k৻l৻ler৻ ya regülerd৻r ya da ant৻regülerd৻r.

İspat (৻৻৻) Yardımcı teorem 4.25’৻n ৻spatından aş৻kardır.

(৻) Eğer (p,q,r) 1 merkeze sah৻pse p,q,r n৻n herhang৻ ৻k৻s৻ regülerd৻r.(Sonuç 4.3 ve

yardımcı teorem 4.25). Eğer (p,q,r) 4 merkeze sah৻pse ant৻regüler ৻k৻l৻ yoktur. Dolayısıyla

৻k৻l৻ler৻n tamamı yardımcı teorem 4.25’ten dolayı regülerd৻r.

(৻৻) Eğer (p,q,r) 0 veya 2 merkeze sah৻pse yardımcı teorem 4.24 gereğ৻ her b৻r ৻k৻l৻

ant৻regülerd৻r.

(৻v) ৻, ৻৻ ve ৻৻৻ den aş৻kardır.
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Yardımcı Teorem 4.27 Tüm nokta ৻k৻l৻ler৻ regülerd৻r ya da tüm doğrudaş olmayan

noktaların oluşturduğu ৻k৻l৻ler ant৻regülerd৻r.

İspat Doğrudaş olmayan nokta ৻k৻l৻ler৻nden bazıları ant৻regüler olmasın. Yardımcı teorem

4.25 gereğ৻ herhang৻ b৻r ৻k৻l৻ ant৻regüler değ৻lse regülerd৻r. Yan৻ p � q olacak şek৻lde bazı

(p,q) regüler ৻k৻l৻ler৻ vardır. x ve y, {x, y} 6= {p, q} olacak şek৻lde herhang৻ farklı ৻k৻ nokta
olsun. x ∼ y ৻se (x,y) ৻k৻l৻s৻n৻n regüler olduğu açıktır. Eğer (p,q,x) b৻r üçlü ৻se yardımcı

teorem 4.26-(৻v) gereğ৻ (p,q) regüler olduğundan (x,p) regülerd৻r. Eğer (x,p,y) b৻r üçlü ৻se

y৻ne yardımcı teorem 4.26-(৻v) gereğ৻ (x,y) regülerd৻r. Yardımcı teorem 4.19 gereğ৻ (p, q)

regüler olduğundan x, y ∈ tr(p, q) ৻se (x,y) ৻k৻l৻ler৻ regülerd৻r. {x, y} * tr(p, q) olduğunu

varsayab৻l৻r৻z.

x � y olsun. x ve y noktalarından b৻r৻n৻n, x ৻ ele alalım, p ve q nun her ৻k৻s৻yle

doğrudaş olduğunu ya da x ∼ p ve y ∼ q olduğunu varsayalım. Her ৻k৻ durumda da p,q,x,y

noktalarıyla doğrudaş olmayan b৻r w noktası vardır. Bu w noktasının varlığı p,q,x ve y

noktalarından geçen doğruların üzer৻ndek৻ noktaları sayarak kanıtlanab৻l৻r öyle k৻:

Toplamda 40 tane noktanın var olduğu b৻l৻nmekted৻r. p ৻le doğrudaş olan 13 tane

nokta(p dah৻l) vardır. Bu 13 noktanın 4 tanes৻ (GD-1) gereğ৻ q ৻le zaten doğrudaştır. Yan৻ q

noktası ৻le doğrudaş olan 9 tane nokta daha vardır. Eğer x noktası hem p hem de q ৻le

doğrudaş ৻se, x den geçen xp ve xq doğrularından başka 2 doğru daha vardır. Bu

doğruların üzer৻nde 6 yen৻ nokta daha tanımlanır. Son olarak y noktası, p ve q dan geçen

her b৻r doğrunun b৻r noktasıyla doğrudaştır, en fazla 10 yen৻ nokta daha ekleneb৻l৻r. Bu

durumda 40 noktanın en fazla 38 tanes৻ bulunmuş olur. Eğer x noktası p ৻le, y noktası da q

৻le doğrudaş ৻se, x üzer৻ndek৻ her b৻r doğru, y den geçen her b৻r doğruyla b৻r noktada

kes৻ş৻r ve en fazla 14 nokta daha tanımlayab৻l৻r৻z. Bu durumda da 40 noktanın en fazla 36

tanes৻ bulunmuş olur. Her ৻k৻ durumda da p, q, x ve y noktalarıyla doğrudaş olmayan b৻r w

noktasının varlığı kanıtlanmış olur.

Ş৻md৻ (p,q,w) b৻r üçlü ve (p,q) regüler olduğundan yardımcı teorem 4.26(৻v) gereğ৻

(q,w) regülerd৻r. (q,w,x) b৻r üçlü ve (q,w) regüler olduğundan (w,x) ৻k৻l৻s৻ de regülerd৻r.

(w,x,y) b৻r üçlü ve (w,x) regüler olduğundan benzer şek৻lde (x,y) ৻k৻l৻s৻ de regülerd৻r.

Böylece doğrudaş olmayan nokta ৻k৻l৻ler৻nden bazıları ant৻regüler değ৻lse, tüm nokta

৻k৻l৻ler৻n৻n regüler olduğu göster৻lm৻ş olur.

Yardımcı Teorem 4.28 s=t=3 parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgende doğrudaş olmayan

noktaların ৻k৻l৻ler৻n৻n tamamı ant৻regüler ve doğru ৻k৻l৻ler৻n৻n tamamı regülerd৻r veya bunun

g৻b৻ b৻r dörtgen৻n dual৻d৻r.
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İspat Yardımcı teorem 4.27 gereğ৻ doğrudaş olmayan nokta ৻k৻l৻ler৻n৻n tamamının

ant৻regüler olduğu kabul ed৻leb৻l৻r. Tüm doğru ৻k৻l৻ler৻n৻n regüler olduğu göster৻lmed৻l৻r. l1

ve l2 herhang৻ ৻k৻ doğru olsun. l1 ∩ l2 6= ∅ ৻se |sp(l1, l2)| = t + 1 olduğu aş৻kardır. Yan৻

(l1, l2) ৻k৻l৻s৻ regülerd৻r. l1 ∩ l2 = ∅ ve x ∈ l1 , y ∈ l2 olsun. x � y olduğundan yardımcı

teorem 4.16(a) gereğ৻ |tr(x, y)| = t + 1 = 4 d৻r. Dolayısıyla tr(x, y) − (l1 ∪ l2) n৻n p ve q

g৻b৻ ৻k৻ farklı noktasını seçeb৻l৻r৻z. Ş৻md৻ z ∈ tr(p, q), z 6= x, y noktasını ele alalım.

z /∈ l1, l2 olduğu açıktır. O halde (x,y,z) üçlüsü merkezl৻ üçlüdür ve doğrudaş olmayan nokta

৻k৻l৻ler৻n৻n tümü ant৻regüler olduğundan yardımcı teorem 4.26 gereğ৻ (x,y,z) üçlüsü tam

olarak 2 merkeze sah৻pt৻r. Bunlar p ve q dur. (Şek৻l 4.15)

Şek൴l 4.15 Yardımcı teorem 4.28 açıklaması

z noktasından geçen, l1 doğrusu kesen doğru l3 olsun. l4 ৻se x den geçen ve l2 y৻ kesen

doğru olsun. l5 ৻se z den geç৻p l4 ü kesen doğru olsun. l5 6= l3, zp, zq olduğu açıktır çünkü

eğer l5 doğrusu bunlardan b৻r৻ olsaydı, üçgen oluşurdu. Ayrıca (x,y,z) üçlüsü tam olarak

2 merkezl৻ olduğundan, l5 doğrusu ৻le l4 doğrusunun kes৻şt৻kler৻ noktanın l2 ∩ l4 noktası

olmadığı açıktır.(Şek৻l 4.16)
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Şek൴l 4.16 Yardımcı teorem 4.28 açıklaması

Son olarak y den geç৻p l5 ৻ kesen doğru l6 olsun. Bu l6 doğrusu l2, yp ve yq dan

farklıdır şayet bunlardan b৻r৻ ৻le aynı olsaydı y৻ne benzer şek৻lde üçgen oluşurdu. l6 doğrusu

ayrıca y den geç৻p l1 ৻ kesen doğrudur. Dahası z noktasını l2 doğrusu ৻le b৻rleşt৻ren doğru l5,

zp, zq doğruları olamaz çünkü üçgen oluşur. O halde z noktasını l2 doğrusu ৻le b৻rleşt৻ren

doğru l3 doğrusudur.(Şek৻l 4.17)

Şek൴l 4.17 Yardımcı teorem 4.28 açıklaması
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Yan৻ (l1, l2, l5) üçlüsü, merkez৻ l3, l4 ve l6 olan doğruların b৻r üçlüsüdür. Bu durumda

yardımcı teorem 4.27, üçlünün 4 merkezl৻ olmasını gerekt৻r৻r ve (l1, l2) ৻k৻l৻s৻ regülerd৻r.

4.4 Alt Dörtgenler

Tanım 4.9 S ′ = (P ′, L′) b৻r yaklaşık l৻neer uzay ve S = (P,L) b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen

olsun. EğerS ′ = (P ′, L′) uzayı, S n৻n b৻r kısıtlaması ve kend৻s৻ de b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen

৻se S ′ uzayına S n৻n b৻r “alt dörtgen৻” den৻r.

Eğer S ′ 6= S ൴se S ′ uzayına S n൴n öz alt dörtgen൴ den൴r. S ve S ′, sırasıyla s, t ve s′, t′

parametrel൴ genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen olsunlar. s = s′ ൴se L′ ⊆ L d൴r.

Örnek 4.6 S = (P,L), doğruları s1 + 1 ve s2 + 1 noktalı b൴r gr൴d olsun. O halde S,

doğruları s′1 + 1 ve s′2 + 1 noktalı, 1 ≤ s′1 ≤ s1, 1 ≤ s′2 ≤ s2 olan ve kend൴s൴ de gr൴d olan b൴r

alt dörtgen ൴ht൴va eder.

Dual olarak; b൴r gr൴d൴n dual൴ olan genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen൴n, k൴ bu dual gr൴dd൴r, da൴ma

s = s′ = 1 ve 1 ≤ t′1 ≤ t1, 1 ≤ t′2 ≤ t2 parametrel൴ b൴r alt dörtgen൴ vardır.

Ş൴md൴, bu bölümdek൴ teorem ve yardımcı teoremler൴n ൴spatında kullanılacak olan b൴r

eş൴ts൴zl൴k ver൴lecekt൴r.

Yardımcı Teorem 4.29 t1, t2, ... , td reel sayılar ve d, poz৻t৻f b৻r tam sayı olsun. Bu takd৻rde;

d
d∑
i

t2i ≥

(
d∑
i

ti

)2

d৻r.

İspat
−
t=

∑d
i ti
d

olsun. O halde;

0 ≤
d∑
i

(
−
t −ti

)2

=
d∑
i

(
−
t
2

−2
−
t ti + t2i

)

0 ≤ d
−
t
2

−2
−
t

d∑
i

ti +
d∑
i

t2i
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0 ≤

(∑d
i ti

)2
d

− 2

(∑d
i ti

)2
d

+
d∑
i

t2i

olur k৻ buradan,

d

d∑
i

t2i ≥

(
d∑
i

ti

)2

elde ed৻l৻r.

Sıradak൴ teorem൴n sonucunu ൴lk olarak H൴gman(1971), bunun ൴spatını ൴se

P.Cameron(1974) verm൴şt൴r.

Teorem 4.3 S = (P,L), s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. Eğer s>1 ৻se

t ≤ s2 d৻r. Dual olarak eğer t>1 ৻se s ≤ t2 d৻r.

İspat p ve q doğrudaş olmayan ৻k৻ nokta olsun. p veya q ৻le doğrudaş olmayan noktaların

kümes৻ ৻se X olsun. p noktası ৻le doğrudaş olan p har৻ç (t+1)s tane nokta, q ৻le doğrudaş

olan q har৻ç (t+1)s nokta vardır. Bunlardan (t+1) tanes৻ her ৻k৻s৻ ৻le de doğrudaştır(yardımcı

teorem 4.7). O halde X = {x|p � x, q � x} kümes৻n৻n eleman sayısı;

|X| = v − 2− 2(t+ 1)s+ (t+ 1) = (s+ 1)(st+ 1)− 2− (2s− 1)(t+ 1)

d৻r. Her b৻r xi ৻ç৻n ti = |{y|y ∼ p, q, xi}|, 1 ≤ i ≤ |X| = d olsun.

Ş৻md৻ (xi, y), xi ∈ X , y ∼ p, q, xi, ৻k৻l৻ler৻n৻n sayısını bulalım. p veya q dan geçen

doğruların üzer৻nde bulunmayan fakat tr(p, q) elemanlarıyla doğrudaş noktaların sayısı;∑
i

ti = (t+ 1)(t− 1)s (4.4)

d৻r. Burada (t − 1), y den geçen fakat p veya q dan geçmeyen doğruların sayısı, s, bu

doğruların her b৻r৻nde bulunan y har৻c৻ndek৻ noktaların sayısı ve (t + 1), y noktasının

farklı seç৻mler৻n৻n sayısıdır.

Ş৻md৻ de, y′, y ৻ç৻n az önce tanımlanan koşulları sağlayan y 6= y′ şekl৻nde b৻r nokta

olmak üzere (xi, y, y
′) üçlüler৻n৻n sayısını ৻k৻ farklı yoldan hesaplayalım. İlk yol, y 6= y′

olduğundan
∑

i ti(ti−1) taned৻r. İk৻nc৻ yoldan, y ve y′ noktalarının farklı seç৻mler৻n৻n sayısı

(t+1)t taned৻r. y den geçen t+1 tane doğru olduğundan ve bunlardan ৻k৻s৻ yp ৻le yq doğrusu

olduğundan, y′ noktası, bu t-1 tane doğrunun b৻rer noktası ৻le doğrudaştır. Yan৻;∑
i

ti(ti − 1) = (t+ 1)t(t− 1) (4.5)
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elde ed৻l৻r. (4.4) ve (4.5) eş৻tl৻kler৻ b৻r araya get৻r৻l৻rse;

∑
i

t2i = (t+ 1)(t− 1)(s+ t)

bulunur. Yardımcı teorem 4.29 gereğ৻ d
∑d

i t
2
i ≥

(∑d
i ti

)2
olduğundan;

d
∑
i

t2i = d(t+ 1)(t− 1)(s+ t) ≥

(∑
i

ti

)2

= (t+ 1)2(t− 1)2ss

d(s+ t) ≥ (t+ 1)(t− 1)s2

veya

d(s+ t) ≥ (t2 − 1)s2

d৻r. Sonuç olarak t(s− 1)(s2 − t) ≥ 0 veya s2 ≥ t d৻r.

Teorem 4.4 S = (P,L) ve S ′ = (P ′, L′), sırasıyla s, t ve s′, t′ parametrel৻ b৻rer

genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen ve S ′, S n৻n b৻r alt dörtgen৻ olsun. s = s′ veya s ≥ s′t′ dür. Dual

olarak t = t′ veya t ≥ s′t′ dür.

İspat X = {x ∈ P − P ′|x /∈ l′, l′ ∈ L′} olsun. d = |X| değer৻n৻ hesaplayalım. P − P ′

kümes৻n৻n noktalarının sayısı;

v − v′ = (s+ 1)(st+ 1)− (s′ + 1)(s′t′ + 1)

d৻r. Bu noktalardan L′ nün doğruları üzer৻nde olanların sayısı;

b′(s+ 1− (s′ + 1)) = (t′ + 1)(s′t′ + 1)(s− s′)

bulunur. Yan৻;

d = (s+ 1)(st+ 1)− (s′ + 1)(s′t′ + 1)− (t′ + 1)(s′t′ + 1)(s− s′) ≥ 0

dır. Eğer t = t′ ৻se;

s2t+ s+ st+1− (s′
2
t+ s′ + s′t′ +1)− (ss′t2 + st+ ss′t+ s− s′

2
t2 − s′t− s′

2
t− s′) ≥ 0

s2t− ss′t2 − ss′t+ s′
2
t2 ≥ 0

t(s− s′t)(s− s′) ≥ 0

bulunur k৻ s ≥ s′t′ veya s = s′ d৻r.
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t > t′ olsun. xi ∈ X , z ∈ P ′ ve xi ∼ z olacak şek৻lde xi, z nokta ৻k৻l৻ler৻n৻ sayalım. z,

v′ = (s′ +1)(s′t′ +1) farklı şek৻lde seç৻leb৻l৻r. z ৻le doğrudaş olacak şek৻lde seç৻leb৻lecek xi

noktaları ৻ç৻n (t− t′)s farklı seç৻m vardır. ti, xi ৻le doğrudaş olan P
′ kümes৻n৻n noktalarının

sayısı olsun; ∑
i

ti = (s′ + 1)(s′t′ + 1)(t− t′)s (4.6)

Ş৻md৻ xi ∈ X , z,z′∈ P ′, x ∼ z,z′ ve z � z′ olacak şek৻lde (xi, z, z
′) üçlüler৻n৻ sayalım. z

৻ç৻n (s′+1)(s′t′+1) seçenek var. z′ ৻ç৻n ৻se (s′+1)(s′t′+1)− (s′t′+ s′+1) = s′2t′ seçenek

var. xi ৻ç৻n ৻se (t− t′) seçenek var. Yan৻;∑
i

ti(ti − 1) = (s′ + 1)(s′t′ + 1)s′2t′(t− t′) (4.7)

(4.6) ve (4.7) eş৻tl৻kler৻ toplanırsa;

∑
i

t2i = (s′ + 1)(s′t′ + 1)(t− t′)(s′2t′ + s)

Yardımcı teorem 4.29 gereğ৻ d
∑d

i t
2
i ≥

(∑d
i ti

)2
৻d৻. Yukarıda bulunan d yer৻ne yazılırsa;

(s′ + 1)(s′t′ + 1)(t− t′)(s− s′)(s− s′t′)(st+ s′2t′2) ≥ 0

elde ed৻l৻r k৻ t > t′ olduğundan s = s′ veya s− s′t′ ≥ 0 bulunur.

Bundan sonra ver൴lecek yardımcı teoremlerde S = (P,L) uzayı s ve t parametrel൴,

S ′ = (P ′, L′) uzayı ൴se s ve t′ parametrel൴ olarak alınacaktır.

Yardımcı Teorem 4.30 S ′, S n৻n b৻r öz alt dörtgen৻ olsun. O halde t ≥ s d৻r. s = t ৻se t′ = 1

d৻r.

İspat t′ < t olduğu varsayılsın.

Eğer t < s ৻se teorem 4.4 gereğ৻ tt′ < st′ ≤ t d৻r. Buradan t′ < 1 olur k৻ bu b৻r

çel৻şk৻d৻r.

Eğer t = s ৻se y৻ne teorem 4.4 gereğ৻ t ≥ st′ d৻r k৻ 1 ≥ t′ olur. Yan৻ 1 = t′ d৻r.

Yardımcı Teorem 4.31 S ′, S n৻n b৻r özalt dörtgen৻ olsun. Eğer s > 1 ৻se t′ ≤ s d৻r. t′ = s

৻se t = s2 d৻r.
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İspat Eğer t = 1 ৻se t′ ≤ t olması t′ = 1 ≤ s olmasını gerekt৻r৻r.

Eğer t > 1 ৻se teorem 4.4 ve teorem 4.3 den st′ ≤ t ≤ s2 yan৻ t′ ≤ s d৻r.

s > 1 ve t′ = s olduğu varsayılsın. Yan৻ 1 < t′ ≤ t ve teorem 4.3 den t ≤ s2 d৻r.

Fakat teorem 4.4 gereğ৻ t′ < t olduğundan t ≥ s2 d৻r. O halde t = s2 elde ed৻l৻r.

Yardımcı Teorem 4.32 S ′, S n৻n b৻r özalt dörtgen৻ olsun. O halde s > 1 ve t′ > 1 ৻se

s
1
2 ≤ t′ ≤ s ve s

3
2 ≤ t ≤ s2 d৻r.

İspat S ′ ne teorem 4.3 uygulanırsa s ≤ t′2 yan৻ s
1
2 ≤ t′ elde ed৻l৻r. Yardımcı teorem 4.31

t′ ≤ s olduğunu söyler. O halde teorem 4.4 den s
1
2 ≤ t′ olması s

3
2 ≤ st′ ≤ t olmasını

gerekt৻r৻r. Son olarak teorem 4.3 den t ≤ s2 bulunur.

Yardımcı Teorem 4.33 S ′, S n৻n b৻r öz alt dörtgen৻, S ′′ de S ′ nün s ve t′′ parametrel৻ b৻r öz

alt dörtgen৻ olsun. O halde t′′ = 1, t′ = s ve t = s2 d৻r.

İspat Eğer t′′ > 1 ৻se yardımcı teorem 4.32 y৻ ৻k৻ kere uygularsak s
3
2 ≤ t′ ≤ s2 ve s

1
2 ≤ t′ ≤

s elde ed৻l৻r k৻ bu b৻r çel৻şk৻d৻r. Dolayısıyla t′′ = 1 d৻r. O halde t > 1 olduğu varsayılab৻l৻r.

Teorem 4.4 gereğ৻ t′ ≥ s d৻r. Yardımcı teorem 4.31 gereğ৻ t′ ≤ s d৻r. Yan৻ t′ = s d৻r.

Tekrar yardımcı teorem 4.31 gereğ৻ t = s2 d৻r.

Bu son yardımcı teorem, her doğrusundak൴ nokta sayısı aynı kalan ve s > 1 olan

S ) S ′ ) S ′′... şekl൴ndek൴ herhang൴ b൴r öz alt dörtgenler൴n z൴nc൴r൴n en fazla 3 elemana sah൴p

olduğunu söyler. Bu durum s = 1 ൴ken doğru değ൴ld൴r. Örneğ൴n s = 1 ve her noktasından t+1

doğru geçen b൴r uzay(dual gr൴d) ele alınırsa, bu uzayın, parametreler൴ s = 1, t = 1 oluncaya

kadar küçültüleb൴len S ) S ′ ) S ′′... şekl൴nde t− 1 tane elemana sah൴p b൴r z൴nc൴r൴ üret൴leb൴l൴r.

Sıradak൴ teorem, s ve t parametrel൴ b൴r S = (P,L) genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen൴n൴n alt

kümes൴n൴n ne zaman s parametrel൴ b൴r alt dörtgen bel൴rtt൴ğ൴ne karar vermek ൴ç൴n b൴ze b൴r metot

göster൴r.

Teorem 4.5 S = (P,L), s ve t parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olsun. P ′ ⊆ P ve

L′ ⊆ L olacak şek৻lde b৻r S ′ = (P ′, L′) olsun. Ayrıca;
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(৻) p, q ∈ P ′ , p 6= q ve p, q ∈ l ∈ L ৻se l ∈ L′ ,

(৻৻) ∀l′ ∈ L′ ৻ç৻n l′, P ′ nün s+ 1 elemanını ৻ht৻va eder.

koşulları sağlansın. O halde aşağıdak৻lerden b৻r৻ sağlanır;

(a) P ′, p ৻le doğrudaş olan P n৻n noktalarının b৻r kümes৻ ৻ken L′ nün tüm doğruları

p den geçer.

(b) L′ = ∅
(c) S ′, S n৻n s ve t′ parametrel৻ b৻r alt dörtgen৻d৻r.

İspat (a), (b) ve (c) n৻n, (৻) ve (৻৻) şartlarını sağladığı kolayca görülür. S = (P,L) uzayının

(৻) ve (৻৻) şartlarını sağlarken (a) ve (b) t৻p৻nde değ৻l ৻se (c) t৻p৻nde olduğunu göstermel৻y৻z.

Yan৻ P ′ 6= ∅ 6= L′ olsun.

S ′ ৻ç৻n (GD-3) sağlanır. p′ ∈ P ′ noktası l′ ∈ L′ doğrusun üzer৻nde olmasın. S de

l ∈ L′ ⊆ L olduğundan ve (GD-1) gereğ৻ p′ noktasını l′ doğrusunun b৻r p ∈ P noktasında

b৻rleşt৻ren b৻r tek l ∈ L vardır. (৻৻) şartı, her l′ ∈ L′ doğrusu üzer৻nde P ′ nün s+1 noktasını

bulundurduğunu söyled৻ğ৻nden p ∈ P ′ dür. (৻) den dolayı l ∈ L′ dür. Yan৻ S ′ uzayında (GD-1)

sağlanır.

Teorem 4.1 ve (৻৻). koşuldan dolayı, S ′ nün s ve t′ parametrel৻ b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş

dörtgen olduğunu göstermek ৻ç৻n bell৻ b৻r t′ ≥ 1 ৻ç৻n S ′ nün her b৻r noktasından t′ + 1 tane

doğru geçt৻ğ৻n৻ göstermek yeterl৻ olacaktır.

p′ ∈ P ′ noktası, üzer৻nden L′ nün en az b৻r doğrusunun geçt৻ğ৻ b৻r nokta olsun. (b)

t৻p৻nde olmadığını kabul ett৻ğ৻m৻zden p′ vardır. (a) t৻p৻nde de olmadığı kabul ed৻ld৻ğ৻nden

p′ noktası ৻le doğrudaş olmayan b৻r q′ noktası vardır. l′, p′ noktasından geçen herhang৻ b৻r

doğru olsun. S ′ de (GD-1) gereğ৻ L′ nün, q′ den geçen ve l′ nü kesen b৻r tek doğrusu vardır.

Buna l′′ dens৻n. p′ noktasından geçen doğrular ৻le q′ noktasından geçen doğrular arasında bu

şek৻lde b৻reb৻r eşleme kurulab৻l৻r. Böylece p′ ve q′ noktalarından S ′ nün eş৻t sayıda doğrusu

geçer. t′ + 1 tane doğru geçt৻ğ৻ farzed৻ls৻n, t′ ≥ 0.

Eğer x′, P ′ nün x′ ∼ p′ fakat x′ � q′ olan herhang৻ b৻r noktası ৻se yukarıdak৻ g৻b৻

x′ ve q′, dolayısıyla x′ ve p′, t′ + 1 doğru üzer৻nded৻r. Son olarak x′ ∼ p′, q′ olacak şek৻lde

b৻r x′ noktasını ele alalım. Eğer t′ = 0 ৻se L′ nün her doğrusun x′ noktasından geçt৻ğ৻n৻

৻ddaa edeb৻l৻r৻z. Yan৻ S ′, (a) t৻p৻nde olur k৻ bu b৻r çel৻şk৻d৻r. Bunun neden olduğunu görmek

kolaydır çünkü, L′nün herhang৻ l′ 6= p′x′, q′x′ doğrusu ৻ç৻n (GD-1) gereğ৻ p′(veya q′), l y৻

kesen b৻r doğru üzer৻nded৻r. Ama t′ = 0 olması, tek seçenek olan x′ ∈ l′ olmasını gerekt৻r৻r.
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t′ ≥ 1 olsun. Ve y৻ne x′ ∼ p′, q′ olsun. l′, p′ den geçen x′p′ den farklı b৻r doğru olsun.

(GD-1) den, q′ noktası l′ doğrusunun b৻r tek noktasıyla doğrudaştır. Ama s > 1 olması,

y′ � q′ olacak şek৻lde b৻r y′ ∈ l′ noktasının varlığını gerekt৻r৻r. (GD-1) ayrıca y′ � x′

olmasını gerekt৻r৻r. Ş৻md৻, az önce p′ ve q′ ৻ç৻n yapılan g৻b৻ q′ ve y′ nü ele alalım. q′ ve y′ den

aynı sayıda doğru geçer. Benzer olarak y′ ve x′ nü ele alırsak y৻ne y′ ve x′ den de aynı sayıda

doğru geçer. Böylece p′ ve x′ den de aynı sayıda doğru geçer.

4.5 Genelleşt൴r൴lm൴ş Dörtgenler൴n Kol൴nasyonları

f , S = (P,L) genelleşt൴r൴lm൴ş dörtgen൴n൴n b൴r kol൴nasyonu olsun.

Pf = {p ∈ P |f(p) = p}

kümes൴ tanımlansın. S uzayının Pf kümes൴ne kısıtlaması Sf = (Pf , Lf ) uzayı olsun. Bu

bölüm, Sf yapısının mümkün olan durumlarının araştırılması ൴le ൴lg൴l൴d൴r ve Batten (1986)

kaynağından özetlenerek hazırlanmıştır.

Örnek 4.7 S = (P,L) , s ≥ 3 ve t = 1 parametrel൴ b൴r gr൴d olsun. 1 ≤ i, j ≤ s + 1 olmak

üzere pij noktaları, her b൴r i ൴ç൴n {pij|1 ≤ j ≤ s+ 1} ve her b൴r j ൴ç൴n {pij|1 ≤ i ≤ s+ 1}
b൴r doğru olacak şek൴lde tanımlansın.(Şek൴l 4.18)

Şek൴l 4.18 (s+1)(s+1) noktalı gr൴d
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f kol൴nasyonu;

1 ≤ j ≤ s+ 1 ൴ç൴n f(p1j) = p1j , f(p2j) = p2j ve f(p(s+1)j) = p3j ,

3 ≤ i ≤ s , 1 ≤ j ≤ s+ 1 ൴ç൴n f(pij) = p(i+1)j olarak tanımlansın.

{pij|1 ≤ j ≤ s+ 1} doğruları i = 1 ve i = 2 ൴ç൴n her b൴r noktasıyla beraber sab൴t

kalmıştır. Şekle göre yatay konumda olan d൴ğer doğrular ൴se yer değ൴şt൴rm൴şlerd൴r. Şekle göre

d൴key konumda olan doğrular ൴se sab൴t kalmışlardır fakat doğruların ൴k൴ noktaları har൴ç d൴ğer

noktaları yer değ൴şt൴rm൴şt൴r. Böylece Sf kısıtlaması, ൴lk ൴k൴ yatay doğru ൴le ver൴len 2 x (s+1)

gr൴dd൴r. (Şek൴l 4.19)

Şek൴l 4.19 2(s+1) noktalı gr൴d

Teorem 4.6 f , S = (P,L) genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen৻n৻n b৻r kol৻nasyonu olsun. Sf , S n৻n f

kol৻nasyonunun sab৻t noktalarına kısıtlaması olsun. Bu durumda aşağıdak৻lerden b৻r৻

sağlanır;

(৻) Sf b৻r genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgend৻r.

(৻৻) Sf herhang৻ ৻k৻s৻ doğrudaş olmayan noktaların b৻r kümes৻d৻r.

(৻৻৻) Sf herhang৻ ৻k৻s৻ kes৻şmeyen doğruların b৻r kümes৻d৻r.

(৻v) Sf ortak b৻r noktada kes৻şen doğruların b৻r kümes৻d৻r.

İspat lf , l doğrusunun f ye kısıtlaması olsun. Sf n৻n b৻r doğrusu lf ve lf doğrusu üzer৻nde

olmayan b৻r noktası p olsun. p noktası lf doğrusu üzer৻nde olmadığından l doğrusu üzer৻nde

de değ৻ld৻r. (GD-1) gereğ৻ S uzayında p den geçen ve l y৻ b৻r q ∈ l noktasında kesen b৻r

doğru vardır. Eğer f(q) 6= q ৻se, f(q) ∈ l ve f(p) = p olduğundan p noktasından geçen ve l

y৻ kesen ৻k৻nc৻ b৻r doğru vardır k৻ bu b৻r çel৻şk৻d৻r. (Şek৻l 4.20)
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Şek൴l 4.20 Teorem 4.6 açıklaması

Yan৻ f(q) = q olmalıdır. Dolayısıyla q ∈ lf d৻r ve bundan dolayı (pq)f noktalarının

kümes৻, Sf de b৻r doğru bel৻rt৻r. Yan৻ Sf , (GD-1) şartını sağlar.
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5. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölüme kadar sırasıyla, çalışmada kullanılan ve b৻l৻nmes৻ gerekl৻ olan bazı temel

kavramlar ve bunların tanımları ver৻lm৻şt৻r. Sonrasında, daha önce yapılan çalışmalarda

ortaya konan ve aks৻yomat৻k yapılardan b৻r৻ olan yaklaşık l৻neer uzayların tanımlaması

ver৻lm৻ş, bu uzaylar ৻le aralarında sıkı ৻l৻şk৻ler bulunan dual uzay, alt uzay, bağlantı sayısı

ve l৻neer fonks৻yonlar g৻b৻ bazı tanımlamalara yer ver৻lm৻şt৻r. Yaklaşık l৻neer uzayların bu

kavramlar ৻le ৻l৻şk৻ler৻n৻ açıklamaya yönel৻k ver৻lm৻ş olan örnekler detaylandırılmıştır.

Temel kavramlar başlığı altında, yaklaşık l৻neer uzay ve özell৻kler৻nden

bahsed৻ld৻kten sonra, yaklaşık l৻neer uzayların üzer৻ne kurulan genelleşt৻r৻lm৻ş

dörtgenler৻n tanımlaması ver৻lm৻şt৻r. J.J. Sylvester tarafından ortaya konan “Duad-S৻ntem

geometr৻s৻” ৻le Payne tarafından “Do৻ly” olarak adlandırılan model৻n, b৻rb৻rler৻ne

৻zomorf৻zm farkıyla eş৻t oldukları göster৻lm৻şt৻r. S = (P,L) genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen৻n৻n

komb৻natöryel özell৻kler৻, S uzayının b৻r gr৻d, dual gr৻d ve s, t parametrel৻ b৻r

genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgen olması durumları ৻ç৻n ayrı ayrı detaylı b৻r şek৻lde ৻ncelenm৻şt৻r.

Son olarak genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgenler৻n alt dörtgenler৻ ৻le genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgenler৻n

kol৻nasyonları konuları ele alınmıştır.

3 ya da daha yüksek boyutlu sonlu geometr৻ler üzer৻nde genelleşt৻r৻lm৻ş

dörtgenler৻n nasıl tanımlanab৻leceğ৻ ve ne g৻b৻ özell৻klere sah৻p oldukları, ৻ncelenmes৻

gereken öneml৻ b৻r konudur. Ayrıca graflar ৻le genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgenler kullanılarak

genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgensel graflar ৻nceleneb৻l৻r.
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Sonuç olarak bu tez çalışmasında, yaklaşık l৻neer uzayın üzer৻ne kurulan

genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgenler, aks৻yomat৻k s৻stemde bel৻rt৻len şartlar ৻le ৻rdelenm৻şt৻r. Bazı

sonlu geometr৻k yapılardan bahsed৻lerek, bu yapılardan b৻r৻ olan genelleşt৻r৻lm৻ş

dörtgenler৻n nasıl ortaya çıktıklarına, d৻ğer yapılar ৻le aralarındak৻ ৻l৻şk৻lere ve ne g৻b৻

komb৻natöryel özell৻klere sah৻p olduklarına da৻r b৻lg৻lere yer ver৻lm৻şt৻r. Genelleşt৻r৻lm৻ş

dörtgenler৻n alt dörtgenler৻ ve kol৻nasyonları üzer৻ne bazı öneml৻ sonuçlar ver৻lm৻şt৻r.

Genelleşt৻r৻lm৻ş dörtgenler ৻le graf teor৻s৻ arasındak৻ ৻l৻şk৻ler, detaylı b৻r şek৻lde

৻ncelenmes৻ ve gel৻şt৻r৻lmes৻ gereken b৻r alandır. Bu konuda çalışmalarımız devam

etmekted৻r.
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