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OZET

Bu tez caligmasi, kaynakcada belirtilen eserlerin incelenmesi ve Lynn Margaret
Batten’in (1986) “Combinatorics of Finite Geometries” adli kaynaginin esas alinmasyla
hazirlanmistir. Aksiyomlar sistemi yardimiyla olusturulan bazi sonlu geometrik yapilar
verilmistir. Bu geometrik yapilarin aralarindaki iliskiler ve kombinatoryel ozellikleri
incelenmistir. Kaynakta verilen bazi 6érnekler detaylandirilmis ve ispatlar1 verilmeyen bazi

teoremlerin ispatlar1 yapilmistir.
Ikinci béliimde, genellestirilmis dértgenlerin kisa bir tarihgesi verilmistir.

Ucgiincii boliimde, aksiyom, uzay, yaklasik lineer uzay, kisitlama, dual uzay, alt uzay,
baglanti sayis1 ve lineer fonksiyon kavramlari agiklanmis, bazi yaklasik lineer uzay 6rnekleri

ve bu uzaylara dair 6zellikler temel kavramlar ad1 altinda incelenmistir.

Dordiincii boliimde ise tezin ana konusu olan genellestirilmis dortgenler, yaklasik
lineer uzaylarin lizerine insa edilmis, genellestirilmis dortgenlerin baz1 6zellikler verilmis
ve bu ozelliklerin bir kism1 hem dogru hem de noktalar vasitasiyla ispat edilmistir. Elde
edilen sonuglar yardimiyla genellestirilmis dortgenlere ait kombinatoryel ozellikler

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Aksiyom sistemi, Yaklasik lineer uzay, Dual uzay, Baglanti

sayis1, Genellestirilmis dortgenler.
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SUMMARY

This thesis has been prepared based on Lynn Margaret Batten’s (1986) source,
“Combinatorics of Finite Geometries”, and examining the works mentioned in the
references. Some finite geometric structures built with the aid of axioms system are given.
The relation between these geometric structures and their combinatorial features are
examined. Some examples given in the source are elaborated and proofs of some theorems

with no proof are given.
In the second chapter, a brief history of generalized quadrangles is given.

In the third chapter, the concepts of axiom, space, near-linear space, restriction, dual
space, subspsace, connection number and linear function are explained, some near linear

space examples and features of these spaces are studied under the name of basic concepts.

In the fourth chapter, generalized quadrangles which is the main topic of this thesis,
are built on the near linear spaces, some features of generalized quadrangles are given and
a part of these features are proved by way of points and lines. Combinatorial features of

generalized quadrangles are investigated with the help of obtained results.

Keywords: Axiomatic system, Near lineer space, Dual space, Connection number,

Generalized quadrangles.
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1. GIRIS VE AMAC

Bu tez ¢alismasinda, Lynn Margaret Batten’in “Combinatorics of Finite Geometries”
(1986) adl1 kitab1 ve kaynakcada belirtilen diger ¢alismalarin gz oniine alinmasiyla, sonlu
yaklasik lineer uzay ornekleri ile genellestirilmis dortgenlerin bazi kombinatoryel 6zellikleri

incelenmistir.

Sonlu geometrik yapilarin belirli kosullar altinda ne gibi 6zelliklere sahip olduklari
arastirilmistir. Onceki yillarda yapilmis olan ¢alismalarda, genellestirilmis dortgenlerin grid,
dual grid ve s, t parametreli olmak {izere 3 ana yapiya ayrilabilecegi goriilmiistiir. Bu yapilarin
her birinin ne gibi kombinatoryal 6zelliklere sahip olduklarinin detayli sekilde incelenmesi
amaclanmistir. Ayrica genellestirilmis dortgenlerin alt dortgenleri ve kolinasyonlar1 hakkinda

bazi 6nemli sonuclar verilmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Genellestirilmis dortgenler iki ayr1 alanda ve iki farkli teorinin 6zel durumlari olarak
ortaya ¢cikmistir. Genellestirilmis dortgenler ilk olarak “genellestirilmis n-genler” olarak
adlandirilan yapilarin 6zel bir durumu olarak Tits(1959) tarafindan ortaya konmustur.
Genellestirilmis n-genlerin tanimi, grup teorisindeki bazi problemler ile baglantili olarak
ortaya ¢cikmustir. (Tits (1959), Dembowski (1968))

Genellestirilmis dortgenler Bose(1963) tarafindan yapilan ¢alismalar neticesinde
tekrar ortaya cikmistir. Bose, kismi geometriler adini verdigi sistemler ile ilgili ¢aligmalar
yapmistir. Cok genel olarak bahsedilecek olursa, bu teorinin ortaya ¢ikmasina neden olan

ana sebep, istatistiksel problemlerden ortaya ¢ikan sorunlardir.

Bu yapilar tizerindeki ana calismalar 1970’lerden itibaren yerini almistir ve bu

caligmalarin biiytlik bir kismina Thas, Payne ve Tallini dnciiliik etmistir.

Ahrens ve Szekeres (1969), dortgenlerin k bir asal kuvvet olmak tizere, £ — 1, k +
1 parametreli yeni bir sinifin1 kesfetmislerdir. M.Hall (1971) bunu k sayisinin ¢ift olmasi
durumu i¢in bagimsiz olarak vermistir. Payne (1972,1974) bunu genellestirerek daha fazla
ornekler iiretmistir. Orneklerin en yeni siniflart Kantor’a (1980) aittir. Bu ise 1979 yilinda

kesfedilmistir ve & = 2 (mod3) olmak iizere parametreleri k2, k dur.

Ana problemlerden biri genellestirilmis dortgenlerin  bir smiflandirilmasini
vermektir. Klasik orneklerin bilinen siniflandirmalarinin ¢ogu Thas’a (1975, 1977, 1978)
aittir. Genellestirilmis dortgenlerin kolinasyon gruplarinin siniflandirilmalarini1 bulma ve bu
siniflandirmalarin iizerinde calismalar yapan arastirmaci Payne’dir. Ayrica Tits(1974),
Thas(1979) ve M.Walker(1977) tarafindan bir ¢ok ¢alisma da yapilmaistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1 Aksiyom Sistemleri ve Uzay

Bu kisimda, tezin ana konusu olan genellestirilmis dortgenlerin ingsasinda kullanilan,
geometrinin en temel kavramlar1 arasinda yer alan aksiyom ve aksiyomlar yardimiyla
olusturulacak olan wuzay kavramlar iizerinde durulacak, bu kavramlara dair bilgiler

verilecek ve ornekler iizerinden aciklamalar yapilacaktir.

Matematikte, dogru ya da yanlis olmasi 6nemli olmaksizin kesin bir hiikiim bildiren
ifadelere onerme denir. Onermeler ise aksiyomlar ve teoremler olarak iki temel gruba
ayrilabilir. Dogrulugu kanitlanamayan veya kanitlanmasina gerek duyulmayan fakat dogru
oldugu kabul edilen 6nermelere aksiyom denir. Dogrulugu ispatlanabilen onermelere ise
teorem adi verilir. Agikca belirtilmis aksiyomlari bir kiimesinden olusan ve bu aksiyomlar
yardimiyla teoremlerin tiiretilebilecegi bir yapiya ise aksiyomatik sistem denir. (Weisstein,
2018) P noktalar kiimesi ve L dogrular kiimesi olmak {iizere belirli aksiyomlar1 saglayan

S = (P, L) sistemine uzay (nokta-dogru geometrisi) denir.

Bu calismada, (Batten, 1986) kaynagindaki gosterimlere sadik kalinarak uzayin
noktalari tanimlamak igin 1, 2, 3,... gibi sayilar ile p, ¢, r,... gibi harfler, uzayin dogrularinm
tanimlamak i¢in ise [, m ve h harfleri kullanilacaktir. Eger incelenen aksiyom sistemi ¢ok
sayida nokta ve dogru ihtiva ediyorsa bu nokta ve dogrularin gosteriminde indislemeden

faydalanilacaktir. (p1, po, 11, o, ... gibi)

Bir aksiyom sisteminde yer alan aksiyomlarn tamamini saglayan bir S = (P, L)
uzayr bulunabiliyorsa (yani bu aksiyomlart saglayan bir geometrik model
olusturulabiliyorsa) bu aksiyom sistemine tutarlidir ya da wuyumludur denir. Aksi halde
tutarsizdir ya da uyumsuzdur denir. Ele alinacak bir aksiyom sistemindeki aksiyomlar
incelenirken dikkat edilmesi gereken bir husus vardir. Bu husus kabaca bir Ornekle
aciklanacak olursa, aksiyom sisteminde bulunan bir aksiyomda 6rnegin: “ii¢ nokta vardir”
deniliyorsa ilicten daha ¢ok noktali bir kiimenin noktalarindan herhangi iigliniin varlig
kastedilmez. Bu ciimleden anlasilmasi gereken sey, bu uzayda tam olarak {i¢ tane noktanin
varligidir. Aksi durumlarda aksiyomlar belirlenirken ciimle igerisinde “en az”, “en fazla”
veya “dortten az” gibi ifadelere yer verilmelidir. Aksiyomatik sistem taniminda da
belirtildigi lizere aksiyomlarda ne denmek istendigi agikca belirtilmelidir. Hem bu hususu

hem de verilen bir sistemin tutarlilifini incelemek adina asagidaki 6rnek uygun olacaktir.



Ornek 3.1 Verilen bir aksiyom sistemi;

(a) Alt1 tane nokta vardir.
(b) Ug tane 3 noktali dogru vardur.
(c) En az ii¢ tane 2 noktali1 dogru vardir.

olsun. Aksiyom sisteminin tutarli oldugunu gdstermek icin aksiyomlarin hepsini saglayan
bir S = (P, L) uzay1 bulmak gereklidir. (a) aksiyomunda alt1 tane noktanin var oldugu
belirtildiginden olusturulacak olan S uzaymm noktalarinin kiimesi olan P,
P = {1,2,3,4,5,6} olarak segcilebilir. (b) ve (c) aksiyomlarindan dolay1 uzayin
dogrularinin  kiimesi olan L en az 6 elemanhidir,. O halde L kiimesi
L ={l1 ={1,2,3},ls = {1,4,5},13 = {3,5,6},14 = {2,4},15 = {2,6},ls = {4,6}}
olarak belirlenir ise verilen aksiyom sisteminin tutarli oldugu goriiliir. (Sekil

3 6 D

Sekil 3.1 Ug tane 3 noktaly, ii¢ tane 2 noktali dogru ve alt1 tane nokta iceren uzay

Bir aksiyom sistemindeki aksiyomlardan bazilari, sistemin icerisinde yer alan diger
aksiyomlardan elde edilebiliyorsa bu aksiyom sistemine bagim/lidir denir. Aksi halde
bagimsizdir denir. Herhangi bir aksiyom sisteminin bagimsiz olup olmadigini incelemenin
bir yolu aksiyomlardan her birinin digerlerinden bagimsiz oldugunu gdstermektir. Bu ise su
sekilde yapilabilir. Verilmis olan aksiyomlarin her biri i¢in, aksiyomlarin kendileri
haricindeki diger tiim aksiyomlar1 saglayan fakat kendisini saglamayan bir uzay bulmaya
caligmaktir. Her bir aksiyom i¢in bu sekilde uzaylar bulunabiliyorsa sistemin bagimsiz
oldugu gosterilmis olur. Herhangi biri i¢in dahi bu sekilde bir uzay bulunamiyorsa verilen

sistem bagimlidir.



Yukarida Ornek 3.1° de verilen aksiyom sisteminin bagimsiz olup olmadig

incelenecek olursa;
1-) “(a) ve (b) aksiyomlarini saglayan fakat (c) yi saglamayan bir uzay ”

Bulunmaya ¢alisilacak olan uzay, (a) aksiyomundan dolay: alt1 tane nokta ve (b)
aksiyomundan dolay1 ii¢ tane 3 noktali dogru ihtiva etmelidir. Bu iki sart1 saglayan uzaylar
arasindan (c) yi saglamayan yani 2 noktali en az ii¢ tane dogru icermeyen bir uzay

bulunmaya ¢alisilmalidir.

3

Sekil 3.2 Ug tane 3 noktali dogru ve alt1 tane nokta iceren uzay

Sekil [3.2] de goriilecegi tizere, (c) aksiyomu diger aksiyomlardan bagimsizdur.
2-) “(a) ve (c) aksiyomlarini saglayan fakat (b) yi saglamayan bir uzay ”

Bulunmaya ¢alisilacak olan uzay, (a) aksiyomundan dolay1 alti1 tane nokta ve (c)
aksiyomundan dolay1 en az {i¢ tane 2 noktali dogru ihtiva etmelidir. Bu iki sart1 saglayan
uzaylar arasindan (b) yi saglamayan yani 3 noktali ii¢ tane dogru igermeyen bir uzay

bulunmaya c¢aligilmalidir.



Sekil 3.3 Bes tane 2 noktali dogru ve alt1 nokta i¢eren uzay

Sekil 3.3]de goriilecegi tizere, alti tane nokta ve en az ii¢ tane (bulunan uzayda bes
tane 2 noktal1 var) 2 noktali dogru bulunduran fakat ii¢ tane 3 noktal1 dogru bulundurmayan

bir uzay bulunabildiginden (b) aksiyomu digerlerinden bagimsizdir.
3-) “(b) ve (c) aksiyomlarini saglayan fakat (a) y1 saglamayan bir uzay ”

Bulunmaya ¢alisilacak olan uzay, (b) aksiyomundan dolayi ii¢ tane 3 noktali dogru
ve (¢) aksiyomundan dolay1 en az ii¢ tane 2 noktali dogru ihtiva etmelidir. Bu iki sart1
saglayan uzaylar arasindan (a) y1 saglamayan yani tam olarak alt1 tane nokta icermeyen bir

uzay bulunmaya calisilmalidir.

1 2 3
»
§] D 4
* °
T = 9

Sekil 3.4 Ug tane 3 noktal1 dogru, ii¢ tane 2 noktali dogru ve dokuz nokta iceren uzay



Sekil 3.4 de goriilecegi tizere bulunan uzayda {i¢ tane 3 noktali dogru, ii¢ tane 2
noktali dogru ve dokuz tane nokta bulunmaktadir. (b) ve (c) aksiyomlar1 saglandig1 halde

(a) aksiyomu saglanmamustir. Yani (a) aksiyomu digerlerinden bagimsizdir.

(a), (b) ve (c) akiyomlarinin ayr1 ayri1 birbirlerinden bagimsiz oldugu ispatlandigindan,

Ornek 3.1°de verilen aksiyom sistemi bagimsizdur.

Bir aksiyom sistemindeki herhangi bir aksiyomun bagimli oldugunu gdstermenin bir
yolu, o aksiyomun disinda kalan aksiyomlar:1 saglayan tiim 6rnek uzaylari bulup, bulunan
uzaylarin hepsinin hari¢ tutulan aksiyomu sagladigini gostermektir. Fakat bagimliligin
incelenmesinde kullanilan bu yontem bazi aksiyom sistemlerinde, drnegin sonsuz dogru
veya nokta ihtiva eden sistemlerde, kullanilabilir degildir. Bagimlilig1 géstermenin bir diger
yolu, herhangi bir aksiyomun diger aksiyomlar kullanilarak saglandiginin gdsterilmesidir.
Bu durumda o aksiyomun bagimli oldugu, dolayisiyla aksiyom sisteminin bagimli oldugu

gosterilmis olur.
Ornek 3.2 Verilen bir aksiyom sistemi;

(a) Alt1 nokta ve dort dogru vardir.
(b) Her dogru 2 noktalidir.

(c) Her bir noktadan en fazla dort dogru geger.

olsun. (a) aksiyomundan anlasilacagi lizere uzayda dort tane dogru bulundugundan, uzayin
herhangi bir noktasinin en fazla dort dogru iizerinde olabilecegi asikardir. Dolayisiyla (c)
aksiyomu (a) aksiyomundan elde edilebildiginden verilen aksiyom sisteminin bagimli

oldugu goriiliir.

Bu tezin ana konusu olan genellestirilmis dortgenler’in, lizerine insa edilecegi ve bir
sonraki boliimde incelecenek olan yaklasik lineer uzaylar bolimiine ge¢gmeden evvel,
aciklamalarda uzun climlelerin kisaltilmasi ve gosterimin kolaylastirilmasi adina (Batten,

1986) kaynagindaki gdsterimlere sadik kalinarak asagida bazi notasyonlar verilecektir.

P noktalarin kiimesi ve L dogrularin kiimesi olmak tizere, P ve L kiimeleri sonlu ise,

S = (P, L) uzayma sonlu uzay denilir. S = (P, L) uzay1 sonlu ise:
o Bir S = (P, L) uzaymin noktalarinin sayisi1 | P| = v ile gosterilir.

o Bir S = (P, L) uzayinin dogrularmin sayist | L| = b ile gosterilir.



o Herhangi bir / dogrusu iizerinde bulunan noktalarmn sayist v(l) ile gosterilir. v(l)

degerine [ dogrusunun derecesi denir.

o Herhangi bir p noktasindan gegen dogrularin sayisi ise b(p) ile gosterilir. b(p)

degerine p noktasinin derecesi denir.

o p noktas1 [ dogrusunun {lizerinde ise ya da baska bir deyisle [ dogrusu p noktasindan

geciyorsa p € [, aksi halde p ¢ [ seklinde gosterilir.
o Bir p noktasindan gecen dogrulara noktadas ya da kesisen dogrular denir.

o Ayni1 dogru ilizerinde bulunan noktalara dogrudas veya komsu(bitisik) noktalar denir.

3.2 Yaklasik Lineer Uzay

Tanim 3.1 P noktalarin kiimesi ve L dogrularin kiimesi olacak sekilde tanimlanan

herhangi bir S = (P, L) uzay1 igin,

(YLU-1) Her dogru iizerinde en az iki tane nokta vardur.
(YLU-2) Herhangi farkli iki noktadan en fazla bir dogru geger.

aksiyomlart saglaniyorsa, S = (P, L) uzayina bir yaklasik lineer uzay denir.

Bir yaklasik lineer uzaya ayrica kismi diizlem de denir. Kismi Diizlem kavramu ilk
olarak Hall, M. (1943) tarafindan tanimlanmustur.

Bir S = (P, L) uzaymda r ve s gibi iki farkli noktay1 birlestiren bir dogru, tizerinde
bulunan noktalarin gosterimleri vasitasiyla rs dogrusu adini alir. Bu dogruya [ denir ise
[ = rs olarak gosterilir. (YLU-1) aksiyomunda “her dogru {izerinde en az iki nokta vardir”
denildiginden, herhangi bir dogru ikiden daha fazla sayida nokta ihtiva edebilir. [
dogrusunun lizerinde r ve s noktalar1 haricinde p ve ¢ gibi iki farkli noktanin var oldugu
kabul edilsin (Sekil [3.5)).
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Sekil 3.5 Yaklasik lineer uzayimn herhangi bir dogrusu

(YLU-2) aksiyomu geregi farkl: iki noktadan en fazla bir dogru gegeceginden, r , s,
p ve ¢ noktalarindan gecen dogru rs = pg = [ olur.

Bilindik uzay &rneklerinden biri olan Oklid Uzayi’nin yaklasik lineer uzay olup
olmadig1 sorusu akla gelebilir. Asagidaki rnekte Oklid Uzayr’nin yaklasik lineer uzay olup

olmadig1 incelenecektir.

Ornek 33 S = (P, L) uzaymin noktalarinin kiimesi olan P, R?® {in noktalar1 ve
dogrularinin kiimesi olan L ise R? {in dogrular1 olarak tanimlansin. Bu takdirde R? {in
dogrular1 tizerinde sonsuz sayida nokta bulundugundan (YLU-1) aksiyomunun saglandigi
asikardir. Ayrica Oklid uzayinda farkli iki noktadan bir tek dogru gectiginden (YLU-2)
aksiyomunu da saglanir. Hem (YLU-1) hem de (YLU-2) saglandigindan, tanimlanan
S = (P, L) uzay bir yaklasik lineer uzaydir.

Ornek 3.4 P noktalar kiimesi az 6nce tanimlandig1 gibi R? iin noktalar1, L dogrular kiimesi
ise R? iin diizlemlerinin bir kiimesi olacak sekilde ele alinsin. Bu durumda olusturulan
S = (P, L) uzay1 i¢in (YLU-1) aksiyomu saglanir. Ciinkii L kiimesinin her dogrusu (ki bu
dogrular aslinda birer diizlemdir) sonsuz sayida nokta bulundurur. Fakat seg¢ilen herhangi
farkl iki noktadan sonsuz sayida dogru(diizlem) gegeceginden (Sekil 3.6), (YLU-2) sart1
saglanmaz. O halde S = (P, L) , bir yaklasik lineer uzay degildir.
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Sekil 3.6 Farkli iki noktadan gecen diizlemler

Simdi incelenecek 6rnek uzay, aksiyomatik geometrinin bir konusu olan projektif

geometrinin de en temel 6rneklerinden “Fano diizlemi”dir.
Ornek 3.5 (Fano Diizlemi) Verilen bir aksiyom sistemi;

(a) Yedi tane dogru ve yedi tane nokta vardir.
(b) Her bir dogru 3 noktalidir.

(c) Her noktadan ti¢ tane dogru geger.

olsun. Yukarida aksiyomlar1 tanimlanan S = (P, L) uzayinin hem tutarliligs hem de bir

yaklasik lineer uzay olup olmadigi incelenirse:

Oncelikle uzay1 olusturmak igin noktalara ve dogrulara ihtiyag duyuldugundan P ve L
kiimeleri olusturulsun. P ve L kiimelerinin eleman sayilar1 (a) aksiyomunda belirtildigi izere
sirastyla |[P| = v = 7 ve |L| = b = 7 dir. Yedi tane nokta ve dogru P = {1,2,3,4,5,6,7}

ve L = {l,1s,13,14,15, s, l7} seklinde adlandirilsin. Ayrica L kiimesinin elemanlari,

ll - {1,2,3},[2 - {1,6,5},l3 - {1, 7, 4},[4 - {3, 7,6},
Is = {3,4,5},1s = {5,7,2},1; = {2,4,6}

olacak sekilde tanimlanirsa bu tanimlamalara gore;
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v(ly) = v(ly) = v(l3) = v(ly) = v(l5) = v(lg) = v(l;) = 3 olur ki bu, her dogrunun

iizerinde ii¢ nokta vardir demektir. Dolayisiyla (b) aksiyomu saglanir. Ugiincii ve son olarak;

1 noktasindan gecen dogrular: [4, [5, I3
2 noktasindan gegen dogrular: [y, lg, I7
3 noktasindan gecen dogrular: Iy, [y, l5
4 noktasindan gecen dogrular: I3, [5, [7
5 noktasindan gegen dogrular: [y, 5, lg
6 noktasindan gecen dogrular: l5, l4, [;

7 noktasindan gegen dogrular: 3, 4, lg

olur. Bu durumda b(1) = b(2) = b(3) = b(4) = b(5) = b(6) = b(7) = 3 olur ki bu,
uzayin noktalari olan 1, 2,3, 4, 5, 6 ve 7 noktalarinin her birinden 3 dogru geciyor demektir.
Dolayistyla (c) aksiyomu da saglanir. Boylece uzayin tutarliligi gosterilmis olur (Sekil [3.7)).

veva

ek |

:
) 4 D I 6

Sekil 3.7 Fano diizlemi

Burada Sekil 3.7/ de goriilecegi tizere drnek uzaylar kagida aktarilmak istendiginde
cizim tek tiirlii olmak zorunda degildir. Uzayin dogrular1 diizleme aktarilirken bilinen
anlamdaki dogrular gibi diiz ¢izilmek zorunda degildir. Ayrica uzaylar kagida aktarildiktan
sonra dogrular kesisiyor gibi goziikse dahi kesisen yerlerde noktalarin varligi belirtilmedigi
siirece herhangi bir sey ifade etmez. Onemli olan, noktalarin belirtilen yerleri ve teoride
ifade edilenlerdir. Fano diizleminin yaklasik lineer uzay olup olmadigi merak edilebilir.
Bunu incelemek i¢in (YLU-1) ve (YLU-2) aksiyomlarinin saglanip saglanmadigi kontrol
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edilmelidir. Bu uzayin her dogrusu 3 noktali oldugundan (YLU-1) aksiyomunun saglandigi

asikardir. (YLU-2) i¢in uzayn tiim farkli nokta ikilileri incelenecek olursa;

1 ve 2 noktalarindan gecen dogru [y,
1 ve 3 noktalarindan gegen dogru [y,
1 ve 4 noktalarindan gecen dogru /3,
1 ve 5 noktalarindan gecen dogru lo,
1 ve 6 noktalarindan gecen dogru lo,
1 ve 7 noktalarindan gecen dogru I3,
2 ve 3 noktalarindan gegen dogru [y,
2 ve 4 noktalarindan gecen dogru [7,
2 ve 5 noktalarindan gegen dogru [g,
2 ve 6 noktalarindan gegen dogru [z,
2 ve 7 noktalarindan gecen dogru [g,
3 ve 4 noktalarindan gecen dogru [,
3 ve 5 noktalarindan gecen dogru I,
3 ve 6 noktalarindan gegen dogru /4,
3 ve 7 noktalarindan gecen dogru y,
4 ve 5 noktalarindan gecen dogru [5,
4 ve 6 noktalarindan gegen dogru I7,
4 ve 7 noktalarindan gegen dogru I3,
5 ve 6 noktalarindan gecen dogru [o,
5 ve 7 noktalarindan gecen dogru /g,

6 ve 7 noktalarindan gecen dogru I

elde edilir. Yani herhangi farkl: iki noktadan yalnizca bir dogru geger. Dolayisiyla (YLU-2)

aksiyomu da saglanir. Dolayisiyla “fano diizlemi” bir yaklagik lineer uzaydir.

Yardimci Teorem 3.1 Bir S=(P.L) yaklasik lineer uzayindaki herhangi iki dogru en fazla bir

noktada kesisir.

Ispat S = (P, L) uzaymmn herhangi iki dogrusu 1, ve ly olsun. Yardimc: teoremde ifade
edilenin aksine bu dogrularin birden fazla noktada kesistikleri farzedilsin yani |l; N 15| > 2
olsun. Bu ise (YLU-2) aksiyomu ile ¢elisir. Dolayisiyla bir yaklasik lineer uzaydaki herhangi

iki dogru en fazla bir noktada kesisir.
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3.3 Kisitlama

Tanim 3.2 S = (P, L) bir yaklasik lineer uzay olsun. P', P nin keyfi bir alt kiimesi ve P’
kiimesinde en az iki nokta bulunduran herhangi bir | € L dogrusu igin | N P’ kesigimlerinin
kiimesi de L' kiimesi olsun. Olusturulan bu R = (P’ L') kiimesine S nin bir kisitlamas: denir.

R ye S nin P’ ne kisitlamasi da denilir.

3.4 Dual Uzay

Tamm 3.3 S = (P, L) bir yaklasik lineer uzay olmak iizere;
P =0

ve
L'={{ly,ls,....1,}|l; € L= P n>2ve{lyls,..,1,} noktadas}

olacak sekilde P’ ve L' kiimeleri tanimlansin. Bu takdirde S' = (P', L") uzayina S = (P, L)

uzaymin duali(dual uzayt) denir.

Yardimci Teorem 3.2 Herhangi bir S=(P.L) yaklasik lineer uzayinin duali yine bir yaklasik

lineer uzaydr.

Ispat Dual uzayin tammi geregi, dual uzayda herhangi bir dogru en az iki noktalidir yani
(YLU-1) sartimin saglandigi asikardir. (YLU-2) nin saglanip saglanmadigini kontrol etmek
icin dual uzayda herhangi iki noktadan kag¢ dogru gectiginin bulunmasi: gerekmektedir.
Dual uzayin herhangi iki noktasi, S=(PL) uzayinin dogrularindan herhangi ikisine karsilik
gelen ly ve ly olsun. Dual uzayda bu l; ve ly noktalarin bilestiren her bir dogru, S uzaymnda
ly ve ly dogrularimin kesistikleri noktalara karsilik gelir. Yardimci teorem 3.1 geregi bu
dogrular en fazla bir noktada kesisir. Dolayisiyla uzayin (varsa) bu noktast dual uzayda [,
ve ly noktalarindan gegen dogruya karsilik gelir ki bu, 1, ve ly noktalarindan en fazla bir

dogrunun gegebilecegini gosterir. Dolayisiyla (YLU-2) saglanir.

Herhangi bir S = (P, L) yaklagik lineer uzay1 ile bu uzayin duali olan S’ = (P’, L)
yaklagik lineer uzayinin birbirlerine esit olabilmesi i¢in, dncelikle uzayin noktalarinin ve
dogrularinin sayilar1 sirastyla dual uzaym noktalarinin ve dogrularinin sayilar ile esit

olmasi gerektigi asikardir. Dolayisiyla dual uzay tanimi geregi S nin dogrulari S’ niin
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noktalar1 oldugundan |L| = |P’| dir. Ifade edilen ilk ciimle tekrar ele alinirsa
|L| = |P'| = |P| = |L'| olmalidir. Dahas1 uzaylarda hem {iizerlerinden belli sayida dogru
gecen noktalarin sayilart hem de iizerlerinde belli sayida nokta bulunduran dogrularin
sayilarinin da esit olmasi gerekmektedir. Ayrica dual uzayin dogrular1 en az iki noktali
olmak zorunda oldugundan, uzaydaki her bir noktanin lizerinden en az iki dogru ge¢cmelidir.
Yani asil uzayda, iizerinden dogru ge¢meyen ve yalmizca bir dogru gecen noktalar
bulunmamalidir. Ancak bu sartlar altinda bir S = (P, L) yaklasik lineer uzaymnmn duali
kendisine esit olabilir. Duali kendisine esit olan bir yaklasik lineer uzay drnegi, Ornek 3.5te

verilen Fano diizlemidir.
Ornek 3.6 (Fano diizleminin duali) Verilen bir aksiyom sistemi;

(a) Yedi tane dogru ve yedi tane nokta vardir.
(b) Her bir dogru 3 noktahdir.

(c) Her noktadan ii¢ tane dogru geger.

olsun. Yukarida aksiyomlari tanimlanan S = (P, L) uzaymm hem tutarli hem de bir
yaklasik lineer uzay oldugu Ornek 3.5’te gosterilmisti. Bu uzayin noktalarmin ve
dogrularinin kiimesi kolaylik adina yine Ornek 3.5’te belirtilen sekilde tanimlansin.
S = (P, L) uzaymm duali S’ = (P’, L') olmak tizere, dual uzay tanimi geregi dual uzayin

noktalarinin kiimesi P’ = L = {ly,ls, 13, 14,15, s, l7} olur. L’ kiimesi ise S uzayinda;

1 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {ly, l5, [3} dogrusu,
2 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {ly, ls, [7} dogrusu,
3 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {/1, l4, [5} dogrusu,
4 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {l3, l5, [;} dogrusu,
5 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {ls, I5, [¢} dogrusu,
6 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {ls, l4, [7} dogrusu,

7 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {l3, 14, [¢} dogrusu

olmak tizere yedi tane dogrudan olusur. (Sekil
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Iy I l7

Sekil 3.8 Fano diizleminin dual uzay1

Sekil[3.8 den anlasilacag iizere Fano diizleminin duali, kendisine esittir. Bu durumda
iki uzay birbirine izomorfizm farkiyla esittir denilir. Duali kendisine esit olan uzaylara dair

baska ornekler, ileride izomorfizm konusuna yer verilikten sonra ele alinacaktir.

3.5 Alt Uzay

Tanim 3.4 S = (P, L) herhangi bir yaklasik lineer uzay olmak tizere X C P olsun. X
kiimesinde se¢ilen herhangi farkl iki nokta p ve q olsun. Eger p ile q noktalarint birlestiren
bir pq = [ dogrusu varsa ve | dogrusu tizerindeki tiim noktalar, yine X C P kiimesinin bir

elemani oluyorsa, X alt kiimesine S = (P, L) yaklasik lineer uzayinin bir alt uzay: denir.

Eger se¢ilen bu X C P kiimesi,

o Bos kiime

o Bir nokta

o Herhangi ikisi dogrudas olmayan noktalar kiimesi

o Bir dogru
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o P noktalar kiimesinin kendisi

ise X kiimesinin S = (P, L) uzayinin daima bir alt uzay1 oldugu asikardir.

3.6 Baglanti1 Sayisi

Tamm 3.5 S = (P, L) herhangi bir yaklasik lineer uzay ve P noktalar kiimesi sonlu bir
kiime olsun. Herhangi bir p; € P noktasi ve l; € L dogrusu i¢in, p; noktasindan gecip 1;
dogrusunu kesen dogrularin sayisina, p; noktasinmin l; dogrusuna gore baglant sayisi denir,

c(pi, ;) = cij seklinde gosterilir

Farkli bir a¢idan bakilacak olursa, herhangi bir yaklasik lineer uzayda farkli iki
noktadan en fazla bir dogru gectiginden, bu c;; sayis1 sadece p; noktasindan gegip /;
dogrusunu kesen dogrularin sayis1 vermez, ayn1 zamanda [; dogrusu iizerindeki noktalardan
kag tanesinin p; noktasi ile dogrudas oldugunun sayisini da verir. Eger p; noktasi [; dogrusu

tizerinde ise yani p; € [; ise c(p;, [;) = ¢;; = 1 dir.

Baglantisi sayisi, genellestirilmis dortgenlerin insasinda, konuya dair teoremlerin ve

sonuglarin ispatlarinda en ¢ok kullanilan 6zelliklerden biri olacaktir.

3.7 Lineer Fonksiyonlar

Tamm 3.6 S = (P, L) ve S’ = (P, L') herhangi iki yaklasik lineer uzay ve f : P — P’ bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu S uzaymin her bir dogrusunu S" uzaymin herhangi bir
dogrusuna resmediyorsa yani ¥ | € L dogrusu i¢in f(l) € L' oluyorsa, f fonksiyonuna S

den S’ ne bir lineer fonksiyon denir.

Dikkat edilirse, f fonksiyonu S nin tiim dogrularini S’ niin dogrularina resmediyorsa,
S nin herhangi bir [ dogrusunun tizerindeki noktalar1 da .S’ de bulunan [ nin gériintiisiiniin bir
noktasina resmeder. Yani V [ € L i¢in f(I) € L' ise V p € ligin f(p) € f(I) dir.

f S — S’ bir lineer fonksiyon ve [ € L sonlu olsun. Eger f fonksiyonu 1:1 ise
v(l) = v(f(l)) dir. f fonksiyonu 1:1 degilse v(l) > v(f(l)) dir. Béylece her tiirlii durumda

o(l) = v(f(1)) dir.
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Tamum 3.7 f bir lineer fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu, 1 — 1, drten ve f~! de bir lineer

fonksiyon ise f ye S = (P, L) uzayindan S" = (P’, L") uzayina bir izomorfizm denir.

Yardimci Teorem 3.3 f fonksiyonu S = (P, L) uzayindan S’ = (P',L') uzayina bir

izomorfizm ise her | € L dogrusu ve p € P noktasi igin,

esitlikleri gegerlidir.

Ispat Oncelikle f bir izomorfizm oldugundan lineerdir. Dolayisiyla ¥ p € P i¢inp € l ise
f(p) € f(l) dir. Ayrica f fonksiyonu 1:1 oldugu icin;

oldugu goriiliir.

f fonksiyonu lineer oldugundan dolayi p € lise f(p) € f(1) dirvef, 1:1 oldugundan p
noktasindan gegen birbirlerinden farkli dogrularin goriintiileride farklidwr. O halde denebilir
ki p noktasindan kag tane dogru geciyorsa f(p) noktasindan da en az o kadar dogru geger
yani;

b(p) < b(f(p)) (3.1)

elde dilir. f fonksiyonu bir izomorfizm oldugundan f~! de lineerdir. Dolayisiyla f(p) € f(I)
ise f7Y(f(p)) € f~Y(f(1) dir. Boylece p € 1 elde edilir. Yani S’ = (P', L) uzayinda f(p)
noktasindan gegen her f(1) € L' igin bir | € L dogrusu vardir. Buradan;

b(f(p)) < b(p) (3.2)

vazilabilir ki (3.1) ve (3.2) esitsizliklerinden,

elde edilir.

Tanmim 3.8 f : S — S bir izomorfizm ise [ ye bir otomorfizm ya da kolinasyon denir.
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Ornek 3.7 (Fano diizleminin kolinasyonlar1) S = (P, L) uzay1, Ornek 3.5’te aksiyomlar1

verilmis olan Fano diizlemi olsun. Uzayin nokta ve dogru kiimeleri kolaylik adina ayni1 sekilde

tanimlansin. (Sekil

3 4 ]

Sekil 3.9 Fano diizlemi

Bu uzayin kolinasyonlarinin sayisint hesap edelim. .S uzaymin noktalarini, yine S
uzayinin noktalarina resmedecek olan bir f : S — S otomorfizm olsun. S uzaymin tim
noktalarindan ayni sayida dogru gegtiginden S nin herhangi bir noktasinin, bu nokta 1
olsun, resmedilebilecegi yedi farkli nokta vardir. f bir otomorfizm oldugundan dogrular
dogrulara resmeder. Dolayisiyla da S nin 1 noktasini bulunduran dogrularin resmi, 1
noktasinin goriintiisiiniin tizerinden gegen dogrular olmalidir. O halde {1, 2, 3} dogrusu igin
diistiniiliirse, bu dogrunun iizerindeki ikinci bir noktanin resmi i¢in, bu nokta 2 olsun, f
birebir oldugundan alt1 farkli se¢enek vardir. Dogrunun tizerindeki son nokta olan 3 i¢in ise
bir tek ihtimal kalir. Dolayisiyla {1, 2,3} dogrusu 7.6.1 = 42 farkl sekilde resmedilebilir. 1
den gegen {1, 2, 3} dogrusundan farkli bir dogrunun iizerindeki, bu dogru {1,4, 7} olsun, 1
den farkli bir nokta i¢in, f birebir oldugundan benzer sekilde dort farkli secenek, dogru
izerindeki iigiincii ve son nokta icin ise bir tek segenek kalir. Bu iki dogru 42.4.1 = 168
farkli bicimde resmedilebilir. Son olarak, S de 3 ve 4 noktalarindan gegen dogrunun resmi,
3 ve 4 noktalariin goriintiilerinden gegen dogru olmalidir. Dolayisiyla {3,4, 5} dogrusunun
kalan son elemaninin yani 5 noktasinin resmi i¢in yalnizca bir tek segenek vardir. Benzer
sekilde 6 noktast icinde bir tek segenek vardir. Boylece Fano diizleminin 168 tane

kolinasyonunun oldugu gosterilmis olur.
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4. GENELLESTIRILMIiS DORTGENLER

Bu boliim, kaynakgada verilen ¢alismalar ve Batten (1986) kaynaginin esas alinmasi

ile hazirlanmustir.

4.1 Genellestirilmis Dortgenler

Tamm 4.1 S = (P, L) uzay: bir yaklasik lineer uzay olsun. Eger S = (P, L) uzayu igin;

(GD-1) Herhangi bir dogru igin, bu dogrunun disindaki bir noktadan gegen ve bu
dogruyu kesen bir tek dogru vardur.

(GD-2) Kesismeyen dogrular ve ayni dogru iizerinde bulunmayan noktalar vardir.

(GD-3) P noktalar kiimesi sonludur.

aksiyomlart saglaniyorsa, S = (P, L) uzayina genellestirilmis dértgen adi verilir.

Birinci aksiyom olan (GD-1), matematiksel olarak ifade edilecek olursa p ¢ [ ise
¢(p, 1) = 1 dir. Bagka bir deyisle herhangi bir dogrunun {izerinde, bu dogrunun disindaki bir

noktayla dogrudas olan yalnizca bir nokta vardir.
Yardimci Teorem 4.1 Genellestirilmis dortgenler ii¢cgen icermez.

Ispat S, bir genellestirilmis dortgen ve p,q,r noktalar: bir iicgen olustursun. p noktasindan
gegen ve qr dogrusunu kesen pr ve pq dogrulart vardir. Yani qr dogrusunu, disindaki bir
noktadan(p den) ge¢ip kesen iki tane dogru vardir. c(p, qr) = 2 olmast (GD-1) ile ¢elisir. O

halde S uzay ii¢gen icermez.

Ornek 4.1 (En kiiciik genellestirilmis dértgen) : En kiiciik, yani miimkiin olan en az sayida
nokta ve dogru kullanilmak suretiyle (GD-1), (GD-2) ve (GD-3) aksiyomlarini saglayan bir
S = (P, L) yaklagik lineer uzay1 asagidaki gibi insa edilebilir.

S = (P, L) uzaymn bir genellestirilmis dortgen olmasi istendiginden, 6ncelikle bu

uzayda (GD-2) den dolay1 noktadas olmayan dogrular ve dogrudas olmayan noktalar vardir,
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yani S uzay1 bos kiime olamaz. (YLU-1) den dolayr her dogru en az iki noktalidir. S
uzayinin herhangi bir dogrusu /; ve bu dogrunun iizerindeki herhangi iki nokta p ve ¢ olsun.
(GD-2) aksiyomu dogrudas olmayan noktalarin varligindan bahseder. O halde bu dogrunun
disinda bir r noktas1 vardir. (GD-1) aksiyomundan dolay1 bu r noktasindan gecen ve [;
dogrusu kesen bir dogru vardir ve tektir. Bu dogru I ve [; N [y = p olsun. (GD-2) geregi
kesismeyen dogrular vardir. [; dogrusunu kesmeyen bir dogru /3 olsun. Eger /3 dogrusu r
noktasindan gegmezse, /3 dogrusu ile r noktasini birlestiren bir dogru daha gerekir ki en az
sayida dogru olusturulmasi istendiginden ise yaramaz. Dolayisiyla /3 dogrusu r noktasindan
gegsin. Tekrar (YLU-1) geregi I3 dogrusu da en az iki noktalidir. Bu dogrunun iizerinde r
den bagka bir nokta s olsun. (GD-1) geregi s ¢ [; oldugundan bu s noktasindan gegen Iy
dogrusunu kesen bir tek dogru vardir. Bu dogru I, olsun. Eger [, dogrusu, s noktasini /;
dogrusunun p noktasi ile birlestirir ise, I3 dogrusunun iizerinde bulunan r ve s noktalari, [y
dogrusunun tizerindeki p noktastyla birlesmis olur ki iiggen olusur, bu da bir ¢eligkidir. O
halde [, dogrusu, s noktasini /; dogrusu ile p den baska bir nokta ile yani ¢ noktas1 ile
birlestirsin. Boylelikle baska bir dogru ya da noktaya ihtiyag kalmadan en kiiglik
genellestirilmis dortgen olusturulmus olur. (Sekil

4

Sekil 4.1 En kiiciik genellestirilmis dortgen

O halde asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1 S = (P, L) uzay: bir genellestirilmis dortgen olsun. Bu takdirde S uzaymmin her

bir noktasindan en az iki tane dogru geger.
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Bir uzayin dual uzay1 olusturulurken, uzayin dogrular1 dual uzayin noktalar1 olarak
secilip, uzayda tizerlerinden en az iki dogru gecen noktalar da dual uzayin dogrular: olarak

almiyordu. O halde Sonug 4.1’den dualiteyle alakali asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2 S = (P, L) uzay: bir genellestirilmis dortgen ve S' = (P', L), S nin dual uzay
olsun. Bu takdirde S = (P,L) uzayimn her bir dogrusu S’ = (P',L’) uzayimin birer
noktasina, S = (P, L) uzaymn her bir noktasi ise S’ = (P', L") uzayimin birer dogrusuna

karsilik gelir.

Genellestirilmis dortgenlerin tanimina dikkat edilecek olursa 3 tane aksiyom ile
tanimlanmis gibi goziikse de sistem bir yaklasik lineer uzay iizerine kuruldugundan
saglanmasi gereken 5 tane aksiyom vardir. Bunlar (YLU-1), (YLU-2), (GD-1), (GD-2) ve
(GD-3) dir.

Yardimci Teorem 4.2 S = (P, L) uzay bir genellestirilmis dorigen ve S uzayimin duali
S" = (P, L") olsun. Bu durumda S’ = (P’, L") uzayi da bir genellestirilmis dortgendir.

Ispat (YLU-1) ve (YLU-2) sartlarim saglayan bir uzayin yani bir yaklasik lineer uzayin
dualinin de yine bir yaklasik lineer uzay oldugu yardimci teovem 3.2 den dolay bilinmektedir.
O halde bir genellestirilmis dortgen ayni zamanda bir yaklasik lineer uzay oldugundan, bu
uzayin duali de bir yaklasik lineer uzaydwr yani (YLU-1) ve (YLU-2) sartlarin saglar.

S = (P, L) uzayimn duali olan S" = (P', L") uzayimun da (GD-1), (GD-2) ve (GD-3)

aksiyomlarini sagladig gésterildiginde ispat bitmis olacaktir.

(GD-3) den dolay1 S = (P, L) uzaywn noktalarinin kiimesi olan P sonludur. P sonlu
bir kiime oldugundan, dogrularin kiimesi olan L sonsuz olamaz. Sayet sonsuz sayida dogru
olsaydi, sonsuz sayida noktanin var olmasi gerekirdi ¢iinkii sonsuz sayida dogrunun tizerinde
sonlu sayida nokta olamaz. Yani uzayin dogrularinin kiimesi olan L, sonludur. S = (P, L)
uzayimin dogrularimin kiimesi, S’ = (P', L) dual uzayimin noktalart olarak alindigindan

P’ de sonludur. O halde bir genellestirilmis dortgenin duali de (GD-3) sartint saglar.

(GD-2) den dolayr uzayda kesismeyen dogrular ile ayni dogru iizerinde olmayan
noktalar vardir ve bunlarda dual uzayda sirasiyla birlesmeyen yani ayni dogru iizerinde
bulunmayan noktalar ile kesismeyen dogrulara karsilik gelir. Dolayisiyla  bir

genellestirilmis dortgenin duali de (GD-2) sartini saglar.
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Dual uzay tammi geregi S' = (P',L') dual uzaymn herhangi bir noktasi, S
uzaymin bir dogrusudur. S uzaymin bu dogrusu ly olsun. (GD-2) sartindan dolayt S
uzaywmda l; dogrusunda bulunmayan bir nokta vardir. Bu nokta r olsun. Bir genellestirilmis
dortgenin her bir noktasindan en az iki dogru gegtiginden, uzayin bu noktasi dual uzayin
bir dogrusuna karsilik gelir. Dual uzayda bu dogru r' olarak adlandirilsin. Dual uzayda, bu
r" dogrusu l, noktasindan ge¢mez. (GD-1) den dolayr S uzayinda r noktasini Iy dogrusu ile
herhangi bir p € [y noktasinda birlestiren yalnizca bir tek dogru vardir. Bu dogru ls olsun.
Uzayin bu dogrusu da S" dual uzayda bir noktaya karsilik gelir ve lo € r' dir. Ayrica S
uzayinda 1y ile lo dogrularmmin kesistikleri nokta olan p noktasi, S’ uzayinda bir p
dogrusuna karsilik gelir ki bu dogrunun iizerinde hem l; hem de ly noktalari mevcuttur.
(GD-1) geregi S uzayinda r noktasindan gegip l, dogrusunu kesen ly den baska bir dogru
voktur. Baska bir deyisle |, dogrusu tizerinde, v ile birlesen p den baska bir nokta yoktur. Bu
ise S" dual uzayinda |, noktasindan gegen ve r' dogrusunu kesen p’ den baska bir dogrunun
olmamast anlamina gelir. O halde bir genellestirilmis dortgenin dualide (GD-1) sartini

saglar.

Tamim 4.2 Her bir noktasindan tam olarak iki tane dogru gegcen genellestirilmis dortgene

“grid” denir.

Eger bir genellestirilmis dortgenin her noktasindan yalnizca iki tane dogru geciyorsa
yani bir grid ise, uzay Sekil .2 deki gibidir.

e

by
A
N N N \ \

Sekil 4.2 Grid
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Dikkat edilirse S = (P, L) uzaymin yapisi 1zgara bigiminde yani grid ise;
o Her bir noktadan tam olarak iki tane dogru geger.

o Dogrularin kiimesi olan L, L=L,UL, olacak bigimde dyle iki kiimeye ayrilabilir ki

her bir kiimenin -kendi i¢lerinde- elemanlari(dogrular1) ayni sayida noktaya sahiptir.

o L= L, U Ly seklinde ayrilan L, ve Ly dogru kiimelerinin her birinin dogrusu, diger

kiimenin biitiin dogrularini keser.

o L = Ly U Ly seklinde ayrilan L; ve Ly dogru kiimelerinin her birinin dogrulari,

elemani oldugu kiimenin dogrulari ile kesigsmez.

Ornek 4.2 (Bir grid ve duali) 18 noktadan ve 9 dogrudan olusan bir gridin noktalarinin
kiimesi;
P={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15,16, 17, 18}

ve dogrularmin kiimesi;
L= {lla l?a l3a l4a l57 ZG7 l77 l87 19}
olsun. | P| = 18 ve |L| = 9 dir. Uzayin dogrulart ise;
I =1{1,2,3,4,5,6},1, = {7,8,9,10, 11,12}, [; = {13,14,15,16,17, 18}, 1, = {1,7, 13}

ls ={2,8,14},1s = {3,9,15},1; = {4,10,16},ls = {5,11,17},ly = {6, 12,18}
olarak tanimlansin (Sekil 4.3)).

1 2 3 4 5 6
* . . * . '
7 8 g 10 1 12
+ * L
13 14 15 16 17 18
. . . .

Sekil 4.3 18 nokta ve 9 dogrudan olusan bir grid
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BuS = (P, L)uzaymmduali S’ = (P, L') olsun. §" = (P’, L’) uzaymin noktalarinin

kiimesi, dual uzay tanimi geregi, P’ = L oldugundan;
Pl = {l17 l27 l37 l47 l57 l67 l77 l87 l9}

olur ve |P'| = 9 dur. S’ uzaymin dogrulari, S uzayindaki noktalarin iizerlerinden gecen
dogrularin en az iki elemanl altkiimelerinden olusuyordu.Yani uzaydaki her bir noktadan
zaten iki dogru gectigi i¢in uzayin her bir noktasi, dual uzayda bir dogru belirtecektir ki bu

dogrularin kiimesi olan L’ ise;

Uzayda 1 noktasindan ge¢en dogrularin kiimesi olan {/;, [} dogrusu,
Uzayda 2 noktasindan gecen dogrularin kiimesi olan {/;, /5 } dogrusu,
Uzayda 3 noktasindan gecen dogrularin kiimesi olan {l1, l¢} dogrusu,
Uzayda 4 noktasindan ge¢en dogrularin kiimesi olan {/;, [7} dogrusu,
Uzayda 5 noktasindan gecen dogrularin kiimesi olan {/;, ls} dogrusu,
Uzayda 6 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {/1, [y} dogrusu,
Uzayda 7 noktasindan ge¢en dogrularin kiimesi olan {l5, [, } dogrusu,
Uzayda 8 noktasindan gecen dogrularin kiimesi olan {/5, [5} dogrusu,
Uzayda 9 noktasindan ge¢en dogrularin kiimesi olan {/5, l} dogrusu,
Uzayda 10 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {l5, [;} dogrusu,
Uzayda 11 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {ls, ls} dogrusu,
Uzayda 12 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {l5, [y} dogrusu,
Uzayda 13 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {l3, 14} dogrusu,
Uzayda 14 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {/3, [5} dogrusu,
Uzayda 15 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {l3, [s} dogrusu,
Uzayda 16 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {3, I;} dogrusu,
Uzayda 17 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {/3, s} dogrusu,

Uzayda 18 noktasindan gegen dogrularin kiimesi olan {l3, ly} dogrusu

olmak iizere toplam 18 tane dogrudan olusur yani |L'| = 18 dir (Sekil [4.4).
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Sekil 4.4 18 nokta ve 9 dogrudan olusan bir gridin duali

Elde edilen bu uzay 9 noktali ve 18 dogrulu bir genellestirilmis dortgendir. Dikkat
edilirse bu uzaymn her bir dogrusu 2 noktalidir.

Tamim 4.3 Her bir dogrusunun iizerinde tam olarak iki tane nokta bulunan genellestirilmis

dortgene “dual grid” denir.

Eger bir S = (P, L) uzay1 dual grid ise asagida verilen 6zelliklere sahiptir;
o Her bir dogrusu 2 noktalidir.

o P noktalar kiimesi, P=P,UP; olacak bigimde dyle iki kiimeye ayrilabilir ki her bir

kiimenin -kendi i¢lerindeki- elemanlarindan(noktalarindan) ayni sayida dogru geger.

o P=P,UP, seklinde ayrilan P, ve P, kiimelerinin her birinin noktalari, diger

kiimenin noktalariyla dogrudastir.

o P=P,UP, seklinde ayrilan P, ve P, kiimelerinin her birinin noktalari, elemani

oldugu kiimenin noktalartyla birlesmezler.
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Asagida hemen hemen biitlin teorem ve yardimci teoremlerin ispatlarinda

kullanilacak olan iki 6nemli sonu¢ verilecektir.

Yardimci Teorem 4.3 Bir genellestirilmis dortgende dogrudas olmayan noktalarin her

birinden gegen dogru sayilart birbirine egittir.

Ispat S = (P, L) bir genellestirilmis dortgen ve p, S = (P, L) uzayinda herhangi bir
nokta olsun. t > 1 olmak iizere p noktasindan t+1 sayida dogru ge¢sin. (GD-2) aksiyomu
geregi p ile ayni dogru iizerinde bulunmayan bir q noktasi vardir. (GD-1) aksiyomu geregi p
noktasindan gecen dogrularin herbirinin iizerinde q noktasi ile dogrudas olan bir tek nokta
vardir. O halde q noktasindan da en az t+1 sayida dogru geger. (Sekil

1
2
P 3
:
I
I
I
I
I
.q t+1

Sekil 4.5 Yardime1 teorem 4.3 agiklamasi

Eger g noktasindan t+1 den daha fazla sayida dogru gegseydi, yine (GD-1) sarti
geregi p noktasindan en az t+2 dogru gegerdi ki bu durum p noktasindan t+1 tane dogru
gegcmesi ile gelisirdi. O halde p noktasindan t+1 tane dogru gegiyorsa q noktasindan da t+1

tane dogru geger.
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Yardimci Teorem 4.4 Bir genellestirilmis dortgende kesismeyen dogrularin iizerlerindeki

nokta sayilari birbirine esittir.

Ispat S = (P, L), bir genellestirilmis dortgen ve I, S uzayinda herhangi bir dogru olsun.
s > 1 olmak iizere | dogrusunun iizerinde s+1 sayida nokta bulunsun. (GD-2) geregi |
dogrusunu kesmeyen en az bir tane dogru vardir. Bu dogru h olarak adlandirilsin. (GD-1)
geregi | iizerindeki her bir nokta igin, bu noktalardan gegen ve h dogrusunu kesen birer
dogru oldugundan, | dogrusunun her bir noktasina karsilik h dogrusu tizerinde bir tek nokta
vardwr. O halde h dogrusunda en az s+1 tane nokta vardir. Eger h dogrusu iizerinde s+1
tane noktadan daha fazla nokta bulunsayd:, bu noktalari | dogrusu ile birlestiren baska
dogrular da var olurdu ki bu durumda | dogrusu tizerinde en az s+2 tane nokta bulunmasi
gerekirdi. Bu ise | dogrusunun s+1 noktali olmast ile ¢elisir. O halde | dogrusunun tizerinde
s+1 tane nokta varsa, bu dogruyu kesmeyen herhangi bir h dogrusu iizerinde de s+1 tane

nokta mevcuttur.

Simdi ise ardi ardina verilecek olan iki yardimer teoremin bulgulari vasitasiyla,
genellestirilmis dortgenlerin olusturabilecekleri yapilarin smiflandirilmasina yarayan bir
sonu¢ elde edilecek ve genellestirilmis dortgenlerin 3 yapr altinda siniflandirilabilecegi

ispatlanacaktir.

Yardimci Teorem 4.5 S = (P, L), bir genellestirilmis dortgen olsun. Bu takdirde;

(i) Dogrudas olmayan iki noktadan biriyle dogrudas olan tiim noktalar digeriyle de
dogrudas ise S = (P, L) uzay bir dual griddir.

(ii) Dogrudas olmayan iki noktadan biriyle dogrudas olup digeriyle dogrudas
olmayan en az bir nokta varsa S = (P, L) uzaymn, t > 1 olmak iizere, her noktasindan

t+1 tane dogru geger.

Ispat S = (P, L) uzayinin herhangi bir noktas: p ve p noktasiyla dogrudas olan bir nokta
q olsun. (GD-2) aksiyomundan dolay: p noktasi ile dogrudas olmayan en az bir nokta
vardwr. Bu ozellikteki bir nokta r olsun. Yardimci teorem 4.3 geregi p noktasindan t+1 tane
dogru geciyorsa, r noktasindan da t+1 tane dogru gecer. Simdi, r noktasimin dogrudasg
oldugu noktalar ile p noktasinin birbirine gore muhtemel durumlari gozoniine alinsin. Ya r
ile dogrudasg tiim noktalar p ile de dogrudastir ya da r ile dogrudas olan noktalarin bazilar

p ile dogrudas degildir.
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(i) r noktast ile dogrudas olan biitiin noktalarin ayni zamanda p noktasiyla da
dogrudas oldugu varsayisin. Bu durumda r noktasindan gegen tiim dogrular 2 noktalidir. r

noktast ile dogrudas olan noktalar -q noktast hari¢c- x,x9,23, . . ., x; olarak adlandirilsin.

(Sekil .6)

Sekil 4.6 Yardimci teorem 4.5 acgiklamast

Eger r noktast ile dogrudas olmayan p den baska herhangi bir x noktast var ise bu
x noktas1 (GD-1) sarti geregi ¥ 1 < 1 < t i¢in x; noktasi ve q noktasi ile de dogrudastir.
Varsayilsin ki boyle bir x noktasi, iizerinde 2 den daha fazla sayida nokta bulunduran bir

dogru itizerinde olsun. Bu takdirde, xx; dogrusu iizerinde, x ve x; noktalarimin haricinde bir

nokta daha vardwr. y € xx; — {x,x;} olsun. (Sekil
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Sekil 4.7 Yardimci teorem 4.5 aciklamasi

(GD-1) aksiyomundan dolayt rx; dogrulari ile y noktasini birlestiren dogrular
vardir. v den gegen dogrularin tiimii 2 noktali oldugundan y noktast ya r noktasi ile ya da x;
noktalart ile dogrudastir. Bu durum ise bir ¢eliksi meydana getirir ¢iinkii her iki ihtimalde
de bir “tiggen "olusur. Dolayistyla bu sekildeki bir x noktasi, 2 den daha fazla nokta ihtiva
eden bir dogru iizerinde olamaz. O halde tiim dogrular iki noktalidir. Bu ise uzayin bir

“dual grid”oldugunu gosterir.

(ii) Simdi ise r noktasi ile dogrudas olan noktalardan bazilarimin p ile dogrudas
olmadigi varsayisin ve bu noktalardan biri x olsun. p noktasindan t+1 tane dogru
gectiginden yardimct teorem 4.3 den dolayr b(p) = b(x) = t + 1 dir. pq dogrusu ile x
noktasimin konumlart diigiiniildiigiinde x noktasimin q noktasit ile dogrudas olmadigt
goriiliir. Sayet x ile q dogrudas olsaydi, r ile q noktalari zaten dogrudag oldugundan x , r ve
q noktalart bir tiggen olustururdu. O halde x ile q noktasi dogrudas olmadigindan ve x
noktasindan t+1 tane dogru gectiginden, q noktasindan da t+1 tane dogru geger. Boylece
secilen herhangi bir p noktasiyla dogrudas olan ve olmayan noktalardan t+1 dogru gectigi

gosterilmis olur. Dolayistyla bu durumda biitiin noktalardan t+1 tane dogru geger.
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Yardimci Teorem 4.6 S = (P, L), bir genellestirilmis dortgen olsun. Bu takdirde;

(i) Paralel iki dogrudan birini kesen tiim dogrular digerini de kesiyorsa S = (P, L)
uzayt bir griddir.
(ii) Paralel iki dogrudan birini kesip digerini kesmeyen en az bir dogru varsa

S = (P, L) uzayimn, s > 1 olmak iizere, her dogrusunda s+1 tane nokta vardwr.

Ispat S = (P, L) uzayimn herhangi bir dogrusu l, ve l, dogrusu ile kesisen herhangi bir
dogru hy olsun. (GD-2) aksiyomu geregi |, dogrusunu kesmeyen en az bir tane dogru vardur.
Bu dogru ls olsun. |y dogrusu s+1 noktall ise yardimci teorem 4.4 geregi lo dogrusuda s+1
noktalidr.

(i) Iy yi kesen biitiin dogrularin |, dogrusunu da kestigi varsayilsin. Bu durumda [,
dogrusu tizerindeki her noktadan 2 dogru geger. ls dogrusunu kesen dogrular hy,ho,hs , . . .
, hsy1 olarak adlandirisin. Eger |5 dogrusunu kesmeyen, |y den baska bir h dogrusu var ise
bu h dogrusu, V1 <1 < s+ 1 igin h; dogrular ile kesisir. Béyle bir h dogrusu tizerindeki
herhangi bir noktadan 2 den daha fazla sayida dogru gegiyorsa ve o noktadan gegen h ve h;
haricindeki bir dogru m olarak adlandirilsa (Sekil ,'

;j’_‘l ;;7.2 if"{ ......................................... ?f.&+l.

h ha hs B

m

h

Sekil 4.8 Yardimci teorem 4.6 agiklamasi
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(GD-1) aksiyomu geregi ly dogrusu ile h; dogrularinin kesistikleri noktalari, m
dogrusu tizerindeki noktalarla birlestiren dogrular vardir. Bu durum ise ly dogrusunun tiim
noktalarindan 2 tane dogru ge¢mesi ile c¢elisir. O halde h dogrusunun iizerindeki
noktalardan 2 den daha fazla sayida dogru gecemez. Yani S = (P, L) uzayr bu durumda bir
griddir.

(ii) Simdi ise |y dogrusunu kesen bazi dogrularin | dogrusunu kesmedigi varsayilsin
ve bu dogrulardan biri h olsun. |, dogrusunun iizerinde s+ 1 tane nokta oldugundan yardimct
teorem 4.4 geregi hem ly dogrusunun hem de h dogrusunun iizerinde de s+ 1 tane nokta vardir.
h dogrusu hy dogrusu ile de kesismez. Sayet kesisselerdi, kabullerimizden dolayt |y dogrusu
ile hy dogrusu zaten kesistiginden ve h dogrusuda ly dogrusu ile kesistiginden, bu ls, hy ve
h dogrular: bir tiggen olustururdu. Bundan dolayr h dogrusunun iizerinde s+1 tane nokta
oldugundan yine yardimci teorvem 4.4 geregi hy dogrusu iizerinde de s+1 tane nokta vardur.

O halde biitiin dogrularin iizerinde s+1 tane nokta vardir.

Yardimeci1 teorem 4.5 ve yardimci teorem 4.6 bir araya getirildiginde, genellestirilmis

dortgenlerin 3 ana yapiya ayrildigini belirten asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.1 S = (P, L) bir genellestirilmis dortgen olsun. Bu takdirde S = (P, L) uzay

asagidaki durumlardan birini saglar;

(i) S = (P, L) uzayr bir griddir.
(ii) S = (P, L) uzay1 bir dual griddir.
(iii) S = (P, L) uzayimin, s,t > 1 olmak iizere, her noktasindan t+1 tane dogru

geger ve her dogrusunun tizerinde s+1 tane nokta vardur.

Eger S = (P, L) uzay (iii) deki sartlar1 saglayan bir uzay ise bu durumda S ye s,t

parametreli bir genellestirilmis dortgen denir. Ozel olarak;
s = 1 ise S uzaymin her dogrusu 2 noktali olur ki bu durumda S bir dual griddir.

t = 1 ise S uzaymin her noktasindan iki tane dogru ge¢iyor demektir ki bu durumda
S bir griddir.

S = (P, L) uzay1 dogrularinin kiimesi L. = L; U Lo, L kiimesinin dogrulari s; + 1

noktali, L, kiimesinin dogrulart s + 1 noktali olacak seklinde ayrilmis bir grid olsun. L, ve
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L, kiimelerinin dogrulariin dereceleri birbirine esit ise;
s1+1=s+4+1

S1 = 89

elde edilir ki S uzayi (i) durumuna diistiigii gibi ayn1 zamanda tiim dogrular esit sayida nokta
ihtiva ettiginden (iii) durumuna da diiser. Bu durumda S uzay1 ayni1 zamanda s, ¢ parametreli

bir genellestirilmis dortgendir.

S = (P, L) uzay1 noktalarinin kiimesi P = P, U P,, P, kiimesinin noktalarindan
t1 + 1 dogru, P, kiimesinin noktalarindan ¢, + 1 tane dogru gececek seklinde ayrilmis bir

dual grid olsun. Eger P, ve P, kiimelerinin noktalarinin dereceleri birbirine esit ise;
th+1l=t+1

tthQ

elde edilir ki .S uzay1 (ii) durumuna diistiigii gibi, ayn1 zamanda tiim noktalardan esit sayida
dogru gectiginden (ii1) durumuna da diiser. Bu durumda S uzay1 ayni zamanda s, ¢ parametreli

bir genellestirilmis dortgendir.

En kiiciik genellestirilmis dértgen hem bir grid, hem dual grid hem de s, ¢ parametreli

bir genellestirilmis dortgen 6rnegidir. Burada s = ¢ = 1 dir.

Yardimci Teorem 4.7 S=(PL) uzay: bir genellestirilmis dortgen olsun. S uzayinda p ile q
noktalart dogrudas olmayan herhangi iki nokta ve b(p) =t + 1, t > 1 olsun. Bu takdirde

hem p noktasina hem de q noktasina ayni anda dogrudas olan t+1 tane nokta vardur.

Ispat p noktasindan t+1 tane dogru gegsin. p ile q noktalart dogrudas olmayan iki nokta
oldugundan (GD-1) den dolayr q noktasi, p noktasindan gegen t+1 tane dogrunun yalnizca
birer noktasiyla dogrudastir. Dolayistyla bu noktalarin her biri hem p noktasiyla hem de q
noktasiyla dogrudastir. O halde hem p hem de q ile ayni anda dogrudas olan tam olarak t+1

tane nokta mevcuttur.

Yardimci Teorem 4.8 s ve t parametreli herhangi bir genellestirilmis dortgende:
v=_(s+1).(ts+1)

b= (t+1).(ts+ 1)
dir.
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Ispat S uzayimin herhangi bir dogrusu | olsun. Uzayin her bir dogrusu iizerinde s + 1 tane
nokta oldugundan, | dogrusunun iizerinde olmayan noktalarin sayisi v — (s + 1) tanedir.
Bu v — (s 4+ 1) tane noktamn her biri (GD-1) den dolayi | yi kesen bir tek dogru
tizerindedir. O halde | dogrusu tizerinde olmayan noktalarin sayisini hesaplamanin bir

baska yolu, | dogrusunu kesen dogrularn iizerlerindeki noktalar: saymaktw.

[ dogrusu tizerinde s+ 1 tane nokta vardir. Bu noktalarin her birinden | dogrusu harig
t tane dogru geger ve bu t tane dogrunun her birinde, | dogrusunda bulunmayan s tane nokta
vardwr. O halde | nin herhangi bir noktasindan gegen dogrularin iizerinde | de olmayan t.s
tane nokta vardir. | nin iizerinde s + 1 tane nokta oldugundan | de bulunmayan t.s.(s + 1)

tane nokta vardir. Béylece;

v—(s+1)=ts(s+1)
v=ts(s+1)+(s+1)
v=(s+1).(ts+1)
elde edilir.

Simdi ise uzayin herhangi bir noktasi p olsun. Uzaywn her bir noktasindan t + 1 tane
dogru gegtiginden, p noktasindan gegmeyen b — (t + 1) tane dogru vardir. Bu b — (t + 1)
dogrunun her biri (GD-1) den dolay: p noktast ile dogrudas olan bir tek nokta bulundurur.
O halde p noktasindan ge¢meyen dogrularin sayisint hesaplamak icin bir baska yol, p ile

dogrudas olan noktalardan gegen dogrulari saymaktir.

p noktasindan gegen t + 1 tane dogrunun her birinde p harig s tane nokta vardir ve bu
noktalarin her birinden de p den gegmeyen t tane dogru geger. O halde p den gegcen herhangi
bir dogruyu kesen t.s tane dogru vardir. p den gegcen dogru sayisi t + 1 tane oldugundan, p

den gegen dogrular ile kesigen toplam t.s.(t + 1) tane dogru vardir. Boylece;

b—(t+1)=ts.(t+1)
b=ts.(t+1)+ (t+1)
b= (t+1).(ts+1)
elde edilir.

Yukaridaki yardimci teoremde verilen esitliklerden faydalanilarak asagidaki teorem

verilebilir:
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Teorem 4.2 15 noktali ve 15 dogrulu bir tek genellestirilmis dortgen vardir.

Ispat S = (P, L), 15 noktali ve 15 dogrulu bir genellestirilmis dortgen olsun. S bir grid
olsun. 15 noktali bir gridin 8 tane dogru ihtiva ettigi a¢ikca goriiliiv. Bu ise uzayin 15 dogrulu
olmasu ile ¢eligir. O halde S, grid olamaz. S bir dual grid olsun. 15 noktali bir dual gridin
en az 26 dogrulu oldugu agiktir. Bu ise uzayin 15 dogrulu olmasu ile ¢elisir. O halde S, dual
grid olamaz. S bir grid ve dual grid olmadigindan, teorem 4.1 geregi s ve t parametreli bir
genellestirilmis dortgendir. Dolayisiyla yardimct teorem 4.8 geregi b = (t + 1)(ts + 1) ve
v=_(s+1)(ts+1),t,s > 1 esitliklerini saglar. v = b = 15 oldugundan;

b=(t+1)(ts+1)=(s+1)(ts+1) =0

(t+1)=(s+1)
t=s

elde edilir. Yardimci teorem 4.8 de verilen esitliklerden birinde yerine yazilirsa;
5=+t +1)

bulunur ki t > 1 ve t bir tamsayr oldugundan bu esitligi ancak t = 2 degeri saglar.
Dolayisiylat = s = 2 dir. Boylece 15 noktali ve 15 dogrulu bir genellestirilmis dortgenin

tek oldugu ispatlanmis olur.

Ornek 4.3 (15 noktah ve 15 dogrulu G.D. insas1) Uzayin insasina baslanmadan evvel uzaym
noktalart;
P={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}

seklinde adlandirilsin. S uzaymm her bir dogrusu 3 noktali oldugundan, genelligi
bozmadan, uzaym herhangi bir dogrusu {1,2,3} olarak alnabilir. (GD-1) den, 1
noktasindan gecen diger dogrular ile 3 noktasindan gecen diger dogrular birbirleriyle
kesismemelidir. O halde 3 noktasindan gecen bir dogru {3, 4,5} ve 1 noktasindan gegen bir
dogru {1, 6, 7} olarak segilebilir. (Sekil [4.9)
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=1
o

Sekil 4.9 Ornek 4.3 aciklamasi

Yine (GD-1) den, 7 noktasi, {3,4,5} dogrusunu kesen bir tek dogru iizerinde
olmalidir ki bu, 7 den simdiye dek gecen ikinci dogru olacak. Ayrica 7 noktasindan gececek
olan bir diger iiclincli dogru vardir ki su ana kadar verilen dogrular1 kesmemelidir. 7
noktasindan gegecek olan bu tigiincii dogru {7, 8,9} olsun. 5 noktasi da {7, 8,9} dogrusu ile
bir tek noktada birlesmelidir. Bu dogru {5, 9, 10} olsun.(Sekil

[y |

=1

Sekil 4.10 Ornek 4.3 agiklamas1
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(GD-1) den dolay1 1 noktasindan gegen ve {5,9,10} dogrusunu kesen bir dogru
vardir. Bu dogru 5 ya da 9 noktalarindan gegerse iicgen olusturacagindan 10 noktasindan
gecmelidir. Boylelikle olusturulacak olan dogrulardan biri 1 ve 10 noktalarindan ge¢melidir.
Benzer sekilde; 3 noktasi ile 8, 5 noktasi1 ile 6, 9 noktasi ile 2, 7 noktas1 ile 4 noktas1 da
dogrudastir. Boylelikle 1, 3,5, 7 ve 9 noktalarindan 3 dogru gecmis oldu. Hala iizerlerinden
3 tane dogru gegmemis noktalar var ki bunlar 2, 4, 6, 8, 10 noktalaridir.(Sekil

o

=1

Sekil 4.11 Ornek 4.3 agiklamasi

2 noktasi, (GD-1) geregi 5 ile 6 dan gegen dogru ve 7 ile 4 den gecen dogrularla
birlesmelidir. 2 noktasindan tam olarak 3 tane dogru gecmesi gerektiginden, 2 den gececek
olan tigiincii ve son dogru {4, 7} ve {5, 6} dogrularin1 4, 5, 6, 7 noktalarindan farkli noktalarda
kesmelidir. O halde bu iki dogrunun da {igiincii noktalar1 olusturulmus olur. Bunlar sirasiyla
11 ve 12 olsun. Boylelikle {4,7,11}, {5,6,12} ve {2, 11,12} dogrular elde edilir. Benzer
sekilde 4 noktasindan gegen {igiincii ve son dogru da (GD-1) geregi {1, 10} ve {2, 9} dogrular
ile 1,2,9, 10 noktalarindan farkli noktalarda kesismelidir. O halde bu dogrularinda {igiincii
noktalar1 olusturulmus olur. Bunlar sirastyla 13 ve 14 olsun. Boylelikle {1, 10, 13}, {2,9, 14}
ve {4,13,14} dogrular elde edilir.(Sekil 4.12)
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Sekil 4.12 Ornek 4.3 aciklamas1

Yine (GD-1) geregi 10 noktasindan gegen bir dogru {4,7,11} dogrusu ile
kesismelidir. {4,7,11} dogrusu zaten 3 noktali oldugundan 10, bu ti¢ noktadan biriyle
birlesmelidir. 4 veya 7 ile aym1 dogru iizerinde bulunamaz ¢ilinkii iicgen olusturur.
Dolayistyla 11 noktasi ile dogrudas olmalidir. Ayrica 10 noktasindan gegecek olan dogru
{3,8} dogrusuylada kesismelidir. {3,8} dogrusu suanda 2 noktali oldugundan 10, bu
dogrunun olusturulacak olan yeni noktasiyla birlegsin. O halde {3, 8} tizerinde yeni bir 15
noktasi tanimlanirsa {3, 8,15} ve {10, 11, 15} dogrulari elde edilir.

Son olarak, suana kadar 8 noktasindan gecen 2 dogru tanimlandi ki ti¢iincii bir dogruya
daha ihtiya¢ vardir. Ayrica lizerinden 2 tane dogru gegen iki nokta daha var ki bunlar 12
ve 13 noktalaridir. Bu noktalar1 birlestiren {8, 12,13} dogrusu tanimlanirsa, 15 noktali, 15

dogrulu ve genellestirilmis dortgen aksiyomlarini saglayan (iii) tipinde bir uzay elde edilmis

olur.(Sekil
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Sekil 4.13 Ornek 4.3 aciklamasi

Bu model, genellestirilmis dortgenlerin iyi bilinen bir modelidir. Payne, bu 6zel

cizimi, kiiclik dantel 6rgii anlamina gelen “doily” olarak adlandirmistir. (Polster, B., 1998,
41p.)

Simdi ise Sylvester (1861, 1884) tarafindan insa edilen bir geometrik yap1

verilecektir.
Ornek 4.4 (Sylvester’in duad-sintem geometrisi) 6 eclemanli bir A kiimesi

A = {1,2,3,4,5,6} olarak tanimlansm. A kiimesinin 2 elemanl: altkiimelerinin her birine

duad denir. Ayrik duadlarin Gigliilerinin olusturdugu bir kiimeye ise sintem(syntheme) denir.

6

Burada duad’larin sayis1 5 = 15 tanedir. Hepsi ayr1 ayr1 yazilacak olursa;
{1,2},{1,3}, {1,4}, {1,5}, {1,6}
{2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}

{3,5}, {3,6}, {4,5}, {4,6}, {5,6}



Simdi ise sintemler olusturulsun;

{{1,2},{3,4},{5,6}}
{{1,3},{2,4},{5,6}} ,
{{1,4},{2,3},{5,6}}
{{1,5},{2,3},{4,6}}

{{1,6},{2,3},{4,5}}

{1,2},{3,5},{4,6}}
{{1,3},{2,5},{4,6}} ,
{1,4},{2,5},{3,6}}
{{1,5},{2,4} ,{3,6}}

{{1,6},{2,4},{3,5}}

{{1,2},{3,6},{4,5}}
{{1,3},{2,6},{4,5}}
{{1,4},{2,6},{4,5}}
{{1,5},{2,6},{3,4}}

{{1,6},{2,5},{3,4}}

Yukarida elde edilen bu duadlar ile sintemler sirasi ile bir S = (P, L) uzayinn
noktalarinin kiimesi ile dogrularmmin kiimesini olusturan elemanlar olarak alinirsa, 15
dogrudan ve 15 noktadan olusan bir uzay elde edilir. (Sekil @.14))

{24} 11,5

Sekil 4.14 Sylvester’in duad-sintem geometrisi
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Olusturulan bu 6zel geometrik yapida kullanilan duad ve sintem(syntheme)
kavramlar1 ilk kez Sylvester (1861, 1884) tarafindan kullanilmigtir. (Payne ve Thas, 1984,
79p.) Bundan dolay1 c¢alismada bu yap1 Sylvester'in duad-sintem(duad-syntheme)
geometrisi olarak adlandirilacaktir.

Bu tanimlanan S = (P, L) uzayi,

o Her dogrusu 3 noktali oldugundan (YLU-1) aksiyomunu,

o Farkli herhangi iki noktasindan en fazla bir dogru gectiginden dolay1 (YLU-2)

aksiyomunu,

o Herhangi bir dogrusuna, dogrunun disindaki bir noktadan yalnizca bir dogru

cizildiginden (GD-1) aksiyomunu,

o Dogrudas olmayan noktalar ve kesismeyen dogrular ihtiva ettiginden (GD-2)

aksiyomunu,

o P kiimesi 15 elemanli yani sonlu oldugundan (GD-3) aksiyomunu saglar.

Dolayisiyla Sylvester’in duad-sintem geometrisi bir genellestirilmis dortgendir.
Ornek 4.5 S = (P, L) uzay1, Ornek 4.4’te tamimlanan Sylvester’1in duad-sintem geometrisi,
S" = (P',L') uzay1 da Ornek 4.3’te tanimlanan 15 dogrulu ve 15 noktali genellestirilmis

dortgen olsun. Kolaylik adina her iki 6rnekte tanimlanan nokta ve dogrularin adlandirilmast
ayni kalsm. f : P — P’ bir fonksiyon olsun. Eger f;

FHL2}) = 1, f({3,4}) = 2, f({5,6}) = 3

FHL3Y) =4, f({2,41) =5, f({3,5}) = 6

fF({4,6}) =7, fF({2,3}) = 8, F({1,5}) = 9
f({3,6}) = 10, f({2,5}) — 11, f({1,6}) — 12

f{4,5}) = 13, f({2,6}) — 14, f({1,4}) = 15

olacak sekilde tanimlanirsa, P ve P’ kiimeleri arasinda birebir ve 6rten bir fonksiyon olur. S

uzayinin dogrularinin(sintemlerin) goriintiileri ise;
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AL, 233,41, {5,63}) = {1,2,3}
FA{1,2}, 43,5}, {4,6}}) = {1,6,7}
FA{L,2),{3,6},{4,5}}) = {1,10,13}
FA{L,33,{2,4),{5,6}}) = {4,5,3}
FA{L,3),{2,5),{4,6}}) = {4, 11,7}
FA{1,33,{2,6},{4,5}}) = {4, 14,13}
FA{L,43,{2,3},{5,6}}) = {15,8,3}
F{{1,4},{2,5},{3,6}}) = {15, 11,10}
F{{1,4},{2,6},{3,5}}) = {15, 14,6}
FA{1,53,{2,3},{4,6}}) = {9,8,7}
FA{L,53,42,41,{3,61}) = {9,5,10}
FA{1,53,{2,6},{3,4}}) = {9, 14, 2}
FH{1,63,{2,3},{4,5}}) = {12,8,13}
FA{1,6},{2,4},{3,5}}) = {12,5,6}
FA{L,63,{2,5},{3,4}}) = {12,11,2}

olur ki bunlarin her biri L' niin birer dogrusudur. VI € L dogrusu i¢in f (/) € L’ oldugundan,
f, bir lineer fonksiyondur. f~! fonksiyonunun da lineer oldugu, f nin lineer olmasina
benzer sekilde kolaylikla gosterilebilir. Dolayisiyla S ve S’ uzaylari birbirlerine izomorftur.
3. boliimde iki yaklasik lineer uzayin birbirleriyle ayni olmasi i¢in gerekli asgari kosullar
belirtilmisti. S ve S’ uzaylarinin nokta ve dogru sayilar esit, her iki uzaymn da tiim dogrulari
3 noktali ve tiim noktalarindan 3 dogru gegtiginden S ve S’ uzaylari birbirlerine izomorfizm

farkiyla esittir.
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4.2 Bazi Kombinatoryal Ozellikler

S = (P, L) uzaymin bir p € P noktasi, ¢ noktasi ile dogrudas veya p = g ise p ~ ¢
seklinde gosterilir. Calismanin bu béliimiinden itibaren dogrudas olan noktalarin gosterimi
icin “ ~ ” notasyonu, dogrudas olmayan noktalarin gosterimi igin ise “ ~~ ” notasyonu

kullanilacaktir.

S, bir genellestirilmis dortgen ve S = (P, L) uzaymin herhangi bir noktasi p € P
olsun. p ile dogrudas olan noktalarin kiimesi p- = {x € P|x ~ p} seklinde tanimlanir. p

noktasiin kendisi de p* nin bir elemamdir yani p € p* dir.

q , p noktasi ile dogrudas olan herhangi bir nokta olsun. Bu noktalar genellestirilmis
dortgenin dual uzayinda [ ve h gibi iki farkli dogruya karsilik gelir ki dual uzayda bu dogrular
kesigirler. Yukarida p noktasi ile dogrudas olan noktalarin kiimesi i¢in verilen tanimlama,

dualiteyi korumak adina dogrular i¢inde verilecek olursa:

[ dogrusunu kesen dogrularin kiimesi [+ = {h € L|h ~ [} seklinde tamimlanir. / ~ [
gosterimi h dogrusu ile [ dogrusu kesisir anlamu tasir. [ dogrusunun kendiside [+ nin bir

elemanidir yani [ € [+ dir.

Tamm 4.4 S = (P, L) uzayimn herhangi farkli iki noktasi p ve q olsun. Hem p hem de q
noktastyla dogrudas olan noktalarin olusturdugu kiimeye (p, q) ikilisinin “izi”(trace) denir.

tr(p,q) = {p, q}L = {x € P|lx ~ p,x ~ q} seklinde gosterilir.

Eger p ve ¢ dogrudas noktalar ise tr(p,q) , p ve ¢ noktalarindan gegen dogrunun
iizerinde bulunan noktalarin kiimesi olur. Bu dogrunun iizerindeki noktalar disinda p ve ¢
noktalarina ayni anda dogrudas olan baska bir nokta yoktur ¢iinkii olsaydi tiggen olusurdu ki

bu bir ¢eliskidir.

Yukarida yapilan tanimlamalar daha ¢ok eleman i¢in genisletecek olursa, P kiimesinin

herhangi bir X altkiimesi i¢in:
Xt={rePlp~uzVpec X}

seklinde verilebilir. Benzer sekilde L kiimesinin herhangi bir Y altkiimesi i¢in:
Yt={heLll~hVleY}

seklinde verilebilir.
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Dikkat edilirse herhangi bir / dogrusuna iki farkli anlam ytiklenebilir:
1-) [ dogrusu, L nin bir dogrusu olarak goriilebilir.
2-) [ dogrusu, lizerinde bulunan noktalarin bir kiimesi olarak goriilebilir.

Bu durumda [+ icin iki ayr diisiince yiiriitiilebilir. Birincisi [ dogrusunu kesen
dogrularin bir kiimesi, ikincisi [ dogrusu iizerindeki noktalara ayni anda dogrudas olan
noktalarin kiimesidir. Hangi durumun géz Oniine alindig1r hususunda dikkatli olunmalidur.

Bir sey belirtilmedigi siirece I+, [ yi kesen dogrularin kiimesi olarak kabul edilecektir.

Tamm 4.5 S = (P, L) uzayimn herhangi farkli iki noktasi p ve q olmak iizere;

pl.0) = {0} } = (rlp. )} = {w € Ple ~y Wy € 1r(p,0)}

kiimesine p ve q noktalarimin gereni(span) denir.

sp(p,q), p ve q noktalarina ayni anda dogrudas olan tiim noktalara dogrudas olan
noktalarin kiimesi oldugundan p, ¢ € sp(p, q) oldugu asikardir. Eger p ve ¢ noktalar1 dogrudas
noktalar ise sp(p, ¢) = pq dogrusu olur.

S(P, L) uzayinin bir grid olmasi durumda ne gibi kombinatoryel 6zelliklere sahip

oldugu, asagida verilecek olan (4.9), (4.10) ve (4.11) yardimc1 teoremlerinde incelenmistir.

Yardimci Teorem 4.9 S = (P, L) bir grid, L = Ly U Ly, Ly kiimesinin dogrulart s; + 1

noktali, Lo kiimesinin dogrulart so + 1 noktali olsun. Bu takdirde;

(a) Bir p € P igin ‘pL’ =51+ 8+ 1,
(b) Birl € Ligin [I*| = s;+2,1<i<2

dir.

Ispat (a) S bir grid oldugundan herhangi bir p noktasindan 2 tane dogru gecer. p*, p
noktast ile dogrudas olan noktalarin kiimesi oldugundan, p den gecen bu iki dogru
tizerindeki noktalardan olusur. Bu dogrulardan birinde p hari¢ s, nokta, digerinde ise p
hari¢ sy nokta vardir. Dolayisiyla s, + s, tane nokta p ile dogrudastir. Ayrica p € p*
oldugundan ’pL} =81+ s+ 1dir
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(b) Herhangi bir | dogrusu icin, |- kiimesi [ yi kesen dogrulardan olustugundan ve [ nin
her noktasindan iki dogru gectiginden (biri [ dogrusu), I nin eleman sayisi, | nin iizerindeki

nokta sayust ile esit olur. Ayrica | € I* oldugundan ya |I*| = s; + 2 ya da |I*| = s, + 2 dir:

Yardimci Teorem 4.10 S = (P, L) bir grid, L. = Ly U Ly, Ly kiimesinin dogrulari s, + 1
noktali, Lo kiimesinin dogrulart sy + 1 noktali olsun. S de dogrudas herhangi iki nokta p ve

q olsun. Bu takdirde;

(@ |tr(p,q)| =s;i+1,1<i<2,
(b) sp(p,q) = pq

dir.

Ispat (a) p ve q noktalarimn iizerinde bulunduklar: pq dogrusu ya L, kiimesinin ya da Lo
kiimesinin bir elemanmdw:. tr(p, q), hem p ye hem de q ya dogrudas olan noktalarin kiimesi
oldugundan tr(p,q) = pq dur. Dolayisiyla pq dogrusu L, kiimesinin bir elemani ise
ltr(p,q)| = s1 + 1, Ly kiimesinin bir elemanu ise |tr(p, q)| = so + 1 dir.

1
() spp,q) = {{p,q}L} = {tr(p,q)}" ve p ile q dogrudas oldugundan,
{tr(p,q)}" = {pg}" = pq olur.

Yardimci Teorem 4.11 S = (P, L) bir grid, L = Ly U Ly, Ly kiimesinin dogrulari s, + 1
noktall, Ly kiimesinin dogrulari s, + 1 noktalr olsun. S nin dogrudas olmayan herhangi iki

noktasi p ve q olsun. Bu takdirde;

(a) [tr(p,q)| = 2,
() sp(p,q) = {p,q}

dir.

Ispat (a) S bir grid oldugundan dogrudas olmayan p ve q noktalarinin her ikisine birden
dogrudas olan yalnizca iki nokta vardir. Dolayisiyla |tr(p, q)| = 2 dir.

(b) Bir onceki sik geregi hem p hem de q ile dogrudas olan yalnizca 2 tane nokta
vardwr: Bunlar 1 ve s olsun. sp(p, q) = {tr(p,q)}" = {r, s}" oldugundan r ve s noktalariyla

dogrudas olan noktalar p ve q noktalarinin kendileridir. Dolayisiyla sp(p, q) = {p, q} dur.
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S(P, L) uzaymn bir dual grid olmasi durumda ne gibi kombinatoryel 6zelliklere
sahip oldugu, asagida verilecek olan (4.12), (4.13) ve (4.14) yardimci teoremlerinde

incelenmistir.

Yardimci Teorem 4.12 S = (P,L) bir dual grid, P = P, U P, , P, kiimesinin
noktalarindan t, + 1 dogru, P, kiimesinin noktalarindan to + 1 dogru gegsin. Bu takdirde;

(a) Bir p € P igin ‘pﬂ =t+2,1<1<2,
(b) Birl € Ligin |I*| =t + 1t + 1

dir.

Ispat (a) S bir dual grid oldugundan, uzayin herhangi bir p noktasindan gecen her dogru
2 noktalidir (biri p noktast). Bundan dolayr p noktast ile dogrudas olan noktalarin sayisi, p
den gecen dogru sayisina egittir. Ayrica p € p* oldugundan p € P, ise } pl‘ =t1+2,peph
ise ‘pﬂ =ty + 2 dir.

(b) S bir dual grid oldugundan her dogru iki noktalidir. Dolayisiyla herhangi bir [
dogrusu 2 noktalidir. Bu noktalardan gegen dogrular, | yi kesen dogrularin kiimesini yani
I+ kiimesini olusturur. Bu noktalarindan birinden [ hari¢ t,, digerinden ise yine | haric t,
tane dogru gecer. Dolayisiyla [ yi kesen t, + to tane dogru vardir. Ayrica | € I+ oldugundan

14| =t +ty + 1 dir

Yardimci Teorem 4.13 S = (P, L) bir dual grid, P = P, U P,, P, kiimesinin
noktalarindan t, + 1 dogru, P, kiimesinin noktalarindan ty + 1 dogru gegsin. S de
dogrudas herhangi iki nokta p ve q olsun. Bu takdirde;

(a) |tr(p,q)| = 2,
(b) sp(p,q) = {p,q}

dir.

Ispat (a) p ~ q oldugundan hem p noktast hem de q noktasi ile dogrudas olan noktalar
pq dogrusunun tizerindeki noktalardw. S bir dual grid oldugundan her dogrusu 2 noktalidr.
Dolayiswyla |tr(p, q)| = 2 dir.

) sp(p,q) = {tr(p,q)}" = {pa}" = pq = {p, ¢} oldugu asikardr.
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Yardimci Teorem 4.14 S = (P,L) bir dual grid, P = P, U P, , P, kiimesinin
noktalarindan t, + 1 dogru, P kiimesinin noktalarindan to + 1 dogru gegsin. S de
dogrudas olmayan herhangi iki nokta p ve q olsun. Bu takdirde,

(@ ltr(p,q)| =t; +1,1<i<2,
(b) sp(p,q) =P;, 1 <i<2

dir.

Ispat (a) S bir dual grid ve p ~ q oldugundan, p ve q noktalar: aym P; kiimesindedirler.
p,q € Py ise p ve q noktalart ile dogrudas olan noktalar Ps kiimesindeki tiim noktalardir.
Benzer sekilde p,q € P, ise p ve q noktalart ile dogrudas olan noktalar Py kiimesindeki tiim
noktalardw. Dolaywswla |tr(p, q)| degeri, yat; + 1 ya da ts + 1 dir.

(b) sp(p;

q) = { r(p,q)}" oldugundan ve (a) ispatina benzer sekilde, p,q € P ise
sp(p; {{p, q} } = {P,}" = Pivep,q € Pyise sp(p,q) = {{p, q} } = Py dir.

S(P, L) uzaymn s ve t parametreli bir genellestirilmis dortgen olmasi durumda ne
gibi kombinatoryel oOzelliklere sahip oldugu, asagida verilecek olan teoremlerde

incelenmistir.

Yardimci Teorem 4.15 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmis dortgen olsun.
Bu takdirde,

(a) Bir p € P igin ‘pﬂ =st+s+1,
(b) Birl € Ligin |I*| = st +t + 1

dir.

Ispat (a) p noktasindan t+1 tane dogru gecer. Dolayisiyla p noktasi bu dogrularin
tizerindeki tiim noktalarla dogrudastir. Bu dogrularin her birinin tizerinde p hari¢ s tane
nokta vardir. Dolayistyla p ile dogrudas s.(t + 1) = st + s tane nokta vardir. Ayrica p € p*
oldugundan {pL} = st+ s+ 1dir

(b) | dogrusu iizerinde s+1 tane nokta vardir. Bu noktalardan gecen her dogru [
dogrusu keser. Her bir noktadan | hari¢ t tane dogru gegtiginden | yi kesen
(s + 1).t = st + t tane dogru vardw. Ayrical € I+ oldugundan ‘ZL’ = st+t+ 1dir
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Yardimci Teorem 4.16 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmig dortgen olsun. S
de dogrudas olmayan herhangi p ve q noktalari igin;

(@) |tr(p,q)| =t +1,
(®) |sp(p,q)| <t +1

dir.

Ispat (a) p noktasindan t+1 tane dogru geger. p » q oldugundan (GD-1) geregi p den gegen
t+1 tane dogrunun her birinin tizerinde q noktast ile dogrudas olan birer nokta vardir. Bu

noktalarin herbiri hem p hem de q ile dogrudastir. Dolayiswyla |tr(p,q)| =t + 1 dir.

(b) p ~ q oldugundan yardimci teorem 4.7 geregi hem p noktast hem de q noktasi ile
dogrudas olan t+1 tane nokta vardir. Bu t+1 tane nokta birbirleriyle dogrudas degildir.
Clinkii bu noktalarin herhangi ikisi dogrudas olsaydi, p (veya q) ile birlikte bir iti¢gen

olan nokta sayis1 yine yardimci teorem 4.7 geregi t+1 tanedir. Dolayisiyla bu ayrik
noktalarin tamamiyla dogrudas olan nokta sayisi en fazla t+1 tanedir. Dolayisiyla
sp(p, q)| <t +1dir.

Yardimci Teorem 4.17 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmis dortgen olsun. S
de dogrudas olan herhangi p ve q noktalari icin

lsp(p,q)| =s+1

dir.

Ispat p ~ q oldugundan p ve q noktalar ile dogrudas olan noktalarin kiimesi tr(p, q), pq

L
dogrusuna esittir. Bu esitlik kullanilarak sp(p, q) = {{p, q}L} = {tr(p, q)}L = {pq}L =
pq elde edilir. Her dogru s+ 1 noktali oldugundan |sp(p, q)| = |pq| = s + 1 dir.

Yardimci Teorem 4.18 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmis dortgen olsun. S

de kesigsmeyen herhangi iki [ ve h dogrusu igin
‘ﬂm#¢:s+1

dir.
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Ispat [ dogrusu iizerinde s+1 tane nokta vardir. 1 ve h dogrular kesismediginden | nin
tizerindeki her bir noktadan gegen ve h yi kesen bir tek dogru oldugundan bu dogrularin
sayist da s+1 tanedir. Bu s+1 tane dogru hem [ yi hem de h yi keser. Dolayisiyla
‘{l,h}L’ — s+ 1dir

Tanim 4.6 S = (P, L) bir genellestirilmis dortgen ve S nin herhangi iki noktasi p ve q olsun.
Eger |sp(p, q)| = t + 1 ise (p,q) ikilisine regiilerdir denir. Eger p den farkl: tiim q noktalar

icin (p,q) ikilisi regiiler ise p noktasina regiilerdir denir.

Eger S uzay1 s = ¢ parametreli ve p ile ¢ dogrudas iki nokta ise yardimc1 teorem 4.17

geregi |sp(p,q)| = s +1 =t + 1 olacagindan (p, q) ikilisi regiilerdir.

Tanim 4.7 S = (P, L) bir genellestirilmis dortgen ve S nin herhangi iki noktasi p ve q olsun.
EgerVz € P —{p,q} icin |xL Ntr(p, q)| < 2 ise (p,q) ikilisine antiregiilerdir denir. Eger p

den farkl tiim q noktalari igin (p,q) ikilisi antiregiiler ise p noktasina antiregiilerdir denir.

Tamm 4.8 [kiser ikiser dogrudas olmayan noktalarin 3 elemanli bir kiimesine iiclii(triad)
denir. Belli bir T = (p,q,r) iiglisii icin T+ = {p, q,r}l ={re€ePlx~px~qx~r}

kiimesinin bir elemanina T nin bir merkezi(centre) denir.

T = (p, q, r) bir tglii olmak tizere eger;
o |T*+| = 0ise T ye merkezsiz(acentric),
o |T*| = 1ise T ye tek merkezli(unicentric),

o |T*+| > 1ise T ye merkezli(centric) denir.

Yardimci Teorem 4.19 S = (P, L) ,s = t parametreli bir genellestirilmis dértgen ve (p, q)
ikilisi regiiler ise Vx,y € tr(p, q) i¢in (x,y) ikilileri de regiilerdir.

Ispat S = (P,L),s = t parametreli bir genellestirilmis dértgen ve (p,q) ikilisi regiiler
olsun. Yx,y € tr(p,q) olmak iizere (x,y) ikililerinin regiiler oldugunu gostermek igin

|sp(z,y)| =t + 1 oldugu gosterilmelidir.
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p ~ q olsun. Bu takdirde tr(p,q) kiimesi pq dogrusudur. Bu dogru iizerinde alinan

herhangi iki nokta x ve y olsun.

L
sp(p, q) = {{w,y}L} = {tr(z,y)}" = {pa}” = pq
olur ve s=t oldugundan,
lsp(z,y)| = lpgl =s+1=t+1

dir. O halde (x,y) ikilisi regiilerdir.
p = q olsun. Hem p noktasi hem de q noktasi ile dogrudas olan bir u € tr(p,q)
noktasi, sp(p,q) nun tiim elemanlariyla dogrudastir. |sp(p,q)| = |tr(z,y)| oldugundan

sp(x,y)=tr(p,q) elde edilir. Yardimci teorem 4.16(a) geregi |tr(p,q)| = t + 1 oldugundan
lsp(z,y)| = |tr(p, q)| = t + 1 dir. Dolayisiyla (x,y) ikilisi regiilerdir.

Yardimci Teorem 4.20 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmis dortgen olsun.

Eger p ~ q ise (p,q) ikilisini bulunduran s*t — st — s + t tane ii¢lii vardur.

Ispat Yardimci teorem 4.15 geregi S nin herhangi bir noktast st+s+1 tane nokta ile
dogrudastir. Dolayistyla p ve q noktalarimin her biri st+s+1 tane nokta ile dogrudastir.
Yardimci teorem 4.7 geregi bu noktalardan t+1 tanesi hem p hem de q ile dogrudastir.

Dolayisiyla p veya q noktasi ile dogrudas olmayan noktalarin sayisi;
v—(st+s+1)—(st+s+1)+t+1
tanedir. Ayrica uzaywn tiim noktalarinin sayisinin yardimci teorem 4.8 den;
v=_(s+1)(st+1)
oldugu bilinmektedir. v degeri ilk ifadede yerine yazilirsa;
(s+1)(st+1)—(st+s+1)—(st+s+1)+t+1

=s’t+s+st+1—st—s—1—st—s—1+t+1
=s*—st—s+t

elde edilir ki bu p veya q noktast ile dogrudas olmayan noktalarin sayidir. Dolayisiyla (p,q)

ikilisini ihtiva eden s*t — st — s + t tane iiclii vardir.
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Yardimci Teorem 4.21 S = (P, L), s = t parametreli bir genellestirilmis dortgen olsun.
p,q € P, p o qvetr(p,q) = {xo,x1,...,xs} olsun. I C {0,1, ..., s} icin n(I), p veya q ile

dogrudas olmayan fakat x; lerin tamamiyla dogrudas olan noktalarin sayisi olsun. O halde;

SO = 1)) — (s + 1)) = 0

1

dir.

Ispat p ile q, dogrudas olmayan herhangi iki nokta olsun. Yardimc: teorem 4.20 geregi p
veya q ile dogrudas olmayan s*t— st— s+t tane nokta vardir. s=t oldugundan s*t—st—s-+t =
s3 — s? dir. O halde;

Zn([) =5 — 5 4.1

I
dir. Belli bir x; noktasindan gegen t+1=s+1 tane dogrunun biri p noktasindan, bir digeri

ise g noktasindan gegsin. Bu durumda p veya q dan ge¢cmeyen s-1 tane dogru vardwr ve her
dogrunun tizerinde x; noktast hari¢ s tane nokta oldugundan x; ile dogrudas fakat p veya q

ile dogrudags olmayan s.(s-1) tane nokta vardir. Yani,
Z n(l) =s*—s
icl

dir. Tiim i ler igin hesap edilirse;

Z|I|n(]): (Zn([)) =(+1)(s*—s)=5"—5 4.2)

i=0 \iel
elde edilir. Son olarak, © # j olmak iizere x; ve x; noktalarimin ikisiyle birden dogrudas

olan t+1=s+1 tane nokta vardir. Bunlardan ikisi p ve q noktalari oldugundan x; ve x; ile

dogrudas olan p ve q hari¢ s-1 tane nokta vardir. Yani belli bir 1, j ikilisini ihtiva eden I

Zn([):s—l

K]
1,J€1

tizerinden toplama yapilirsa;

dir. Tiim 1, j ,i # j ikilileri iizerinden hesap edilirse;

Z('g' )n(])zz > _n) =<S_2H><S—1>

Y A\
g€l \t,j€l

S UI=Y, gy frDstazl) 2

\)

1

S = n(l) =5 —s (4.3)

1
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dir. boylece yardimci teoremde belirtilen ifade agilirsa;

(=1 = (s +1))n(I) =0

I

= > (=D =] (s + 1)+ (s + 1] n(]) =0

I

= > (= D)|In(1 Z\II Z Ys+1) =0

I
elde edilir. (4.1), (4.2) ve (4.3) esitlikleri yerlerine yazilirsa;

P —s5— (s =s)(s+ 1)+ (s =s*)(s+1)=0

=5 —s—(sT+s -8+ (st -5 -5 =0

=2 st P+ ts+st+sd -2 —s2=0

Yardimci Teorem 4.22 S = (P, L), s = t parametreli bir genellestirilmis dértgen olsun. S

uzaywmda antiregiiler bir (p,q) ikilisi varsa, her bir (p,q,r) ti¢liisiiniin 2 veya 0 merkezi vardir.

Ispat (p.q) ikilisi antiregiiler oldugundan p ~ q dur. Dolayisiyla yardimci teorem 4.20
geregi (p,q) ikilisini bulunduran s*t — st — s + t tane iiclii vardr: s=t oldugundan bu say!
53 — s? ye egittir. Yardimci teorem 4.21 de verilen n(l) tammlamast ayni sekilde, yani p veya
q ile dogrudas olmayip tr(p,q) kiimesinin elemanlariyla dogrudas olan noktalarin sayist
olsun. |I| > 2 olmasi yani |tr(p, q)| > 2 olmasu, (p,q) ikilisi antiregiiler oldugundan n(I)=0
olmasini gerektirir. Ciinkii n(1)>0 olsaydi |a:L Ntr(p, q)} > 2 olurdu ki bu durum (p,q)

ikilisinin antiregiiler olmasiyla ¢elisirdi. Yardimci teorem 4.21 den;

=1 = (s +1))n(l) =0

1

> (= 1)(I] = (s+ 1)n(I) =0

7]<2

D =)= (s+1))n(@)+ ) (=1~ (s+1))n(D)+ Y (=) (]~ (s+1))n(I) = 0

|1]=0 |I]=1 |I]=2
(—1)(=s — Dn(@) +0.(1—s— n(l)+ »_12—s—L)n(I) =0
|7]=2
(s+ n(@) + > (=s+1)n(I) =0
|1]=2

(s+ n(@) = Y (s — n(I)
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(s+1)n(®):(s—1)<8_|2_1)(3—1)

s+1 .
dir. Burada 5 , [ min se¢imlerinin sayisidir ve her bir se¢im igin n(l) degeri yardimci

teorem 4.7 den p ve q noktalart hari¢ tutuldugundan s-1 dir. Boylece;

(s + (@) = (s - B

(s 1)

(s —1)%s
2
elde edilir ve bu, (p,q,r) merkezsiz olacak sekilde secilebilecek r noktalarinin sayisina karsilik

n(9) =

gelir. Dahasi;

<s—1>2n<f>=<s—1><s‘gl><s—1>

=

an:(s—l)(il)

7|=2

oldugundan (p,q,r) iicliisii 2 merkezli olacak sekilde secilebilecek r noktalarinin sayist

3
57— s+1
tanedir. Yukaridaki son egsitlikte verilen 5 , I min secimlerinin sayisidir. (s-1)

de segilen I min iki noktasi ile dogrudas olacak sekilde segilebilecek r noktalarinin sayisidir.

Béylece;

s(s—1)3

2

83—8

(p.q.r) tigliisii merkezsiz olacak sekilde segilebilecek r lerin sayisi

(p,q,7) tigliisti iki merkezli olacak sekilde segilebilecek r lerin sayisi
dir. O halde (p,q,r) bir ti¢li olacak sekilde segilebilecek r noktalarinin sayisi;
s(s—=1)2 s*—s s(s?—25+1)+s3—s -2 +s+s3 -5 28252 .,

5 T T 2 - 2 Ty T

dir ki bu ayni zamanda r noktasinin miimkiin olan tiim segcimlerinin sayisidur.

Sonug 4.3 Eger (p,q,r) tek merkezli bir ii¢lii ise, o halde p,q ve r noktalarinin herhangi ikisi

antiregiiler olmayan bir ikilidir.
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Yardimci Teorem 4.23 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmis dortgen olsun.

1 < s < tise hig bir (p,q) ikilisi regiiler degildir.(dolayistyla hi¢ bir nokta regiiler degildir)

Ispat (p,q) ikilisinin regiiler oldugu varsayisin. Dolayisiyla |sp(p, q)| = t + 1 dir. sp(p.q)
kiimesinin noktalarini tr(p,q) nun noktalariyla birlestiren dogrularin tizerindeki noktalarin
sayist hesap edilirse: uzaymn her bir noktasindan t+1 tane dogru gegtiginden sp(p,q) nun
noktalarindan toplam (t+1)(t+1) tane dogru geger. Her bir dogru (s+1) noktalr oldugundan

bu dogrulart tizerinde;
t+DEt+1)(s+1)—-(t+1)(t+1)=(t+1)(t+1)s

tane nokta vardiwr. Ayrica;

v=_(s+1)(st+1)>(t+1)(t+1)s
oldugu asikardur.

(s+Dst+s+1>(t+1)(st+s)
(st+1)st+s+1>t(st+s)+st+s
(s+1)st+12> st(t+1) + st

1
S+1+—tZt+1+1
S

1
s+—2>1t+1
st

bulunur ve bu esitsizlik ancak s =t = 1 yada s > t, s > 1 iken saglanmir ki bu bir ¢eliskidir.
Dolayisiyla 1 < s < t iken (p,q) ikilisi regiiler olamaz.

Yardimci Teorem 4.24 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmis dortgen olsun.

s = 1 veya s > t iken (p,q) regiilerdir < her bir (p,q,r) ti¢liisii ya 1 ya da t+1 merkezlidir.

Ispat (=) : (p.q) regiiler olsun. Ayrica (p,q,r) ii¢liisiiniin x ve y gibi en az iki tane merkezi
olsun. (p,q) regiiler oldugundan |sp(p,q)] = t + 1 = ){tr(p7 q)}l‘ dir. v,y € tr(p,q)
oldugundan |tr(x,y)| = t + 1 olur ki benzer sekilde bu t+1 noktaya dogrudas olan yine t+1
nokta vardir. Yani |sp(x,y)| = t + 1 dir. Dolayiswla (p,q,r) ii¢liisii t+1 merkezlidir.

(«<=) : Her bir (p,q,r) ti¢hisii 1 ya da t+1 merkezli olsun. Eger t > 1 ise, tr(p,q) nun
herhangi ti¢ noktasi x,y ve z olsun, (x,y,z) ii¢liisii t+1 merkeze sahiptir. |sp(p, q)| = t+ 1 olur.
Dolayisiyla t > 1 iken (p,q) regiilerdir. Eger t = 1 ise, her noktadan 2 dogru gectiginden S
bir griddir ve (p,q) ikilisinin regiiler oldugu asikardir. Her iki durumda da (p,q) ikilisi regiiler

oldugundan Yardimci teorem 4.23 geregi s = 1 veya s > t olmasi gerektigi asikardur.
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4.3 s=t=3 parametreli Genellestirilmis Dortgenler

Bu boliimiin tamaminda S = (P, L) uzaymin s = ¢t = 3 parametreli, yani her
noktasindan 4 dogru gegen ve her dogrusu 4 noktali olan bir genellestirilmis dortgen oldugu
varsayilacaktir. s = ¢ = 3 parametreli bir genellestirilmis dortgen, yardimci teorem 4.8
geregi 40 dogrulu ve 40 noktalidir. Bu boliimde verilecek olan biitiin sonuglar Payne’den
(1975) alinmustur.

Yardimci Teorem 4.25 Her bir nokta ikilisi ya regiilerdir ya da antiregiilerdir.

Ispat Regiiler ve antiregiiler olmayan bir (p,q) ikilisi var olsun. (p,q) antiregiiler
olmadigindan, tr(p,q) kiimesinin en az 3 noktasiyla dogrudas olan bir x noktasi vardir. Yani
(p,q,x) tigliisii merkezlidir. Yardimci teorem 4.24 geregi, (p,q) regiiler olmadigindan bu iiglii
t+1=4 merkezli olamaz. Dolayisiyla x noktas: tr(p,q) kiimesinin tam olarak 3 noktast ile
dogrudastir. tr(p,q) = xg,T1, T2, T3 V€ T ~ To,X1,To olsun. xxy, Tx1 Ve TT9 dogrular: x
noktasindan gecen 3 farkli dogrudur. x den gegcen bu dogrular pxrs ve qrs dogrulart ile
kesismediginden x den gegen 4. dogru ile pxs ve qxs dogrular: birer noktada kesismelidir.
Ve bu nokta (GD-1) x5 noktasi olmalidiv. Bu durumda (p,q,x) tigliisti 4 merkezli olur ki bu
bir ¢eliskidir. Dolayisiyla regiiler ve antiregiiler olmayan bir (p,q) ikilisi yoktur.

Yardimei Teorem 4.26 (p,q,r) herhangi bir ii¢lii ise bu takdirde;

(i) Eger (p,q.v) I veya 4 merkezli ise p,q,r noktalarinin herhangi ikisi regiilerdir.
(ii) Eger (p,q,r) 0 veya 2 merkezli ise p,q,r nin herhangi ikisi antiregiilerdir.

(iii) 3 merkezli bir ti¢lii yoktur.

(iv) (p,q.r) nin tiim ikilileri ya regiilerdir ya da antiregiilerdir.

Ispat (iii) Yardimc: teorem 4.25 in ispatindan asikardir.
(i) Eger (p,q,r) 1 merkeze sahipse p,q,r nin herhangi ikisi regiilerdir.(Sonug¢ 4.3 ve
yardimct teorem 4.25). Eger (p,q,r) 4 merkeze sahipse antiregiiler ikili yoktur. Dolayistyla

ikililerin tamami yardimct teorem 4.25 ten dolayi regiilerdir.

(ii) Eger (p,q,r) 0 veya 2 merkeze sahipse yardimct teorem 4.24 geregi her bir ikili

antiregiilerdir.

(iv) i, ii ve iii den asikardur.
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Yardimci Teorem 4.27 Tiim nokta ikilileri regiilerdir ya da tiim dogrudas olmayan

noktalarin olusturdugu ikililer antiregiilerdir.

Ispat Dogrudas olmayan nokta ikililerinden bazilar: antiregiiler olmasin. Yardimci teorem
4.25 geregi herhangi bir ikili antiregiiler degilse regiilerdir. Yani p ~ q olacak sekilde bazi
(p,q) regiiler ikilileri vardwr. x ve y, {x,y} # {p,q} olacak sekilde herhangi farkli iki nokta
olsun. x ~ vy ise (x,y) ikilisinin regiiler oldugu aciktir. Eger (p,q,x) bir ti¢lii ise yardimci
teorem 4.26-(iv) geregi (p,q) regiiler oldugundan (x,p) regiilerdir. Eger (x,p,y) bir ti¢lii ise
yine yardimci teorem 4.26-(iv) geregi (x,y) regiilerdir. Yardimct teorem 4.19 geregi (p, q)
regiiler oldugundan x,y € tr(p,q) ise (xy) ikilileri regiilerdir. {x,y} ¢ tr(p,q) oldugunu

varsayabiliriz.

x o y olsun. x ve y noktalarindan birinin, x i ele alalim, p ve q nun her ikisiyle
dogrudas oldugunu ya da x ~ p ve y ~ q oldugunu varsayalim. Her iki durumda da p,q,x,y
noktalariyla dogrudas olmayan bir w noktasi vardw. Bu w noktasimin varligi p,q,x ve y

noktalarindan gegen dogrularin iizerindeki noktalar: sayarak kanmitlanabilir oyle ki:

Toplamda 40 tane noktanmn var oldugu bilinmektedir. p ile dogrudas olan 13 tane
nokta(p dahil) vardir. Bu 13 noktanin 4 tanesi (GD-1) geregi q ile zaten dogrudastir. Yani q
noktasi ile dogrudas olan 9 tane nokta daha vardir. Eger x noktasi hem p hem de q ile
dogrudas ise, x den gegcen xp ve xq dogrularindan baska 2 dogru daha vardw. Bu
dogrularin iizerinde 6 yeni nokta daha tanimlanwr. Son olarak y noktasi, p ve q dan gegen
her bir dogrunun bir noktasiyla dogrudastir, en fazla 10 yeni nokta daha eklenebilir. Bu
durumda 40 noktanin en fazla 38 tanesi bulunmug olur. Eger x noktasi p ile, y noktasi da q
ile dogrudasy ise, x iizerindeki her bir dogru, y den gegen her bir dogruyla bir noktada
kesisir ve en fazla 14 nokta daha tanimlayabiliriz. Bu durumda da 40 noktanin en fazla 36
tanesi bulunmus olur. Her iki durumda da p, g, x ve y noktalariyla dogrudas olmayan bir w

noktasmmin varligi kanitlanmig olur.

Simdi (p,q,w) bir iiclii ve (p,q) regiiler oldugundan yardimci teorem 4.26(iv) geregi
(q.w) regiilerdir. (q,w,x) bir ii¢lii ve (q,w) regiiler oldugundan (w,x) ikilisi de regiilerdir.
(w,x,y) bir tigli ve (wx) regiiler oldugundan benzer sekilde (x,y) ikilisi de regiilerdir.
Béylece dogrudas olmayan nokta ikililerinden bazilar: antiregiiler degilse, tiim nokta

ikililerinin regiiler oldugu gosterilmis olur.

Yardimci Teorem 4.28 s=¢=3 parametreli bir genellestirilmis dortgende dogrudas olmayan
noktalarin ikililerinin tamami antiregiiler ve dogru ikililerinin tamami regiilerdir veya bunun

gibi bir dortgenin dualidir.
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Ispat Yardimci teorem 4.27 geresi dogrudas olmayan nokta ikililerinin tamaminin
antiregiiler oldugu kabul edilebilir. Tiim dogru ikililerinin regiiler oldugu gosterilmedilir. 1,
ve ly herhangi iki dogru olsun. Iy N ly # & ise |sp(ly,lo)| = t + 1 oldugu asikardir. Yani
(11, 1) ikilisi regiilerdir. |y Nly = D vex € 11,y € ly olsun. © ~ y oldugundan yardimci
teorem 4.16(a) geregi |tr(z,y)| =t + 1 = 4 dir. Dolayisyla tr(x,y) — (I; Uly) nin p ve g
gibi iki farkli noktasim segebiliriz. Simdi z € tr(p,q), z # x, y noktas ele alalim.
z & 1y, 1y oldugu aciktir: O halde (x,y,z) iigliisii merkezli iiglidiir ve dogrudas olmayan nokta
ikililerinin tiimii antivegiiler oldugundan yardimci teorem 4.26 geregi (x,y,z) iigliisii tam
olarak 2 merkeze sahiptir. Bunlar p ve q dur. (Sekil

[2 Y

Sekil 4.15 Yardimc1 teorem 4.28 agiklamasi

z noktasindan gegen, l, dogrusu kesen dogru l3 olsun. l, ise x den gegen ve ls yi kesen
dogru olsun. l5 ise z den gegip 14 ii kesen dogru olsun. l5 # s, zp, zq oldugu agiktir ¢iinkii
eger ls dogrusu bunlardan biri olsaydi, tiggen olusurdu. Ayrica (x,y,z) iigliisii tam olarak

2 merkezli oldugundan, 5 dogrusu ile 1y dogrusunun kesistikleri noktanin ly N 1, noktast

olmadig1 agiknir. (Sekil
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Sekil 4.16 Yardimci teorem 4.28 agiklamasi

Son olarak y den gegip l5 i kesen dogru lg olsun. Bu lg dogrusu ls, yp ve yq dan
farklidir sayet bunlardan biri ile ayni olsayd yine benzer sekilde tiggen olusurdu. lg dogrusu
ayrica y den ge¢ip ly i kesen dogrudur. Dahasi z noktasint |5 dogrusu ile birlestiren dogru s,

zp, zq dogrulart olamaz ¢iinkii tiggen olusur. O halde z noktasini ly dogrusu ile birlestiren
dogru I3 dogrusudur. (Sekil

Sekil 4.17 Yardimc1 teorem 4.28 agiklamasi
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Yani (11, 1o, l5) tighisii, merkezi 3, 14 ve lg olan dogrularin bir ti¢listidiir. Bu durumda

yardimci teorem 4.27, ii¢liiniin 4 merkezli olmasini gerektirir ve (11, ly) ikilisi regiilerdir.

4.4 Alt Dortgenler

Tamm 4.9 S’ = (P', L) bir yaklasik lineer uzay ve S = (P, L) bir genellestirilmis dortgen
olsun. Eger S" = (P', L") uzay1, S nin bir kisitlamast ve kendisi de bir genellestirilmis dortgen

ise S" uzayina S nin bir “alt dortgeni” denir.

Eger S’ # S ise S’ uzayma S nin 6z alt dortgeni denir. S ve S’, sirasiyla s,t ve st/

parametreli genellestirilmis dortgen olsunlar. s = s" ise L/ C L dir.
Ornek 4.6 S = (P, L), dogrular1 s; + 1 ve sy + 1 noktali bir grid olsun. O halde S,
dogrular1 s} + 1 ve s, + 1 noktali, 1 < &} < 59,1 < s, < s, olan ve kendisi de grid olan bir

alt dortgen ihtiva eder.

Dual olarak; bir gridin duali olan genellestirilmis dortgenin, ki bu dual griddir, daima

s=¢=1vel <t| <t,1 <t <ty parametreli bir alt dortgeni vardir.

Simdi, bu boliimdeki teorem ve yardime1 teoremlerin ispatinda kullanilacak olan bir

esitsizlik verilecektir.

Yardimci Teorem 4.29 ¢4, to, ..., ty reel sayilar ve d, pozitif bir tam sayi olsun. Bu takdirde;
d d 2
i3> (3]
dir.

d
. _ oy
Ispat ¢= chi olsun. O halde;
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0< <Ziti> - <Ziti> +2d:t?

i

olur ki buradan,

7

dit?z <iti>2

elde edilir.

Siradaki teoremin sonucunu ilk olarak Higman(1971), bunun ispatin1 ise

P.Cameron(1974) vermistir.

Teorem 4.3 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmis dortgen olsun. Eger s>1 ise
t < s% dir. Dual olarak eger t>1 ise s < t* dir.

Ispat p ve q dogrudas olmayan iki nokta olsun. p veya q ile dogrudas olmayan noktalarin
kiimesi ise X olsun. p noktasi ile dogrudas olan p hari¢ (t+1)s tane nokta, q ile dogrudasg
olan q harig (t+1)s nokta vardir. Bunlardan (t+1) tanesi her ikisi ile de dogrudagstir(yardimci

teorem 4.7). O halde X = {x|p » x,q =~ =} kiimesinin eleman sayisi;

I X|=v—2-20t+Ds+({t+1)=(s+1)(st+1)—2—(2s=1)(t+1)

dir. Her bir x; i¢int; = [{yly ~ p,q,z;}|, 1 <1i < |X| = d olsun.
Simdi (z;,y), v; € X, y ~ p, q, x;, ikililerinin sayisini bulalim. p veya q dan gegen

dogrularin iizerinde bulunmayan fakat tr(p, q) elemanlariyla dogrudags noktalarin sayisi;
S ti=(t+1)(t—1)s (4.4)

dir. Burada (t — 1), y den gegen fakat p veya q dan ge¢meyen dogrularin sayisi, s, bu
dogrularin her birinde bulunan y haricindeki noktalarin sayisi ve (t + 1), y noktasinn

farkl se¢imlerinin sayisidir.

Simdi de, v/, y icin az once tammlanan kosullar: saglayan y # ' seklinde bir nokta
olmak iizere (z;,y,y') iiclilerinin sayisin iki farkli yoldan hesaplayalim. Ilk yol, y # v
oldugundan ", t;(t; — 1) tanedir. Ikinci yoldan, y ve y' noktalarinin farkli secimlerinin sayisi
(t+1)t tanedir. y den gegen t+1 tane dogru oldugundan ve bunlardan ikisi yp ile yq dogrusu

oldugundan, 1y’ noktasi, bu t-1 tane dogrunun birer noktasi ile dogrudastwr. Yani;

D it —1) = (t+ 1)t — 1) (4.5)
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elde edilir. (4.4) ve (4.5) esitlikleri bir araya getirilirse;

Zﬂ (t+1)(t—1)(s+1t)

2
bulunur. Yardimet teorem 4.29 geregi d S0 12 > (Zf ti> oldugundan;

dY "t =d(t+1)(t—1)(s +1) (Zt) = (t+1)2(t—1)%s

d(s+1t) > (t+1)(t —1)s

veya

d(s+1t) > (t* —1)s*

dir. Sonug olarak t(s — 1)(s*> — t) > 0 veya s* > t dir.

Teorem4.4 S = (P,L) ve S = (P, L), siraswyla s,t ve s',t' parametreli birer
genellestirilmis dortgen ve S', S nin bir alt dortgeni olsun. s = s' veya s > s't' diir. Dual

olarakt = t' veya t > s't' diir.

Ispat X = {s € P— Pz ¢1',l' € L'} olsun. d = |X| degerini hesaplayalim. P — P’

kiimesinin noktalarinin sayisi;
v—v =(s+1)(st+1)— (s +1)(s't"+1)
dir. Bu noktalardan L' niin dogrulart tizerinde olanlarin sayisi;
Vis+1—(s+1)=+1)(T+1)(s— )
bulunur. Yani;
d=(s+1)(st+1)— (s +1)(st' +1) = '+ 1)(s't' +1)(s =) >0
dir. Egert =t ise;
St s+st+1— (st 5+ 5t +1)— (ss't2+st+sst+s—512—s't—s"t—5) >0
% — 55"t — ss't + 52 >0
t(s—s't)(s—5)>0

bulunur ki s > s't' veya s = ' dir.
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t >t olsun. x; € X, z € P' vex; ~ z olacak sekilde x;, z nokta ikililerini sayalim. z,
v' = (s + 1) (st + 1) farkh sekilde segilebilir. z ile dogrudas olacak sekilde segilebilecek x;
noktalart igin (t — t')s farkli se¢im vardir. t;, x; ile dogrudas olan P’ kiimesinin noktalarimn

sayist olsun;
Zt (8" + 1) (st +1)(t —t)s (4.6)

Simdi x; € X, z,2/€ P, x ~ 2,2 ve z = 2 olacak sekilde (x;, z, ) iighilerini sayalim. z

igin (s'+1)(s't' + 1) segenek var. 2’ iginise (s' +1)(s't' +1) — (s't' + ' + 1) = st segenek

var. x; i¢in ise (t — t') segenek var. Yani;

Zt (ti —1) = (s + 1) ('t + 1)s?t'(t — 1) (4.7)

(4.6) ve (4.7) esitlikleri toplanirsa;

ZtQ (s + 1) (st + 1)(t —t')(s* + 5)

2
Yardimci teorem 4.29 geregi d Zj 2 > (Zf ti> idi. Yukarida bulunan d yerine yazilirsa;
(8" + 1) +1)(t—t) (s —8) (s — st (st + s*t*) >0

elde edilir ki t > t' oldugundan s = s' veya s — s't’ > 0 bulunur.

Bundan sonra verilecek yardimer teoremlerde S = (P, L) uzay1 s ve ¢ parametreli,

S" = (P', L") uzay1 ise s ve t' parametreli olarak alinacaktir.

Yardimci Teorem 4.30 S, S nin bir 6z alt dortgeni olsun. O haldet > sdir. s = tiset' =1
dir.

Ispat ¢ < t oldugu varsayilsin.

Egert < s ise teorem 4.4 geregi tt' < st' < t dir. Buradan t' < 1 olur ki bu bir
celiskidir.

Egert = s ise yine teorem 4.4 geregi t > st' dir ki 1 > t' olur. Yani 1 = t' dir.

Yardimei Teorem 4.31 S’, S nin bir 6zalt dortgeni olsun. Eger s > 1iset’ < sdir t' = s

iset = s% dir
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ispat Egert =1iset' <tolmasit' =1 < s olmasin gerektirir.
Egert > 1 ise teorem 4.4 ve teorem 4.3 den st' <t < s® yani t' < s dir.

s > 1vet = s oldugu varsayilsin. Yani 1 < t' < t ve teorem 4.3 den t < s dir.
Fakat teorem 4.4 geregi t' < t oldugundan t > s* dir. O halde t = s? elde edilir.

Yardimei Teorem 4.32 S, S nin bir 6zalt dortgeni olsun. O halde s > 1 vet' > 1 ise
s2 <t < sves: <t<sdir

Ispat S’ ne teorem 4.3 uygulamirsa s < t”? yani s t' elde edilir. Yardimci teorem 4.31

3 <
1
<

t' < s oldugunu séyler. O halde teorem 4.4 den s ' olmasi s2 < st < t olmasmni

gerektirir. Son olarak teorem 4.3 den t < s* bulunur.

Yardimci Teorem 4.33 S’, S nin bir 6z alt dortgeni, S” de S’ niin s ve t" parametreli bir 6z
alt dortgeni olsun. O haldet” = 1,1 = svet = s* dir.

Ispat Egert” > 1iseyardimci teorem 4.32 yi iki kere uygularsak s? <t <slvest <t <
s elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla t” = 1 dir. O halde t > 1 oldugu varsayilabilir.

Teorem 4.4 geregi t' > s dir. Yardimci teorem 4.31 geregi t' < s dir. Yani t' = s dir.

Tekrar yardimci teorem 4.31 geregi t = s* dir.

Bu son yardimci teorem, her dogrusundaki nokta sayis1 ayni kalan ve s > 1 olan
S 2 8" D S”... seklindeki herhangi bir 6z alt dortgenlerin zincirin en fazla 3 elemana sahip
oldugunu sdyler. Bu durum s = 1 iken dogru degildir. Ornegin s = 1 ve her noktasindan ¢ + 1
dogru gecen bir uzay(dual grid) ele alinirsa, bu uzayin, parametreleri s = 1, ¢ = 1 oluncaya

kadar kiigiiltiilebilen S 2 S’ 2 S”... seklinde ¢t — 1 tane elemana sahip bir zinciri tiretilebilir.

Siradaki teorem, s ve t parametreli bir S = (P, L) genellestirilmis dortgeninin alt
kiimesinin ne zaman s parametreli bir alt dortgen belirttigine karar vermek icin bize bir metot

gosterir.

Teorem 4.5 S = (P, L), s ve t parametreli bir genellestirilmis dértgen olsun. P C P ve
L' C L olacak sekilde bir S" = (P', L") olsun. Ayrica;
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(i)p,q € P ,p#qvep,q€l € Lisel € L',
(i) V' € L' i¢inl', P’ niin s + 1 elemanmini ihtiva eder.

kosullar: saglansin. O halde asagidakilerden biri saglanir,

(a) P, pile dogrudas olan P nin noktalarimin bir kiimesi iken L' niin tiim dogrulart
p den geger.
b) L' =@

(c) S', S nin s ve t' parametreli bir alt dortgenidir.

Ispat (a), (b) ve (c) nin, (i) ve (i) sartlarin sagladigi kolayca goriiliir. S = (P, L) uzayinin
(i) ve (ii) sartlarin saglarken (a) ve (b) tipinde degil ise (c) tipinde oldugunu gostermeliyiz.
Yani P' + @ # L' olsun.

S" i¢in (GD-3) saglamir. p' € P’ noktasi ! € L' dogrusun iizerinde olmasin. S de
l € L' C L oldugundan ve (GD-1) geregi p' noktasini I dogrusunun bir p € P noktasinda
birlestiren bir tek | € L vardw: (ii) sarts, her l' € L' dogrusu iizerinde P’ niin s + 1 noktasini
bulundurdugunu soylediginden p € P’ diir. (i) den dolayrl € L' diir. Yani S’ uzayinda (GD-1)

saglanr.

Teorem 4.1 ve (ii). kosuldan dolayi, S' niin s ve t' parametreli bir genellestirilmis
dortgen oldugunu gostermek igin belli bir t' > 1 icin S’ niin her bir noktasindan t' + 1 tane

dogru gectigini gostermek yeterli olacaktir.

p' € P’ noktasi, iizerinden L' niin en az bir dogrusunun gectigi bir nokta olsun. (b)
tipinde olmadigini kabul ettigimizden p' vardw: (a) tipinde de olmadigi kabul edildiginden
p’ noktast ile dogrudas olmayan bir q' noktasi vardw. l', p' noktasindan gegen herhangi bir
dogru olsun. S' de (GD-1) geregi L' niin, ¢’ den gegen ve l' nii kesen bir tek dogrusu vardur.
Bunal” densin. p’ noktasindan gegen dogrular ile ¢’ noktasindan gegen dogrular arasinda bu
sekilde birebir esleme kurulabilir. Béylece p’ ve q' noktalarindan S’ niin esit sayida dogrusu

geger. t' + 1 tane dogru gectigi farzedilsin, t' > 0.

Eger !, P niin ' ~ p fakat x' = ¢ olan herhangi bir noktast ise yukaridaki gibi
x' ve ¢, dolayisiyla x' ve p', t' + 1 dogru iizerindedir. Son olarak x' ~ p', ¢ olacak sekilde
bir x' noktasini ele alalim. Eger t' = 0 ise L' niin her dogrusun x' noktasindan gectigini
iddaa edebiliriz. Yani S’, (a) tipinde olur ki bu bir ¢eliskidir. Bunun neden oldugunu gormek
kolaydwr ¢iinkii, L'niin herhangi ' # p'x’, ¢'x' dogrusu i¢in (GD-1) geregi p'(veya ¢'), | yi

kesen bir dogru tizerindedir. Ama t' = 0 olmasi, tek se¢enek olan x' € I' olmasini gerektirir.
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t' > 1 olsun. Ve yine ' ~ p', ¢ olsun. l, p' den gegen x'p’ den farkl bir dogru olsun.
(GD-1) den, ¢’ noktasi I dogrusunun bir tek noktasiyla dogrudastir Ama s > 1 olmast,
Yy = ¢ olacak sekilde bir y € 1 noktasimin varligini gerektirir. (GD-1) ayrica y' ~ x'
olmasini gerektirir. Simdi, az dnce p' ve ¢’ igin yapilan gibi ¢’ ve y' nii ele alalim. ¢ ve y' den
ayni sayida dogru geger. Benzer olarak 1y’ ve ' nii ele alirsak yine y' ve x’ den de ayni sayida

dogru gecer. Boylece p' ve &' den de ayni sayida dogru geger:
4.5 Genellestirilmis Dortgenlerin Kolinasyonlari
f, S = (P, L) genellestirilmis dortgeninin bir kolinasyonu olsun.

Py ={p € P|f(p) = p}

kiimesi tanimlansm. S uzaymnin Py kiimesine kisitlamas1 Sy = (Py, Ly) uzay1 olsun. Bu
boliim, S yapisinin miimkiin olan durumlarmin arastirilmas ile ilgilidir ve Batten (1986)

kaynagindan 6zetlenerek hazirlanmistir.
Ornek 4.7 S = (P,L), s > 3 vet = 1 parametreli bir grid olsun. 1 < i,j < s + 1 olmak

tizere p;; noktalari, her bir ¢ i¢in {p;;|1 < j < s+ 1} ve her bir j i¢in {p;;|1 <7 < s+ 1}
bir dogru olacak sekilde tanimlansin.(Sekil 4.18)

P11 P12 P1s Pis Pr{s+1)

Pais4+1)

Ps(s41)

Plsyin Pis+1)2 Prs+1)s Pls+1)s Plat1){s+1)

Sekil 4.18 (s+1)(s+1) noktal1 grid
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f kolinasyonu;

1 <j <s+1ligin f(p1j) = p1j, f(P25) = p2j ve f(Ps+1)5) = P3jo

3<i<s,1<j<s+1igin f(pij) = pa+1); olarak tanimlansin.

{pij|]1 <j <s+1} dogrular1 i = 1 ve i = 2 igin her bir noktastyla beraber sabit
kalmistir. Sekle gore yatay konumda olan diger dogrular ise yer degistirmislerdir. Sekle gore

dikey konumda olan dogrular ise sabit kalmiglardir fakat dogrularin iki noktalar1 hari¢ diger

noktalar1 yer degistirmistir. Boylece S kisitlamast, ilk iki yatay dogru ile verilen 2 x (s + 1)

griddir. (Sekil 4.19)

pll‘ P13 Ms I!'J|{.,..+|}

P12
P21 / P>/ Pas Pas+1)

Sekil 4.19 2(s+1) noktal1 grid

Teorem 4.6 f, S = (P, L) genellestirilmis dortgeninin bir kolinasyonu olsun. Sy, S nin f
kolinasyonunun sabit noktalarina kisitlamast olsun. Bu durumda asagidakilerden biri

saglanr;

(i) Sy bir genellestirilmis dortgendir.
(ii) Sy herhangi ikisi dogrudas olmayan noktalarin bir kiimesidir.
(iii) Sy herhangi ikisi kesismeyen dogrularin bir kiimesidir.

(iv) Sy ortak bir noktada kesisen dogrularin bir kiimesidir.

Ispat [ . Ldogrusunun f ye kisitlamasi olsun. Sy nin bir dogrusu l; ve Iy dogrusu iizerinde
olmayan bir noktasi p olsun. p noktasi ly dogrusu iizerinde olmadigindan | dogrusu iizerinde
de degildir. (GD-1) geregi S uzayinda p den gegen ve | yi bir q¢ € | noktasinda kesen bir
dogru vardwr. Eger f(q) # qise, f(q) € lve f(p) = p oldugundan p noktasindan gecen ve
vi kesen ikinci bir dogru vardiwr ki bu bir ¢eliskidir. (Sekil
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Sekil 4.20 Teorem 4.6 agiklamasi

Yani f(q) = q olmaldir. Dolayisiyla q € ly dir ve bundan dolay: (pq) ; noktalarinin
kiimesi, Sy de bir dogru belirtir. Yani Sy, (GD-1) sartim saglar.
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S. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béoliime kadar sirasiyla, ¢alismada kullanilan ve bilinmesi gerekli olan bazi temel
kavramlar ve bunlarin tamimlari verilmistir. Sonrasinda, daha énce yapilan ¢alismalarda
ortaya konan ve aksiyomatik yapilardan biri olan yaklasik lineer uzaylarin tanimlamast
verilmig, bu uzaylar ile aralarinda siki iligkiler bulunan dual uzay, alt uzay, baglanti sayisi
ve lineer fonksiyonlar gibi bazi tanimlamalara yer verilmistiv. Yaklasik lineer uzaylarin bu

kavramlar ile iligkilerini a¢iklamaya yonelik verilmis olan ornekler detaylandiriimistir.

Temel kavramlar bashgt altinda, yaklasik lineer wuzay ve ozelliklerinden
bahsedildikten sonra, yaklasik lineer wuzaylarin iizerine kurulan genellestirilmig
dortgenlerin tamimlamasi verilmistir. J.J. Sylvester tarafindan ortaya konan “Duad-Sintem

’

geometrisi” ile Payne tarafindan “Doily” olarak adlandwrilan modelin, birbirlerine
izomorfizm farkiyla esit olduklar: gosterilmistir. S = (P, L) genellestirilmis dortgeninin
kombinatoryel ozellikleri, S wuzayimin bir grid, dual grid ve s,t parametreli bir
genellestirilmis dortgen olmasi durumlart i¢in ayrt ayri detayli bir sekilde incelenmistir.
Son olarak genellestirilmis dortgenlerin alt dortgenleri ile genellestirilmis doértgenlerin

kolinasyonlari konulari ele alinmigtir.

3 ya da daha yiiksek boyutlu sonlu geometriler iizerinde genellestirilmis
dortgenlerin nasil tanimlanabilecegi ve ne gibi ozelliklere sahip olduklari, incelenmesi
gereken onemli bir konudur. Ayrica graflar ile genellestirilmis dortgenler kullanilarak

genellestirilmis dortgensel graflar incelenebilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Sonu¢ olarak bu tez c¢alismasinda, yaklasik lineer uzayin iizerine kurulan
genellestirilmis dortgenler, aksiyomatik sistemde belirtilen sartlar ile irdelenmistir. Bazi
sonlu geometrik yapilardan bahsedilerek, bu yapilardan biri olan genellestirilmis
dortgenlerin nasil ortaya ¢iktiklarina, diger yapilar ile aralarindaki iligkilere ve ne gibi
kombinatéryel ozelliklere sahip olduklarina dair bilgilere yer verilmistir. Genellestirilmig
dortgenlerin alt dortgenleri ve kolinasyonlari iizerine bazi onemli sonuglar verilmistir.
Genellestirilmis dortgenler ile graf teorisi arasindaki iliskiler, detayli bir sekilde
incelenmesi ve gelistirilmesi gereken bir alandiv. Bu konuda c¢alismalarimiz devam

etmektedir.
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