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OZET
0. DERECEDEN f-LACUNARY ISTATISTIKSEL SINIRLILIK
Bu calisma giris ve sonug boliimii ile birlikte sekiz boliimden olugsmustur.

Calismanin birinci bolimii giris bolimii olarak diizenlenmis olup, konunun

tarihi gelisimi hakkinda kisa bir bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, bazi temel tanim ve teoremler verilerek, dogal yogunluk,
istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik, A -istatistiksel yakinsaklik,
genellestirilmis de-la Vallée-Poussin ortalamasi ve kuvvetli p-lacunary toplanabilirlik

kavramlar1 verilmistir.

Ugiincii boliimde, o. dereceden yogunluk, «. dereceden istatistiksel yakinsaklik,
a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisi tanimlanmis ve bu kavramlara iligkin birkag

bagint1 verilmistir.

Dordiinci bolimde, istatistiksel smirlilik kavrami tanimlanmus, istatistiksel

stmirlilik ve istatistiksel yakinsakliga iliskin birka¢ baginti1 verilmistir.

Besinci boliimde, lacunary istatistiksel smirlilik kavrami tanimlanmis ve
lacunary istatistiksel sinirlilik ve lacunary istatistiksel yakinsakliga iligkin birkag sonug

verilmistir.

Altinc1  boliimde, «. dereceden lacunary istatistiksel smirhilik kavrami
tamimlanmis ve a. dereceden lacunary istatistiksel sinirlilik ve a. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsaklik arasinda birkag sonug verilmistir.

Yedinci boliim ¢alismanin orijinal kismi olup, f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu,

Hz{kr} lacunary dizisi ve ae(O, 1] olmak iizere lacunary istatistiksel simirlilik

kavrami, a. dereceden f-lacunary istatistiksel smirlilik kavramina genellestirilmis,
lacunary istatistiksel sinirlilik ile a. dereceden f-lacunary istatistiksel sinirlilik kavrami

arasinda birka¢ sonug ifade edilmistir.
Son boliim sonug boliimii olarak diizenlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Yakinsaklik, Lacunary Dizisi, Modiiliis Fonksiyonu,

Cesaro Toplanabilme.



SUMMARY
ON f-LACUNARY STATiSTICAL BOUNDEDNESS OF ORDER 0.

This study is prepared as eight chapters with introduction and conclusion.

In the first chapter which is organized as the entrance section has been given

historical background of the subject.

In the second chapter, we give the fundamental definitions and theorems.
Additionally we give the concepts of natural density, statistical convergence , lacunary
statistical convergence, A -statistical convergence, generalized De-la Vallée-Poussin

mean and strong p-lacunarys summability.

In the third chapter, we define lacunary density of order «. statistical
convergence of order a, lacunary statistical Cauchy of order a of sequences and give

some relations between of these concepts.

In the fourth chapter, we define the concepts of statistical boundedness and give

some relations between statistical convergence and statistical boundedness.

In the fifth chapter, we define the concepts of lacunary statistical boundedness
and give some relations between lacunary statistical convergence and lacunary

statistical boundedness

In the sixth chapter, we define the concepts of lacunary statistical boundedness
of order a and give some relations between statistical boundedness of order « and

lacunary statistical boundedness of order a.

In the fifth chapter which is organized original part of this thesis has been
generalized the concept of lacunary statistical boundedness to the concepts of f-

lacunary statistical boundedness of order a, where 6 = (k,.) is a lacunary sequence,

a (0, 1] and f is an unbounded modulus function.

Finally we give a conclusion.

Key Words: Statistical Convergence, Lacunary Sequence, Modulus Function, Cesaro

Summabilitiy.



SEMBOLLER

: Dogal sayilar kiimesi
: Reel sayilar kiimesi
: Kompleks sayilar kiimesi

: Kompleks veya reel terimli sinirh diziler uzayi
: Kompleks veya reel terimli sifira yakinsayan diziler uzay1

: Kompleks veya reel terimli yakinsayan diziler uzay1
: Banach koordinat uzayi
: Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

: Lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzayi.
: Kuvvetli p-lacunary yakinsak diziler uzayi
: o.. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzay1

: o dereceden kuvvetli p-lacunary yakinsak diziler uzay1

: Istatistiksel sinirli dizilerin kiimesi

: Lacunary istatistiksel sinirli dizilerin kiimesi

: .. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak diziler uzayi



1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik 1935 yilinda Zygmund [1] un Varsova’da basilan
monografisinin ilk baskisinda verildi. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik Steinhaus [2]
ve Fast [3] tarafindan ayni yillarda ¢alisildi. Schoenberg [4] istatistiksel yakinsakligi bir
toplanabilme metodu olarak ifade etti ve sinirli Cesaro toplanabilir dizilerin ayni
zamanda istatistiksel yakinsak oldugunu gosterdi. Istatistiksel yakisaklik Fourier
Analiz teorisi, Ergodic teori, Sayilar teorisi, Ol¢iim teorisi ve Banach uzaylar teorisinde
farkli isimler altinda ¢alisildi. Fridy [5] ninin ¢ Istatistiksel Yakinsaklik Uzerine *
baslikli calismasindan sonra istatistiksel yakinsaklik ile ilgili calismalarin hiz
kazandigin1 goriiyoruz. Sonraki yillarda istatistiksel yakinsaklik Connor [6], Savas [7],
Mursaleen [8], Fridy ve Orhan ([9],[10]), Moricz [11], Rath ve Tripathy [12], Salat [13],
Bhardwaj ve digerleri ([14],[15],[16],[17],[18]) tarafindan ¢alisildi. Bir dizinin dereceli
istatistiksel yakinsakligi Gadjiev and Orhan [19] tarafindan verildi. Bhunia ve
arkadaslar1 [20] dereceli istatistiksel yakinsaklik ile ilgili birka¢ o6zellik ispatladilar.
Dereceli istatistiksel yakinsaklik ile ilgili literatiirdeki ¢alismalarin Colak ([21],[22] )
tarafindan verilen " a. dereceden istatistiksel yakinsaklik " ve " A-istatistiksel
yakinsaklik" baslikli ¢alismalardan sonra arttigini goriiyoruz. Daha sonra Colak ve
Bektas [23], Et ve Sengiil ([24],[25],[26]) a. dereceden istatistiksel yakinsaklik ile ilgili

calismalar yaptilar.

Reel veya kompleks terimli dizilerin istatistiksel sinirliligi Fridy ve Orhan [27]
tarafindan tanimlandi. Daha sonra Bhardwaj ve arkadaslar1 ([17],[18]) konu ile ilgili
caligmalar yaptilar, bu kavram Et ve arkadaslar1 [28] tarafindan genellestirildi. Bu
calismada reel veya kompleks terimli dizilerin a. dereceden f-lacunary istatistiksel
istatistiksel sinirliligr tanimlanacak ve dizilerin istatistiksel sinirliligr ile aralarindaki

iliski verilecektir.

Vi



2. GENEL KAVRAMLAR
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 2.1.1. [29] X =@ bir climle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak

uzere

+: X xX > X,
SKx X =5 X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa, X climlesine K cismi {izerinde bir vektor

uzay1 (lineer uzay) adi verilir. Her x, y,ze X ve her 4, zeK i¢in
L1) x+y=y+x,
L2) (x+y)+z=x+(y+2),
L3) Her xe X igin X+ 6 =X olacak sekilde bir  vardir ,
L4) Her bir xe X i¢in x+(—x) =0 olacak sekilde bir (—x) vardir,
L5) 1.x=x,
L6) A(x+y)=Ax+A1y,
L7) (A+u)x=2x+ px,
L8) A(ux)=(Au)x .
Tamim 2.1.2. [30] X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

[: X >R

x|

doniisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X, |) ikilisine de bir

normlu uzay denir. vx, ye X igin
N1) [x]>0
N2) [X|=0<x=6

N3) x| = ], o <K



N4) [x+y] <[+l
dir.
Burada K =R alnirsa (X, |||) ikilisine reel normlu uzay denir.

Tammm 2.1.3. [30] (X, ||) bir normlu uzay ve x=(x,) de X uzaynda bir dizi

olsun. Eger Ve >0 icin n>n, iken

[x, — x| <&
olacak sekilde bir ny=ny(&)eN sayisi varsa x=(x,) dizisi X’e yakinsaktir denir. x=(x,)
dizisi x’e yakinsak ise limx, =x veya x, —>X seklinde yazilir. Bu yakinsaklik kuvvetli
yakinsaklik olarak da tanimlanir ve x, —— x seklinde de gosterilir.

Tamm 2.1.4. [30] (X, ||) bir normlu uzay ve x=(x,) de X uzaymnda bir dizi

olsun. Eger Ve >0 i¢in m, n>n, iken

[%n =X, <&
olacak sekilde bir ny=ny(¢)eN sayis1 varsa x=(x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanmm 2.1.5. [30] (X, |]) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay: ad1 verilir.
Tanim 2.1.6. [30] Bir X vektor uzaymin bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y,, y, €Y
oldugunda
M={yeY:y=2y,+(1-1)y, 0<A<lfcy¥
oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir.

Tamm 2.1.7. [29] (X, |||) normlu bir uzay olsun. X iizerinde smurh tiim lineer

fonksiyonellerin ciimlesi

f(x
r-sip sl )
x#0

=




normu ile bir normlu uzay olusturur. Bu uzaya X’in siirekli dual uzayr denir ve X' ile

gosterilir.
Tamim 2.1.8 [29] (X, |[) normlu bir uzay ve (x,), X ’de bir dizi olsun. Her
feX'ven->ow icgin
f(x,)— f(x)
ise (x,) dizisi X’e zayif yakinsaktir denir. (x,) dizisi X’e zayif yakinsak ise x, —*—>x
seklinde yazilir.

Tanmmm 2.1.9 [29] Reel terimli tiim dizilerin cliimlesini w ile gosterelim.

x=(%), Y=(Y,) ve o bir skaler olmak iizere W,

X+y=(X+Yy)
ax=(ax)

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. W’nin her alt lineer uzayma bir dizi

uzayi denir. Ayrica
L, ={x=(x):sup, |x | <o}
sinirli,

c= {x =(%):limx, mevcut}

yakinsak ve

sifir dizileri uzay1
I, =supl,

normu ile birer Banach uzayidir.

Tanmim 2.1.10 [29] X bir dizi uzayi olsun. X bir Banach uzayi ve
X >, n,(X)=x, (k=12,..)

doniistimii siirekli ise X’e bir BK-uzay1 denir.



Tamm 2.1.11 [29] (p,) kesin pozitif reel sayilarin smirh bir dizisi ve H =sup p,

olsun. Bu takdirde D =max(1, 2"") ve a,, b, € € olmak iizere

3, +b[* <D{fa ™ +[n|"}

esitsizligi saglanir.

2.2. Istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 2.2.1 [31] N dogal sayilar ciimlesinin A alt ciimlesinin dogal yogunlugu,
|{k <n:ke A}| ifadesi n’den biiyiikk olmayan Ac N ciimlesinin elemanlarinin sayisini

gostermek lizere

n—

5(A)= Iim%|{k <n:ke Al

ile tanimlanir. N dogal sayilar ciimlesinin herhangi bir sonlu alt ciimlesinin dogal

yogunlugunun sifir oldugu agiktir ve A =N — A olmak iizere § ( AC ) =1-5(A)dir.

Bir ciimlenin dogal yogunlugu daha kolay bir yolla su sekilde bulunabilir. (a,)
pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olsun. A={a, :neN} olmak iizere AcN alt ciimlesinin
dogal yogunlugu mevcut ise

5(A)=lim

n—-o g
n

dir. Ornek olarak A= {n3 ‘neN } climlesini alirsak, A kiimesinin dogal yogunlugu

dir.

Burada 6zellikle dogal yogunlugu sifir olan ciimlelerle ilgilenecegiz. Ayrica, eger
x=(x) dogal yogunlugu sifir olan bir ciimle hari¢ her k i¢in P 6zelligini saglayacak
sekilde olan bir dizi ise x, “hemen hemen her k” i¢in P 6zelligini sagliyor denir ve kisaca

“h.h.k” seklinde yazilir.



Tamm 2.2.2 [5] Her £>0 igin

Iiml{ksn:|xk—L|2.9}‘=0

n—oo n
olacak sekilde bir L sayisi1 varsa, yani h.h.k i¢in
|XI< - L| <&
ise x=(x,) dizisi L’ye istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum da S -limx, =L yazilr.

Eger L=0 ise yani Iim%‘{ksn:|xk|25}‘:0 ise x=(x,) dizisine istatistiksel sifir dizisidir

nN—oo
denir. Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesi S ile ve tiim istatistiksel sifir dizilerin

climlesi S, ile gosterilir.

Bilinen anlamda yakinsak olan diziler istatistiksel yakinsaktir. Fakat istatistiksel

yakinsak olan diziler yakinsak olmak zorunda degildir.

Ornek 2.2.3. x=(x,) dizisini

1, k =m?
X, = m=1] 2,...
0, k # m?

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde V& >0 igin
‘{kSn:|xk —0|2.9}‘s|{k£n:xk =0} <n

oldugundan
Jn

|im1|{|<sn:xk #0}[<lim~—=0

n—wo N n-o N
elde edilir, yani S —limx, =0dir, ancak (x,) dizisi yakinsak degildir.

Tamm 2.2.4. [5] Eger her ¢>0 i¢in

Iiml{kSn:|Xk—xN|25}‘=0

n—o N
yani h.h.k i¢in

% —Xy|<&



olacak sekilde bir N=N{(¢) dogal sayr varsa x=(x,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi

denir.

2.3. Lacunary Dizileri ve Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 2.3.1 [5] k, =0, r—>o iken h =k —k_, olacak sekilde #={k | artan

tamsay1 dizisine lacunary dizisi denir. q, = K olarak alinacaktir. Uygunluk i¢in q, =k,
r-1

yazacagiz |, =(k_;, k.| ve @ bir lacunary dizisi olmak iizere Ve >0 igin

|imi\{k el :[x —L|z¢}|=0

rn
ise X say1 dizisi L’ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda S, —limx=L
veya x, — L(S,) olarak yazilir, yani S, kiimesi
S,={x:enaz L icin, S,—limx=L}
olarak tanimlanir.

Tamm 2.3.2. [5] 6={k } bir lacunary dizisi olsun. Her k'(r)el, ve her £>0

r

i¢cin

Iimh—erk el, :‘xk - X

r—oo

() > g}‘ =0

olmak iizere limx,, =L olacak sekilde x dizisinin bir {x,,,} alt dizisi varsa x dizisine
r

S, —Cauchy dizisi denir.
Tamm 2.3.3. [32] x=(x,) kompleks terimli bir dizi ve 0< p <o olsun. Eger

|imi2|xk—|_|”=o
r hr kel,

olacak seklinde kompleks bir L sayisi varsa, x=(x,) dizisi L’ye kuvvetli p-lacunary
yakinsaktir denir. Kuvvetli p-lacunary yakinsak dizilerin ciimlesi N,(p) ile gosterilir.
p>0 icin, N,(p) uzayi

Ng(p)z{X=(xk):ElLeC, |i[nhi2|xk - :0}

r kel,

6



seklinde tanimlanir. N,(p) uzay: ||x||9=sup[h12|xk|pj normu ile BK-uzayidur. 9:(2r)
r T
olmas: halinde N,(p)=w, olur.

Tanm 2.3.4. [8] 4, =4,+1 4 =1 olacak sekilde 2={4,} dizisi pozitif sayilarin
azalmayan n— o i¢in A4, — oo sartini saglayan bir dizi olsun. Bu sekildeki tim 1=(4,)

dizilerin kiimesini A ile gosterelim:
l,=[n-4, +1n]

olmak iizere Ve >0 igin

.1
“m;t_n‘{ke L, :[% —L|2s}‘=0

nN—o0

ise x=(x,) dizisi L’ye A istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda S, -limx=L veya
X = L(S,) yazariz. Buna gore
S, ={x=(x)ew:3LeC, S, -limx=L}
olarak tanimlanir. Genellestirilmis de-la Vallée-Poussin ortalamasi,
l,=[n-4,+1 n]

olmak iizere;

tn(X)Z%ZXK

n kel,
ile tanimlanir. Eger limt,(x)—> L ise x=(x,) dizisi L’ye (V, 1)-toplanabilirdir denir.

Kuvvetli (V, 1)-toplanabilir dizilerin ciimlesi [V, 4] seklinde gdsterilir ve

[V,i]:{x:(xk)ew:EILeC, L@%Z|Xk_L|=O}

n kel,

seklinde tanimlanir.



3. a. DERECEDEN iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu béliimde bir climlenin a-yogunlugu kavrami agiklanip, bu kavram yardimu ile .

dereceden istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanacaktir.

Tanmm 3.1. [21] O<a<1 olacak sekilde herhangi bir reel sayr o olsun.

{k<n:keE}|, E ciimlesinin n’den biiyiik olmayan elemanlarinin sayisim gdstermek

lizere;

|imia|{k <n:keE}

naoon
limiti mevcut ise bu limit degerine E alt climlesinin a-yogunlugu denir. E kiimesinin
a-yogunlugu 6, (E) ile gosterilir.
x=(x,) dizisi, a-yogunlugu sifir olan ciimle harig, her k i¢in P(k) ozelligini
saglayacak sekilde bir dizi ise o zaman (x,) dizisi, a’ya gore hemen hemen her k igin

P(k) 6zelligini saglar denir. Bunu biz kisaca h.hk(e) ile gosterecegiz.

Tamm 3.2. [21] x=(x)ew olsun. 0<a <1 olarak verilsin. V& >0 igin;

L1
lim—

n—w na

{ksn:|xk—L|25}‘:O

olacak sekilde bir L sayist varsa x=(x,) dizisi L’ye a. dereceden istatistiksel yakinsaktir
denir. Bir bagka ifadeyle her ¢>0 ve hhk(a) igin |x —L|<e ise x dizisi L’ye a.
dereceden istatistiksel yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik S* —limx, =L seklinde gosterilir.

a. dereceden tiim istatistiksel yakinsak dizilerin cimlesi S* ile gosterilir.

Tamm 3.3. [33] x=(x,)eWw olsun. 0<«a <1 olarak verilsin. V& >0 igin;

L1
lim—

n—w na

{ksn:|xk—xN|25}‘:O

olacak sekilde bir N =N (&) sayisi varsa x=(x,) dizisine a. dereceden istatistiksel Cauchy
dizisi denir. Bir baska ifadeyle her £>0 ve hhk(a) igin |x —Xy|<e ise x dizisine o.

dereceden istatistiksel Cauchy dizisi denir.



Teorem 3.4. [33] O<ea <1 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

1) X, a. dereceden istatistiksel yakinsak bir dizidir

i) X, a.. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir

iii) x=(x,) dizisi verilsin, hhk(a) igin x =y, olacak sekilde yakinsak bir

y =(y,) dizisi varsa, x=(x,) dizisi a. dereceden istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: (i)=(ii):S” —limx, =L oldugunu kabul edelim. £>0 olsun. hhk(a) i¢in

|&_q<§
ve secilen bir N i¢in
X - Ll<?

dir. Buna gore hhk(a) i¢in

& ¢
X =Xy | <[X —L|+|Xy —LI<=+—=
5= <~y L < 2
dir. Boylece X, a. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir.

(ii)= (iii):(ii) saglansin, yani x=(x,), o. dereceden istatistiksel Cauchy dizisi

olsun. N dogal sayisimi | =(x, -1, X, +1) arahr hhk(a) i¢in x, ’y1 igerecek sekilde
secelim. Aym sekilde M dogal sayisim1 Oyle secelim ki I‘:(xM —%, Xy +%j araligi
hhk(a) igin x, ’y1igersin. Iddia ediyoruz ki
L=1Al
hhk(a) igin x, ’y1igerir. Ciinkii
{k<nix glnlt={k<n:ix glulk<n:ix g1’}

ve dolayisiyla 0<a <1 igin

|imnia|{|<sn:xk elm'}|s|imnia|{ksn:xk el}|+|imia|{k§n:xk z1'l|=0

n—oo n—oo n—o N

olur.



Bu nedenle I, araligimin uzunlugu 1 den kiigiik veya 1” e esit olan ve h.hk(«) igin
X, “y1igeren kapali bir araliktir. Simdi I":(XN(Z) —%, Xy +%) araligt hhk(a) i¢in x, ’y1
icerecek seklinde N(2)’yi segelim. Yukaridaki diisiinceyle I, =1, ~1" araliginin hhk(a)

icin x, y1 icerdigini ve 1, araligimin uzunlugunun % "den kiiclik veya esit oldugunu verir.

Bu yolla devam ederek her m igin, I, 2 1,,,, *nin uzunlugu 2™ den daha biiyiik olmayacak
ve hhk(a) i¢in x el, olacak sekilde kapali araliklarin bir {1 }"  dizisini segebiliriz.
Simdi x=(x,) dizisinin, k >T, ve

T, <k<T,,, ise x, 1,
olacak sekildeki biitiin x, terimlerinden olusan bir z=(z,) alt dizisini tanimlayalim. Simdi
y=(y,) dizisini;
v _ {ﬂ, eger X, z=(z,)'mn bir terimi ise,
=

X,, diger hallerde,

seklinde tanimlayalim. O zaman limy, =4 dir. Ciinkii eger g>l>0 ve k>T_ ise ya
m

X, Y« =4 olacak sekilde z'nin bir terimidir ya da y, =X, €, ve |y, —4|<I, 'nin uzunlugu
<2"™°dir. Ayrica hhk(a) i¢in x =y, oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gostermek igin

T, <n<T,, olarak alirsak {k<n:y, =x }c{k<n:x ¢l } dolayisiyla

1 1 1
{k<n:y, ;rsxk}|§n—a|{k3n:xk elm}|<a

n“
dir. Boylece n— o igin limit 0°dr ve hhk(a) i¢in x, =y, dir. Bu nedenle (ii), (iii)

gerektirir.
(iii)= (i):(iii) *tin saglandigini, hhk(a) igin x, =y, ve limy, =L oldugunu kabul

edelim. £>0 olsun. limy, =L oldugundan;

(k<n:|x -Lzejc{k<n:x #y ulk<n:ly, -L|>e&}
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dir. Son ciimle sabit sayida dogal say1 igerir. Bunu |=1(¢) ile gosterelim. hhk(a) i¢in

X, =Y, oldugundan 0<a <1 i¢in;

.1 .1 -
IlrEnn—a {k<n:|x, —L|28}‘£I|Enn—a|{kSn:xk ¢yk}|+llmn—a=0

yazabiliriz. Bdylece hhk(a) igin |x —L|<e elde edilir.

Sonug¢ 3.5. [33] X dizisi igin S* —limx, =L ise x dizisi, limy, =L olacak sekilde

bir y alt dizisine sahiptir.
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4. ISTATISTIKSEL SINIRLILIK

Bu bolumde istatistiksel sinirlilik kavrami tanimlanacak ve istatistiksel sinirlt

diziler ile istatistiksel yakinsak diziler arasindaki iliski incelenecektir.

Tamm 4.1. [27] X:(Xk) ve L >0 sayisi verilsin.
5({k:|xk|> L}):O,
yani, h.h.k. i¢in
X |<L

ise x=(x,) dizisi istatistiksel simrlidir denir. Istatistiksel sinirl dizilerin kiimesi S(b) ile

gosterilir. Smirli bir dizi asikar olarak istatistiksel sinirhidir ancak tersi dogru degildir.

Bunun i¢in x =(x,) dizisi,

~ {k, k=m? ise m tamsay 4.1)

Xk = .
0, diger hallerde

seklinde tanimlansin. Agik¢a bu dizi smurli degildir. Ancak o ({k :|Xk| > L}) =0
oldugundan X istatistiksel sinirhdir.
Onerme 4.2 [17] Her yakinsak dizi istatistiksel smirlidir, fakat tersi dogru degildir.

Ispat: Her yakinsak dizi smirhdir. Her smirli dizi de istatistiksel sinirhdir.
Dolayisiyla yakinsak bir dizi istatistiksel sinirlidir. Tersi i¢in (4.1) de verilen diziyi g6z

oniine alalim. Bu dizi yakinsak degil ancak istatistiksel sinirlidir.

Onerme 4.3. [17] Her istatistiksel yakinsak dizi istatistiksel sinirhdir.

Ispat: x= (Xk) dizisi istatistiksel sinirli olsun. Bu takdirde verilen ¢ >0 igin,
S({k:[x —L|>&})=0
dolayisiyla
(ki |>|L+e} = {k:]x —L|> &}

yazilabilir. Boylece h.h.k. i¢in,

12



| <|L|+&
olur.

Asagidaki ornekten anlagilacagi iizere her dizi istatistiksel sinirli olmak zorunda

degildir.
Ornek 4.4. x=(x)=( 2, 3,...) seklinde tanimlansin ve L >0 olsun. Bu takdirde

N ’nin sonlu bir S alt kiimesi i¢in
{k:x|>L}=N-5
dir. Boylece
S({k:[x|>L})=1
olup x istatistiksel sinirli degildir.

Iyi bilinir ki stmrl bir dizinin her alt dizisi siirlidir. Bu durum istatistiksel smirlt
diziler i¢in gegerli degildir, yani istatistiksel sinirli bir dizinin her alt dizisinin istatistiksel

sinirli olmasi gerekmez.

Onerme 4.5 [17]  Eger (Xk) dizisi sifira istatistiksel yakinsak ve (yk) da

istatistiksel siirli ise (X, ).(y, ) istatistiksel yakinsaktr.

Teorem 4.6 [17] x=(X,) istatistiksel smurli olmasi i¢in gerek ve yeter sart h.h.k

icin X, =Y, olacak sekilde sinirli bir y = ( yk) dizisinin olmasidir.
Ispat: x =(x,) dizisinin istatistiksel siirl oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,
A={keN:|x|>L}

olmak iizere, &( A)=0olacak sekilde bir L >0 sayisi vardir. y =(y,) dizisini

% k=A
Y= 0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde y =(y,)e(, ve h.hkk. X =y, du.

13



Tersine y=(y,)e(, olsun. Bu takdirde her k eN i¢in |yk| <L olacak sekilde bir

L > 0 sayis1 vardir.
D={keN:x #y,}olsun.  Agk¢a  &(D)=0dwr.  {keN:|x|>L}=D
oldugundan h.h.k |x | <L elde ederiz. Buradan x in istatistiksel smurli oldugu ¢ikar.

Teorem 4.7 [17] Her istatistiksel Cauchy dizisi istatistiksel sinirlidir fakat tersi

dogru degildir.
Ispat: x= (Xk) istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde h.hk. i¢in
|Xk — Xy | < ¢ olacak sekilde bir N =N (6‘) sayis1 vardir. Buradan L=¢ +|XN| olmak tizere

h.h.k. i¢in |Xk| < L yazabiliriz. Bu X’in istatistiksel sinirli olmasi demektir.

Tersi igin X = (Xk ) = (—1, 1 -1, 1,...) dizisini g6z Oniine alalim. Bu dizi istatistiksel
siurli bir dizidir. Ancak istatistiksel Cauchy dizisi degildir.

Teorem 4.8 [17]

@ S (b) simetrik degildir ,

(b) S(b) normal ve buradan monotondur ,

(c) S(b) dizi cebiridir.

Ispat: (a) x=(1,0,0,0,4,0,0,0,0,9,..) olsun. x e S(b)dir.
y :(yk)z(O,l, 4,0,9,16, 25, 36,0,...) dizisi X’in yeni bir diizenlemesi olsun. Bu takdirde
herhangi bir L >0 igin 5({k :|yk| > L}) #0’dir. Bu S(b) ’nin simetrik olmadig: anlamina
gelir.

(b) x=(x)eS(b) ve y=(y,) her keN igin |y,|<|x| olacak sekilde bir dizi

olsun. (x, )€ S(b) oldugundan 5({k %] > L}) =0 olacak sekilde bir L >0 sayis1 vardur.

{k:]y|> L} ={k:|x|>L} saglandigindan y=(y,)eS(b) dir. Bsylece x normaldir. Her

normal dizi monoton oldugundan X monotondur.

14



© (%), (¥)eS(b) olsun. Bu takdirde &({k:|x|>L})=0 ve
o ({k :|yk| > M})zO olacak sekilde L, M >0 sayilar1 vardir. Diger taraftan her ke N
icin {k % Y= LM } c {k %] > L}u{k Y| > M} bagntist saglanir. Bu S(b) *nin dizi

cebiri olmasi demektir.
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5. LACUNARY iSTATISTIKSEL SINIRLILIK

Bu boliimde lacunary istatistiksel sinirlilik kavrami tanimlanacak ve lacunary
istatistiksel ~ smurli diziler ile lacunary istatistiksel yakinsak diziler arasindaki iliski

incelenecektir.
5.1. Lacunary Istatistiksel Stmirliik

Bu boliimde lacunary istatistiksel sinirlilik kavramini tanimlayacak ve bu kavrama

iliskin birka¢ bagint1 verecegiz.

Tamm 5.1.1. [34] @ ={k,} bir lacunary dizisi olsun.

!ilpohir‘{k el :[x|>M]|=0,
yani
8’ ({keN:|x|>M})=0,
yani, h.h.k, i¢in
X | <M
olacak sekilde M >0 sayisi varsa X = (Xk) dizisine lacunary istatistiksel sinirlidir denir.

Lacunary istatistiksel sinirl1 dizilerin kiimesi S, (b) ile gosterilir.

Teorem 5.1.2. [34] Her simurh dizi lacunary istatistiksel sinirlidir fakat tersi dogru
degildir.
Ispat: Her lacunary dizisi igin bos kiimenin lacunary yogunlugu sifir oldugundan

sinirlt her dizi lacunary istatistiksel sinirhidir. Tersi i¢in X = (Xk) dizisini 6 = {kr} herhangi

bir lacunary dizisi olmak tizere

_ k.,+1 i=k ,+1 r=1223,..
B 0, diger hallerde

seklinde tanimlayalim. A¢ikca X simirli degildir fakat,

{k el :|xk|>1}‘=limr%l:0
2 h
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oldugundan X lacunary istatistiksel sinirlidir.

Teorem 5.1.3. [34] Her lacunary istatistiksel yakinsak dizi lacunary istatistiksel

sinirlidir. Fakat tersi dogru degildir.

Ispat: x =(x,) lacunary istatistiksel yakinsak olsun. Bu takdirde

. 1
lim %h—‘{ke I, :|xk—L|25}‘:O

r
r

olup her £>0 igin {|x|2|L|+&}c{kel, :[x —L|2&} yazabiliriz. O halde x=(x,)
lacunary istatistiksel sinirhdir.

((—1)k) dizisi lacunary istatistiksel yakinsak degil fakat lacunary istatistiksel
siirhdir.

Teorem 5.1.4. [34] Gz{kr} bir lacunary dizisi olsun. x:(xk) dizisinin lacunary
istatistiksel sinirli olmasi icin gerek ve yeter sart h.h.k, i¢cin X, =Y, olacak sekilde sinirh

bir y= ( Yi ) dizisi olmasidir.

Ispat: x=(x,) dizisinin lacunary istatistiksel smirl oldugunu kabul edelim. Bu

takdirde,

K={keN:[x|>M]

olmak iizere &' (K) =0 olacak sekilde bir M >0 sayist vardir. y= (y,) dizisini

X% keK;
he= 0, diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Bu takdirde y =(yk) siirh ve h.h.k igin X, =Y, dir.

Tersine y={y,} smurh olsun. Bu takdirde Vk €N i¢in |y,|<L olacak sekilde bir
L>0 sayisi vardi. D={keN:x =y} olsun. 57 (D)=0 oldugundanhhk, igin

|X| < L dir.

17



Teorem 5.1.5 (Ayrisma Teoremi) [34] X= {Xk} lacunary istatistiksel sinirlt bir
dizi ise x=y+2z esitligi saglanacak sekilde z={z} lacunary istatistiksel sifir dizisi

olmak iizere siirli bir y ={y,} dizisi vardur.
Ispat: x={x,} lacunary istatistiksel smirli bir dizi ise;
A={keN:[x|>M]|

olmak iizere &'”)(A)=0 olacak sekilde bir M >0 sayisi vardir. z =(z,) ve y=(Y,)

dizilerini asagidaki gibi tanimlayalim.

X, keN-A;
Y =

0, keA
A 0, ke N-A;
- X, keA

Acikea y sinirli bir dizi , Z de lacunary istatistiksel sifir dizisi olmak lizere X =Yy+2Z

yani S,(b)c=(,+C; dir, burada CJ tiim lacunary istatistiksel sifir dizilerinin kiimesini
gostermektedir. ¢, C; =S, (b) iken ¢, +Cj =S, (b)dir. Sonugta S,(b)=¢, +C, dur.
@, NCJ oldugundan (burada & sonlu sayida elemanlar: sifirdan farkli olan skaler
dizilerin uzayidir) S, (b)= (¢, +C; dur.

Teorem 5.1.6. [34]

@ S, (b) normal boylece monotondur,

(b) S, (b) dizi cebiridir.

Sonug 5.1.7. [34] S, (b) perfect degildir.

Ispat: [Sg (b)]m =@ oldugundan S, (b) perfect degildir
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5.2. Lacunary Istatistiksel Simrlihk ve Istatistiksel Stmirhihk Arasindaki Iliski

Lemma 5.2.1. [34] 6={k.} lacunary dizisi olsun. Iirminf 0, >1 olmasi igin gerek
ve yeter sart S(b) =S, (b) olmasidir.

Ispat (Yeterlilik): liminf g, >1 ise yeterince bityik r ler igin g, 21+J olacak

sekilde bir 6 >0 sayisi vardir.

hr = I(r - I(r 1
oldugundan
h,o 1
K. 1+0 o

dir. {x.} €S, (b) ise

lim whi‘{kelr:|xk|>M}‘:O

r

olacak sekilde M >0 sayisi vardir. Yeterince bilyiik r ler i¢in

ki‘{kskr :|xk|>M}‘2%hi‘{ke | :[x[> M|

r

%hl‘{ke o |%| > M}‘

v

esitsizligi saglanir. Boylece {X} €S, (b) dir.
Simdi S(b)=S,(b) ve liminfq =1 olsun. Freedman ve digerleri [32] tarafindan

verilen Lemma 2.1 deki yol takip edilerek 6 ={k } dizisinin,

k.. K
r(j) <1+£_ ve M>J', r(j)zr(j)+2

kr( )1 J kr( j1)

sartlarini saglayan bir k  alt dizisini segelim ve x = {X} dizisini

X. =

i ielr(j), i=123..;
0, aksi halde
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seklinde tanimlayalim.
Bu durumda herhangi M >0 sayisi i¢in K\, >M olacak sckilde bir JheN

vardir. Boylece,

I
P

(J%eu VA>MHZH£+%EI x> Ky )
o

yani her j2 j, i¢in

ve r=r(j) igin

hl‘{ke I, :|xk|>M}‘=0

r

olup
X={%} &S, (b)

dir. Diger taraftan yeterince biiyiik t ler i¢in kr( ja <ts< k saglanacak sekilde bir tek j

r(j-1)-1

bulabiliriz ve boylece

+ hr(j)

K. .
1Hk st:|xk|>1} <—UY
t 2 Ke(i)a

t— oo yapilirsa j — oo olacagindan {x,} S (b) dir.

N

<-—-++

1
j

J

gerek ve yeter sart limsup, g, <o olmasidir.

Ispat (Yeterlilik): Fridy ve Orhan’in [9] Lemma 3 te takip ettigi yol takip edilerek
yeterlilik ispatlanabilir. S,(b)=S(b) ve limsup, g, =« oldugunu kabul edelim.

Fredman ve digerleri [32] tarafindan verilen Lemma 2.2’deki yol takip edilerek Ay > j

olacak sekilde € = {k, } nin bir alt dizisi segilebilir. x={x,} dizisini
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. i kr(j)—l <i s2kr(j)_1, ji=12,..
0, aksi halde

seklinde tanimlayalim. Boylece

Ty Th
(i)

K.
fiea,, :|xi|>1}‘:¢
2I1 ke =Ky

ve r=r; ise 7, =0 dir. Buradan {Xk} €S, (b) ’dir. Diger taraftan herhangi bir M >0 reel
sayisi i¢in ] > J, oldugunda K.(j). >M olacak sekilde bir Jo sayisi vardir. Boylece j2 j,

i¢in,

olup {x,} &S (b) dir.

Lemma 5.2.1 ve Lemma 5.2.2 den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.2.3. [34] @ herhangi bir lacunary dizisi olsun. S,(b)=S(b) olmast igin

gerek ve yeter sart 1< liminf, g, <limsup, g, <o olmasidur.
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6. o. DERECEDEN LACUNARY ISTATISTIKSEL SINIRLILIK

Bu boliimde ae(O, 1] olmak ftizere lacunary istatistiksel simirlilik kavrami

a. dereceden lacunary istatistiksel sinirlilik kavramina genellestirilecektir.

Tamm 6.1. [28] 6 ={k,} lacunary dizisi ve 0<a <1 olsun. Dogal sayilarin bir E

alt kiimesinin lacunary a yogunlugu

(ﬁ(Eyde%HKl<ksk,keEH

seklinde tanimlanir. 8 = (Zr) almirsa Colak [21] tarafindan verilen o yogunlugu, o =1 ve

0= (Zr) alinirsa dogal yogunluk kavramlari elde edilir.

Eger bir ozellik lacunary o sifir yogunluklu bir kiime disinda saglantyorsa bu

2

ozellik lacunary hemen hemen o ya gore tiim K lar i¢in saglanir denir ve “hhk, (o)

seklinde gosterilir.

Tamm 6.2. [28] 6 ={k,} lacunary dizisi ve 0 <« <1 olsun.

.1
|Img‘{ke L :[%, —L|2g}‘=0

r—oo

olacak sekilde bir L sayisi varsa X=(Xk) dizisine a. dereceden istatistiksel yakinsaktir

denir.

Tim o. dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, ile gosterilecektir.

Onerme 6.3. [28] & ={k,} bir lacunary dizisi ve «, 8 e(0,1] sayilan o < S olacak
sekilde iki reel say1 olsun. Bu takdirde
o/ (E)<&; (E)
dir.
Ispat:
ﬁ%HK4<kskﬁkeEHS#%HK4<k£kaeEH

r r
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oldugundan &7 (E)< &2 (E) elde edilir.

Tamm 6.4. [28] 6 = {k.} bir lacunary dizisi ve 0 < <1 olsun.
|imi\{ke| % |>Mj|=0
o0 h:, r Kk

yani hhk, (a) i¢in |x|<M olacak sekilde bir M >0 sayist varsa x=(X,) dizisi o.
dereceden lacunary istatistiksel sinirlidir denir. a. dereceden lacunary istatistiksel sinirl
tim dizilerin kiimesi Sj (b) ile gosterilir. 9:(2') ise Bhardwaj ve digerleri [17]

tarafindan g¢alisilan a. dereceden istatistiksel sinirli dizilerin kiimesi elde edilir. Eger o =1
ise Bhardwaj ve digerleri [34] tarafindan ¢alisilan lacunary istatistiksel sinirli dizilerin

kiimesi elde edilir. Eger =1 ve 6:(2r) ise Fridy ve Orhan [27] tarafindan caligilan
istatistiksel sinirli dizilerin uzayi elde edilir.
Asagidaki sonuglari ispatsiz verecegiz.

Onerme 6.5. [28] Her yakinsak dizi lacunary istatistiksel smmrlidir, fakat tersi

dogru degildir.

Onerme 6.6. [28] Her lacunary istatistiksel yakinsak dizi lacunary istatistiksel

sinirlidir fakat tersi dogru degildir.

Onerme 6.7. [28] Her sinirh dizi lacunary istatistiksel simrlidir fakat tersi dogru
degildir.

Onerme 6.8. [28] Her sinirl dizi a. dereceden lacunary istatistiksel smirlidir fakat
tersi dogru degildir.

Onerme 6.9. [28] a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak her dizi o. dereceden

lacunary istatistiksel sinirlidir fakat tersi dogru degildir.

Ispat: x={x,} dizisi a. dereceden istatistiksel yakinsak olsun ve &>0 verilsin. Bu

takdirde,

r—oo

.1 ) B
“mh_r"“{k el, :x —L|> g}‘ =0
saglanacak sekilde bir L sayis1 vardir. Diger taraftan;
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lim S|k e 1, :|x |2 ||+ &}

r—oo hl’ ‘

.1
S!L@E‘{ke I, :|xk—L|25}‘

yazabiliriz. Buradan X:(Xk) dizisinin o. dereceden istatistiksel sinirli oldugu goriiliir.

Kapsamanin kesin oldugunu gostermek igin @ = (2') secelim ve x=(x,) dizisini de

1, k=2n
X, = kK, neN
-1, k#2n

olarak tanimlayalim. Bu takdirde x=S; (b) fakat x¢S; dir.
Teorem 6.10. [28] 6= {kr} bir lacunary dizisi ve 0 < a <1 olsun. Bu takdirde;
i) Sy (b) simetrik degildir,
i) S, (b) normal boylece monotondur,
iii) S; (b) dizi cebiridir.
Ispat:

i) x=(%)=(10,0,2,0,0,0,0,30,0,0,0,0,4,.)eSZ(b) olup x in yeni bir

diizenlemesi olan y =(y, ) dizisini

(yk):(xv Xys Xgs X31 Xgs X5y X5 Xy Xogs X75 Xzg0 Xgs Xgs) XiO"")
:(1, 020304050,6,0,7, 0)

seklinde tanimlayalim. o =1ve 6= (Zr) secelim. Bu takdirde her M >0 i¢in;

Sy ({k:|yi|>M})=0

dir.
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ii) x=(x)eS;(b) ve her keN i¢in |y |<|x]| olsun. xeS; (b) oldugundan
5¢({k:[x|>M})=0  olacak  sekilde  bir  M>0  sayist  vard.
{k:]y|>M}={k:|x|>M} oldugundan y e S; (b) dir. Bundan dolayr S{ (b) normaldir.
Her normal dizi uzay1 monoton oldugundan S; (b) monotondur.

iii) x, yeS; (b) olsun. Bu takdirde,

Sy ({k:[x|=K})=0 ve s;({k:|y,|=M})=0
olacak sekilde K, M >0 sayilar1 vardir. Diger taraftan,

{(kixy 2K M}c{k:(x)>Klolk:|y|>M]}
yazilabileceginden S (b) nin dizi cebiri oldugunu sdyleyebiliriz.

Teorem 6.11. [28] 6={k,} bir lacunary dizisi ve «, B sayilan 0<a<f<I
olacak sekilde iki reel say1 olsun. Bu takdirde Sj (b) =S/ (b) dir ve bu kapsama kesindir.

Ispat: Kapsama kismi kolayca gosterilebilir. Kapsamanin kesin oldugunu

gostermek i¢in x =(x, ) dizisini,

Xk:{[\/ﬁ], k=12, 3...[ 7]

0, diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Bu takdirde %< B<1 igin xeS) (b), fakat 0<« S% icin

XeS,) (b) dir.
Teorem 6.11°den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 6.12. [28] Eger bir dizi a. dereceden lacunary istatistiksel sinirli ise bu dizi

istatistiksel sinirlidir.
Teorem 6.13. [28] 6 ={k,} bir lacunary dizisi ve 0<a <1 olsun. liminf g, >1

ise 5°(b) < SZ (b) dir.
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Ispat: liminf, g, >1 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde g, 21+ olacak sekilde

bir 6 >0 sayis1 vardir. Bu durum yeterince biiyiik r ler igin

32—5 = i 2(—5 ) :>i2 o i
k 1+6 |k 1+6) k' (1+8) he

r r

yazabiliriz. (x )€ S“(b) ise yeterince biiyiik r ler ve M >0 sayus1 igin

1
k—a‘{kskr :|xk|>M}‘2kia‘{ke I :|xk|>M}‘
5 1 _
_(1+5)a W {ke Ir '|Xk|> M}‘

yazabiliriz. Bu ispat1 tamamlar.

Teorem 6.14. [28] 6 ={k,} bir lacunary dizisi ve &< (0, 1] olsun. limsupg, <oo
ise S, (b)=S(b) dir.

Ispat: 9={k.} bir lacunary dizisi ve 0<a <1 olsun. limsup, g, <o ise VreN
icin ¢, <H olacak sgsekilde H >0 sayist vardir. XeS; (b) olsun ve

N, =[{k e 1, :|x|>M}| diyelim. Bu takdirde 0<a <1 igin
|imi\{ke| % |>M}[=0
r hra r |7k

oldugundan V¢ >0 igin bir r, € N vardir. Boylece I > I, i¢in

N r
—_L<e
he
yazabiliriz. Diger taraftan h” <h. oldugundan,
Ne N
h.  hf
olup
N r
—L<e
h
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dir.

M =max{N, :1<r<r} ve nde k_ <n<k sartim saglayan bir tamsay1 olsun.

Bu durumda
1 1
h—‘{kﬁn:|xk|>M}‘sk ‘{kskr:|xk|>l\/l}‘
r r-1
:kl {N1+N2+N3+---+Nro+Nr0+l+---+Nr}
r-1
<M I+ L {hrﬂ Nr0+l+---+hrm}
kr—l kr—l ’ hr0+1 hr
LM 1 N,
*%s Tk [?EEZ h, ]{hr‘”ﬁ h
Mk =k,
< +
kr—l kr—1

a

Teorem 6.15. [28] liminf t—’ >0 ise

r—oo
r

S(b)=S; (b)
dir.
Ispat: M >0 igin
(k<k :[x|>M}o{kel, :|x|>M}

yazabiliriz. Buradan

1 1

k—‘{kﬁkr |Xk|>M}‘2k—‘{k€ Ir :|Xk|>M}‘
h* 1

:k—rh—a‘{ke 1, 2[x|> M|
yazilabilir. Son ifadede I — oo i¢in limit alinirsa

xe Sy (b)

oldugu goriiliir.
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Teorem 6.16. [28] I, =(k., k. ], J,=(s..-s.], h =k —k._, ve £, =s, -5,

r

olmak iizere, ={k |} ve 0'=(s,) iki lacunary dizi ve VreN i¢in I cJ  olsun.

a ve f sayilarimida 0 <« < f <1 olacak sekilde segelim.

(i) Eger
!Lrginf;‘—r; >0 6.1)
ise
S; (b)=S; (b)
(ii) Eger
!i_r)gﬁ—r;zl 6.2)
ise
S5 (b) =7 (b)
dir.
Ispat:
(i VreN, I, cJ, ve YM >0 i¢in
(ked :x|>M}o{kel, :|x|>M}
oldugundan

ia‘{ke I, :|xk|>M}‘

r

%‘{keJ,:|xk|>M}‘2h

o
yazabiliriz. r — oo i¢in limit alinir ve (6.1) kullanilirsa
ABEAD

elde edilir.
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(i) xe Sy (b) olsun ve (6.2) saglansin.

I, = J, oldugundan VM >0 ve reN igin

%‘{keJr:|xk|>M}‘:%

{s,,<k<k_ i|x|>M }‘

+%ﬂ{krl<k§kr %[> M}

r

1
T

{kr<k<sr:|xk|>M}‘

K

< 1Sy S —k

42 r+£iﬂ‘{xe|r:|xk|>M}‘

(6.2) kullanilirsa x € S/, (b) elde edilir.

O={k.} ve 0'={s,} dizileri ve u sayisi zel olarak segilirse asagidaki sonuglar

elde edilir
(i) Sz (b) <S¢ (b), are(0, 1]
(i) S, (b)= S (b), @<(0, 1]
(iii) S, (b) < S, (b)
(iv) S¢(b)=S%(b), a<(0, 1]
V) S, (b) =S, (b), @e(0, 1]

(vi) S,(b)= S, (b).
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7. 0. DERECEDEN f-LACUNARY ISTATISTIiKSEL SINIRLILIK

Bu bolimde f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 6?={kr} lacunary dizisi ve

o e(O, 1] olmak tizere lacunary istatistiksel sinirlilik kavrami, o. dereceden f-lacunary

istatistiksel smirhilik kavramina genellestirilecektir. Bu kisim tezin orijinal kismini

olusturmaktadir.

Tamm 7.1. f :[0, ) — [0, ) fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa f ye bir

modiiliis fonksiyonu denir.
i) f(x)=0 < x=0,
i) Herx, y>0 f (x+y)<f(x)+f(y),
iii) f artan,
iv) f fonksiyonu 0 da sagdan siireklidir.

Yukaridaki 6zelliklerden f fonksiyonun [O, oo) araliginda her yerde siirekli oldugu

sonucu ¢ikar. Bir modiiliis fonksiyonu smirli veya smrsiz olabilir.  Ornegin,

f (X) =xP (0 <p< 1) fonksiyonu sinirsiz, ancak f (x) = Ll fonksiyonu smirhdir.
X+

EcN cimlesinin f-yogunlugu ve f-istatistiksel yakinsakligi Aizpuru ve

arkadaslar1 [35] tarafindan asagidaki sekilde tanimlandi.
f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve E — N olsun, eger

d'(E)=lim f (Hk Sfrzn: < E}D

limiti mevcut ise E cilimlesi f-yogunluga sahiptir denir, yine sinirsiz bir f modiiliis

fonksiyonu i¢in
d'({keN:x -L>&})=0,
yani

1 _
yg?ﬂﬁf0&3n4&—q25mzq
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ise  x=(x) dizisi L sayisma f-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda

ST —limx, =L veya x, — L(Sf) yazariz. Her f-istatistiksel yakinsak dizi istatistiksel

yakinsaktir, ancak tersi dogru degildir. Dogal sayilarin bir alt kiimesinin a.dereceden

lacunary f-yogunlugu ve birx=(x,)dizisinin «. dereceden lacunary f-istatistiksel

yakinsakligi kavrami Sengiil ve Et [36] tarafindan asagidaki sekilde tanimlandi.
Tamm 7.2. @={k } bir lacunary dizisi, & (0, 1] ve f bir siirsiz modiiliis fonksiyonu
olsun,

54 ()= lim T

r

f(I{k . <k<k :keE}),

limiti mevcut ise dogal sayilarin bir E altkiimesi o.dereceden lacunary f-yogunluga sahiptir

denir. a=1 f(x)=x ve 0= (Zr) secilirse a.dereceden lacunary f-yogunluk dogal
yogunluga indirgenir.

x=(X) o.dereceden lacunary f-yogunlugu sifir olan bir ciimle hari¢ her k igin P
ozelligini saglayacak sekilde bir dizi ise x, “ a ve f ye gore hemen hemen her k” igin P

ozelligini saglar deriz ve bunu kisaca "a.ak, ( f a)" seklinde yazariz.

Onerme 7.3. 6={k } bir lacunary dizisi ve &, f€(0, 1] sayilani « < olacak
sekilde iki say1 olsun. Bu takdirde
51 (E) <60 (E)
dir.
Ispat: Ispat asagidaki esitlikten elde edilir.

f(r11 v f(l{k o <k<k keE}|)< f(i g

r r

f(|{k . <k<k :keE})

Tamm 7.4. [36]6?:{kr} bir lacunary dizisi, « (0, 1] ve f bir sinirsiz modiiliis

fonksiyonu olsun.

f(‘{ke I, :|xk—L|zg}D=O,
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olacak sekilde bir L sayisi varsa x=(X,) dizisine o.dereceden lacunary f-istatistiksel

yakinsaktir denir. Tiim . dereceden lacunary f-istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, “

ile gosterilecektir. f (h )aile f(h)nin o kuvvetini gdsterecegiz, yani f(hr)a

r

(f (h, )a): (f (h)*, f(h)",...f(h)" ,) olarak tanimlanacaktir.

Tamm 7.5. 6={k } bir lacunary dizisi,a€(0,1] ve f bir smirsiz modiiliis

fonksiyonu olsun.

mf(i v f([{ket :[x|>M}[)=0, yani [x|<M aak (fa)

r

olacak sekilde bir M sayisi varsa X=(X, ) dizisine a.dereceden lacunary f-istatistiksel

siirlidir denir. Tiim . dereceden lacunary f-istatistiksel smirl dizilerin kiimesi S,"“ (b)

ile gosterilecektir. Bu tanimda f fonksiyonun, 6 lacunary dizisinin ve a sayisinin 6zel

secilislerine gore bazi dizi uzaylari elde edilir. Ornegin,
i) f(x) =x ise S,”(b) ,
i) 0 = (27) ise Sf'“(b) :
iii)a =1ise S, (b) :
iv)0 = (2")vea =1ise S’ (b).
V)f(x)=x ,0=0Q)vea=1ise S (b)

uzaylar1 elde edilir.

Teorem 7.6. Her a.dereceden lacunary f-istatistiksel yakinsak dizi a. dereceden

lacunary f-istatistiksel sinirlidir, fakat tersi dogru degildir.

Ispat. x= (Xk) dizisi a.dereceden lacunary f-istatistiksel yakinsak ve & >0 olsun.

Bu takdirde,

! _ f(‘{kelr:|xk—L|25}‘):O
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olacak sekilde bir L sayis1 vardir.
kel :x|>|LU+efc{kel, |x L =&}

oldugundan

. 1 .
lim Y f(‘{ke I, :|xk|>|L|+g}‘)£I|m

r

lim f(; v f(‘{ke I, :|xk—L|25}‘)

r

yazabiliriz. Bu x =(x,) dizisinin o. dereceden f -istatistiksel sinirli olmasi demekir.
Tersi igin 0= (Zr), f (X) =X alalim ve X= (Xk) dizisini

1 k=2n
X, = k,neN
{—1, k#2n

olarak tanimlayalim. Bu takdirde x € S, “(b), fakat xS, “dur.

Teorem 7.7. Her smurlt dizi a. dereceden lacunary f-istatistiksel sinirlidir, fakat

tersi dogru degildir.

Ispat. x=(x ) dizisi smurl bir dizi ise &,“(E)=0 olacagndan dizi o.
dereceden lacunary f-istatistiksel sinirlidir.

Tersi igin  f(x)=x"(0<p<1), 6(2'), =1 alam ve x=(x) dizisini
x=(1,0,0,4,0,0,0,0,9,..) olarak tammlayalm. Bu takdirde A={l, 4,9,...}olmak
iizere

5, ({keN:|x -0z g})=5,(A)
dir. Boylece her neN igin
‘{kgn:keA}‘S\/ﬁ

olup n — wigin

f({(k<n:keA)) (V)

< 0
f(n) ne -
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dir. O halde x = (1, 0,0400,0,O0, 9,...)dizisi a. dereceden lacunary f-istatistiksel sinirli,

fakat sinirli degildir.

Teorem 7.8. Her yakinsak dizi a. dereceden lacunary f-istatistiksel sinirlidir, fakat

tersi dogru degildir.
Ispat. x=(x,) dizisi yakinsak bir dizi ise &,“(E)=0 olacagindan dizi o.

dereceden lacunary f-istatistiksel simirlidir. X=(l, 0,0,4,0,0,0,0, 9,...) dizisi o.

dereceden lacunary f-istatistiksel sinirli, fakat yakinsak degildir.

Teorem 7.9. Her a. dereceden lacunary f-istatistiksel simirli  dizi lacunary

istatistiksel sinirhdir, fakat tersi dogru degildir.

Ispat. EcN igin 5,"*(E)=0 ise & (E)=0 dur, bu yiizden her o. dereceden

lacunary f-istatistiksel sinirli her dizi lacunary istatistiksel sinirhdir.
Tersi igin f (X) E Iog(x+1), 9=(2r), a=1 alalm ve X =(Xk) dizisini
X =(1, 0,0,4000,0, 9,...) olarak tanmimlayalim. Bu takdirde A= {l, 4, 9,...} olmak

tizere herhangi bir M >0igin {ke N :|Xk|2M}:A—Nnin sonlu bir alt kiimesi olup

51 (A)=2#0 Ve d (A) =0 oldugundan x=(10,0,4,0,0,0,0,9,..)dizisi lacunary
istatistiksel sinirhidir fakat o. dereceden lacunary f-istatistiksel sinirli degildir.

Teorem 7.10. «, f€(0, 1] olmak iizere o <f igin, 0. dereceden lacunary f-

istatistiksel siirl her dizi . dereceden lacunary f-istatistiksel sinirli, fakat tersi dogru
degildir.

ispat. Onerme 7.3 den @, B (0, 1] olmak iizere & < B i¢in 5,"” (E)<35, “(E)

oldugundan her o. dereceden lacunary f-istatistiksel smirh dizi (. dereceden lacunary f-

istatistiksel sinirhidir.

Tersiigin X =(X,) dizisini

. :{[\/h_} k=12,3,...[ i |

0, diger durumlarda
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seklinde tammlayalim, bu takdirde %< B<ligin xeS;"(b), fakat O<a< %igin
xg Sy " (b) dir.
Teorem 7.10 dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 7.11. Her «. dereceden lacunary f-istatistiksel sinirli dizi lacunary f-

istatistiksel sinirli, fakat tersi dogru degildir.

Teorem 7.12. @={k.} bir lacunary dizisi,z€(0,1] ve f bir smirsiz modiiliis

fonksiyonu olsun. Bu takdirde
) Sy " (b) simetrik degildir,
i) S;" " (b) normal béylece monotondur,
iii) S (b) dizi cebiridir.
Ispat. i) x=(%)=(10,0,20,0,0,030,0,0,0,0,4,..)eS; f (b) olup bu
dizinin yeniden diizenlenmesi ile elde edilen

(Vi) = (X0 Xa0 X4s Xg0 X X5y Xig Xgs Xogs X7s Xags Xgr Xygr Xygoenr)
:(1, 020304050607, 0)

dizisini goz 6niine alalm. Agikea M >0 icin 5, ({k:|y,[>M})=0 olup yeS; " (b)
dir.

i) x=(x)ed, “(b) olsun. y=(y,) dizisini keN igin |y,|<|x| esitsizligi saglanacak
sekilde segelim. x5, “(b) oldugundan S;({k:|x,|>M})=0 olacak sekilde bir
M >0 sayisi vardir. Buradan {k:|y,|>M}c{k:|x|>M} olup yeS,“(b) dir. Boylece

Sgf (b) normaldir. Her normal dizi uzay: monoton oldugundan So (b) monotondur.

iii) x, y € S;"" (b) olsun. Bu takdirde S;" " ({k:[x|=K})=0 ve S ({k:|y|=M})=0

olacak sekilde K, M >0 sayilari vardir. Diger taraftan
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{kixy |z KM} kx> Kholk:]y|>M]

olup, S;" " (b)uzay: dizi cebiridir.

36



8. SONUC

Reel veya kompleks terimli dizilerin istatistiksel sinirliligi Fridy ve Orhan [27]
tarafindan tanimlandi. Daha sonra Bhardwaj ve arkadaslar1 ([17],[18]) konu ile ilgili
caligmalar yaptilar, bu kavram Et ve arkadaslar1 [28] tarafindan genellestirildi. Bu
calismada reel veya kompleks terimli dizilerin o. dereceden f-lacunary istatistiksel
istatistiksel smirliligi tanimlandi ve dizilerin istatistiksel sinirliligi ile aralarindaki iligki

verildi.
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