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ÖZET 

            α. DERECEDEN f-LACUNARY İSTATİSTİKSEL SINIRLILIK 

Bu çalışma giriş ve sonuç bölümü ile birlikte sekiz bölümden oluşmuştur. 

Çalışmanın birinci bölümü giriş bölümü olarak düzenlenmiş olup, konunun 

tarihi gelişimi hakkında kısa bir bilgi verilmiştir. 

İkinci bölümde, bazı temel tanım ve teoremler verilerek, doğal yoğunluk, 

istatistiksel yakınsaklık, lacunary istatistiksel yakınsaklık, λ -istatistiksel yakınsaklık, 

genelleştirilmiş de-la Vallée-Poussin ortalaması ve kuvvetli p-lacunary toplanabilirlik 

kavramları verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, α. dereceden yoğunluk, 𝛼. dereceden istatistiksel yakınsaklık, 

α. dereceden istatistiksel Cauchy dizisi tanımlanmış ve bu kavramlara ilişkin birkaç 

bağıntı verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, istatistiksel sınırlılık kavramı tanımlanmış, istatistiksel 

sınırlılık ve istatistiksel yakınsaklığa ilişkin birkaç bağıntı verilmiştir. 

Beşinci bölümde, lacunary istatistiksel sınırlılık kavramı tanımlanmış ve 

lacunary istatistiksel sınırlılık ve lacunary istatistiksel yakınsaklığa ilişkin birkaç sonuç 

verilmiştir. 

Altıncı bölümde, 𝛼. dereceden lacunary istatistiksel sınırlılık kavramı 

tanımlanmış ve 𝛼. dereceden lacunary istatistiksel sınırlılık ve 𝛼. dereceden lacunary 

istatistiksel yakınsaklık arasında birkaç sonuç verilmiştir. 

Yedinci bölüm çalışmanın orijinal  kısmı olup, f sınırsız bir modülüs fonksiyonu, 

 rk   lacunary dizisi ve  0, 1   olmak üzere lacunary istatistiksel sınırlılık 

kavramı, α. dereceden f-lacunary istatistiksel sınırlılık kavramına genelleştirilmiş,  

lacunary istatistiksel sınırlılık ile α. dereceden f-lacunary istatistiksel sınırlılık kavramı 

arasında birkaç sonuç ifade edilmiştir. 

Son bölüm sonuç bölümü olarak düzenlenmiştir. 

Anahtar Kelimeler: İstatistiksel Yakınsaklık, Lacunary Dizisi, Modülüs Fonksiyonu, 

Cesaro Toplanabilme. 
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SUMMARY 

ON f-LACUNARY STATİSTİCAL BOUNDEDNESS OF ORDER α 

This study is prepared as eight chapters with introduction and conclusion. 

In the first chapter which is organized as the entrance section  has been given 

historical background of the subject. 

In the second chapter, we give the fundamental definitions and theorems. 

Additionally we give the concepts of natural density, statistical convergence , lacunary 

statistical convergence, λ -statistical convergence, generalized De-la Vallée-Poussin 

mean and strong p-lacunarys summability. 

In the third chapter, we define lacunary density of order 𝛼.  statistical 

convergence of order 𝛼,  lacunary statistical Cauchy of order 𝛼 of sequences and give 

some relations between of these concepts. 

In the fourth chapter, we define the concepts of statistical boundedness and give 

some relations between  statistical convergence and statistical boundedness. 

In the fifth chapter, we define the concepts of lacunary statistical boundedness 

and give some relations between lacunary statistical convergence and lacunary 

statistical boundedness 

In the sixth chapter, we define the concepts of lacunary statistical boundedness 

of order 𝛼 and give some relations between statistical boundedness of order 𝛼 and 

lacunary statistical boundedness of order 𝛼. 

In the fifth chapter which is organized original part of this thesis has been 

generalized the concept of lacunary statistical boundedness to the concepts of  f-

lacunary statistical boundedness of order 𝛼, where  𝜃 = (𝑘𝑟) is a lacunary sequence, 

 0, 1    and f is an unbounded modulus function.  

Finally we give a conclusion. 

 

Key Words: Statistical Convergence, Lacunary Sequence, Modulus Function, Cesaro 

Summabilitiy. 
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SEMBOLLER 

ℕ          : Doğal sayılar kümesi 

ℝ          : Reel sayılar kümesi  

₵           : Kompleks sayılar kümesi  

l             : Kompleks veya reel terimli sınırlı diziler uzayı 

0c             : Kompleks veya reel terimli sıfıra yakınsayan diziler uzayı 

c             : Kompleks veya reel terimli yakınsayan diziler uzayı 

BK   : Banach koordinat uzayı 

S  : İstatistiksel yakınsak diziler uzayı 

S   : Lacunary istatistiksel yakınsak diziler uzayı.  

 N p
  : Kuvvetli p-lacunary yakınsak diziler uzayı 

S

   : α. dereceden lacunary istatistiksel yakınsak diziler uzayı 

 N p


 : α. dereceden  kuvvetli p-lacunary yakınsak diziler uzayı 

 S b               : İstatistiksel sınırlı dizilerin kümesi 

 S b             : Lacunary istatistiksel sınırlı dizilerin kümesi 

,fS 

            : α. dereceden lacunary istatistiksel yakınsak diziler uzayı 
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1. GİRİŞ 

Ġstatistiksel yakınsaklık 1935 yılında Zygmund [1] un VarĢova’da basılan 

monografisinin ilk baskısında verildi. Daha sonra istatistiksel yakınsaklık  Steinhaus [2] 

ve Fast [3] tarafından aynı yıllarda çalıĢıldı. Schoenberg [4] istatistiksel yakınsaklığı bir 

toplanabilme metodu olarak ifade etti ve sınırlı Cesaro toplanabilir dizilerin aynı 

zamanda istatistiksel yakınsak olduğunu gösterdi. Ġstatistiksel yakınsaklık Fourier 

Analiz teorisi, Ergodic teori, Sayılar teorisi, Ölçüm teorisi ve Banach uzayları teorisinde 

farklı isimler altında çalıĢıldı. Fridy [5] ninin “ Ġstatistiksel Yakınsaklık Üzerine “ 

baĢlıklı çalıĢmasından sonra istatistiksel yakınsaklık ile ilgili çalıĢmaların hız 

kazandığını görüyoruz. Sonraki yıllarda istatistiksel yakınsaklık Connor [6], SavaĢ [7], 

Mursaleen [8], Fridy ve Orhan ([9],[10]), Moricz [11], Rath ve Tripathy [12], Salat [13], 

Bhardwaj ve diğerleri ([14],[15],[16],[17],[18]) tarafından çalıĢıldı. Bir dizinin dereceli 

istatistiksel yakınsaklığı Gadjiev and Orhan [19] tarafından verildi. Bhunia ve 

arkadaĢları [20] dereceli istatistiksel yakınsaklık ile ilgili birkaç özellik ispatladılar. 

Dereceli istatistiksel yakınsaklık ile ilgili literatürdeki çalıĢmaların Çolak ([21],[22] ) 

tarafından verilen " α. dereceden istatistiksel yakınsaklık " ve " λ-istatistiksel 

yakınsaklık" baĢlıklı çalıĢmalardan sonra arttığını görüyoruz. Daha sonra Çolak ve 

BektaĢ [23], Et ve ġengül ([24],[25],[26]) α. dereceden istatistiksel yakınsaklık ile ilgili 

çalıĢmalar yaptılar.  

Reel veya kompleks terimli dizilerin istatistiksel sınırlılığı Fridy ve Orhan [27] 

tarafından tanımlandı. Daha sonra Bhardwaj ve arkadaĢları ([17],[18]) konu ile ilgili 

çalıĢmalar yaptılar, bu kavram Et ve arkadaĢları [28]  tarafından genelleĢtirildi.  Bu 

çalıĢmada reel veya kompleks terimli dizilerin α. dereceden f-lacunary istatistiksel 

istatistiksel sınırlılığı tanımlanacak ve dizilerin istatistiksel sınırlılığı ile aralarındaki 

iliĢki verilecektir. 
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2. GENEL KAVRAMLAR  

2.1. Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 2.1.1. [29] X   bir cümle ve K reel veya kompleks sayılar cismi olmak 

üzere 

: ,

. :

X X X

K X X

  

 
 

fonksiyonları aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa, X cümlesine K cismi üzerinde bir vektör 

uzayı (lineer uzay) adı verilir. Her , , ve her ,x y z X K    için 

L1) ,x y y x     

L2)     ,x y z x y z      

L3) Her x X  için x x   olacak Ģekilde bir   vardır ,  

L4) Her bir x X  için  x x     olacak Ģekilde bir  x  vardır , 

L5) 1. ,x x  

L6)   ,x y x y      

L7)   ,x x x       

L8)    x x    . 

Tanım 2.1.2. [30]  X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.  

. : X

x x




 

dönüĢümü aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa bu dönüĢüme bir norm ve  , .X  ikilisine de bir 

normlu uzay denir. ,x y X   için 

N1) 0x   

N2) 0x x     

N3) ,x x K     
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N4) x y x y    

dir.  

Burada K   alınırsa  , .X  ikilisine reel normlu uzay denir.  

Tanım 2.1.3. [30]    , .X  bir normlu uzay ve  nx x  de X uzayında bir dizi 

olsun. Eğer 00 için n n    iken 

nx x    

olacak Ģekilde bir  0 0n n    sayısı varsa  nx x  dizisi x’e yakınsaktır denir.  nx x  

dizisi x’e yakınsak ise lim veyan n
n

x x x x


   Ģeklinde yazılır. Bu yakınsaklık kuvvetli 

yakınsaklık olarak da tanımlanır ve s

nx x  Ģeklinde de gösterilir.  

Tanım 2.1.4. [30]    , .X  bir normlu uzay ve  nx x  de X uzayında bir dizi 

olsun. Eğer 0   için 0,m n n  iken 

m nx x    

olacak Ģekilde bir  0 0n n    sayısı varsa  nx x  dizisine bir Cauchy dizisi denir.  

Tanım 2.1.5. [30]    , .X  normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu 

normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir.  

Tanım 2.1.6. [30]    Bir X vektör uzayının bir Y alt kümesi verilsin. Eğer 1 2,y y Y  

olduğunda 

  1 2: 1 , 0 1M y Y y y y Y           

oluyorsa Y alt kümesi konvekstir denir.  

Tanım 2.1.7. [29]   , .X  normlu bir uzay olsun. X üzerinde sınırlı tüm lineer 

fonksiyonellerin cümlesi 

 
 

0 1

sup sup
x X x X
x x

f x
f f x

x 
 

   
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normu ile bir normlu uzay oluĢturur. Bu uzaya X’in sürekli dual uzayı denir ve X' ile 

gösterilir. 

Tanım 2.1.8 [29]     , .X  normlu bir uzay ve   ,nx X ’de bir dizi olsun. Her 

'f X  ve n   için 

   nf x f x  

ise  nx  dizisi x’e zayıf yakınsaktır denir.  nx  dizisi x’e zayıf yakınsak ise w

nx x  

Ģeklinde yazılır. 

Tanım 2.1.9 [29] Reel terimli tüm dizilerin cümlesini w ile gösterelim. 

   ,k kx x y y   ve α bir skaler olmak üzere  w,  

 

 

k k

k

x y x y

x x 

  


 

Ģeklinde tanımlanan iĢlemler altında bir lineer uzaydır. w’nin her alt lineer uzayına bir dizi 

uzayı denir. Ayrıca 

  : supk k kl x x x     

sınırlı, 

  : lim   mevcutk k
k

c x x x   

yakınsak ve  

  0 : lim 0k k
k

c x x x    

sıfır dizileri uzayı 

sup k
k

x x

  

normu ile birer Banach uzayıdır.  

Tanım 2.1.10 [29]     X bir dizi uzayı olsun. X  bir Banach uzayı ve 

   : , , 1, 2,...k k kX C x x k     

dönüĢümü sürekli ise X’e bir BK-uzayı denir.  
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Tanım 2.1.11 [29]    kp  kesin pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi ve sup kH p  

olsun. Bu takdirde  1max 1, 2 ve ,H

k kD a b C   olmak üzere 

 k k kp p p

k k k ka b D a b    

eĢitsizliği sağlanır.  

2.2. İstatistiksel Yakınsaklık 

Tanım 2.2.1 [31]      doğal sayılar cümlesinin A alt cümlesinin doğal yoğunluğu, 

 :k n k A   ifadesi n’den büyük olmayan A  cümlesinin elemanlarının sayısını 

göstermek üzere 

   
1

lim :
n

A k n k A
n




    

ile tanımlanır.  doğal sayılar cümlesinin herhangi bir sonlu alt cümlesinin doğal 

yoğunluğunun sıfır olduğu açıktır ve CA A   olmak üzere    1CA A   dir.  

Bir cümlenin doğal yoğunluğu daha kolay bir yolla Ģu Ģekilde bulunabilir.  na  

pozitif tamsayıların artan bir dizisi olsun.  :nA a n   olmak üzere A  alt cümlesinin 

doğal yoğunluğu mevcut ise 

  lim
n

n

n
A

a



  

dir. Örnek olarak  3 :A n n   cümlesini alırsak, A kümesinin doğal yoğunluğu 

 
3

lim 0
n

n
A

n



   

dır.  

Burada özellikle doğal yoğunluğu sıfır olan cümlelerle ilgileneceğiz. Ayrıca, eğer 

 kx x  doğal yoğunluğu sıfır olan bir cümle hariç her k için P özelliğini sağlayacak 

Ģekilde olan bir dizi ise kx  “hemen hemen her k” için P özelliğini sağlıyor denir ve  kısaca 

“h.h.k” Ģeklinde yazılır.  
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Tanım 2.2.2 [5]    Her 0   için 

 
1

lim : 0k
n

k n x L
n




     

olacak Ģekilde bir L sayısı varsa, yani h.h.k için 

kx L    

ise  kx x  dizisi L’ye istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durum da lim kS x L   yazılır. 

Eğer 0L   ise yani  
1

lim : 0k
n

k n x
n




    ise  kx x  dizisine istatistiksel sıfır dizisidir 

denir. Tüm istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi S ile ve tüm istatistiksel sıfır dizilerin 

cümlesi 0S  ile gösterilir.  

Bilinen anlamda yakınsak olan diziler istatistiksel yakınsaktır. Fakat istatistiksel 

yakınsak olan diziler yakınsak olmak zorunda değildir.  

Örnek 2.2.3.  kx x  dizisini 

2

2

1,
1, 2,...

0,
k

k m
x m

k m

 
 


 

Ģeklinde tanımlayalım. Bu takdirde 0   için 

   : 0 : 0k kk n x k n x n        

olduğundan 

 
1

lim : 0 lim 0k
n n

n
k n x

n n 
     

elde edilir, yani lim 0kS x  ’dır,  ancak  kx  dizisi yakınsak değildir.  

Tanım 2.2.4. [5]     Eğer her 0   için 

 
1

lim : 0k N
n

k n x x
n




     

yani h.h.k için 

k Nx x    
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olacak Ģekilde bir  N N   doğal sayı varsa  kx x  dizisine istatistiksel Cauchy dizisi 

denir.  

2.3. Lacunary Dizileri ve Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık 

Tanım 2.3.1 [5]   0 0,k r   iken 1r r rh k k    olacak Ģekilde  rk   artan 

tamsayı dizisine lacunary dizisi denir. 
1

r
r

r

k
q

k 

  olarak alınacaktır. Uygunluk için 1 1q k

yazacağız  1, ver r rI k k   bir lacunary dizisi olmak üzere 0   için 

 
1

lim : 0r k
r

r

k I x L
h




     

ise x sayı dizisi L’ye lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda limS x L    

veya  kx L S  olarak yazılır, yani S  kümesi  

 : en az için, limS x L S x L     

olarak tanımlanır.  

Tanım 2.3.2. [5]    rk   bir lacunary dizisi olsun. Her   ' rk r I  ve her 0   

için 

  '

1
lim : 0r k k r
r

r

k I x x
h




     

olmak üzere ( )lim k r
r

x L  olacak Ģekilde x  dizisinin bir  ( )k rx  alt dizisi varsa x  dizisine 

S Cauchy  dizisi denir.  

Tanım 2.3.3. [32]    kx x  kompleks terimli bir dizi ve 0 p   olsun. Eğer 

1
lim 0

r

p

k
r

k Ir

x L
h 

   

olacak Ģeklinde kompleks bir L sayısı varsa,  kx x  dizisi L’ye kuvvetli p-lacunary 

yakınsaktır denir. Kuvvetli p-lacunary yakınsak dizilerin cümlesi  N p  ile gösterilir. 

0p   için , ( )N p  uzayı 

   
1

: , lim 0
r

p

k k
r

k Ir

N p x x L C x L
h




  
      
  

  
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Ģeklinde tanımlanır.  N p  uzayı 
1

sup
r

p

k
r Ir

x x
h

 
   

 
  normu ile BK-uzayıdır.  2r   

olması halinde   pN p w   olur.  

Tanım 2.3.4. [8]  1 11, 1n n       olacak Ģekilde  n   dizisi pozitif sayıların 

azalmayan n   için n   Ģartını sağlayan bir dizi olsun. Bu Ģekildeki tüm  n   

dizilerin kümesini   ile gösterelim: 

 1,n nI n n    

olmak üzere 0   için 

 
1

lim : 0n k
n

n

k I x L 


     

ise  kx x  dizisi L’ye λ istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda limS x L    veya 

 kx L S  yazarız. Buna göre  

  : , limkS x x w L S x L         

olarak tanımlanır. GenelleĢtirilmiĢ de-la Vallée-Poussin ortalaması, 

 1,n nI n n    

olmak üzere; 

 
1

n

n k

k In

t x x
 

   

ile tanımlanır. Eğer  lim n
n

t x L  ise  kx x  dizisi L’ye  ,V   toplanabilirdir denir. 

Kuvvetli  ,V   toplanabilir dizilerin cümlesi  ,V   Ģeklinde gösterilir ve 

   
1

, : , lim 0
n

k k
n

k In

V x x w L x L




  
       
  

  

Ģeklinde tanımlanır.  
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3. α. DERECEDEN İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

Bu bölümde bir cümlenin α-yoğunluğu kavramı açıklanıp, bu kavram yardımı ile α. 

dereceden istatistiksel yakınsaklık kavramı tanımlanacaktır.  

Tanım 3.1. [21] 0 1   olacak Ģekilde herhangi bir reel sayı α olsun. 

 : ,k n k E E   cümlesinin n’den büyük olmayan elemanlarının sayısını göstermek 

üzere; 

 
1

lim :
n

k n k E
n

   

limiti mevcut ise bu limit değerine E alt cümlesinin α-yoğunluğu denir. E kümesinin        

α-yoğunluğu  E  ile gösterilir.  

 kx x  dizisi, α-yoğunluğu sıfır olan cümle hariç, her k için  P k  özelliğini 

sağlayacak Ģekilde bir dizi ise o zaman  kx  dizisi, α’ya göre hemen hemen her k için 

 P k  özelliğini sağlar denir. Bunu biz kısaca  . .h h k   ile göstereceğiz.  

Tanım 3.2.  [21]   kx x w   olsun. 0 1   olarak verilsin. 0   için; 

 
1

lim : 0k
n

k n x L
n




     

olacak Ģekilde  bir L sayısı varsa  kx x  dizisi L’ye α. dereceden istatistiksel yakınsaktır 

denir. Bir baĢka ifadeyle her 0   ve  . .h h k   için kx L    ise x dizisi L’ye α. 

dereceden istatistiksel yakınsaktır denir. Bu yakınsaklık lim kS x L    Ģeklinde gösterilir. 

α. dereceden tüm istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi S  ile gösterilir.  

Tanım 3.3. [33]  kx x w   olsun. 0 1   olarak verilsin. 0   için; 

 
1

lim : 0k N
n

k n x x
n




     

olacak Ģekilde bir  N N   sayısı varsa  kx x  dizisine α. dereceden istatistiksel Cauchy 

dizisi denir. Bir baĢka ifadeyle her 0   ve  . .h h k   için k Nx x    ise x dizisine α. 

dereceden istatistiksel Cauchy dizisi denir.  
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Teorem 3.4. [33]  0 1   için aĢağıdaki ifadeler denktir: 

i) x, α. dereceden istatistiksel yakınsak bir dizidir 

ii) x, α. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir 

iii)  kx x  dizisi verilsin,  . .h h k   için k kx y  olacak Ģekilde yakınsak bir 

 ky y  dizisi varsa,  kx x  dizisi α. dereceden istatistiksel yakınsaktır. 

İspat:     : lim ki ii S x L    olduğunu kabul edelim. 0   olsun.  . .h h k   için 

2
kx L


   

ve seçilen bir N için 

2
Nx L


   

dir. Buna göre  . .h h k   için 

2 2
k N k Nx x x L x L

 
        

dir. Böylece x, α. dereceden istatistiksel Cauchy dizisidir.  

     :ii iii ii  sağlansın, yani  kx x , α. dereceden istatistiksel Cauchy dizisi 

olsun. N doğal sayısını  1, 1N NI x x    aralığı  . .h h k   için kx ’yı içerecek Ģekilde 

seçelim. Aynı Ģekilde M doğal sayısını öyle seçelim ki 
1 1

' ,
2 2

M MI x x
 

   
 

 aralığı 

 . .h h k   için kx ’yı içersin. Ġddia ediyoruz ki 

1 'I I I   

 . .h h k   için kx ’yı içerir. Çünkü 

     : ' : : 'k k kk n x I I k n x I k n x I          

ve dolayısıyla 0 1   için 

     
1 1 1

lim : ' lim : lim : ' 0k k k
n n n

k n x I I k n x I k n x I
n n n    

           

olur.  
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Bu nedenle 1I  aralığının uzunluğu 1 den küçük veya 1’ e  eĢit olan ve  . .h h k   için 

kx ’yı içeren kapalı bir aralıktır. ġimdi 
   2 2

1 1
" ,

4 4
N N

I x X
 

   
 

 aralığı  . .h h k   için kx ’yı 

içerecek Ģeklinde N(2)’yi seçelim. Yukarıdaki düĢünceyle 2 1 "I I I   aralığının  . .h h k   

için kx yı içerdiğini ve 2I  aralığının uzunluğunun 
1

2
’den küçük veya eĢit olduğunu verir. 

Bu yolla devam ederek her m için, 1m mI I  ’nin uzunluğu 12 m ’den daha büyük olmayacak 

ve  . .h h k   için k mx I  olacak Ģekilde kapalı aralıkların bir  
1m m

I



 dizisini seçebiliriz. 

ġimdi  kx x  dizisinin, 1k T  ve  

1 isem m k mT k T x I    

olacak Ģekildeki bütün kx  terimlerinden oluĢan bir  kz z  alt dizisini tanımlayalım. ġimdi 

 ky y  dizisini; 

 , eğer , 'nın bir terimi ise,

, diğer hallerde,

k k

k

k

x z z
y

x

 
 


 

Ģeklinde tanımlayalım. O zaman lim ky  ’dır. Çünkü eğer 
1

0 ve mk T
m

     ise ya 

,k kx y   olacak Ģekilde z’nin bir terimidir ya da vek k m k my x I y I    ’nin uzunluğu 

12 m ’dir. Ayrıca  . .h h k   için k kx y  olduğunu iddia ediyoruz. Bunu göstermek için 

1m mT n T    olarak alırsak    : :k k k mk n y x k n x I      dolayısıyla  

   
1 1 1

: :k k k mk n y x k n x I
n n m 

       

dir. Böylece n   için limit 0’dr ve  . .h h k   için k kx y ’dır. Bu nedenle (ii), (iii) 

gerektirir.  

     :iii i iii ’ün sağlandığını,  . .h h k   için k kx y  ve lim ky L  olduğunu kabul 

edelim. 0   olsun. lim ky L  olduğundan; 

 

     : : :k k k kk n x L k n x y k n y L            
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dır. Son cümle sabit sayıda doğal sayı içerir. Bunu  l l   ile gösterelim.  . .h h k   için 

k kx y  olduğundan 0 1   için; 

   
1 1

lim : lim : lim 0k k k
n n

l
k n x L k n x y

n n n  
         

yazabiliriz. Böylece  . .h h k   için kx L    elde edilir.  

Sonuç 3.5. [33]  x dizisi için lim kS x L    ise x dizisi, lim ky L  olacak Ģekilde 

bir y alt dizisine sahiptir.  
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4. İSTATİSTİKSEL SINIRLILIK 

Bu bölümde istatistiksel sınırlılık kavramı tanımlanacak ve istatistiksel sınırlı 

diziler ile istatistiksel yakınsak diziler arasındaki iliĢki incelenecektir.  

Tanım 4.1. [27]    ve 0kx x L   sayısı verilsin. 

  : 0kk x L   , 

yani,  h.h.k. için 

kx L  

ise  kx x  dizisi istatistiksel sınırlıdır denir. Ġstatistiksel sınırlı dizilerin kümesi  S b  ile 

gösterilir. Sınırlı bir dizi aĢikâr olarak istatistiksel sınırlıdır ancak tersi doğru değildir. 

Bunun için  kx x  dizisi, 

                           

2,   ise  tamsayı

0,  diğer hallerde
k

k k m m
x

 
 


                     (4.1) 

Ģeklinde tanımlansın. Açıkça bu dizi sınırlı değildir. Ancak   : 0kk x L    

olduğundan x istatistiksel sınırlıdır.  

Önerme 4.2 [17]  Her yakınsak dizi istatistiksel sınırlıdır, fakat tersi doğru değildir. 

İspat: Her yakınsak dizi sınırlıdır. Her sınırlı dizi de istatistiksel sınırlıdır. 

Dolayısıyla yakınsak bir dizi istatistiksel sınırlıdır. Tersi için (4.1) de verilen diziyi göz 

önüne alalım. Bu dizi yakınsak değil ancak istatistiksel sınırlıdır. 

Önerme 4.3. [17]   Her istatistiksel yakınsak dizi istatistiksel sınırlıdır.  

İspat:  kx x  dizisi istatistiksel sınırlı olsun. Bu takdirde verilen 0   için, 

  : 0kk x L     

dolayısıyla 

   : :k kk x L k x L       

yazılabilir. Böylece h.h.k. için, 
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kx L    

olur.  

AĢağıdaki örnekten anlaĢılacağı üzere her dizi istatistiksel sınırlı olmak zorunda 

değildir.  

Örnek 4.4.    1, 2, 3,...kx x  Ģeklinde tanımlansın ve 0L   olsun. Bu takdirde 

’nin sonlu bir S  alt kümesi için 

 : kk x L S    

dir. Böylece  

              
  : 1kk x L    

olup x istatistiksel sınırlı değildir.  

Ġyi bilinir ki sınırlı bir dizinin her alt dizisi sınırlıdır. Bu durum istatistiksel sınırlı 

diziler için geçerli değildir, yani istatistiksel sınırlı bir dizinin her alt dizisinin istatistiksel 

sınırlı olması gerekmez.  

Önerme 4.5 [17]   Eğer  kx  dizisi sıfıra istatistiksel yakınsak ve  ky  da 

istatistiksel sınırlı ise    .k kx y  istatistiksel yakınsaktır.  

Teorem 4.6 [17]    kx x  istatistiksel sınırlı olması için gerek ve yeter Ģart h.h.k 

için k kx y  olacak Ģekilde sınırlı bir  ky y  dizisinin olmasıdır.  

İspat:  kx x  dizisinin istatistiksel sınırlı olduğunu kabul edelim. Bu takdirde, 

 : kA k x L    

olmak üzere,   0A  olacak Ģekilde bir 0L   sayısı vardır.  ky y  dizisini 

,

0, diğer durumlarda

k

k

x k A
y


 


 

Ģeklinde tanımlayalım. Bu takdirde  ky y    ve h.h.k. k kx y dır.  
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Tersine  ky y    olsun. Bu takdirde her k  için ky L  olacak Ģekilde bir 

0L   sayısı vardır.  

 : k kD k x y   olsun. Açıkça   0D  dır.  : kk x L D    

olduğundan h.h.k kx L  elde ederiz. Buradan x in istatistiksel sınırlı olduğu çıkar.  

Teorem 4.7 [17]  Her istatistiksel Cauchy dizisi istatistiksel sınırlıdır fakat tersi 

doğru değildir.  

İspat:  kx x  istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde h.h.k. için 

k Nx x    olacak Ģekilde bir  N N   sayısı vardır. Buradan NL x   olmak üzere 

h.h.k. için kx L  yazabiliriz. Bu x’in istatistiksel sınırlı olması demektir.  

Tersi için    1, 1, 1, 1,...kx x     dizisini göz önüne alalım. Bu dizi istatistiksel  

sınırlı bir dizidir. Ancak istatistiksel Cauchy dizisi değildir.  

Teorem 4.8 [17]   

(a)  S b  simetrik değildir , 

(b)  S b  normal ve buradan monotondur , 

(c)  S b  dizi cebiridir.  

İspat: (a)  1, 0, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 9,...x   olsun.  x S b dir. 

   0,1,4,0,9,16,25,36,0,...ky y 
 
 dizisi x’in yeni bir düzenlemesi olsun. Bu takdirde 

herhangi bir 0L   için   : 0kk y L   ’dır. Bu  S b ’nin simetrik olmadığı anlamına 

gelir.  

(b)    kx x S b   ve  ky y  her k  için k ky x  olacak Ģekilde bir dizi 

olsun.    kx S b  olduğundan   : 0kk x L    olacak Ģekilde bir 0L   sayısı vardır.  

   : :k kk y L k x L    sağlandığından    ky y S b  ’dir. Böylece x normaldir. Her 

normal dizi monoton olduğundan x monotondur.  
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(c)      ,k kx y S b  olsun. Bu takdirde   : 0kk x L    ve 

  : 0kk y M    olacak Ģekilde , 0L M   sayıları vardır. Diğer taraftan her k  

için      : . : :k k k kk x y L M k x L k y M      bağıntısı sağlanır. Bu  S b ’nin dizi 

cebiri olması demektir.  
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           5. LACUNARY İSTATİSTİKSEL SINIRLILIK 

Bu bölümde lacunary istatistiksel sınırlılık kavramı tanımlanacak ve lacunary 

istatistiksel  sınırlı diziler ile lacunary istatistiksel yakınsak diziler arasındaki iliĢki 

incelenecektir.  

           5.1. Lacunary İstatistiksel Sınırlılık  

Bu bölümde lacunary istatistiksel sınırlılık kavramını tanımlayacak ve bu kavrama 

iliĢkin birkaç bağıntı vereceğiz.   

Tanım 5.1.1. [34]    rk   bir lacunary dizisi olsun.  

 
1

lim : 0r k
r

r

k I x M
h

   , 

yani  

  : 0kk N x M    , 

yani, h.h. k  için 

kx M  

olacak Ģekilde 0M   sayısı varsa  kx x  dizisine lacunary istatistiksel sınırlıdır denir.  

Lacunary istatistiksel sınırlı dizilerin kümesi  S b  ile gösterilir.  

Teorem 5.1.2. [34] Her sınırlı dizi lacunary istatistiksel sınırlıdır fakat tersi doğru 

değildir.  

İspat: Her lacunary dizisi için boĢ kümenin lacunary yoğunluğu sıfır olduğundan 

sınırlı her dizi lacunary istatistiksel sınırlıdır. Tersi için  kx x  dizisini  rk   herhangi 

bir lacunary dizisi olmak üzere 

1 11, 1; 1, 2, 3,...

0, diğer hallerde

r r

i

k i k r
x

    
 


 

Ģeklinde tanımlayalım. Açıkça x sınırlı değildir fakat, 

1 1 1
lim : lim 0

2
r r k r

k r

k I x
h h

 

 
    

 
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olduğundan x lacunary istatistiksel sınırlıdır.  

Teorem 5.1.3. [34] Her lacunary istatistiksel yakınsak dizi lacunary istatistiksel 

sınırlıdır. Fakat tersi doğru değildir.  

İspat:  kx x  lacunary istatistiksel yakınsak olsun. Bu takdirde 

 
1

lim : 0r r k

r

k I x L
h

      

olup her 0   için    :k r kx L k I x L        yazabiliriz. O halde  kx x  

lacunary istatistiksel sınırlıdır.  

  1
k

  dizisi lacunary istatistiksel yakınsak değil fakat lacunary istatistiksel 

sınırlıdır. 

Teorem 5.1.4. [34]  rk   bir lacunary dizisi olsun.  kx x  dizisinin lacunary 

istatistiksel sınırlı olması için gerek ve yeter Ģart . .h h k  için k kx y  olacak Ģekilde sınırlı 

bir  ky y  dizisi olmasıdır.  

İspat:  kx x  dizisinin lacunary istatistiksel sınırlı olduğunu kabul edelim. Bu 

takdirde, 

 : kK k x M    

olmak üzere 
    0K


   olacak Ģekilde bir 0M   sayısı vardır.  ky y  dizisini  

, ;

0,    diğer durumlarda

k

k

x k K
y


 


 

olarak tanımlayalım. Bu takdirde  ky y  sınırlı ve h.h.k için k kx y dır.  

Tersine  ky y  sınırlı olsun. Bu takdirde k   için ky L  olacak Ģekilde bir 

0L   sayısı vardır.  : k kD k x y    olsun. 
    0D


   olduğundan . .h h k  için 

kx L dir.  
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Teorem 5.1.5  (Ayrışma Teoremi) [34]   kx x  lacunary istatistiksel sınırlı bir 

dizi ise x y z   eĢitliği sağlanacak Ģekilde  kz z  lacunary istatistiksel sıfır dizisi 

olmak üzere sınırlı bir  ky y  dizisi vardır.  

İspat:  kx x  lacunary istatistiksel sınırlı bir dizi ise; 

 : kA k x M    

olmak üzere 
    0A


   olacak Ģekilde bir 0M   sayısı vardır.    vek kz z y y   

dizilerini aĢağıdaki gibi tanımlayalım.  

, ;

0, ,

0, ;

,

k

k

k

k

x k A
y

k A

k A
z

x k A

 
 



 
 



 

Açıkça y sınırlı bir dizi , z de lacunary istatistiksel sıfır dizisi olmak üzere x y z   

yani   0S b C    dır, burada 0C
 tüm lacunary istatistiksel sıfır dizilerinin kümesini 

göstermektedir.  0, C S b    iken  0C S b    dir. Sonuçta   0S b C   dır. 

0C   olduğundan (burada   sonlu sayıda elemanları sıfırdan farklı olan skaler 

dizilerin uzayıdır)   0S b C    dır.  

Teorem 5.1.6. [34] 

(a)  S b  normal böylece monotondur,  

(b)  S b  dizi cebiridir.  

Sonuç 5.1.7. [34]  S b  perfect değildir.  

           İspat:  S b
 

     olduğundan  S b  perfect değildir 
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           5.2. Lacunary İstatistiksel Sınırlılık ve İstatistiksel Sınırlılık Arasındaki İlişki 

Lemma 5.2.1. [34]  rk   lacunary dizisi olsun. lim inf 1r
r

q   olması için gerek 

ve yeter Ģart    S b S b  olmasıdır.  

İspat (Yeterlilik): lim inf 1r
r

q   ise yeterince büyük r ler için 1rq    olacak 

Ģekilde bir 0   sayısı vardır.  

1r r rh k k    

olduğundan  

1

1

r

r

h

k



 
 


 

dir.    tx S b  ise 

 
1

lim : 0r r k

r

k I x M
h

     

olacak Ģekilde 0M   sayısı vardır. Yeterince büyük r ler için 

   

 

1 1
: :

1
:

1

r
r k r k

r r r

r k

r

h
k k x M k I x M

k k h

k I x M
h





    

  


 

eĢitsizliği sağlanır. Böylece    kx S b  dir.  

ġimdi    S b S b  ve lim inf 1r
r

q   olsun. Freedman ve diğerleri [32] tarafından 

verilen Lemma 2.1 deki yol takip edilerek  rk   dizisinin, 

 

 

 

 

   
1

1 1

1
1 ve , 2

r j r j

r j r j

k k
j r j r j

k j k



 

      

Ģartlarını sağlayan bir  r j
k  alt dizisini seçelim ve  kx x  dizisini  

 , , 1, 2, 3,...;

0, aksi halde

r j

i

i i I j
x

 
 
  
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Ģeklinde tanımlayalım. 

Bu durumda herhangi 0M   sayısı için  0 1r j
k M


  olacak Ģekilde bir 0j   

vardır. Böylece, 

 
  

 
    

0 0 0

0 0

1

1 1
: : 1,k kr j r j r j

r j r j

k I x M k I x k
h h


       

yani her 0j j  için 

 
  1

: 1kr j

r j

k I x M
h

    

ve  r r j  için 

 
1

: 0r k

r

k I x M
h

    

olup  

   kx x S b   

dir. Diğer taraftan yeterince büyük t ler için 
   1 1 1r j r j

k t k
  
   sağlanacak Ģekilde bir tek j 

bulabiliriz ve böylece 

   

 

1

1

1 1 1 1 2
:

2

r j r j

k

r j

k h
k t x

t k j j j





 
      

 
 

yapılırsat j   olacağından    kx S b  dir.  

Lemma 5.2.2. [34]  Herhangi bir lacunary dizisi için    S b S b   olması için 

gerek ve yeter Ģart limsupr rq    olmasıdır.  

           İspat (Yeterlilik): Fridy ve Orhan’ın [9] Lemma 3 te takip ettiği yol takip edilerek 

yeterlilik ispatlanabilir.     ve limsupr rS b S b q    olduğunu kabul edelim. 

Fredman ve diğerleri [32] tarafından verilen Lemma 2.2’deki yol takip edilerek  r j
q j  

olacak Ģekilde  rk  nin bir alt dizisi seçilebilir.  kx x  dizisini  
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   1 1
, 2 , 1, 2,...

0,   aksi halde

r j r j

i

i k i k j
x

 
  

 


 

Ģeklinde tanımlayalım. Böylece  

 
 

 

 

   

1

1

1 1
:

2

r j

ir j r j

r j r j r j

k
i J x

h k k






 
    

 
 

ve ise 0j rr r    dır. Buradan    kx S b ’dir. Diğer taraftan herhangi bir 0M   reel 

sayısı için 0j j  olduğunda 
  1r j

k M

  olacak Ģekilde bir 0j  sayısı vardır. Böylece 0j j  

için, 

 

 
  

 
    1 1 1

1 1

1 1
2 : 2 :

2 2

1

2

i ir j r j r j

r j r j

i k x M i k x k
k k

  

 

    



 

olup    kx S b  dir.  

 

Lemma 5.2.1 ve Lemma 5.2.2 den aĢağıdaki teorem elde edilir.  

Teorem 5.2.3. [34]   herhangi bir lacunary dizisi olsun.    S b S b   olması için 

gerek ve yeter Ģart 1 liminf limsupr r r rq q     olmasıdır.  
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6. α. DERECEDEN LACUNARY İSTATİSTİKSEL SINIRLILIK 

Bu bölümde  0, 1   olmak üzere lacunary istatistiksel sınırlılık kavramı            

α. dereceden lacunary istatistiksel sınırlılık kavramına genelleĢtirilecektir. 

Tanım 6.1. [28]  rk   lacunary dizisi ve 0 1   olsun. Doğal sayıların bir E 

alt kümesinin lacunary α yoğunluğu  

   1

1
lim :r r

r
r

E k k k k E
h



 
      

Ģeklinde tanımlanır.  2r   alınırsa Çolak [21] tarafından verilen α yoğunluğu, 1   ve 

 2r   alınırsa doğal yoğunluk kavramları elde edilir.  

Eğer bir özellik lacunary α sıfır yoğunluklu bir küme dıĢında sağlanıyorsa bu 

özellik lacunary hemen hemen α ya göre tüm k lar için sağlanır denir ve “  . . rh h k  ” 

Ģeklinde gösterilir.  

Tanım 6.2. [28]  rk   lacunary dizisi ve 0 1   olsun. 

 
1

lim : 0r k
r

r

k I x L
h




     

olacak Ģekilde bir L sayısı varsa  kx x  dizisine α. dereceden istatistiksel yakınsaktır 

denir.  

Tüm α. dereceden istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi S


 ile gösterilecektir.  

Önerme 6.3. [28]  rk   bir lacunary dizisi ve  , 0,1    sayıları   olacak 

Ģekilde iki reel sayı olsun. Bu takdirde 

   E E 

    

dir.  

İspat:  

   1 1

1 1
: :r r r r

r r

k k k k E k k k k E
h h          
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olduğundan    E E 

    elde edilir.  

Tanım 6.4. [28]  rk   bir lacunary dizisi ve 0 1   olsun.  

 
1

lim : 0r k
r

r

k I x M
h

    

yani  . . rh h k   için kx M  olacak Ģekilde bir 0M   sayısı varsa  kx x  dizisi α. 

dereceden lacunary istatistiksel sınırlıdır denir. α. dereceden lacunary istatistiksel sınırlı 

tüm dizilerin kümesi  S b

  ile gösterilir.  2r   ise Bhardwaj ve diğerleri [17] 

tarafından çalıĢılan α. dereceden istatistiksel sınırlı dizilerin kümesi elde edilir. Eğer 1   

ise Bhardwaj ve diğerleri [34] tarafından çalıĢılan lacunary istatistiksel sınırlı dizilerin 

kümesi elde edilir. Eğer 1   ve  2r   ise Fridy ve Orhan [27] tarafından çalıĢılan 

istatistiksel sınırlı dizilerin uzayı elde edilir.  

AĢağıdaki sonuçları ispatsız vereceğiz.  

Önerme 6.5. [28]  Her yakınsak dizi lacunary istatistiksel sınırlıdır, fakat tersi 

doğru değildir. 

Önerme 6.6. [28] Her lacunary istatistiksel yakınsak dizi lacunary istatistiksel 

sınırlıdır fakat tersi doğru değildir.  

Önerme 6.7. [28] Her sınırlı dizi lacunary istatistiksel sınırlıdır fakat tersi doğru 

değildir.  

Önerme 6.8. [28] Her sınırlı dizi α. dereceden lacunary istatistiksel sınırlıdır fakat 

tersi doğru değildir.  

Önerme 6.9. [28]  α. dereceden lacunary istatistiksel yakınsak her dizi α. dereceden 

lacunary istatistiksel sınırlıdır fakat tersi doğru değildir.  

İspat:  kx x  dizisi α. dereceden istatistiksel yakınsak olsun ve 0   verilsin. Bu 

takdirde, 

 
1

lim : 0r k
r

r

k I x L
h




     

sağlanacak Ģekilde bir L sayısı vardır. Diğer taraftan; 



24 

 

 

 

1
lim :

1
lim :

r k
r

r

r k
r

r

k I x L
h

k I x L
h













  

   

 

yazabiliriz. Buradan  kx x  dizisinin α. dereceden istatistiksel sınırlı olduğu görülür. 

Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için  2r   seçelim ve  kx x  dizisini de 

1, 2
,

1, 2
k

k n
x k n N

k n


 

 
 

olarak tanımlayalım. Bu takdirde   fakatx S b x S 

    dır.  

Teorem 6.10. [28]  rk   bir lacunary dizisi ve 0 1   olsun. Bu takdirde; 

i)  S b

  simetrik değildir, 

ii)  S b

  normal böylece monotondur, 

iii)  S b

  dizi cebiridir.  

İspat:  

i)      1, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 3, 0, 0, 0, 0, 0, 4,...kx x S b

    olup x in yeni bir 

düzenlemesi olan  ky y  dizisini 

   

 

1 2 4 3 9 5 16 6 25 7 36 8 45 10, , , , , , , , , , , , , ,...

1, 0, 2, 0, 3, 0, 4, 0, 5, 0, 6, 0, 7, 0,...

ky x x x x x x x x x x x x x x


 

Ģeklinde tanımlayalım.  1 ve 2r    seçelim. Bu takdirde her 0M   için; 

  : 0kS k y M

    

dır.  
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ii)    kx x S b

   ve her k  için k ky x  olsun.  x S b

  olduğundan 

  : 0kk x M

  
 

olacak Ģekilde bir 0M   sayısı vardır. 

   : :k kk y M k x M    olduğundan  y S b

  dir. Bundan dolayı  S b

  normaldir. 

Her normal dizi uzayı monoton olduğundan  S b

  monotondur.  

iii)  ,x y S b

  olsun. Bu takdirde, 

     : 0 ve : 0k kS k x K S k y M 

      

olacak Ģekilde , 0K M   sayıları vardır. Diğer taraftan, 

      : : :k k k kk x y K M k x K k y M      

yazılabileceğinden  S b

  nin dizi cebiri olduğunu söyleyebiliriz.  

Teorem 6.11. [28]  rk   bir lacunary dizisi ve ,  sayıları 0 1       

olacak Ģekilde iki reel sayı olsun. Bu takdirde    S b S b 

   dir ve bu kapsama kesindir.  

İspat: Kapsama kısmı kolayca gösterilebilir. Kapsamanın kesin olduğunu 

göstermek için  kx x  dizisini, 

, 1, 2, 3,...,

0, diğer durumlarda

r r

k

h k h
x

       


 

olarak tanımlayalım. Bu takdirde 
1

1
2

   için  x S b

 , fakat 
1

0
2

   için 

 x S b

 dir.  

Teorem 6.11’den aĢağıdaki sonucu elde ederiz.  

Sonuç 6.12. [28]  Eğer bir dizi α. dereceden lacunary istatistiksel sınırlı ise bu dizi 

istatistiksel sınırlıdır.  

Teorem 6.13. [28]   rk   bir lacunary dizisi ve 0 1   olsun. liminf 1r rq   

ise    S b S b 

  dir.  
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İspat: liminf 1r rq   olduğunu kabul edelim. Bu takdirde 1rq    olacak Ģekilde 

bir 0   sayısı vardır. Bu durum yeterince büyük r ler için 

 

1 1

1 1 1

r r

r r r r

h h

k k k h

  

 

  

  

   
       

    
 

yazabiliriz.    kx S b  ise yeterince büyük r ler ve 0M   sayısı için 

   

 
 

1 1
: :

1
:

1

r k r k

r r

r k

r

k k x M k I x M
k k

k I x M
h

 



 





    

  


 

yazabiliriz. Bu ispatı tamamlar.  

Teorem 6.14. [28]   rk   bir lacunary dizisi ve  0, 1   olsun. limsup r
r

q   

ise    S b S b

   dir.  

İspat:  rk   bir lacunary dizisi ve 0 1   olsun. limsupr rq    ise r   

için rq H  olacak Ģekilde 0H   sayısı vardır.  x S b

  olsun ve 

 :r r kN k I x M    diyelim. Bu takdirde 0 1   için 

 
1

lim : 0r k
r

r

k I x M
h

    

olduğundan 0   için bir 0r   vardır. Böylece 0r r  için 

r

r

N

h
  

yazabiliriz. Diğer taraftan 
r rh h   olduğundan, 

r r

r r

N N

h h
  

olup 

r

r

N

h
  
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dir.  

 0max :1rM N r r    ve n de 1r rk n k    Ģartını sağlayan bir tamsayı olsun. 

Bu durumda 

   

 

 

0 0

0

0

0

0

0

0

1

1 2 3 1

1

1

0 1

1 1 1

0
1

1 1

0

1 1

1 1
: :

1

1

1
sup

k r k

r r

r r r

r

r r
r r

r r r r

r
r r

r rr r r

r r

r r

k n x M k k x M
h k

N N N N N N
k

N NM
r h h

k k h h

r M N
h h

k k h

k kr M

k k











  


 

 

    

       

  
    

  

 
    

 


 

 

Teorem 6.15. [28]  liminf 0r

r
r

h

k




  ise 

   S b S b

  

dir.  

İspat: 0M   için 

   : :r k r kk k x M k I x M      

yazabiliriz. Buradan 

   

 

1 1
: :

1
:

r k r k

r r

r
r k

r r

k k x M k I x M
k k

h
k I x M

k h





    

  

 

yazılabilir. Son ifadede r   için limit alınırsa 

 x S b

  

olduğu görülür.  
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Teorem 6.16. [28]    1 1 1 1, , ,r r r r r r r rI k k J s s h k k        ve 1r r rs s    

olmak üzere,    ve 'r rk s    iki lacunary dizi ve r   için r rI J  olsun. 

ve   sayılarını da 0 1     olacak Ģekilde seçelim.  

(i) Eğer 

   

liminf 0r

r
r

h


              (6.1) 

ise 

   S b S b 

 
  

 

(ii) Eğer 

lim 1r

r
rh
                 (6.2) 

ise 

   S b S b 

 
                 

 

dir.  

İspat:  

(i) , ve 0r rr I J M      için 

   : :r k r kk J x M k I x M      

olduğundan 

   
1 1

: :r
r k r k

r r r

h
k J x M k I x M

h



  
      

yazabiliriz. r   için limit alınır ve (6.1) kullanılırsa 

   'S b S b 

    

 

elde edilir.  
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(ii)  x S b

  olsun ve (6.2) sağlansın.  

r rI J  olduğundan 0 veM r    için 

   

 

 

 

 

 

 

1 1

1

1 1

1 1
: :

1
:

1
:

1
:

1
:

1
:

1
1 :

r k r r k

r r

r r k

r

r r k

r

r r r r
r k

r r r

r r
r k

r r

r r
r k

r r

r
r k

r r

k J x M s k k x M

k k k x M

k k s x M

k s s k
x I x M

h
k I x M

h
k I x M

h h

k I x M
h h

 





  

 



 

 

 



 

     

   

   

 
    


   


   

 
     
 

 

(6.2) kullanılırsa  'x S b

  elde edilir.  

   ve 'r rk s    dizileri ve α sayısı özel olarak seçilirse aĢağıdaki sonuçlar 

elde edilir 

(i)      ' , 0, 1S b S b 

     

(ii)      ' , 0, 1S b S b

     

(iii)    'S b S b   

(iv)      ' , 0, 1S b S b 

     

(v)      ' , 0, 1S b S b     

(vi)    'S b S b  . 
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7.  α. DERECEDEN f-LACUNARY İSTATİSTİKSEL SINIRLILIK 

Bu bölümde f sınırsız bir modülüs fonksiyonu,  rk   lacunary dizisi ve 

 0, 1   olmak üzere lacunary istatistiksel sınırlılık kavramı, α. dereceden f-lacunary 

istatistiksel sınırlılık kavramına genelleĢtirilecektir. Bu kısım tezin orijinal kısmını 

oluĢturmaktadır. 

Tanım 7.1.  f :   0, 0,    fonksiyonu aĢağıdaki Ģartları sağlıyorsa f ye bir 

modülüs fonksiyonu denir. 

i)   0f x    0,x   

ii)      , 0 ,Her x y f x y f x f y     

iii) f artan, 

iv) f fonksiyonu 0 da sağdan süreklidir. 

Yukarıdaki özelliklerden f fonksiyonun  0,  aralığında her yerde sürekli olduğu 

sonucu çıkar. Bir modülüs fonksiyonu sınırlı veya sınırsız olabilir.  Örneğin,

   0 1pf x x p    fonksiyonu sınırsız, ancak  
1

x
f x

x



 fonksiyonu sınırlıdır.  

E   cümlesinin f-yoğunluğu ve f-istatistiksel yakınsaklığı Aizpuru ve 

arkadaĢları [35] tarafından aĢağıdaki Ģekilde tanımlandı. 

f sınırsız bir modülüs fonksiyonu ve E   olsun, eğer  

 
  

 

:
limf

n

f k n k E
d E

f n

 
  

limiti mevcut ise E cümlesi f-yoğunluğa sahiptir denir, yine sınırsız bir f  modülüs 

fonksiyonu için  

  : 0f

kd k N x L     , 

yani 

 
  1

lim : 0,k
n

f k n x L
f n




     
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ise  kx x  dizisi L sayısına f-istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durumda

 limf f

k kS x L veya x L S    yazarız. Her f-istatistiksel yakınsak dizi istatistiksel 

yakınsaktır, ancak tersi doğru değildir. Doğal sayıların bir alt kümesinin α.dereceden 

lacunary f-yoğunluğu ve bir  kx x dizisinin α. dereceden lacunary f-istatistiksel 

yakınsaklığı kavramı ġengül ve Et [36] tarafından aĢağıdaki Ģekilde tanımlandı. 

Tanım 7.2.   rk   bir lacunary dizisi,  0, 1   ve f bir sınırsız modülüs fonksiyonu 

olsun, 

 
 

  ,

1

1
lim : ,f

r r
r

r

E f k k k k E
f h



 
      

limiti mevcut ise doğal sayıların bir E altkümesi α.dereceden lacunary f-yoğunluğa sahiptir 

denir.  1, f x x    ve  2r 
 

seçilirse α.dereceden lacunary f-yoğunluk doğal 

yoğunluğa indirgenir. 

 kx x  α.dereceden lacunary f-yoğunluğu sıfır olan bir cümle hariç her k için P 

özelliğini sağlayacak Ģekilde bir dizi ise kx  “ α ve f ye göre hemen hemen her k” için P 

özelliğini sağlar deriz ve bunu kısaca  " . . "ra a k f Ģeklinde yazarız.  

Önerme 7.3.  rk   bir lacunary dizisi ve  , 0, 1    sayıları     olacak 

Ģekilde iki sayı olsun. Bu takdirde 

   , ,f fE E 

    

dir.  

İspat:  Ġspat aĢağıdaki eĢitlikten elde edilir. 

 
  

 
  1 1

1 1
: :r r r r

r r

f k k k k E f k k k k E
f h f h

          

           Tanım 7.4. [36]  rk   bir lacunary dizisi,  0, 1   ve f bir sınırsız modülüs 

fonksiyonu olsun.  

 
  1

lim : 0,r k
r

r

f k I x L
f h





     
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olacak Ģekilde bir L sayısı varsa  kx x  dizisine α.dereceden lacunary f-istatistiksel 

yakınsaktır denir. Tüm α. dereceden lacunary f-istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ,fS 


 

ile gösterilecektir.  rf h


ile  rf h nin α. kuvvetini göstereceğiz, yani  rf h


  

         1 2, ,..., ,...r rf h f h f h f h
   

  olarak tanımlanacaktır. 

Tanım 7.5.  rk   bir lacunary dizisi,  0, 1   ve f bir sınırsız modülüs 

fonksiyonu olsun.  

 
    

1
lim : 0, . .r k k r
r

r

f k I x M yani x M a a k f
f h





     

olacak Ģekilde bir M sayısı varsa  kx x  dizisine α.dereceden lacunary f-istatistiksel 

sınırlıdır denir. Tüm α. dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlı dizilerin kümesi  ,fS b

  

ile gösterilecektir. Bu tanımda  f fonksiyonun,   lacunary dizisinin ve α sayısının özel 

seçiliĢlerine göre bazı dizi uzayları elde edilir. Örneğin, 

i)  ( )      ise  S b

  , 

ii)   (  ) ise  ,fS b
 , 

iii)     ise  fS b  , 

iv)   (  )        ise  fS b . 

v)  ( )     ,    (  )        ise  S b  

uzayları elde edilir. 

Teorem 7.6. Her  α.dereceden lacunary f-istatistiksel yakınsak dizi α. dereceden 

lacunary f-istatistiksel sınırlıdır, fakat tersi doğru değildir. 

İspat.  kx x  dizisi α.dereceden lacunary f-istatistiksel yakınsak ve 0   olsun. 

Bu takdirde,  

 
  1

lim : 0r k
r

r

f k I x L
f h





     
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olacak Ģekilde bir L  sayısı vardır. 

   : :r k r kk I x L k I x L         

olduğundan 

 
  

 
  1 1

lim : lim :r k r k
r r

r r

f k I x L f k I x L
f h f h

 
 

 
        

yazabiliriz. Bu  kx x  dizisinin α. dereceden f -istatistiksel sınırlı olması demektir. 

 Tersi için      2 ,r f x x    alalım ve  kx x  dizisini 

1, 2
,

1, 2
k

k n
x k n

k n


 

 
 

olarak tanımlayalım. Bu takdirde  , ,,f fx S b fakat x S 

   dır. 

Teorem 7.7. Her  sınırlı dizi α. dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlıdır, fakat 

tersi doğru değildir. 

İspat.  kx x  dizisi sınırlı bir dizi  ise  , 0f E

   olacağından  dizi α. 

dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlıdır. 

 Tersi için      0 1 , 2 , 1p rf x x p       alalım ve  kx x  dizisini

 1, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 9,...x   olarak tanımlayalım. Bu takdirde  1, 4, 9,...A  olmak 

üzere  

    , ,: 0f f

kk x A 

        

dir. Böylece  her n  için 

 :k n k A n    

olup n  için 

  
 

 :
0

p

p

nf k n k A

f n n

 
   
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dir. O halde  1, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 9,...x  dizisi α. dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlı, 

fakat sınırlı değildir. 

Teorem 7.8. Her  yakınsak dizi α. dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlıdır, fakat 

tersi doğru değildir. 

İspat.  kx x  dizisi yakınsak bir dizi ise  , 0f E

   olacağından dizi α. 

dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlıdır.  1, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 9,...x 
 

dizisi α. 

dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlı, fakat yakınsak değildir. 

Teorem 7.9. Her  α. dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlı  dizi lacunary 

istatistiksel sınırlıdır, fakat tersi doğru değildir. 

İspat.  E   için  , 0f a E   ise   0E

 
 
dır, bu yüzden her  α. dereceden 

lacunary f-istatistiksel sınırlı her dizi lacunary istatistiksel sınırlıdır. 

Tersi için      log 1 , 2 , 1rf x x       alalım ve  kx x  dizisini

 1, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 9,...x   olarak tanımlayalım. Bu takdirde  1, 4, 9,...A  olmak 

üzere herhangi bir 0M  için  : kk N x M A    nin sonlu bir alt kümesi olup 

 , 1
0

2

f A

    ve   0A

   olduğundan  1, 0, 0, 4, 0, 0, 0, 0, 9,...x  dizisi  lacunary 

istatistiksel sınırlıdır fakat  α. dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlı değildir. 

Teorem 7.10.  , 0, 1    olmak üzere    için, α. dereceden lacunary f-

istatistiksel sınırlı her dizi  . dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlı, fakat tersi doğru 

değildir. 

İspat. Önerme 7.3 den  , 0, 1    olmak üzere    için    , ,f fE E 

    

olduğundan her  α. dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlı dizi  . dereceden lacunary f-

istatistiksel sınırlıdır. 

Tersi için    kx x  dizisini  

, 1, 2, 3,...,

0,

r r

k

h k h
x

diğer durumlarda

       

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Ģeklinde tanımlayalım, bu takdirde 
1

1
2

  için   , fx S b

 , fakat 
1

0
2

  için 

 , fx S b

 dir. 

 Teorem 7.10 dan aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 7.11. Her  α. dereceden lacunary f-istatistiksel sınırlı dizi  lacunary f-

istatistiksel  sınırlı, fakat tersi doğru değildir. 

            Teorem 7.12.  rk   bir lacunary dizisi,  0, 1   ve f  bir sınırsız modülüs 

fonksiyonu olsun. Bu takdirde  

i)  , fS b

  simetrik değildir, 

ii)  , fS b

  normal böylece monotondur, 

iii)  , fS b

  dizi cebiridir. 

            İspat. i)      ,1, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0,3, 0, 0, 0, 0, 0, 4,... f

kx x S b

  
 

olup bu 

dizinin yeniden düzenlenmesi ile elde edilen 

   

 

1 2 4 3 9 5 16 6 25 7 36 8 49 10, , , , , , , , , , , , , ,...

1, 0, 2, 0, 3, 0, 4, 0, 5, 0, 6, 0, 7, 0,...

ky x x x x x x x x x x x x x x


 

dizisini göz önüne alalım. Açıkça 0M   için   , : 0f a

kk y M    olup  , fy S b

  

dir. 

ii)     ,f

kx x b

 
 
olsun.  ky y  dizisini k  için k ky x  eĢitsizliği sağlanacak 

Ģekilde seçelim.  ,fx b

  olduğundan   , : 0f

kS k x M

    olacak Ģekilde bir 

0M  sayısı vardır. Buradan    : :k kk y M k x M  
 
olup  ,fy S b


 
dır. Böylece 

 , fS b

  normaldir. Her normal dizi uzayı monoton olduğundan  , fS b

 monotondur. 

iii)  ,, fx y S b


 
olsun. Bu takdirde   , : 0f

kS k x K

    ve   , : 0f

kS k y M

    

olacak Ģekilde  , 0K M   sayıları vardır. Diğer taraftan 
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     : . : :k k k kk x y K M k x K k y M      

olup,  , fS b

 uzayı dizi cebiridir. 
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8. SONUÇ 

Reel veya kompleks terimli dizilerin istatistiksel sınırlılığı Fridy ve Orhan [27] 

tarafından tanımlandı. Daha sonra Bhardwaj ve arkadaĢları ([17],[18]) konu ile ilgili 

çalıĢmalar yaptılar, bu kavram Et ve arkadaĢları [28]  tarafından genelleĢtirildi.  Bu 

çalıĢmada reel veya kompleks terimli dizilerin α. dereceden f-lacunary istatistiksel 

istatistiksel sınırlılığı tanımlandı ve dizilerin istatistiksel sınırlılığı ile aralarındaki iliĢki 

verildi. 
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