Sonlu Doymus Graflar Uzerine

Gizem Kimili
YUKSEK LISANS TEZi

Matematik - Bilgisayar Anabilim Dali

Mayis 2018



On Finite Saturated Graphs

Gizem Kimili

MASTER OF SCIENCE THESIS

Department of Mathematics - Computer

May 2018



Sonlu Doymus Graflar Uzerine

Gizem Kimili

Eskisehir Osmangazi Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Lisansiistii Yonetmeligi Uyarinca
Matematik - Bilgisayar Anabilim Dali

Geometri Bilim Dalinda
YUKSEK LISANS TEZI

Olarak Hazirlanmigtir

Danisman: Prof. Dr. Ibrahim Giinaltil

May1s 2018



ONAY

Matematik — Bilgisayar Anabilim Dali YUKSEK LISANS 6grencisi Gizem Kimili’ nin
YUKSEK LISANS tezi olarak hazirladigi “ Sonlu Doymus Graflar Uzerine *’ baslikli bu
calisma, jlirimizce lisansiistii yonetmeligin ilgili maddeleri uyarinca degerlendirilerek oy

birligi ile kabul edilmistir.

Danisman : Prof. Dr. Ibrahim Giinaltil

Ikinci Damsman : -

Yiiksek Lisans Tez Savunma Jiirisi :

Uye : Prof. Dr. Ibrahim Giinaltili

Uye : Prof. Dr. Ozcan Gelisgen

Uye : Dr. Ogr. Uyesi Mustafa Saltan

Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu‘ nun .................. tarih ve

........................... say1l1 karariyla onaylanmustir.

Prof. Dr. Hiirriyet ERSAHAN

Enstiti Mudira




ETiK BEYAN

Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kilavuzuna gore,
Prof.Dr.Ibrahim GUNALTILI’ nin damismanliginda hazirlamis oldugum “Sonlu Doymus
Graflar Uzerine” baslikli tezimin 6zgiin bir ¢alisma oldugunu; tez calismamin tiim
asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandigim; tezimde verdigim bilgileri,
verileri akademik ve bilimsel etik ilke ve kurallara uygun olarak elde ettigimi; tez
calismamda yararlandigim eserlerin tiimiine atif yaptigimi ve kaynak gosterdigimi ve bilgi,

belge ve sonuglari bilimsel etik ilke ve kurallara gére sundugumu beyan ederim. 11/05/2018

Gizem Kimili



Vi

OZET

Bu tez calismasinda Sharon G. Boswell, James A. Macdougall ve Roger B.
Eggleton,“Minimally Path-Saturated Graphs” (1999) adli makalesinin ilk sekiz bolimii
incelenmistir. Ozel olarak secilen sekiller tamamen bu makaleden alinmistir. Birinci bdliim
giris kismma ayrilmis, ikinci boliimde literatiir taramasi yapilmistir. Uglincii béliimde
graflara iligkin temel kavramlara yer verilmistir. Dordiincii boliimde agaclar incelenmistir.
Besinci boliimde yol graflarinin hangilerinin doymus hangilerinin minimal doymus oldugu

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Graf, Agaglar, Euler — Hamilton Graflar, Yol, Cevre, Doymus Graflar
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SUMMARY

In this thesis study, the first eight chapter of the article, Sharon G. Boswell,James A.
Macdougall and Roger B. Eggleton “Minimally Path-Saturated Graphs™ (1999 ) is observed.
Specially selected shapes have been completely taken from this article. The first chapter is
devoted to introduction. In the second part, a literature search is conducted. In the third
chapter definitions of basic concepts are given, with associated graphs. Then, in fourth
chapters trees and their applications are examined. In the fifth chapter, it will be examined

which of the path graphs are saturated and minimally saturated.

Keywords : Graph, Trees, Path, Cycle, Digraph, Eulerian Graph, Hamiltonian Graph,
Saturated Graph
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1. GIRIS VE AMAC

Graflarda yollar temel yapisal Ozelliklerin (baglilik, ¢ap, en kisa uzunluk vb.)
belirlenmesindeki rolii nedeniyle ¢ok calisilmistir. Bu tezde sabit uzunluklu yollarin varlig
incelenecek ve bu yollarin varligina gore kritik olan graf sinifi belirlenmeye ¢alisilacaktir.
Bu tezde calisilan graflar; basit ( ilmik ya da kath ayrit igermez ) ve sonlu graflardir.
Graflarin standart gdsterimi ve terminolojisi i¢in “J.A. Bondy, U.S.R. Murty’ nin “Graph
Theory With Applications’” (1985) adli kitab1 ve “R.B. Eggleton , J.A. MacDougall’ in
Triangle free and triangle saturated graphs’’( 1997) adli makalesi takip edilmistir.

Bu tez calismasinda Sharon G. Boswell, James A. Macdougall ve Roger B. Eggleton’in
“Minimally Path-Saturated Graphs” (1999) adli makalesinin ilk sekiz boliimii incelenmistir.
Kaynakg¢ada belirtilmis olan diger calismalarin da géz oniline alinmasiyla sonlu yollarin

doymuslugunun belirlenmesi amaglanmastir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Prusya’daki Konigsberg kasabasi, iginden Pregel nehri gegen ve bu nehrin ortasinda
sehrin kiyilarina ve birbirine toplam yedi koprii ile bagli olan iki adadan olusan bir kasabadir.
18. yiizyilda bu kasabanin sakinleri su sorunun yanitini aramiglardir: Herhangi bir noktadan
harekete baslayip, yedi kopriiniin hepsinden bir ve yalniz bir kez gegip, sehrin biitiin
boliimlerini dolastiktan sonra baglangic noktasina varilabilir mi? Bu donemin iinli
matematikgilerinden biri olan Leonhard Euler (1707,1783), bu problemin ¢6ziimiiniin
olmadigini 1736 yilinda yazmis oldugu bir makalesinde gostererek graf teorisinin temellerini
atmig bulunmaktadir. Euler, bu problemin ¢6ziimiinde dncelikle Konigsberg cografyasini;
sehrin kara parcalarin1 birer nokta, kara parcalarini baglayan kopriileri de birer ¢izgi ile
gosteren bir sekil ile ifade etmistir ( Sekil 2.2 ). Sehrin kara pargalarinin temsili olan
noktalara diiglim, kopriilerin temsili olan cizgilere ayrit ismi verildiginde graf teorisi i¢in bu
problem:* Herhangi bir diigiimden baslayarak biitiin ayritlardan bir defa ge¢mek sarti ile
biitiin diigiimleri ziyaret edip baslangi¢ diigiimiine geri donmek miimkiin miidiir? “ halini
alir. Daha 6zet bir ifade ile; grafin tiim ayritlarini igeren kapali bir gezi var midir? Graf teori

kullanarak bu problemin ¢dziimiiniin olmadigi Euler tarafindan gésterilmistir.

Sekil 2.1 Konisgberg Kopriisti Temsili



Sekil 2.2 Konisgberg Kopriisiiniin Graf Temsili

1852 yilinda bir bagka matematik¢i olan Augusto De Morgan, Sir William Rowan
Hamilton a yazdig1 bir mektupta dgrencisinin, Ingiltere haritasindaki sehirleri, birbirine
komsu olanlar1 farkli renklerle boyamanin miimkiin oldugunu fakat bunu matematiksel bir
sekilde ispat edemedigini ifade etmistir. Sonrasinda dort renk problemi olarak adlandirilacak
olan bu problem, 1976 yilinda Kenneth Ira Appel ve Wolfgang Hakken tarafindan bilgisayar
yardimi ile ¢oziilebilmistir. Boylece Konigsberg ve Dort Renk Problemlerinin ¢oziimleri ile
matematigin yeni bir uygulama alani olan graf teorisi dogmustur. (Doganaksoy Ali, Graf

Teorisi, 1993, Matematik Diinyasi )

Graf teori, problemleri tanimlama ve yapisal iliskilendirmede kullanilir. Pek ¢ok
problemin ¢oziimiinde graf teori kullanilmaktadir. Bu nedenle graf teori ile ilgili caligmalar
zamanla ¢ogalmistir. J.A. Bondy ve U.S.R Murty, 1985, D.B. West (1996) yaptiklar
caligmalarinda graf ile ilgili bilgiler vermis ve Ornekler yardimiyla grafin daha anlasilir

olmasini saglamislardir.

Bu caligmalar sonucunda bir graf basitge diigiimler arasindaki iligkileri belirleyen ayrit
parcgalarindan olusan sistem olarak tanimlanabilir. Ornegin, Sekil 2.3 de verilen model bir

graf temsilidir.

a b C d e f

® ® o o ® ®
Sekil 2.3 a-f yolu




Bir grafta diigiim sayist sonsuz olabilir. Diiglimlerin konumlari, ayrit uzunluklari, ayrit
ve diigiim sekilleri dnemli degilken ayritlarin varliklar1 6nemlidir. Bu tezde incelenen yollar
da graflarin 6zel bir halidir. S.G Boswell, R.B Eggleton ve J.A MacDougall’ in 1999 yilinda

yaptiklar1 ¢alismalarinda bu graf sinifinin doymuslugu ile ilgili 6nemli bilgiler vermistir.

Ayrica Kz - serbest ve Kz - doymus graflarla ilgili ¢alismalar, R.B Eggleton, J.A.
MacDougall (1996, 1997, 1998) tarafindan yapilmustir.

Bu tezde m > 3 igin Pm , m — uzunluklu yol olmak tizere, Pm — doymus ve minimal

Pm— doymus graflar incelenecektir.

( Pm; m digimli ve m — 1 uzunluklu yolu belirtmek i¢in kullanilacaktir. )



3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 3.1 : V# 0, k € Z* olsun. V kiimesinin k elemanl alt kiimelerinin ailesi [V]*
ile gosterilsin. 1< k < 2 olsun. V diigiimlerinin kiimesi, E ayritlarinin kiimesi, ¢ lizerinde
bulunma bagmtis1 ve V N E =@ olmak iizere, ¢:E - [V]*> U [V]' bagmtisi bir
fonksiyonsa G = (V,E, ) Uglisiine bir “graf “ denir. e = { X,y } € E ayrit1 bazen e = Xy

ile gosterilecektir. Buradaki x ve y diigiimlerine e ayritinin uglar denir.

Eger ¢ . E — [V]? fonksiyonu birebir fonksiyonsa G ye basit graf (simple graph)
denir. Basit graflarigcin G = (V,E, ¢ ) ifadesi yerineG = (V,E) gosterimi kullanilir.
Basit graf tanimi, “V elemanlar1 diiglimler olarak adlandirilan bostan farkli bir kiime, E de
elemanlar1 ayritlar olarak adlandirilan ve V nin ikili alt kiimelerinin bir ailesi olmak {izere,

G = (V,E) ye basit graf denir *“ seklinde de ifade edilebilir.

Egerde € Eicin ¢ (e) € [V]*ise G ye sézde graf (pseudo-graph) denir.

Eger 3{x,y} € [VI?icin ¢ (a) = ¢(b) = {x,y} olacak sekilde en az iki farkli
a,b € Evarsa G ye ¢coklu graf (multigraph ) denir.

Ornek 3.1:

G: G2 Gs

Sekil 3.1 Ayritlarina Gore Graf Modelleri



Sekil 3.1 deki Gy basit graf, G2 pseudo-graf, Gz ¢oklu graf modelidir.

Tanim 3.2 : G = (V,E) grafinda, bir tek ortak diigiime sahip ayritlara bitisik ayritlar

denir. Iki ortak diigiime sahip ayritlara da kath ayritlar denir.

Tanmm 3.3 : G = (V,E) grafinda V ve E kiimeleri sonlu kiimelerse G grafina sonlu

graf denir. Bu tezde lizerinde ¢alisilan biitiin graflar sonlu graflardr.

Tanim 3.4 : G = (V,E) birgraf ve X € V olsun. Her x, y € X i¢in X ve y digim

ciftini birlestiren bir ayrit yoksa, X kiimesine bagimsiz kiime denir.

Sonlu basit bir grafta maksimum ayrit sayisi, diigiim kiimesinin eleman sayisi ile

iligkilidir. Bu iliskiyi asagidaki teorem agiklamaktadir:

Teorem 3.1 : Herhangi bir G = (V,E) basit grafinda |V | = n ve |E| = m

olmak tlizere
n=>1 ve0 Sms(n)

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat : Graf tanimindan dolay, bir grafin diigiim kiimesi bostan farklidir. Bu nedenle;
n > 1dir. Bir graftaki, ayrit sayisimin en az sifir oldugu asikardir. Basit grafta ilmik

bulunmadigindan, ayrit kiimesi diigiim kiimesinin iki elemanl alt kiimelerinden olusur. Ayni

n

2 ) kadardir.

zamanda, G grafinda katli ayrit bulunmadigindan bu say1 en fazla (

Dolayisiyla, 0 <m < (;) dir.

Tanmm 3.5 : G = (V,E) basit bir graf olsun. x,y € V igin x ve y diigiim ¢iftini

birlestiren bir ayrit varsa, X vey diigiimlerine komsu diigiimler denir.

Birx € Vigin
N(x)={yeVl{xy} € E}

kiimesine X diigiimiiniin komsulugu denir.



Tanim 3.6 : ¢ = (V,E) basit bir graf ve x,y € V olsun. Hem x hem y ile komsu
olan diigiimlerin kiimesine X ve y diiglimlerinin ortak komsulugu denir. Bu kiime ise

N(x) N N(y) = N (x,y) ile gosterilir

Tanmm 3.7 : G = (V,E) basit bir graf ve x € V olsun. x diigiimiinden gegen
ayritlarin sayisina x diigiimiiniin derecesi denir . d(x) = ds (x)= | N (x)]| ile

gosterilir.

Tanmmm 3.8 : G = (V,E) birgraf , V={ X, X, ... , X% }ve V1<i<n igin
d(xi)= biolsun.S = (b, b, ..., b, )dizisine, G nin derece dizisi denir.
Egerb;> b, > ... > b,> 0 ise S ye monoton azalan, 0 < b,<h, < ... < byise

S ye monoton artan dizi denir.

Tek bir ayrit bitisik oldugu diigiime bir derece kazandirirken, bir ilmik bitisik oldugu
diigtime iki derece kazandirir. Derecesi tek say1 olan diigiime tek diigiim derecesi ¢ift say1
olan diigiime ¢ift diigiim denir. Sifir dereceli diigiim izole diigiim, bir dereceli diigiim ise

ug diigiim olarak adlandirilir.

Bir G grafinin en az dereceli diigiimiine minimum dereceli diigiim denir. G nin diigiim
derecelerinin minimumu  §(G) ile gosterilir. En ¢ok dereceli diigiime de maksimum

dereceli diigiim denir. G nin diigiim derecelerinin maksimumu A(G) ile gosterilir.

Teorem 3.2 : Herhangi bir G = (V,E) basit grafindaV={v, V., ...,Vu}, |[E| =m
olmak tizere,

i=1d (vi)=2m

dir.
Ispat : G grafinda her aynt iki diigiime bitisiktir. Bu nedenle diigiimlerin dereceleri

toplanirken her bir aynit iki kez sayilir. Dolayisiyla ile bu toplam, 2m ye esittir.



Teorem 3.2 nin baz1 6nemli sonuglari vardir :

Sonug¢ 3.1 : Herhangi G = (V,E) grafinda biitiin diigiimlerin dereceleri toplamu ¢ift

sayidir.

Sonu¢ 3.2 : Herhangi bir G = (V,E) basit grafindaV={vy, Vo, .., Vu}, |[E| =m

olmak {izere, derecesi tek say1 olan diiglimlerin sayist gifttir.

Ispat : G grafinin tek dereceli diigiimlerinin kiimesini U ile, ¢ift dereceli diigiimlerinin

kiimesini W ile gosterelim. Bu durumda,

ZUEV d(v) = ZUEU d(v) + Zvewd(v)

dir.

Teorem 3.2. den dolayt,

2m = Yy d(W) + Ypew d(v)

dir.

O halde,
2m - Ypew d(V) = Xpey d()

bulunur. Y ,en d(v) toplamindaki terimler ¢ift oldugundan bu toplam da gifttir. Buna gore,
2m - Y,ewd(v) de ¢ift olmalidir. O halde, Y,y d(v) toplamu gifttir. Bu toplamdaki
terimlerin her biri tek say1 oldugundan toplamin ¢ift olabilmesi igin ¢ift sayida terimin

toplanmas1 gerekir. Bu nedenle |U| ¢ifttir.

Tanmim 3.9 : Bir G grafi verilsin. G nin her bir diigiimii r — dereceli ise G ye r —regiiler

denir.

G grafi r —regiiler bir grafsa, asagida verilen Sonug 3.3 , Teorem 3.2. nin bir sonucudur:



Sonu¢ 3.3 : G = (V,E ) basitgrafinda |V | =n ve | E| = m olmak iizere,

G grafi r —regiiler grafsa

dir.
Ispat : G nin biitiin diigiimlerinin dereceleri toplami nr dir. Boylece

tid(vi)=nr

dir. O halde Teorem 3.3. den dolay1 nr = 2mve m = % nr dir.

Tanmm 3.10 : Birbirinden farkli her diiglim cifti arasinda bir ayrit bulunan grafa tam

graf denir. n diigtimlii bir tam graf Kp ile gosterilir.

Ornek 3.2 :

Ky K.
Ks
Sekil 3.2 Tam Graf Ornekleri
Bir tam graf, diigim kiimesi tizerinde tanimlanabilecek biitiin ayritlar1 bulundurur.

Bu nedenle, diigiim sayis1 n, ayrit sayist m olan bir tam graf i¢in
_ (N _ nn-1)
= () -

esitligi bulunur. Bir tam grafin her bir diigimii n — 1 derecelidir; bu nedenle, her tam graf

(n — 1) -regiiler bir graftir.
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Tamm 3.11 : G, =(V, E1) ve G, = (V,, E; ) olmak lizere G, X G, kartezyen ¢arpimi,

V1 x V, digim kiimeli bir graftir ve kartezyen ¢arpimda u = (Us, Uy) ve Vv = ((Vy, V2 )

diigtimlerinin bitisik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [ u; = v ise Uv. €V, ] veya

[U: = voise uvi € V:] olmasidir.

Ornek 3.3 :

V1
(Uz,Uy) (U, Vo) (ug, W)
[ e ©
V1 U, \"/3 Wo
(V1,u2) (V1,v2) (V1,W2)
G Gz G=GiX G,

Sekil 3. 3 Iki Grafin Kartezyen Carpimi

Tanmim 3.12 : G ve H graflarinin diigiim kiimeleri sirasiyla V(G ) ve V( H ), ayrit
kiimeleri sirasiyla E( G ) ve E( H ) olanikigrafolsun.V(G) € V(H)veE(G)<S E(H)
ise G grafina H grafinin altgrafi denir. Bu durumda, G grafi H grafinin altgrafiise G € H

ile gosterilir.

Ornek 3.4 :

H G
Sekil 3.4 H Grafinin G Alt Grafi
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Farkli sekillerdeki iki graf modeli ayni grafi temsil edebilirler. Benzer sekilde ayni graf
modeline sahip olabilirler fakat farkli grafi temsil edebilirler. Graflarin ayni graflar1 temsil

edip etmedigini bulabilmek i¢in izomorfizm tanimina ihtiyag vardir.

Tanmim 3.13 : G1 = ( V3, E1) ve G, = ( Vo, E; ) graflar verilsin. Eger V; ve V, ye

i. Birebir ve orten

ii. Her ab € V, icin {a,b} € E:. olmast i¢in gerek ve yeter kosul
{f (a),f(b)} € E;olmasidir
kosullarini saglayan bir f doniisiimii varsa G, grafi G, ye izomorftur ve G,= G; ile gosterilir.

f dontisimii ise izomorfizm adim alir.

Iki grafin izomorf olabilmesi igin, her iki grafin diigiim ve ayrit sayilarinin, derece
dizilerinin ve icerdikleri ¢evrelerin ayni1 olmasi gereklidir. izomorf iki grafta, ayn1 dereceli

diiglimlerin sayilar esittir.

Ornek 3.5 :
e
u
d c
Vv X
ya Yy a b
G G:

Sekil 3.5 Izomorf Graflar
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f izomorf doniistimii olsun.

f:Gi—>G,f(w)=b,f(v) =a,f(x) =c f(y) =d, f(z) = eigin G; = G, oldugu goriiliir.

Tanmm 314 : G = (V,E) bir graf, di € V ve a = dudi €E olmak iizere
(Xx=0o, @z, 01, @, ..., dix, @i, di, ..., d1, &, d« =Y ) sonludizisine bir x — y dolasisi denir.
Bir x — y dolasis1t x =y veya x # y olmasina gore kapali yada agik adini alir. Birx — y
dolasisinda ki ayritlarin sayisina dolasinin uzunlugu denir. Bir dolasida diigimler ve kenarlar

tekrar edebilir.

Tammm 3.15 : Bir dolasida hig ayrit tekrar etmiyorsa bu dolasiya gezi, hi¢ diigiim tekrar
etmiyorsa bu dolasiya yol denir. Bir Pyy yolunun uzunlugu |Py,| ile gosterilir. n uzunluklu

bir yol n + 1 diigiime sahiptir.
Tanmim 3.16 : Bir G grafinin bir kapali yoluna G nin bir ¢evresi denir. Bir ¢evre n tane
ayrit kapsadigindan uzunlugu n dir. C, ile gosterilir. Buradaki n sayisina C, ¢evresinin

uzunlugu denir.

Ornek 3.6 :

Sekil 3.6 Cevre Grafi Ornekleri

Tamm 3.17 : Bir G grafinin ¢evrelerinin uzunluklarinin minimumuna G grafinin girti

denir ve girt(G) ile gosterilir.
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Tanmim 3.18 : x ve y bir G grafinin herhangi iki diigiimii olsunlar. Eger G grafinda bir
x —y yolu varsa, x diigiimii ile y diigiimii baglantilidir denir. Her diigiim ¢ifti baglantili
olan grafa baglantili ( bagh ) graf denir.

Tanmmm 3.19 : Baglantih G = (V, E) grafi i¢in, G nin x — y yollarimin uzunluklarinin

minimumuna x ve y digiimleri arasindaki uzakhk denir ve d(x,y) ile gosterilir. O halde

d (x,y) = min { |Pxy||Pxy, x den y ye bir yol }
dir.

G grafinda x, y ve z herhangi li¢ diiglim olmak iizere,

i. dxy)=0ved(xy)=0isex=1y

ii. dxy)=d(yx)

. d(xy)<d(xz)+d(zy)

ozellikleri saglandigindan d fonksiyonu V tizerinde bir metriktir.

Ayrica G = (V,E) grafinda x € V igin N; (x) kiimesi x den i uzakliktaki diigiimlerin

kiimesini ifade eder. Yani

Ni(x) ={yeV]|d(xy)=i i€ Z'}
dir.

Tamim 3.20 : Baglantili bir G = (V,E ) grafinin bir x diigiimii ile x diiglimiine en
uzaktaki diigiim arasindaki uzakliga x diigiimiiniin acikhg denir ve e (x) ile gosterilir.

Buna gore

e(x) =max{d(x,y)| y €V }
dir.
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Tanim 3.21 : G = (V,E ) grafinin diigtimleri arasindaki agikligin minimumuna G nin
yaricapr denir ve rad (G) ile gosterilir. Maksimum acikliga da G nin c¢ap1 denir ve
cap (G) ile gosterilir.

Yani,
rad (G) = min {e(x)| e €V }
cap (G)=max {e(x)| e €V }
dir.

Ornek 3.7 : Sekil 3.7 da verilen G grafinin ¢apimi bulunuz.

it
sy

Sekil 3.7 G Grafi

d(@a,a)=0,d(@b)=1d(a,c)=1,d(a,d)=2,d(ae)=3,d(a f) =4,
d(@a g)=4,d(b,b)=0,d(b,a)=1,d(b,c)=1,d(b,d)=2,d (b, e) =3,
d(M,f)=4,d(b,g)=4,d(c,c)=0,d(c,a)=1,d(c,b)=1,d (c,d) =1,
d(c,e)=2,d(c,f)=3,d(c,9)=3,d(d,d)=0,d(d,a)=2,d (d, b) =2,
d(d,c)=1,d(d,e)=1,d(d,f)=2,d(d,g)=2,d(e,e)=0,d (e, a) =3,
d(e,b)=3,d(,c)=2,d(e,d)y=1,d(e,f)=1,d(a,g) =1,d (f,f) =0,
d(f,a)=4,d(f,b)=4,d(f,c)=3,d(f,d)=2,d(f,e) =1,d (f, g) =1,
d(9.9)=0d(g9,a)=4,d(g,b)=4,d(g,c)=3,d(9,d)=2,d(9,e) =1,
d (g, f) =1 oldugundan ;

e(a) =4,e(b) =4,e(c) =3,e(d) = 2,e(e) =3,e(f) =4,e(g) = 4 tir.
Dolayisiyla ¢cap(G) = 4 ve rad (G) = 2 dir.
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Tamm 3.22 : Baglantili bir G grafinin her ayritin1 igeren bir kapali gezi varsa G grafina
Euler graf denir. Bu gezi, Euler gezisi olarak adlandirilir.
Baglantili bir G grafinin her diigiimiinii i¢eren bir ¢cevre varsa G grafi Hamiltondur. Buradaki

¢evre, Hamilton ¢evre olarak adlandirilir.

Ornek 3.8 : Sekilde verilen graf modelinin Euler graf olup olmadigin1 belirleyiniz.

N

C F
Sekil 3.8 Euler Graf Modeli

Coziim : Sekildeki graf modeli icin bir kapali gezi;
A-B—-C—-D—-B—-E—-G—-—F—-E-D—-F—-C—-A
bulundugundan Euler graftir.

Yardimer Teorem 3.1 : G bir baglantili graf olsun. G grafi Euler graftir & G grafinda
ki her diigiimiin derecesi ¢ifttir.
( Bu yardimci teoremin ispatt Chartrand G., Lesniak L. (1979 ) da ayrmtili olarak
yapilmustir.)

Tanim 3.23 : G = (V, E) baglantili bir graf olsun. G nin her ayritini igeren bir agik gezi

varsa G ye ayrit izlenebilir graf denir.

Teorem 3.2 : G = (V, E) baglantil1 bir graf olsun. G nin ayrit izlenebilirdir & G grafi

iki tane tek dereceli diiglime sahiptir.
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Ispat : = G bir ayrit izlenebilir graf olsun. v,w € V olmak iizere ; v ve w diigiimleri
acik gezinin baslangig ve bitis diigiimleri olsun.
v ve w diiglimlerini birlestiren bir € ayrit1 eklenirse Euler grafi elde edilir. Yardimec1 Teorem
3.1 den dolayi bu grafin derecesi ¢ift olmalidir. e ayriti kaldirilarak G yeniden elde edilirse

v ve w tek dereceli diiglimlerdir.

< G nin herhangi iki tane diigiimii olan v ve w tek dereceli olsun. Eger v ve w
diigiimlerini birlestirecek bir e ayrit1 eklenirse her diigiimii ¢ift dereceli olan bir baglantili
graf elde edilir.

Yardimer Teorem 3.1 den bu graf Euler graf olmalidir ve bir Euler gezisi icermelidir. Bu
geziden e ayritinin atilmasiyla G nin her ayritini igeren bir agik gezi elde edilir. Boylece
tanimdan G ayrit izlenebilirdir. Dolayisiyla tek dereceli iki diigiim G nin her ayritini iceren

bir agik gezinin baslangi¢ ve bitis diigtimleridir.

Tanmm 3.24 : G = (V,E) grafi verilsin. Her ayrit1 pozitif bir say1 ile etiketlenen G

grafina agirhikh graf denir.

Ornek 3.9 : Sekil 3.9 da verilen graf modeli i¢in a — e arasindaki mininum ve

maksimumum agirlikli yollar1 bulunuz.

Se kil 3.9 Agirlikli Yol Grafi

Coziim : a dan e ye minimum agirlikli yol ; @ — b — ¢ — e dir. Bu yol i¢in toplam agirlik

1+2+5=8dir.
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a dan e ye maksimum agirlikli yol ; a — f — ¢ — d — e dir. Bu yol i¢in i¢in toplam agirlik
7+6+3+4=20dir.

Tamm 3.25 : G = (V,E) bagh grafi verilsin. G nin her diigiimiinii iceren bir ¢evre

varsa; G grafina Hamilton graf denir.

Ornek 3.10 : Sekil 3.10 daki graf modellerinin Hamilton olup olmadigini belirleyiniz.

2 1 1 2 2 3
(a) (b} {c)
3
4 1 4
3 a 4 5 6 6 7
(d 4 b (@) 1 2 # a b
3
e c < 5 o d e

Sekil 3.10 Hamilton Graf Modeli

Coziim:a) 2 — 1 — 4 — 3 — 2 diigiimlerini igeren bir ¢evre bulundugundan verilen graf
modeli Hamiltondur.
b)1—-2—-4—-6—3—5—1 diigimlerini iceren bir ¢evre bulundugundan verilen graf
modeli Hamiltondur.
€)1—-2—-3—-4—-7—-5—6—1 diigiimlerini igeren bir ¢evre bulundugundan verilen
graf modeli Hamiltondur.
dd—f—b—c—a—e—d digimlerini igeren bir ¢evre bulundugundan verilen graf
modeli Hamiltondur.
e) 1—2—-5—-3—4—1 digimlerini i¢eren bir ¢evre bulundugundan verilen graf
modeli Hamiltondur.
f) a—b—e—d—c—a digimlerini iceren bir ¢evre bulundugundan verilen graf

modeli Hamiltondur.
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Teorem 3.3 (Dirac Teoremi ) : n > 3 olmak iizere, G = (n,m) basit bir graf olsun.
Her v digiimii i¢in der (v) = %n ise G grafi Hamiltondur.

Teorem 3.4 (Ore Teoremi) : n > 3 olmak iizere, G = (n,m) basit bir graf olsun.
Bitisik olmayan v ve w digimleri i¢in der (v) + der (w) =n ise G grafi
Hamiltondur.(Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 in ispatlari Chartrand G., Lesniak L.(1979 ),
Graphs and Digraphs adli kitapta ayrintili olarak yapilmuistir. )

Tamm 3.26 : G = (V, E) herhangi bir graf olsun. G nin ayritlar1 sadece diigiimlerde
kesisecek sekilde bir geometrik modeli varsa G grafina diizlemsel graf denir.

Ornek 3.11 : Asagidaki graf modellerinin diizlemselligi incelenirsin;

A

Sekil 3.11 Diizlemsel Graf Modelleri

Coziim : Sekil 3.11 de verilen graf modellerinde ayritlar sadece diiglimlerde
kesistiginden her ikisi de diizlemsel graftir. Bir G grafinin aynitlarinin diigiimler disinda
kesigmesi, G grafinin diizlemsel olup olmadig: ile ilgili bilgi vermez. Bu nedenle G grafinin
ayritlarinin sadece diigiimlerde kesisecek sekilde baska bir modeli ¢izilebiliyorsa G grafi

diizlemsel graftir.

Ornek 3.12 : Sekil 3.12 de G, ile verilen grafin baska bir geometrik modeli G, deki
gibi cizilebildiginden bu graf diizlemsel graftir.
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/"'“\

Gi G2

Sekil 3.12 Diizlemsel Graf Cizimi

Tanmm 3.27 : Diizlemsel olmayan, 5 diiglimlii tam graf olan Ks ve 6 diiglime ve 9
ayrita sahip Kjzgraflaria Kuratowski’s Graflar1 denir.

1) Her iki grafta regiilerdir.

2) Her iki grafta diizlemsel olmayan graflardir.

3) Bu iki graftan bir diiglim ya da bir ayrit kaldirilirsa diizlemsel grafa doniisiir.

4) Ks minimum diigiimlii diizlemsel olmayan graf, Ks; de minimum ayrith diizlemsel

olmayan graftir.

Ornek 3.13 : Ks ve K33 graflarmin modelleri Sekil 3.13 te verilmistir.

Kass Ks

Sekil 3.13 Kuratowski Graflari

Teorem 3.5 : Kssve Ks graflart diizlemsel degildir.

Ispat : Kssve Ks graflarin diizlemsel oldugu kabul edilsin.
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K3z : Vi-V2-V3—Vs-Vs5-Ve- V1 seklinde 6 uzunluklu bir ¢evre igerdiginden herhangi bir

diizleme Sekil 3.14 de ki gibi bu ¢evreyi igeren bir altigen formunda ¢izilebilir.

Sekil 3.14 Diizlemsel Olmayan Graf Modeli - 1

V3Ve kenari ya tamamen altigenin i¢inden ya da tamamen altigenin digindan ¢izilebilir. vsve
kenarinin altigenin i¢inden ¢izildigi kabul edilsin. Altigenin disindan ¢izilme durumu iginde
benzer sekilde gosterilebilir. Bu durumda vivs kenari, Vave kenari ile kesismemesi igin
altigenin disindan ¢izilmek zorundadir. Bu durumda Vv2Vs kenarini VaVve Veya Vivs kenart ile

kesigsmeksizin ¢izmek imkansizdir. Bu sebeple kabul yanlistir yani Kz 3 diizlemsel degildir.

Ksin diizlemsel olmadig1 benzer sekilde gosterilecektir. Ks in diizlemsel oldugu kabul
edilsin. Bu durumda Ks, vi —v2 — v3 — va — vs — v; olacak sekilde; 5 uzunluklu bir ¢evre

icerdiginden diizleme Sekil 3.15 deki gibi bu ¢evreyi igeren bir besgen seklinde gizilebilir.

Sekil 3.15 Diizlemsel Olmayan Graf Modeli - 2
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Vovs kenart ya tamamen besgenin icinden ya da tamamen besgenin disindan
cizilebilir. vovs kenarinin besgenin i¢inden ¢izildigi kabul edilsin. Besgenin disindan ¢izilme
durumu da benzer sekilde gosterilebilir.

V1Vv3 kenar1 VoVs kenar ile kesismemesi i¢in besgenin disindan ¢izilmek zorundadir. Bu
taktirde vovsa kenari besgenin igindedir. Bu durumda ise vavs kenari kesisme olmadan

cizilemez. Bu durum Ks in diizlemsel olmasiyla gelisir. Dolayisiyla Ks diizlemsel degildir.
Tamim 3.28 : G1 ve G2 herhangi iki graf olsun. Bu iki graf, ayni1 grafin kenarlarina
derecesi iki olacak sekilde diigiimlerin eklenmesiyle elde edilebiliyorsa, G1 ve G2 graflarina

homoemorfik graf denir.

Ornek 3.14 :

o 0O

Sekil 3.16 Homeomorfik Graf Modeli

Sekil 3.16 de verilen G1 ve G> graflarinin her ikisi de G grafinin ayritlarina derecesi iki
olacak sekilde diigiimlerin eklenmesiyle elde edildiginden G1 ve G2 graflart homoemorfik

graflardir.

Ornek 3.15 : Sekil 3.17 de verilen graf modeli Ks e diigiim eklenerek elde

edilebileceginden bu iki graf homeomorfik graftir.

Sekil bir sonraki sayfada gosterilmistir.
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Sekil 3.17 Homeomorfik Graf Modeli - 2

Tamm 3.29 : G = (V,E) verilsin. G nin diizlemsel graf modelindeki her bir kirissiz
cevreye bolge denir ve F ile gosterilir. Diizlemsel bir grafin herhangi bir bdlgesinin

siirlarini olusturan ayrit sayisina o bolgenin derecesi denir ve d (F) ile gosterilir.

Ornek 3.16 : Sekil 3.18 de verilen grafta 6 bolge bulunmaktadir.
Diizlemsel olmayan bir grafta veya diizlemsel oldugu halde diizlemsel modeli ¢izilmemis

graflarda bolgeler tanimlanmamustir.

Sekil 3.18 Graflarda Bolge Gosterimi
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Ornek 3.17 : Sekil 3.19 da verilen grafin diizlemsel modeli verilmediginden bolgelere

sahip degildir.

Sekil 3.19 Diizlemsel Olmayan Tam Graf

Tamim 3.30 : G diizlemsel bir graf olsun. G grafina bir ayrit eklendiginde diizlemsellik

bozuluyorsa G grafina maksimal diizlemsel graf denir.

En az ii¢ diiglime sahip maksimal diizlemsel G grafinda, G nin her bdlgesinin sinirlar

bir iggendir. Bu sebeple maksimal diizlemsel graflara ii¢gensel graflarda denir.

Tanim 3.31 : G herhangi bir graf olsun. G grafinin herhangi bir ayriti {izerine derecesi

iki olacak sekilde diigiim eklenmesiyle elde edilen yeni grafa G nin alt béliintii grafi denir.

Ornek 3.18 :

Sekil 3.20 Alt Boliintii Grafi

Sekil 3.20 de verilen H grafi, G grafinin herhangi bir ayritina ( derecesi iki olan

diigtime) eklenerek elde edildiginden ; H, G nin bir alt boliintiisiidiir.
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Tammm 3.32 : Diizlemsel bir G grafinda dig bolgeye ait olmayan diiglimlere i¢

diigiimler denir ve i¢ diiglimlerin sayis1 i(G) ile gosterilir.

Ornek 3.19 :
/)|.\\
e | \\\
e | A
- - y
o \\\\ | / ) -
. |. P
i(Kg) =1 i(K23) =1

Sekil 3.21 I¢ Diizlemsel Graflar

Tamm 3.33 : G diizlemsel bir graf olsun Eger i(G) = 0 ise G ye dis diizlemsel graf

denir.

Tanmm 3.34 : G bir graf olsun. Eger G grafina bir ayrit eklendiginde G nin dis

diizlemselligi bozulursa G grafina maksimal dis diizlemsel graf denir.

Tamm 3.35 : G diizlemsel bir graf olsun. Eger i(G) = 1 ise G grafina dis diizlemsel

olmayan graf denir.

Ornek 3.20 : Sekil 3.22 ile verilen diizlemsel graflar maksimal dis diizlemsel
graflardir.

= < T
= L —1

Sekil 3. 22 Maksimal Dis Diizlemsel Graflar
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Ornek 3.21 :

Sekil 3.23 Dis Diizlemsel Olmayan Graflar

Sekil 3.23 ile verilen graflar i(G) = 1 oldugundan minimal dis diizlemsel olmayan

graflardir.

Tamim 3.36 : G herhangi bir graf olsun. G grafinin diizleme ¢izilebilecek tiim modelleri
arasinda ayritlarin minimum kesisme sayisina G grafinin kesisme sayisi denir ve C(G) ile

gosterilir. G grafinin diizlemsel olmasi i¢cin  C(G) = 0 olmalidir. Bu durumda K4 grafi i¢in

C (Ks)=0dur.

Ornek 3.22 :

Ks K33

Sekil 3.24 Diizlemsel Olmayan Graf Ornekleri

Sekil 3.24 ile verilen K5 ve K33 graflar1 diizlemsel olmayan graflardir.
C(Ks)=1veC (Kz3)=1dir.
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Tamim 3.37 : Herhangi bir G = (V, E) verilsin. G nin V1 U V2 =V diigiimler kiimesi
olacak sekilde iki alt kiimeye boliinebilir ve Ve = (a,b) €EE i¢in a €Vi ve b €V>

seklinde ise G ye iki kiimeli graf denir.

Ornek 3.23 : Sekil 3.25 de verilen graflar yeniden cizilirlerse iki kiimeli graf olduklar
rahatlikla goriilebilir

Xy ¥z ] =, 3, 2’y oy
I LX‘ yeniden gizilirse
¥ A ¥a
¥ ¥a ¥a
b3 Y
fad Mo Moy Xy
¥e o yveniden cizilirse
Ky Wa
¥ Yo ¥a ¥a
Ya Ha

Sekil 3.25 iki Kiimeli graf Modelleri

Tamm 3.38 : ¢ = (V,E) iki kiimeli bir graf ve V nin ayrik bagimsiz maksimal alt
kiimeleri V1 UV2 =V olsun. Eger Vx € V1 vey € Vai¢in (x,y) € E oluyorsa G ye iki
kiimeli tam graf denir. s ( V1) — m ve s (V2) — n olmak iizere iki kiimeli tam graf Kmpn

seklinde gosterilir. Bu grafin diigiim sayis1 m + n ve ayrit sayist m.n dir.

Ornek 3.24 : Sekil 3.26 ile verilen graf modelleri iki kiimeli tam graf 6rnekleridir.

PS4 L
Ag/"" "" SN

Kss Hom

Sekil 3.26 ki Kiimeli Tam Graf Modelleri
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Yardimer Teorem 3.2 : Ucgen iceren bir graf iki kiimeli degildir.

Ispat : Uggen iceren bir G grafi iki kiimeli oldugu kabul edilsin. Bu durumda ii¢genin
en az iki diigiimi iki parcadan birinde olur. Bu sebeple tiggendeki tiim diigiimler bitisik
oldugundan pargalarin bagimsiz olmasiyla gelisir. O halde kabul yanlistir ve {icgen iceren

graf iki kiimeli degildir.

Ornek 3.25 : Asagida verilen graflarin iki kiimeli olmadigini gosteriniz.

Coziim : G ile verilen graf licgen igerdiginden iki kiimeli graf degildir.
G grafiigin V1= {1,3,7,9} veV,= {2,4,5,6,8} alinirsa
Vin Vo= @,ViuVa=VveViveV;

bagimsiz oldugundan iki kiimeli graftir

1 2
o~ o
.\\
G 5 4
[ 3 »
G:1 G2

Sekil 3.27 Iki Kiimeli Olmayan Graf Modelleri

Teorem 3.7 :G, n digimli, e kenarli ve r bolgeli bir bagli diizlemsel graf ise

n—e+r=2dir.

Ispat : G grafinin e kenari {izerinden tiimevarim metodunu kullamlsm. e = 0 oldugu
kabul edilsin. Budurumdan = 1ver = lolurve n—e+r=1-0+1=2dire=1

oldugu kabul edilsin. Bu durumdan = 1 veyan = 2 olur.
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Sekil 3.28 Diigiim Sayisina Gore Graflar

Ikinci durumdan = 2,e = 1 ve r = 1 oldugundan;

n—e+r=2-1+1=2
dir.
Bagli, diizlemsel ve e — 1 ayrith G grafinda bu esitlik dogru olsun. Bu durumda {i¢
muhtemel durum vardir.

n',e',r" € G ven,e,r € G + k olmak iizere,

i. K bir ilmiktir. Bu durumda diigiim say1s1 degismez fakat bolge sayisi 1 artar;

n—e+r=n"—('+D)+0@T'+1)=n"—-€e" +r' =2

ii. k, G nin iki diigiimiinii birlestirsin. Bu durumda G nin diigiim sayist degismez fakat G nin

bolgelerinden biri iki parcaya ayrilir ve bolge sayisi 1 artar;

n—e+r=n"—("+D+0T"+1)=n"—€e"+r' =2

iii. k, G nin sadece bir diiglimii tizerinde olsun. Bu durumda diigiim sayis1 1 artar fakat bolge

sayis1 degismez;

n—e+r =0 +1D-(e +D)+r"'=n" —¢€ +1r'=2
dir.

Sonu¢ 3.1 : G = (n, e) basit bagh diizlemsel graf ise e < 3n — 6 dur.
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Ispat : Basit bagli diizlemsel bir G grafinda her bolge en az ii¢ kenarla simirlidir ve
kenarlar tam olarak iki bolgeye aittir.
Bu durumda bdlgeler lizerinden kenarlari sayildiginda, r; biitiin bolgeler ve d(f); bolgelerin

derecesi olmak tizere

yazilabilir.

Bu durumda:

2
3r< 2e @rsf

oldugundan bu esitsizlik ile Euler formiilii birlikte kullanilirsa,

n—e+r=2, n—e + 23—622

e < 3n— 6 elde edilir.

Sonug 3.2 : Diizlemsel bir G grafi k bilesene sahip ise
n—e+r=k+1
dir.
Ispat : G = G:U G2V ... U Gk olsun. Gi, ni diigiimlii, ei ayrith ve ri bolgeli olsun.

(1<i<k)

G diizlemsel oldugundan bilesenlerin her biri diizlemseldir. Bu sebeple Gi ler diizlemsel

oldugundan Euler formiiliinii saglar,

ni—ei+ri=2

dir.
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Her iki tarafa toplam sembolii uygulanip diizenlenirse,
Yhni-Yrei+Ykri=Yk2... (1)
elde edilir.ei = e, ni = n olmak iizere
[ ¥%  (ri—1) ]+ 1 =1 oldugundan
ri=1r + k-1

oldugu goriiliir ve (1) de yerine yazilirsa

n—e+r+k—1=2k
n—e+r=k+1
elde edilir.

Sonu¢ 3.3 : n > 3 olmak lizere, G = (n, e) grafi 3 uzunluklu bir ¢cevre icermeyen bagl

basit diizlemsel graf olsun. Bu durumda ,

e<2n—4

dir.

Ispat : Eger G grafi diizlemsel ise her bdlgenin derecesi en az 4 tiir. Bu sebeple bédlgeler
tizerinden toplam kenar sayis1 hesaplandiginda 4r olur. (Burada r, toplam bolge sayidir )
Her bir ayrit iki bolgeyi sinirlandirdigindan tiim bolgeler iizerinden toplam ayrit sayist

sayildigindan 2e elde edilir. Bu sebeple,

2ez24r o e > 2r
Euler formiiliinde yerine yazilirsa,
n—e+r—2@n—e+§22®2n—624®632n—4

olur.
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Ornek 3.26 : Derece dizisi 4,4,3,3,3,3 olan bir grafin diizlemsel modelini ¢iziniz.

Coziim : Asagida verilen model istenen 6zellikte diizlemsel graf modelidir.

3.29 Derece Dizisi Belli Diizlemsel Graf

Ornek 3.27 : 6 diigiimlii ve 10 kenarli bagh diizlemsel bir grafin bélge sayisin1 bulup

basit ve basit olmayan modellerini ¢iziniz.

Coziim :n =6vee = 10 olmak iizere Euler formiiliinden,

n—e+r=2 £6—-—104+r =2 r==6
dir.

Verilen grafin basit ve basit olmayan modelleri Sekil 3.30 da goriildiigii gibi ¢cizilir.

Basit Model Basit Olmayan Model

Sekil 3.30 Basit ve Basit Olmayan Graflar
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Ornek 3.28 : Asagidaki graflarm diizlemsel modellerini ¢iziniz.

a b
v
1 v
f C
v
A\ Y] ’
d
Vs r
e Vi

(@) (b)

Sekil 3.31 Diizlemsel Graf Ornekleri

Coziim : Verilen graflarin sirasiyla diizlemsel modelleri bir sonraki sayfa da

verilmistir.

(€]

Sekil 3.32 Diizlemsel Graf 6rnekleri 2

Bu boliimde graf ile ilgili olarak bilinmesi gereken temel bilgiler verilmistir. Dordiincii

boliimde ise doymus graflarda 6nemli role sahip olan agaglar konusunda bilgi verilecektir.
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4.AGACLAR

Agagclar konusu minimal doymus yol graflar1 i¢in 6nemli rol oynadigindan bu bolimde

ayrica incelenmistir.
Tamim 4.1 : Hig ¢evre icermeyen bagli basit graflara agag denir.
Tanimda da verildigi gibi bir agagta katli ayrit ve ilmik bulunmaz. Her ilmik kendi basina

bir ¢evredir. Benzer sekilde katl ayritta ¢evre belirtir.

Ornek 4.1 : Sekil 4.1 de 5. mertebeye kadar olan biitiin aga¢ modelleri verilmistir.
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Sekil 4.1 Diigim Sayilarina Gore Agaclar

Teorem 4.1 : Bagh bir grafta bulunan ve atilmasiyla grafi baglantisiz yapan ayrita

koprii denir. T bagl bir graf olsun. T bir agagtir & T nin her ayriti bir koprudir.

Ispat : = T grafi bir agac olsun. Agac tanimindan dolay1 T cevre igermez. O halde T

agacinin her ayrit1 bir kopriidiir.

< Baglh T grafinin her ayritinin bir kdprii oldugu kabul edilsin. Teoremden dolay:

bagli T grafinin her ayrit1 bir koprii ise T ¢evre icermez dolayisiyla T bir agagtir.

Teorem 4.2 : T bir agag olsun. T nin bitisik olmayan herhangi iki u, v diigiimii i¢in
T + uv tek bir C gevresi igerir. Tersine, T + uv daki C ¢evresinin herhangi bir e ayriti igin

T + uv - e bir agagtir.
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Ispat : T aga¢ oldugundan dolayr baglantilidir ve cevre icermez. T baglantili
oldugundan herhangi u, v diiglimleri arasinda en az bir u - v yolu vardir. Ve T gevre
icermediginden u - v yolu tektir. T agacina bir uv ayrit1 eklensin. Buu - v yolu T + uv
grafinda bir ¢evre olusturur. T + uv grafinda bulunan C c¢evresindeki herhangi bir ayrit

silindiginde olusan T + uv — e grafi bir agagtir.

Tamim 4.2 : Bir T agacinda derecesi 1 olan diigiimlere u¢ diigiim (yaprak) denir.

Teorem 4.3 : T bir agag olsun. v bir u¢ diigiim ise T — v de bir agagtir.

Ispat : v bir u¢ diigiim olsun. T bir aga¢ oldugundan cevre icermez. Dolayisiyla T — v

de cevre igermez ve baglidir. Boylece T — v bir agactir.

Bir agacin u¢ olmayan her diigimii en az 2 derecelidir ve eklem diigiimdiir.

Sonuc 4.1 : Asikar olmayan her aga¢ en az iki u¢ diigiim igerir.

Ispat : T asikar olmayan bir aga¢ ve P maksimal bir yol olsun. P nin bir u — v yolu
olsun kabul edilsin. P maksimal bir yol oldugu i¢in u ve v diigiimii P yolu {izerinde olmayan
higbir diigiime bitisik degildir. Dolayisiyla u, P iizerinde onu izleyen bir diigiime bitisik, v
de P iizerinde onu izleyen bir diigiime bitisiktir. Bunun diginda u ve v diiglimii, P yolundaki
hicbir diigiime bitisik degildir. Ciinkii T ¢evre igermez. Bu nedenle der(u) = der(v) =1

dir. Boylece T en az iki adet u¢ diigiim igerir.

Teorem 4.4 : G = (n,m) grafi verilsin. G agactir & G cevre kapsamazve n=m + 1
dir.

Ispat : = G bir aga¢ olsun. Tammdan dolay1r c¢evre kapsamaz. Simdi
n =m + 1 oldugunu gosterilsin. Bunun i¢in n iizerinde indiikksiyon metodu uygulansin.
n = 1 igin G hi¢ ayrit kapsamadigindan m = 0 olup istenilen esitlik saglanir. n > 1 olacak
sekilde tim n digimli agaglar igin n = m + 1 oldugu kabul edilsin. T,n + 1 digimli
olsun. v, T nin bir ug diigiimii olsun. T'= T —v grafi n diigiimlii bir agactir ve indiiksiyon

hipotezinden dolay1 T', m = n — 1 ayrita sahiptir.
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T nin, T' den bir adet fazla ayriti oldugu i¢in, 7, m+ 1 =n ayrita sahiptir ve
n+ 1= (m+ 1)+ 1 fazla ayrit1 oldugu i¢in, T, m + 1 = n ayrita sahiptir.
n+ 1= (m+ 1)+ 1 olup istenilen sonug elde edilir.

&< G = (n,m)grafi ¢evre kapsamasin ve n =m + 1 olsun. G nin aga¢ oldugunu
gostermek i¢in, bagl oldugunu gostermek yeterlidir. G nin bagl olmadig kabul edilsin. O
zaman k > 2 olmak iizere G, k tane bagl G1, G2, ..., Gk bilesenine sahiptir. Gi bir ( ni, mi)
grafi olsun. V Gj bileseni baglh ve ¢evre kapsamadigindan dolay1 bir agactir ve ni = m; +1
dir.

Dolayisiyla n—1=m=Y¢_m = Y&_.(ni -1) = n-k dir. Buradan da
n—1=n-—k olup k =1 elde edilir. Bu da k > 2 olmasiyla gelisir. O halde G grafi
baglantili olup bir agactir.

Tamim 4.3 : Bilesenleri agaglar olan, ¢cevre kapsamayan bir F grafina orman denir.

Bilesenlerin sayis1 k(F) ile gosterilir.

Sonuc 4.1.2 : n. mertebeden bir F orman1 n — k(F) ayrita sahiptir.

Ispat : F ormani, k(F) = k olacak sekilde k tane bilesenden olussun. Bu bilesenleri
T, To, ..., Tkile gosterilsin. Tj = (ni,mi ) olsun. ni = m; + 1 oldugunu biliniyor. Dolayisiyla

m=Yk_mi=Yk_.(ni-1) = n- k (F) olup sonug elde edilir.

Tanim 4.4 : G bir graf olsun. Eger G grafinin bir G' alt grafi, G grafinin tiim diigtimlerini

iceren bir graf ise G' agacina uzanimh agac denir.

Teorem 4.5 : Bir G grafi uzanimli agaca sahiptir & G baglantilidir.

Ispat : = G grafinmn bir T uzaniml agacina sahip oldugu kabul edilsin. G grafinin iki
diiglimii u ve v olsun. Bu iki diiglim ayn1 zamanda T agacinin da iki diigiimii oldugundan,
diigiimiinden v diigiimiine bir yol vardir. Bu yol ayn1 zamanda G grafinin da bir yoludur.

Boylece G baglantilidir.



37

& G nin bagh oldugu kabul edilsin. G g¢evre igermezse, G nin kendisi bir uzaniml

agactir. G grafi bir ¢evre igerdigi kabul edilsin.

Cevreden bir ayrit silinmesi halinde graf hala baglidir. Bu islem ¢evre kalmayacak sekilde

devam edilsin ve elde edilen yeni graf T olsun.

G grafindan diigiim silinmedigi i¢in; G ile T ayn1 diigiim sayisina sahiptir. T baghdir

dolayisiyla G grafinin uzanimli bir agacidir.

Teorem 4.6 : G = (n,m) grafi agagtir & G grafi baglantili ve n = m + 1 dir.

Ispat : = G = (n,m) bir agag olsun. Agac¢ tanimindan dolayr G baglantilidir ve
Teorem 4.4 den dolay1 n = m + 1 dir.

& G = (n,m) grafi igin n = m + 1 oldugu kabul edilsin. G nin bir aga¢ oldugunu
gostermek igin, G nin g¢evre kapsamadigini gostermek yeterlidir. Eger G bir C cevresi
kapsamis olsaydi ; C ¢evresindeki € ayriti i¢cin, G — e,n — 2 ayrith ve n diiglimlii bir graf

olurdu. Bu ise n = m + 1 olmasiyla gelisir. Dolayisiyla G ¢evre kapsamaz ve agagtir.

Sonu¢ 4.3 : G = (n,m) grafi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir;

a) G bir agactir.
b) G baghdir ve gevre igermez.
C) G baglidir ve n — 1 tane ayrit1 vardir.

d) G cevre icermez ve n — 1 tane ayrit1 vardir.

Teorem 4.7 : G = (V, E) grafi verilsin. G gevre igerir & 3 (u,v) €V, (u # v) i¢in G

iki farkli u — v yolu igerir.

Ispat : = P:u=x0x1,....,Xm=v

Q :u=yo,y1 ..., yn = v olacak sekilde iki farkli u - v yolu olsun. Genelligi
bozmayacak sekilde x1# y1 oldugu kabul edilsin.
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O halde 3i > 0 vejigin Xi = y; dir. w = x; olsun. O zaman P ve Q yollar1 yardimiyla;
u=xoXx1, ..., Xi=Yp Y-, ..., Yo=u
cevresi elde edilir.
Eger P ve Q yolu u ve v nin diginda hig ortak diigiime sahip degilse, P U Q yolu bir ¢evredir.

& Tersine G bir C ¢evresi kapsasin. Bu ¢evrenin de uzunlugu n > 3 olsun. O zaman bu
gevreden iki tane uui yolu elde edilir. C gevresine ait farkli iki u, v digimi segilirse C

cevresi iki tane uv yolundan olugur. O halde G grafi farkl iki uv yolunu igerir.

Teorem 4.8 : G grafi bir agactir & G nin farkli iki diiglimiinden bir tek yol gecer.

Ispat : = G bir agac olsun. G nin farkl her iki u, v diigiimiinden bir tek yol gectigini
gostermek yeterlidir. u ve v nin farkl iki yol gectigi kabul edilsin. Bu durumda Teorem 4.7
dolay1 herhangi iki diiglim arasinda iki yol bulunur. Bu ise kabul ile ¢elisir. Dolayisiyla G

gevre icermez ve bir agactir.

< G nin her farkl iki diiglimiinden bir tek yol gectigi kabul edilsin. Bu ise grafin baglh
olmasimi gerektirir. G grafinin aga¢ oldugunu gostermek i¢in ¢evre kapsamadigini
gostermek yeterlidir. Eger G grafi bir ¢evre igerirse Teorem 4.7 den dolayr herhangi iki
diiglim arasinda iki yol bulunur. Bu ise kabul ile ¢elisir. Dolayisiyla G ¢evre igermez ve bir

agactir.

Tamim 4.5 : Bir T agaci u¢ diiglim olmayan tam iki bitisik diiglime sahipse, T ye ¢ift
yildiz denir.

Tammm 4.6 : Herhangi bir T agacindan ug¢ diigiimler ¢ikartildiginda bir yol elde

ediliyorsa, T ye tirtil denir. Bu yol ayn1 zamanda tirtilin omurgasini gosterir.
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Tammm 4.7 : Bir G grafi {izerindeki ayritlar baglantinin nereden baslayip nerede
sonlandigini belirten yon bilgisine sahip ise yonlii-graf veya yonlendirilmis graf (directed
graf) olarak adlandirilir. Yonlendirilmis grafta bir diigiime gelen yonlenmis ayrit sayisina
giris derecesi denir ve giris derecesi 0 olan yani hiyerarsinin en tepesindeki diigiime kok
denir. Yonlendirilmis grafta bir diigiimden ¢ikan yonlenmis ayrit sayisina c¢ikis derecesi
denir ve ¢ikis derecesi 0 olan diigiimlere ise yaprak denir. Kok ve yapraklar arasinda kalan

diigiimlere de i¢ diigiimler denir.

Ornek 4.2 : Asagidaki aga¢ modeli koklii agaglara drnektir.

Sekil 4.2 Kokl Aga¢ Modeli

Sekil 4.2 de verilen agag modelinde 1 ile etiketli diigiim kok diigiimdiir. 2, 3, 5, 6 ile

etiketli diigtimler i¢ diigiimler ve 4, 7, 8, 9 ile etiketlenen diiglimler ise yapraklardir.

Bu boliimde doymus graflarda gecen agaglarin taninmasinda yeterli olacak sekilde bilgi

verilmistir.
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5. MINIMAL YOL DOYMUS GRAFLAR

5.1 U¢ Diigiimlii Doymus Yollar

Bu boliimde P3- doymus ve minimal P3 - doymus graflar incelenecektir.

Tamm 5.1.1 : G ve H herhangi iki graf olsun. G nin herhangi bir bitisik olmayan diigiim
ciftine yeni bir e kenarinin eklenmesiyle olusan G + e grafi H ya izomorf alt graf icerirse
G ye H — doymus graf denir. Eger G den herhangi bir ayritinin silinmesiyle olusan graf
H — doymus degilse G ye minimal H — doymus graf denir

G ve H graflar i¢in; G nin higbir alt grafi H ya izomorf degilse (veya G, H nin hicbir
kopyasi igermiyorsa) G, H — serbesttir. Eger H — serbest olan bir G grafina yeni bir ayrit
eklendiginde H nin yeni bir kopyas1 olusuyorsa bu durumda G, maksimal H — serbest olur.

Yani her yeni e kenart igin; G + e de H ile izomorf olan bir alt graf vardir.

Tiim maksimal H - serbest graflar H - doymus graflardir. Fakat H - doymus graflar
H nin bir kopyasini icerebileceginden maksimal H — serbest olmayabilir. Dolayisiyla uygun
H alt grafi secimine bagli olarak H - doymus graf sinifi kesinlikle maksimal H - serbest

graf sinifindan daha genistir.

Ornek 5.1.1:

H = Ps (5 uzunluklu yol )
G = Cs( 5 uzunluklu cevre ) olmak tizere G minimal H — doymus graftir. Fakat ce ayriti

eklendiginde ce den gegen Ps yolu yoktur ve Cs g¢evresi Hyi igerdiginden kesinlikle
H — serbest degildir ( Sekil 5.1).
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Cs Cs+ac Cs—ab + ce

Sekil 5.1 Doymus ve Doymamis Yol Graf Ornegi

Bu boliimde m > 3 i¢in Pm, m — uzunluklu yol olmak iizere, Pm — doymus ve minimal
Pm— doymus graflar incelenecektir. ( Pm; m diigiimlii ve m — 1 uzunluklu yolu belirtmek

i¢in kullanilacaktir. )

Yardimci Teorem 5.1.1 : Her bagh graf P3- doymustur.

Ispat : Her tam graf P;— doymus oldugundan tam olmayan G bagh grafi igin; T, G nin
herhangi uzanimli bir alt agaci olsun. T ye herhangi bir e ayritinin eklenmesiyle olusan
T + e, r = 3 olmak iizere en az bir Cy gevresi olusturur. Cr de, e ayritindan gegen en az bir

P3yolu igerir. Dolayisiyla T, P3-doymustur.

O halde G grafi P3—doymustur.

Teorem 5.1.1 : G, P3—doymus graf ise G en fazla bir izole diiglim igerir.

Ispat : G, Ps —doymus graf olsun. G nin iki izole diigiimii oldugu kabul edilsin.



42

Bu durumda iki izole diigiim arasina eklenen bir e ayriti P3 yolunu olusturmadigindan G,
P3 -doymus degildir. Bu ise G nin Pz —doymus graf olmasiyla ¢elisir. O halde G grafi en fazla

bir izole diigiim igerir.

Teorem 5.1.2 : Minimal P3 - doymus graflar tam olarak bir bileseni bir diigiimlii ya da

tiim bilesenleri iki diiglimli yildizlarin birlesimidir.

Ispat : G minimal Ps-doymus graf olsun. Teorem 5.1.1 den G en fazla bir izole diigiime
sahiptir. G den herhangi bir ayritin silinmesi en az iki izole diigiime sahip alt grafini

olusturur.

Cevreden bir ayrit silinmesi yeni bir izole diigiim olusturmadigindan G gevre igermez.
Ayni sekilde P4 yolunun ortasindan bir ayrit silmek yeni bir izole diigim olusturmadigindan
G, P4 yolu icermez. Bu nedenle G nin her bileseni bir agagtir. Dolayisiyla G deki her agac

cap1 en fazla iki olan yildizlarin birlesimidir.

G nin ikiden daha fazla diigiime sahip S bileseni oldugunu varsayilsin. S den bir ayrit
silinmesi bir izole diigim ve en az iki diigiimlii bir y1ldiz olusturur. Fakat G — e, P3-doymus
olur. Bu ise G nin minimal P3 — doymus olmasiyla ¢elisir. O halde S nin her bileseni 2

digtimlidiir.

Sonug 5.1.1 : Herhangi P2 yollarimin birlesimi A olsun. Maksimal Ps - serbest graflar

tam olarak A ya da P1 U A formunda graflardur.

5.2 Dért Diigiimlii Doymus Graflar

Bu boliimde hangi graflarin P4 — doymus olduguna karar verilecektir.

Yardimci Teorem 5.2.1 : P4— doymus olmayan, bagl tek graf P3 yoludur.
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Ispat : Psyoluna eklenen herhangi bir e ayrit1 C3 gevresini olusturur. C3 gevresi
P4— serbest oldugundan P3 yolu P4 — doymamis graftir. P3 yol grafi disinda diger tiim bagh
graflarin P4— doymus oldugu gosterilmesi yeterlidir. Tam graflar genel olarak P4 — doymus
oldugundan; tam olmayan ve ii¢ diiglimden daha fazla diiglime sahip bagl graflar g6z oniine
alinsm. G grafinin uzanimh T agaci i¢in T +e , r > 3 olmak iizere C; gevresi igerir.
r = 4 ise e ayrit1 cevredeki P4 yoluna aittir. r = 3 ise T bagli ve ligten daha fazla diigiime
sahip oldugundan T + e cevre igerir. e bu gevreye ait bir kenar oldugundan ¢evre tizerinde
bulunan e yi igerecek sekilde v,y,z,t diiglimleri vardir. Dolayisiyla T uzanimli agaci

P4 — doymustur. O halde G, P4+ — doymustur.

Teorem5.2.1 : P4—doymus graflar tam olarak; P3yol grafini bilesen olarak icermeyen,

bir bileseni izole diiglimse diger bilesenlerden hi¢ birinin yildiz olmadig: graflardir.

Ispat : Yardime1 teorem 5.2.1 den dolayi, bagli olmayan ve Ps ii bilesen olarak igeren
graflar P4 — doymamis graflardir. Higbir bileseni P3 olmayan, baglantisiz G grafi verilsin.
Yardimci teoremden dolayr G nin her bir bileseni P4 — doymustur. G grafi, bir v izole
diigiimiinii ve diger bilesen olarak ikiden daha az uzunluklu S yildizini igerirse, v diigiimi
ile § yildizinin merkezine eklenen e ayriti Ps yolu olusturmadigindan G grafi
P4 —doymamustir. Bir bagka deyisle G en az iki diigiimlii iki bilesen icerirse eklenen herhangi

yeni bir ayrit P4 yolu meydana getirir.

Son olarak G grafi v izole diiglimiinii ve yildiz olmayan A bilesenini igerirsin ve v

diigiimii ile A bilesenindeki w diiglimii arasina herhangi bir ayrit eklensin.

A da ki herhangi bir x diigiimii ile w diigiimii arasindaki uzaklik en az iki oldugundan yeni
bir P4 yolu olusturur. Dolayisiyla G grafi bir izole diigiime sahipken diger bilesenleri yildiz
degilse P4— doymustur.
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5.3 Olusturulabilir Agaclar

Bu boliimde kisaca, sonlu tiim agaclarin olusturulabilmesi i¢in sistematik bir notasyon
belirlenecektir. Herhangi bir sonlu yolun diigiimlerinin 1 € Z* ile baslayarak ardigik

etiketlendigi varsayilacaktir. Boylece diigiimlerin etiketleri ardisik tamsayilar olacaktir.

Tamm 5.3.1 : Herhangi sonlu bir yola govde denir. Bir govdenin diigiimlerinin 1 ile
baslayarak ardigik olarak etiketlenmesiyle olusan yola olusturulabilir govde denir. Her
govde olusturulabilir bir agagtir ve govdenin kokii 1 ile etiketli diigiimdiir. A, Pm govdesine
sahip olusturulabilir bir aga¢ ve B, Pn govdesine sahip olusturulabilir bir aga¢ olmak
tizere A agacindaki r etiketli diiglimiin, B agacindaki s etiketli diigiimiiniin bir ayrit
yardimiyla birlestirilmesiyle elde edilen T agacina olusturulabilir aga¢ denir. T agaci
A(r:s, B) formundadir. Burada T agacinin govde ve kokii i¢in A agacinin gévde ve kokii

esas alinacaktir.

Teorem 5.3.1 : Herhangi bir aga¢ maksimal uzunluklu alt yolu gévde alinarak

olusturulabilirdir.

Ispat : T,n diigiimlii sonlu agac1 maksimal uzunluklu P yoluna sahip olsun. T agacinda
derecesi 2 den daha biiyiik olan bir diigiim yoksa T = P dir. Dolayisiyla T bir govdedir ve
olusturulabilir bir agactir. T agacinda derecesi 2 den daha biiyiik dereceli bir diigiim varsa
n = 4 tiir ve n den daha az diigtimlii agaglar olusturulabilir olsun. T bagl ve bir yol olmadig:
icin, derecesi 2 den daha biiyiik olan bir v diigimiine sahip P yolunu igerir. w, P yolu
tizerinde bulunmayan ve v diigiimii ile komsu bir diigiim olsun. T — wv; n den daha az
diigimli, v€ Ave w € B olacak sekilde agag ciftidir. Dolayisiyla A, P govdesine sahip
olusturulabilir bir aga¢ ve B de w diigiimiinii iceren maksimal uzunluklu yolu gévde kabul
eden olusturulabilir bir agagtir. A agacindaki v digiimii r ile B agacindaki w diigiimt s ile
etiketlenmek tizere, P yi govde olarak kabul eden T agaci; T = A(r:s, B) formunda

olusturulabilir agactir.

A, B, B olusturulabilir agaglari ve T: = A(r; s, B) verilsin. Yukaridaki tanimlamalardan
dolay1 T’ := T (r' : s', B) olusturulabilir agact ayn1 zamanda T = A (r:s,B) (r': s',B’)

ile gosterilir.
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Bu durumda T':= A (r:s,B; r':s’,B") ifadesi parantezlerin birlesimi ile olusan
yogunlastirilmig bir gosterimdir. Bu birlestirilmis notasyon T' niin kokiiniin ve gévdesinin A
agaciin kokii ve govdesi oldugunu ifade eder. T' ile izomorf olan gosterim ise

T":= A(r":s',B";r:s,B) dir.
Dolayisiyla A (r':s',B";r:s,B) = A(r:s,B; r':s’,B") oldugu goriiliir.

A, B olusturulabilir bir agag ve L de her bir girdisi : s, B formunda olan bir liste olmak
tizere; yukaridaki bu yogunlastirilmis notasyonu yinelemek yerine A(L) seklinde de temsil
edilebilir. Eger L de r:s,B; r:s', B" ardisik terimleri ve ayn1 r etiketli diigiimlerde gesitli
eklemeler varsa L kisaltilarak r: { s, B; s’,B’; ... } seklinde yazilabilir. Bos w listesi i¢in

yogunlastirilmis notasyon A := A(w) dir.

Sonug¢ 5.3.1 : Olusturulabilir agaglar sadece sonlu agaglardir.

Ispat : Teorem 5.3.1 den her sonlu agacin olusturulabilir bir aga¢ oldugu asikardir.

Teorem 5.3.2 : P, T de maksimal uzunluklu yol ve L her bir girdisi (r: s, B) olan sonlu

bir liste olsun. Bu durumda her sonlu T olusturulabilir agaci P(L) formundadir.

Ispat : Her sonlu P yolu, P = P (w) seklinde olusturulabilir agactir. n > 4 diigiimlii
herhangi sonlu T agaci igin bu teoremin n den daha az diigiimlii agaglarda gegerli oldugu
kabul edilsin. P, T de maksimal uzunluklu yol ise T := A(r: s, B) formunda olusturulabilir
bir agactir. Burada B ve A olusturulabilir agag¢lardir. ( Teorem 5.3.1 den A4, P yolunu gévde
olarak kabul eden olusturulabilir agactir.) Ancak A agaci n den daha az digiimliidiir ve
A = P(L)dir.

Boylece T = P(L)(r:s,B) = P (L') olur. BuradaP (L"),r:s,B iglistinii girdi

olarak kabul eden L listelerinin birlesimidir. Ag¢ikca goriiliir ki T agaci teoremde belirtilen
formda yazilabilir.
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Teorem 5.3.2, yollar tarafindan olusturulan sonlu agaglarin 6zel bir yapisini vermistir.
Bu yapi, ¢ok katli yol listeleri ile yapilabilecek agaclarin belirlenmesine karsilik gelir. w bos

listesi herhangi bir Pm sonlu yolu i¢in ¢ok katli bir yol listesidir.

r,s,t € Z',r <mve s < tolmak iizere Pt nin gok katl yol listesi L ise Pmigin ¢ok
katli yol gosterimi 7:s, Pt ( L) olur. Yine benzer sekilde Pm nin ¢ok katli yol listeleri L ve

L' ise P igin birlestirilmis ¢ok katli yol listesi L; L' halini alir.

P sonlu yolu i¢in ¢ok katli bir yol listesi; sonlu yollarin pozitif tamsayilarla etiketli
diigiimlerin eklenmesiyle olusan bir listedir. Ust seviyede ekleme P yolunun kendisi i¢indir.
Daha diisiik seviyelerde, eklemeler, liste i¢indeki uygun yollara uygulanir. Teorem 5.3.2

deki bu yinelemelerden dolay1 asagidaki sonu¢ meydana gelir;

Sonu¢ 5.3.2 : T sonlu agacindaki maksimal uzunluklu P yolu i¢in ¢ok katli yol

gosterimi L olsun. Bu durumda her sonlu T agacinin gosterimi P (L) formundadir.

Ispat : T sonlu bir agag ve T agacinin maksimal uzunluklu yolu P olsun. Teorem 5.3.1
ve Teorem 5.3.2 den, T olusturulabilir agacinin ¢ok katli yol listeleri halinde yaziminin P (L)
oldugu agiktir. Eger T bir yolise T = P olur ve bu durumda L = w dir. Tersine eger T bir
yol degilse bu durumda T — V (P) A ve B agaclarina pargalanir. P yolunda alinan uygun

r, 7' etiketli diigtimler olsun.

A ve B agaglarindaki maksimal uzunluklu yollardaki sirasiyla s, s’ diigiimleri dikkate
alinarak T = P (r:s,A; r': s',B; ...) seklinde ifade edilir. A agacindaki maksimal
uzunluklu herhangi bir P yolu i¢in ¢ok katli yol gosterimi A = Pt (L(A)) oldugundan T
icinr:s, Pt (L(A)) gosterimi de T = P(L) halini alir.

Herhangi bir r: s, Pt (*) i¢ ice gegmis ¢ok katli yol listesinde s girdisi n —kez tekrar
ediyorsa (*) ifadesi icin bu gosterim 7 s[t]" halini alir. Ornegin en az iki diigiimlii yildizlar

i¢in bu tekrarli ifade P2 ( 2: [1]") dir.
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Ornek 5.3.1 : Ps (2:1, Py; 3:{2,P3; 2,P3};4:1, P1) cok katli yol listesi i¢in

uygun aga¢ modelini ¢iziniz.

Sekil 5.2 Cok Katli Yol Listesi Ornegi

5.4 Minimal Ps— Doymus Graflar

Bu bolimde minimal P4 — doymuslugu karakterize etmede 6nemli bir rol oynayan 8

diigtimlii 10 farkli agag bir sonraki sayfada ornekte verilmistir.



Ornek 5.4.1:

T1: Pg

o0 06 o o 0o 0o o

To :P7(2:[1])

N\ A/

T3:P7(3:[1])

GQIQJO—O

Ta:Ps (2: [1]%)

NV

Ts - Ps (2: [1]; 4: [1])
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Te: Pe (2: [1]; 5: [1])

:

T7: Ps (3: [1]; 4: [1])

X

Ts: Ps (2: [1]% 3: [1])

]

To: Ps (2: [1]%; 4: [1])

:
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Tio: Pa (2: [1]% 3: [1]% )

Sekil 5.3 8 Diigiimlii Ozel Agaglar

Yardimci Teorem 5.4.1 : T bir agag olsun. Eger T ; Pg, P7 (3: [1]), Ps (3: [1]; 4: [1])

agaclarindan en az birini igeriyorsa iki bileseni de yildiz olmayan bir orman igerir.

Ispat : Sekil 5.3 de belirtilen agaclarin her biri; iki bileseni de y1ldiz olmayan bir
orman igerir. Bu belirtilen agaglardan herhangi birini iceren agaglar da benzer 6zelliklere
sahiptir. T nin bu belirtilen agaglardan Pg, P7 (3: [1]), Pe (3: [1]; 4: [1] ) den birini i¢erdigi
kabul edilsin. O halde T nin iki bileseni de yi1ldiz degildir. Tersine T agacinda alinan herhangi
bir ab ayrit1 i¢cin T — ab nin sadece bir bileseni yildiz olmasin. A ve B sirasiyla a ve b
diiglimlerini iceren bilesenler olsun. A nin yildiz olmadig1 kabul edilsin. a digimi A
bileseninin bir yapragi ve v de a nin komsusu olsun. Bu durumda A, bir yildiz olmadigindan
A da v ye bitisik olmayan bir diiglim daha vardir. Dolayisiyla a diigiimii A da ki P4 yolunun
u¢ diigiimiidiir. Eger a, A nin bir yapragi degilse en az iki komsusu vardir ve A yildiz
olmadig1 i¢in a ya bitisik olmayan bir diigiim daha olmalidir. Dolayisiyla a diigiimii A da ki

P4 yolunun i¢ diigiimiidiir. Benzer durum B de bulunan b diigiimii i¢in yapilir.

Boylece T — ab nin iki bileseninin de y1ldiz olmadigr aciktir. O halde T iki bileseni de

y1ldiz olmayan bir orman igerir.
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Yardimer Teorem 5.4.2 : Bir T agac1 Ornek 5.4.1 deki; Ps, P7(2: [1] ), P7(3: [1] ),
Ps (2: [1]9), Ps (2: [1]; 4: [1] ), Ps (2: [1]; 5: [1]), Ps (3: [1]; 4: [1] ), Ps (2: [1]% 3:[1]),
Ps(2: [1]% 4: [1]), P4 ( 2: [1]% 3: [1]?) agaglarindan en az birini i¢eriyorsa, her iki bileseni

de en az dort diigiimlii yi1ldiz olan bir orman igerir.

Ispat : T nin bu belirtilen agaglardan birini igerdigi kabul edilsin .Dolayisiyla T bu
0zel agaglarin sagladig 6zelliklere sahip bir agagtir. T agacinda ki herhangi bir ab ayrit1 i¢in
T — ab nin her bir bileseni 3 ya da daha az diigiimlii bir yildiz olsun. A ve B sirasiyla a ve b
diigtimlerini igeren en fazla 3 diigiimlii bilesenler olsun. A en fazla ti¢ diigtimlii bir S yildizimi
icerdigi kabul edilsin. Bu durumda a, ti¢ diigiimlii bir y1ldizin ya yapragidir ya da merkezidir.
Eger B bir yildiz degilse bu durumda b, B deki ii¢ diigimlii P yolunun ya i¢ diigiimiidiir ya

da u¢ digimiidiir.

Bu durumda T, P7 (1 2: [1] ), Ps (2: [1]?), Ps (2: [1]; 4: [1]), Ps (2: [1]% 3:[1] ) dort
agactan biri olan (S U P) + ab alt grafin1 igermez. Bu ise bir ¢eliskidir. Tersine B bir
yildizsa bu durumda b, en fazla ti¢ diigiimlii S’ yildizinin ya merkezidir ya da yapragidir. Her
durumda T, Pe (2: [1]; 5: [1]), Ps ( 2: [1]% 4: [1] ), Pa( 2: [1]% 3: [1]?) ii¢ agactan hig birini
icermez. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde T her bir bileseni en az dort diiglimlii y1ldiz olan bir

orman igerir.

Yardimcr Teorem 5.4.3 : A bir yildiz olmamak {izere, en az bes diiglimlii T agaci

P1 U A uzanimli ormanini icerir < Eger T nin kendisi bir y1ldiz degildir.

Ispat : Bu yardimci teoremin ispatt T nin cap1 {izerine yapilacaktir. Burada 5 farkli

durum ile ele alinacaktir.

Durum 1 : T bir yildiz olsun. T nin herhangi bir e ayriti icin S bir yildiz olmak iizere
T —e=P1U S dir. Dolayistyla T belirtilen tipte bir uzanimli ormana sahip degildir. O
halde T yildiz degildir.



52

Durum 2 : T nin ¢ap1 3 olsun. Dolayisiyla T de maksimum uzunluklu P4 yolu vardir.
T nin herhangi bir diigiimii bu yolun herhangi bir i¢ diiglimiiyle bitisik olmalidir. ( Maksimal

uzunlukla celiseceginden ug diigiimle bitisik olamaz ).

Boylece T, P4 (2: [1]) agacini igerir ve bu alt grafin yapraklari T nin yapraklaridir. T nin
yapragi olan P diigiimii igin P4 (2: [1]) agac1 P1 U P4 seklinde bir orman igerir. Dolayisiyla

T, T’ niin y1ldiz olmadigi P1 U T’ uzanimli ormani seklinde ifade edilebilir.

Durum 3 : T nin ¢ap1 en az 4 olsun. Dolayisiyla T bir Ps yolu igerir. Bu Ps yolunun ug
diiglimii ayn1 zaman da T nin de ug¢ diigiimtdir. T de ki bir P1 ug¢ diigiimii i¢in Ps yolu
P1 U P4 ormanini igerir. Dolayisiyla T, T' niin yildiz olmadigi P1 U T’ uzanimli ormanini

kapsar. Bu durumda T yildiz degildir.

Durum 4 : T sonsuz gapa ve en az bir yapraga sahip olsun. T, Durum 3 tekine benzer
sekilde Ps yolunu igerir ve bu yolun ug diigiimii T nin bir yapragidir. Dolayisiyla T, T' niin

yildiz olmadigi P1 U T’ uzanimli ormanini kapsar.

Durum 5 : T sonsuz ¢apa sahip olsun ve hi¢ yaprak icermesin. T den herhangi bir u
diigiimiiniin silinmesiyle olusan yeni graf Ave A nin herhangi bir bileseni T’ olsun. T’
bilesenindeki v diigiimii ile A nin u diigiimii bagl olsun. T yaprak icermediginden T'nde
tek bir v digiimii olamaz. Bu durumda T’ deki herhangi bir w diigiimiine sahiptir. w {in
derecesi u diigiimiine bitisik olmadigindan T ve A da benzer dereceye sahiptir. O halde w, T

nin bir yapragi olamaz.

T’ nde birden fazla diigiim bulunur ve en ¢ok bir yaprag: vardir. Dolayisiyla T’ sonsuz
capa sahiptir. Burada u diigiimii yerine P31, hicbir bileseni y1ldiz olmayan bir orman yerine
de A alimirsa T, P1U Auzanimli ormanimm igerir. Bu gosterim ise yardimci teoremi

tamamlar.



53

Yardime1 Teorem 5.4.3 ve Teorem 5.2.1 den sadece 3 ten farkli diigiime sahip yildizlarin
minimal P4 — doymus oldugu goriilmektedir. Simdi verilecek olan teorem ile minimum

Ps—doymus graflarin karakteristigi kanitlanacaktir.

Ispatta derecesi 2 olan diigiime bitisik bir yapraga sahip olan agaclar énemli rol oynar.

Bu duruma ise bir yapraga maruz kalan diigiim ya da kolye yolu ad1 verilir.

Teorem5.4.1 :r# 1ve
A 1 K3 tam graflarinin birlesimi,
> : Her biri 2 yada en az 4 diigiimlii yildizlarin birlesimi,
A : Her biri 3 yada 4 capli agaclarin birlesimi,

A": Her biri 5 veya 6 c¢apli ve Pe(3:[1]; 4:[1]) yada P7(3:[1]) igermeyen agaglarin

birlesimi,
B : Her biri 3 ¢caplive n > 0 igin P4(2: [1]; 3:[1]" ) formundaki agaclarin birlesimi,
B': Her biri 4 ¢apli ve m,n = 0 i¢in Psyada

Ps(2: [1]; 3:{[1]™; 2:[3]" }; 4:[1]) formundaki agaglarin birlesimi olmak tizere minimal
Ps — doymus graflar A,A UP1 U AU A yada A UP (2[1]) U X U BU B’

formundaki graflardir.

Ispat : G minimal P4 — doymus graf , Ga ise G den K3 e izomorf olan bilesenlerinin

atilmasiyla elde edilen G nin alt grafi olsun.

G agac olmayan bir bilesene sahip oldugu kabul edilsin. Eger H,S gibi yildiz olan
uzanimli agaca sahip ve e de H in S de olmayan bir kenari ise S + e, H de en az 4 diigiimlii
bir tek tiggen iceren bagli uzanimli alt grafttir. e’,S + e den farkli tiggenin bir ayrit1 olsun.
Bu durumda S + e — €', yildiz olmayan bir uzanimli agagtir. Fakat her bagli graf bir
uzanimli agaca sahip oldugundan H' de, yildiz olmayan bir uzanimli agaca sahiptir. Bu
durumda Ga , Teorem 5.2.1 nin sartlar1 saglar. H ile H' niin yer degistirmesi bu sartlari
saglayacagindan has uzaniml alt agacini verir ve bu uzanimhi aga¢ P4 — doymustur. Bu ise

Ga nin minimal P4 — doymus olmasiyla ¢elisir. Boylece G nin her bileseni bir agactir.
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G nin bilesenlerinin yildiz olup olmamasina baglh olarak bazi kisitlamalar vardir. Bu

kisitlamalar agsagidaki durumlarla agiklanmastir;

Durum 1 : Ga nin bir bileseni izole diigiim ve G* = Ga - P1 olsun. T agac1 G~ niin bir
bileseni olsun. Ga tek izole diigiime sahip oldugundan Teorem 5.2.1 den dolayr minimal
P4 — doymustur ve T; Yardimc1 Teorem 5.4.1 de belirtilen ii¢ agagtan hi¢ birini igermeyen
en az 3 capli agagtir. T, Pg yolunu igermedigi i¢in T nin ¢ap1 en fazla 6 dir. Dolayisiyla T, 3
ya da 4 ¢apli bir agag veya Pe (3:[1]; 4: [1] ), P7 (3: [1]) igermeyen 5 ya da 6 ¢apli agactir.

A, A, A' teoremde belirtildigi gibi olmak tizere; H, AUP1U A U A’ formunda herhangi bir
graf ve ede H grafinda herhangi bir ayrit olsun. Teorem 5.2.1 den dolay1 A deki bir e
ayritinin H dan silinmesiyle olusan H - e grafinin herhangi bir bileseni P3 i igerirse
P4 — doymamugtir. Eger A U A’ deki e ayritinin H dan silinmesiyle olusan H - e grafi
P4 — doymamissa Yardimci Teorem 5.4.1 den dolay1 H - e — P1in bir bileseni yi1ldizdir. Bu

yiizden H minimal P4 — doymustur.

Dolayisiyla A UP1U A U A’ formundaki graflar tam olarak minimal P4 — doymus

graflardir ve izole diigiime sahiptir.

Durum 2 : r € Z- {1} i¢in G nin bir bileseni P2 (2:[1]") olan yildizdir. Teorem
5.2.1 den dolay1 Ga nin hig izole diiglimii olmasin. Ga nin yi1ldiz olmayan herhangi bir T
bileseni en az 3 ¢apli bir agagtir. Ga minimal P4 — doymus oldugundan Teorem 5.2.1 den
dolay1 hi¢ izole diiglimii yoktur. T, Yardimei Teorem 5.4.2 de belirtilen on agactan hig birini

icermez dolayisiyla Pg yolunu da igermediginden ¢ap1 en az 7 dir.

T nin diigiim sayis1 5 ten farkliysa yaprak icermez. T', 3 den farkli diigiime sahip bir
agag olsun. T den herhangi bir e ayritinin atilmasiyla P2 U T’ uzanimli agaci elde edilir. Bu
ise Teorem 5.4.1 den dolay1 Ga — e nin P4— doymus olmastyla gelisir. Dolayisiyla T, yaprak
igerirse ya P4 (2: [1] ) ya da Ps olmalidir.
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2a : T nin ¢ap1 6 olsun. Bu durumda T, Yardimci Teorem 5.4.2 den dolay1 maksimal
uzunluklu P7 yolunu igerir. Fakat P7 (2:[1])1i icermez. Bu nedenle P7 nin her bir ug

diigiimii T de bir yapraktir. Fakat T yaprak icermedigi i¢in hi¢bir bileseni 6 ¢apli olamaz.

2b : T nin ¢ap1 5 olsun. T, Yardimci Teorem 5.4.2 den dolay1r maksimal uzunluklu Pe
yolunu igerir. Fakat Pe (2: [1]; 5: [1] ) icermez. Bu nedenle Ps nin en az bir u¢ digimii T

nin bir yapragidir. Bu ise ¢eligkidir. Dolayisiyla T nin higbir bileseni 5 ¢apli olamaz.

2¢ : T nin ¢ap1 4 olsun. T maksimal uzunluklu Ps yoludur. T, Ps ( 2: [1]?) igerirse en
az 7 diigiimliidiir. Yardime1 Teorem 5.4.2 den dolay1 T, Ps ( 2: [1]% 4:[1] ) icermedigi igin
Ps in 5. diigiimii T nin yapragidir. Ancak T de yaprak olmadigindan Ps ( 2: [1]?) icermez.
Eger T, Ps ( 2: [1] ) icerseydi bu durumda yaprak bulundururdu ve Ps ( 2:[1]; 4:[1])
icerirdi. Bunedenle m,n > 0 olmak tizere T, Ps ( 2: [1]; 3: {[1]™; 2 [3]" }; 4 [1]) tir. Aksi
taktirde T, Ps tir.

2d : T, 3 capli maksimal uzunluklu P4 yolu olsun. Eger T en az 6 diigiimlii P4 (2: [1]?) i
igerirse P4 yolunun 4. diiglimii T agacinin yapragidir. Ancak Yardimci Teorem 5.4.2 den
dolay1 T, P4(2: [1]% 3: [1]?) yi igermediginden n > 2icin P4(2:[1]; 3: [1]") dir. Aksi

taktirde T = P4 (2:[1]) yada P4( 2:[1]; 3:[1]) olup P4yolu degildir ¢iinkii bu yolun 4.
diiglimii yapraktir.

A, Y,B,B" teoremdeki ifadeler olmak {izere ve baz1 r € Z — {1} icin H,
A UP2(2[1]D U ¥ U BU B’ formunda olsun. H in herhangi bir ayritinin silinmesiyle
olusan H — e grafindaki bilesenler P3, P1 veya P> (2: [1]" ) den biriyse Teorem 5.2.1 den
dolay1 H - e grafi P4— doymamuistir. Bu nedenle H minimal P4 — doymus graftir.

Dolayisiyla A UP2 (2:[1]) U ¥, U BU B’ formundaki graflar bir bileseni en az 2

diigtimlii y1ldiz olan minimal P4 — doymus graflardir.
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Durum 3 : G nin higbir bileseni yi1ldiz olmasin bu durumda G a bostur. O halde G basit
anlamda K3 bilesenlerinin sonlu sayida birlesimidir. Ga nin bostan farkli oldugu kabul

edilsin. T, Ga nin herhangi bir bileseni olsun.

T bir yildiz olmadigi i¢in en az 4 digiimliidiir. Eger T = P4 ise T nin ortasinda Ki
ayritinin silinmesiyle iki tane P2 yolu olusur bu durumda Teorem 5.2.1 den dolayr Ga
uzanimlt alt grafi P4 — doymustur. Bu ise Ga nin se¢imiyle ¢elisir. Dolayisiyla T, dortten
daha fazla diiglime sahiptir. A nin hicbir bileseni yildiz olmamak kosuluyla Yardimci
Teorem 5.4.3 den dolay1 T den uygun ayrit kiimesinin silinmesi uzanimli P1 U A ormanini
olusturur. O halde Ga nin uzaniml alt graflar1 P4 — doymustur . Bu ise Teorem 5.2.1 den

dolay1 ¢eligkidir. O halde G a bostur. Bu durumda teoremin ispati tamamlanmais olur.

Sonug¢ 5.4.1 : A : K3 tam graflarinin herhangi birlesimi

>': Her biri 2 ya da en az 4 diigiimlii y1ldizlarin herhangi bir birlesimi olmak

lizere;

Maksimal P4 — serbest graflar tam olarak A U P1 veya A U Y, formundaki graflardur.

5.5 Minimal Pm — Doymus Cevreler

Bu tezin geri kalan kisminda, m > 5 i¢in Pm—doymus ve minimal Pm—doymus graflar
calisilacaktir. Bu boliimde Cn ¢evrelerinin hangilerinin Pm — doymus hangilerinin minimal

Pm — doymus oldugu iizerinde durulacaktir.

Teorem55.1 :n > 4vem > 5isen = m oldugunda Cn ¢evresi Pm — doymustur.

Ispat : Hamilton graflar uzanimli cevre graflaridir. Boliim 5.4 te belirtildigi gibi

Hamilton graflart Pm— doymus graflardir.
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Sonu¢ 5.5.1 : Eger m > 5ise n > m olmak flizere herhangi Hamilton graflar

Pm — doymustur.

Ispat : Cngevresi, n > 4 icin bitisik olmayan diigiim ciftlerine sahiptir. Eklenen
herhangi bir e ayriti, Cn + e gevresinde dort ayrit ile bitisiktir. f, e ye bitisik herhangi bir
ayrit olmak tlizere Cn + e — f bir ilmikli yoldur. e ye ve eklenen yola bitisik olan dongiiniin
tek kenar1 f' olsun. f’ niin silinmesiyle olusan P = Cn + e - f - f' yolu n digimli bir
yoldur.

( Burada f ve f' niin iki farkli se¢imi vardir. ) e ayritindan gegen bir yol oldugundan

Pm — doymustur.

Ch+e Ch+e—-f Cote— f- [

Sekil 5.4 Yol Olusturma Gosterimi

Yardimc1 Teorem 5.5.1 : q:= |[(m+2)/2],r := [(m—3)/2]ve m = 5o0lmak
tizere A grafi, her biri  uzunluklu kolye yolu iizerinde olan a ve b diigiimlerinin bir ayritla
(bu ayrit ab olsun) baglanmasiyla elde edilen bir ¢ — ¢evresine sahip olsun. Bu durumda A

grafindaki herhangi maksimum uzunluklu yol m - 1 tane ab ayrit1 igerir.

Ispat : Bir cevreden herhangi bir ayrit1 silmek bir yolu iiretir ve genel olarak bir yola

ayrit eklemek, bitisik diigiimlere eklenen iki kolye yolu ile bir ¢evre olusturur.
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r>0,q=1,t> 0iginr + q + t + 2 diigiimlii yola bir e kenar1 ekleyerek olusan graf
A olsun. Bu durumda e ayritt yolun bir ucunda r + 1 diger ucunda ise t + 1 tane diigiim ile
bitisiktir. Eger A da e ile bitisik olan iki diigiim silinirse bu durum r, g, t diigiimlii yollar
tiretir. Bu nedenle r ve t pozitifse, e ye bitisik olan diigiimler A nin e yi i¢eren ti¢ maksimum
uzunluklu yolunun ikisinde bulunur. Dolayisiyla A da e yi igeren ii¢ maksimum uzunluklu
yol r+q+2, r+t+2, q+t+ 2 digimlidir. q := |(m—2)/2], r := |(m - 3)/2]

vet:= |(m—3)/2] ve m=>=5olsun.

Bu durumda A da e yi iceren maksimum uzunluklu herhangi bir yol

l[(m—-2)/2]+|(m—-3)/2]+2=m-1

*00(00100
e

P, P, P,

Sekil 5.5 Maksimal Uzunluklu Yol

Teorem 552 :m >5ven > 4olmak lizere |(3m —5)/2] =n>m

& Cy gevresi minimal Py — doymustur.

Ispat : &= Cnminimal Pm— doymus olsun. Cn Hamilton cevre grafi oldugundan Sonug

5.5.1 den dolayin = m dir.
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Boylece Cn den herhangi bir kenar atildiginda Py yolu elde edilir ve Cn den herhangi e kenari
atildiginda minimallikten dolayi e yi i¢eren Pn alt yolu yoktur. Yardimer Teorem 5.5.1 den

dolay1 e = ab ayrit1 bu 6zellige sahip olsun. Bu durumda;

n=q+2r =2r+s+2

2l(m=3)/2] + [((m—=2)/2] + 2 =|(Bm —5)/2]

dir.

n = moldugu i¢in n < [(3m —5)/2] secilsin. [(3m —5)/2] — n tane diigiimiin
atilmasiyla (bir yada iki ilmikli yolun atilmasiyla ) A grafi olugsun. Yeni graf e = ab den

gegen P yolu igermez. Boylece Cn minimal Pm — doymustur.

Dolayisiylam <n < [(3m —5)/2]dir.

= Eger n > |(3m —5)/2]ise Teorem 5.5.1 den Cn, Pm — doymustur. Yardimci
Teorem 5.5.1 deki A grafi goz oniine alinsin. e kenarini igeren maksimum P yolu A nin bir
ilmikli yolunan — |(3m — 5)/2] tane diigiimiin eklenmesiyle elde edilebilir. O zaman e yi
iceren herhangi bir yolun ug diigiimii g olsun. Diger diiglimii a ya ¢ok yakin yada ¢ok uzak
segildiginde Py +e igin maksimal uzunluklu yol elde edilir. Béylece Pn + e deki e nin her

secimi P Ye aittir.

Bu durumda Cr minimal P, — doymus olamaz. Eger n > |(3m — 5)/2] ise Cn, minimal

Pm — doymamaigstir. Bu durum ise ¢eligkidir.

Dolayisiylam <n < [(3m —5)/2] dir.



60

5.6 Minimal Pm — Doymus Yollar

Bu bélimde m > 5 olmak iizere Pn yollarmin hangilerinin P — doymus ve minimum

Pm— doymus oldugunu incelecektir.

Teorem 5.5.2 in ispatinda, Yardimcit Teorem 5.5.1 deki A kritik grafindaki ilave
diigiimleri hakkindaki tartisma 5.6.1 de elde edilir.

Teorem 56.1 : m = 5 ve n > 3 olmak iizere Pn yolu Pm — doymustur <
n > [(3m— 3)/2] dir.

Ispat : = Teorem 5.5.2 den Cn gevresinin |(3m —3)/2|] > n = m kosulunu
saglarsa minimal Pm — doymus oldugu goriiliir. Cn bir ¢evre oldugundan Pn — Hamilton
yolunu igerir. O halde Cy, ¢evresi Pm— doymus ise bu durumda P, de Pm — doymustur. Eger

Pnyolu Pm— doymus ise Pn in ug diigiimlerine bir kenar ekleyerek Cn gevresi elde edilir.
Dolayisiyla Cn, Pm — doymustur.

& n = |(3m—3)/2] ise Py yoluna bir e ayritinin eklenmesiyle Cn gevresi olusur.
Teorem 5.5.1 den dolay1 Cn ¢evresi Pm — doymustur. O halde Cn cevresinden e ayritinin
silinmesiyle olusan Pn yolunun bir ucunu Pm yoluyla birlestirilmesi de Pm- doymuslugu

gosterir.

Sonu¢ 5.6.1 : m > 5 i¢in, n diigimli Hamilton yol graflan n > |[(3m —3)/2]

esitsizligini saglarsa Pm — doymustur.
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\ Y / a \ Y / \ . J b ! —
P‘I P’_ P P

Sekil 5.6 H Grafi

Yardimci Teorem 56.1 :m > 3, 0 < k <m-3veq=m—-k—3,s =k
olsun.2q + 1 ve 2s + 1 diigiimlii iki yolun orta noktalarinin bir e ayritiyla birlestirilmesiyle

olusan 2m — 4 diigimli aga¢ Hk olsun. Bu durumda H, da e yi igeren herhangi yolun

mertebesi m — 1 kadardir.

Ispat : Herhangi bir yoldan silinen bir ayrit iki yol iiretir ve bu yollara eklenen herhangi

bir ayrit hem agac hem de en ¢ok dort farkli yaprak tiretir.

q =2r=0ves =t =0 olmak lizere g+r+1 ve s+t + 1diigimli yollarin
arasina e ayrit1 eklenerek H olusturulsun. Boylece e ayriti ilk olarak q + 1 digiim ikinci
olarak ise s + 1 diigiimle bitisiktir. H grafindan iki tane diigiim silmek, H grafin1 e ile bitigik
q,7,s ve t digiimlii yaprak iceren yollara pargalar. H da e yi igeren maksimum uzunluklu
dorttaneyol g +s+2, g+t +2,r+ s+ 2,r +t + 2 sayida diigiimden olusur. ¢ > r ve
s > t oldugundan e yi igeren maksimum uzunluklu yolun diigiim sayis1 g + s + 2 kadardir.
m=5ve0 < k < molmakiizereq = m—-k—-—3, r =m—-—k—-3,s =k, t =k

esitlikleriicing + s + 2 = m — 1dir.

Yardimci teorem 5.5.1 de bahsedilen ekstremal A graflar1 tarafindan olusan ¢evreler ile

ekstremal Hy graflari minimal Py — doymus yollar i¢in 6nemli rol oynar.

Teorem56.2: m =2 5n =2 3ve5 <m < 7iginf (m) = 2Zm—4,m = 8i¢gin
f(m) = 2m—5 olmak tzere; Pn yolu minimal Pm - doymustur <
|3m —3)/2] < n < f (m)dir.
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Ispat: Teorem 5.6.1 den m > 6 igin, Pus yolu , 2m —5 > |(3m — 3)/2] olursa
Pm —doymustur. Herhangi bir e ayritinin Pas yolundan atilmasiyla olusan
P,.._s — e grafinda iki yol iiretir. Bu yollardan biri tek sayida, digeri ¢ift sayida diigiim igerir.
P,.._s —e grafi, Pz Ve Pas. yollarma pargalanir. Py nun ucuna bir diigiim eklemek g, s €Z ve
q=s=0ve g+s=m-3 i¢in P,,UP,, yi olusturur. Bu iki yolun orta
dagumlerine yeni bir e ayriti eklemek H; agacini olusturur. Boylece P, . in herhangi bir e’

ayrit1 igin P, . —e’ + e = Hs — v olacak sekilde bir e ayriti secilsin. Burada eklenen

v diiglimii Hs nin herhangi bir yapragidir.

Yardime1 teorem 5.6.1denm > 5igin P, , yolu Pm - doymustur. Bu durumdan P, ,

den bir e ayritinin silinmesi iki tane tek diigiimlii yol iiretir. Yukarida yapilan analizler bazi

s ler i¢in P, ,—e’ +e = Hs olacak sekilde bir e ayritinin varligini gosterir. Eklenilen
e ayritt Yardimer teorem 5.6.1 den m —yol olusturmaz. P, , —e’ grafindaki iki tane gift
digiimlii yol igerisindeki alternatif durumlarm ise, r ve s €Z , r >s > 0 ve
r+s =m-—2 i¢in B, ,—e' =P, UP,, oldugu sdylenebilir. Eger s > 2 ise P, vyi

olusturmadan P2s yoluna e eklenebilir. Ciinkii P, +e nin diigiim sayis1 2s < m dir.

Egers = lise R, ,—e' =P, s WP, dir. P, ye hi¢cbir ayrit eklenemez ve P,, ,ve P,ye
eklenen e ayrit1 en az m diigiimlii maksimum yol {iretir. Clinkii P, (nin iki merkezi

diigiimiiniin her biri P, alt grafinin ug diigiimleridir.

Teorem 5.6.1, R, , nin 2m-6 >|(3m — 3)/2] ise Pm —doymus oldugunu gosterir.

Dolayisiylam > 8 oldugunda P, , ya eklenen e ayrit1 yeni m yollar olusturur.

Eger5 < m < 7ise P, , UP, den biiyiik bilesen Pm— doymamistir. Bu yiizden e

ile ilgili uygun se¢im P, . +e de yeni m yol olusturmaz.
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Ozet olarak; P, , grafi, sadece 5 < m < 7 oldugunda P, P, uzanimh alt grafi Pn

doymus olmasi durumunda minimal P, —doymustur.

Ispat1 tamamlamak icin 2m — 4 den daha fazla diigiimlii yolun doymus Pm —doymamis

oldugu kontrol edilmelidir.

Teorem 5.6.1denm = 5ve n = 2m—3i¢in P, yolu P,— doymustur. Yani

P_,UPB graflarmmn P, — doymus oldugu bellidir. Dolayisiyla P, uzanimh siiper grafi

minimal P, — doymamustir.

Her m > 3 i¢in P, ve P, tam graflari P, — doymustur. Teorem 5.1.2 ve 5.4.1 den

dolayt m = 3,4 i¢in minimal P, — doymustur.

5.7 Minimal Doymus Yollarin Birlesimi

Her yolun uygun uzanimli alt grafi, yollarin birlesimidir. Yani belirli bir yol

P, — doymus fakat minimal P, — doymamigsa bu durumda uzanimli alt graflart minimal

P, — doymus olan yollarin birlesimi olmalidir.

Bu bolimde hangi yollarin birlesiminin P, — doymus hangilerinin - minimal
P, — doymus olduguna karar verilecektir. Baglantisiz bir ¢ grafinin bagli olmayan her

bileseni P, — doymus olsun. Herhangi iki bileseni P, — doymussa G grafi Pm — doymustur.
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Yardimeil Teorem 5.7.1 : m > 5 i¢in

a) Enaz|(3m — 3)/2] digiumlii iki yola
b) Bir bileseni P, ve en az 2m — 4 diigiimlii doymus yola
c) Bir bileseni P, ve enaz 2m — 6 diigiimlii yola herhangi bir ayrit

eklemek en az m digiimlii yeni bir yol iiretir.

Ispat : a) Enfazla|(3m — 3)/2] diigiimlii iki yola herhangi bir ayrit eklendigi kabul
edilsin ve bu yollardan biri Py, digeri P, olsun. Bu durumda P, U P, Teorem 5.6.1 den
dolayt n < |(3m — 3)/2] oldugundan P,— doymus degildir. Dolayisiyla Pn,— doymus

olmayan bir yola yeni bir ayrit eklemek P + e grafinda yeni bir m — yolu olusturmaz.

b) Yollardan birinin P, digerinin 2m — 5 den daha az uzunluklu oldugu kabul
edilsin. Teorem 5.6.1 den m > 5 ise bu yol P, — doymustur. P1 U P2nsigin bir bileseni Py
diger bileseni 2m — 4 diiglimlii yollar olsun. 2m — 4 uzunluklu yola yeni bir ayrit
eklendiginde olusan Pon4— e’ + e igin Yardimci Teorem 5.6.1 den dolay1 yeni bir m — yolu

olusmadig1 goriiliir. O halde en az 2m — 4 uzunluklu olmalidir.

¢) Yollardan birinin P, digerinin 2m — 7 uzunluklu oldugu kabul edilsin.

m = 5i¢in  PoU Pyns = Pons diigiimliidiir. m > 6 oldugunda Teorem 5.6.1 den dolay1
Pons=> |(3m — 3)/2] olur.

Teorem 5.7.1 : m > 5igin herhangi iki ya da daha fazla diigime sahip yollarin
birlesimi P, doymustur ve
a) Tiim bilesenleri en az |(3m — 3) /2| digimli
b) Bir bileseni P, ve digerleri 2Zm — 4 diigtimlii
c) Birbileseni P, ve diger tiim bilesenleri en az g ( m ) kadardr.

d) Burada5 < m < 2icin g (m) = [(3m—3)/2], m > 8 icin

g (m) = 2m — 6 durumlarindan birini saglar.
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Ispat : m > 5 ve G grafi P,— doymus olan iki yada daha fazla diigiimlii yollarn
birlesimi olsun. Tam olmayan herhangi bilesenler Teorem 5.6.1 den dolayr P, — doymus

oldugundan bdylesi bilesenlerin diigiim sayisi en az |(3m — 3)/2] dir.

G nin miimkiin tam bilesenlerini i¢in:

Durum 1 : Bilesenlerin tiimii P, olsun.Yardimci Teorem 5.6.3 ten P, . UPR ,

P,— doymamustir. Eger1 < n < 2m —5ise P,UP,, P, —doymamistir. Yani G nin bir

m

bileseni P, ise diger bilesenleri en az 2m — 4 diiglimlii olmalidir. Fakat bir kenar silinince

olusan yeni graf minimal P, — doymus olmadigi icin 2m — 4 > |(3m — 3)/2] dir. Teorem

5.6.1 den dolay1 her tam olmayan bilesenler P, — doymustur.

Durum 2 : Bilesenlerin timii P, olsun. Yardimci Teorem 5.6.1 den P, ,UPR;,

P, - doymamistir. Eger 1 < n < 2m—7 ise P,UP, ,P, — doymamistir. Yani G, P,

bilesenine sahip ve diger bilesenleri en az 2m-6 diigiimlii olmalidir. Eger 5 < m < 7 ise

her diger bilesen tam degildir ve P, — doymustur. 2m — 6 dan fazla en az |(3m — 3)/2]

digtimlidir. m > 8 ise diger tiim bilesenler 2m — 6 > |(3m — 3)/2] diigimlidiir yani

tam degildir. Ve Pm— doymustur.

Sonu¢ 5.7.1 : m =5 igin iki yada daha fazla Hamilton yollarinin birlesim grafi

Pm — doymustur ve asagidaki durumlardan birini saglar ;

a) Tim bilesenleri en az [(3m — 3) /2] digtimlidiir.

b) Bir bileseni P; diger tiim bilesenleri en az 2m — 4 digiimliidiir.

c) Bir bileseni P, diger tiim bilesenleri en az g( m ) kadardir.
Burada g(m); 5<m < 7i¢in |(3m —3)/2] digimli m >8ig¢in 2m—6
diigiimlidiir.

Ispat : m>5 olmak iizere G, iki yada daha fazla diigiimlii yolun Hamilton graf

birlesimi olsun.
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O halde G bagli ve tam olmayan graf ise Teorem 5.6.1 den dolay1 P, — doymustur. Ve en az

|(3m — 3)/2| dugiimliidir. Tam olan bilesenleri i¢in ise Teorem 5.7.1 den asikardir.

Teorem5.7.2 :m > 5igin iki yada daha fazla yollarin birlesimi asagidaki kosullardan

birini sagladiginda minimal P, — doymustur .

a) Her bir bileseni en az |(3m — 3)/2]| digiimlii ve en fazla f(m) kadardir. Burada
f(m); 5<m<7 icin f(m) = 2m—4 digimlim > 8i¢in f(m) = 2Zm—6
digtimlidiir.

b) Bir bileseni P, diger tiim bilesenleri en az 2m — 4 en fazla 4m — 9 diigtimlidiir.

c) Bir bileseni P, diger tiim bilesenleri en az g(m ), en fazla 2g (m ) - 1 kadardur.
Burada g(m); 5<m <7 igin |(3m—3)/2] digimli m >8igin 2m —6
diigtimlidiir.

Ispat : Verilen bir yoldan bir ayrit silmek her zaman farkl1 yollarin birlesimine ayrilir.
Bu farkli yollarin birlesimi Teorem 5.7.1 den herhangi birini saglamazsa bu durumda

minimal Pm — doymus degildir.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tezde genel olarak doymus yol graflar1 incelenmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir.
Ug diigiimlii yollar béliimiinde P; — doymus ve minimal Ps;— doymus graflar incelenmis ve
her bagh grafin P; — doymus oldugu gosterilmistir. Dort diiglimlii doymus graflar
boliimiinde P, — doymus olmayan tek bagl grafin P; — yol oldugu ve bir bileseni izole
diigim diger bilesenleri yildiz olmayan graflarin P, — doymus oldugu belirtilmistir.
Olusturulabilir agaglar boliimiinde bir aga¢ yapisinin sonlu ve maksimal uzunluklu bir gévde
yardimiyla yeniden inga edilmesi incelenmistir. Olusturulabilir agaglarin A (r: s, B) seklinde
gosterildiginden bahsedilmistir. Minimal P, — doymus graflar bolimiinde bazi 8 diigiimli
agagclar verilmis ve bu agaglari igeren graflarin minimal P4 —doymamis oldugu incelenmistir.
Minimal P, — doymus ¢evreler bolimiinde n > 4 vem =5 igin; n > mise C,gevresinin
Pn —doymus oldugu , [(3m —5)/2] = n>m ise Cn gevresinin minimal P, — doymus
oldugu gosterilmistir. Minimal P, — doymus yollar béliimiinde P, yollarinin hangilerinin
Pn — doymus hangilerinin minimal P, — doymus oldugu incelenmistir. m > 5,n > 3
olmak tizere n = |(3m—3)/2] ise Pm — doymus oldugu gosterilmistir.
5<m< 7iginf (m) =2m—4, m = 8 icin f(m) =2m — 5 fonksiyonlar1 igin ;
|(B3m —=3)/2] <n < f(m) ise Pn yolunun minimal Pm — doymus oldugu incelenmistir.

Minimal yollarin birlesimi bdlimiinde hangi yollarn birlesiminin P, — doymus
hangilerinin minimal P, — doymus olduguna karar verilmistir. Baglantisiz bir G grafinin
bagli olmayan her bileseni P, — doymus olarak kabul edilirse herhangi iki bileseni

P, — doymus olan G grafinin P, — doymus oldugu gosterilmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Sonug olarak graf teorinin en temel yapisi olan yollarin doymuslugu incelenmis ve hangi
sartlar altinda doymusluktan s6z edilecegi belirlenmistir. Yine herhangi sonlu agaclarin nasil
olusturulabilecegi de yollar yardimiyla saptanmistir. Yollarin ug¢ diiglimlerine bir ayritin
eklenmesiyle olusan ¢evre graflar1 icin doymusluk kriterlerinin ne oldugu agiklanmaistir.
H — serbest ve H — doymus graflar, Graf Teori nin incelenmesi gereken O6nemli bir

konusudur.

Bagka geometrik yapilar yardimiyla olusturulabilecek graflar da H — doymusluk ve
serbestlik kavrami 6nemlidir. Bundan sonraki yapilacak calismalarda geometrik graflar ve

lineer graflarin doymuslugu incelenecektir.
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