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OZET

3-boyutlu Oklid uzay1 E*’te bulunan bir uzay egrisinin, konum vektdrii daima rektifiye
diizlemde bulunuyorsa, bu uzay egrisi rektifiye egri olarak adlandirilir. Rektifiye egri
kavrami [1]’ de detaylica verilmistir. Bu ¢alismada ilk olarak Oklid uzayinda rektifiye
altmanifoldlar incelendi. Ardindan Oklidyen altmanifoldun rektifiye olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin, konum vektor alaninin teget bileseninin bir es zamanl vektor alani olmasi
durumu verildi. Son olarak ise keyfi es boyutlu rektifiye altmanifold kavrami detaylica

incelendi.

Anahtar Kelimeler: Rektifiye Egri, Rektifiye Altmanifold



SUMMARY

Differential Geometry of Rectifying Submanifolds

A space curve in a Euclidean 3-space E3 is called a rectifying curve if its position vector
field always lies in its rectifying plane. This notion of rectifying curves was introduced by
the author in [1]. In this present article, we introduce and study the notion of rectifying
submanifolds in Euclidean spaces. In particular, we prove that a Euclidean submanifold is
rectifying if and only if the tangential component of its position vector field is a es zamanl
vector field. Moreover, rectifying submanifolds with arbitrary codimension are completely
determined.

Key Words: Rectifying Curve, Rectifying Submanifold
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1. GIRIS
E3, 3-boyutlu Oklid uzay1 géz oniine almsin.

I = (a, B) bir reel aralik olmak iizere, x: I — E3 birim hizl1 bir uzay egrisi olsun. Bu x
egrisinin konum vektor alan1 x olsun ve x' ifadesi de tile gosterilsin. Bazi s’ler igin
t'(s) = O olarak alabiliriz ancak bu ¢alismada kabul edelim ki t'(s) # 0 olsun. O halde
pozitif bir k fonksiyonu i¢in t' = kn yazabiliriz. Burada egrilik vektor alanini ¢’ , asli
normal vektor alanini n ve egriligi de k ile gosterelim. ¢ sabit uzunlukta oldugundan ¢ ile n
ortogonaldir. Ayrica t ve n’ye ortogonal olan binormal vektor alan1 b=t X n seklinde
tanimlanir. b’=—zn denklemindeki  ise egrinin burulmasi olarak adlandirilir. E3, 3-boyutlu

Oklid uzayinda alinan x egrisi icin Frenet-Serret formiilleri

t' = Kn
n' = —xt +1b (1.1)
b'= —7n.

olarak verilir.

Yukarida verilen egrinin her bir noktasinda , {t, n}, {t, b} ve {n, b } tarafindan
gerilen diizlemler, sirastyla, oskiilator diizlem, rektifiye diizlem ve normal diizlem olarak

adlandirilir.

E3’teki bir egrinin konum vektorii oskiilatdr diizlemde iken diizlemsel egri, konum
vektorii normal diizlemde iken de kiiresel egri olarak adlandirildigi temel diferensiyel

geometriden agiktir. Bu temel gergekler 1s1ginda asagidaki soru sorulabilir [1].
Bir x: I —» E3 uzay egrisin konum vektdrii ne zaman rektifiye diizlemde bulunur?

Boyle bir egri [1]°de rektifiye egri olarak adlandirildi ve rektifiye egrilerin bir ¢ok temel
ozelligi verildi. Ozellikle [1]’de rektifiye egriler tamamen siniflandirilmistir. Sabit ve
kivrimli egri kavramlarmin rektifiye egriler ile ilgili oldugu bilinmektedir [2-6]. Ayrica [7]
de rektifiye egrilerin genel esitsizligi saglayan en ug egriler oldugu gosterilmistir. Rektifiye
egriler bir ¢ok makalede detaylica incelenmistir, [1, 8-15]. Rektifiye egriler ile ilgili son
caligmalardan biri [10]’dur.

Bu makalede, rektifiye egriler kavrami altmanifoldlarin rektifiye olmasi kavramiyla

uygun bir sekilde iliskilendirildi. Rektifiye altmanifoldlarin birgok temel 6zelligi verildi.
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Oklidyen altmanifoldun rektifiye olmasi igin gerek ve yeter sartm, konum vektor alanmin
teget bileseninin bir es zamanli vektor alan1 olmasi durumu incelendi. Ayrica keyfi es

boyutlu rektifiye altmanifoldlar da detaylica ¢aligildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. OKklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. Bos olmayan bir climle A ve bir F cismi iizerinde bir vektor uzayi V olsun.
Asagidaki li¢ onermeye uyan bir f: A X A = V fonksiyonu varsa A’ya V ile birlesen bir afin
uzay denir.

1. VP, QeA nokta ¢ifti i¢in f (P, Q) = a olacak sekilde bir tek aeV vektorii vardir.
2. A’da belli bir nokta se¢ildiginde A’da geri kalan her noktaya V’de bir vektor karsilik gelir.
3.VP,Q,ReA icin (P, Q) + f(Q,R) = f(P, R)’dir [16].

Tanim 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektér uzayr da V olsun. V’de

tanimlanan
<>VXV->R
(y)=><xy>=2L 1%V, X = (X 0, %), Y = Vis oes V)

islemine Oklid i¢ carpimi denir [16].

Tamm 2.1.3. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V’de bir ig

carpim iglemi olarak
<,>: VXV ->IR

X = (X1, ., Xp)

xX,y) o< x,y>=>D1_x; {
) Y2 ERLIIy = (3, )

Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimu ile A’da uzaklik ve ag1 gibi metrik kavramlar

tamimlanabilir. Bdylece A afin uzay1 Oklid uzay1 adin1 alir. Bu uzay E™ ile gosterilir [16].

Tamim 2.1.4. v = (v, v,, ..., ) ,R™ uzayinda bir vektdr ise, v’nin uzunlugu(normu)

Ivi=J<v,v>= ng F 02 bt




seklinde gosterilir [17].

Tanim 2.1.5. I € R acik alt climle olmak tizere diferensiyellenebilir bir
a:l - R
t - a(t)

fonksiyonu verilmis olsun. (I, @) koordinat komsulugu ile tanimlanan (/) c E™ ifadesine

E™’de bir egri denir [17].

Tanim 2.1.6. y: («, f) = R™ bir parametrik egri olsun. || y(t) Il sayisina y’nin y(t)
noktasindaki hiz1 denir. Eger her t € (a, 8) i¢in y(t) birim vektor yani || y(t) I= 1 ise y

egrisine birim hizli egri denir [17].

Tamm 2.1.7. E3 uzayinda birim hizli a:1 - E3 egrisi icin T(s) = a’(s) esitligi ile

verilen T'(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektor alan1 denir [17].

Tamim 2.1.8. E3 uzayinda birim hizli a: I » E3 egrisi i¢in

all(s)

N =@l

esitligi ile ifade edilen N(s) vektoriine o egrisinin a(s) noktasindaki asli normal vektor

alan1 denir [17].

Tamm 2.1.9. E3 uzaymda birim hizli a: I - E3 egrisi i¢in
B(s) =T(s) X N(s)

seklinde ifade edilen B(s) vektoriine binormal vektor alani denir [17].

Tanim 2.1.10. M c E™ egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
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Y ={a’,a”, .., a™} sistemi lineer bagimsiz ve Ya®, k > r, igin; a® € S, {1p}olmak

tizere, Y’den elde edilen {V, ..., V,.} ortonormal sistemine, M egrsinin Serret-Frenet

r-ayakli alani ve m € M icin {V; (m), ..., V,.(m)}’ye ise m € M noktasindaki Serret-Frenet

r-ayaklisi denir. Her bir V;, 1 < i < r ,ye Serret-Frenet vektorii adi verilir [17].

Tamm 2.1.11. Bir a egrisinin a(s) noktasinda {T(s), N(s), B(s)} Frenet 3-ayaklisini

g0z Oniine alalim:

Sp{T(s), N(s)} vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya oskiilatér

diizlem denir.

Sp{N(s),B(s)} vektor uzayi ile birlesen a(s) noktasindaki afin alt uzaya normal

diizlem denir.

Sp{T (s), B(s)} vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya rektifiyan

diizlem denir [17].

Tamm 2.1.12. a:1 - E3, egriligi k > 0 olan birim hizl1 bir egri olsun. @’nm Frenet-

Serret elemanlarini {x, 7, T, N, B} olarak g6z Oniine alalim. Eger sel i¢in
< a(s),N(s) >=0

sart1 saglaniyorsa a’ya rektifiye egri adi verilir [17].

Tamim 2.1.13. M bir Hausdorffuzay olsun. Eger her p € M igin R™’deki bir agik kiimeye
homeomorfik olacak sekilde p noktasmin bir agik komsulugu U varsa M Hausdorff uzayina

bir topolojik manifold veya kisaca manifold denir [18].

Tanim 2.1.14. M bir k-manifold ve M de bir n-manifold olsun. VP € M noktasi i¢in M’

de bir U ve M’de bir U koordinat komsulugu mevcut ve

U ={m € U| %41 (m) = - = x,,(m) = 0}



seklinde yazilabiliyor ise M’ye M nin bir alt manifoldu denir [18].

Tamm 2.1.15. M bir n-topolojik manifold olsun. M iizerinde C* sinifindan bir
diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M’ye C* smifindan diferensiyellenebilir manifold
denir [18].

Tanim 2.1.16. M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold iizerindeki

diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi y (M) olsun. Bu durumda
g: x(M) X x(M) - C*(M)

ile taniml1 g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani VX,Y € y(M) igin
@ g&Y)=g(,X),
b gXX)=0veVXicing(X,X)=0=X=0

sartlar1 saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor ad1 verilir. Bu

durumda (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu denir [18].

Tamm 2.1.17. M bir differensiyellenebilir manifold olsun. M {izerinde bir vektor alani
diye
X:M = Upey Ty (P)

olarak tanimlanan birebir ve 6rten y fonksiyonuna denir [19].

Tamim 2.1.18. M bir n-boyutlu C* manifold olsun. M {izerinde bir konneksiyon,

infinitezimal(diferensiyel) konneksiyon veya kovaryant diferensiyel adlariyla anilan dyle bir
D:x(A) x x(A) » x(A),Ac M

operatoriidiir ki, M ’nin bir A bdlgesi lizerindeki her bir C*, X, Y € y(A) vektor alani ¢iftine,

yine A iizerinde DyY ile gosterilen ligiincii bir C* vektor alani karsilik getirir [17].



Tamm 2.1.19. M bir differensiyellenebilir manifold ve bir P € M noktasindaki tanjant

vektorlerin uzay1 Ty (P) olsun. Ty (P) vektdr uzayma M’nin P noktasindaki tanjant uzay1
denir [17].

Tamm 2.1.20. M ve M birer C* manifold ve f: M — M bir C* fonksiyon olsun. Eger
fnin f, jakobien matrisi Vp € M noktasinda regiiler ise f’ye M’den M igine bir

immersiyon(daldirma) denir [18].

Tamm 2.1.21. S c R3 olsun. Eger her p € S i¢in p’yi igeren bir W © R3 agik alt kiimesi
ve bir U c R? acik alt kiimesi SN W ile U homeomorfik olacak sekilde bulunabiliyor ise,

S’ye R3 uzayinda bir yiizeydir denir [19].

Tamm 2.1.22. E™, n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1)-boyutlu bir yiizey veya (n-1)-yiizey
diye E™’deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, dyle ki bu M ciimlesi
M={xeUcCE"|f:U—->R
x-f(x)=c
U bir agik alt ciimle}

Vflp =0, VP € M bi¢iminde tanimlanir. E?’de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir.
E3’te bir 2-yiizeye ekseriya sadece yiizey denir. E™’de bir (n-1)-yiizey , n > 3 olmasi
halinde bir hiperyiizey olarak adlandirilir [19].

Tanim 2.1.23. E™’in bir hiper yiizeyi M ve M’nin birim normal vektor alan1 N verilsin.
E™de Riemann konneksiyonu D olmak iizere VX € y(M) igin S(X) = DyN seklinde

taniml1 S dontisiimiine M iizerinde sekil operatorii denir [17].

Tanim 2.1.24. E™’de bir hiper ylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak iizere



H:M —>R
P - H(P) = iz(S(P))

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona M ’nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine de

M’nin P noktasindaki ortalama egriligi denir [17].

Tamm 2.1.25. M bir n-boyutlu (> 4) Riemann (yar1 Riemann) manifoldu ve g de
M’nin metrigi olsun.

Ry (M) x x(M) x x(M) = C*(M, IR)
X,Y,Z,W) > R(X,Y,Z,W) =<X,R(Z, W)Y > VX,Y,Z,W € y(M)
=g(X,R(Z,W)Y)

olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore, (R € T4°()((M))), M {izerinde

Riemann-Christoffel egrilik tensorii denir [18].

Tamm 2.1.26. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M tstiindeki diizgiin vektor

alanlarinmn uzay1 y (M) olsun.
D: x(M) x x(M) - x(M)
(X,Y) > DyY
operatori, Vf € J(M) ve X,Y,Z € y(M) igin,
D1) Dy(Y + Z) = DyY + DyZ,
D2) Dixsy)Z = DyZ + Dy Z,
D3) DyxY = fDyY,
D4) Dx(fY) = fDxY + X[f]Y,

onermelerini sagliyor ise D’ye M iizerinde bir lineer konneksiyon (afin konneksiyon) denir

ve Dy ise X vektor alani yoniinde kovaryant tiirev olarak adlandirilir. Ayrica

D5) DyY — DyX = [X,Y] (sifir torsiyon &zeligi),



D6) X[<Y,Z > =<DyY,Z>+<Y,DyZ > (konneksiyonun metrikle

bagdagmas1 6zelligi)

onermeleri de saglanmyor ise D, M’nin Riemann konneksiyonu ya da Levi-Civita

konneksiyonu olarak adlandirilir ve D yerine genellikle V sembolii kullanilir [20].

Tanim 2.1.27. Bir M Riemann manifoldu tizerindeki non-trivial vektor alani1 Z olsun.
M’ye teget olan herhangi bir X vektorii icin
sz = X

esitligini saglayan Z vektor alanina es zamanli vektor alani1 denir, burada V ifadesi M’nin

Levi-Civita konneksiyonunu géstermektedir [18].

Tanim 2.1.28. M, M’nin bir yar1 Riemann altmanifoldu olsun. V ve V sirasiyla M ve M

iizerindeki Levi Civita konneksiyonlar1 olmak iizere VX,Y € y(M) i¢in
VXY = VXy + h(X, Y)

esitligine M’nin Gauss denklemi denir [19].

Tanmim 2.1.29. E™’de M bir (n — 1) altmanifold ve bir P noktasinda M ’nin tanjant uzay1
Ty (P) olsun. M {izerinde Weingarten doniisiimii S: Ty, (P) — Ty (P) idi. S ile tanimlanan II.

Temel form M {izerinde ikinci dereceden bir kovaryant tensor olarak VXp, Yp € (P) i¢in
II(XP, YP) =< S(XP, YP) >

seklinde tanimlanir [19].

Tanim 2.1.30. Sabit bir noktadan(kiirenin merkezi), sabit bir uzakilikta(kiirenin yarigcap1)
bulunan R*® uzaymin noktalarinin kiimesi kiire olarak adlandirilir. Merkezi orijin ve yarigap1

1 birim olan kiireye birim kiire denir ve denklemi

S?2={(x,y,z) ER3}|x?2+y2+22 =1}



seklinde verilir [19].

Tamm 2.1.31. E™, n-boyutlu Oklid uzaymda

SP = {x = (Xq, ., X)) f(X) = X0, x7 = 2, [Vf| # 0, 7 € IR, r sabit}

nokta ctimlesine bir (n-1)-boyutlu hiperkiire veya kisaca(n-1)-kiire denir [19].
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3. REKTIiFiYE ALTMANIFOLDLAR

3.1. Rektifiye Altmanifoldlarin Temel Ozellikleri

Bu boliimde [21]’de ele alinan bazi kavramlar1 agiklayacagiz.

E™, m-boyutlu Oklid uzayinda x:I — E™ izometrik immesiyonu ile tanimlanan M
Riemann manifoldunu g6z 6niine alalim. Her p € M noktas1 igin , T, M ile tanjant uzay: ve

T;-M ile de normal uzay gésterilsin. Burada dogal bir ortogonal esitlik vardir: yani,
T,E™ =T,M @ T+ M (3.1.1)
yazilir. V ve V sirastyla M ve E™’de Levi-Civita konneksiyonunu gostersin.
X vektor alan1 igin Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,
VxY = VxY + h(X,Y), (3.1.2)
V€ = —AgX + Dy& (3.1.3)

seklinde olup, burada M ’nin tegeti Y ve normali &’dir, ayrica h ikinci temel form, D normal

konneksiyon ve A da M’nin sekil operatoriidiir.
E™’de M’nin birinci normal uzayi, verilen bir p € M noktasinda
Imh, = Span{h(X,Y):X,Y € T,M} (3.1.4)
alt uzay: tarafindan tanimlanan ifadedir. p’deki her bir & normal vektérii i¢in A; sekil
operatdrii T, M’nin self-adjoint endomorfizmasidr. Ikinci temel form h ve sekil operatdrii A
ile ilgili verilen
<AXY>=<hXY)¢ > (3.1.5)
denkleminde <,> ifadesi Oklid uzayinda M iizerindeki i¢ ¢arpimi temsil eder.
E™’de M’nin Gauss denklemi
RX,Y;Z,W) =< 6c(X,W),0(Y,Z) > < 0(X,Z),6(Y,W) > (3.1.6)

tarafindan verilir. Burada X,Y,Z, W M’nin tegetlerini ve R de M’nin egrilik tensorlerini

gdsterir. h’nin kovaryant tiirevi Vh, TM @ T*M ifadesine bagl olarak

11



(Vxh)(Y,Z) = Dx(h(Y,Z)) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (3.1.7)
seklinde elde edilir. Codazzi esitligi ise
(Vxh)(Y,2) = (Vyh)(X, 2) (3.1.8)

seklindedir. Baz1 A ve u fonksiyonlari igin x: I —» E3 rektifiye egrisinin tammindan dolay1

x’in x konum vektor alani

X(s) = A(s)t(s) + u(s)b(s) (3.1.9)

seklinde yazilir. k(sy) # 0 , sy € I igin x:1 - E3 egrisinin s,’daki birinci normal uzay1
N( sp) asli normal vektorii tarafindan karsilanir. Dolayisiyla s,’daki birinci normal uzaya
dik olan diizlemden bagka bir sey degildir. Bu nedenle E™’deki M manifoldunun bir p € M
noktasi i¢in T, E™ nin alt uzaymni, Imao,, birinci normal uzayina ortogonal olan M’nin p’deki

rektifiye uzayina koyariz.

E™de orijinden gegen ¢izgi ailesi tarafindan olusturulan altmanifold, tepe noktasi
orijinde olan bir koni belirtir. E™’de bir altmanifoldun tepe noktast ile koninin agik bir kismi1
orijinde ise bu altmanifold, konik altmanifold olarak adlandirilir. M bir Oklid altmanifold

olsun. M’nin her noktasinda X konum vekt6r alaninin dogal ortogonal ayrigsmasi vardir; yani
x=xT +xV (3.1.10)

yazabiliriz. Burada x T ve x V¥ sirasiyla X’in teget ve normal bilesenlerini, |x 7| ve [x V| ise

sirastyla x T ve x N nin uzunlugunu gosterir.

Lemma 3.1.1. x: M —» E™ bir Riemann n-manifoldunun m-boyutlu Oklid uzay1 E™’e
izometrik immersiyonu olsun. x = xT olmas: i¢in gerek ve yeter sart M’nin, tepe noktasi

orijinde olan konik bir altmanifold olmasidir.

Ispat. x: M > E™ m-boyutlu Oklid uzayinda Riemann n-manifolduna bir izometrik

immersiyon olsun. . x =x T alalim. e; = x/| x|, M’ ye teget olan birim vektdr alamdir.
X =pe, yazarsak V, e,, e,’e dik olur ve buradan V, e; = 0 i¢in

Welx ey, 'VVelx = (e;ple; + ,oAV'ele1 (3.1.11)
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bulunur. Bu nedenle e;’in integral egrileri E™’deki iirete¢ dogrularinin bazi agik
kisimlaridir. Dahas1 x = X T oldugundan e, ’in integral egrileri tarafindan belirtilen iireteg
dogrular1 orijinden geger. Sonug¢ olarak M, tepe noktasi orijinde olan konik bir

altmanifolddur. Tersi de asikardir.

Lemma 3.1.2. x:M —» E™ bir Riemann n-manifoldundan m —boyutlu Oklid uzay1
E™e bir izometrik immersiyon olsun. x = x ¥ olmasi igin gerek ve yeter sart M’nin orijin

merkezli bir hiperkiirede bulunmasidir.

Ispat. x: M > E™ m —boyutlu Oklid uzaymnda Riemann n-manifolduna bir izometrik

immersiyon olsun. x = x ¥ alirsak her Z € TM i¢in
Z<xX,Xx>=2<Vx,x>=2<Z,xN>=0

elde ederiz. Boylece M, orijin merkezli bir hiper kiirenin i¢inde yer alir. Tersi de asikardir.

Lemma 3.1.1. ve Lemma 3.1.2."ye gore asagidaki ifadeleri verebiliriz.

Tamim 3.1.1. M’nin her noktasinda X konum vektor alani x # x T ve x # x " ifadelerini

sagliyorsa M, E™’de bir rektifiye altmanifolddur denir.
Lemma 3.1.3. dim M = n i¢in M, E™’de bir rektifiye altmanifold olsun. Her bir p e M
icin
m > n + dim (Imhp) (3.1.12)

dir.

Ispat. M, E™de bir rektifiye altmanifold olsun. Eger m = n + dim (Imh,) ise x=xT
olur ve bu bir ¢eliskidir.
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4. REKTIiFIYE ALTMANIFOLDLARIN SINIFLANDIRILMASI

4.1. Rektifiye Altmanifoldlarin Bir Karakterizasyonu ve Ozel Bir Siiflandirmasi
Bu boliimde rektifiye altmanifoldlar ele alinarak bunlarla ilgili baz1 karakterizasyon ve
siniflandirilmalar verilmistir [21].

[Ik olarak rektifiye altmanifoldlar i¢in asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.1. E™de bir M altmanifoldunun x konum vektor alan1 x V¥ # 0 ifadesini
sagliyorsa, M’nin uygun bir rektifiye altmanifold olmas igin gerek ve yeter sart, x 7 ’nin M

iizerinde es zamanli vektor alan1 olmasidir.

Ispat. x: M > E™ bir Riemann n-manifoldunun m boyutlu Oklid uzay1 E™’e bir

izometrik immersiyonu olsun. E™’de M’nin X konum vektor alani igin

x=xT +xV (4.1.1)
ortogonal ayrismasimi diisiinelim. (4.1.1) denklemi ile birlikte

ViY = VyY + h(X,Y)

Vx€ = —AgX + Dy&
seklindeki Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilarak her ZeTM igin

7 =V;x =Vx" + h(Z,xT) — ANZ + DyxN (4.1.2)
elde ederiz. (4.1.2)’deki teget bilesenlerini karsilastirdiktan sonra

ANZ =VxT -7 (4.1.3)
elde ederiz.

M’nin uygun bir rektifiye altmanifold oldugunu varsayalim. xT # 0 ve xN # 0 oldugunu

biliyoruz. Ayrica Tanim 2.1.2.’den X, Ye TM i¢in
<x,h(X,Y)>=0 (4.1.4)
dir. Boylece A,y = 0 elde ederiz. Dolayisiyla (4.1.3)’ten

VT = (4.1.5)
14



elde ederiz ve bu da x™’nin M iizerinde es zamanl vektdr alani oldugunu gosterir. Tersine,
eger X', M iizerinde bir es zamanl vektdr alani ise 0 zaman Tamm 2.1.26. ve (4.1.3)’ten
AN = 0 bulunur. Dolayisiyla (4.1.4) ifadesini elde ederiz. Sonug olarak varsayimla M’nin,
xN # 0’a bagl olarak uygun bir rektifiye altmanifold oldugu gériiliir. Ardindan rektifiye

altmanifoldlar i¢in asagidaki smiflandirmay1 verebiliriz.

Teorem 4.1.2. M, E™’de uygun bir rektifiye altmanifold olsun. M {izerinde bazi uygun
{s,uy, ... ,u,} koordinat sistemlerine gére M’nin x immersiyonu
X(s, Uy, oo, Uy) = VS2 4+ c2Y (S, Uy, .. ,Uy), <Y, Y >=1,c>0 (4.1.6)

seklindedir, 6yle ki Y tarafindan tanimlanan kiiresel altmanifoldun metrik tensorii gy’yi

saglayacak sekilde

52
s2+c2

2
v = e 057 + Gz L= 9 (Uzs o s ) Ay (4.1.7)

olarak yazilir. Tersine (4.1.6) ve (4.1.7) ile verilen immersiyon uygun bir rektifiye

altmanifold tanimlar.

Ispat. m-boyutlu Oklid uzay1 E™’de bir Riemann altmanifoldu olan M i¢in, x: M - E™
bir izometrik immersiyon olsun. M’nin uygun bir rektifiye altmanifold oldugunu varsayalim.
Sonra (4.1.2)’yi ele alalim.(4.1.2)’nin normal bilesenlerini karsilastirdiktan sonra, ZeTM
icin

D,xN = —h(Z,x") (4.1.8)
elde ederiz. (4.1.4) ve (4.1.8)’den < x, DzxN >= 0°dir. Dolayisiyla

Z<xNxN>=0
ifadesi xN’nin ¢ gibi bir pozitif uzunluga sahip oldugunu gosterir. (4.1.4)’den

<ANX Y >=<xN h(X,Y) >=< x,h(X,Y) >=0 (4.1.9)

elde edilir. A,n = 0 oldugunu biliyoruz. p =|x"| ve e, = X" /p alalm. e;’i ey, ..., e,

yerel ortonormal catis1 olarak alabiliriz.

Vxei = X, 0 (Xej, i =1,...,n (4.1.10)
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yazariz. j,k = 2, ...,n i¢in
O=er <X, >=§+< X,V 6 > +< x,h(e]-, ek) > (4.1.11)
elde ederiz. h(ej, ex) = h(ey, €;) oldugundan (4.1.11) denklemi
w] (ey) = wi(e]-), j,k=2,..,n
esitligini verir.
Frobenius teoreminden dolay1 D dagilimi e,, ..., e, tarafindan kapsanan integrallenebilir
bir dagilimdir. Ayrica D+ =Span{e,} dagilimi da bir ranki oldugu igin integrallenebilirdir.

Bu nedenle M iizerinde {s, u,, ...,u,} yerel koordinat sistemleri vardir 6yle ki, e, =0 / ds

ve d/0uy,...,d/0u, ifadeleri D dagilimini kapsar. ¢ =|x”| olmak iizere

xT = e, (4.1.12)
yazalm. j = 1,..,n igin ¢ =< X,e; >’ in ¢’ ye gore tlirevini alarak

ejp = 8;;+< x,h(ey, e) > (4.1.13)
buluruz. (4.1.4) ve (4.1.13) birlikte

ej@ =06;5,j=1,..,n (4.1.14)

esitligini verir. Dolayisiyla ¢ = @(s) ve ¢’(s) = 1 elde ederiz ve bu da baz1 b sabitleri i¢in
¢@(s) = s+ b olmasi anlamma gelir. Boylece s lizerinde uygun bir doniisiim uygulanirsa

¢ = s bulunur. Sonug olarak, konum vektor alani

X = se; + xN (4.1.15)
esitligini saglar. (4.1.15) ve |x"| = c ifadelerini birlestirirsek

<x,x>=s%+c? (4.1.16)
buluruz, burada c sabit bir sayidir. Dolayisiyla

x(s, Uy, ..., uy) = V2 + c2Y (s, uy, ..., u,) (4.1.17)
yazarsak , bazi E™-degerli Y = Y (s, uy, ..., u,) fonksiyonlari

<Y,Y >=1 esitligini saglar. (4.1.17) ve e; = 0 / d¢’in D dagilimina ortogonal olmasi

halini kullanirsak
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2
(s2+c2)2’

<Y,, Y, >= <Y, Y, >=0,j=2,..,n (4.1.18)

elde ederiz. Bu nedenle Y tarafindan tanimlanan kiiresel altmanifoldun metrik tensori

c2
9y = (s2+c?)2

dSz + Z?j:z gl] (S, up, ..., un)duidu]- (4119)

seklinde ifade edilir. Diger taraftan Teorem 4.1.1.’den xT = se;’in bir es zamanl vektor

alani oldugu anlasilmaktadir. Boylece (4.1.5)’ten
e; = Vo X" =V, se; =e; +5V, e (4.1.20)

buluruz. Dolayisiyla V. e; =0 elde ederiz ve bu da e;’in integral egrilerinin M’de
geodezik oldugunu gosterir. Bu nedenle e; tarafindan kapsanan D! dagilimi tamamen
geodezik bir liflenmedir. (4.1.5)’ten

e = VX" =sVee, i=2,..,n (4.1.21)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda

W) =2, ij=2,..,n (4.1.22)

olur, burada i=7j veya i+ jolmasinabagliolarak &;; = 1 veya &;; = 0°dur. (4.1.22)’den,
D’nin, lifleri M’de tamamen unbilikal olan integrallenebilir bir dagilim oldugu sonucuna
vardik. Ayrica D’nin liflerinin ortalama egriligi s~ ile verilir. D’nin liflerinin M’de
hiperyilizey olmasi, D,’nin liflerinin ortalama egrilik vektor alanlarinin  M’nin normal
demetine paralel oldugu anlamma gelir. Bu nedenle D kiiresel bir liflenmedir. Dolayisiyla
[27]’in bir sonucu olarak, M’nin yerel olarak ¢arpik I X F {irlinii oldugu anlasilir. Burada F

bir Riemann (n — 1)-manifolddur. Dolayisiyla M’nin g metrik tensorii
g =ds? +s?gg (4.1.23)
seklinde yazilir. Burada gg , F'nin metrik tensoriidiir.

Simdi (4.1.6), (4.1.19) ve (4.1.23)’i kullanarak, metrik tensoriin (4.1.7)’deki gibi ifade

edilebilecegi sonucuna varabiliriz. Tersine

X(s, Uy, ..., uy) = Vs2 4+ c?Y(s,uy, ...,uy), <Y, Y >=1,c¢ >0 (4.1.24)

tarafindan tanimlanan E™ tizerindeki M altmanifoldunu, gy metrik tensorii
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52

s2+c2

gy = mdsz + 2ij=29ij Uz, ..., un)du;du, (4.1.25)

ifadesini saglayacak sekilde géz 6niinde bulunduralim. Daha sonra (4.1.24)’ten

ox _ _sY | [ 2
7 = Tz T VSTt (4.1.26)
%=V52+c2Yuj j=2,..,n

]

bulunur. Burada Y5 = dY /ds ve Y, = dY /duy’ dir. (4.1.24) , (4.1.25) ve (4.1.26)’dan

M’nin gy metrik tensori
gm = ds? + s> 3, gi Uy, ., Uy)du;du; (4.1.27)
seklinde verilir. Simdi kolay bir hesaplama ile (4.1.27)’den

[7]
Vaa—
&S

=0V, =12 =2 ..n (4.1.28)

a
T ds S du;
Yj

buluruz. <Y,Y >=1 oldugundan , (4.1.24) ve (4.1.26)

< XXy, >=0, j=2,..,n (4.1.29)

oldugunu gésterir. Dolayisiyla xT = sai elde ederiz. Simdi xT’nin M iizerinde bir es

zamanl vektor alani oldugunu dogrulamak kolaydir. Ayrica

c2
xN = ———Y — s4/s2 + c2Y,

Vs? + c?
ile verilen x’in normal bileseninin M’nin her yerinde daima sifirdan farkli oldugu dogrudan

gosterilebilir. Sonug olarak, Teorem 4.1.1.°e gére M uygun bir rektifiye altmanifolddur.

Uyan 4.1.1. Teorem 4.1.2. , [1]’deki Teorem 3’iin genel halidir.
Uyan4.1.2.s = tan‘l(z) yazilirsa (4.1.7)’den
gy = dt® +sin®t ¥ _, g (Uy, ..., Uy)duduy (4.1.30)
elde edilir. n = 2 igin, (4.1.30)’dan gy = dt? + (sin®t)du? buluruz ki bu da S?(1)

tizerinde (t, u) kiiresel koordinat sisteminin metrik tensoriidiir. Bu nedenle n = 2 igin
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Y=Y(tu), S}(1)in agik kisimlarindan S™~ (1) c E™  igine bir izometrik
immersiyondan baska bir sey degildir. Dolayisiyla E™’de metrik tensorii (4.1.7) ile verilen

bir ¢ok kiiresel altmanifold vardir. Sonug¢ olarak, Teorem 4.1.2.’ye gore E™’de bir ¢ok

rektifiye altmanifold vardir.
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5. REKTIiFIiYE ALTMANIFOLDLARIN OZELLIKLERI

5.1. Rektifiye Altmanifoldlarin Temel Ozellikleri

Bu son boliimde, uygun rektifiye altmanifoldlarin bazi temel 6zelliklerini ele alalim [21].

Teorem 5.1.1. M, E™’de uygun bir rektifiye altmanifold olsun.
(@  Bazi b sabitleri igin |x T|= s + b yazilabilir.

(b)  Bazic, Ve ¢, sabitlerii¢in | X |? = s% + ¢;5 + ¢, yazilabilir.

()  xN sabit uzunluktadir.

(d A =0drm.

(e) Herhangi bir YETM icin, R egrilik tensorii R = (xT,Y) = 0 esitligini saglar.

)] M’nin seksiyonel egriligi K, xT’ye dik olan herhangi bir Z birim vektorii i¢in

K(xT,Z) = 0 esitligini saglar.

Ispat. (a), (b), (c) ve (d) ifadeleri Teorem 4.1.2.’nin ispatinda gosterilmistir. Ayrica (f)
ifadesi (e) ifadesinden elde edilir. Simdi (e) ifadesinin gegerli oldugunu goéstermeye

caligalim. (3.1.6) ve (4.1.8)’i uygulayarak
R(xT,Y,Z; W) =< h(xT,W),h(Y,Z) > —< h(xT,Z),h(Y,W) >
=<D,xN, h(Y,W) > —< DyxN,h(Y,Z) > (5.1.1)
=-<xN, D;h(Y,W) > +< xN, Dyh(Y,Z) >

buluruz. Bu nedenle (4.1.4)t ve Codazzi’nin (3.1.8) denklemini kullanarak (5.1.1)’den (e)

ifadesini veren
RT,Y,Z; W) =< xN, (Vyh)(Y,Z) > —< xN, (V;h)(Y,W) >= 0 (5.1.2)

esitligini buluruz.
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Uyan 5.1.1. Teorem 5.1.1.’in (a), (b) ve (c) ifadeleri, [1]’deki Teorem 1°de elde edilen

ilgili sonuclar agiklar.

Uyan 5.1.2. Bir pseudo-Oklid uzayinda rektifiye altmanifoldlarm Tanim 2.1.14. gibi bir

tanim yapilabilir.
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6. SONUC

Bu ¢alismada ilk olarak Oklid uzayinda temel kavramlar verilmis ve ardindan rektifiye
altmanifoldlar incelenmeye baglanmistir. Rektifiye altmanifold kavramina bir giris
yapildiktan sonra temel Ozelliklerine deginilmis ve rektifiye altmanifoldlarin bir
karakterizasyonu verilerek smiflandirma yapilmistir. Bu ¢alisma, arastirmalara rektifiye
altmanifoldlarin nasil karakterize edilecegi konusunda bir fikir vercektir. Ayrica Oklid uzay1
disinda, farkli uzaylarda tanimlanabilecek manifoldlar ve rektifiye altmanifoldlar {izerinde

de benzer ¢alismalar yapilabilecegi diisiiniilmektedir.

22



[1]

[2]
3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

KAYNAKLAR

Chen, B.-Y., 2003. When does the position vector of a space curve always lie in its
rectifying plane?. Amer. Math. Monthly 110, no. 2, 147-152.

Chen, B.-Y., 2001. Constant-ratio hypersurfaces. Soochow J. Math. 21, 353-361.

Chen, B.-Y., 2002. Geometry of position functions of Riemannian submanifolds in

pseudo-Euclidean space. J. Geom. 74, 61-77.

Chen, B.-Y., 2002. Convolution of Riemannian manifolds and its applications. Bull.
Austral. Math. Soc. 66, no. 2, 177-191.

Chen, B.-Y., 2003. More on convolution of Riemannian manifolds. Beitrdige Algebra
Geom. 44, 9-24.

Chen, B.-Y., 2003. Constant-ratio space-like submanifolds in pseudo-Euclidean
space. Houston J. Math. 29, no. 2, 281-294

Chen, B.-Y. and Dillen, F., 2005. Rectifying curves as centrodes and extremal
curves. Bull. Inst. Math. Acad. Sinica 33, no. 2, 77-90.

Islarslan, K., Nesovic, E. and Petrovic-Torgasev, M., 2003. Some
characterizations of rectifying curves in the Minkowski 3-space. Novi Sad J. Math.
33, no. 2, 23-32.

Ilarslan, K. and Nesovic, E., 2007. On rectifying curves as centrodes and extremal
curves in the Minkowski 3-space. Novi Sad J. Math. 37, no. 1, 53-64.

Ilarslan, K. and Nesovic, E., 2008. Some characterizations of rectifying curves in
the Euclidean space E*. Turkish J. Math. 32, no. 1, 21-30.

Ilarslan, K. and Nesovic, E., 2014. Some relations between normal and rectifying

curves in Minkowski space-time. Int. Electron. J. Geom. 7, no. 1, 26-35.

Lucas, P. and Ortega-Yagues, J. A., 2015. Rectifying curves in the three-
dimensional sphere. J. Math. Anal. Appl. 421, no. 2, 1855-1868.

Ozbey and Oral, M., 2009. A study on rectifying curves in the dual Lorentzian
space. Bull. Korean Math. Soc. 46, no. 5, 967-978.

23



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

Yilmaz, B., Gok, 1. and Yayli, Y., 2016. Extended rectifying curves in Minkowski
3-space. Adv. Appl. Clifford Algebr. 26, no. 2, 861-872.

Yiicesan, A., Ayyildiz, N. and Coken, A. C., 2007. On rectifying dual space curves.
Rev. Mat. Complut. 20, no. 2, 497-506.

Hacisalihoglu, H.H., 1982. Diferensiyel Geometri, Ankara Universitesi Fen
Fakiiltesi.

Hacisalihoglu, H.H., 1994. Diferensiyel Geometri, Ankara Universitesi Fen
Fakiiltesi.

Sahin, B., 2012. Manifoldlarin Diferensiyel Geometrisi, Nobel Akademik Yayincilik
Egitim Danismanlik Tic. Ltd. Sti., Ankara.

Kaya, Y., Kiiciik, A., Melekoglu, A., 2015. Diferensiyel Geometriye Girig, Dora

Yaymcilik, Bursa.

O'Neill, B., 1983. Semi Riemannian Geometry with Application to Relativity.

Academic-Press, New York.

Chen, B.-Y ., 2016. Differential Geometry of Rectifying Submanifolds, International

electronic journal of geometry 9(2), 1-8.

Cambie, S., Goemans, W. and Van den Bussche, 1., 2016. Rectifying curves in the
n-dimensional Euclidean space. Turkish J. Math. 40, no.1, 210-223.

Chen, B.-Y., 1973. Geometry of Submanifolds. Marcel Dekker, New York.

Chen, B.-Y., 2011. Pseudo-Riemannian geometry, d-invariants and applications.
World Scientific.

Chen, B.-Y., 2017. Topics in differential geometry associated with position vector
fields on Euclidean submanifolds. Arab J. Math. Sci. 23, no. 1.

Giingor, M. A. and Tosun, M., 2011. Some characterizations of quaternionic
rectifying curves. Differ. Geom. Dyn. Syst. 13, 89-100.

Hiepko, S., 1979. Eine innere Kennzeichnung der verzerrten Produkte. Math. Ann.
241, no. 3, 209-215.

24



OZGECMIS

1989 yilinda Tunceli’nin Ovacik ilcesinde dogmusum. ilk, orta ve lise dgrenimimi
Elaz1g’da tamamladim. 2008 yilinda Firat Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik B liimiinii
kazandim ve 2012 yilinda bu bdliimden mezun oldum. 2016 yilinda Firat Universitesi Fen

Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda yiiksek lisansa basladim.

Yunus ISCAN

25



