T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ORLICZ FONKSIYONLAR DIZISI YARDIMIYLA TANIMLANMIS
GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI

Firdevs OZARSLAN

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dal
Damisman: Prof. Dr. Cigdem BEKTAS
HAZIRAN-2019



T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ORLICZ FONKSIYONLAR DiZiSi YARDIMIYLA TANIMLANMIS
GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI

Yiiksek Lisans Tezi
Firdevs OZARSLAN
(111121107)

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 17.05.2019
Tezin Savunuldugu Tarih : 13.06.2019

Tez Danmismam : Prof. Dr. Cigdem BEKTAS (F.U)
Diger Jiiri Uyeleri : Prof. Dr. Rifat COLAK (F.U)
Dr. Ogr. Uyesi Funda TURK (B.U)

HAZIRAN-2019



ONSOZ

Bu ¢alismamin hazirlanmast siirecinde bana yardimci olan, bilgi ve tecriibelerinden her za-
man yararlandigim saygideger hocam Prof. Dr. Cigdem BEKTAS a iizerimdeki emeklerinden
dolay tesekkiir eder, saygilarimi sunarim. Yaninda calismaktan dolayr onur duydugumu be-
lirtmek ister, tecriibelerinden yararlanirken gostermis oldugu sabir ve hosgoriiden dolayi ise
ozellikle tesekkiir ederim.

Bu zorlu siirecte beni yalmiz birakmayan ve desteklerini bir an olsun esirgemeyen esime,

aileme ve tiim dostlarima tesekkiir eder, saygilarimi sunarim.

Firdevs OZARSLAN
ELAZIG-2019

II



ICINDEKILER

Sayfa No
ONSO Z . ... IT
ICINDEKILER . ... 11
Oz . VI
SUMMARY ... \Y%
SEMBOLLER LISTESI . ...... ... ... i, VI
L GIRIS ..o 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER . .......... ... oo .. 2
3.ORLICZ VEFARKDIZIUZAYLARI . ......... ... ... 7
4. ORLICZ FONKSIYONLAR DiZiSi YARDIMIYLA TANIMLI
GENELLESTIRILMIS FARK DIZI UZAYLARI . .................................. 11
SONUG . . .o 16
KAYNAKLAR . ... e 17
OZGECMIS ..o 19

I



OZET

Orlicz Fonksiyonlar Dizisi Yardimiyla Tanimlanmis Genellestirilmis Fark Dizi Uzaylar

Dort boliimden olugsan bu ¢alismada bir Orlicz fonksiyonlar dizisi ve fark dizisi kullanilarak
genellestirilmis fark dizi uzaylar1 tanimlanmig ve kapsama bagintilari incelenmistir.

Birinci boliimde fark dizi uzaylarinin ortaya cikisi, gelisimi ve tarihgesi hakkinda genel
bilgi verilmisgtir.

Ikinci boliimde konu ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde Orlicz fonksiyonu ve fark dizi uzaylarinin tanimlari ve bazi kapsama

bagintilar1 verilmistir.
Dordiincii boliimde ise bir Orlicz fonksiyonlar dizisi ile tanimli genellestirilmis fark dizi

uzaylar1 tanimlanmig ve kapsama bagintilar1 detayli bir sekilde incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Orlicz fonksiyonu, Fark dizi uzaylari, Genellestirilmis fark dizi uzaylari

v



SUMMARY

Generalized Difference Sequence Spaces Defined by the Help of a Sequence of Orlicz

Functions

In this study, which consists of four sections, generalized difference sequence spaces have
been defined using an Orlicz functions sequence and difference sequence and inclusion rela-
tions are analyzed.

In the first chapter, general information about the emergence, development and history of
difference sequence spaces are given.

In the second chapter, fundamental definitions and theorems related to the subject are given.

In the third chapter, definitions of Orlicz function and difference sequence spaces and some
inclusion relations are given.

In the fourth chapter, generalized difference sequence spaces defined by the help of an

Orlicz functions sequences are defined and inclusion relations are investigated in detail.

Key Words :  Orlicz function, Difference sequence spaces, Generalized difference sequence

spaces.



SEMBOLLER LISTESI

Bu tezde kullanilan bazi simgeler, asagida aciklamalari ile birlikte verilmistir.

s . Biitiin diziler uzay1

c : Yakinsak diziler uzayi

o : Sifira yakinsak diziler uzay1

loo : Sirl diziler uzay1

¢ :  Hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1

[c] : Kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1

[¢o] : Sifira kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1
[¢,p] : Kuvvetli hemen hemen toplanabilen diziler uzay1
[¢0,p] : Sifira kuvvetli hemen hemen toplanabilen diziler uzay1
A :  Fark operatorii

I : Orlicz dizi sinifi

Iy : Orlicz dizi uzay1

VI



1 GIRIS

Fark dizi uzaylar1 tanimi ilk olarak 1981 yilinda Kizmaz [1] tarafindan tanimlandi. Kizmaz
y = (yx) dizisini A operatoriiyle yeniden yapilandirarak Ay = yi — yr+1 fark dizisini elde etmis
ve

X(A)={y=0n:Aye X} (1.1)

seklinde fark dizi uzaylarimi tanimlamistir. Burada X = [, ¢ ve ¢ dir.

Et [2] 1993 yilinda Kizmaz’1n bu fikrini bir adim daha ileri tagiyarak (Azyk) dizisi yardimiyla
A*X fark dizi uzayin tanimlamustir.

Colak ve Et 1995 ve 1997 yilinda [3, 4] A™ genellestirilmis fark operatorii yardimiyla Kiz-
maz’1n [1] tanimlamis oldugu fark dizi uzayini genellestirmislerdir.

Bir Orlicz fonksiyonu, M (0) =0 ve x — oo ise M (x) — oo olacak sekilde siirekli, pozitif
tanimli, azalmayan, konveks M : [0, c0) — [0, 0o) seklinde taniml1 bir fonksiyondur. Ayrica

X

M(x):fp(t)dt (1.2)

0
gosterimine sahiptir, burada p(7) azalmayan sagdan siirekli bir fonksiyondur.

1971 yilinda Lindenstrauss ve Tzafriri [S] Orlicz dizi uzayin1 tanimladilar.

1994 yilinda Parashar ve Choudhary [6] Orlicz fonksiyonlarini kullanarak /s (s) dizi uza-
yini s = (s,,) dizisi sinirlt bir dizi olacak sekilde tanimladilar.

2001 yilinda Mursaleen [7] M = (M,,,) Orlicz fonksiyonlari dizisi yardimiyla s = (s,,) poz-
itif reel sayilarin herhangi bir dizisi olmak iizere [, (M, A) ve co (M, A) fark dizi uzaylarin
tanimladi.

2003 yilinda Giingor ve Et [8], 2004 yilinda Bektas [9, 10] M Orlicz fonksiyonunu kulla-

narak bazi genellestirilmis fark dizi uzaylarimi tanimladilar.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. [11] X bostan farkli bir kiime, ¥ kompleks ya da reel sayilarin bir cismi olmak

lizere

+  XxX-X

FxX—oX (2.1)

islemleri ¥ x,y,z€ X ve ¥ a, B €T icin

i) x+yeX,

i) x+y=y+ux,

iii) (x+y)+z=x+y+2),

iv) x+6=x,

v) x+(—x) =20,

vi) ax € X,

vii) (af)x = a(Bx),
viii) (@+B)x =ax+Bx, a(x+y)=x+y,

ix) 1-x=x,

ozellikleri saglanmirsa X kiimesine & skaler cismi iizerinde bir vektor uzayi denir.

Tanim 2.2. [11] X bir vektor uzayt ve Y C X olsun. X deki iglemlere gore Y alt kiimesi de bir

vektor uzayt ise Y kiimesi bir alt vektor uzayt olarak adlandirilir.



Lemma 2.3. [11] Bir Y C X alt kiimesinin bir alt uzay olabilmesi icin gerek ve yeter kosullar

asagidaki gibidir;
i) Vx,yeYicinx+yeY

ii) VaeF veVxeYicinaxey.

Tamim 2.4. [12] X # @ bir kiime olmak iizere ¥V x, y, z € X icin
i) d(x,y) >0,
ii) d(x,y) =0 x=y,
iii) d(x,y)=d(y,x),
iv) d(x,2) <d(x,y)+d(y,z)

ozeliklerini saglayan d : X X X — R fonksiyonuna X iizerinde bir metrik, (X,d) ye de metrik

uzay adi verilir.

Tamm 2.5. X # @ olmak iizere f : N — X fonksiyonuna X kiimesi tizerinde bir dizi denir ve

(f (n)) seklinde gosterilir.

Tanim 2.6. [12] X, ¥ (R veya C) cismi iizerinde bir vektor uzayi olmak iizere ¥V x,y € X icin
i) (0) =0,
i) g(=x)=g(x),
iii) g(x+y) <g(x)+g (),
iv) A, = Ao, Xy = X9 = ApXy — AdoXo, (Xn, X0 € X;An, 0 €F)

ise g : X — R fonksiyonuna paranorm, (X, g) ye de paranormlu uzay denir.



Tamm 2.7. [11, 12] X, ¥ (R veya C) cismi iizerinde bir vektor uzayt olmak iizere Y a € F ve
Vx,yeXigin

i) flxdl > 0,
ii) lall =0 & x =4,
iii) lload] = la]. Il
iv) keIl < [lxll + Iyl

ise ||.|| : X — R fonksiyonuna norm, (X,||.||) ikilisine de normlu uzay denir.

Tamm 2.8. [13] Bir (X,d) metrik uzayinda bir (y,,) dizisini ele alalim. Eger
lim d(y;,,y) =0 (2.2)
m—o0

olacak bicimde bir y € X noktast varsa (y,,) dizisine yakinsaktir denir.

Tamim 2.9. [11] Bir (X,d) metrik uzayinda bir (y,,) dizisine, ¥ € > 0 icin m, n > N iken
d(le’ yl’l)<8’ m, nZN (2‘3)

olacak bicimde bir N € N varsa bu dizi Cauchy dizisi olarak adlandirilir.

Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisi olmasina karsin tersi genellikle dogru degildir. Ornegin

X =(0,1) uzaymnda (%) dizisi bir Cauchy dizisidir ancak yakinsak degildir.

Tamm 2.10. [13] (X,d) bir metrik uzay, M + @, M C X alt kiimesini goz oniine alalim. Eger

bu kiimenin capt olan

0(M) = sup d(x,y) 2.4)
X, YeM

sonlu ise M’ye sumirli kiime denir. X’deki bir (y,,) dizisinin elemanlarindan olusan nokta

kiimesi X’in stnirl bir alt kiimesi ise (y,,) dizisine sinirl dizi denir.



Lemma 2.11. []1, 12] Bir metrik uzayda her Cauchy dizisi sinirlidir.

Tanim 2.12. [11, 12] Bir metrik uzayda, her Cauchy dizisi metrik uzayin bir noktasina yakin-

styorsa metrik uzaya tamdir denir.

Tammm 2.13. [12] (X, ||.||) normlu uzay: tam ise Banach uzayt olarak adlandirilir.

Tamm 2.14. [14] X, F cismi iizerinde bir vektor uzayi, g : X — F bir doniisiim, ¥ «a, B € F ve
YV x,yeXicin
g(ax+py) = ag(x) +Bg(y) 2.5

ise g, X iizerinde bir lineer fonksiyoneldir denir. Eger

IA

gx)+g 1) (2.6)

ag(x) (2.7

g(x+y)

g (ax)

ise g alt lineer fonksiyoneldir denir.

Tammm 2.15. [12] y = (V) , x = (X)) kompleks terimli diziler olmak iizere biitiin sinirl dizilerin
uzayt e

d(ﬁy)=SZPer—xmL (2.8)
alisilmis dogal metrikle bir metrik uzaydir. € suirl diziler uzayr hem vektor uzayr hem de

normlu uzaydir.

Tanim 2.16. [13] c dizi uzayi, kompleks terimli tiim yakinsak dizilerinden olusur ve yakinsak

diziler uzayt olarak adlandirilir.

Tanim 2.17. [13] cq dizi uzayi, kompleks terimli tiim sifira yakinsak dizilerinden olusur ve

stfira yakinsayan diziler uzayt olarak adlandirilir.
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¢ ve c¢q dizi uzaylar1 £ dizi uzaymn alt kiimeleridir ve £, lizerinde tanimlanan metrige

sahiptir.

Tanim 2.18. [15] (Konveks fonksiyon) ¥ y|,y, € [ CRve 0 < K < 1 icin
M[Ky1+(1=K)y2] < KM{[y1]+(1-K)M|[y,] 2.9

ise M : I — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.19. [16] (Orlicz fonksiyonu) M : [0, c0) — [0, c0) fonksiyonu
i) M) =0,
ii) Y x>0igcin M(x) >0,
iii) M, siirekli, azalmayan ve konvekstir,
iv) M(x) — oo (x — o0)

ozelliklerini saglarsa Orlicz fonksiyonu olarak adlandirilir.



3 ORLICZ VE FARK DIZi UZAYLARI

Tamm 3.1. [17] Bir L : { — R lineer fonsiyoneli asagidaki ozellikleri sagliyorsa, L ye bir

Banach limiti denir.
i) m=0,1,2,...iciny, >0ise L(y) >0,
ii) m=0,1,2,...icin y,, > 0ise Lym+1) = L(ym),

iii) L(e)=1,e=(1,1,1,...).

Tamim 3.2. [18] (Cesdro yakinsaklik) (y,,) bir kompleks sayt dizisi olmak iizere

1 n
lim Z ym =L 3.1)
m=0

n—eop+ 1

mevcutsa (yp,) dizisi L ye Cesdro yakinsaktir veya (C, 1) yakinsaktir denir.

Teorem 3.3. [19] (Hemen hemen yakinsaklik) y € (., olmak iizere y = (y,,) dizisinin bir [
sayisina hemen hemen yakinsak olmast icin gerek ve yeter sart tiim L Banach limitleri icin

L(y) =1 olmasudrr.

1948°de Lorentz [19] y nin / ye hemen hemen yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
1 n
- E Ym+u — | (n — 00), u’ya gore diizgiin (3.2)
n
m=1

oldugunu ispatlamigtir. Boylece hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1

1 n
6:{y:lirrln2

Ym+u MEVCUL, u’ya gore diizgiin} (3.3)

m=1

seklinde tanimlanir.



Tamm 3.4. [20, 21] (Kuvvetli hemen hemen yakinsaklik) Kuvvetli hemen hemen yakinsak

dizilerin uzayt
1 n
(2] = {y M= e =1 = 0, u’ya gore duzgun}, (3.4)
non
m=1
ve stfira kuvvetli hemen hemen yakinsak dizilerin uzay: da

1
[Col = {y : lim — Z Ym+ul =0, u’ya gore db'izgl'in} (3.5)
" nmzl

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.5. [14] s = (s,) pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak iizere (¢, s] kuvvetli hemen hemen

toplanabilen dizilerin uzayi
1 n
[¢,s] = {y :lim — Z Ve — " =0, u’ya gore diizgz'in}, (3.6)
non
m=1
[¢, slo stfira kuvvetli hemen hemen toplanabilen dizilerin uzayi,
1 n
[¢,s]p = {y : lim — Z Vel =0, u’ya gore db’ing'in} 3.7
non
m=1
ve [C, §]oo simirlt kuvvetli hemen hemen toplanabilen dizilerin uzayi,

1 n
[6,5]co =3y :sUp— Z [Vimtul™™ < 00, u’ya gore diizgiin (3.8)
nm 1 m=1

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.6. [/] y = (yy,) bir dizi ve A fark operatorii de Ay = (Y, — Ym+1) seklinde tanimli olmak

lizere fark dizi uzaylar

lo(A) = {y=0m):Ay€ln}, (3.9)
c(A) = {y=0m):Ayec}, (3.10)
co(d) = {y=0m:Ayeco} (3.11)

seklinde tanimlanir. Ayrica bu dizi uzaylart |[y||A = |y1]+ Ayl nOrmuyla birer Banach uzayidur.



Tamm 3.7. [4] y = (y,,) bir dizi ve A" fark operatorii A"y = (A"y,,) = (A"‘l Vm — A ym+1) ve

n n
Ay = Zo (—1)”[ J Ym+v seklinde tanimli olmak iizere genellestirilmis fark dizi uzaylar
v= %
oo (A") = {y=(m): A"y e ls}, (3.12)
c(A") = {y=(m):Ayecl, (3.13)
co(A") = {y=0m): A"y e o} (3.14)

seklinde tanimlanir ve ayni zamanda bu dizi uzaylari
n
il = > lvil +[|Amy] (3.15)
i=1

normuyla birer Banach uzayidir.

Tamm 3.8. [/5] Her M Orlicz fonksiyonu icin
Iy = {y = ()2 ) Myl < oo} (3.16)
m=1

ile tammly Iy kiimesine Orlicz dizi suifi denir:

Tamm 3.9. /5, 22] M bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere
Ly = y:(ym):ZM(M)<oo,Elp>Oigin (3.17)
m=1 P

ile taniml dizi uzayr Orlicz dizi uzayt olarak adlandurilir.

Iy uzay1

. S Iyml)
=inf 0: M|—|<1 3.18
il = in {p> >, (p <} (3.18)

m=1

normu ile bir Banach uzayidir.

Tamim 3.10. [6] s = (s,,) dizisi szmrl pozitif terimli bir dizi, M Orlicz fonksiyonu olmak iizere

Ly (s) dizi uzayi

Sm

I (5) = {y s Y [M(W%)
m=1

< oo, dp > O} (3.19)

ile tamimlanur.



Tamm 3.11. /5, 23] M = (M,,,) Orlicz fonksiyonlarun bir dizisi olmak iizere
I(M) = y:(ym):ZMm(M)<00, >0 (3.20)
m=1 P
ile tanimli [(M) dizi uzayr modular dizi uzay: olarak adlandirilir.

(M) uzayr
. S Iyml)
=inflp>0: > Mu[22]<1 3.21
VIl = in {p> >, (p } (3.21)

normu ile bir Banach uzay:dir.

Tamm 3.12. [8] M bir Orlicz fonksiyonu ve s = (s,,) pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi

olsun. Asagidaki dizi uzaylar

1 v |A Y iu — LI\ |
[6,M,s](A") = {y=(yy):lim— Z [M(L)] =0,3p >0, (3.22)
© m=1 P
L > 0,u’ya gore diizgiin},
A n - 1 - IAnym+u| K
[&,M,slo(A") = y:(ym):hm—z M=\ =0,30>0, (3.23)
g 1 m=1 P
u’ya gore diizgiin},
A " Lo [, (1A Y \ |
[&,M,51(A") = {y=0m)isup= > M <00,30>0 (3.24)
sn 1 m=1 p

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.13. [7] M = (M,,) Orlicz fonksiyonlarmnin bir dizisi olsun. Asagidaki dizi uzaylar

oM, A)

{y = (¥m) : sgpMm(mﬁm') < oo}, (3.25)

coM, A) {y:(ym) : Mm(lAzml)—)O,m—)oo} (3.26)

seklinde tanimlanir.
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4 ORLICZ FONKSIYONLAR DiZiSI YARDIMIYLA
TANIMLI  GENELLESTIRILMIS FARK DIz
UZAYLARI

Bu kisimda Orlicz fonksiyonlar dizisi kullanilarak Bektas [10] tarafindan genellestirilen fark

dizi uzaylar verilip bunlar arasindaki kapsama bagintilari incelenmistir.

Tanmmm 4.1. [10] M = (M,,,) Orlicz fonksiyonlaruvmin bir dizisi ve s = (s,,) kesin pozitif reel

sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Bu takdirde asagidaki dizi uzaylarini tamimlayabiliriz:

1 v A peu— LI\ |
{y:@m):lim—Z[Mm(M)] =0,3p>0, @.1)
nn P

[¢,M, s](A™)

m=1
L > 0,u’ya gore diizgiin},

[&,M,slo(A") = {y = () lim = D [Mm(M)} "_0,3p>0, (4.2)
n n p

m=1

u’ya gore diizgiin},

1 h Al " Sm
y=(ym) : Sup— Z [Mm(m)] <00, Ap>0}. (4.3)
sn T m=1 P

[¢, M, s]e (A")

Eger her m i¢in M,,, (y) = y ise bu takdirde [¢, M, s](A") = [¢, s] (A"),[¢, M, 5] (A™) = [¢, s]o (A™)
ve [6,M, 5] (A") = [¢, 5] (A™) dir.
Her m icin s, = 1 ise [¢,M, s](A"), [¢, M, s]o(A") ve [¢,M], 5], (A") leri sirastyla [¢,M](A"),
[¢,M]y (A™) ve [¢,M] (A") ile gOsterecegiz.

Teorem 4.2. [10] M = (M,,) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir:

i) [¢,5]o (A") € [¢, M 5] (A"),



ll) [69 S]O (An) c [65 M’ S]oo (An) s

1 n t\]*"
iii) sup— ), [Mm(—) < oo (t,p>0).
0

n Mm=1

Ispat. (i) = (ii). [¢, 5]o (A") C [, 5]e (A™) oldugundan agiktir.
(i) = (iii). [¢, s]o(A") C [¢,M, §]o (A") olsun. (iii) nin saglanmadigin1 varsayalim. Bu

takdirde bazi t,p > 0 i¢in

1 v AV
Sl -
n 1 m=1 P
olur ve boylece
1 ni i—l Sm
— [Mm(—)] >, i=1,2,... 4.5)
i m=1 p

olacak sekilde pozitif tamsayilarin (n;) dizisi vardir. Simdi y = (y,,) dizisini

(4.6)

i ol<m<n, i=1,2,...;
Ym =

0, m > n;,

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde y € [¢, s]y (A") dir, fakat (4.5) den y ¢ [¢, M, 5], (A") olur ki
bu ise (i7) ile celisir. Buradan (ii7) saglanmalidir.

(iii) = (7). (iii) saglansin ve y € [, §]o, (A") olsun. y ¢ [¢, M, 5] (A™) oldugunu kabul edelim.

Bu takdirde
1 <& A" Sm
sup [Mn(ﬂ)] — o 4.7)
P

dir.

sup1 [Mm(z)] " =00 4.8)
Jo

elde edilir ve bu ise (iii) ile ¢elisir. Boylece (i) saglanmalidir.

Teorem 4.3. [10] Herbir m € N icin 1 < s, < sup s,, < o0 olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
m

herhangi bir M = (M,;,) Orlicz fonksiyonlar dizisi icin denktir:
i) [é, M, s]o(A") C [&, s]o(A"),
i) [¢, M, s]o(A") C[C, s]e (A",

12



1 n AR
iii) inf— ) [Mm(—)] >0 (t,p>0).
n Nnmp=1 P
Ispat. (i) = (ii) agiktir.
(i) = (iii).[¢, M, s]o(A") C [¢, s]e (A™) olsun. (iii) nin saglanmadigini kabul edelim. Bu

takdirde

n

inf 1 [Mm (é)] "0 (tp>0) (4.9)

dir. Bu yiizden

1 ni i Sm B .
n—iZ[Mm(;)] <ili=102,... (4.10)

m=1

olacak sekilde bir (n;) indis dizisi se¢ebiliriz. y = (y,,) dizisini

(4.11)

i, 1<m<mn, i=1,2,...
Ym =

0, m > n;, aksi takdirde
seklinde tanimlayalim. Boylece (4.9) den y € [¢, M, 5]y (A"), fakat y ¢ [, s]o (A™) olur ki bu (i)
ile celisir. Buradan (iii) saglanmalidir.

(iii) = (i). (iii) saglansin ve y € [¢, M sy (A"), yani

1 ¢ IA" Y4l -
lim — [Mm (—)] =0, u’ya gore diizgiin (4.12)
o

olsun. y ¢ [¢, s]p (A") oldugunu kabul edelim. Bu takdirde en az bir g9 > 0 sayis1 ve ng indisi

i¢cin
|Anym+u| > g0, en az bir s > 5" ve 1 <m < ng igin (4.13)
dir.
Bu nedenle
[M (@) " [M (|A"ym+u|)]s'" @
pll p
olur ve sonug olarak (4.12) ten
. 1 « &0 Sm
lim — M| — =0 (4.15)
" nm=1 P
elde edilir ki bu ise (iii) ile celismektedir. Buradan
[¢, M, s]o(A") S [¢, slo(A") (4.16)

elde edilir. g
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Teorem 4.4. [10] Herbir m e N icin 1 < s, < sup s, < o0 olsun. Bu takdirde

m

Jim © [Mm (é)lm — oo (1, p>0) (4.17)

m=1
ise [¢, M, s]o (A") C [¢, s]o(A") saglanir.
Ispat. [¢, M, sl (A") C [, s]o(A") olsun. (4.17)’in saglanmadigini varsayalim. Boylece

2l
— M, |—
n; P

m=1

Sm

<N<oo,i=1,2, ... (4.18)

olacak sekilde bir 79 > 0 sayis1 ve bir (n;) indis dizisi vardir.
y = (y) dizisini
to, 1<m<n;, i=1,2, ...
Ym = 4.19)
0, m>n; aksi takdirde
seklinde tanimlayalim. Boylece (4.18) dan y € [¢, M, 5], fakat y ¢ [¢, s]o(A") olur. Buradan
(4.17) saglanmalidir.
Aksine, (4.17) saglansin. Eger y € [¢, M, s], ise bu takdirde herbir s ve m i¢in
1 i M Anym+u
n " Jol

m=1

Sm

<N <o (4.20)

olur.

yé&[c, s]o(A") oldugunu kabul edelim. Bu takdirde en az bir &y > 0 sayis1 i¢in
|A" Y| = 0, s 2 50 igin, (4.21)

olacak sekilde bir s¢ sayis1 ve ng indisi vardir. Bu nedenle

Sm n Sm
<
p p
olur ve buradan herbir m ve u i¢in (4.20) den en az bir N > 0 icin
1 <& &0 Sm
= > [Mu[=)| <N<w (4.23)
n m=1 P

elde ederiz ki bu (4.17) ile ¢elisir. Buradan [¢, M, s]., (A") C [¢, s]o(A") olur. &
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Teorem 4.5. [10] Herbir m e N icin 1 < s, < sup s;,;, < o0 olsun. Bu takdirde eger
m

fim — [Mm (%0)] " 20 p>0) (4.24)

ise [C, s]eo (A™) C [¢, M, s]o(A") saglanr.

Ispat. [¢, s]e (A") C [¢, M, s]o(A") olsun. (4.24) in saglanmadigim varsayalim. Bu takdirde

en az bir 7o > 0 icin

1 o\
lim- Y (M |2|| =L#0 (4.25)
n n P
m=1
dir.
y = (y,) dizisini
m_k o k+m—v—1
ym:t()Z(—l) ,m=1,2, 3,...icin (4.26)
v=0 m-=y

seklinde tanimlayalim. Boylece (4.25) dan y ¢ [¢, M, s], fakat y € [¢, 5] (A") olur. Buradan
(4.24) saglanmalidir.

Simdi (4.24) in saglandigin1 ve y € [¢, 5] (A") oldugunu varsayalim. Bu takdirde her m ve

u igin
A" Y| SN < 00 (4.27)
olur. Buradan
An Sm N Sm
a2 o) @25
P P
olur ve (4.24) den
1 n A" Sm 1 n N Sm
lim S gy, (B2 i LS g, (M) 20 (4.29)
nn P nn P

m=1 m=1

elde edilir. Boylece y € [¢, M, s]p (A”) olur. 1
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5 SONUC

Bu tezde, fark dizi uzaylarinin ortaya cikisi, gelisimi ve tarih¢esi hakkinda genel bilgi ver-
ilmis olup sonrasinda, Orlicz fonksiyonu ve fark dizi uzaylarimin tanimlar1 ve bazi kapsama
bagntilart verilmistir.

Sonug olarak Orlicz fonksiyonlar dizisi kullanilarak Bektas [10] tarafindan genellestirilen

fark dizi uzaylarn verilip bunlar arasindaki kapsama bagintilar1 incelenmistir.
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