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Bu c¢alismada g-¢at1 ve Ozellikleri incelenerek; g- ¢atinin diger bazi catilara gore avantajlari ele
alinmistir. g- cat1 kullanilarak yonlii Bertrand egri kavrami incelenmistir.
Yonlu invollt-evoliit egri ¢ifti ve yonli rektifiyen egriler tanimlanarak 6zellikleri ifade edilmistir.
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In this thesis g-frame and its properties are studied. In addition we have deal with the advantages of this frame
to other ones. Directional Bertrand offset curves are examined via g- frame.

Directional involute-evolute curves and directional rectifying curves are defined and also their

characterizations are given.
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1. GIRIS

Egriler konusu bilimin hemen hemen her alaninda calisma sahast bulmasi sebebiyle
diferansiyel geometrinin en ¢ok c¢alisilan konularindan biridir.

Bir egrinin pek ¢ok 6zelligini karakterize etmek i¢in; Frenet iglisil ve bunlarin egri boyunca
degisimlerini iceren Frenet denklemleri kullanilir. Ancak Frenet catisi uygulamada bazi
dezavantajlara sahiptir. Ornegin; bu cati egriligin tiirevinin sifir oldugu yerlerde tanimsizdir [1]. Bu
da matematikgileri uygulamalarda daha kullanisli olan ¢at1 arayislarina yoneltmistir [2]. Bu ¢abanin
bir sonucu olarak egriligin sifir oldugu bir dogru boyunca bile tanimlanabilen q- ¢ati olarak
adlandirilan yeni bir ¢at1 kurgulanmistir. Bu ¢at1 diger ¢atilara gore pek cok avantaja sahiptir ve
kolayca hesaplanabilir [3,4].

Diger taraftan Frenet denklemleri ve egrinin egrilikleri, egrileri siniflandirmada kullanilan
onemli bir aragtir. Egriliklerin aldigi degerlere gore bir egri, geodezik, cember ve helis olarak
adlandirilabilmektedir. Bunun yani sira E3, 3 — boyutlu Oklid uzayinda iki regiiler egri Frenet
vektorleri arasindaki iliski ile de simiflandirilabilir. Egrilerin asli normalleri lineer bagimli ise
egriler Bertrand egri ¢ifti, asli normal ve binormalleri lineer bagimli ise Mannheim egri ¢ifti ve
teget vektorleri dik ise involiit- evoliit egri ¢ifti olustururlar. Bu egriler farkli boyut ve 6zellige
sahip pek ¢ok uzayda tanimlanmis ve karakterize edilmistir [5-10].

2003 yilinda B. Y. Chen [11] tarafindan “ Ne zaman bir egrinin konum vektdrii daima kendi
rektifiyen dlzleminde yatar?” probleminin ¢6ziimii ile egriler teorisi yeni bir bakis agisina
kavusmustur. Bir egrinin konum vektorii kullanilarak smiflandirilmasi problemi diferansiyel
geometricilere verimli bir ¢aligma sahas1 olusturmustur. Rektifiyen egri kavrami Oklid uzaylari
disinda basta Minkowski 3- uzay1 olmak iizere pek ¢ok uzayda incelenmis ve ozellikler elde
edilmistir [11-13].

Bu calismada oncelikli olarak yonlii g- ¢at1 kavrami ele alinarak, yonlU g- catinin diger
catilara gore avantajlarindan bahsedilmistir. - ¢at1 yardimiyla tanimlanmis olan yonlii Bertrand
egri ¢ifti incelenmis ve dzellikleri ele alinmigtir. Cesitli 6rnekler yardimiyla normal Bertrand egrisi
ve yonlii Bertrand egrisi arasindaki farklar ortaya konulmustur. Caligmanin son kisminda yonlii
Bertrand egrisi kavramina benzer diisiinceyle yonlii involiit-evoliit egri ¢ifti ve yonlii rektifiyen egri

kavramlar1 tanimlanmistir. Bu 6zel egrilerin tasidigr 6zellikler arastirilmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda tezin daha iyi anlagilmasini saglamak amaciyla konu ile ilgili baz1 temel

tanimlara ve ifadelere yer verilmistir.

Tanim 2.1 : Bos olmayan bir climle A ve bir F cismi lizerinde bir vektdr uzay1 V olsun. Asagidaki

iic 6nermeye uyan bir f : Ax A —V fonksiyonu varsa A’ya V ile eslenen bir Afin uzay denir.
Al) vV P,Q € A nokta cifti i¢in f (P,Q) = a olacak sekilde bir tek o« €V vektorii vardir.

A2) A’da belli bir nokta segildiginde A’daki geri kalan her noktaya V’deki bir vektor karsilik

gelir.

A3)VPicin Q,ReA f(P,Q) +f(Q,R)=f(P,R) dir. F=R, reel sayilar cismi olarak alinmasi
halinde afin uzaya reeldir denir [14].

Tamm 2.2 : V= R" standart n boyutlu reel vektor uzayiyla birlesen Afin uzay E™ ile gosterilir. R™
de i¢ ¢arpim islemi olarak Oklid i¢ carpimi:
<,>:R'xR" > R"

n
XY) -»< X,\_() >= inyi , X = X1y er Xn) » Y= (V1) > V)

olarak alinirsa bu i¢ ¢arpim yardimiyla E™ de uzaklik ve metrik gibi kavramlar tanimlanabilir.

Boylece E™ afin uzay1 n — boyutlu Oklid uzay1 adin alir.
R'={X = (x4, ...,Xy):X; € R, 1 <i< n}[14].

Tamm 2.3 : Bir n- boyutlu reel i¢ carpim uzayr R" ile birlesen EM Oklid uzayinda sirali bir
{Py, P;, ..., Py} nokta n-lisi i¢in eger {PyPy, ..., PyP,} vektor sistemi R™ in bir ortonormal bazi ise
{Py, P, ..., P, } catisina bir dik cat1 veya Oklid ¢atis1 denir. Bdylece bir catida tammlanan {xy, ..., X}

sistemine afin koordinat sistemi veya Oklid koordinat sistemi denir [14].

Tamm 2.4 : E™ uzayinda E,= (0,0....,0) , E;=(1,0,...,0) ,..., E;, =(0,0,...,1) noktalar bir dik ¢at1
olustururlar. E® uzayinda {E, E, ..., Ep} catisina Oklid ¢atist denir [14].

o0

C
Tamm 2.5 : I € R olmak lizere a: 1 — E™ fonksiyonuna E™ de egri denir [15].
Tamm 2.6 : a: 1 - R" egrisi verilsin.

vt € ligin o' (t) # 0 ise a egrisine (regiiler egri) denir [16].



Tamm 2.7 : Mc E3 egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. Vt € | i¢in a(t) noktasindaki

Frenet 3 ayaklisi;
1 !
TO=eoi1*®
N(t) = B(t) x T(t)

o () x o (t)
BO =3 o (6) x o’ (O) |

seklindedir [15].

Tamm 2.8 : a: 1 - E3 birim hizli egri olmak iizere Vs € I i¢in a(s) noktasindaki Frenet 3 ayaklisi;

T (s) =d'(s)
N R o’(s) 1 T
(S) b " (X”(S) " - K(S) (S)

_a(s)xa’(s)
B(s) = o/ (s)xa’’(s) Il

seklindedir [15].
Tamim 2.9 : E3 uzayinda birim hizli a: I - E? egrisi igin;

1

NS = %®

T'(s)
egriligi ile belirli N(s) vektoriine o egrisinin a(s) noktasindaki birinci dik vektorii (asli normali)
denir. N vektor alanina a egrisinin birinci dik vektor alani (asli normal vektor alani) denir [16].
Tanim 2.10 : E3 uzayindaki birim hizli a: I - E3 egrisi icin;

B(s) = T(s) x N(s)

esitligi ile tamimli B(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki ikinci dik vektort (binormali) denir
[16].

Tamim 2.11 : E3 uzayimndaki birim hizli a: I - E3 egrisi igin
kl->R
s—>k(S)=1T'() I

fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki egriligi
denir [16].



Tamm 2.12 : Birim hizli o: [ - R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T,N,B} olmak iizere;
TlI-R
s - t(s) = —< B'(s),N(s) >

fonksiyonuna, o egrisinin burulma (torsiyon) fonksiyonu denir. t(s) sayisina egrinin o(S)

noktasindaki burulmasi (torsiyonu) denir [16].
Tanim 2.13 : M, (I, o) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri olsun.
Vs € ligin;
lho'(s) =1
ise M egrisine birim hizli egri denir. s€ I’ya da yay parametresi ad1 verilir [15].
Tanim 2.14 : M c E" egrisi,
al — E™ ve s— a(s) = (a1 (s), ..., an (5))
seklinde verilsin. Bu durumda;
v={a’'(s),a"”(s), ..., a" (s)} sistemi lineer bagimsiz ve
Va®W, k>ricin a®e S, {y}

olmak Uizere vy den elde edilen {V1,V>, ..., V; } ortonormal sistemine egrinin Frenet ¢atisi ve m €M
icin {Vi(m), ..., V(m)} sistemine ise m € M noktasindaki Frenet ¢atis1 denir. Burada V; ,1 <i <

r’ ye Frenet vektori adi verilir [ 14].

Tanmm 2.15: M,N < E" iki egri olsun. M ve N sirastyla (l,a), (1,) koordinat komsuluklar1 ile

verilsin. a(s) ve B(s) noktalarinda M ve N’nin Frenet r-ayaklilar sirasiyla,
{V1(5),....,,Vi (9)} ve {V1" (5),..., Vi" (5)}

olmak uzere,
<V1(s), Vi" (5)>=0

ise N’ye M nin involiitii, M’ye de N’nin evolutu denir [14].

Tamm 2.16 : M,N < R" egrileri, sirasiyla; (I,a), (1,B) koordinat komsuluklart ile verilsin. seI’ya

karsilik gelen a.(s)eM ve B(s)eN noktalarinda, M ve N’nin



{Vi(s), ..., Ve(s)}ve {Vi (s), ..., Vi (s)}
Frenet r-ayaklilar1 verildiginde Vsel igin {V; (s), V2'(s)} lineer bagimli ise (M,N) egri
ikilisine bir Bertrand cifti denir [14].
Tamm 2.17 : a: 1 — E3 birim hizh egrisinin Frenet vektor alanlar: {Tﬁ:ﬁ} olsun.

() {f,) _>} nin gerdigi diizleme a(s) noktasindaki “oskiilatér diizlem”,
(i) (T, B} nin gerdigi diizleme a(s) noktasindaki “rektifiyen diizlem”,

(iii) {N,) §} nin gerdigi diizleme o(s) noktasindaki “normal diizlem” denir [16].

Tamm 2.18 : T teget ve B binormal vektdr alan1 olmak Gzere, Oklid 3- uzayinda yer vektorii,
egrinin T teget ve B binormal vektor alanlari tarafindan gerilen rektifiyen diizleminde yatan egriye

rektifiyen egri denir.
Buna gore E? teki rektifiyen egrinin segilmis bir orijine gore yer vektoru:

a(s) = Ms)T(s) + u(s)B(s)

denklemini saglar.

Burada A(s) ve WM(S), SEICR, yay uzunlugu parametresi i¢in keyfi diferensiyellenebilir
fonksiyonlardir [14].

Tamm 2.19 :

Sekil 2.1°de AOB tiggenine ait sekil verilmistir.

Sekil 2.1. AOB i¢geninde kosins teoremi [7].



Sekil 2.1.’den;
AB=1IA ILI' B ll.cos®
dir. Vektor 6zelliklerini kullanarak OAB Uc¢genine kosinis teoremi uygulanirsa,
I BA 1=l OA |12 +1| O |I? cos®
yazilir. Burada;
BA=A-B, OA=A,OB=B
oldugu dikkate alinirsa,
IA=BI2=NAI?+IBI2—2 1A I.I B Il cosd 2.1)
elde edilir. Skaler ¢carpimin 6zelliklerinden dolay1,
IA-B %= (A-B).(A—B)
=A.A-ABBA+EB.B
=A%+ B>~ 2A.B (2.2)
(2.1) ve (2.2) esitliklerden;
AB=11AI.I'B ll.cos®
esitligi elde edilir.

Burada || B Il.cos © ifadesine || B Il nun A  vektorii iizerine dik izdiisiimii adi verilir. Bu ayni

zamanda B’ vektoriiniin A’ vektori tizerindeki izdiistim vektoriintin bilesenine denktir [17].

Tamim 2.20 : E° Oklid uzayinda birim hizli a: I € R — ES egrisinin teget vektdr alani T olsun. Egri

boyunca;

<T,N;>=<TN, >=<N{,N, >=0
sartim saglayan vektor alanlart,

N; A N, = TAN,

olmak tizere T, N4, N, vektor alanlar1 hareketli a egrisi boyunca ortonormal bir ¢ati olusturur. Bu

{T, N4, N, } catisina Bishop ¢atis1 denir [2].



3. MATERYAL VE METOT

Bu calismada temel olarak Dede M., Ekici C., Giiven Arslan I.’nin “Directional Bertrand
Curves” [3] isimli ¢alismasi ve Dede M.,.Ekici C. ve Gorgiilii A.’nin “Directional q- frame along

g space curve” [4] isimli makaleleri incelenmistir.

Temel kavramlar ve tanimlar i¢in Hacisalihoglu H. H.’ye ait “ Dif. Geo I, “ Dif. Geo II

” ve Sabuncuoglu A.’ya ait “Diferensiyel Geometri” kitaplariyla ¢alisilmigtir [14-16].

Involiit ve evoliit egri ¢ifti ile ilgili olarak [5-10] numarali makaleler incelenmistir.

[11] numarali ¢aligma yukarida Chen B. Y.’nin rektifiyen egriyi tanimladigi ¢alismadir.

Ayrica rektifiyen egrinin baska uzaylardaki karsiliklari [11-13] numarali kaynaklarda verilmistir.

Bu galismada yukarida belirtilen ¢aligmalarin 15181 altinda benzer metot ve yaklasim
kullanilarak, E® de g- cat1 yardimiyla yonlii involiit ve evoliit egri ¢ifti ve yonlii rektifiyen egri

tanimlanmistir ve bazi karakterizasyonlarina yer verilmistir.

3.1. E3de g-Cati1 ve Ozellikleri

Reguler bir a(t) egrisinin regiiler g- ¢atisi;

o tAk
U= 1wt e = o Pa = EA g (3.2)

ile verilir. Burada k izdiistim vektoriidir. Regiiler bir a(t) egrisinin yonlii - ¢atis1 asagidaki

varyasyon denklemlerine sahiptir [4].
t’ 0 k; Kk
ng| =l o I [—k1 0 kgl (32)
bg -k, —k; 0
Burada g- egrilikleri agagidaki gibi ifade edilir:
_<thng> <t bg> < ng, by > 3.3)

1= o, K=y K3=
ho Il 7 ho' I’ o Il

Bu bélumde, yonlii g-gatisini kullanarak uzay egrilerinin lokal teorisi ve R® te Oklidiyen hareket

altinda q- egriliklerinin degismezleri incelenecektir.



Teorem 3.1 : a(t) regiiler bir egri olsun. q —egrilikleri;

det[a”’, o', K] <ad k><a’,od > d I’< a, k>
Tl 1z o Akl ? o 131 o AK I

ve

<o, k>det[a,a"”, K]
T o AKIZN o |12

olarak verilir [4].

Ispat: Denklem 3.1 kullamlarak; o’ (t) =|| o’ |l t yazilir. Tiirev alip denklem 3.2 yerine yazilirsa;
a’(s) =l Il t+1 ' 1> kyng +1l o' II* kybg olur.

Diger yandan denklem 3.1°den;

o Ak =l a’ AklI? ng

bdylece yukaridaki denklemlerle birlikte;

<do'(s),d’ Ak>= [l o’ Akl & I? k; olur.

Boylece ;

det[a’’, o', K]
T 12l AK

bulunur.
t tanjant vektérundn tlrevi alinirsa;

o Ta Il =o' Il o IIf (3.4)
o 12

!

Denklem 3.1 ve denklem 3.4, 3.3 denkleminde yerine yazilirsa;,

k - <ad,a A oAk >
=——<a, 0 AN
SIOE o' AKI

Lagrange formulinde denklemi yazilirsa;

<d Ak><a,od > d I°P<a’ k>
2 =
o 131 &’ AKII

benzer sekilde;

< o' Ak>det[a,a”, K]
T o AKIZN o 12




elde edilir.

Sonug 3.1 : kq, kyve k3 ; g- egriliklerinin k izdiigiim vektoriine bagl oldugunu gostermek kolaydir;

bu nedenle asagidaki teoremi ifade edebiliriz [4].

Teorem 3.2: « regiiler egrisi, k izdiigiim vektorii ile verilsin ve q- egrilikleri kq, k5, k3 olsun.
F: R® - R3 lineer A kismu ile birlikte bir Oklidiyen hareket olsun.

Eger y = Foa egrisi k* = Ay seklinde yeni bir izdiisiim vektdriine sahip ise g- egrilikleri Oklidiyen

hareket altinda degismez kalir.

Ispat: y egrisini kj,kive k% olacak sekilde y(t) = A a(t) + F(0) olarak yazilirsa ve denklemin

turevi alinirsa;

Y (® =Ad () vey”(t) =Ad"(t)olur.

Bundan dolay1 denklem 3.3’ten;

. detly”,y k'] det[Ad",Ad, AK] (3.5)
Uy IR0y ARSI I Ao’ 121 Ao’ A AK ]
Diger yandan;

I Ac’ 1=’ II, I Ak =1 Kk Il I Aa’ A Ak TI=Il &’ A Kl

oldugunu gostermek kolaydir.

Bunlar denklem 3.5°te yerine yazilirsa;

i det [a", a’, K]
U 2o Akl

Diger q- egriliklerinden k3 ve ki benzer metotla elde edilir. Yonli g- catisimn OKlidiyen
invaryantr olmasi i¢in projeksiyon vektoriiniin k ve Oklid hareketinin ekseninin ayn1 olmasi gerekir.
Boylece g-gatisi 3’e ayrilir: z ekseni, y ekseni, x ekseni. Yonll g-catist sirastyla {t, ng, bg, k,} ,
{t,ng, bg, ky} ve {t ng, by, ky} olarak ele alinirsa buradan; projeksiyon vektorleri sirasiyla

k,=(0,0,1) , k,= (0,1,0) ve k,= (1,0,0)dir [4].



Ornek 3.1. : Simdi a(t) = (t,1,1) ile parametrelendirilmis egriyi (dogruyu) ele alalim.
YOnlu g- cati asagidaki gibi elde edilir: t = (1,0,0), nq= (0,0,1) ve by= (0,-1,0) ile ky= (0,1,0)

y ekseni yonli g- cat1 Sekil 3.1.’de gosterilmistir [4].

Sekil 3.1. y ekseninde yonlendirilmis q- catist boyunca ¢izgiler. quasi-normal (kesikli oklar) ve quasi-

binormal  (siyah) vektorlerle gosterildi [4].

Ornek 3.2. : Sekil 3.2.”deki a(t) = (cos(t),sin(t), t3) egrisi diisiiniiliirse; z eksenindeki yonlii g-cat:
asagidaki gibidir:

1
t = ———(—sin(V), cos(t),3t?)

V149t
ng=(cos(t),sin(t),0)

1
by = ———(—3t?sin(t), —3t? cos(t), —/1 + 9t2
1 VIt ( )

k,=(0,0,1)"dir.

Denklem 3.3’ten g-egrilikleri:
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1 6t 3t2

ki=—-—— k,=—— ks =—
LT T Tror 2T 1492 % T (Tro¢
olarak elde edilir.

Sekil 3.2.’de af(t) egrisi boyunca Frenet ¢atisin1 ve z eksenli q- ¢at1 vektdrlerinin egri boyunca

karsilagtirilmasi1 verilmistir [4].

&

Sekil 3.2. Soldaki Frenet catis1 ve sagdaki q- catisidir. Normal diizlem vektorleri gosterildi [4].

a(s), s yay uzunlugu parametresine sahip bir egri olsun. Bu egri boyunca {t,nq,bq,k} - catisi

asagidaki sekilde tanimlanir;

tAk
ltAkll '

t=a'ng = bg =tAng (3.6)

Burada t birim teget vektor, nq quasi-normal vektor, by quasi-binormal vektor ve k’da izdiisiim

vektoradir.

g-c¢at1 t ve k’nin paralel oldugu durumlarda singiilerdir. Bu tip durumlarda k izdiisiim vektoérinG

hesaplama kolaylig1 acisindan k = (0,0,1) olarak secilecektir [3].

q c¢atisinin varyasyon denklemleri;

t' 0 k; kp1|t
ng| = [—kl 0 k3] ng (3.7)
bél _kz _k3 O bq

Burada 6, n asli normal vektor ve quasi-normal vektor arasindaki ag1 olmak {izere;
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q -egrilikleri agagidaki gibi ifade edilir [3]:
k; = kcosO =< t’,nq >
k, = —ksind = < t’,bq >

k3 =dB +1=<ngbg > (3.8)

3.2. E*deg- Cat1ve YOnlU Bertrand Offset Egrileri

Bu kisimda, Oklid 3- uzayda yonli Bertrand egrileri tamimlanmis ve oOzellikleri
incelenmistir [18].

Tamm 3.1 : a(s), E® 3- boyutlu Oklid uzaymda yay parametresi s olan bir egri ve bu uzayda yay
parametresi s1 olan bir diger egri de B(s1) olsun. Bu egrilerin g- ¢atilar1 da sirasiyla {t,ng,bq} ve
{t.n}, b4} olarak verilsin.

Eger {a, B} egri ¢ifti icin karsilik gelen noktalarda asli quasi-normalleri ortak olacak sekilde
birebir esleme varsa, bu egri ¢ifti yonlii Bertrand ¢ifti olarak adlandirilir [3].

Teorem 3.3:

a(s) uzayda bir egri ve yay parametresi s olsun. Eger; S: yay parametresi olmak tizere f(s1), o(s)
egrisinin yonlii Bertrand ¢ifti ise asagidaki 6zellikler saglanir.

(@) Yonli Bertrand ¢iftlerinin karsilik gelen noktalar arasindaki uzaklik sabittir.
(b) Eger ks=0 ise, yonlu Bertrand ciftlerinin karsilik gelen noktalardaki teget vektorleri
arasindaki ag1 sabittir [3].

Ispat:

(@) a ve B, g- catilar1 sirasiyla {t,ng,bq} ve {tx,né, bé} olan iki egri olsun. o ve B’nin yer
vektorleri arasindaki iliski agagidaki gibidir [3]:

B(s1) = a(s)tAng(s) (3.9)
dgds; N s
d—aa—a (s) + A'ng(s) + ng
ng = (—kst+ ksbg)

d /
tk% =t+ A'ng(s) + A(—kyt + kzby) (3.10)

ng denklemi 3.10 denkleminde yerine yazilirsa;

12



ads; ,
g =t A'ng(s) — Ak t+ Aksbg

295 = (1 = Aky) + X ng(s) + Aksbyg (3.11)
ds
Denklem 3.11 ng ile i¢ carpima tabi tutulursa;
<th ng>= (1 —2Aky)<t, ng > Yy <ng,ng > +Ak3 < ng, by >
<tng >=<ng, bq >= 0 ve <ng,nq >=1 oldugundan;
0=
Buradan; A'nin sabit oldugu sonucuna ulasilir.

I B(s1) —a(s) I=2
oldugundan ispat tamamlanir [3].

(d) Eger ks=0 ise; yonlii Bertrand ciftlerinin karsilik gelen noktalarindaki teget vektorleri
arasindaki a1 sabittir [3].

2 ds; ,
t === t(1 ~ Aky) + A ng(s) + Aksby
A" = 0 oldugundan;
ds
I tld—s1 I=11 t(1 — Aky) + Aksbg 112

It 1 =1ve qu = 1 oldugundan;

Denklem 3.10 ve denklem 3.11°den ;

% = \/(1 - }\kl)z + 7\21{32 (312)

Denklem 3.12 denklemi 3.10 denkleminde yerine yazilirsa;

th, J (1-2k)? +2%ks® (1 —2k,) + Aksbg

\/(1 — Akq)? 4 A%k;32 J(1 — Akq)? + A%k;?

o _ 3 0= 2k) + Aesbg

\/(1 — Aky)? 4 A%k;3?
elde edilir.

(3.13)

Aradaki aciy1 bulmak i¢in t ile i¢ carpima tabi tutulursa;
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et $<t(1—7\k1)+?\k3bq,t>

\/(1 — k)2 4 A%k;?

< tht >= cos@ (3.14)

< (1 —=2kq) + Aksbg, t >

cos@ =

\/(1 — k)2 4 A%k;?
< bg,t >= 0 oldugundan;

cosp = F (3.15)
J(1 — Ak;)? + A2k >

Eger k3 = 0 'sa sabit tanjant vektorleri arasindaki ag1 ¢ ise
cosp = F+1°dir [3].
Teorem 3.4 :

a(s) bir uzay egrisi ve yay parametresi s olsun. Eger f(s1) egrisi, a(s) egrisinin yonli Bertrand
cifti ise o ve B egrilerinin arasindaki iligki asagidaki gibidir [3]:

+ (1-2ky) 0 + Aks
th /(1—Ak1)2+A2k32 [(1-Ak)2+A2ke? | T t
né = _kl +1 k3 lnq (316)
bz‘l + .« S + ___a-2ky) | [bg
/(1—xk1)2 +A2k;? /(1—xk1)2 +A2Kk32

Ispat: Denklem 3.6 ve 3.3 denkleminden:

t0—Aky) +Msbg

t*Ak =
J(1 — Ak;)? + A2k,
_ tAk
Ma = Ak

" tAk(1 —2Akq) + Ak3bg Ak

J(1 — Akq)? + A2k;2

olur. Diger yandan; k = (0,0,1) ve Lagrange Ozdesliginden;

laAbll=+/(lall.llbl)2—lab |2

Itak =/t Ik D2—Itk 12
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— JI=<tk>? (3.47)

< t,k > = pdenirse;

V1 —12(1 = Aky)ng + Aksbg A Kk
J(1 — k)2 4 A2k;2

t*Ak =

by Ak = ng yerine yazilirsa [3]:

V1 —p2(1 =2k )ng + Akzng

t*Ak =
\/(1 —Aky)? 4 A%k;32
A Ak = V1 —p2((1 —2ky) + Ak3)ng

\/(1 — Aky)? 4 A%k;2

guasi- normal vektor;

Ak (3.18)

ItAkll

7\_ o
ng = —+nq

t* birim teget, k = (1,0,0) ve t* Ak her ikisine de dik olan 3. vektérii verir, o da n* olur ve n}

ya esit olur.

A’ _ —
ng = +ng dur.

tA A k\/(l —2k,)?% + 7\2k32 ~ [1— WZ((1 —2Aky) + ng)nq
V1 —=p2((1 = 2Aky) + Ak3) - V1= p2((1 —2Aky) + 2Aks)

by=tAng

t.(1—Ak;) +Aks)bg
g

by =t*An} =
J(1 — Akq)? + A2k;?

_ (1 = Aky)(tAng) + Ak; (bg A ng)

J(1 — Akq)? + A2k;?

15



n§ quasi-normal vektorii;
N trak
ng=———=n
Akl
seklindedir. Yukaridaki denklemlerden o ve 3 yonli Bertrand quasi-normalleri olan ng ve na‘ nin
daima lineer bagimli oldugu goriiliir.

Denklem 3.6 ve 3.13 denkleminden B(s1)’in quasi- binormali:

A (1 —2kqy)bg + Ak3(—1t)
q

J (1 — Ak;)? + A2k,? (3.19)

olarak elde edilir [3].

Sonug 3.2 : Denklem 3.18’den her uzay egrisinin sonsuz yonlii Bertrand egri ¢iftine sahip oldugu
goraldr [3].

Teorem 3.5 : a(s) bir egrinin yonli Bertrand egrileri a(s) ve B(s1) arasindaki iligki:

A= Nk, - Ak2

k? =
1= = 2 21, 2
(1 —2Akq)? + A%k,
A
k%: K,

+ =+
(1 — Aky)? + A2k,

dir. Burada k?, k% ve k3 ; B(s1) egrisinin g- egrilikleridir [3].

Ispat: Denklem 3.9 ve 3.10 denklemlerinden t* ve bé denklemleri sirasiyla ;

th= coset+singb, (3.20)

bj= -singt+cospb, (3.21)
Ak

sing = + 3 (3.22)

\/(1 — Aky)? 4 A%k;3?

Denklem 3.19’un s; e gore tiirevi alinip; denklem 3.7 ve 3.12 denklemlerinde yerine yazilirsa;
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Y ds; _ —sin@(de + k)t + ng(cos@k; — singks) + bgcoso(k, + do)
ds

J(1 — Ak;)2 + A2k;?
Denklem 3.3’ten;

(cos@k; — sinpk3) ds;

Ko V' B S (1= Aky) + g (s) + Akaby)! +
= s ' Ma = 1 q 3Dq

ds
(1 — Aky)? + A2k,?

A (cosk; — singks) 1

1
J(1 — Ak;)? + A2k,? \/(1 — Ak;)? + A2k,2

_ _ (cosgpk; —singk3;)

k}=7F >
(1 — Akp)2 + A2k,
’ dS
KA =<t =2 pr >
2 ds ' 1

< (=sin@de — singk,)t + (cos@k,; — sin@k;)ng + (cos@pddk, + cosedp)b, (1 — Ak;)bg — Akst

\/(1 — Aky)? + A%k,> \/(1 —Ak,)? 4 A2k,2

bé y1 denklem 3.19 kullanip yerine yazilirsa;

(1 —Akq)cos@d@k, < bg,bg > +sin@(de + k) + Ak; < t,t>

k) =
2 2 21,2
(1 —2Akq)? + A%k,

< bq, bq >=1 ve <t t>=1oldugundan;

_ (1 — Akq)cos@dek, + sinp(de + k;) + Aks

(1 —Aky)? + A2k,

A ek WA
k; = <nq,bq>

1 — Ak;)b, — Akst
:—<né,?(( 1)bq 3 %

J(1 — k)2 4 A%k;3?
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o (1= Ak;)bj — Akst’

ql
\/(1 — Ak;)2 + A2k,?

b:] = _kz - k3nq ve t, = kll’lq + kzbq

(= M) (kg — kang) — Ak (king + kabg)
ql

\/(1 — k)2 4 A%k;?

d 1 —Ak{)(—k, — ksng) — Aks(kyn, + k,b
:_<nq%'( 1)( 2 3q) 3(1q 2q)>

J(1 — Akq)? + A2k;?

1 (1 —2ky)(—ky —kzng) — Aks(kyng + k;bg) S

)

=<
J(1 — k)2 + A2k;32 J(1 — 2ky)? 4 A2k;3?

B ( —k3; <ng,ng > >_$ ks
(1= 2k)2 +22k52) (1 —Aky)? + A2k,2
diger yandan ;
. Ak
sing =

J(1 — k)2 4 A%k;3?

(1 —2k,)

cosp =
J(1 — k)2 + A2ks?

ifadeler oranlanirsa;

ks
(1-2k,)

tang =

olur. Denklemin tiirevi alinirsa;

de  AK4(1 — Aky) + A2k} ks
® (1 —2k,)?

_ Ak5(1 — Ak Ak ks
¢ (1 — Aky)? + A2k32

Denklem 3.22’de yerine yazilirsa;
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(1-2k,) AKS (1 — Aky) + A2K ks

Aks AL (1 — Aky) + A%k, ks

k3 = (1 —2ky)

\/(1 — Ak;)? + A%k, (1 = Nky)? + A2k,

CAKRE(L—Aky) +A2kiks (1= Aky)?

\/(1 — Aky)? + A%k, (1 = N2 + A%ks

Ak

(1 — Aky)? + A2k,?

AkS (1 — Aky) + A%k ks
(1 — k)2 + A2k,>

A
5=

olur. Bu da ispati tamamlar [3].

3.3. Ornekler

(1—Aky)? + A2k, -

k3

J(1 — k)2 4 A%k;3?

Bu kisimda, birkag 6rnekle yeni yontemin avantajlart gdsterildi.

Ornek 3.3. :
edilmistir. (Sekil 3.3.)

g- ¢atidan asagidaki dogru elde edilir [3].

t= (2 2 )

k = (0,0,1) kullanilirsa; quasi- normal vektorler:

Vi vz V66 b
nq:(?’_7'0>vebq (6 6 6)

Bu ornekte; a(t) = (t,t,t) olarak parametrelendirilen yonli Bertrand cifti elde

A=1 igin; dogrunun yonlii Bertrand ¢ifti olarak parametrelendirilir.

Bt = ¢+ 22, tydir [3].
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Sekil 3.3. Egri (kesikli ¢izgi), yonlu Bertrand ¢ifti (siyah ¢izgi), quasi- normal vektdrler (oklar) gosterilmistir [3]
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Ornek 3.4.: Sekil 3.4.’teki a(t) = (t,t,t°) egrisini alalim.

(@)

/

-
'

v"\\—[

Sekil 3.4. Birinci sekilde (2); egri (kesikli ¢izgiyle) ve Bertrand ¢ifti (siyah ¢izgi) ve Frenet normal vektorleri

(siyah oklarla) gosterildi. Ikinci sekilde (b); egride yonlii Bertrand ¢ifti (siyah cizgi) ve quasi-
normal vektorler (siyah oklarla) gosterildi [3].

21



k egriligi ve T torsiyonu kolayca elde edilir.

72+/2t7
K=———— — 1=0

3
(2 + 81t16)2

Bu egri diizlemsel bir egridir. Bu nedenle; bu egri sonsuz Bertrand egri Giftine sahiptir. A=1 igin

egrinin Bertrand ve yonlii Bertrand ve yonli Bertrand egri ¢ifti Sekil 3.2.°de gosterildi.

Sekil 3.2.’de gosterildigi gibi, Frenet normal vektorii (0,0,0) noktasinda hesaplanamaz, bu ylzden

egrinin Bertrand ¢ifti, dogru olarak elde edilemez.

Bu yuzden en iyi sonug g-gatisi kullanilarak ortaya ¢ikar [3].

22



3 3
Ornek 3.5 : Sekil 3.5'te a(t) = (L2, 1202 2t

) olarak parametrelendirilmis egriyi géz 6nune

3 2

alalim [3].

Sekil 3.5. Birinci sekilde (a); egri (kesikli ¢izgiyle) ve Bertrand egri ¢ifti (siyah) ve Frenet normal vektori
(siyah oklar) gosterildi. ikinci sekilde (b); egri (siyah), yonlii Bertrand egrisi (siyah) ve quasi-
normal vektori (siyah oklarla) gosterildi [3].
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1 2 1 V2
K=—-— vet=-—

441 -2 441 -2

oldugu kolayca goriiliir. Torsiyon ve egrilik arasinda lineer bir iliski vardir. Bu egri sonsuz Bertrand

ciftine sahiptir. A=3 i¢in; a(t)’nin Bertrand ¢ifti ve yonlii Bertand ¢ifti Sekil 3.5’te gosterildi [3].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Yonli g- catisi; egrinin tiirevi sifir olsa bile iyi tamimlidir ve diger ¢atilara oranla daha
kolay hesaplanir.

Bu tezde, E® deki yonlii g- ¢at1 kullanilarak; yonli involiit- evoliit kavrami tanimlanmustir.
Yonli involit- evoliit ¢iftlerine karsilik gelen noktalarin arasindaki uzakligin sabit oldugu
ispatlanmistir. Buna ek olarak yonlii rektifiye egri kavrami tanimlanarak, yonli rektifiyen egrinin
ozellikleri incelenmistir. Yonlii rektifiyen egrinin Ki, kz ve ks egrilikleri sabit olarak alindiginda
yonlii rektifiyen egrinin E® Oklid uzayindaki rektifiyen egriye karsilik geldigi sonucuna varilmigtir.

4.1. ¢- Cat1 Ve Uygulamalan

Bu boélim; literatlre katkida bulundugumuz tanim ve teoremleri igermektedir. Buradaki
calismalar tarafima ait olup daha dnce ¢alisiilmamus olan orijinal ifadelerdir. Ilk olarak E® de yonli
g- cat1 kullanilarak involiit ve evoliit egri ¢ifti ve yonlii rektifiyen egri kavramlari tanitilacaktir.

4.2. Yonlii Involiit- Evoliit Egri Cifti
Bu béliimde involut-evoliit egri ¢ifti kavrami tanitilacaktir.

Tamm 4.1: o, B = E® de iki egri olsun. a ve B sirastyla (I,a) ve (I, B) koordinat komsuluklariyla
verilsin. a'nin yay parametresi s ve f’nin yay parametresi s; olmak iizere; o ve f’nin g-¢atilari

{t,ng,bq,k} ve {tk,na, bé, k} olarak alinsin. Buna gore;

<t, t*> = 0 ise B’ya, a’nin yonlii involiitii o’ya da p’nin yonlii evoliitii denir.

Teorem 4.1: o, p = E® egrileri (I,a), (J,B) koordinat komsuluklari ile verilsin. Eger, B, a’nin yénlii

involutd ise; yonll involit- evoliit ¢iftlerinin karsilik gelen noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir.

Ispat: o ve B, g-catilar sirastyla {t,ng,be} ve {tx,né, bé} olan iki egri olsun. o ve B yer vektorleri

arasindaki iligki:

B(s) = a(s) + At(s)
yazilabilir. Buradan;

dp
—Ig=d'(s) + Nt + At
ds
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lds ’
g, = U AT+ Alkang + abo)

< tMg, t >= (1+1) <t,t>+Aki<ng, t > +Ak, < bg,t >
<t,t>=1, <ng,t >=0, < by, t >=0

oldugundan;
=1+ =>A =—-1=>A=c—s

olur; yani sabittir.

4.3. Yonlii Rektifiyen Egri ve Uygulamalari

Bu kisimda yonlii rektifiyen egri kavrami tanitilacaktir.

Tamim 4.2: o c E3 egrisi (I,a) komsulugu ile verilsin. o egrisinin Frenet - gatis1 {t,ng,bg,k}olsun.
E3 uzayinda yer vektorii t teget ve bq quasi-binormal vektdr alanlari tarafindan gerilen rektifiyen

diizlemde yatan egriye yonlii rektifiyen egri denir.
Buna gore; E3teki yonlii rektifiyen egrinin segilmis bir orijine gére yer vektorii:
a (s) = A(s).t(s) + u (S).by(s) denklemini saglar.

Burada A(s) ve p (S), sel € R yay uzunlugu parametresi igin keyfi diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir.

Teorem 4.2: o:1—E?®, E3te bir yonlii rektifiyen egri ve ki>0 olsun. s yay uzunlugu fonksiyonu

olmak Uzere;

kaks kaks
—<£—2(s - ds .
Pq )ds + e Pq sartin1 saglar.

i) p=|a| uzaklik fonksiyonu p? = [(1+k, e
ii) a egrisinin yer vektoriiniin teget bileseni b sabiti igin;

szks

<at=[(1+kye k—1ds)ds sartin1 saglar.

_ j‘kZ k3 d
ki ™ sartin1 saglar.

iii) o egrisinin yer vektoriiniin normal bileseni xN=e

k2k3
- ds .
I ke o dir.

iv) k2 sifirdan farkli ve yer vektdriiniin quasi-binormal bileseni < o,bg> = e
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Ispat: 0:1-E® | E® te k>0 sartin1 saglayan ve {t,ng,bq,K} 0- catisina sahip yay parametreli bir egri
olsun.

a'nin yonlii rektifiyen egri oldugu kabul edilirse; tanimdan A(s) ve p(s) fonksiyonu igin;
a(s) = A(s).t(s)+ p (S).by(s) (4.1)
olur.

Denklem 4.1’in s’ye gore tiirevi alinip, q-¢att varyasyon denklemleri kullanilirsa;

a’'(s) = A'(s).1(s)+ t'(s)-Ms)+ 1’ (S)ba(S)+bg (s)- u(s)

t'=king+kabg

ng'= -Kat+kaby

bq'= -kat-kang

a'(s) = X' (5)-t(s) +(king+kabg) A(s)+ ' (s)ba(s)+(—kat — k3ng) u(s)

t(s) = A'(5)-t(s) +king.A(s)+ kabgA(s)+ ' (s)be(S) —kat u(s) —kzngn(s)
t(s) = A'(8)-t(s) + Na(ka A(s) - k3 u(s))+ balkz As)y+ ' (5))- kat(s) u(s)
t(s) = t(s)(A'(5)- kz u(s)) + Na(ka A(s) - k3 u(s))+ ba(kz Ms)t 1’ (s))
A'(s)-kp n(s)=1

N(©E) =1tk u(s) kM) =ksu(s) W (9) =—A©®)k,
(4.2)

bulunur.

Denklem 4.2’deki birinci ve ikinci esitliklerinden;
N(8)=1+k; u(s) = A(s) = [(1 +k; p(s))ds (4.3)
ki A(s) - k3 p(s)=0

ksp(s)

ki M(s) =ksz pu(s) = Ms) = e (4.4)
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ko Ms)t ' () =0

kpA(s) _ - () (4.5)
k, k,

Denklem 4.4 ve 4.5 denklemlerinden;

k3 u(s) _ —# () =>fll' (s) ds =f_k2k3 ds
kq Kk, u(s) kq
koks
Inp = — K ds
_ kaks H(S)d
NOET I (4.6)

Boylece denklem 4.1°de yerine yazilirsa;
a (8) = A(s).t(s) + p (S)bq(S)

tile i¢ carpima tabi tutulursa;
<a($)t(s) > =Ms)<H3),H(S) > + p (5)< be(S),1(s)>
<0 (8),t(8) > = A(s)t+ p (8)< tA ng(s),t(s) >
< a(s)(s) >=Ms)t 1 ()< 1(s),K(S) > < Nng(S),(s) >
<o (s)t(s) > =)

Denklem 4.1°de yerine yazilirsa;
<a(s)t(s)> = [(1 +k; u(s))ds

Denklem 4.6°daki p degeri; 4.4 denkleminde yerine yazilirsa;

kaks

<a@6) > = [(L+k,e )k S)ds elde edilir.
ki, k2 ve ks egrilikleri sabit oldugundan; bu teorem asagidaki gibi verilebilir.

_ (keks
() (xlD' =(<xx>)2=2<xx >=<xx>=[(1+e s

)ds
(iii) Denklem 4.1’de egrinin yer vektoriiniin normal bileseni; x" in p(s)bg(s) oldugu goriilebilir.

< X(8),bq(8) > = M(s) < 1(3),bq(8) > + p(s) < by($),be(s) >
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< X(S),bqg(S) > = u(s) ifadesini yerine yazilirsa;

fk2k3

-2 4
< x(s),bg(s) >= e ' k1 olur,

Sonug 4.2: ki, ko ve ks egrilikleri sabit alindiginda bu teorem E® Oklid uzayindaki rektifiye egrisi

ile ayni sartlar1 saglar.
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5. SONUCLAR

Bu tezde bir uzay egrisi boyunca yonlii g- ¢ati ve geometrik uygulamalar1 ¢alisildi. q —

catinin Frenet ¢atisina gére avantajlar1 6rneklerle ve teoremlerle incelendi.

E2 deki yonli g- gatis1 kullanilarak yonlt invol(it- evoliit kavramlari tanitild: ve E3 deki gibi
yonli involit ve evoliit ¢iftlerine karsilik gelen noktalarin arasindaki uzakligin sabit oldugu

sonucuna varildi.

Y onlii rektifiyen egri tanimi verilerek yonlii bir rektifiye egrinin uzaklik fonksiyonunun yer

vektdriiniin teget, normal ve quasi- binormal bileseninin sagladig: sartlar ifade edilmistir.

ki, K, k3 egrilikleri sabit oldugundan yonlii rektifiye egrinin E® Oklid uzayimdaki rektifiye

egriyle ayni sartlari sagladigi sonucuna ulagilmigtir.
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ONERILER

1) Bu ¢aligmada kisitli zaman sebebiyle E2 de g- ¢at1 kullanilarak oskiilator ve normal egri

tanimlamalar1 yapilamamistir. Bu kavramlar ve 6zellikleri incelenebilir.

2) Farkli uzaylarda gq- ¢atinin tanimlanip tanimlanamayacagi arastirilabilir.
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