T.C.
ESKISEHIR OSMANGAZI UNIVERSITESI
SAGLIK BiLIMLERI ENSTITUSU
BiYOISTATISTIiK ANABILiM DALI

GAUSS KARMA REGRESYON ANALIZI’NIN,
TURETILMIS VERILERDE ETKINLiGININ ARASTIRILMASI

DOKTORA TEZi

EYLEM ITIR AYDEMIR

TEZ YONETICISi
Dog. Dr. SETENAY ONER

EKIiM 2009



T.C.
ESKISEHIR OSMANGAZI UNIVERSITESI
SAGLIK BiLIMLERI ENSTITUSU
BiYOISTATISTIiK ANABILiM DALI

GAUSS KARMA REGRESYON ANALIZI’NIN,
TURETILMIS VERILERDE ETKINLiGININ ARASTIRILMASI

DOKTORA TEZi

EYLEM ITIR AYDEMIR

TEZ YONETICISi
Dog. Dr. SETENAY ONER



KABUL VE ONAY SAYFASI

Eylem Itir AYDEMIR’in Doktora tezi olarak hazirladiyi “Gauss Karma
Regresyon Analizinin Tiiretilmis Verilerde Etkinliginin Aragtirilmasi” bashkh bu
calisma Eskisehir Osmangazi Universitesi Lisans Usti Egitim ve Ogretim
yénetmelidi’hin ilgili maddesi uyarinca degerlendirilerek “KABUL” edilmistir.

Tarih: 09.10.2009

Uye: Prof. Dr. Kazim OZDAMAR ,,é §—;QZ( 1_..,c_£v-4/\7

Uye: Prof. Dr. Ismet DOGAN

/

Uye: Dog. Dr. Setenay ONER (Danigman) ‘—{"/T‘“ 25

Uye: Dog. Dr. Fezan MUTLU %
Uye: Yrd. Dog. Dr. Canan BAYDEMIR/";Q)/D

Eskisehir Osmangazi Universitesi Saglk Bilimleri Enstitiisii Yénetim
KurulwnunZZ. /(0 Prin ... £o(.1. 3151 Sayil karan ile onaylanmigtir.

Prof. Dr. Ferruh YUCEL
Enstita Modori




OZET

Aragtirmacilar dogrusal olmayan &rneklerde esnekligi elde etmek igin
parametrik modellerin gelistirilmesine yonelmislerdir. Veri modellemede parametrik
modeller ¢ok boyutlu problemlere basari ile uygulanirken esneklik varsayimlarini
saglayamayip, yanl tahminler vermektedir. Parametrik olmayan yontemler ise esnekligi

saglar fakat yuksek boyutlarda gucliik cekmektedirler.

Esneklik varsayimlarimi saglayan GMR yontemi, verideki heterojeniteyi
belirlemek ya da asir1 yayilmay1 agiklamak igin regresyon modellerinin sonlu karmalari
kullanilarak olusturulur. Regresyon modeli olusturulurken yogunluk fonksiyonunu
modelleme amaciyla kullanilir, verinin bilesik yogunlugu modellenir ve GMM’den
regresyon fonksiyonu tiretilir.

Bu c¢alismanin amaci, GMR yonteminin teorik temellerini agiklamak,
Dogrusal ve Karesel Ayirma Analizi ile Esnek Ayirma Analizi yontemlerinden MARS
ve BRUTO Analizlerinin sonuglarini karsilastirmak, tiiretilmis veriler kullanarak ayirma
problemlerinde kullanimini goéstermek ve Model Tabanli Kiimeleme ydntemlerini

aciklamaktir.

Veri tiretimi ve analizlerde; ortalama vektorleri, kovaryans matrisleri ve
grup gozlem sayilar1 degistikce ayirma yontemlerinin dogruluk oranlari arasindaki
degisiklikler, grup sayisinin artisi ile birlikte ayirma yontemlerinin dogruluk oranlari
arasindaki degisimler ve GMM’e Model Tabanli Kiimeleme yontemi uygulayarak en iyi
modelin belirlenmesi ve Poisson guriltd (Poisson noise) uygulandigindaki ayirma

yonteminin nasil uygulandig1 gosterilmistir.

Sonug olarak Kovaryans matrisinin parametrizasyonuna gore, grup ortalama

vektorleri arasindaki farka gore dogruluk oranlarinin degistigi, grup gozlem sayilarina

gore dogruluk oranlarinin degismedigi, biliyiilk gozlem sayilarinda GMR’nin yiiksek



dogruluk oranlar1 verdigi gozlenmistir. GMR parametrik olmayan regresyon

modellemede diger yontemlerin yerine kullanilabilir.

Anahtar Kelimeler: Gauss Karma Regresyon, Sonlu Karma Modeller,
BIC, EM, Model Tabanli Kiimeleme Analizi, Cok Boyutluluk

Vi



SUMMARY

The analysts have gone towards to developing the parametric methods to get
flexibility in non linear samples. Parametric models could be applied in high dimensions
but could not supply the flexibility assumptions, this results in biassed forecasting. Non

parametric methods have problems in high dimensions.

GMR is a flexible method used to determine the heterogenity in data and
explain the overdispersion with Finite Mixtures. The GMM is used to model the density

function and the joint density of the data and derived the regression function.

The main goal of this research is to explain the theoretic basis of GMR and
to compare the analysis results with Lineer, Quadratic, MARS, BRUTO discriminant
analysis and to show how the analysis work in discrimination when the simulation data

is used and to explain the model-based DA.

For simulations and analysis; it is shown that, how the accuracy proportions
of the discriminant methods changed when the mean vector, covariance matrix and
group observation sizes are changed, how the accuracy proportions of discrimant
methods are changed when the groups are increased, what is the best model when the
model-based cluster method is applied to GMM, how the discriminant method works
after poisson noise added to the model.

Finally the accuracy ratios are changed due to the covariance matrix
parametrization and the difference between mean vectors, but the group observation
sizes. The GMR should be used in non parametric regression modeling instead of other

methods.

Key Words. Gaussian Mixture Regression, Finite Mixture Models, BIC,
EM, Model-Based Clustering, High Dimension
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KISALTMALAR
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CA:Cluster Analysis (Kiimeleme Analizi)
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EDA:Exploratory Data Analysis (Agiklayict Veri Analizi)
EM:Expectation Maximization
FA:Factor Analysis (Faktor Analizi)
FDA:Flexible Discriminant Analysis (Esnek Ayirma Analizi)
. GAM:Generalized Additive Models (Genellestirilmis Eklemeli Modeller)
. GCV:Generalized Cross Validation
. GMC:Gaussian Mixture Classification (Gauss Karma Siniflandirmasi)
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. GMR: Gaussian Mixture Regression (Gauss Karma Regresyon)
. HMM:Hidden Markov Models (Hidden Markov Modeller)
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. MANOVA:Multivariate Analysis of Variance (Cok degiskenli Varyans Analizi)
. MARS:Multiadaptive Regression Splines
. MCMC:Markov Chain Monte Carlo
. MDA:Mixture Discriminant Analysis (Karma Ayirma Analizi)
. MLE:Maximum Likelihood Estimation (En blyuk benzerlik tahmini)
. PCA:Principal Component Analaysis (Anabilesenler Analizi)
. PPR:Projection Pursuit Regression (Ongoriisel Takip Regresyonu)

. QDA:Quadratic Discriminant Analysis (Karesel Ayirma Analizi)
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1- GIRIS ve AMAC

Gauss Karma Modeli, ¢ok degiskenli istatistiksel yoOntemlerin
Ozelliklerinden olan boyut indirgeme, ayirma ve kiimeleme islemlerini basar ile
uygular. Degiskenlerin siirekli degisimini agiklayan Normal Dagilim ve Normal
Dagilimdan tiiretilen ve gok degiskenli problemlerin incelenmesinde yaygin olarak
kullanilan Cok Degiskenli Normal Dagilim fonksiyonlari, Gauss Karma regresyonunu
aciklamakta kullanilmaktadir (1,21,23,24,26,29,31).

Veri modellemede parametrik modeller ¢ok boyutlu problemlere basar ile
uygulanirken esneklik varsayimlarini saglayamaz boylece yanli tahminler verir.
Parametrik olmayan yontemler ise esnekligi saglar ama yiiksek boyutlarda guclik
cekerler.  Boylece hem c¢ok boyutlu veriler igin dogrusal olmayan Ornekleri
modelleyecek hem de parametrik olmayan yontemlerin esnekligini koruyabilecek bir
model olusturulmak istenmistir. Verideki heterojeniteyi belirlemek ya da asir1 yayilmayi
aciklamak igin regresyon modellerinin sonlu karmalari kullanilarak Gauss Karma
Regresyon yontemi olusturulur. Ilk adimda regresyon modeli hemen olusturulmaz,
yerine yogunluk fonksiyonunu modelleme amaciyla Gauss karmalar1 kullanilir. Gauss
karmalarindan verinin bilesik yogunlugu modellenir. Daha sonra Gauss karma
modelinden regresyon fonksiyonu taretilir. Bu fonksiyona Gauss Karma Regresyonu
(Gauss Mixture Regression-GMR) denir (2,10,14,22,30).

Gauss karmasi kullanilarak olusturulan modellerin yiiksek dogruluk verdigi
bilinmektedir. Gauss karmalar1 ile kiimeleme yodntemlerinin kullaniminda bulgusal
yontemlerden cok, olasiliksal yontemler kullanilmaktadir. Model tabanli kiimeleme
uygulamasi, bilgisayar donanim ve yazilim performanslarinin artmasi ile sonuglarin da

kolay yorumlanabilmesi ile ilgi kazanmistir (5,22).

Karma modeller esnekliklerinden dolayr bilinmeyen dagilimlar

modellemede tercih edilmektedirler. Kiimeleme analizinde oldugu gibi veri setindeki

1



gruplasma yapisinin analiz edildigi durumlarda her bilesen olasiliginin bir kiimeye
uymast ile kiimeleme problemine istatistiksel ¢6zim sunmaktadir. Karma model
uygulamalar1 sadece istatistik analizlerdeki genel konularda degil ayni zamanda diger
alanlarda kontrolstiz 6rnek belirleme, konugsma tanima (Speech recognition), tibbi

goruntuleme yontemleri gibi konularda 6nem kazanmistir (17).

Karma model uygulamalarinda bilesen sayisinda ve dagiliminda farklilik
gosteren modeller istatistiksel yontemler kullanilarak karsilagtirilabilir. Arastirmaci
farkli parametrizasyonlar se¢ebilmekte, ¢ok degiskenli karesel veya kiresel modelleri
dahil edebilmekte, karma parametreleri EM (Expectation Maximization) algoritmasi ile
tahmin edilebilmekte, Model Tabanli Hiyerarsik Kiimeleme yapilabilmektedir. En iyi
model BIC (Bayesian Information Criterion)’e gore secilmektedir (2,5,9,10,13,22,30).

Son yillarda bilgisayar performanslarinin artmasi ile birlikte gelistirilen ve
sayilar1 artan analiz yontemleri, karma analizleri uygulamada daha siklikla kullanilan ve
performanslar1 aragtirmacilart memnun eden uygulamalar haline getirmistir. Bu

calisma,

1- Gauss Karma Regresyon yonteminin tlkemiz literatriinde ¢ok bilinen

bir yontem olmamasi nedeniyle bu yontemin teorik temellerini agiklamak,

2- Tduretilen verilerin analizinde Dogrusal Ayirma Analizi, Karesel Ayirma
Analizi, Esnek Ayirma Analizi yontemlerinden MARS ve BRUTO ile Karma Ayirma

Analizi kullanilarak bu yontemlerin sonuglarini birbirleri ile karsilagtirmak,

3- Gauss Karma Regresyon yonteminin ayirma (discrimination)

problemlerinde kullanimini gostermek,

4- Tiiretilmis veriler kullanarak GMR yonteminde parametre tahmini
yapmak i¢in kullanilan prosediirlerin degisik birim, degisken ve dagilim tiplerine sahip

olan verilerdeki etkinliklerini kargilastirmak,



5- Model Tabanli Kiimeleme Yo6ntemi ile en iyi modelin belirlenmesini

gostermek,

6- Model Tabanli Kiimeleme Yontemi’ne Poisson Guriltl (Poisson Noise)

uygulamak ve grafikle gosterimini agiklamak,

amaciyla yapilmistir.



2 GENEL BIiLGIiLER

Gauss Karma Regresyonunun c¢ok degiskenli veri modellemesinde de

Normal ve Cok Degiskenli Normal Dagilim’dan yararlanilmaktadir.
2.1 Normal Dagilim (Gauss Dagilimi)

Normal Dagilim diger bir adiyla Gauss Dagilimi, degiskenlerin sirekli
degisimini agiklayan teorik bir dagilimdir. Frekans dagilimi ¢an egrisi goriiniimiine

sahip simetrik bir dagilim olan Normal Dagilimin yogunluk fonksiyonu;

(X-p)?
2
f(X)=—F—e % —0< X <+
oN2m

gibidir.

Burada u, X degiskeninin toplum ortalamasini, o, toplum standart

sapmasini, 7 pi (n=3.1415..) saysin1 ve e (e=2.718..) Neper sayisin1 gostermektedir.

Normal dagilan bir X degiskeni i¢in X~N(u,X) gosterimi kullanilir (21,24,26).
2.2 Cok Degiskenli Normal Dagihim (Cok Degiskenli Gauss Dagilimi)

Cok degiskenli normal dagilim; ortalama vektorii (u) ve varyans-kovaryans
matrisi (X) ile tanimlanan, tek degiskenli normal dagilimin degisken sayisinin iki

ve/lveya daha fazla oldugu durumlar i¢in olusturulmus dagilimdir. Cok degiskenli
problemlerin incelenmesinde yaygin olarak kullanilan dagilim, ¢6ziimleme kolayligi ile
tercith edilen bir dagilim tiiriidiir. Cok degiskenli normal dagilimin yogunluk

fonksiyonu,

f(x) 1 p-(X-0) T (X-p)f2

= -0 < X, <+o0; i=1,2,..,p
(27)P? |2["?



gibidir.

Burada p; boyut, «; p*1 boyutlu ortalama vektord, X, p*p boyutlu

kovaryans matrisini, X rastgele degisken matrisini gostermektedir. Cok degiskenli
normal dagilan bir X vektoru igin X~Np(H,X) gosterimi kullanilir (1,23,29,31).

2.3 Cok Degiskenli Veri Analizi Yontemleri

Cok degiskenli veri analiz edilirken bilinmeyen bir Fyy dagilimindan
bagimsiz ve ayni sekilde dagilan rastgele degiskenler X ve Y arasindaki iligki belirlenir.

Y =X/ +¢ seklinde gosterilen model parametrik ve parametrik olmayan modelin

temelini olusturur. Cok degiskenli veri analizinde birden fazla bagimsiz degisken (X) ve

bagimli degisken () vardir (1,11-13,22,30,33).

Cok Degiskenli Varyans Analizi (Multivariate Analysis of Variance), Cok
Degiskenli Regresyon Analizi, Ayirma Analizi (Discriminant Analysis), Faktor Analizi
(Factor Analysis), Ana Bilesenler Analizi (Principal Component Analysis), Cok
Boyutlu Olgekleme (Multidimensional Scaling), Uyum Analizi (Corresponding
Analysis), Kiimeleme Analizi (Cluster Analysis), Setler Aras1 Korelasyon Analizi, ¢cok

degiskenli yontemlerden yaygin olarak uygulanan yontemlerdendir (23).

Gauss Karma Modeli, c¢ok degiskenli istatistiksel yontemlerin

oOzelliklerinden olan boyut indirgeme, ayirma ve kiimeleme analizlerini uygulamaktadir.
2.4 Ayirma Analizi

Ayirma Analizi farkli toplumlardan benzer ozelliklere sahip gruplarin,
birimlerin benzer 6zelliklerine gore gergek gruplarina siniflandirilmalarini saglayan bir
atama yontemidir. 1936’da Fisher’in Iris veri seti (3 tiir ve 4 dlg¢iimden olusur) igin
dogrusal ayirma fonksiyonunu olusturmasindan sonra Ayirma Analizi ile ilgili birgok
calisma yapilmis ve farkli kurallar olusturulmustur. Dogrusal Ayirma Analizi biitiin

degiskenleri kullanan klasik yaklasimdir (23,11,13,22,31).



Ayirma Analizinde, veri setine uygun olacak bicimde parametrik ya da

parametrik olmayan Ayirma Analiz yontemleri kullanilmaktadir.
241 Parametrik Yontemler
Parametrik yontemlerin uygulanabilmesi igin,

e X veri matrisinin normal dagilim gosteren toplumdan ¢ekilmis olmasi,

e X veri matrisi degiskenlerinin, kovaryans matrisi ortak ¢ok degiskenli
toplumlardan ¢ekilmis olmast,

e Degisken ortalamalar1 ve varyanslari arasinda korelasyon olmamasi,

o Degiskenlerde ¢coklu bagimlilik (multicollinearity) olmamast

e X matrisinin gereksiz degiskenler icermemesi,
gibi kosullarin yerine getirilmesi gerekir (1,23).
2.4.1.1 Dogrusal Ayirma Analizi

Iki grup ve cok gruplu veriler igin uygulanan Dogrusal Ayirma Analizinde
amag, yeni bir gozlemi, her grubun kendi 6zelligini degerlendirerek ait oldugu gruba
atamaktir. Bunun i¢in agiklayici degiskenlere gore ayirma fonksiyonlari1 olusturulur ve

bu fonksiyonlardan ortak ayirma fonksiyonu elde edilir (1,23,29,31).

Dogrusal Ayirma Analizi’nde

Y; =b,, +gix\+?2ix2+...+bpixp
! L—

Sabit deger  Kanonik degiskenler

-Dogrusal ayirma fonksiyonu-

e Ortalama vektorler (X,), her gruba iligkin kovaryans matrisleri (S;) ve

ortak kovaryans matrisleri (Sp) hesaplanir.

e Her grup i¢in sabit deger (bo) ve kanonik degiskenler (b;) hesaplanir.



e Hesaplanan kanonik degiskenlere gore her grup igin dogrusal ayirma
fonksiyonlar1 yazilir.

e Ortak ayirma fonksiyonu olusturulur.
Y =b, +b X, +b, X, +..+b X

e Gruplar birbirinden ayirmak icin kullanilan Mahalanobis uzakligi
(B6lum 2.4.1.3) hesaplanir, dnemliligi ise Hotelling T ile test edilir.
e Mahalanobis uzakligi kullanilarak olusturulan ortak ayirma fonksiyonu

Y ’nin 6nemliligi, normal dagilim varsayimina gore F testi ile test edilir.

Dogrusal Ayirma Analizinde kovaryans matrisi biitiin siniflarda esit olur bu

da herhangi iki simif arasinda karar sinirin1 dogrusal yapar (1,13,29-30,33)

Kovaryans matrisinin esit olma durumu homoskedastisite olarak

adlandirilir. Kovaryans matrisi sinirlandirilmistir ve her bilesen i¢in aynidir.
X ~ N(y;,%) > =¥ (j=1....0)

Karma ayirma analizi ile ¢ok boyutlu verilerin diisiik boyutlarla tahmin
edilmesi ve grafiklerle gosterilmesi dogrusal ayirma analizi ile uygulanabilir. Dogrusal
ayirma analizinde biiylk sayida veri setlerinde model tahmini yapilirken, ¢ok
boyutluluk istenmeyen bir durumdur. Bu anlamda Dogrusal Ayirma Analizi
simiflandirmanin yaninda boyut azaltma i¢in de kullanilan &nemli bir ydntemdir

(1,12,23-24,33).
2.4.1.2 Karesel Ayirma Analizi

Karesel Ayirma Analizi’nin Dogrusal Ayirma Analizi’nden farki gruplarin
kovaryans matrislerinin Dbirbirine esit olmamasidir. Hesaplamalarda kovaryans

matrislerinin farki alinarak iglemler yapilmaktadir.



Kovaryans matrisinin esit olmama durumu, heteroskedastisite olarak
adlandirilir. Her toplumun farkli ortalama ve kovaryans matrisine sahip oldugu ve

kovaryans matrisinin sinirlandirtimadigi durumdur (22,31,33).
Xi ~ N(x;,2)) Z,(j=1...9)
2.4.1.3 Mahalanobis Uzakligi ve Yeni Bir GOzlemin Atanmast

Mahalanobis uzakligi Ayirma Analizinde Onemli bir kavramdir ve

degiskenler arasindaki uzaklig1 bularak ait oldugu gruba atama yapmak i¢in kullanilir.

x ve u arasindaki Mahalanobis uzakhgi,

D(x, ) =[ (x= ) 2™ (x~ 1) ]
seklinde hesaplanir.

u ortalamalar vektorl, X pozitif sonlu simetrik kovaryans matrisidir

(2,11,22).

Iki grup dogrusal ayirma analizinde; Iki ortalama (44;x,) ve iki toplum
(7, 7m,) vardir. Eger (1, —p,) 27X >C kosulu saglaniyorsa dogrusal ayirma

fonksiyonu yeni bir gozlemi birinci toplum (m;)’a atar, diger durumda ise yeni gézlem

ikinci toplum (m2)’a atanur.

Gruplar ayn1 derecede ise sabit,
1 )
C ZE(ﬂl — 1) 2 (1 + 11,)

seklinde hesaplanir.



Y ortak kovaryans matrisidir. 2 grup homoskedastik normal toplumlarda
Mahalanobis uzakligi ne kadar biiyiikse gruplar o kadar iyi ayrilir. Yanlig siniflandirma
hatas1 da o kadar kiigiik olur (2).

2.4.2 Parametrik Olmayan Y 6ntemler

Cok degiskenli istatistiksel yontemlerde, normal dagilim varsayimi sik
kullanilan bir yontemdir. Cok degiskenli parametrik olmayan yontemler ise; ¢ok
degiskenli dagilan toplumlardan alinan ¢ok degiskenli normal dagilima uymayan
verilerin analizinde kullanilan modelleme yontemleridir. Cok degiskenli parametrik

olmayan regresyon problemleri i¢in bir¢ok degisik yaklasim vardir.

Regresyon modelleri, istatistiksel veri analizinde ¢cok énemli bir yer tutar.
Gergek verilerde dogrusallik saglanmadiginda tahmin ve ayirma kurallarinin
uygulanabilmesi i¢in esnek modeller gelistirilmistir. Esnek modellerin varsayimlari yok
denecek kadar azdir. Bu modeller Hastie ve Tibshirani (1990) tarafindan dogrusal
olmayan regresyon igin Genellestirilmis Eklemeli Modeller (Generalized Additive
Models) diye isimlendirilmislerdir. Her degiskene tek degiskenli diizlestirici ekleyerek
uygulanmaktadir (2,10-11,14,43).

Bir eklemeli model asagidaki gibi gosterilir (2,10,14):
p

Y=a+) m(X)+e &~ N(0,6%)
=1

Buradaki o sabiti, Xj ise diizeltme terimi ya da bir dogrusal modeldir.

Parametrik olmayan diizlestirme yontemlerinden Kernel En Yakin Komsu,
Spline diizlestirme gibi parametrik olmayan yodntemler, p-boyutlu yerel ortalamalar
yontemi ile uygulanan regresyon yontemleridir. p-boyutlu yerel ortalamalar yontemi, Xo
noktasindaki bir regresyon yiizeyinin tahmininin, Xo’in komsulugundaki gézlemlerin

ortalamasi alinarak tahmin edilmesidir. YUksek boyutlarda verilerin seyrekligi (sparsity)



durumu ile karsilasildiginda (curse of dimensonality=boyut problemi) bu yéntemleri

uygulamakta gii¢liikler yasanmaktadir.

Ongoriisel Takip Regresyonu (Projection Pursuit Regression) Kruskal
tarafindan (1969-1972) bulunmus, Friedman ve Stuetzle tarafindan (1981) gelistirilmis
cok degiskenli parametrik olmayan regresyon problemidir. Ongorisel Takip
Regresyonu’nda p-boyutlu, bilesenlerine tahminci degisken denen rassal X vektorii ve
bagimli degisken Y vardir, bu yontem boyut indirgemeyi ve regresyon modelini
uygulayan bir yontemdir. Tek degiskenli parametrik olmayan regresyon probleminde
GAM ve PPR etkili yontemlerdir (2,6,15,43).

Hastie ve ark. (1994) parametrik olmayan regresyon ve ayirma analizi
arasindaki baglantiyr uygun 6lgek yaklagimi (optimal scoring approach) kullanilarak
saglamiglardir. Bu yontem Breiman ve IThaka tarafindan Onerilmis (1984) Hastie ve
ark.(1994) tarafindan Esnek Ayirma Analizi (Flexible Discriminant Analysis) adim
almigtir. Konusma tanima ya da goriinti belirleme gibi g¢alismalarin biyuk veri
setlerinde Kisitlanmig Ayirma Analizi (Penalised Discriminant Analysis) uygulanir.
Karma Ayirma Analizinde de uzakliklar hesaplanirken kisitlanmis Glgtimler kullanilir
(12-13,22,33).

Parametrik olmayan regresyonda dogrusal olmayan Ornekleri belirlemek
icin Esnek Agciklayici Veri Analizi (Flexible Exploratory Data Analysis) kullanilir.
Esnek Aciklayict Veri Analizi’'nde regresyon fonksiyonun siirekliligi varsayilir ve
regresyon fonksiyonun diizgln bir tahmini olusturulur. Bu nedenle parametrik olmayan

regresyon modelleri diizgiinlestirici (smoother) olarak da tanimlanmaktadir (30).
2.4.2.1 Esnek Ayirma Analizi YOntemleri

Esnek Ayirma Analizi, Dogrusal Ayirma Analizinin parametrik olmayan
yontemidir. Uygun Olgek Yaklasimi, Kanonik Korelasyon Analizi ve Dogrusal Ayirma

Analizinin kullanildig: ¢oklu bagimli regresyon yontemidir (32).
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Breiman ve arkadaslar1 (1984) ¢ok yonlii parametrik olmayan yontemlerden
biri olan CART’1 6nermislerdir. MARS, 1991°de Friedman tarafindan gelistirilmis olup
CART’1n daha genellestirilmis seklidir.

Hem CART hem de MARS parametrik olmayan regresyonun genel bir
durumudur, X o6zellik uzayin1 kare bloklara boler ve her bir blok icin bir regresyon
modeli uydurur. (3,4,7,9,10,25,30,32,43).

MARS yontemi degiskenler arasindaki etkilesimleri modelleyen bir
yontemdir. MARS regresyon yonteminde, etkilesimler asamali olarak uygulanir. MARS

modelinin genel formu,
M
Y = ﬂO +Zﬂkhm (X)
m=1

seklindedir.

CART yontemi, sabit par¢ali fonksiyonlara dayali iken MARS yontemi
pargali ya da hinge fonksiyonlarmin birlesimini olusturur. Bu hinge fonksiyonu bir
diigiim noktasia sahiptir. Modeldeki bagimsiz degiskenin etkilesimleri ve dogrusal
olmayan dontisimler temel fonksiyon tarafindan ifade edilmektedir. Bu anlamda
bagimsiz degiskenlerin birbiri ile dogrusal ya da dogrusal olmayan etkilesimlerinden

her biri bir diigiim olusturur ve buna gore tiim olas1 fonksiyonlar olusturulur:

Hata kareler toplaminin en kiiciik degeri aldig1 diiglim degeri, ayn1 zamanda
bagimsiz degiskenin egrinin egimin degismeden &nceki son degeridir. 1ki ardisik diigiim
degeri arasindaki dogrunun egfnik atsayisi yani regresyon egimidir. Temel
fonksiyonlar yardimi ile bulunan digtim degerleri ile regresyon diizgiin hale getirilir.
Bu temel fonksiyonlarin hata kareler ortalamasinin minimum olana kadar modelden

¢ikarmasi ile elde edilen “budama algoritmasi” ile gergeklestirilir (4,25,32).

11



BRUTO analizi, diizgiinlestirici egriler (smoothing splines) kullanilarak
uygulanan bir eklemeli model uygulamasidir. BRUTO, temel veri seti modellendikten

sonra katsayilar1 kiigtiltiip analiz yapmaktadir.

Esnek veri analizi yontemlerinden birisi Gauss Karma Regresyon
yontemidir. Cok degiskenli parametrik olmayan regresyonda Kernel fonksiyonu
kullanilarak Gauss Karma regresyon modeli olusturulur. Gauss Karma regresyon
fonksiyonundan yogunluk tahmin edilir. Gauss regresyon fonksiyonu Kernel
yonteminin bir ¢esidi olarak diistiniildiigti i¢in herhangi bir boyutta uygulanabilmektedir
(14,30).

25 Kimeleme Analizi

Kimeleme Analizi, n*p boyutlu X wveri matrisinin ¢ok degiskenli
g6zlemlerine iliskin bilinmeyen gruplarinin k kiimeye ayrilmasi olarak tanimlanabilir.
Kiimeleme Analizinin Ayirma Analizinden ayiran fark, grup sayilarinin ve gruplarin
onceden bilinmemesidir. Kiimeler ayrilirken gozlem ciftlerinin benzerlikleri (similarity)
ve farkliliklart (dissimilarity) genel olarak wuzaklik (distance) Olculeri olarak
isimlendirilir. Bu 6lculer, birimler ve degiskenler arasindaki uzakliklar1 hesaplamak i¢in
kullanilir (23,26,31).

2.5.1 Uzaklk Olgiileri, Uzakhk ve Benzerlik Matriseri
25.1.1 Oklid Uzakhg: (Euclidean Distance)

Minkowski uzakligmin (2.5.1.2) 6zel bir hali olan Oklid uzaklig1 iki vektor

arasindaki karesel uzakligi olger.

nxp boyutlu X veri matrisi asagidaki gibi verilmis olsun,

12
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1. ve j. birimler arasindaki karesel uzaklik,

d(i,j)=Ji(xik—X,-k)z

seklindedir. i=1,2,...,n; j=1,2,...,n ve k=1,2,...,p’dir.
Uzaklik matrisinde,
1. Biitiin matris elemanlar1 pozitiftir (Her x; ve X; i¢in d(i,j)>0)
2. Birinci kdsegen elemanlar1 0°dir (x; =X; ise d(i,j)=0)
3. Uzaklik matrisi simetrik matristir. (d(i,j)=d(j,1))

Her matris elemani bu matristeki en biiylik degere boliiniip 1’den ¢ikarilir ve
yuzde ile ifade edilir. Bu hesaplanan yeni matris benzerlik matrisidir ve birimlerin

birbiri ile benzerlik diizeylerini géstermektedir (23,26,31).
2.5.1.2 Minkowski uzaklig

Minkowski uzakligi,

.
000~ S -l |

seklindedir. Burada r=2 icin Oklid karesel uzakhigini elde edilir (23,26,31).
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2.5.1.3 Manhattan (City block) uzaklig
r = 1, igin Minkowski uzakligi Manhattan (City block) uzakligi adin1 alir.
2.5.1.4 Korelasyon Uzakhig

Iki gdzlem vektorii arasindaki iliskiyi 6lgen Korelasyon ve Korelasyonlar
araciligl ile hesaplanan korelasyon uzakligi kiimeleri birbirinden ayirmaya yardimci

olur (23,31).

M s
X
X
I
M s
x
M s
X

i=1 i=1 i=1

r.
kj n

L,y

2 =l 2 _ i
;Xk n ;X‘ n

Kiimeleme yontemleri uygulanirken temel olarak Asamali (Hierarchical) ve

Asamali olmayan (Nonhierarchical) olmak tizere iki sekilde incelenmektedir (23,26,31).

252 Asamah Kiimeleme YoOntemi (Hierarchical Clustering
M ethod)

Asamali Kiimeleme Analizi yonteminde birimler -uzaklik matrisinin
elemanlar1 kullanilarak aga¢ diyagramlar1 ve dendogramlar yardimi ile ardisik sekilde
kiimelenirler. Yontem uygulanirken birimlerin baslangigta nasil kiimelenecegi ve kiime

sayisinin belirlenmesi i¢in farkli yontemler vardir.

25.2.1 Aywia  Asamali  Kiimeleme  Yontemi  (Divisive
Hierarchical Clustering Method)

Birimler baslangigta tek kiime olusturuyor ise ile Ayirict Asamali

Kimeleme Ydntemi uygulanir ve asamali olarak kiimeler ayrilir.
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2.5.2.2 Birlestirici Asamali Kiimeleme YOntemi (Agglomerative
Hierarchical Clustering Method)

Baslangicta her birim bir kiime olarak kabul ediliyorsa bu kiimeleme
yontemi Birlestirici Asamali Kiimeleme YoOntemidir ve birimler asamali olarak
kiimelere yerlestirilir. Asamali yerlestirmede kiime sayilart gittikge kiictliliirken
kiimelerin kendisi biyur. Birlestirici Asamali Kiimeleme Yontemi uygulamada daha

yaygin kullanilan yontemdir (26,31-32).

253 Asamah Olmayan Kiimeleme YoOntemi (Nonhierarchical
Clustering Method)

Asamali olmayan kiimeleme yoOntemlerinde optimizasyon, dagilim

karmalari ve yogunluk tahminleri yontemleri kullanilarak yerlestirilme yapilmaktadir
(26).

Asamali  olmayan kiimeleme yontemlerinin  Asamali  kiimeleme

yontemlerinden farki,

e Asamali olmayan kiimeleme yontemlerinde baslangi¢ kiime sayisi; kiime
merkezleri ya da ¢ekirdek noktalarindan olusan bir degerdir.

e Asamali olmayan kiimeleme yoOntemlerinde benzerlik ya da farklilik
matrisi yerine X matrisi kullanilir.

e Asamali kiimeleme yontemlerinde bir kiimeye atanan bir birim bir daha
yer degistirmez, Asamali olmayan kiimeleme yontemlerinde ise yer degistirerek

optimizasyon saglanmaktadir (26).
2.5.3.1 Optimizasyon
Bir uzaklik ya da benzerlik matrisi kullanilmadan n birimi k kimeye belirli

kriterler kullanarak yerlestirme islemi optimizasyon ya da paylastirma (partitioning)
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islemi olarak tanimlanmaktadir. Asamali olmayan kiimeleme yontemlerinde en yaygin

olarak kullanilanlari,
e K-ortalamalar yontemi
e Yigma kiimeleme yOntemleri’dir.
2.5.3.1.1 K-Ortalamalar Yontemi

Birimlerin bir kiimeden digerine yer degistirmek suretiyle uygun kiimeye

atanmasini saglayan algoritmadir.

Baslangicta cekirdek nokta olarak secilen daha sonra ise kiime merkezleri
(ortalama vektorler) ile yer degistirecek olan k degerleri segilir. Cekirdek noktalar
secilirken gesitli yaklasimlar vardir. Ornegin bu noktalar rastgele, gelisigiizel ya da ilk k
birimin k olarak alinmasi seklinde olabilir. K ¢ekirdek noktanin se¢ciminden sonra kalan
birimler Oklid uzakligma gore en yakin ¢ekirdek noktanin bulundugu kiimeye atanur.
Birden fazla birimlerin olusturdugu noktalarin kiime merkezi ¢ekirdek noktalarla yer
degistirir. Oklid uzakligina gore kendi kiime merkezinden baska bir kiime merkezine

daha yakin gozlem kalmayana kadar bu islem devam ettirilir (23,26,31).

k-ortalamalar yontemi baslangi¢ ¢ekirdek noktasinin se¢imine duyarlidir

ve bazen bu segime gore kiimeler degisebilir (26)
25.3.1.2 Yigma Kiimeleme Yontemi

Bir noktanin kiime merkezinden uzakligina gore degil de kiime i¢i ve
kiimeler aras1 kovaryans matrislerine gore hesaplanan Yigma Kiimeleme Yontemi (Hill

Climbing Method) diger bir paylastirma yontemidir (23).
2.5.3.2 Dagilim Karmalar

Diger bir yontem olan dagilim karmalarinda; ¢ok degiskenli normal dagilan

g dagilim varsayimu ile hareket edilir ve 6rnekteki kiimeler belirlenmeye ¢alisilir (26).
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2.5.3.3 Yogunluk Tahmini Yontemi

Mod denilen yogunluk noktalar1 aranarak yigilimin oldugu bdlgelerin
yigilim olmayan bolgelerden ayrilma islemidir. r yarigapi ve k noktast belirlenir.
Verideki her nokta igin r yarigapinin olusturdugu kiireye dahil noktalar bulunur ve kiire
icinde bagka noktalarda varsa bu nokta yogunluk noktasi olur. Bir yogunluk noktasi
diper yogunluk noktalarindan r ¢apindan daha uzaksa o bir kiime ¢ekirdegidir, degil ise

kiimeler birlestirilerek olusturulur (26).
2.6 Karma Modeller

Karma modellerin incelenmesi ¢ok uzun bir zaman dilimine dayanmasina
ragmen, arastirma yontemlerinin gelismesi ve bilgisayar performanslarinin artmasi ile
kullanimindaki artis son yillarda belirginlesmistir. Karma modeller esnek ve Gretimi
kolay modeller oldugundan, uygulamada da tercih edilen modeller haline gelmislerdir.
Istatistiksel analizin genis bir kismina hitap eden matematik tabanli karma modeller;
kiimeleme analizi, ayirma analizi, yogunluk tahmini, sinir aglar1 gibi konularda, Tip,

Biyoloji, Sosyal Bilimlerin hemen her alaninda kullanilmaktadir (2,22,30).

Karma modeller Pearson tarafindan 1884’de incelenmistir. 1000 tane
yengecin bas uzunluklarinin goévdeye oranlari alinarak olusturulan veri setinin
histogram grafiginden yola ¢ikilarak, grafikteki asimetrinin (garpiklik) iki alt cinse ait
olabilecegi bunun da yeni bir tiiriin evriminin gostergesi olabilecegi Pearson’un model
tabanli hiyerarsik yaklasimi ile belirlenmistir. 1800’li yillarin sonunda Pearson
tarafindan analiz edilen 2 normal yogunluk fonksiyonunun karmas: kullanarak

uygulanan analiz zamanla geliserek 6nemini artiran bir yontem olmustur (22).

Gauss karmalari parametrik olmayan yogunlugu hesaplamak i¢in kullanilan
bir yontemdir. Gauss karmalar1 kullanilarak hem parametrik yapi1 korunmus, hem de
model esnekligi saglanmis olmaktadir. Gauss karmalari kullanilirken her bilesen orijinal
bir model gibi gosterilip analiz edilmektedir. Olusturulan regresyon modeli verideki
gbozlemlenmemis heterojeniteyi belirlemek ya da asirt yayilmayi agiklamak igin

kullanilmaktadir (30).
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Karma modellerde, her karma bilesen G, gizli bir kiime degiskeni gibi
diigtiniilir G € {1,2,....,K}.

Bu gizli degiskenlerin her bir bilesene esit olma olasiligi m’dir.

Pr(G =k) =7,

m’a karma oranlar denir. Karma oranlar 0-1 arasinda deger alir ve toplami
1’e esittir.

7, (0<mi<l) Zﬂ'i =1

X|G=k ~ N, %)

p-boyutlu R ornek uzayinda n birimden c¢ekilmis rasgele ornekler X,

X2,....,Xn 0lmak Uzere X; vektoriniin olasilik yogunluk fonksiyonu f (x;) asagidaki gibi
gosterilir,

()= 32,60 1,20

@ cok degiskenli Gauss yogunluk fonksiyonunu gosterir,
-1/2 —
P 1, 2) =[272] " exp {1/ 2(x— ) =7 (x - )

Sonsal olasilik, Gauss karma
onemlidir ve

regresyon Yyonteminin agiklanmasinda

Pr(G =KX =)= 1= k(’;)( =X) __ (% %)
’ Z”J¢(X;ﬂj’21)

18



olarak tanimlanmaktadir (11,30).
2.7 Gauss Karma Regresyonu

Cok degiskenli parametrik olmayan regresyonda ¢ok boyutlu verinin analizi
Gauss Karma Regresyonu ile yapilmaktadir. Gauss Karma Regresyonunun temeli
yogunluk fonksiyonuna bagli oldugundan oOncelikli olarak yogunluk fonksiyonunun

tahmin edilmesi gerekir.

Yogunluk fonksiyonu tahmin edilirken model tabanli istatistiksel

yontemlerde kullanilan benzerlik fonksiyonu kullanilir (9,22,30).
2.7.1 Benzerlik Fonksiyonu

Benzerlik fonksiyonu,

D= {(xi, y. )in:l} bagimsiz ve ayni sekilde dagilan degiskenler olmak (izere

L(; D) :ﬁ fX,Y (Xi’ Yi;g)

i=1
olarak tanimlanmaktadir.

Benzerlik fonksiyonu, f,  (x,Y;;¢) yogunluk modelidir.

Parametrik bir model, her (X,y;) veri noktasi genel bir benzerlik

fonksiyonu L(&; D) belirtir.

Dogrusal bir model igin f,, (vi| %) =8(y,. X/ B,6%) kosullu yogunlugu

verildiginde, (¢ Gauss yogunluk fonksiyonudur),
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fyy = 1, fx oldugundan klasik ~dogrusal model i¢in  benzerlik,

v|x

L(3:D) = [ T9035 £.0) 1, (x) =T 0] [#0. X i)

sekilde tiiretilmektedir (30):

Boyut arttikca veri seyrekligi (sparsity) durumu ile karsilasilir. Seyreklik
durumunda dogrusal olmayan Ornekleri modellemek igin yine benzerlik fonksiyonu

yaklagimi kullanilir ve model parametrelerinin tahmini yapilir.

Hastie ve arkadaslar1 (2001) yerel benzerlik fonksiyonunu Kernel

fonksiyonu ile tanimlamislardir (14),
1(6)) = 2 K (o X)X AO)

K(X,, %) Xo komsulugundaki Kernel fonksiyonudur. Bu model Kernel

regresyon modelinin bir ¢esididir. Benzerlik fonksiyonu esnek merkezi dogrusal
modellerin karmasini olusturur, Gauss karmasi olasilik yogunluk fonksiyonu da
dogrusal modellerin karmasini olusturur. Sonlu Gauss karmalar1 ¢ok boyutlu verinin
esnek regresyon modellemesi icin kullanilan parametrik bir modeldir ve dogrusal

regresyonun esnekligini saglamaktadir (30).
2.8 Yogunluk Fonksiyonu

Parametrik modeller, ¢ok boyutlu problemlerde basarili yontemlerdir. Ama
esneklik ile ilgili varsayimlar saglanamadiginda yanli tahminler verebilirler. Parametrik
olmayan yoOntemler ise esnekligi saglar ama ¢ok boyutlu problemlerde uygulanmasi
sikint1 yaratmaktadir. Bu problemi ortadan kaldirmak igin bilesik yogunluk fonksiyonu
kullanilir, bdylece parametrik ve parametrik olmayan yoéntemlerin dezavantajlari

ortadan kaldirilmis olmaktadir.

Yogunluk fonksiyonu,
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O’F (X, )

fx,v (X’ Y) = XX

olarak tanimlanir ve burada x ve y, Fyxy dagilimindan bagimsiz ve ayni sekilde dagilan p

boyutlu 6rneklerdir.

Regresyon fonksiyonu m(x), fx ile tlretilir ve

m(x) = [ yfy  (y|x)dy

fuy (X Y)
Xy
fv\x (y| X) = J~ fx‘y (x.y)dy

olarak tanimlanir.

m(X) regresyon modellemede yogunluk tahmini ile iki sinif yogunlugunun
oranina dayali smiflandirict  olusturur. Boylece boyut artisindan daha az
etkilenilmektedir. Bu esitlikten dolayi, Gauss karma regresyonu ve Gauss karma
siiflandirmasinin her boyutta uygulanabilmektedir (30,43).

2.8.1 Yogunluk Fonksiyonunun Kernel ile Tahmini

yfy v (X y)dy
m(x) =E|Y|X =x|=| yf (y|x)dy:I’—
: 1=t [ s O y)dly
Burada m(x) regresyon fonksiyonunu ve fyy, yogunluk fonksiyonunu
gostermektedir. m(x) fonksiyonunu tahmin etmek ig¢in kosullu beklenti fonksiyonu

tanimlanmustir.

Ortak yogunluk fonksiyonun tahmini iki degiskenli Kernel tarafindan
tahmin edilmektedir.
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fX,Y (x,y)= znilKh (X=%;)K, (Y =Y;)
i1

Nadaraya Watson Kernel fonksiyonu bu esitlikten

i ody X0ty K (-x) D0 K (x)
R tendy YT K ex) Y K(xx)

m(x)

n

ZyiK(x,Xi)

m(x) =-

n

D> K(x, %)

i=1
seklinde tahmin elde edilmektedir:

Nadaraya Watson tahmincisi Kernel yogunluk tahmincisinin formunda fyy
yi modelleyerek m(x) i¢in Kernel diizgiinlestirici tretir. Burada Gauss olasilik
yogunluk fonksiyonunun Kernel K tarafindan tahmin edildigi goriilmektedir. Karma
modeller yogunluk tahmini i¢in kullanilirken Kernel metodunun bir ¢esidi olarak

diistiniilmektedir (7,22,30).

fyy Gauss oldugunda kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu fy x Gauss’dur
ve regresyon modeli m(x) dogrusaldir. Gauss olasilik yogunluk fonksiyonu fy,’yi
modellemek icin kullanilir. K bilesenli Gauss karmalarindan olusan olasilik yogunluk

fonksiyonu,
~ K
fX,Y (Xf y) :Zﬂ-j¢(xl y,ﬂj,zj)
j=1

olarak gosterilmektedir (2,19,22,30):

Olasilik yogunluk fonksiyonun sonsal regresyon fonksiyonu m(x), mj(X)
dogrusal fonksiyonundan yola ¢ikmistir. Gauss karma regresyon yontemi bu

fonksiyondan taretilir (14).
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Gauss karma yogunlugundan regresyon fonksiyonu olusturulduktan sonra,
karma bilesen K’lar kullanilarak, karmanin en biiyiik olabilirlik tahmini hesaplanir. EM
(Expectation Maximization) algoritmasini kullanilarak m(x)’in olabilirlik k sayis1 elde

edilir.

Yogunluk tahminin zor hesaplanabilir olmasindan dolayr yogunluk
fonksiyonundan tek degiskenli regresyon hesaplanmadan, standart tek degiskenli

parametrik olmayan yontemler hesaplanabilir (22,30).

Regresyon problemini belirlemede yogunluk tahmini problemini
belirlemeden daha c¢ok parametre vardir. Yogunluk tahmini direkt veri
modellemesinden daha zordur, ¢iinkii yogunluk fonksiyonunda daha c¢ok veri

hesaplamasi vardir (27,30).

Veri modellemede, ¢ok boyutlu problemler ile karsi karsiya kalindiginda,
yogunluk modeli en uygun yontemdir. Ciinkii X ve Y’nin tiim istatistiksel 6zeti
yogunluk olabilirlik fonksiyonunda saklidir. Cok boyutlu veri igin parametrik olmayan
regresyon metodu olusturmanin uygun yolunun Gauss yogunluk regresyonudur. Karma
modeller genelde formiildeki bilesen yogunlugunu kullanirlar. Gauss karma modeli

bunlarin iginden en ¢ok kullanilanlardan biridir. (14).
2.8.2 Kernel Yogunluk Tahmincileri

Parametrik olmayan yogunluk tahmininde, bilinmeyen fx yogunlugundan bir

bagimsiz ve ayn sekilde dagilan 6rnek {Xi }?:1 verildiginde Kernel tahmincisi

X_

X;
h)

£ (0=— 3 K(
nh <

seklinde hesaplanr.

Kernel fonksiyonu K simetrik yogunluk fonksiyonudur. Gauss Kernel’inin

Ozel durumu igin K(u) = ¢(u;0,1)dir.
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Gauss Kernel yogunluk tahmincileri,
fi (0 =2 ng(x %, h?)
i=1

gibi gosterilir.

Bu esitligi X € R? p boyutlu yazacak olursak,
f (x)= D onTp(x;x, h2l)
i=1

seklini alir.

Boylece esit karma agirlikli n-bilesen Gauss karma yogunluk tahmincisi

elde edilmis olur. h (bant genisligi) bu tahmincideki tek parametredir (30).

Parametrik olmayan duzgunlestiriciler merkezi yontemlerdir.  Merkezi
yontemlerde, x’in komsulugundadir. m(x), konum 6zelligi olan siireklilik varsayimina
dayalidir. xiB(X,0) icinde her gdzlemlenen y; degeri m(x)’in bilinmeyen degerine

yakindir. B(x)’e gore y; nin ortalamas1 alinarak m(x) fonksiyonu,

n

y Zyi|(|xi_x|<5)
mx)= Y, B—' - m(x)=-
i:\xi—x\<5| (X)| Z [ (|Xi — X| < 5)

i=1

seklinde tahmin edilmis olur (14,30).

|B(x)] B(x) setinin biyiikligidir ve Nadaraya Watson Kernel

Diizgiinlestirici formunu alir,
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Kernel fonksiyonu, X; gozleminin konumu belli x’e yakinligimi olger.

Sonugta K(x,x;) genel olarak surekli ve x ile x; arasindaki uzakliga gore monoton
azalan bir fonksiyondur. K(X,x;) se¢mek i¢in en ¢ok bilinen yollardan biri K’y1 tek

sekilli, simetrik yogunluk fonksiyonlu, 0 merkezli belirlemektir.
K(x, %) =K(x,x)=K(x=x)

Burada Gauss olasilik yogunluk fonksiyonu Kernel fonksiyonu gibi

kullanarak Nadaraya & Watson tahmincisi belirlenir.

3 yib(x; %, h2Ip)
0=
Z¢(x; X;,h’Ip)

¢-x € RP i¢in ¢ok degiskenli Gauss olasilik yogunluk fonksiyonu.

Bant genisligi h kiglk olursa, Kernel araligini kiigiik olacaktir, bu da daha
yakin komsuluk ve az diizgiin egri demektir. Bir boyutlu (p) icin, Gauss olasilik
yogunluk fonksiyonu kolaylikla elde edilir. Ne var ki p boyutu arttik¢a algoritmalari

hesaplamakta zorlasir (30).

2.9 Karma Modelin Olusturulmasi

2.9.1 Bilesen Sayisimin Belirlenmes

Karma modellerde, her karma bilesen, gizli bir kiime degiskeni gibi
diistiniilebileceginden kiime sayisinin ve kiime yonteminin se¢imi ayri bir problem

olarak ele alinir (25).
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Bilesen sayist belirlenirken K icin rasgele ya da tahmini ve model
parametrelerinin degerleri alinir. Sonra en buyik olabilirlik tahminini hesaplamak icin

EM algoritmasi kullanilir.

Kiime sayisinin secilmesi i¢in bircok calisma yapilmistir. Bu baslangigtaki
degerleri belirlemek i¢in farkli stratejiler vardir. Parametreler icin uygun baslangic
tahminleri belirlemenin en iyi yolu ¢ok degiskenli karmalari olustururken veriye
kiimeleme analizinin bazi formlarmi uygulamaktir. Sonlu karma modellerde rastgele

baslangi¢ degerlerin segiminde rastgele alt 6rneklemlerinin kullanimi dnerilmistir (22).

K ortalamalar kiime algoritmasi bu baglangi¢ tahminlerini elde etmek i¢in
kullanilir. Her bir j toplumu i¢in uygun sayida kiimenin se¢iminden sonra k ortalama
kiimeleme algoritmasi R;j setini tahmin i¢in kullanilir. Daha sonra j smifindaki tiim

g6zlemler igin,

P(C,

_ 4, X; ye en yakn merkez ise, 1
X J) =

diger durumda , 0

seklindedir.

Y ’nin baglangi¢ tahmini i¢in kiime i¢i kovaryans matrisleri birlestirilerek

toplanir.
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Sekil 2.1 Rastgele baslangic degerlerini kullanan EM algoritmas igin farkli k’lar
ile k. M adimu ile iiretilen parametrelere dayali her bilesen igin asimptotik(%95) elipsoidler
grafigi (22).

2.9.2 Baslangic¢ Degerler

Kiime sayilarinin belirlenmesinden sonra k ortalamalar kiime algoritmasi
cekirdek noktasi, rastgele segilir ve x; ler gibi baslangi¢ degerler seger. Hastie ve

arkadaslar1 (1996), en iyi degerin se¢ilmesini Onerir.

Yanhs siniflandirma olasilifi calisma Ornegini minimize eder. Kiime
merkezleri gibi bir dizi rastgele farkli baslangi¢c dener. Baglangic degerlerin se¢iminden

sonra ME tekrarli algoritma ile 7;, x; ve Z’nun tahminini belirlemek i¢in kullamlir

(9,22).
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2.9.3 Ayirma Kurah

J smifi i¢in tiyeliginin olasiligi
Rj

P(G=j| X =x)~x;Prob(x|j)~ ﬂjZﬂ'erXp[-D(X,ﬂjr)]/Z
r=1

seklinde tahmin edilir. Ayirma kurali P(j|x)i maksimize etmek icin j yi secer, sonraki

olasiliklar dogrusal olmayan egilimlidir (2).
294 Modd Segimi

En iyi model secimi BIC (Schwarz-1978) kriteri ile yapilir. Normal bir
model parametrik olmayan bir yogunlugu tahmin etmek i¢in kullanildiginda BIC ile

secilen bilesen sayilari tutarli sonuglar verir (2,19,22,30).

Farkli serbestlik derecesinde modeller karsilastirilirken, Bayes Kkriteri
yorum ve hesaplama kolayligi ile tercih nedeni olan bir yontem haline gelmistir. Model

secimi, en yiiksek BIC degerine sahip olan model segilerek yapilir.

BIC =-2xlog L(x;6%)+d xlog N

Burada L(X:6) olabilirlik fonksiyonu, N érnek biiyiikliigii ve d serbestlik

derecesidir.

BIC kriteri kullanilarak, her bir K degeri icin en biiyiik olabilirlik tahmini
hesaplanir. En biiylik olabilirlik tahmini EM algoritmas: ile hesaplanir. EM
algoritmasinin iyi bir maksimuma ulasmasi i¢in iyi bir baslangi¢ degerini segilmesi
onemlidir, bu yizden farkli baslangi¢ degerler icin yeniden baslatan degerler

kullanilarak maksimuma ulasilmaya ¢alisilir (5,22,30).

Gauss karma modeli benzerlik fonksiyonu sinirli olmadigindan en biiyiik

olabilirlik tahmini hesaplanirken karma benzerligin maksimumu yoktur. Bir bilesenin
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varyansi 0’a giderse benzerlik fonksiyonu sonsuza gider. Verilen K da EM algoritmasi
icin model parametrelerinin baslangic degerlerini olustururken K ortalamalari
kullanirlar. Bilesen sayilarinin se¢imi deneme yanilma seklindedir. Her K igin EM
algoritmasini baslatmak iizere baslangic parametresi saglanir. Veri boyutu biiyiidiikce

bu dongiiyii tekrarlamak zorlasir (30).

2.95 Parametre Tahmini
2.9.5.1 EM Algoritmas

Gauss Karma modelinde bilinmeyen yer ve o6lgcek parametreleri EM

algoritmasi tarafindan tahmin edilir ve modelin ayirma kurali Bayes tarafindan

olusturulur (6,10,13,16,19,25,27,33,36,43).

Sonlu karmalar i¢inde en ¢ok kullanilan parametrik ifade EM algoritmasidir.
EM algoritmasi, benzerlik fonksiyonun en biiyiik yerel degerini bulur ve ilk defa
Dempster ve ark. (1977) tarafindan bulunmustur. En biiyiik yerel degeri bulan esitlikten
hangi koklerin segilecegi, EM algoritmasi icin alinacak baglangic deger, bilesen

sayilarinin se¢imi, EM algoritmasinin baslica konularidir (9,22,43).

EM algoritmasi, Gauss karmalarinin en biiyiik olabilirlik tahmincilerini
(MLE) hesaplar, yani amac¢ benzerlik fonksiyonunu maksimize eden parametreleri

bulmaktir.
EM algoritmasinin isleyisi,

e Oncelikle parametreler i¢in baslangic tahminleri belirlenir. E adim; ile
sonraki olasiliklar hesaplanir.
e M adimi; ise agirlikli ortalamalar ve varyanslarin hesaplandigi adimdir.

e Uygun deger elde edilinceye kadar E ve M adimlari tekrar eder.
seklindedir (9,22).
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2.9.5.2 Iki Bilesenli Karma Model I¢cin EM Algoritmasi
Y iki normal dagilimin karmasi olarak modellenir.
Y=(1-p).Y1+pY2 Y,~N (/11’0-12) Y,=N (/12,0'22)

Baslangic degerler: Rastgele baslangic degeri belirlenir ya da karma oran

tahminleri basta .5 olarak alinabilir (14).

iki bilesen oldugu igin 5 tane parametre olacaktir:
0" = (pvﬂl’ O, ,uz’o-z)
29521 Eadim

EM algoritmasinin E adiminda her sinif i¢in o siniftan 6rnekler alinir ve bilesenlerin

sonraki olasiliklar1 hesaplanir.

- pf,(vi[)
pfl(yi|0) + (1' p) f2(yi|0)
{pi [Iog p'—log~/27 —log al'—(Y‘Z_—Af)ﬂ
0y
Q8;0) =3,

{(1‘ p,)(log(1- p')~logv27 )~ log o _%}

29.5.22 M adim

Biitlin parametreler igin agirlikli en biiyiik olabilirlik tahmincileri,
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p'=
n
DB,
H = ~
Zi T
o :\/ i pi (Yi _'ulr)z
1 Z|( I5!)

" Zi(l_ b )Yi
S

, :\/Zi(l_ pi)(Yi _ﬂé)z

i Zi(l_ f).)

seklinde hesaplanir.
2.9.5.3 Kk Bilesenli Karma Model Icin EM Algoritmast
EM algoritmasinda baslangi¢ degeri rastgele alinir (9,22).
29531 E Adum

Kosulluk olasiliklar; z; bilesenlerinin tahminini, gdzlenen x; degerlerini ve k.

tekrarda parametre tahminlerinin hesaplanmasini saglar. zj parametresi 7z, ye baghdir.

Xi degerleri her bir r; grubuna aittir. Bdylece E adiminda, x; degerlerine bagl z;; kosullu

beklentisi hesaplanir. Bu yapilirken de k tekrarda parametreler yer degistirir. E

adiminda E,” [Iog L (v |Xobs)] ’nin hesaplanir.
et o0t ()]~ [}
=P(z, =1|x)

= P(Xi € r|‘//k)
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7, D(X 1, %)

=R
Z”kq)(xi,,ukvz)
k=1

P(x € r| w*) sonsal olasiligim tahminidir (22).

2.95.3.2 M Adimi

Biitiin parametreler i¢in agirhikli en biyuk olabilirlik tahmincileri

hesaplanir. Amag Eu(,k) I:Iog L, (gy|x0bs):| maksimize eden y degerini segmektir.

SP(x, < rly*)

~k+l _ j=1

OSSP eryt)

i=lr=1

znjxiP(xi erly)

~k+l _ =1

SP(x e I’|1//k)
i=1

g1
n

SPX €y ) -0 - 1)’

2.9.6 Aykir1 Degerler

Veri setinde aykuri degerler oldugu durumlarda ortalama vektorii ve
kovaryans matrisinin en biiyiik olabilirlik tahmincileri etkilenir ve ayirma kuralinda

gozlemlerin yanlis siniflandirmasina neden olur (2).
2.9.7 Modd Olusturma

Gauss Karma Regresyon modelinde verinin ortak yogunlugunu elde etmek
icin Gauss karma modelleri kullanilir ve her modelden kosullu yogunluk ve regresyon

fonksiyonu tiretir.
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Verinin ortak yogunluk fonksiyonu kullanilarak Gauss Kernel Yogunluk
Modeli olusturulur. Kernel Yogunluk modelini uygulamak igin tekrarli g¢iftler yer
degistirme algoritmasi kullanilir. Béylece karma bilesenlerden elde edilen Gauss karma
yogunluk modeli olusturulur. Her bir yogunluk modeline kars1 bir regresyon fonksiyonu
denk gelir. Klasik lineer model K=1 ile gosterilir. Parametrik olmayan Kernel
regresyon tahmincisi ise (K=n) seklinde gosterilirse K= 1 den n’e degisen bir dizi

regresyon modeli gosterilmis olunur.

Tekrarl ¢iftler arasindaki oran tahmin edilerek her bir yogunluk modelinde
karmalarin sayilar1 ile indekslenen lojistik model ailesi elde edilmis olur. Bu yonteme

Gauss Karma Suiflandirmas: (Gaussian Mixture Classification) denir (2).

Gauss karma regresyon ya da siniflandirma modelinde, alt uzaylarin
belirlenmesi igin ileri ve geri islem algoritmalar1 uygulanir. Model tabanli yontemler bu
algoritmalar1 uygulamak i¢in kullanilirlar. Gauss karma smiflandirmas: karma ayirma
analizine alternatif ya da tamamlayici bir yontemdir. Gauss karma regresyon ve
siiflandirmasi, olasilik yogunluk fonksiyonunu modellemek i¢in kullanilir, bilesenlerin
sayisini belirlemeye yarar. Gauss karma regresyonda model belirlemek igin degisik

yontemler vardir (30).

2.10 Model Tabanh Kiimeleme Analizi

Model tabanli kiimeleme yontemleri ¢ok degiskenli verilerde gruplari
birbirinden ayirmada sik kullanilan uygulamalardandir. Sonlu karma modellerde her
bilesen olasilik dagilimi bir kiimeye karsilik gelmektedir. Kiimelere dayali ayirma
probleminde bir uzaklik ya da benzerlik fonksiyonu belirlenerek veriler gruplanir.

Model tabanli ayirmada ise, her kiimeye ait bir model belirlenir (5).

Kiimeleme analizi olasilik modellerine dayali oldugundan i1yi uygulanan bir
kiimeleme yontemi olasilik modellerinin dogru ¢oziimlenmesini ve gelismesini saglar.
Sonlu karma modeller kiimeleme yodntemlerini uygularken her bilesen dagilimi bir
kiimeye karsilik gelir. Bundan sonra kiime sayisinin belirlenmesi problemi ve uygun

kiimeleme yonteminin secimi istatistiksel model se¢im problemi gibi diisiiniilebilir ve
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bilesen sayilari ya da bilesen dagilimlar1 karsilastirilabilir. Eger aykiri deger
olusturulmak isteniyorsa, baska dagilimi temsil eden bir ya da birden fazla bilesen
eklenerek elde edilir. Ayirma problemlerinde, uzaklik 6lgiitleri olarak Mahalanobis ya
da Oklit uzakligi kullanilir. Oklit uzaklig: cok boyutlu model tipi olarak Gauss modelini
ya da HMM’i kullanir. Model se¢im teknigi ig¢in ise EM algoritmas: gibi yontemler
kullanilir (34).

Model tabanli yoOntemler icinde en c¢ok kullanilanlar Gauss Karma
Modelleridir. Model tabanli kiimeleme yonteminde algoritmanin her asamasinda

birlestirme yapilirken bazi kriterler kullanilir:

Asamali kiimeleme yontemi (Hierarchical agglomerative clustering) da
grup igi kareler toplam1 ve gruplar arasi tek baglanti kiimeleme yontemi gibi (Single link
method) gibi baz1 Olgiitlere gore iki grup secilir ve algoritmanin her asamasinda

birlestirme yapilir.

Tekrarli par¢alama (lterative partitioning) da veri noktalar1 bir gruptan
digerine, bir kritere gore diizeltme kalmayana kadar hareket ettirilir. Kareler ortalamasi
kriteri ile tekrarli yer degistirme yontemi uygulanir. Bu yontem kullanilirken ¢ogunlukla

k-ortalamalar algoritmasi kullanilir (5,22).
2.10.1 En Iyi Model Se¢imi

Model tabanli hiyerarsik kiimeleme, gruplama ile ilgili herhangi bir bilgi
olmadan bile baslangigta iyi gruplar tiretebilir. EM algoritmasi ile parametreler tahmin
edilir. Boylece model tabanli hiyerarsik kiimeleme baslangici iyi kullanarak BIC ile en

iyi model belirlenerek tahmin edilir(5,22,30).
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2.10.2 Kovaryans Matrisinin Kimelerin Geometrik Ozelliklerine
GoreBelirlenmesi

Cok degiskenli normal yogunluklarin karmas: ile olusturulan veriler g

ortalamalar1 etrafinda merkezlenen gruplar ve kiimeler ile karakterize edilir Bu

ortalamalar etrafindaki noktalarin yogunlugunun arttig1 bir grafik gosterir.

Bu kumelerin geometrik ozellikleri; sekil, hacim, yonlendirme seklinde

ifade edilir ve X, kovaryanslari ile belirlenir.

e Genel durumX, =Al’dir. Bu durumda kiimeler kiireseldir ve esit

blyukltktedirler.

e X =2X ise butln kimeler kureseldir.
e 2, sinirlandirilmamis ise her kiime farkli geometriye sahip olabilir.

2, =Al ig¢in sadece bir parametre karmanin kovaryans yapisini agiklar.

Veri d boyutlu ise sabit X, ve smirlandirilmamis X, icin d(d+1)/2, ve G(d(d+1)/2)

parametreleri gereklidir.

Cok degiskenli normal karmalarda kovaryans matrisi 6zdeger ayrisimi ile

diizenlenir ve asagidaki esitlik olusturulur.

2y :/’LkaAkDII

Burada D, , k bilesenin yoniinii, A seklini ve 4, hacmini gosterir. 4, D, ve
A, parametrelerin bagimsiz setleridir, ya her kiime i¢in ayridir ya da kiimeler arasi

degismesine izin verilmektedir.

35



2.10.3 Kiimelerin Olusturulmasi

Parametreler belli ise, kiimeler kesin geometrik ozellikleri paylasirlar. X,

‘nin en biiyiik 6zdegeri diger 6zdegerlerden daha biiyiik ise, k. kiime d uzayinda yakin
bir ¢izgiye yogunlasir, bu k. grubun dagiliminin birinci ana bileseni olur. Benzer olarak
2 en buylk 6zdeger ayni biiyiikliigiin ise k. kime d-uzayinda bir diizleme yogunlasir. k.

kime kabaca X, 'nin en biiyilk ve en kiiciik degerleri ayn1 biiyiikliikte ise kiiresel

olacaktir.
Bu yaklasim genelde 3 bilinen modeli igerir.
Al esit varyans, sinirlandirilmamis varyans

2, = A1 kiimeler kiiresel farkli hacimli

%, = A1, biitiin kovaryanslar karesel ama sekil biiytikliik ve yonleri farklilik

gosterir. Kovaryans matrisinin dnerilen diger parametrizasyonlar1 kiimeleme analizinin

igeriginde vardir. Bu sinif i¢i korelasyon ya da bir faktér modelini igerir (5,9,22,33).
2.11 Yuksek Bozulma Tahmini

Istatistiksel ¢ikarsamalar, verilerdeki gdzlemlere ve varsayimlara dayalidir.
Bu varsayimlar verilerin geldigi gergek ortalama vektorler ve ortak kovaryans matrisine
gore hesaplanir. Siniflandirma kurallart olusturulurken caligma verisi tarafindan tahmin
edilen bilinmeyen parametreler kullanilir. Eger veride aykir1 gézlemler varsa, ortalama
vektorlerinin ve kovaryans matrisinin en buyuk benzerlik tahmincileri etkilenir.
Bilinmeyen parametrelerin tahmini, bu diizensiz gozlemlerin asir1 etkisine bagl olarak

istikrarsiz olabilir ve bozulmalara neden olur.

Yiksek bozulma tahmini yontemi ile aykir1 degerler tarafindan meydana
gelen ¢arpikliga saglam (robust) tahminciler dretilir. Boylece bu tip dizensiz

gozlemlerin etkisini azaltilmis olur (2).
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Bozulma noktasi, tahminin elde edilebilecegi aykir1 degerlerin oranmidir,
tahmincilerin saglamligin1 (robustness) belirlemek igin kullanilir. Tahminin ¢dkmeye
baslamasi i¢in 6rnekteki en kii¢iik kontaminasyonun orani bozulma noktasini olusturur.
Bu durumda yerel tahmin sinirsiz olabilir ya da yayilma matris tahmincisinin 6z degeri

keyfi kiicuk ya da buyuk olabilir.

Dogrusal Ayirma Analizinde ¢Okme noktalar1 incelenirken ortalama
degistirme yoOntemi uygulanir (Mean-shift outlier model). Grup ici kovaryans
determinant degerinin ¢6kme noktasi belirlenir ve bozulmanin olusturdugu yanlilik

ortadan kaldirilir.

Karma Ayirma Analizinde ise aykir1 degerler varliginda EM algoritmasinin

M adiminda, saglam tahminciler saglam olmayan tahmincilerle yer degistirir.

Cokme noktast degerlendirilirken, '42 civarindaki ¢okme noktasi yiiksek
¢Okme noktasi olarak adlandirilir. Cok degiskenli yer vektoriiniin en biiylik olabilirlik
tahmini 1/n’lik bir ¢cokme noktasina sahiptir. Sadece bir noktay1 bozuk bir noktayla
degistirmek yer vektoriinii sinirsiz yapar. Cok degiskenli yer vektoriiniin ve sekil
matrisinin saglam tahmini zordur, ¢linkii bilinen yontemlerin ¢ogu aykir1 degerler

1/(1+p) den ¢ok ise bozulacaktir (p veri boyutunu gostermektedir).

Bir p—1 boyutsal alt uzayina diisen p noktadan fazla yoksa p ozellik
vektoriiniin n biiyiikliigiindeki bir 6rneklemi, genel pozisyondadir denir. Genel pozisyon
bir yiiksek bozulma tahmini varsayimmidir. Cok grup ayirma analizinde bu varsayim

ortak kovaryans matrisinin tekil olmadigini gosterir (2).
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3 GEREC VE YONTEM

3.1- Veri Turetimi

Aragtirmada tiiretilmis verilerden yararlanilmistir. Veri tiiretimi igin R 2.7.0
istatistik paket programi (The R Project for Statistical Computing) kullanilmistir. R
programi http://mww.r-project.org adresinden cretsiz elde edilmistir. R programinin
tiretim ve analiz islemlerinde kullanilabilmesi i¢in R programlama dilinde makro
programlar (paket) yazilmistir ya da hazir R paketleri (MASS, MDA, MCLUST)
kullanilarak sonuglar alinmistir (35-40).

Veri tlretimi ve analizlerde 3 farkli adim uygulanmistir. Birinci adimda
ortalama vektorleri, kovaryans matrisleri ve grup gozlem sayilar1 degistikge ayirma
yontemlerinin dogruluk oranlari arasinda nasil bir degisiklik oldugu gériilmektir. ikinci
adimda ayni yontemlere veri sayisinin artigi ile birlikte biiyiik sayida grup goézlem
sayilarmin elde edilerek, ayirma yontemlerinin dogruluk oranlari arasinda nasil bir
degisiklik oldugu gortlmektir. Ugiincii adimda, Gauss Karma modeline Model Tabanl1
Kimeleme yontemi uygulanarak en iyi modelin belirlenmesi ve Poisson gurltu

uygulandiginda ayirma yonteminin nasil isledigi gortlmektedir.

3.1.1Veri Turetiminde Birinci Adim

Veri tiiretim algoritmas

1. Baslangigta Karesel, Lineer, Karma, Mars ve Bruto degerleri 0 olarak

atanir.

2. Ortalama vektorleri, kovaryans matrisleri ve n sayilar1 belli setler

normal dagilimdan tiiretilir.

3. Alt alta birlestirilerek veri setleri olugturulur.
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4. Dogrusal ve karesel ayirma analizinin siniflara gére tahmin tablosu

olusturulur dogruluk oran1 hesaplanir.

5. Karma, MARS ve BRUTO analizlerinin ayirma analizi 0Ozet

istatistiklerini veren konfiizyon matrisi hesaplanir ve hata oranlar1 belirlenir.

6. DOngu 2’den itibaren 1000 kez tekrarlanir.

7. Dongiliniin her tekrarinda dogrusal ve karesel ayirma analizlerini

toplanarak dongi sonunda ortalamalari alinir dogruluk oranlari belirlenir.

8. Karma Ayirma Analizi, MARS ve BRUTO yo6ntemlerinin sonuglari ise
konfiizyon matrisi olusturularak hata oranlar1 belirlenir ve bu hata oranlarindan

dogruluk oranlari elde edilir.

Veri tlretim parametreleri

Bir bagimli degisken ve 4 bagimsiz degisken iceren ortalama vektorleri ve
kovaryans matrisleri farkli ¢cok degiskenli normal dagilimdan veri matrisleri tiiretilerek
veri tlretimi yapilmistir. Taretimler olusturulurken grup n sayilari 50, 100, 250, 500,
1000, 3000 seklinde secilmistir. Veri setleri ise bu gruplarin birlestirilmesi ile elde
edilmistir ve veri setlerinde her bir degiskenin toplam sayisinda (3 grup oldugundan)
9000’e kadar ¢ikarilmistir. Bdylece toplam bagimsiz degisken gbzlem sayisinda
36000’e kadar ulasilmistir. Veri setlerinin olusturulmasinda kullanilan 12 farkh
kovaryans matrisi ve degisik araliklarda segilen ortalama vektorleri sirasi ile asagidaki
gibidir. 1. Adimda 1000 tekrar kullanilmistir.
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Birinci adim veri tiiretiminde kullanilan kovaryans matrisleri asagidaki

gibidir:
1 0 0 o 1 25 25 25| 1 75 .75 .75 1 90 .90 .90]
0100 25 1 25 .25 75 1 75 .75 90 1 .90 .90
1= s4 = 57 = $10 =
0010 25 25 1 .25 75 75 1 .75 90 90 1 .90
0 001 |25 25 25 1 75 75 75 1 |90 90 90 1 |
(3 0 00 3 25 25 25| 3 75 75 .75 [ 3 90 .90 .90 |
. 25 . 75 3 75 75 90 3 .90 .90
s, |03 00l |25 3 25 25 o 11
0030 25 25 3 .25 75 75 3 .75 90 90 3 .90
000 3 |25 25 25 3 | 75 75 75 3 |90 90 90 3 |
1 ® o o 10 25 25 .25 10 75 .75 .75 10 .90 .90 .90
. 25 75 10 75 .75 90 10 .90 .90
sg_|© 10 0 0| |25 120 25 25| 1o
0 0 10 0 25 25 10 .25 75 .75 10 .75 90 90 10 .90
0o 0 0 1 25 25 25 10 75 75 75 10 |90 .90 .90 10 |

Birinci adim veri tliretiminde kullanilan ortalama vektorleri asagidaki gibidir:

pl: (0,0,0,0)
p2: (0.5,0.5,0.5,0.5)
p3:(1,1,1,1)

u4:(0,0,0,0)
M5:(1,1,1,1)
u6:(2,2,2,2)

u7: (0,0,0,0)
u8: (2,2,2,2)
M9:(4,4,4,4)

110:(0,0,0,0)
u11:(0.5,1,1.5,2)
n12:(2.5,3,3.5,4)

Veri Analizi Yontemleri

Y tahmin, X; ag¢iklayict ¢ok degiskenli normal dagilan degiskenler olmak
Uzere, Analizlerde Dogrusal Ayirma Analizi, Karesel Ayirma Analizi, Esnek Ayirma
Analizi yontemlerinden MARS ve BRUTO ile Karma Ayirma Analizi kullanilmustir.
Dogrusal ve Karesel ayirma analizinde MASS paketleri, Esnek ve Karma Ayirma
Analizinde MDA paketleri kullanilmustir. Sekil 3.3’de olusturulan veri setlerinden bir
ornek gorilmektedir.
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MARS yonteminde maksimum etkilesim derecesini belirleyen 2 tamsayi, 1
(varsayilan derece) ve 2 secilmistir. Trevor Hastie and Robert Tibshirani’nin MARS
algoritmas1 Friedman’in MARS kodlamasi ile benzer sonuglar vermesine ragmen ayni
kodlama kullanilmamigtir. BRUTO yoOnteminde ise model se¢imi igin tekrarli islem

algoritmasinin her adiminda kullanilan GCV kriteri yaklasimi kullanilmistir (39).

Karma Ayrima Analizinde model tahmini,

R
P(X=x,Z=k)=2af(X) = akZ”kr¢(X|ﬂkr12)

a , k smifinin baslangic olasiligidir. Bilinmeyen parametreler EM
algoritmasi ile tahmin edilir.
MARS, BRUTO ve MDA konfiizyon matrisi hesaplayarak ayirma

analizindeki hata oranlarini verir.

Veri setlerinden bir 6rnek:

I I Il v \Y ru
[1] -0.595442470 1.28732083 -0.80643971 1.459721679 1
[2,] -0.535203680 0.90607354 -0.70158405 0.612204831 1
[3.] -1.825022159 -0.12739726 -0.43665782 0.520707999 1

[51)] 0.554526363 -2.03203957 -0.23437572 -0.122780971 2
[52,] 0.155689482 0.21035346 -1.49241905 -0.076156679 2
[53] 0.343583085 1.06212973 1.64951534 0.321043430 2
[101,] 2.734219887 1.17918380 1.37555951 1.331494481 3
[102,] 0.018123559 -0.07998244 0.94583222 1.278495210 3
[103,] 0.584033621 1.53333590 -1.07160360 -0.819955151 3
[150,] -0.17897636 2.992459680  0.115194141 0.236130550 3

3.1.2 Veri Tiiretiminde ikinci Adim

Veri tiiretim algoritmasi 1. Adimdaki gibidir.
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Turetim parametreleri, 3 ayri (I, II, III) sekilde olusturulmustur. Bunlarda

kendi iclerinde 10’lu 15’li ve 20’li olmak Uzere yine veri setlerinin alt alta eklenmesi ile

gruplandirilmistir.
Ikinci adim veri tiiretiminde kullanilan ortalama vektdrleri ve kovaryans
matrisleri:
11:(0,0,0,0) 11:(0,0,0,0) 11:(0,0)
12:(0.5,0.5,0.5,0.5) 12:(2,2,2,2) 12:(2,2)
u3:(1,1,1,1) 13:(4,4,4,4) 13:(4,4)
p4:(1.5,1.5,1.5,1.5) 14:(6,6,6,6) 14:(6,6)
p5:(2,2,2,2) u5:(8,8,8,8) u5:(8,8)
16:(2.5,2.5,2.5,2.5) 116:(10,10,10,10) 116:(10,10)
M7:(3,3,3,3) u7:(12,12,12,12) u7:(12,12)
18:(3.5,3.5,3.5,3.5) 18:(14,14,14,14) 18:(14,14)
M9:(4,4,4,4) 19:(16,16,16,16) 19:(16,16)
(10:(4.5,4.5,4.5,4.5) 110:(18,18,18,18) (110:(18,18)
ul11:(5,5,5,5) n11:(20,20,20,20) p11:(20,20)
u12:(5.5,5.5,5.5,5.5) H12:(22,22,22,22) n12:(22,22)
1113:(6,6,6,6) 113:(24,24,24,24) 113:(24,24)
114:(6.5,6.5,6.5,6.5) 114:(26,26,26,26) 114:(26,26)
ui5:(7,7,7,7) H15:(28,28,28,28) n15:(28,28)
u16:(7.5,7.5,7.5,7.5) 1116:(30,30,30,30) 1116:(30,30)
117:(8,8,8,8) n17:(32,32,32,32) n17:(32,32)
118:(8.5,8.5,8.5,8.5) 118:(34,34,34,34) 118:(34,34)
119:(9,9,9,9) 119:(36,36,36,36) 119:(36,36)
1120:(9.5,9.5,9.5,9.5) 1120:(38,38,38,38) 1120:(38,38)
Q) (1) (1
1 000
s_|0 100 @)
0010
0 0 01

Kovaryans matrisleri varyanslarin birer birim artirilmasi ile elde edildi (b)
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Cok boyutlu gozlem tiretimleri olusturulurken grup n sayilart 50 ve 500
seklinde secilmistir. Veri setleri ise bu gruplarin birlestirilmesi ile elde edilmistir ve veri
setlerinde her bir degiskenin toplam sayisinda (50x10, 50x15, 50x20) ve (500x10,
500%15, 500%20)’e kadar ¢ikilmistir. Bu turetimler 1, 11, 11T ortalama vektérleri igin ayri
ayri yapilmustir. 4 degisken ve 2 degisken kullanilmistir. Boylece gozlem sayisinda en
fazla 40000 (500x20x4)’e kadar ¢ikilmistir. Veri setlerinin olusturulmasinda ayni
kovaryans matrisleri ve farkli kovaryans matrisleri (varyanslarin 1’er br artirilmasi ile
elde edildi) kullanilmistir. Ortalamalar .5 br aralikli ve 2 br aralikli se¢ilmistir. Burada
R programinin MASS, MDA paketi kullanilmistir.

3.1.3 Veri Tiiretiminde Uciincii Adim

p1=(0,0,0,0), n2=(3,3,3,3), K3=(6,6,6,6) ortalamali, 4 degiskenli 50’ser
verili 3 gruplu veri setine Model tabanli kiimeleme analizi uygulanmistir.

En iyi model BIC degerine bagli olarak segilmistir.

BIC=-2xlogL(x;0)+dxlog N

L(x;6*) benzerlik fonksiyonudur. N &rnek biyikligii d serbestlik
derecesidir. Gauss karma modeli icin

d=Kx(1+ p+ px(p+1)/2)-1=0(Kp?) (13,14,27).

Veriye 500 verilik Poisson Noise uygulanmstir. Sonuglar grafikle (Sekil
4.4) gosterilmistir. Sekil 3.5.’de Model Tabanli Veri analizinde kullanilan algoritmadan
bir drnek gosterilmistir. Burada R programimin MASS (veri turetiminde) ve MCLUST
(smiflandirma tablosunun elde edilmesinde, en iyi BIC degerlerinin elde edilmesinde,
en iyi modelin segilmesinde ve veriye Poisson giiriiltii uygulanmasinda) paketi
kullanilmigtir. Veri modelinin kovaryans yapisina gore en iyi modeli sekil 3.6’da
olusturulmus belirleyicilere (EEE, EEI, EIl vb.) gore kendimiz belirleyebiliriz ve

bdylece en iyi modelin Bayes kriteri degerini elde edebiliriz.
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Model Tabanli Veri analizinde kullanilan algoritmadan bir 6rnek

mu<-¢(0,0,0,0)

Sigma <- matrix(c(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1),4,4)
x1<-mvrnorm(n =50 , mu, Sigma, tol = 1e-6, empirical = FALSE)
mu<-¢(3,3,3,3)

Sigma <- matrix(c(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1),4,4)
x2<-mvrnorm(n =50, mu, Sigma, tol = 1e-6, empirical = FALSE)
mu<-c(6,6,6,6)

Sigma <- matrix(c(2,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1),4,4)
x3<-mvrnorm(n =50, mu, Sigma, tol = 1e-6, empirical = FALSE)
g<-rep(1:3, ¢(50,50,50))

yl<-matrix(c(x1[,1], x2[,1], x3[,1]))

y2<-matrix(c(x1[,2], x2[,2], x3[,2]))

y3<-matrix(c(x1[,3], x2[,3], x3[,3]))

ya<-matrix(c(x1[,4], x2[,4], x3[,4]))

y<-matrix(c(y1, y2, y3, y4, g),nrow=150)

colnames(y)<- c("v1", "v2", "v3", "v4", "grup™)

yBIC <- mclustBIC(y[,-5])
ySummary3 <- summary(yBIC, y[,-5], G = 1.6, modelNames = c("EIl", "EEI", "EEE"))
ySummary3

coordProj( data = y[,-5], dimens = ¢(2,4), what = "classification",
parameters = ySummary3$parameters, z = ySummary3$z)

coordProj( data = y[,-5], dimens = ¢(2,4), what = "uncertainty",
parameters = ySummary33$parameters, z = ySummary3$z)

coordProj( data = y[,-5], dimens = ¢(2,4), what = "errors”,

parameters = ySummary3$parameters, z = ySummary3$z, truth = y[,5])

yy<-y[,-5]

b <- apply( yy, 2, range)

nNoise <- 500

set.seed(0)

poissonNoise <- apply(b, 2, function(x, n)

runif(n, min = min(x)-.1, max = max(x)+.1), n = nNoise)
yyNdata <- rbind(yy, poissonNoise)

set.seed(0)

yyNoiselnit <- sample(c(TRUE,FALSE),size=nrow(yy)+nNoise,
replace=TRUE,prob=c(3,1))

yyNbic <- mclustBIC(yyNdata,
initialization = list(noise = yyNoiselnit))

yyNsummary <- summary(yyNbic, yyNdata)

yyNsummary

coordProj( data = yyNdata, dimens = ¢(2,4), what = "classification",
parameters = yyNsummary$parameters, z = yyNsummary $z)

Belirleyici Model HC | EM | Dagilim Hacim Sekil Oryantasyon

E . . Tek Esit
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degiskenli
v "] deg-gakkenli Degisken
Ell Al . . Kiresel Esit Esit NA
Wi Al . . Kiresel | Degisken Esit NA
EEI AA . Kosegen Esit Esit Koordinat ekseni
VEI AA . Kosegen | Degisken Esit Koordinat ekseni
EVI AA . Kosegen Esit Degisken | Koordinat ekseni
VVI A A . Kosegen | Degisken | Degisken | Koordinat ekseni
EEE ADADT . | Elipsoidal Esit Esit Esit
EEV AD AD,’ « | Elipsoidal Esit Esit Degisken
VEV A4.D, ADk-r e | Elipsoidal | Degisken Esit Degisken
VVV A DA Dk-r . e | Elipsoidal | Degisken | Degisken Degisken

Cok boyutlu veride MCLUST ve EM algoritmasi i¢in kullanilan kovaryans parametrizasyonu

®)
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4-BULGULAR

4.1. Birinci adim

Ortalamasi ve kovaryans matrisleri belirtilen 50’ser degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 50*3*4 verili gbzlem setinin analiz sonuglar1 ¢izelge 4.1°de

verilmistir.

Kovaryans matrisi ve ortalama vektoriine gore dogruluk oraninin
degismedigi cizelge 4.1°de goriilmektedir. Farkli ortalama vektorleri ile ayn1 kovaryans
matrisine sahip ilk siitun verileri i¢in ¢ogunlukla en yiiksek dogruluk oranimi karma
ayrrma analizi vermektedir (ilk situn verileri LDA:.61 QDA:.63 FDAML1:.59
FDAMZ2:.58 FDAB:.57 MDA:.65). Ortalama vektorleri ayn1 iken Kovaryans matrisleri
arasindaki sayisal fark arttikca dogruluk oranlari ¢ogunlukla diismektedir. Kovaryans
matrislerinin ayn1 ya da farkli oldugu durumlarda ortalama vektorleri arasindaki sayisal
farklilik arttik¢a dogruluk oranlari ¢ogunlukla da artis gostermektedir (MDA 3=.65,
.73, .93)
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Cizelge 4.1- Ortalamasi ve kovaryans matrisleri belirtilen 50’ser degiskenden olusturulmus 3
gruplu 50*3*4 verili gozlem seti analiz sonuglari

ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0) ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0)
u2:.5,.5,.5,.5) p2:(1,1,1,1) p2: (2,2,2,2) p2:(.5,1,1.5,2)
u3:(1,1,1,1) u3:(2,2,2,2) u3:(4,4,4,4) u3:(2.5,3,3.5,4)

D.7% NN 2% U ') R D 7% K I3 U I D 3% K 21 U I N D 30 B I 20 B D)
X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 |2 | x2|2X3
X1 [ X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | ¥3 | X1 | X2 | X3

LDA .61 4.54 |51 |80 | .68 | .60 |.97 |.87 |.74 | .86 |.75 | .70

QDA .63 -.66 | .73 |81 | .74 |.75]|.98 | .89 | .82 | .86 | .84 | .81

FDAM1 59 ..66 | .72 | 83 |.74 |81 |.96 |.89 |.77 | .82 | .73 | .78

FDAM2 58 65 |.75 .83 |.70 |.76 | .97 | .90 | .82 | .79 | .84 | .78

FDAB 57 =-67 |63 .81 |.75|.75].96 | .90 | .78 | .82 | .76 | .76

MDA .65 4.67 | 65|87 |.75]|.71 .96 |91 |.75|.83 |.78 | .73

¥4 | X4 | X4 | 24 | Z4 | X4 | X4 | 24 | X4 | 24| 24 | X4
4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | 24| x| X4
¥4 | X5 | ¥6 | ¥4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | X6

LDA S5 (152 |50 |.71 |64 |58 |92 |84 |.72|.88 .79 | .68

QDA 58 |65 |.73 .73 |.73|.76 |.92 |.87 |.82 .89 .84 | .81

FDAM1 | .59 | 62 | 65 | .69 |.74 | .71 |92 | .78 | .75 | .89 | .78 | .75

FDAM2 | .59 | 61 | 63 |.71 | .74 | .75 | .93 | .83 | .73 | .89 | .82 | .75

FDAB 61 |54 |67 |.74|.68 | .78 |.92 |81 |.76 |.87 |.77 |.71
MDA 65 62 |64 73 .71 |.70 93-.86|.77 |.88 | .83 |.75

Xt X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X | X7 XY
X7 | 28 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | 28 | 29
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | x8 | X9

LDA .01 .00 | .50 | .63 | .59 | b5 |.83 |.78 | .69 | .86 | .75 | .66

QDA .01 .00 .75 |.65 | .75 | .77 | .84 | .85 | .82 | .86 | .85 | .82

FDAM1 | 47 | 49 |62 |64 | 65| .75 |.85|.77 | .81 |.85|.80 |.76

FDAM2 | 47 | 49 |61 |65 |.70 | 69 | .87 | .77 | .82 |.89 | .81 | .79

FDAB | .49 | 47 |62 |64 | 63 |.72 | .86 |.76 | .81 |.85 |.79 | .76

MDA 52 1 .60 | .65 |.67 | .73 | .67 | .85 |.79 | .75 | .86 | .82 | .76

>10 | £10 | ¥10 | 210 | 10 | 10 | 210 | £10 | 10 | 210 | Z10 | 210
10 | 11| 212 | 210 | 211 | ¥12 | 210 | Z11 | 212 | 10 | X11 | 212
10 | Z11 | ¥12 | 10 | 11 | ¥12 | 10 | 211 | ¥12 | 210 | 211 | 12

LDA .00 | .00 | .50 | 61 | 59 |55 |.81 |.76 | .68 | .89 | .75 | .65

QDA .01 ,.00 .76 |64 | .78 | .77 | .82 | .86 | .83 | .89 | .86 | .83

FDAM1 | 49 | 41 |67 | .63 | .63 | .69 | .73 |.71 |.78 | .87 | .71 | .76

FDAM2 | 45 | 44 | 67 | .62 | .75 | .65 | .71 | .82 | .77 | 91 | .80 | .77

FDAB A48 | 42 | 67 |64 |65 | .68 | .75 | .74 | .78 | .88 | .69 | .75

MDA 54 |53 |65]65].71 .71 .79 .80 |.76 | .85 |.85 |.75

Gizelgelerde W’ler ornek ortalama vektorleriBiflar ise kovaryans matrislerinbsgermektedir. Ilk siitunda zigzag seklinde
kenarliklar1 olusturulmus olan (.61, .63, .59, .58, .57, .65) degerleri pl: (0,0,0,0), n2: (.5,.5,.5,.5), u3:(1,1,1,1) ortalama vektorl;
(Z1, £1, 21) kovaryans matrisli, (50*3*4 birimlik) veri setinin 61aya analizine gore (LDA, QDA, FDAMI1, FDA M2, FDAB,
MDA) dogruluk oranlarmi géstermektedir. ilk dogruluk oranlari tablosunun MDA satirinda ¢ift ¢izgili kenarlikla gdsterilmis
hiicredeki (.87, .75. .71) degeri, pl:(0,0,0,0), u2: (.1,.1,.1,.1), u3:(2,2,2,2) ortalama vektorlii €1, £1, £1) kovaryans matrisine sahip
50*3*4 verili gdzlem setinin, karma ayirma analizine gére MDA dogruluk orani sonucunu vermektedir.

Ikinci dogruluk oranlari tablosunun MDA satirinda cift zigzagli kenarlikla gésterilmis ayri hiicrelerdeki 3 deger ise; karma ayirma
analizi dogruluk oranlarinin kovaryans matrisi ayni olan X1, X1, £1) ama ortalama vekdrleri degisen 3 veri setine gore nasil bir
degisim gosterdigini agiklamak iizere isaretlenmistir.
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Ortalamas1 ve kovaryans matrisleri belirtilen 100’er degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 100*3*4 verili gozlem setinin analiz sonuglar gizelge 4.2°de
gosterilmistir.  p’ler Ornek ortalamakien, ise kovaryans matrislerini

gostermektedir.

PR

Kovaryans matrisi ve ortalama vektoriine gore dogruluk orani degistigi
cizelge 4.2 de gorUlmektedir. Farkli ortalama vektorleri ile ayn1 kovaryans matrisine
sahip veriler i¢in ¢ogunlukla en yiiksek dogruluk oranini karma ayirma analizi
vermektedir. Ortalama vektorleri ayni iken Kovaryans matrisleri arasindaki sayisal fark
arttikca dogruluk oranlari genelde diismektedir. Kovaryans matrislerinin ayn1 ya da
farklt oldugu durumlarda ortalama vektorleri arasindaki sayisal farklilik arttikca

dogruluk oranlar artis gostermektedir.
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Cizelge 4.2. Ortalamasi ve kovaryans matrisleri belirtilen 100’er degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 100*3*4 verili g6zlem seti analiz sonuglar1

ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0) ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0)
u2:.5,.5,.5,.5) p2:(1,1,1,1) p2: (2,2,2,2) p2:(.5,1,1.5,2)
u3:(1,1,1,1) u3:(2,2,2,2) u3:(4,4,4,4) u3:(2.5,3,3.5,4)

D.7% BN 2% U '3 R D 7% K I'21 U I3 D 7% K 21 U I N D 30 B I 20 B D1
X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 |2 | x2|223
X1 [ X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | ¥3 | X1 | X2 | X3

LDA 60 |52 |49 | .79 | .67 |58 | 97 | .87 | .73 | .93 | .82 | .69

QDA 61|63 |.70 .80 |.73 | .73 .97 | .89 |.81 | .93 | .85 | .80

FDAM1 | .63 |60 | .73 | .83 |.74 | .76 | .98 | .87 | .78 | .91 | .85 | .81

FDAM2 | 61 | 63 | 68 | .83 |.72 | .78 | .97 | .90 | .80 | .90 | .88 | .78

FDAB 64 60 | .71 |81 .69 |.75].98 |.87 |.79 .92 |.83 | .81

MDA 64 |60 | .65 | .83 | .68 | .68 | 98 | .86 | .74 | .93 | .87 | .72

¥4 | X4 | X4 | 24 | Z4 | X4 | X4 | 24 | X4 | 24| 24 | X4
4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | 24| x5 | X4
¥4 | X5 | ¥6 | ¥4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | X6

LDA 54 |50 |48 | .71 |63 |56 |.92|.83|.71 | .88 | .78 | .67

QDA 56 |63 .70 | .72 | .71 | .73 | .92 | .86 | .81 | .88 | .83 | .80

FDAM1 | .52 | 62 | .71 | .69 |.70 | .68 | .94 | .81 | .77 | .89 | .81 | .79

FDAM2 | 53 |60 | .71 | .71 | .71 | .78 | .94 | .83 | .79 | .91 | .83 | .80

FDAB S51 .61 .73 |69 .72 |.71 |95 |.80 .79 |.88 | .77 |.79

MDA 53 |59 |66 |.73 |68 .67 |.94 |81 |.75].80 .81 .71

X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | 27| X7 | XY
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | Z8 | X9
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9

LDA 49 | .02 | 47 | 62 | 58 | 54 | .83 | .77 | .68 | .85 |.74 | .64

QDA 51 .03 |.72 163 |.73].75|.83 |.84 |.81 |.86 | .84 | .81

FDAM1 | 48 | 41 |66 | .62 | .59 |69 |.79 | .79 |.79 | .88 | .76 | .74

FDAM2 | 48 | .39 |66 | .61 | .69 |.71 | .78 | .82 | .78 | .88 | .81 | .77

FDAB 46 | 44 | 66 | 62 | 60 | .67 | .77 | .79 | .79 | .87 | .77 | .74

MDA 52 |46 |63 |61 |64 |65 |.78 |82 |.76 | .88 | .81 |.73

¥10 | ¥10 | £10 | Z10 | X10 | ¥10 | 10 | 210 | 210 | 10 | 10 | 210
210 | Z11 | 212 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 212
10 | ¥11 | ¥12 | X210 | 11 | ¥12 | ¥10 | 211 | 12 | ¥10 | ¥11 | %12

LDA A8 |48 |47 |61 |57 | .61 |81 |.76 | .67 | .88 | .74 | .64

QDA Sl |72 |73 162 |.76 |.74 .81 .85 |.82 |.89 |.85 | .82

FDAM1 | 47 |57 | .70 | .58 | .60 | .65 | .82 | .79 | .77 | .88 | .79 | .75

FDAM2 | 45 | 66 | 69 | 57 | .69 | .68 | .80 | .81 |.79 | .89 | .85 | .77

FDAB A7 |54 | .66 | 58 |59 | .66 | .81 | .80 | .81 | .88 |.79 | .77

MDA S50 .62 .61 .60 |.65|.65].79 .81 |.73|.88 .80 |.72
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Ortalamas1 ve kovaryans matrisleri belirtilen 250’ser degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 250*3*4 verili gozlem seti analiz sonuglar1 Gizelge 4.3."de

verilmigtir.

Cizelge 4.3’ de goriildiigi gibi kovaryans matrisi ve ortalama vektortine gore
dogruluk orani degismektedir. Farkli ortalama vektorleri ile ayn1 kovaryans matrisine
sahip verilerin dogruluk oranlarinin birbirine yaklastigi goriilmektedir. Ortalama
vektorleri ayn1 iken Kovaryans matrisleri arasindaki sayisal fark arttikca dogruluk
oranlar1 genelde diismektedir. Kovaryans matrislerinin aynm ya da farkli oldugu
durumlarda ortalama vektorleri arasindaki sayisal farklilik arttikga dogruluk oranlari

artis gostermektedir.

Ortalamas1 ve kovaryans matrisleri belirtilen 500°er degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 500*3*4 verili gozlem seti analiz sonuglar1 Cizelge 4.4’de

verilmistir.

Cizelge 4.4°de goriildiigi gibi kovaryans matrisi ve ortalama vektoriine gore
dogruluk orani degismektedir. Farkli ortalama vektorleri ile ayn1 kovaryans matrisine
sahip verilerin dogruluk oranlarinin birbirine yaklastigi goriilmektedir. Ortalama
vektorleri ayn1 iken Kovaryans matrisleri arasindaki sayisal fark arttikca dogruluk
oranlar1 ¢ogunlukla diismektedir. Kovaryans matrislerinin aym1 ya da farkli oldugu
durumlarda ortalama vektorleri arasindaki sayisal farklilik arttikga dogruluk oranlari

artis gostermektedir.
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Cizelge 4.3. Ortalamas1 ve kovaryans matrisleri belirtilen 250°ser degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 250*3*4verili gbzlem seti analiz sonuglari

ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0) ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0)
u2:.5,.5,.5,.5) p2:(1,1,1,1) p2: (2,2,2,2) p2:(.5,1,1.5,2)
u3:(1,1,1,1) u3:(2,2,2,2) u3:(4,4,4,4) u3:(2.5,3,3.5,4)

D.7% BN 2% U '3 R D 7% K I'21 U I3 D 7% K 21 U I N D 30 B I 20 B D1
X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 |2 | x2|223
X1 [ X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | ¥3 | X1 | X2 | X3

LDA 59 |52 |48 |79 | .67 |58 | 97 | .87 | .73 | .93 | .82 | .69

QDA 60 |62 | .68 | .79 | .72 | .72 | .97 | .89 | .80 | .93 | .85 | .80

FDAM1 | 62 | .63 |68 | .79 | .73 | .73 | .97 | .86 | .78 | .92 | .83 | .77

FDAM2 | 61 | 63 | 67 | .81 |.70 | .72 | .97 | .87 | .80 | .93 | .83 | .79

FDAB 62 |63 |67 |.79 |.73 |.73 .97 .86 |.79 | .93 | .82 | .78

MDA 61 .60 | .61 |80 |.71 | .68 | 97 | .87 |.75 .93 | .83 |.72

¥4 | X4 | X4 | 24 | Z4 | X4 | X4 | 24 | X4 | 24| 24 | X4
4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | 24| x5 | X4
¥4 | X5 | ¥6 | ¥4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | X6

LDA 54 .49 |46 | .70 | 63 | .69 | .91 | .83 |.71 | .87 | .78 | .66

QDA 54161 /68 |.71 .70 | .74 |91 |.8 |.80|.87 |.83 |.79

FDAM1 | .52 | 59 | .68 | .70 | .67 | .75 | .93 | .84 | .78 | .88 | .81 | .76

FDAM2 | .52 | 59 | 66 | .71 | .69 | .76 | .93 | .87 | .79 | .89 | .80 | .77

FDAB S5 (159 |.70 | .71 |67 |.75|.93 |8 |.78 |.88 | .79 |.77

MDA S5 |56 |61 .71 |65].75|.93 |8 |.73].89 .79 ]|.71

X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | 27| X7 | XY
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | Z8 | X9
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9

LDA A48 | .45 | 45 | .62 | 58 | 52 | .82 | .77 | .67 | .85 |.74 | .64

QDA 49 |47 |71 162 | .72 | .74 | .83 | .84 | .80 | .85 | .83 | .80

FDAM1 | 48 | 46 | 62 | .62 | .61 | .67 | .85 | .78 | .76 | .85 | .75 | .74

FDAM2 | 49 | 45 | 65 | .64 | .67 | .68 | .85 | .80 | .77 | .86 | .77 | .77

FDAB 50 | 46 | .63 | 62 | .60 | .68 | .84 | .77 | .77 | .85 | .74 | .75

MDA A48 |49 | 59 |62 |64 |61 |85 |.78 |.73 |86 |.73 |.71

¥10 | ¥10 | £10 | Z10 | X10 | ¥10 | 10 | 210 | 210 | 10 | 10 | 210
210 | Z11 | 212 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 212
10 | ¥11 | ¥12 | X210 | 11 | ¥12 | ¥10 | 211 | 12 | ¥10 | ¥11 | %12

LDA A48 |47 |45 160 |57 | .60 | .80 |.75 | .67 | .88 | .73 | .63

QDA 49 |70 |72 |61 | .75 |.73 .81 .85 |.81 | .88 |.85 | .81

FDAM1 | 48 | 54 |63 |59 |62 |69 |.80 | .78 | .73 | .86 | .75 | .74

FDAM2 | 45 | 62 |65 | .61 |.70 | .70 | .80 | .80 | .75 | .86 | .79 | .77

FDAB A48 |53 |65 |60 |61 | .69 | .80 |.78 | .73 | .86 | .75 | .76

MDA 49 |58 | 58 | .60 | .63 | .67 | .80 | .80 | .69 | .87 | .73 | .72
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Cizelge 4.4. Ortalamas1 ve kovaryans matrisleri belirtilen 500’er degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 500*3*4 verili g6zlem seti analiz sonuglar1

ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0) ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0)
u2:.5,.5,.5,.5) p2:(1,1,1,1) p2: (2,2,2,2) p2:(.5,1,1.5,2)
u3:(1,1,1,1) u3:(2,2,2,2) u3:(4,4,4,4) u3:(2.5,3,3.5,4)

D.7% BN 2% U '3 R D 7% K I'21 U I3 D 7% K 21 U I N D 30 B I 20 B D1
X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 |2 | x2|223
X1 [ X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | ¥3 | X1 | X2 | X3

LDA 59 |51 |47 |79 | .67 |57 |97 | .87 |.73 .93 |.82 | .69

QDA S99 |61 |67 |79 .71 | .72 |97 | .88 | .80 | .93 | .85 | .79

FDAM1 | .60 | .60 | 67 | .77 | .70 | .69 | .97 | .85 | .75 | .92 | .83 | .78

FDAM2 | 61 | 59 | 68 | .78 | .71 | .69 | .96 | .86 | .77 | .92 | .83 | .79

FDAB 60 |61 |68 |.76 |.71 |.70 | .97 | .86 | .77 | .92 | .83 | .79

MDA 60 |58 |61 | .77 | .69 | .61 |97 | .86 |.71 | .93 | .82 | .73

¥4 | X4 | X4 | 24 | Z4 | X4 | X4 | 24 | X4 | 24| 24 | X4
4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | 24| x5 | X4
¥4 | X5 | ¥6 | ¥4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | X6

LDA 53 149 145 |.70 |62 | .68 | 91 | .83 |.71 | .87 | .78 | .66

QDA 5416168 |.70 .70 |.74 |91 |.8 |.80 |.87 | .82 |.79

FDAM1 | .53 | .58 | 65 | .67 | .68 | .72 | .91 | .84 | .79 | .86 | .80 | .77

FDAM2 | .53 | 60 | 67 | .68 | .69 | .73 | .92 | .85 |.79 | .86 | .81 | .79

FDAB 54 .60 | .66 |68 |69 | .73 |91 |84 |.79 | .86 | .80 |.77

MDA 54 |56 |58 |68 |66 |.73|.92|.84 .74 .87 |.81].70

X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | 27| X7 | XY
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | Z8 | X9
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9

LDA A48 |45 | 44 162 | 57 |52 | .82 |.76 | .67 | .85 |.74 | .64

QDA 49 |46 | .70 |62 | .72 | .73 | .82 | .84 | .80 | .85 | .83 | .80

FDAM1 | 49 | 44 | 61 | .63 | .61 | .66 | .81 | .77 |.75 | .86 | .78 | .74

FDAM2 | 48 | 44 | 65 | .63 | .67 | .68 | .81 | .78 | .76 | .85 | .80 | .76

FDAB 48 |45 | .62 | 63 |62 | .66 | .B1 | .77 | .76 | .86 | .78 | .75

MDA 49 | 44 | 57 |63 | .62 | .60 | .81 |.77 |.72 | .87 |.77 | .70

¥10 | ¥10 | £10 | Z10 | X10 | ¥10 | 10 | 210 | 210 | 10 | 10 | 210
210 | Z11 | 212 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 212
10 | ¥11 | ¥12 | X210 | 11 | ¥12 | ¥10 | 211 | 12 | ¥10 | ¥11 | %12

LDA A7 |46 | 44 |60 | .56 | .60 | .80 | .75 | .66 | .88 | .73 | .63

QDA A48 |70 | .71 |60 | .75 | .73 .80 |.85|.81 | .88 |.85 | .81

FDAM1 | 46 | .56 | 63 | .63 | .65 | .66 | .80 | .77 | .75 | .88 | .76 | .75

FDAM2 | 46 | 61 |65 | .62 |.71 |69 | .81 | .80 |.76 | .88 |.80 | .77

FDAB 46 |56 | .64 |61 |64 | .68 | .80 |.77 | .75 |.88 |.76 | .76

MDA 46 |57 |57 |62 | .65 | .67 | .80 |.76 | .70 | .89 | .77 | .68
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Ortalamas1 ve kovaryans matrisleri belirtilen 1000°er degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 1000*3*4 verili gozlem seti analiz sonuglar1 Cizelge 4.5’de

verilmigtir.

Cizelge 4.5’de goriildiigl gibi kovaryans matrisi ve ortalama vektoriine gore
dogruluk orani degismektedir. Farkli ortalama vektorleri ile ayn1 kovaryans matrisine
sahip verilerin dogruluk oranlarmin birbirine yaklagti§i goriilmektedir. Ortalama
vektorleri ayn1 iken Kovaryans matrisleri arasindaki sayisal fark arttikca dogruluk
oranlar1 ¢ogunlukla diismektedir. Kovaryans matrislerinin aym1 ya da farkli oldugu
durumlarda ortalama vektorleri arasindaki sayisal farklilik arttikga dogruluk oranlari

artis gostermektedir.

Ortalamas1 ve kovaryans matrisleri belirtilen 3000’er degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 3000*3*4 verili gozlem seti analiz sonuglar1 ¢izelge 4.6.’da

verilmisgtir.

Cizelge 4.6’de goriildiigii gibi kovaryans matrisi ve ortalama vektoriine gore
dogruluk orani degismektedir. Farkli ortalama vektorleri ile ayn1 kovaryans matrisine
sahip verilerin dogruluk oranlariin birbirine yaklastigi goriilmektedir. Ortalama
vektorleri ayni iken Kovaryans matrisleri arasindaki sayisal fark arttik¢a dogruluk
oranlar1 ¢ogunlukla diismektedir. Kovaryans matrislerinin ayn1 ya da farkli oldugu
durumlarda ortalama vektorleri arasindaki sayisal farklilik arttikca dogruluk oranlari

artis gostermektedir.
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Cizelge 4.5. Ortalamas1 ve kovaryans matrisleri belirtilen 1000’er degiskenden
olusturulmus 3 gruplu 1000*3*4 verili gdzlem seti analiz sonuglari

ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0) ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0)
u2:.5,.5,.5,.5) p2:(1,1,1,1) p2: (2,2,2,2) p2:(.5,1,1.5,2)
u3:(1,1,1,1) u3:(2,2,2,2) u3:(4,4,4,4) u3:(2.5,3,3.5,4)

D.7% BN 2% U '3 R D 7% K I'21 U I3 D 7% K 21 U I N D 30 B I 20 B D1
X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 |2 | x2|223
X1 [ X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | ¥3 | X1 | X2 | X3

LDA 59 |51 |47 |79 | .67 |57 |97 | .87 |.73 .93 |.82 | .69

QDA S99 |61 |67 |79 .71 |.71 |97 | .88 | .80 | .93 | .85 | .79

FDAM1 | .59 |59 |66 |.78 | .69 | .70 | .97 | .88 | .78 | .91 | .82 | .78

FDAM2 | 60 | 59 | 67 | .78 | .70 | .71 | .97 | .88 | .79 | .92 | .84 | .78

FDAB 60 |60 | .67 | .78 |69 |.71 | .97 | .88 |.79 | .92 | .83 | .79

MDA 59 |56 |59 .79 169 | .63 |97 | .88 |.74 |92 | .83 |.73

¥4 | X4 | X4 | 24 | Z4 | X4 | X4 | 24 | X4 | 24| 24 | X4
4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | 24| x5 | X4
¥4 | X5 | ¥6 | ¥4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | X6

LDA 53 149 45|70 |62 | .70 | .91 | .83 |.71 | .87 | .78 | .66

QDA 53 |1.60 .67 |.70 |69 |.70 | .91 |.85 |.80 |.87 | .82 |.79

FDAM1 | 53 | 59 | 64 | .69 | .67 | .70 | 92 | .83 | .77 | .87 | .80 | .76

FDAM2 | .53 | .59 | .66 | .70 | .68 | .71 | .92 | .86 | .78 | .88 | .82 | .77

FDAB 52 |59 65|69 |67 |.70 | 92|84 |.78 |.88 | .81 |.77

MDA 53|54 |5 |.70|65].70 .92 |84 |.74 .88 |.80 |.71

X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | 27| X7 | XY
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | Z8 | X9
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9

LDA A48 |45 | 43 |61 | 57 |52 | .82 |.76 | .67 | .85 | .74 | .63

QDA A48 |45 169 |62 | .72 | .73 | .82 |.84 | .80 | .85 | .83 | .80

FDAM1 | 48 | 44 | 63 | .61 | .62 | .67 | .82 | .78 | .73 | .84 | .76 | .73

FDAM2 | 48 | 46 | 64 | .61 | .67 | .69 | .82 | .81 |.75 |.84 | .79 | .74

FDAB A48 |45 | .64 |61 |62 | .67 | .82 |.79 |.73 |.83 |.76 | .73

MDA 48 | 46 | 56 | 61 |63 |.61 | .82 |.79 |.70 | .84 | .76 | .68

¥10 | ¥10 | £10 | Z10 | X10 | ¥10 | 10 | 210 | 210 | 10 | 10 | 210
210 | Z11 | 212 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 212
10 | ¥11 | ¥12 | X210 | 11 | ¥12 | ¥10 | 211 | 12 | ¥10 | ¥11 | %12

LDA A7 |45 | .43 .60 | .56 |.60 | .80 |.75 | .66 | .88 | .73 | .63

QDA 47 169 |.70 |60 | .75 |.73 .80 |.85|.81 | .88 | .85 | .80

FDAM1 | 47 | 55 |61 | .60 | .63 |68 | .81 |.76 | .73 | .88 | .75 | .73

FDAM2 | 46 | 61 |64 | .60 | .68 | .70 | .81 | .79 |.74 | .88 | .77 | .75

FDAB 46 |55 |63 |59 |63 | .68 | .81 |.76 | .74 | .88 |.75 | .73

MDA 46 |53 | .56 | .60 | .58 | .66 | .81 | .76 | .72 | .88 | .73 | .68
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Cizelge 4.6. Ortalamasi ve kovaryans matrisleri belirtilen 3000’er degiskenden olusturulmus 3
gruplu 3000*3*4 verili gbzlem seti analiz sonuglari

ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0) ul: (0,0,0,0) u1:(0,0,0,0)
u2:.5,.5,.5,.5) p2:(1,1,1,1) p2: (2,2,2,2) p2:(.5,1,1.5,2)
u3:(1,1,1,1) u3:(2,2,2,2) u3:(4,4,4,4) u3:(2.5,3,3.5,4)

D.7% NN 2% U ') R D 7% K I3 U I D 3% K 21 U I N D 30 B I 20 B D)
X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | X3 |2 | x2|2X3
X1 [ X2 | X3 | X1 | X2 | X3 | X1 | X2 | ¥3 | X1 | X2 | X3

LDA 59 |51 |46 |79 | .67 |57 |97 | .87 | .73 |.93 | .82 | .69

QDA S99 |61 )67 |79 .71 |.71 |97 | .88 | .80 | .93 | .85 | .79

FDAM1 | .58 | .60 | 64 | .78 | .69 | .70 | .96 | .87 | .78 | .92 | .82 | .77

FDAM2 | 58 | 60 | 65 | .78 | .70 | .71 | 96 | .88 | .79 | 92 | .83 | .77

FDAB 58 |60 |65 |.78 169 |.70 | 97 | .87 |.78 | .92 | .83 | .77

MDA 58 |57 |58 | .78 |69 | .63 |97 | .87 |.74 .93 |.83 .71

¥4 | X4 | X4 | 24 | Z4 | X4 | 24 | 24 | X4 | 24| 24 | X4
4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | X4 | X5 | X4 | 24| x5 | X4
X4 | X5 | ¥6 | ¥4 | X5 | X6 | X4 | X5 | ¥6 | X4 | X5 | X6

LDA 53 149 44170 |62 | .70 | .91 | .83 |.71 | .87 | .78 | .66

QDA 53160 .67 .70 |69 |.70 | .91 |.85 |.80 |.87 | .82 |.79

FDAM1 | .51 | 59 |64 |.70 | .68 | .69 | 91 | .83 |.77 | .87 | .80 | .76

FDAM2 | .52 | 59 |65 | .70 | .67 | .70 | 91 | .84 | .78 | .87 | .81 | .77

FDAB 52 |59 |65|.70 |67 |.70 | .91 |.83|.78 |.87 | .80 |.76

MDA 53 |53 |5 |.70 |66 |.70 |.91 |.84 .72 |.87 |.79 | .69

X7 X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | X7 | 27| X7 | XY
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | Z8 | X9
X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7 | X8 | X9 | X7/ | X8 | X9

LDA A48 |45 | 43 |61 |57 |52 | .82 |.76 | .67 | .85 | .74 | .63

QDA A48 |45 | .69 |61 | .72 | .73 | .82 |.84 | .80 | .85 | .83 | .80

FDAM1 | 48 | 44 | 63 | .62 | .62 | .66 | .82 | .78 | .75 | .85 | .76 | .73

FDAM2 | 48 | 44 |64 | .62 | .67 | 67 | .82 | .81 |.75 | .85 | .78 | .75

FDAB A48 | 45 | .63 | 62 | 63 | .67 | .82 |.79 | .75 |.85 |.76 | .74

MDA A48 |45 | 55 |1 .62 |62 |59 | .82 |.79 |.70 | .86 | .75 | .66

¥10 | ¥10 | £10 | 210 | 10 | ¥10 | 10 | 210 | 210 | 10 | 10 | 210
210 | Z11 | 12 | 210 | 211 | 212 | 210 | 211 | 12 | 210 | 211 | 212
10 | ¥11 | 212 | X210 | 11 | ¥12 | ¥10 | 211 | 12 | ¥10 | ¥11 | %12

LDA A7 |45 |1 .43 .60 | .56 |52 |.80|.75 |.67 | .88 |.73 | .63

QDA 47 169 |.70 |60 | .75 | .73 .80 |.85|.80 | .88 | .85 | .80

FDAM1 | 48 | 54 |62 | .61 | .62 | .66 | .80 |.77 | .75 | .87 | .76 | .73

FDAM2 | 48 | 62 | 63 | .61 | .68 |67 |.80 | .81 |.75|.87 |.79 | .75

FDAB A48 |55 |63 |61 |62 | .67 | .80 |.78 | .75 |.87 |.76 | .73

MDA A48 |48 | 54161 |57 |59 .80 |.77 |.70 | .88 | .76 | .68
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Veri blyuklikleri artirildik¢a benzer sonuglar elde edilmekle birlikte farkli
olarak veri setlerinin her alt setlerdeki gozlem sayisinin artirilmasi ile olusturulan
tiretilmis verilerin analizinde biitlin yontemlerin dogruluk oranlarinin birbirine
yaklagtig1 sadece kovaryans matrisleri farkli alinan setlerde karesel ayirma analizinin
one ciktig1 goriilmiistiir. Cizelgeler arasindaki dogruluk oranlarinda ise bir farklilik
gorlilmemistir yani alt setlerin biytikliiklerinin artmas1 ile dogruluk oranlari

degismemektedir.
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4.2 ikinci adim

Cok gruplu tiretim sonuglari:

Gok gruplu tiretimlerde, 50°ser alt set bliylikliigline sahip verilerin analiz
sonuglarinda grup sayisinda artis olduk¢a dogruluk oranlarinin azaldigi cizelge 4.7°de
goriilmektedir. Ayirma yontemleri i¢inde en yiiksek dogruluk oranina sahip olan Karma
Ayirma Analizidir. 500’er alt set biiyiikliigiine sahip verilerin analiz sonuglarinda grup
artis1 oldukca dogruluk oranlarinin azaldigi goriilmektedir. Ayirma yontemleri benzer

dogruluk oranlar1 vermektedir.

Cizelge 4.7 Ortalama vektorleri (1) ve kovaryans matrisleri (a) belirtilen 10,15,20 gruplu 50’ser

ve 500’er alt setlerden olusturulmus 4 degiskenli veri seti analiz sonuglari

50 veri 4 degisken

10grup | 15 grup | 20 grup

LDA A7 45 .35
QDA 49 47 .39
FDAM1 44 42 32
FDAM?2 41 37 31
FDAB 46 45 37
MDA .53 .50 40

500 veri 4 degisken
10grup | 15grup | 20grup

LDA 45 43 32
QDA 45 43 .33
FDAM1 44 42 31
FDAM2 44 42 31
FDAB 44 42 31
MDA 45 43 .33
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Cok gruplu turetimlerde 50’ser alt set biiyiikliigiine sahip ikinci grup ortalama
vektorleri ve kovaryans matrisine sahip verilerin analiz sonuglarinda grup artisi oldukca
dogruluk oranlarinin azaldig1 Cizelge 4.8’de goriilmektedir. Ayirma yontemleri i¢inde en
yluksek dogruluk oranina sahip olan Karma Ayirma Analizidir. 500’er alt set
biiylikliigiine sahip verilerin analiz sonuglarinda grup artist oldukca dogruluk
oranlarinin genelde azaldig1 goriilmektedir. Ayirma yontemlerinden en yiiksek dogruluk

oranina sahip olan yontem ¢ogunlukla Karma Ayirma Analizi olmustur.

Cizelge 4.8. Ortalama vektorleri (1) ve Kovaryans matrisleri (a) belirtilen 10,15,20 gruplu

50’ser ve 500’er alt setlerden olusturulmus 4 degiskenli veri seti analiz sonuglari

50 veri 4 degisken

10grup | 15grup | 20grup

LDA .96 .96 .96
QDA 97 .96 97
FDAM1 91 .89 74
FDAM?2 .95 .85 .83
FDAB .98 97 .95
MDA 99 97 97

500 veri 4 degisken
10grup | 15grup | 20grup

LDA .96 .96 .96
QDA .96 .96 .96
FDAM1 .89 .84 .82
FDAM2 .92 .85 .84
FDAB .92 81 .95
MDA 97 .96 .96
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Gok gruplu verilerde, 50’ser alt set biiylikliigline sahip ikinci grup ortalama
vektorleri ve kovaryans matrisine sahip verilerin analiz sonuglarinda grup artisi1 oldukca
dogruluk oranlarinin azaldigr Cizelge 4.9°da goriilmektedir. Ayirma yontemlerinin
dogruluk oranlart benzerdir. 500°ser alt set biiyiikliigline sahip verilerin analiz
sonuglarinda grup artis1 olduk¢a dogruluk oranlarinin genelde azaldigi goriilmektedir.

Ayirma yontemlerinin dogruluk oranlar1 benzerdir.

Cizelge 4.9. 10-15-20 grup icin Ortalama vektorleri (I1), Kovaryans matrisleri farkli (b) 50’ser

ve 500’er alt setlerden olusturulmus 4 degiskenli veri seti analiz sonuglari

50 veri 4 degisken

10grup | 15grup | 20grup

LDA .69 .61 .55
QDA 71 .64 .58
FDAM1 .66 54 48
FDAM?2 .67 .56 .53
FDAB .67 .61 .55
MDA 71 .63 .61

500 veri 4 degisken
10grup | 15grup | 20grup

LDA .68 .60 54
QDA .69 .60 .55
FDAM1 61 .52 45
FDAM2 .68 .55 49
FDAB .68 .58 .53
MDA .69 .60 54

59



Gok gruplu verilerde, 50’ser alt set biiylikliigline sahip ikinci grup ortalama
vektorleri ve kovaryans matrisine sahip verilerin analiz sonuglarinda grup artis1 oldukga
dogruluk oranlarinin azaldigi Cizelge 4.10°da goriilmektedir. Ayirma yodntemlerinin
dogruluk oranlart benzerdir. 500°ser alt set biiyiikliigline sahip verilerin analiz
sonuglarinda grup artis1 olduk¢a dogruluk oranlarinin genelde azaldigi goriilmektedir.

Ayirma yontemlerinin dogruluk oranlar1 benzerdir.

Cizelge 4.10 Cizelge 2.1- Ortalama vektorleri (I11) ve Kovaryans matrisleri (b) belirtilen
10,15,20 gruplu 50’ser ve 500°er alt setlerden olusturulmus 2 degiskenli veri seti analiz

sonuglari
50 veri 2 degisken
10grup | 15grup | 20grup
LDA .55 A7 42
QDA .56 49 A4
FDAM1 54 A7 42
FDAM2 .56 A7 41
FDAB .55 49 44
MDA .55 52 46
500 veri 2 degisken
10grup | 15grup | 20grup
LDA 42 A7 42
QDA 42 A7 42
FDAM1 40 45 41
FDAM?2 41 46 42
FDAB 42 A7 42
MDA 41 A7 42
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4.3.3 Uclinci Adim:

0

0| kovaryans matrisli
0

1

o O O -
o O +» O
o r O O

p1=(0,0,0,0), u2=(3,3,3,3), u3=(6,6,6,6) ortalama vektorlii, 4 degiskenli 50’ser verili 3
gruplu veri setinin ayirma analizi sonuglar1 agsagida verilmistir. Siniflandirma tablosuna
bakildiginda en iyi BIC degerinin 2123.958 degeri ile EII oldugu goriilmektedir. En iyi

model olarak EII se¢ilmistir.

BIC degerlerine dayali en iyi modelin siniflandirma tablosu,

Cizelge 4.11 Smiflandirma Tablosu

Gruplar
I I Il
50 50 50
En iyi BIC degerleri
Ell,3 EEI3 Ell,4
-2123.958 | -2136.659 | -2141.552
seklindedir.
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Herhangi iki degisken icin (v2, v4) siniflandirma, belirsizlik ve hata grafikleri sekil 4.1-
4.2-4.3°de verilmistir.
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v2

Sekil 4.1. 2. ve 4. Boyut i¢in siiflandirma grafigi
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v4

-2 0 2 4 6

v2

Sekil 4.2. 2. ve 4. Boyut i¢in belirsizlik grafigi

'z

v2

Sekil 4.3. 2. ve 4. Boyut icin hata grafigi
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Ayni sete 500 verilik poisson noise uygulanmistir. Siniflandirma tablosunda
en iyi BIC degerinin VEI=12072.27 oldugu gériilmektedir. En iyi Bayes modeli VEI
olarak belirlenmistir. Sekil 4.4 de Poisson giiriiltii eklendigi durumdaki herhangi iki

degiskenin (v2,v4) siniflandirma grafigi gosterilmektedir.

BIC degerlerine dayal1 en 1iyi modelin siniflandirma tablosu,

Cizelge 4.12 Poisson giiriiltii eklendigi durumdaki v2,v4 degiskenlerinin siniflandirma
tablosu

Gruplar
0 I I
506 48 47 | 49
En iyi BIC degerleri
VEI3 VIl,4 EEI 4
-12072.27 | -12086.09 | -12091.95

seklindedir
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v4

-2
|

V2

Sekil 4.4. 2. ve 4. Boyut i¢in Poisson giiriiltii eklendigi durumda siniflandirma grafigi

Bu calismada yapilan analiz sonuglarinda;

Birinci asamada,

1. Kovaryans matrisinin parametrizasyonuna gore dogruluk orani1 degismektedir;
i.  Ortalama vektorleri sabit ama grup varyanslar1 biiytidiikge dogruluklar
azalmaktadir
li. Ortalama vektorleri sabit ama kovaryans degerleri biiylidiikge
dogruluklar azalmaktadir
2. Grup Ortalama vektorleri arasindaki farka gore dogruluk orani degismektedir;
i. Varyanslar sabit ama grup Ortalama vektorleri arasindaki fark arttikca

dogruluk oranlarinin arttigin1 gézlemlenmistir.
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3. Grup gozlem sayilarina (50-100-250-500-1000-3000) gore dogruluk oranlari
degismemektedir.
Ikinci asamada,
1. Grup ve gozlem sayilarina gore dogruluk orani degismektedir.
i. Grup sayisi arttikga dogruluk oranlar1 azalmaktadir.
ii. Gozlem sayilar arttikga dogruluk oranlar1 azalmaktadir.
iii. Grup sayis1 arttikca diger yontemlere gore Karma Ayirma Analizi
dogruluk oranlar1 ¢ogunlukla daha yuksektir.
Uciincii asamada,
Poisson glriltii uygulanan verilerde olduk¢a basarili  dogruluk oram

gbzlemlenmistir.
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5- TARTISMA VE SONUC

Model tabanli kiimeleme analizi ve gizli simif regresyonu, bireyleri
gbzlemlenmeyen gruplamada popiler yontemlerdendir. Bircok uygulamada bu
gozlemler arasindaki iliskiye dikkat ¢ekilmekte 6zellikle hangi gdzleminin digerine
yakin oldugu ve digerlerinin de birbirinden ne kadar farkli oldugu konularinda

calisilmaktadir (8).

Istatistiksel hesaplama yontemlerinde karma modellerin bilesen yapilarini
aciklamak icin yeni yontemler Uretilmekte ve model sunumu grafiksel hesaplamalarla

desteklenmektedir.

1990’larin sonlu karma modeller, standart karma regresyon modelleri ve
genellestirilmis lineer modeller kullanarak gelistirilmistir. Sabit sayida bilesenli sonlu
karma modeller EM algoritmasi, En Cok Olabilirlik ve MCMC (Markov Chain Monte
Carlo) metodu ve Bayes uygulamasi ile ¢oziimlenmektedir (2,8,30).

Karma modellerin son yillarda basar1 ile uygulanmasima ragmen model
tamimlama ve genel goriintiileme teknikleri uygulamada zorluklarla karsilasmaktadir.
Ornegin diisiik boyutlu Gauss’lar1 goriintiilemede kullanilan giiven elipsleri, regresyon

modelleri i¢in kullanilamamaktadir (8).

Bu arastirmada; farkl biiyiikliikte veri setleri, farkli ortalama vektorleri ve
kovaryans matrisleri ile tiiretilmis veri setleri kullanilarak ydntem ve modellerin

performanslari incelenmis model se¢gme yontemi anlatilmis, grafikle gosterilmistir.

Patolojik ses tanima igin yapilan bir smiflandirma analizinde GMM ve
Yapay Sinir Aglar1 karsilastirnlmistir. Normal insanlardan ve hastalardan secilen
konusmalar degerlendirmeye alinmis, 6 karakteristik parametre secilmistir. Ydntemler

veriyi normal ve patolojik olmak {iizere iki kategoriye ayirmak iizere uygulanmustir.
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GMM metodu %98.4 calisma verisi dogru siniflandirma oranina ve %95.2 test verisi
dogru smiflandirma oranma ulasmis. Siniflandirma i¢in uygun kosullar1 bulmak
amaciyla 3-15 arasi farkli karma sayilar1 kullanilmis. Daha 6nce uygulanan sinir aglar
yonteminden daha iyi sonucglar verdigi gozlemlenmistir. Ses patolojisi konusunda

GMM’nin smiflandirma prosediirii olarak uygulanmasi tavsiye edilmektedir (41).

Bu arastirmada yapilan karsilastirmalarda GMM’ nin diisiik ve yiiksek
boyutlarda dogruluk oranlarinin ya yiiksek oldugu ya da diger yontemlerle ayni
dogruluk oranina sahip oldugu goriilmiistiir. Yiiksek boyutlar i¢in uygulanmasi tavsiye

edilmektedir (gizelge 4.7-4.10).
Uygulamalarda 10 tekrar ve 5 tekrar kullanilmistir (25).

Bu arastirmada yiiksek boyutlu analizlerde 10 digerlerinde 1000 tekrar

kullanilmistir.
MDA LDA ve QDA’dan daha iyi sonuclar vermektedir (42).

Bu arasgtirmada MDA ’nin dogruluk orani ya diger ayirma analizlerden iyi ya

da genelde ¢ok yakin degerler arasindadir.

Hastie ve ark. (2008) MARS’1 tiiretilmis 3 veri setine uygulamislar. Her
birinin 6rnek biiyiikligii n=100’diir. Birinci 6rnek Xj, X degiskenleri ile normal
dagilimdan tiiretilmistir. Ikinci 6rnekte birincinin benzeri olup 18 Gaussian gurdltii
(noise) eklenmistir. Bunlara p=2 ve p=2+18=20 denmistir. Ugiincii 6rnek ise sinir aglari
yapisindadir. Bu 3 6rnek icin MARS ve GMR karsilagtirilmistir. GMR p=2 ve p=20 de
MARS’dan daha yiiksek hata vermekler birlikte arada 6nemli fark yoktur. Sinir aglari
verisinde ise GMR performanst MARS’dan daha iyidir (2).

MARS GMR
Ortalama | SE | Ortalama | SE
p=2 .97 | .01 .93 | .04
p=20 .96 | .01 .83 | .07
Sinir Aglart 79 ].01 94 | .01
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Bu ¢alismada Gauss karma ayirma analizi metotlar1 diger esnek yontemlere

gore daha ¢ogunlukla yiiksek dogruluk oranina sahiptir.

Shi ve ark. Paraplegia veri seti ile caligmislar ve ayakta hastalardan birkag
yiiz veri toplanmistir. Her ayakta hasta icin benzer olmakla birlikte ayni hasta i¢in bile
ayn1 olmayan prosediir birkag kez her sekiz hastaya tekrarlanmig. Bu da replikasyonlar
arasindaki heterojeniteyi dogurmaktadir. Burada tartisilan tekrarli 6lgiimler durumunda
hiyerarsik yapida bir model tanimlanmis: verinin temel yapisini modellemek igin her
gruba ayri diisiik seviyede model uygulanmig bdylece diisiik seviyeli modeller benzer
yapida ama miisterek heterojeniteye sahip olmayan veri setleri elde edilmis ve yuksek
seviyedeki model gruplar arasindaki heterojeniteyi modellemek igin kullanilmistir.
Bayes MCMC’e gore dogruluk orani=0.984, hiyerarsik olmayan Gauss modelinde ise
dogruluk orani=0.99 elde edilmistir (28).

Bu arastirmada 100*3*4’er degiskenden olusturulmus, ortalama vektorleri
pl: (0,0,0,0), p2: (.2,.2,.2,.2), u3:(4,4,4,4) ve kovaryans matrisleri £ olan veri setigin
MDA dogruluk oran1 0.98’dir.

Martin-Magniette ve ark. insan geninde destekleyici DNA metilasyonu
Uzerine, veri Weber ve ark (2007). 15609 insan geninin destekleyici bolgede siralanmasi

ile ilgili calisilmistir. Karma ayirma Analizi ile % 55 dogruluk orani elde etmislerdir

(20).

Angela Montanari ve arkadaslarinin 5 6l¢iim iceren thyorid verisi i¢in 215
kisilik hasta grubunda yaptiklar1 ¢alismada, yoOntemlerin karsilagtirmalari
gorilmektedir: IFDA= Bagimsiz faktdr ayirma analizini gostermektedir . Angela ve
arkadaglar1t LDA, MDA, FDA yontemlerini karsilagtirmislar ve ¢alisma verisi dogruluk
oranlar1 LDA=0.909, MDA=0.972, FDA=0.951 bulmuslardir (18).
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Bu arastirmada, 50*3*4 4’er degiskenden olusturulmus, ortalama vektorleri
ul: (0,0,0,0), u2: (.2,.2,.2,.2), u3:(4,4,4,4) ve kovaryans matrisleri £ olan veri set¢in
MDA hata oran1 1-0.96=0.04 (gizelge 4.2)dur.

Jianling Wang ve arkadaslarinin yaptigi caligmada Karma Ayirma
Analizinin performansinin karma sayilari ve dongii sayilar arttik¢a dogruluk oranlari

gosterilmistir (41).

Bu caligmada dongii sayilari artirildiginda dogruluk orani yiiksek sonuglar

elde edilmistir.

Sonug olarak Karma Ayirma Analizi yiiksek dogruluk oranlari vermektedir
ve parametrik olmayan regresyon metodu olusturmak Uzere Gauss yogunluk regresyonu

kullanilmasi 6nerilmektedir.
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