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OZET

Bu tez ¢alismasinin amaci, bir izdiisim vektorii, quasi normal ve quasi binormal
vektorleri yardimiyla tanimlanan g-catistm kullanarak Oklid ve Minkowski 3-uzayinda

yonlii egrilerin Smarandache egrileri iizerine inceleme yapmakitir.

Bes boliimden olusan bu ¢alismanin giris ve literatiir aragtirmasi boliimlerinde konunun
tarihcesi ve gelisimi hakkinda bilgi verilmistir. Ucgiincii boliimde calismamizda kullandigimiz
temel olan bazi tamim ve teoremlere deginilmis, g-catisi iizerinde durulmustur. Ayrica
Minkowski 3-uzayinda izdiisiim vektoriine bagli olusan spacelike ve timelike egrilerin g-¢atisi,
egrilikleri ve Frenet elemanlar1 arasindaki bagintilara yer verilmistir. Dordiincii boliimde
ise Oklid uzayinda g-catili Smarandache egrileri tanimlanmis, bu egrilere dair bazi esitlikler
ele alinmigtir. Tanimladigimiz her egri i¢in g-gat1 vektorleri ve g-egrilikleri elde edilmistir.
Besinci boliimde Minkowski 3-uzayinda g-¢atili timelike Bertrand, Mannheim ve involiit-evoliit
egri ciftleri hakkinda tanim ve teoremler verilmis olup Oklid uzayinda incelemis oldugumuz
Smarandache egrileri Minkowski uzayinda tanimlanmistir. Bu egrilerin de g-cat1 vektorleri ve

g-egrilikleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet catisi, Minkowski uzayi, q-catisi, Smarandache egrileri.
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SUMMARY

The aim of this thesis is to investigate Smarandache curves of the directional curves in
Euclidean and Minkowski 3-space using the g-frame. Even though g-frame is defined by a

projection vector, quasi normal and quasi binormal vectors.

This study consists of five chapters. In the introduction and literature research sections,
some information about the history and development of the subject are given. In the third
chapter, some definitions and theorems which will be used throughout this thesis are mentioned
and g-frame is emphasized. In addition to the relations between the Frenet frame and g-frame,
curvatures of the spacelike and timelike curves due to the k projection vector in Minkowski
3-space are given. In the fourth chapter, Smarandache curves with g-frame in Euclidean space
are defined and some equations related to Smarandache curves are discussed. For each curve
we defined g-frame vectors and g-curvatures were obtained. In the fifth chapter, definitions and
theorems about timelike Bertrand, Mannheim and involute-evolute curve pairs in Minkowski

3-space are given. In these curves, g-frame vectors and q-curvatures were obtained.

Keywords: Frenet frame, Minkowski space, g-frame, Smarandache curves.
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1. GIRIS VE AMAC

3-boyutlu Oklid uzayinda egriler teorisi, diferensiyel geometride ¢ok sik calisilan bir
konu olmustur. Ozellikle bu calismalarda egrilerin Frenet vektorleri, egri hakkinda yeni
teoriler elde etmemizi saglamistir. Bir uzay egrisi icin Frenet catisindan farkli ¢atilar iizerine
yapilan calismalar icinde, Bishop (1975) Oncii olmustur. Minimize edilmis donme catis
ise bu calismalardan biridir. Wang vd. (2008) calismasinda bu catinin hesaplanmasinda
kargilasilan problemler ve ¢oOziimleri lizerine egilmistir.  Egri lizerinde deginilen catilar
haricinde de cati lizerine ¢alismalar yapilmistir. Coquillart (1987) calismasinda quasi-normal
vektorii tammmlamigti. 2015 yilinda Dede ve arkadaglari, ilk olarak caligmalarinda bu
quasi-normal vektoriinii kullanarak bir uzay egrisi boyunca yeni bir cati olan g-catiy1

tanimlamiglardir.

Regiiler egriler teorisinde, Oklid uzayinda Bertrand, Mannheim ve involiit-evoliit egri
ciftleri gibi egriler genis bir sekilde calisilmistir. Uzay egrisinin nedensel karakteristigine
(causalina) yani timelike veya spacelike olmasina baglh olarak alinan bir izdiisiim vektorii ile
Minkowski uzayinda uzay egrisinin timelike veya spacelike olmasi durumuna gore bes farkl
g-catis1 tantmlamig, buradaki her bir durum i¢in g-catilar ve o catiya gore tiirev denklemleri
ile g-egrilikleri elde edilmigstir (Tarim, 2016). Bunlarin disinda Smarandache egrileri de
vardir. Bu egri, regiiler bir egrinin Frenet vektorleri ile iiretilen yer vektoriine sahip bir egri
olarak tanimlanmustir. Bunu ilk olarak Smarandache geometrisi ¢calismasiyla Ashbacher (1997)

tanitmistir. Ali (2010) ¢alismasinda ise 6zel Smarandache egrilerini ele almistir.

Oklid ve Minkowski uzaylarinda 6zel Smrandache egrileri Y1lmaz, Turgut (2010), Kog
Oztiirk (2014), Cetin (2014) tarafindan ¢aligilmistir. Bu calismalardaki hesaplamalar, Frenet ve
Bishop catilar1 kullanilarak yapilmistir. Bu catilardaki uygulamalar bazi sinirlamalara sahiptir.
Frenet catistnin egriliginin sifir olma durumunda tanimsiz olmasi ve Bishop catist i¢in de
hesaplamalarin biraz uzun olmasi dezavantajlardandir. g-catis1 ise Frenet ve Bishop gibi diger
catilardan daha kullamishdir. Ornegin; g-catisimin tanimlanmasi igin egriligi sifir olmayan bir

dogru sart1 yoktur.

Bu tez calismasinda, Oklid ve Minkowski uzayinda bir izdiisiim vektorii kullanilarak
olusturulan g-catili egriler ele alinmistir. Oncelikle 3-boyutlu Oklid uzayindaki bir egri

icin tamimlanan g-cati yardimiyla elde edilen Smarandache egrileri calisilmistir. Sonrasinda



Minkowski 3-uzayinda, bir timelike uzay egrisi i¢in g-gatis1 ve q-egrilikleri kullanilarak 6zel

Smarandache egrileri olusturulup diferensiyel 6zellikleri incelenmistir.

Calisma boyunca verilen ornekler ile teorilerdeki hesaplamalar ve sekiller i¢cin Maple

programindan yararlanilmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Egriler teorisi diferensiyel geometride 6nemli caligsma alanlarindan biridir. Bu konuda
3-boyutlu Oklid uzayinda bir ¢ok calisma vardir. Oklid ve Minkowski uzayinda basta Frenet
catis1 olmak iizere bircok ¢at1 kullanilmig olup Bishop c¢atisida bunlardan biridir (Bishop, 1975).
Bir diger cat1 olan uzay egrisi lizerinde minimize edilmis donme catis1 (rotation minimizing
frame) da farkl arastirmalara konu olmustur (Yilmaz ve Turgut, 2010; Farouki, 2008; Wang
ve Joe, 1997; Klok, 1986; Ravani vd., 2004; Maurer ve IJiittler, 1999; Guggenheimer,
1989). Karacan ve Biikiicii (2008), 3 boyutlu Minkowski uzayinda bir egrinin timelike
olmasi durumunda Bishop catistn1 kullanmiglar ve bazi sonuglara ulagmiglardir. Bagka bir
caligsmalarinda ise spacelike egriler iizerinde esas normali spacelike olanlar i¢in Bishop catisim
kullanmiglardir.  Ayrica 2012 yilinda Ugurlu ve Caligkan, 3 boyutlu Minkowski uzayinda
Darboux ve Frenet ligyiizliilerini timelike ve spacelike egriler icin hesaplamis, dik bir kat1 3
yiizliiyii de inceleyip bu ligyiizliiler ile bunlarin ani donme vektorleri arasindaki iligkleri iede

edip bazi sonuglara ulagmislardir.

Egriler ile ilgili bahsedilen ¢aligmalarda kullanilan bagka c¢atilar da vardir. Bunlardan
biri Coquillart tarafindan 1987 yilinda quasi-normal ve quasi-binormal vektorleri ile tanimlanan
g-catisidir.  Bu cati quasi-normal vektoriin, izdiisim vektorii ile teget vektoriin vektorel
carpimina bagli olarak tamimlanmistir. Ayrica Frenet ve Bishop gibi diger ¢atilarin, g-¢atisina
gore daha az avantajh oldugunu ifade edip, Frenet ¢atisinin, g-¢atisi ile iligkisini incelemislerdir

(Dede vd., 2015).

Egriler teorisindeki caligilmis 6dnemli konulardan biri 6zel egri ciftleri lizerine olan
calismalardir. Ik olarak 1850 yilinda Bertrand tarafindan Bertrand egri cifti tanimlanmus,
4 boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrileri icin genellestirme fikri sunulmustur (Matsuda ve
Yorozu, 2003). 2012 yilinda Tuncer ve Unal, Bertrand egrilerine iizerine bir bagka calismada,
bu egrilerin Oklid uzayinda kiiresel gostergelerinin ozelliklerini incelemis ve Mannheim,
involiit-evoliit ve Bertrand ciftleri i¢in yeni egri ¢iftleri elde edilmesi durumu ele almistir. 3
boyutlu Minkowski uzayinda Darboux catisi kullanilarak Bertrand D-egri ciftini tanimlanmis ve
bu egrilerin genel karakterizasyonlar1 verilmistir (Kazaz vd., 2014). Minkowski 3-uzayinda
Bertrand egrilerinin spacelike, timelike ve null olma durumlari incelenmis ve bu egrilerin
karakterizasyonlar1 iizerine ¢alisilmistir (Balgetir vd., 2004). Timelike ve spacelike Bertrand

egrilerinin kiiresel gostergelerine karsilik gelen Bertrand egrileri arastinlmistir (Giliner ve



Ekmekgi, 2012; Oztekin ve Bektas, 2010). Yonlii Bertrand egrileri g-catis1 kullamlarak da
calisilmis ve bazi 6zellikleri verilmistir (Dede ve Ekici, 2016).

Bir bagka 0zel egri ciftlerinden biri de Mannheim egri ¢iftidir. 1878 yilinda Mannheim
tarafindan tanimlanan bu egri cifti Oklidyen ve Minkowski uzayinda pek ¢ok calismaya konu
olmustur. Oklid 3-uzayinda Mannheim egrileri ile ilgili Riccati denklemleri de kullamlmig
ve hesaplamalar yapilmistir (Blum, 1966). 2007 yilinda 6zel egri cifti i¢in farkli bir tanim
Wang ve Liu’dan gelmistir. Lorentz-3 uzayinda bu egrilerin timelike olma durumu incelenmistir
(Azak, 2009). 3-boyutlu Minkowski ve Oklid uzayinda Mannheim egri cifti icin gerek ve yeter
sartlar1 elde etmislerdir. Mannheim egri ciftlerinin egrilikleri ve torsiyonlar1 3-boyutlu Oklidyen
uzayinda hesaplanmig ve aralarindaki bazi iligkiler elde edilmistir (Orbay ve Kasap, 2009). 2011
yilinda Minkowski 3-uzayinda tanimlanan null Mannheim egrileri i¢in gerek ve yeter kosullar,

Oztekin ve Ergiit tarafindan incelenmistir.

2009 yilinda Bilici ve Caligkan tarafindan incelenen bir diger ozel egri cifti olan
involiit-evoliit egrileri ele alinmig, Minkowski 3-uzayinda binormali timelike olan spacelike ve
timelike egrilerin involiitleri incelenmistir. Bu egriler lizerinde durulmus ve egriler arasindaki
uzaklifin sabit oldugu gosterilmistir (Bilici ve Caligkan, 2011). Minkowski 3-uzayinda
spacelike binormal ile verilen spacelike egrilerin involiit-evoliitleri caligilmistir ve esas normali

spacelike olan spacelike egrilerin involiit-evoliitleri de incelenmistir (Biikcii ve Karacan, 2007).

Minkowski uzayinda alinan bir izdilisim vektoriine bagh olarak farkli g-catilar
tanimlanmuisg, secilen uzay egrisinin timelike veya spacelike olmasina gore olusan bu g-¢atilar
icin tiirev denklemleri ile birlikte g-egrilikleri de hesaplanmigs ve bu egrinin Bertrand,

Mannheim, involiit-evoliit egrileri incelenip baz1 6zellikleri verilmistir (Tarim, 2016).

Bagka bir egri ¢esidi olan Smarandache egrileri, regiiler bir egrinin Frenet vektorleri ile
tiretilen yer vektoriine sahip bir egri olarak tanimlanmistir (Ashbacher, 1997). 2008 yilinda
Turgut ve Yilmaz tarafindan Minkowski uzayinda ifade edilerek bu egrinin Frenet elemanlari
hesaplanmistir. Oklid uzayinda Smarandache egrileri ve Bishop catisina gore 6zel Smarandache
egrileri aragtirllmig ve bu egrilerin bazi 6zelliklerini verilmistir (Ali, 2010; Cetin vd., 2010).
Ayrica Smarandache egrisine ait oskiilator kiirenin merkezini ve kiirenin egriligi ile ilgili
sonuglar bulunmustur (Cetin vd., 2010). 2013 yilinda Senyurt ve Sivas, birim Darboux vektorii C
olmak iizere NC-Smarandache egrisini tamimlamis ve Smarandache egrilerinin egriliklerini
hesaplamiglardir. Smarandache egrileri ve bu egrilere ait bazi1 karakterizasyonlar ile ilgili

sonuclar verilmistir (Bektas ve Yiice, 2013). Sabban catisina gore de incelemeler yapilmig



olup kiiresel gOsterge egrilerinin Sabban catisina gore Smarandache egrileri arastirilmistir
(Caliskan ve Senyurt, 2015). Oklid uzayinda ise Smarandache egrilerinin helis olma durumlar
incelenmigtir (Karaman, 2015). Minkowski uzayinda da Smarandache egrileri {izerinde

calisgtimistir (Ozgiin, 2015; Demircan, 2016; Celik, 2016).



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda ¢alismamizda yararlanacagimiz bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

3.1 Oklid Uzay

Tammm 3.1.1 R? 3-boyutlu standart reel vektor uzayi ile birlestirilmis R? afin uzaymm
ele alalm. x = (x,x2,x3) ve y = (v1,y2,y3) iki vektor olsun. Bu R? vektor uzayinda Oklid ic
carpimi

(xy) = il Xiyi

1
biciminde tamimlanir. Boylece R® Afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay: olur ve E? ile gosterilir

(Hacisalioglu, 1998).

3.2 Oklid Uzayinda Egriler ve Frenet Formiilleri

Frenet catisi, diferensiyel geometrinin farkli konularinda bir¢cok alanda kullanilmistir.
Klasik konularin ele alinmasinda ve kiiresel egriler, Mannheim egrileri, Bertrand egrileri
tizerinde aragtirilan konularda Frenet ¢atis1 kullanilmigtir. Bu boliimde bir uzay egrisi lizerinde

en cok kullanilan Frenet ¢atisi ile ilgili temel kavramlar verilecektir.

Tanm 3.2.1 7/ C R agik aralik olmak iizere, (I,a) koordinat komgulugu ile tanimlanan

ve
oa: I —E" ICR
t —at)=(oy(t),0(t),...,a,(t))
parametrik ifadesi ile verilen M = o(I) C E" kiimesine uzay egrisi ad1 verilir. Bu egri kisaca o

olarak gosterilecektir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 3.2.2 (I, ) koordinat komsulugu ile bir M egrisi verilmis olsun. Eger Vs € I icin,
o/ (s)|| =1 ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizli egridir denir ve s ye de yay-parametresi adi

verilir (Hacisalihoglu, 1998).



Tammm 3.2.3 o0 : 1 — E3, s — as) = (o (s),002(s),03(s)) egrisi icin s yay-parametresi
olsun. Burada t = V| birim teget, n = V; birim normal, b = V3 binormal ve {t,n,b} Frenet

3-ayaklis1 adini alir. Buna gore
or'(s)

~ o (s)]
o'(s)  t(s)

") = Tl = )] (-2

t(s) = o/ (s) (3.1

ve

olmak iizere binormal vektor de

b(s) = t(s) An(s) (3.3)
olarak verilir. Buradan da
A (s)Aa(s)
P = o)l

olur (Sabuncuoglu, 2010).

Tanmm 3.2.4 (I,o) koordinat komsulugu ile M C E" egrisi verilsin. s € [ yay
parametresine karsilik gelen o(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist {V(s),...,V,.(s)} olsun. Buna

gore
ki: I —-R I<i<r
s = ki(s) = (Vi(s),Vir1(s))

seklinde taniml1 &; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I igin k;(s) reel

sayisina da o.(s) noktasinda M nin i-yinci egrilik denir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 3.2.1 (/,a) koordinat komsulugu ile M C E" egrisi verilsin. s € I yay

parametresi olmak iizere, ot(s) noktasinda i-yinci egrilik fonksiyonu k;(s) ve Frenet r-ayaklisi
{Vi(s),...,V,(s)} ise

Vi(s) = ki(s)Va(s)

Vi(s) = —ki,l(s)V,-,l(s) —I—k,‘(S)Vi+1(S) 1<i<r

Vi) = —ke 1 (5)Vs1(5)

olur (Hacisalihoglu, 1998).



Tanim 3.2.5
o: I —E3

s = os) = (au(s), az(s), as(s))
s yay parametresi ile verilen bir egrinin a.(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {t,n,b} olsun.
t'(s) = ki(s)n(s

n'(s) = —ki(s)t(s)+ka(s)b(s)
b'(s) = —ka(s)n(s)

formiillerine Frenet formiilleri denir. Burada k1 = K ve kp = T i¢in

t 0 k¥ O t
n |=| -« 0 = n
b’ 0 -t O b

esitligi mevcuttur (Hacisalihoglu, 1998). O halde

t = xn
n = —xt+1b (3.4)
b’ = —1n.

yazilabilir. Burada kp = 7 ile gosterilir. T ya kisaca a egrisinin burulmasi denir.

Sonuc 3.2.1 o : [ — R? egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. ki(s) = |la(s)]

degerine o egrisinin s noktasindaki egriligi denir (Carmo, 1976).

3.3 R-;’ Minkowski Uzay1

1908 yilinda, Alman matematik¢i Hermann Minkowski tarafindan gelistirilen Ozel
goreliligin temel kavramlar1 olan uzay ve zaman profilini agiklamada oldukca basarili bir
diyagram olarak tanimlanan Minkowski uzay1; Matematik ve fizikte Albert Einstein’1n izafiyet
teorisini formiilize etmek i¢in en uygun yontemdir. Bu uzaydaki spacetime, uzayin genel 3
boyutu ile zamanin bir boyutunun birlestirilmesiyle elde edilen 4 boyutlu bir manifolddur.
Hermann Minkowski uzay ve zamani ayn1 durumda ele almig ve izafiyet teorisinden farkl olarak

iki tarafi tek cat1 altinda birlestirmistir.
Tamim 3.3.1 V bir reel vektor uzayi olsun. V {izerinde tanimli

g:VxV >R

doniisiimii bilineer ve simetrik ise g ye V lizerinde simetrik bilineer form denir. Bu doniisiim
ayn1 zamanda nondejenere ise g ye V iizerinde bir skaler ¢arpim, bu durumda V vektor uzayima

da bir skaler ¢arpim uzayi denir (O Neill, 1983).



Ayrica,
(i) v VeV veV £0icing (7, 7) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif tanimli,
(ii) V VeV veV#£0icing (7, 7) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimli,

(iii) V VeVveV #0igin g (7, 7) > 0 ise bu durumda g simetrik bilineer formuna

yari-pozitif tanimli,

(iv) V VeEVveV # 0igin g (7, 7) < 0 ise bu durumda g simetrik bilineer formuna

yari-negatif tanimlidir denir.
Bundan bagka,

(a) g nin nondejenere olmast i¢in gerek ve yeter kosul g (7, W) —0veVWEeV icin

v = 0 olmasidir.

(b) g nin dejenere olmast igin gerek ve yeter kosul g (V, W) = 0 ve
VWeV icin v # 0 olmasidir (O Neill, 1983).

Tanmm 3.3.2 V bir skaler ¢carpim uzay1, W da iizerindeki skaler carpim negatif tanimli
olacak sekilde V nin en biiyiik boyutlu altuzayi olsun. Bu durumda W nin boyutuna g skaler

carpiminin indeksi denir (O Neill, 1983).

g skaler carpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV dir. Ayrica V skaler ¢carpim uzayinin

indeksi, iizerinde tanimli g skaler carpiminin indeksi olarak tanimlanir.

Tamim 3.3.3 V skaler carpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak iizere v =1 ve boyV > 2

ise V skaler carpim uzayina bir Lorentz uzayi1 denir (O Neill, 1983).

Tanim 3.3.4 V bir Lorentz uzay1 olsun. v € V icin
i) g(v,v) > 0veyav=_0ise v ye spacelike vektor,

ii) g (v,v) < 0ise v ye timelike vektor,

1/2

iii) g (v,v) =0 ve v # 0 ise v ye null (lightlike) vektor ve ||v|| = |g (v, V)| '/* reel sayisina

da v vektoriiniin normu denir. V Lorentz uzayinda tiim timelike vektorlerin climlesi I' olsun.



u < ['icin
C(u) ={vel[g(v,u) <0}

kiimesine u vektoriinii kapsayan V Lorentz uzayinin time-konisi denir (O Neill, 1983).

10
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Teorem 3.3.1 V Lorentz uzay1 ve iki timelike vektor v ve w olsun. Bu durumda

i) lg (v, w)[ = [[v]] - Iwll
esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart v ve w vektorlerinin lineer

bagimli olmasidir.

ii) v, w timelike vektorleri ayni time-konide ise
g(v,w) = —|v||.[|w[|che
olacak sekilde bir tek @ > 0 sayis1 vardir. Bu ¢ sayisina, v ve w timelike vektorleri arasindaki

hiperbolik a¢1 denir (O Neill, 1983).

Burada v ve w vektorleri ayni time-konide degilseler o zaman

g (v, w)[ = [[v] . [Iwl| cho
dir. V Lorentz uzayinda spacelike vektorler v ve w olmak iizere

8v.w)

cos0 =
V][ [[wl

olacak sekilde bir tek 0 < 6 < 7 sayis1 vardir. Bu sayiya, v ve w spacelike vektorler arasindaki

ac1 denir. v ve w spacelike vektorler icin
g(v,w) < |Ivll.[lwll

esitsizligi vardir .

Tamm 3.3.5 R} Minkowski uzaymda M C R} egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile
verilsin. s € I yay parametresi olmak tizere ai(s) noktasindaki Frenet tigyiizliisii {t(s),n(s),b(s)}

olsun. Buna goére
k I — R

s — K(s):<t,,n>

seklinde tanimlanan K fonksiyonuna o egrisinin egrilik fonksiyonu ve s € I i¢in K(s) sayisina da

(3.5)

M egrisinin ou(s) noktasindaki egriligi denir (Kobayashi, 1983).
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Tanim 3.3.6 R Minkowski uzayinda M C R} egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile
verilsin. s € I yay parametresi olmak iizere o.(s) noktasindaki Frenet {igyiizliisii {t(s),n(s),b(s)}

olsun. Buna gore,
T :ICR — R

s — 1(s) = <n/,b>

seklinde tanimlanan T fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu ve t(s) sayisina da M

(3.6)

egrisinin ou(s) noktasindaki burulmasi denir (Kobayashi, 1983).

Ayrica Minkowski 3-uzayinda bir timelike egri icin {t(s),n(s),b(s)} Frenet ¢atisindaki
teget vektorii timelike vektor, normal vektor ile binormal vektor spacelike vektorler olarak

almsin. Birim hizli bir timelike egrinin Serret-Frenet catisinin tiirev formiilleri

t 0 x 0 t
n | =|x 0 = n
b’ 0 —t 0 b

denklemleri ile verilir (Lopez, 2014).

3.4 Yari-Riemann Manifoldlar:

Tamim 3.4.1 M diferensiyellenebilir bir manifoldun iizerinde simetrik, nondejenere ve
sabit indeksli (0,2)-tipinden g tensor alanina bir metrik tensor denir. Bagka bir deyisle g, M
manifoldunun her p noktasina 7,M tanjant uzay: lizerinde bir g, skaler ¢arpimi karsilik getirir

ve g skaler carpiminin indeksi her p € M i¢in aymidir (O’Neill, 1983).

Tamim 3.4.2 R>, standart reel vektor uzayi iizerinde her p € R3 ve
Vp = (V17V2,V3), 0, = ((01,0)2,0)3) € TPR3

olmak iizere

g: <Vp,(0p> =v10] +v20) — V303

esitliiyle verilen 1-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya ]R? 3-boyutlu Minkowski

uzay1 denir (O Neill, 1983).

Tanimm 3.4.3 M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M iizerinde sabit indeksli bir

metrik tensor olmak tizere (M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir (O’Neill, 1983).
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Tanim 3.4.4 M bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine M yari-Riemann

manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983).

Tamim 3.4.5 M bir yari-Riemann manifoldu olsun. boyM > 2 ve M nin indeksi 1 ise M

ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 3.4.6 M bir Lorentz manifoldu ve ot : I C R — M bir egri olsun. o egrisinin teget

vektor alani t olmak tlizere
i) g(t,t) > 0ise o egrisine spacelike egri,
ii) g(t,t) < Oise o egrisine timelike egri,

iii) g(t,t) =0 ve, t £ 0 ise a egrisine null egri denir (O’Neill, 1983).

Egrinin bir 6zel hali olan dogruyu goz Oniine alalim.  Dogrunun dogrultman
vektorii spacelike ise dogru spacelike dogru, dogrultman vektorii timelike ise dogru timelike

dogru, dogrultman vektorii null ise dogru null dogrudur.

3.5 R‘i’ Minkowski Uzay1 Uzerinde Vektorel Carpim

Tamm 3.5.1 R} Minkowski uzayimda iki vektor v ve o olsun. v = (v1,v2,v3) ve

® = (0], ®,®3) olmak iizere
(V302 — V23, V103 — V301, V1) — V201 )

vektoriine v ve ® nin vektorel carpimi (veya dig ¢arpimi) denir. v X ® veya v A ® seklinde

gosterilir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

1, i=jise /S S s
811_{0 , I Jise ve ei = (8i1,02,3)

olmak iizere
€1 ey —e3
vAW=—det| vi vy V3
W O 3
veya
—e; —ep) e3
VA ® = det \% Vo W3
(O]] W 03
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olarak hesaplanabilir. Burada
ei1Ney=e3, ex Ne3=—ey, e3/N\e| = —ep

dir. Saat yOniiniin ters yonii pozitif yon olarak alinmigtir.

Saat yoniiniin tersi negatif yon olarak kabul edilecek olursa o zaman
ei1Ney =—e3, exp/\Ne3=e1, e3/\e] =e)

olur. Bu durumda
ey ey —e3
vAw=det| vi vy v3
0 0 03

bicimindedir (Turgut, 1995).

Teorem 3.5.1 R? Minkowski uzayinda ti¢ vektor w = (uy,ua,u3), v= (vi,v2,v3) ve ® =

(®1,0,,®3) olsun. Bu durumda

i) (uAv,0) = —det(u,v,0)

i) (uAV)A® = —(u,0)v+(v,0)u

iii) (uAv,u) = 0 ve (uAv,v)=0

iv) WAV, uUAY) = —(uu)(v,v)+ ((n,v))?

dir (Turgut, 1995).

Teorem 3.5.2 R% 3- boyutlu Minkowski uzayinda w = (uy,up,u3) ve v = (v1,vz,v3) iki

vektor olsun. Bu durumda
i) u ve v spacelike vektor ise u A v bir timelike vektordiir.
ii) u spacelike ve v timelike vektor ise u A v bir spacelike vektordiir.

iii) u spacelike ve v null vektor olmak iizere < u,v >= 0 ise u A v null vektor, eger

<u,v > 0ise uAv bir spacelike vektordiir.
iv) u ve v null vektorler ise u A v bir spacelike vektordiir.
v) u timelike ve v null vektor ise u A v bir spacelike vektordiir.

vi) u ve v timelike ise u A v bir spacelike vektordiir (Turgut, 1995).
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3.6 Uzay Egrisi Boyunca q-Cati

Dede ve arkadaglar1 bir uzay egrisi boyunca tanimladiklar1 g-¢atisinin Frenet catisina
gore bazi onemli avantajlar1 vardir. Bunlardan biri bu catinin ikinci tiirevinin tanimsiz oldugu

bir egri i¢in de tanimlanabilmesi ve teget etrafinda gereksiz biikiilmenin 6niine gegmesidir.
Bu kisimda bir uzay egrisi boyunca g-¢at1 tanimlanmis ve g-egrilikleri elde edilmistir.
k, = (0,0,1) ve X = (x,y,z) olsun.

XAk, = (x,y,2) A(0,0,1) = (y,—x,0)

oldugundan X vektorii xy-diizlemine izdiigiiriilmiis olur. Buna gore k izdiigtim vektorii eksenler
dogrultusunda birim vektor olarak alinir. Bir egrinin t teget vektorii ile k izdiisiim vektorii paralel

ise t Ak = 0 oldugu dikkate alinmalidir. z-ekseni, y-ekseni ve x-ekseni yOniindeki q-catilar

1.5

0.5

Sekil 3.1: Izdiisiim vektorii

sirastyla, {t,nq,bq,kz} , {t, nq,bq,ky} ve {t, nq,bq,kx} ile gosterilir. Sekil 3.1 ile bir dogru
boyunca y-ekseni yoniindeki g-catis1 gosterilmistir. Burada izdiisiim vektorleri sirasiyla k, =

(0,0,1), k, = (0,1,0) ve ky = (1,0,0) olur (Dede vd., 2015).

Tanim 3.6.1 Bir uzay egrisi boyunca yonlii g-¢ati

o/ (t) tAk
T (o™ = ek e =t G7)

olarak tanimlanir. Burada K izdiigiim vektoriidiir ve t egrinin tegeti, n, egrinin quasi-normali ve

b, ise egrinin quasi-binormali olarak adlandirilir (Dede vd., 2015).
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Teorem 3.6.1 Bir uzay egrisi boyunca g-¢atinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon

denklemi
t 0 ki ko t
n, | = | -k 0 ks n, (3.3)
b'q —ky —kz3 O b,

seklindedir. g-egrilikleri ise

(t',ng) (t',by) (ng,by)
ky = ke = k3 = 3.9
YT el T o G

olarak ifade edilebilir (Dede vd., 2015).

Ornek 3.6.1 a(r) = (cost,sint,r3) egrisi verilsin. Izdiisiim vektorii k, = (0,0,1) olan z

ekseni yoniindeki g-catisi

1

t = ——(—sin(¢),cos(r),32
s (—sin(e) cos(1),37)

n, = (cos(z),sin(t),0)

1
b, = ————(—3¢sin(¢),3r*>cos(t),—v/'1+ 92

¢ = g sin) 3cos(r), ~V1+9P)
olarak bulunur. g-egrilikleri ise
1 61 32

ki = ———,kp = — ks =
BV v R T Y )
olarak elde edilir (Dede vd.,2015).

Sekil 3.2: Frenet catisi

Sekil 3.2 de o egrisi boyunca Frenet catisi ile normal diizlem vektorleri gosterilmistir.

Ayn1 o egrisi boyunca z-ekseni yoniindeki g-catisi i¢in normal diizlem vektorleri Sekil

3.3 ile verilmistir.
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r/;

|

Sekil 3.3: g-catisi

Teorem 3.6.2 Oklid uzayinda o (¢) diizgiin bir egri olsun. g-egrilikler o (¢) egrisinin

tiirevleri cinsinden
det[o”, o, K]

2
[lov A o'
by = (SR (0,00) o (" k)
- 3
[lo[[* [ A K]

ve
(oK) det[o, o K]

lo? AKJ[ oI
bu sekilde verilmektedir (Dede vd., 2015).

Sonug 3.6.1 g-catinin ki, ky, k3 g-egrilikleri izdiisiim vektorii k ya bagh oldugu kolayca
goriiliir (Dede vd., 2015).

3.7 Frenet Catisiile q-Cat1 Arasindaki Bagintilar

R? 3-boyutlu uzayda keyfi parametreye bagli herhangi bir uzay egrisi icin Frenet

vektorleri
/

o o' Ana
=bAt (3.10)

= = —
"~ T Aa] "

olarak verilir. Ayrica egrinin egriligi K ve egrinin burulmasi T olmak tizere

B lo Ao B det(o/, 0, ") 311
e T e G1D
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seklinde ifade edilir (Sabuncuoglu, 2010). Sekil 3.4 ile verilmis olan Frenet catisi ile g-catisi

arasindaki iligki ise

t 1 0 0 t
n, | =| 0 cos® sin6 n (3.12)
b, 0 —sin® cos6 b

Sekil 3.4: g-catisi ve Frenet ¢atisi

Teorem 3.7.1 a(s) yay parametresi ile verilen bir uzay egrisi olsun. ||o|| = 1 dir. n ve

n, vektorleri arasindaki ag1 © olmak ilizere g-egrilikleri ve Frenet egrilikleri arasidaki iligki

ki = xcosO (3.13)
k, = —xsin0
ks = dOo+~x

seklindedir (Dede ve Ekici, 2016).

3.8 Smarandache Egrileri

Tanim 3.8.1 Konum vektorii, herhangi bir o egrisinin Frenet catilar1 tarafindan
olusturulan ve bu vektor tarafindan c¢izilen regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Turgut ve
Yilmaz, 2008). Bir bagka ifade ile o : I — E> birim hizli regiiler egrinin Frenet catis1 {t,n,b}

olsun. Konum vektorii
a(s)t(s) +b(s)n(s) +c(s)b(s)

V@ (s) +b2(s) +c2(s)

olan vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi denir (Senyurt ve Sivas, 2013).

B(s) = (3.14)
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Tamim 3.8.2 Herhangi bir o, : I — E3 birim hizli regiiler egrisinin Frenet catis1 {t,n,b}

olsun
Ben (S* ) =

egrisi tn -Smarandache egrisi olarak adlandirilir,

(t+n) (3.15)

Sl

Bip(s*) = —=(t+Db). (3.16)

Sl -

egrisi tb -Smarandache egrisi olarak adlandirilir,

Bus(s) = %<n+b> (3.17)

egrisi nb -Smarandache egrisi olarak adlandirilir,

Binp(s) = %(t+n+b) (3.18)

egrisi tnb -Smarandache egrisi olarak adlandirilir (Ali, 2010).

3.9 Minkowski Uzaymda Spacelike Egriler icin q-Catisi

Bu kisimda spacelike egrilerin g-catis1 elde edilmistir. Ozel olarak k izdiisiim vektoriiniin
timelike veya spacelike olmasi,normal ve binormal vektorlerin timelike veya spacelike kabul
edilmesi durumlarinda quasi-normal vektor, quasi-binormal vektor ve g-egrilikleri arasindaki

iliski ve g-¢atisi ile Frenet ¢atis1 arasindaki denklemler verilmistir.

Teorem 3.9.1 Normal vektorii spacelike, binormal vektorii timelike olan spacelike
egrilerin; Minkowski 3-uzayinda birim teget vektor t (spacelike), izdiisiim vektor k = (0,0, 1)
(timelike), quasi-normal vektor n, (spacelike) ve quasi-binormal vektor by, (timelike) oldugunda

spacelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t/ 0 ki —k t
n'q =| -k 0 —k3 n, (3.19)
b; —ky —ks O b,

seklindedir. g-egrilikleri ise
ki =xcosh0,ky) = xsinh0,k3 = —d6 —7

seklinde gosterilebilir (Ekici ve Tarim, 2017; Tarim, 2016).
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Teorem 3.9.2 Normal vektorii timelike, binormal vektorii spacelike olan spacelike
egrilerin; Minkowski 3-uzayinda birim teget vektor t (spacelike), izdiisiim vektor k = (0,0, 1)
(timelike), quasi-normal vektor n, (spacelike) ve quasi-binormal vektdr by, (timelike) oldugunda

spacelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t 0 Kk -k t
n, | =| -k 0 -k n, (3.20)
b; —ky —ks O b,

seklindedir. g-egrilikleri ise
k1 = xsinh 0,k = —xcosh0,k3 =d0+1

seklinde gosterilebilir (Ekici ve Tarim, 2017; Tarim, 2016).

Teorem 3.9.3 Normal vektorii timelike, binormal vektorii spacelike olan spacelike
egrilerin; Minkowski 3-uzayinda birim teget vektor t (spacelike), izdiisiim vektor k =
(0,1,0) (spacelike), quasi-normal vektdr n, (timelike) ve quasi-binormal vektdr b, (spacelike)

oldugunda spacelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t 0 —ki k][t
n,|=| -k 0 k||n, (3.21)
b, ~ky k3 0 | | b,

seklindedir. g-egrilikleri ise
ki = —xcosh©,ky) = —xsinh0,k3 =d6+1

seklinde gosterilebilir (Ekici ve Tarim, 2017; Tarim, 2016).

Teorem 3.9.4 Normal vektorii spacelike, binormal vektorii timelike olan spacelike
egrilerin; Minkowski 3-uzayinda birim teget vektor t (spacelike), izdiisiim vektor k =
(0,1,0) (spacelike), quasi-normal vektdr n, (timelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike)

oldugunda spacelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t 0 —k k t
n, | =| -k 0 k3 n, (3.22)
b, ko ks 0 | | b,

seklindedir. g-egrilikleri ise
k1 = xsinh0,k = —Kcosh0,k3 = —d6—7

seklinde gosterilebilir (Ekici ve Tarim, 2017; Tarim, 2016).
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3.10 Minkowski Uzayinda Timelike Egriler Icin q-Catisi

Bu kisimda timelike egrilerin g-catisi elde edilmistir. k izdiigiim vektoriiniin timelike
veya spacelike secilmesi farkli sonuclar vermeyecegi icin sadece spacelike kabul edilmesi
durumunda bulunan esitlikler ve qg-egrilikleri arasindaki bagintilari, g-catist ile Frenet catisi

arasindaki denklemler verilmistir.

Teorem 3.10.1 Minkowski 3-uzayinda birim teget vektor t (timelike), izdiislim vektor
k = (0,1,0) (spacelike), quasi-normal vektdr n, (spacelike) ve quasi-binormal vektor b,

(spacelike) oldugunda timelike egri boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon

denklemi
t/ 0 ki Kk t
n; =\ ki 0 k3 n, (3.23)
b’q ky —ks O b,

seklindedir. g-egrilikleri ise
ki =xcos0,ky = —Ksin0,k3 =dO+1 (3.24)

seklinde ifade edilebilir (Ekici ve Tarim, 2017; Tarim, 2016).
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4. OKLID UZAYINDA q-CATILI SMARANDACHE
EGRILER

Bu boliimde Oklid uzayinda alian bir uzay egrisinin {t, nq,bq} g-catisinin vektorleri
kullanilarak tn,-Smarandache egrisi, tb,-Smarandache egrisi, ngb,-Smarandache egrisi ve
tn b,-Smarandache egrisi tanimlanmug, bu egriler iizerinden uygun hesaplamalar ile Frenet

vektorleri ve egrilikleri bulunmugtur. Elde edilen esitliklerden bu Smarandache egrilerinin

tg, ng, bg g-cati vektorleri ve g-egrilikleri elde edilmisgtir.

4.1 tn,-Smarandache Egrisi

o, : I — E3 birim hizli regiiler egrisinin q-¢atist {t, n bq} olsun. tn,-Smarandache egrisi,

q?
B:I— E3, s* yay-parametresi ile verilsin. Buna gére

B(s") = %mnq) @)

olarak yazilir. Burada s parametresine gore tiirev alinirsa

_dBds* _ L(turn;) 4.2)

po B
ds* ds 2

d
bulunur. d_B* =tp olup (4.2) esitliginde Teorem 3.6.1 kullanilirsa
s

ds* 1
t = —(—kit+k ko +k3)b 4.3
b s — 5\ fattkimg+ (ka4 ks )by) (4.3)
olur. iki tarafin normunun karesi alinirsa
ds* o, 1., 2 2
(ds) :E(k1 (t,t) + ki (ng,n ) + (kr+k3)” (by,b,)) (4.4)

elde edilir. (t,t) = (ng,n,) = (by,b,) = 1 oldugundan

ds*
ds

= \/ k%+%(k2 +k3)?2 (4.5)

olur. (4.3) esitliginde (4.5) esitligi kullanilirsa
1

g =
V2 + (k32

(—k1t+k1nq+ (kz +k3)bq) (46)
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bulunur ve y = Zk% + (ka + k3)? olarak alinip s parametresine gore tiirev alinirsa

dtg ds*
ds* ds

—1
=3 %(4k1k1+2(k2+k3)(k2+k3))(—k1t+k1nq+(kz +k3)by)
u
1
+ﬁ(_ 1t—kit' +king +kyng, + (ky +k5)by + (k2 + k3)b},) “4.7)

elde edilir. Teorem 3.6.1 kullanilirsa

(2kik} + (ko + k3 ) (ks +&3) ) (—kit +king + (k2 + k3 ) by)

dtgds*  —1
ds;: dss = — | —u(—Kjt—king—kikoby +king — kit +kiksb, (4.8)
‘uz

+(ky + Ky )by — k3t — kokang — kakst — k3n,)

ko + k3
1

/
olur. Burada A = k% < ) olarak alinir, t, n, ve b, vektorlerinin katsayilar sirasiyla

A
Moo= 2k4 kz(kz—l—k:;)(k —3k2—k3)—|—,uk2(k2+k3)
1

A 4.
M = 2k Rk k) (5 ke k) ks (ke ko) (4.9)
1
A3 = —2kjA+ uk(ky —k3)
olarak ifade edilirse (4.8) esitligi
dtg ds*
dSE == —L (At +2an, 4+ Asb,) (4.10)
‘uZ
. dtg | e e . ) .
seklinde yazilir. e =t olup (4.5) esitligi, (4.10) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse
s
—V2
t’B = y\z/_(klt—l—an—}—Mbq) 4.11)
olur. Bu ifadenin normu alinirsa
<tf5,té> \yf 22422422 4.12)

bulunur. 1 = A3 +2A3 43 olarak alinip Tanim 3.2.3 geregi (4.11) ve (4.12) esitlikleri kullanilirsa

-1
ng = ﬁ(llt-l— 7\,2nq +7\,3bq) (4.13)
olur. (4.6) ve (4.13) esitliklerinden
—1
by = N [(—kit+king + (ko +k3)bg) A (At +Aang + Asby)] 4.14)
| —kiA(EAL) — kiAo (tAny) — kA3 (tAby) + k1A (ngAt)
_ V_—y_n +kiA2 (ngAny) + kA3 (mgAby) + (ka +k3) A1 (byAt)

+(ka +k3)A2(bgAng) + (k2 +k3) A2 (bg Abg)
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olarak hesaplanir, Tanim 3.6.1 kullanilirsa

—1
bg = —— |(kiA3 — (ko +k3) M)t + (ki A3 + (ko + k3) M), + (—kiAa — kiAp )b 4.15
B\/m[(13(2 3)M)t+ (kidz + (ko + k3)Ao)ng + (—kida — ki1 )by (4.15)

bulunur. 7, n, ve b, katsayilan sirasiyla 61, G2 ve 03 ile gosterilirse
o1 =kiA3— (k2 —l—k3)7u2 o) = kiA3+ (kz +k3)7uz 03 = —kihy — k1M (4.16)

olur ve (4.15) esitligi
bg = ——(o1t+0o2n, +03b 4.17)
B m q q)

seklinde ifade edilir. Buraya kadar g, ng ve bg vektorleri bulundu. Simdi tg hesabi igin g, B"

ve B esitlikleri gerekli olup bunun i¢in (4.3) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dp'ds* 1
SO = E(_ 1t+kng + (k5 +k3)b, —klt’+k1n;+ (ky +k3)b;) (4.18)
bulunur. Teorem 3.6.1 kullanirsa
-1
B”=ﬁ[< VK2 ko (kg +k3) )t — (K — k2 — ks (ko + k3 ) )ny — (Kb + K5 — Ky (ka — k3))by] (4.19)

olur. Tiirev alinir ve K = k% + k% esitligi kullanilarak diizenlenirse

(—k) =3k k1 + (ko (ko + k3)) — ko (ko +k3)' + k1 (i + k3))t
1
B”/ = ﬁ +(k/1/—3k1k,1 +(k3(k2+k3))/—kz(kz—{—kg,)/—kl (k%+2k2k3))nq (4.20)
(kY + K5 — (ki (ko — k3))" — ki (ko — k3) — (ko + k3) (K +&3) )by
bulunur. ¢, n, ve b, katsayilar sirasiyla py, pa ve p3 ile gosterilirse
p1 = —k| =3kiki+ (ka(k2 +k3)) — ko (ko + k3)' + k1 (k + &3)

P2 = k/1/—3k1k/1—l—(k3(k2+k3))/—k2(k2—|—k3)/—kl(k%+2k2k3) 4.21)
P3 = Kk — (ki(ka —k3))' — ki (ko — k3) — (ko + k3) (K + 3)

olur ve (4.20) esitligi
1
seklinde ifade edilir. (4.3), (4.19) ve (4.22) kullanilarak istenilen esitlikler
1
B'AB" = NG (A+kap, —A+ kop, ki) (4.23)
ve
1
<B'Ap’, BW>:% [(A+ksp)p1 + (—A+kop)p2 + k1ups) (4.24)

olur. Bulunan esitlikler (3.11) esitligi g6z oniinde bulundurularak kullanilirsa

V2 (A(p1 — p2) + ulkspi + kopa +kip3))
(A+ksp)? + (A — ko) + (k)

(4.25)
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elde edilir. B egrisinin quasi-normal ve quasi binormal vektorleri, (4.13) ve (4.17) esitlikleri

kullanilarak (3.12) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse

B —1 [ (VEkicos Op +015in0p)t+ (/tr2 cosOg + G2 sinBg)n, | @26

T VM | +(,/iAz cos g + 63 5inBp) b, |

ve i )
BB 1 (/U sinBp — 61 cos Bp)t+ (/th2 sinBg — G2 cos B )n,, 427)

T VM | +(y/HkssinBg — 63 cos0p)by |

olarak hesaplanir.

k? ve kg egriliklerini bulmak i¢in (4.11), (4.26) ve (4.27) esitlikleri kullanilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

V2 :
k? = <t%, n5> = “51'] (COS OB\/ﬁT] + Slneﬁ((ﬁ?\.l +GoAy + 63}L3)) (4.28)
ve

V2 :
kg = <tf5,b2> = — (— SlneB\//_ﬂ] —1—0089[3(617\.1 +GoAy +G37\,3)) (4.29)

Vi
bulunur. kg egriligi icin (4.26) esitliinin tiirevi alinirsa
(\/HM1 cos B + 61 sinOg)t+ (/1k2 cos B + G2 sinBp)n, |
+ (/A3 cos B + 63 sin B ) by,

[ (\/,1_1/7\.1 —l—/JNl +01— \/E(Kzlq + 7\.3/{2))00895 .
—(\/‘1_17\.1 + Gll — 62k) — G3ky) sin GB

nB/ — (lm)'
T 2(m)?

| N (\/‘L—llkz —f—,u?x.,z + 07+ \/ﬁ(klkl —A3k3))cos 0 . (4.30)
Vi —(\//Tllz—i—G,z—Flel —03k3)sinGB 1 .
N (ﬁ/7\3 -I-,u7u/3+63+ﬁ(?xlkz—i-?bz/g))coseﬁ b
| —(\/ﬁ7\.3 +G/3+61k2+62k3)sin65 1 i
bulunur ve yerine yazilip diizenlenirse
& = (nb'bh) (4.31)
_1 [ sin26p[\/u(X 01 +2502 +1503) + 84 (07 + 03 + 03 +m))]
B 2im —2\//._19%(%1(51 +A0o + 7\,3(53) — 2‘LlCOS2 95(7»1%’1 + 7»2%/2 + 7»37\%)
olarak hesaplanir.
Ornek 4.1.1 a(s) = (cos %, sin 127 iz) egrisi verilsin. Izdiigiim vektorii k = (0,0, 1)
olan bu egrinin g-cat1 vektorleri
1 s s
t=—(—sin—=,cos—, 1 4.32
5 75 ) (4.32)



t\k = (———=sin—,—=cos

n, = (cos —

V2 a0

veE

—1,. s
(sin—, —cos

A s )

olarak hesaplanir. Tanim 3.8.2 kullanilirsa tn,—Smarandache egrisi

b, =

-1 . = 1 1
_+_

2f\/_\/_2\/_\/_

\/_2

L
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(4.33)

(4.34)

(4.35)

seklinde bulunur. Esas egri mavi ile onun tn,—Smarandache egrisi kirmizi ile Sekil 4.1 de

gosterilmigtir.

E
2 \
3

248 45

{13 (13
11

Sekil 4.1: Egri ve tn,-Smarandache egrisi.

Frenet vektorleri icin Tanim 3.2.3 g6z Oniinde bulundurulursa

e

3
nB:—\/_<—sin\;§+\/§cos —|—\/§s1n

3 V22

ve

bg = (0,0,1)

bulunur. Frenet egrilikleri ise

2V3

KB:TVCTBZO

")

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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olur. tn,—Smarandache egrisinin g-catisinin ng ve bg vektorleri ise
B -3 ( .S V2 s s s )
n=——|—sin—=+ 2cos—,cos—+\/§sm—,0 4.40
1773 V2 AT A
ve
bl = (0,0,1) (441)

olur. Teorem 3.6.1 esitliginden g-egrilikleri ise

oo T2

L3

B o= 0

o= 0 (4.42)

olarak hesaplanir.

4.2 tb,-Smarandache Egrisi

o : I — E3 birim hizl regiiler egrisinin g-gatisi {t, n bq} olsun. tn,-Smarandache egrisi,

q7
B:I— E3, s* yay-parametresi ile verilsin. Buna gore

. 1
B(s*) = _\/§(t+bq> (4.43)
olarak yazilir. Burada s parametresine gore tiirev alinirsa
dB ds* 1
= = —({t'+b 4.44

d
bulunur. d_s[i = tg olup esitlifinde Teorem 3.6.1 kullanilirsa

ds* 1
tB 15 = ﬁ (—kzt + (kl — k3)nq + kzbq) (4.45)
olur. Iki tarafin normunun karesi alinirsa
ds* 1
( o )2 = §(k§ (t,t) + (k1 —k3)? (ng,n,) + &3 (by,by)) (4.46)

elde edilir. (t,t) = (ng,n,) = (b,,b,) = 1 oldugundan

ds* 1
— k24— (ki — k)2 4.47
s \/2+2(1 3) (4.47)

olur. (4.45) esitliginde (4.47) esitligi kullanilirsa

t

p= (—kpt+ (k1 — k3)nq + kzbq) (4.48)
2 2
V2B + (b — k)
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bulunur ve u = Zk% + (ky + k3)? olarak almip s parametresine gore tiirev alinirsa

dtg ds* -1
dsE - = 2_3(4k2k2+2(k1 k3) (k) — K3)) (—kot + (ki — k3)ng + kaby)
‘[_12
1
+ﬁ(—k’2t— kot' + (K} — k3)ng + (ki — k3)nj, + kyb, + kaby) — (4.49)

elde edilir. Teorem 3.6.1 kullanilirsa
dte (2kaky + (ki —k3) (k| — k3)) (—kat+ (ki — k3)ng + kobyg)
DR | _
dsE o= 3 —pi(—kht — kikang — k3b, + (K| — k5 )n, — (ki — k3 )kqt (4.50)
+(ki — k3)ksbg + Kby — k3t — koksng)

ko + k3
ki

olur. Burada € = k% ( ) olarak alinir, t, n; ve b, vektorlerinin katsayilar1 sirasiyla

Moo= (ki —ks) (ki —€) + k3
Ao = 2(k; —k3)*(ky —k3) +ko((ky +k3)fi+ 2€) (4.51)
A= (ki —ks)(mks + &) + k3

olarak ifade edilirse (4.50) esitligi

dtgds* -1~ = =
= —(Mt+A Asb 4.52
Js* ds ﬁ%(l+2nq+3q) (4.52)
. dtg | s s . .
seklinde yazilir. e =tg Ve (4.47) esitligi, (4.52) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse
V2 - - _
té = ﬁz (7\11:—1- inq + 7\,3bq) (4.53)
olur. Bu ifadenin normu alinirsa
<té,tf3> f Py S v (4.54)
y

bulunur. N = 7_»% + 7_\; +7_\,§ olarak almip Tanim 3.2.3 geregi (4.53) ve (4.54) esitlikleri kullanilirsa

-1 -  _ —
HB = ﬁ (}blt—F an + 7L3bq) (455)

ve (4.48), (4.55) esitliklerinden

by = —— [(—k2t+ (ki = k3)ng + kaby) A (it + Aomy +Xsbq>] (4.56)

N

—k27_\.1 (t N t) — k27_\.2 (t A Ilq) — k27_\.3 (t AN bq) + (kl — k3 )7_\,1 (nq N t)
= — —|—(k1 —k3)7_»2(nq/\nq) —I—(k1 —k3)7_»3(nq /\bq)
+kahi (by At) +koda(by Any) +kods(by Aby)
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olarak hesaplanir, Tanim 3.6.1 kullanilirsa

1 _ _ _ _ _ _
bg = —= [((kl —k3)A3 — koot + (koAs3 + kohy)ng + (—koho — (ki —k3)A1)by (4.57)

N

bulunur. t, n, ve b, katsayilar sirasiyla Gy, G, ve G3 ile gosterilirse
G1=(ki—k3)ls—khy Gr=hkhi+kh ©3=—kh — (ki —ks)\ (4.58)

olur ve (4.57) esitligi

bB = \/—_H_T_](Elt + 020y +63bq) (4.59)

seklinde ifade edilir. Buraya kadar tg, ng ve bg vektorlerini bulundu. Simdi tg hesabr iin 3, 3"

ve B gerekli olup bunun igin (4.44) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dp'ds* 1
df* dss =E(—ké“r(k’l—k’s)nq+kébq—kzt’+(k1—k3)n;,+k2b;) (4.60)

bulunur. Teorem 3.6.1 kullanilirsa

~1
B”:E[(k’2+k1(k1—k3)+k%)t—(k’1—ké—kz(kl+k3))nq—(k,2—k%+k3(k1—k3))bq] (4.61)

olur. Tiirev alinir ve Kk = k% + k% esitligi kullanilarak diizenlenirse
1 (—Ky —3khka — (ki (ki — k3))' — ki (k1 —k3) + ko (1 +k3))t
[3/”: E —l—(kq/—kg’—(kz(kl—i—kg))/—klz(kl—i—kg) —(kl —k3)(1<—|—k§))nq (4.62)
—l—(k’zl - 3k’2k2 - (k3(k1 - kg))/ - k3(k1 - kg), - kz(K—l—k%))bq

bulunur. t, n, ve b, katsayilan sirasiyla p,, p, ve p5 ile gosterilirse

P1 = —Ky—=3koka— (ki (ki —k3)) —ki(ki —k3)' + ko (K +&3)
D, K — Ky — (ka(ky +k3)) — Kb (ki +k3) — (ki —k3) (K +K3) (4.63)
Py = K =3k — (ks(ki —k3)) — ks (k1 — k3) — ko (x4 &3)
olur ve (4.62) esitligi
" = % (Pit-+Ping +P1by) (4.64)

seklinde ifade edilir. (4.44), (4.61) ve (4.64) kullanilarak istenilen esitlikler

1
B'AB’ = 7 (—e+kap, —kopi, —€ + kopi) (4.65)
Ve
1 _ _ _
<p'AB, B’”>=E [(—&+ k)P — kalipy + (—€ +kofi) P (4.66)

olur. Bulunan esitlikler (3.11) esitligi goz 6niinde bulundurularak kullanilirsa

V2(e(p, —P3) —H(ksp; + Py — kop3))
(e — kali)? + (koti)? + (€ — kof)?

(4.67)
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elde edilir. B egrisinin quasi-normal ve quasi binormal vektorleri, (4.55) ve (4.59) esitlikleri

kullanilarak (3.12) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse

B = [ (/Tihi cos g + G sinBp)t + (v/TiAz cos 0 + G2 sinfp)n, | (4.68)

T /m | (VA cos 6 + 63 sinBp)b, |

ve ) _ _ )
BB 1 (v/Hh1 sinBg — G cos O )t + (\/ihy sinBg — G2 cos B )n,, 469

7 M | +(y/mh3sin6p —G3cos0p )by |

olarak hesaplanir.

k[f ve kg’ egriliklerini bulmak i¢in (4.53), (4.68) ve (4.69) esitlikleri kullanilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

A5 Y S
- <tB,nB> :Sf_ <cos Op\/ZM + sin O (G1 A1 + oo + c3x3)> (4.70)
um
ve 4
-2 y .
kg = <té,bg> = \/E <— sineﬁ\/fm —f—COSGB(G]?\,] +GoAs + (537\.3)) 4.71)
am
bulunur. kg egriligi icin (4.68) esitliginin tiirevi alinirsa
B m)’ (VM cos O + G sinBg )t + (\/fﬂ_wzcoseﬁ—kaz sin@g)n,
n = - —
! Z(Mn)% (+vHA3 cosBB+63 sinBg )by
\/_ kl +,LI7L1 +6; — \//.__1(7_»2](1 —|—X3k2)) COSGB ¢
\/_7\,1 +61 — 0ok —63](2) Sine[g,
N N (VA A +,u7\.2 4G5 + /Hi(hki — Asks)) cos O . 472)
m —(/ihs + )+ 51k — G3ks) sinfg !
N ( \/_ 7»3 +,u7u3 +63+ \/_(Klkz + 7»2/(3)) COSGB > b
q
\/_7\,3 +G3+(51k2—|—(52k3)81n95 ]
bulunur ve esitlikte yerine yazilip diizenlenirse
& = (nf'bf) (4.73)

1
27

olarak hesaplanir.

Ornek 4.1.2 o(s) =

egrinin g-¢at1 vektorleri

t = (—sins,coss,0)

(coss,sins, 1) egrisi verilsin. Izdiisiim vektorii k =

sin ZGB[\/ﬁ(X/161 + 7_»/262 +7_»/363) — Gé (63463 +63+m))
—2/E8(MiG1 +A2G2 +A3G3)

— ZHCOS2 GB (Xll}_ul -+ 7_ul27_u2 + XéXg,)

(0,0,1) olan bu

(4.74)
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tA\k = (—sins,coss,0)A(0,0,1) (4.75)

= (—coss,sins,0)

n, = (—coss,sins,0) (4.76)
ve
b, = (0,0,—-1) 4.77)
olarak hesaplanir. Tanim 3.8.2 kullanilirsa tb,—Smarandache egrisi

N y
B(S)_\/E( sins,coss, —1) (4.78)

seklinde bulunur. Esas egri mavi ile onun tb,—Smarandache egrisi kirmizi ile Sekil 4.2 de

gosterilmigtir.

04

45 245
o o
[ 13 [X7

Sekil 4.2: Egri ve tb,-Smarandache egrisi.

Frenet vektorleri icin Tanim 3.2.3 g6z Oniinde bulundurulursa

tg = (—coss, —sins,0) (4.79)
ng = (sins, —coss,0) (4.80)

ve
bg = (0,0,1) (4.81)

bulunur. Frenet egrilikleri ise

Kp=1vet3=0 (4.82)
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olur. th,—Smarandache egrisinin g-¢atisinin ng ve bg vektorleri ise
ng = (—sins,coss,0) (4.83)
ve
bk = (0,0,-1) (4.84)

olur. Teorem 3.6.1 esitliginden g-egrilikleri ise

o=
o= o
o= o0 (4.85)

olarak hesaplanir.

4.3 nyb,-Smarandache Egrisi

o :  — E3 birim hizli regiiler egrisinin g-¢atis1 {t,n,, b, } olsun. tn,-Smarandache egrisi,

) q?
B:1— E3, s* yay-parametresi ile verilsin. Buna gore

. 1
B(s™) = %(nq +by) (4.86)
olarak yazilir. Burada s parametresine gore tiirev alinirsa
dB ds* 1
I - / /
B = I ds \/Q(nq +by) (4.87)

d
bulunur. d_B* = tg olup (4.87) esitliginde Teorem 3.6.1 kullanilirsa
s

ds* 1
t = —(—(k;1 +k)t—k k 4.
B \/E( (ki + k)t — k3ngy + k3by) (4.88)
olur. Iki tarafin normunun karesi alinirsa
ds* 2 1
(ds) :5((k1+k2) (t,t) 4+ k3 <nq,nq>+k (bg,by)) (4.89)

elde edilir. (t,t) = (ng,n,) = (b,,b,) = 1 oldugundan

ds* 1
- \/ 2(k1+k2) + k3 (4.90)

olur. (4.88) esitliginde (4.90) esitligi kullanilirsa
1
tB = (—(kl +k2)t—k3nq—|—k3bq) (4.91)
\/2k§ + (ki + k)2
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bulunur. u = 2k§ + (kj 4 k3)? olarak alinip s parametresine gore tiirev alinirsa

dtg ds*
ds* ds

-1
= —2~3 (4ksk + 2 (ki + ko) (k] +K5)) (— (k1 + k2 )t — ksng + ksb,)
‘ui

1
+—=(— (K + k)t — (ki + ko )t' — k3ng — ksn) +k3by +ksb))  (4.92)

Vi

elde edilir. Teorem 3.6.1 kullanilirsa

(2](3/{/3 + (kl + kz) (kll + k’z)) (—(kl + kz)t — kgnq + k3bq)

—fi(— (K} + kb))t — ki (ki + k2 )ng — ko (ki +k2) by, (4.93)
—Kyn, + kakit — k3by + kib, + kokst + k3n,,)

dtg ds* -1
ds* ds

~3
‘uZ

ki + ko
3

/
olur. Burada ¢ = k% ( ) olarak alinir, t, n, ve b, vektorlerinin katsayilar1 sirasiyla

M = 2k3@—pks(ky +k2)
A = —(ki+ko)(Q— ki) —2k3 + k3 (ki + k2) (4.94)
A= (ki +ko)(@+ fika) + fik3

olarak ifade edilirse (4.93) esitligi diizenlenirse

dtgds* -1~ = ~
= —(AMt+A Azb 4.95
ds* ds ﬁ%( 1t+Aong + A3 CI) ( )
. dtg . e . .
seklinde yazilir. e :t% ve (4.90) esitligi, (4.95) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse
s
2~ o~ ~
t = ﬁ—\z/_(klt +Xan, 4 Asby) (4.96)
olur. Bu ifadenin normu alirsa
2 A =~ =
kg = ||t = 1/ (1) = VAR (4.97)

bulunur. 1 :31% +7»% +7»§ olarak alinip Tanim 3.2.3 geregi (4.96) ve (4.97) esitlikleri kullanilirsa

1 -~ - -
ng = (7\,1 t+ 7\.2nq + )\,3bq) (4.98)

A3+ AZ A2

olur. (4.91) ve (4.98) esitliklerinden

by — (= (k1 + ko)t = kamg + ksbg) A (Rt Aong + Asby)| (4.99)

— (ki + k)M (EA ) — (ki + k) Ao (tAny) — (ki +ka) A3 (EA D)
—k3hi (g At) — ksha(n, Any) — ksks(ng Aby)

—1
Vim
1

=

ki (by At) + kska(by Ang) + k3hg(by Ab,)
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olarak hesaplanir, Tanim 3.6.1 kullanilirsa

-1 - _ N B N N
by = 2 [(—k37n3 —k3h)t+ ((k1 +ko)As + kshi)ng + (— (ki +k2)Aa +kshi)by|  (4.100)

N

bulunur. t, n, ve b, katsayilari sirastyla 61, G, ve 63 ile gosterilirse
61 = —kahs —kshy Gy = (ki +ka)As +kshi &3 = — (ki +ka)Ay + ks, (4.101)

olur ve (4.100) esitligi
bg = \;_j(atjuc?znq +G3by) (4.102)
Hm

seklinde ifade edilir. Buraya kadar tg, ng ve bg vektorlerini bulundu. Simdi tg hesab iin 3, 3"

ve " gerekli olup bunun i¢in (4.87) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dp' ds* 1

= \ﬁ(_( 1 Fky)t—kany + kb, — (ki 4 k)t — kang, +ksby) (4.103)
bulunur. Teorem 3.6.1 kullanilirsa

-1
B = NG (K} + Ky — kiks — koks )t -+ (K5 + k§ + K3 + kiko)ng — (K5 — k3 — k3 — kik2) by
(4.104)

olur. Tiirev alinir ve x = k% + k% esitligi kullanilarak diizenlenirse

| R R o) =Rk (R (e )
0~ (Raka) — kak; = 3kska — ksks — ks o<+ K3) g

bulunur. t, n, ve b, katsayilari sirasiyla py, p» ve p3 ile gosterilirse

PL = —K — K~ (kaks)' — kaky + (k1 + k) (s +K3)
P2 = k= 3(kiki +ksky) — (kika)' —kiky + k3 (k+k3) (4.106)

P3 = K —(kiky) —kak) — 3koka — k3k, — k3 (k + &3)
olur ve (4.105) esitligi
1
"= — (pit+pin,+pib 4.107
p NG (P1t+ping +piby) ( )
seklinde ifade edilir. (4.87), (4.104) ve (4.107) kullanilarak istenilen esitlikler
1

B AR = 7 (katt, —@ — koft, —@ + k1) (4.108)
ve
1 . - - - -
<p'nB", B”’>=E (kips — kap2 +k3p1) — 9(p2 +p3)] (4.109)

olur. Bulunan esitlikler (3.11) esitligi goz 6niinde bulundurularak kullanilirsa

V2 (i(kip3 — kapz + k3p1) — 9(P2 + P3))
(k3tn)? + (@ + ko) 2 + (@ — kyja)?

(4.110)
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elde edilir. B egrisinin quasi-normal ve quasi binormal vektorleri, (4.98) ve (4.102) esitlikleri

] 4.111)

kullanilarak (3.12) esitligi yerine yazilir ve diizenlenirse
(\//:17»1 cosBg + G sinBg)t + (\/ﬁ?zz cosBg + G, sinBp)n,

+(\/ﬁ713 cosBg + 63 5in g )b,

(\/}_ﬁl sin@g — G cos B )t + (\/ﬁiz sin@g — G2 cosBg)n,

+(\/ﬁ713 sin@g — G3 cos B) by,

—1

HEZT

] (4.112)

ve
1

b5:—~
Vim

olarak hesaplanir.
k? ve kg egriliklerini bulmak i¢in (4.96), (4.111) ve (4.112) esitlikleri kullanilip gerekli

(4.113)

diizenlemeler yapilirsa
(COS GB \/flﬁ + sin GB (817\.1 + 6212 + 637\.3))

k[f = <tf3,nﬁ> = \/%

ve
2 y — P S ~
K= (g b8 ) = \/\,/,;‘n ( sin®p /2 + 03 63(S1 1 +52hz + G3hs) )

bulunur. kg egriligi i¢in (4.111) esitliginin tiirevi alinirsa
(\/ﬁil cosBg + G sinBp )t + (\/,7_17»2 cosBg + G2 sinBg)n, ]

nB/ _ (‘Hﬁ)/
= 5 B N
! 2(m)? | +(\/fk3cosBp +G3sinbp )by
(\/:I_{?:l +ﬁ7\«/1 —|—(~51 — \/ﬁ(?\,z/q +X3k2))COS GB ¢

(\/_ﬁz —f—,l~17\,/2 +0,+ \/ﬁ(?\,]kl —13k3))cos B

1
+ -
—(\/iha + &+ G1ki — G3ks) sin O

(4.114)

(\/—ﬁz. +ﬁ7x§ +03+ \/,1:1011/(2 —1—7»2/(3)) cosBg

+ -
—(\/ﬁ7\3 —|—(N$/3 +01ky + 62/(3) SiHGB

ve esitlikte yerine yazilip diizenlenirse
¢ = (o)
sin20p[/E(A| 1 + 14> +1553) + 64 (57 + 63 + 6 +7im)]

1
=

olarak hesaplanir.

—(\/ﬁiq + 6/1 — O2ky — 63](2) SiHBB
Ny | (4.115)

(4.116)

2/ (1151 + 1282 + A583) — 2hicos” By (A Ay + Asha + Ashs)
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Ornek 4.1.3 o(s) = (cos2s, 1, —sin2s) egrisi verilsin. Izdiisiim vektorii k = (0,0, 1) olan

bu egrinin g-¢at1 vektorleri

t = (—sin2s,0, —cos2s)

tAk = (—sin2s,0,—cos2s)A(0,0,1)
= (0,sin2s,0)

n, = (0,1,0)

Ve

b, = (cos2s,0,—sin2s)

olarak hesaplanir. Tanim 3.8.2 kullanilirsa n b, —Smarandache egrisi

*—Lcoss —sin2s
B(S)—\/i( 2s,1, 2s)

4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

seklinde bulunur. Esas e8ri mavi ile onun nyb,—Smarandache egrisi kirmizi ile Sekil 4.3 de

gosterilmisgtir.

Sekil 4.3: Egri ve n b, ,-Smarandache egrisi.

Frenet vektorleri i¢in Tanim 3.2.3 g6z oniinde bulundurulursa

tg = (—sin2s,0, —cos2s)

ng = (—cos2s,0,sin2s)

Ve

bs = (0,1,0)

(4.122)

(4.123)

(4.124)



bulunur. Frenet egrilikleri ise
KB =2ve ’CB =0

olur. ngb,—Smarandache egrisinin g-¢atisinin ng ve bg vektorleri ise

nb = (0,1,0)

veE

bg = (cos2s,0,—sin2s)

olur. Teorem 3.6.1 esitliginden g-egrilikleri ise

o= o0
o= 2
o= 0

olarak hesaplanir.

4.4 tn,b,-Smarandache Egrisi

o, : I — E3 birim hizli regiiler egrisinin q-¢atis {t, n,,

B:I— E3, s* yay-parametresi ile verilsin. Buna gore

B(s*) = %(t‘FHq +bg)

olarak yazilir. Burada s parametresine gore tiirev alinirsa

dp ds* L,
= —=(t'+n,+b,)

ds* ds /3

d
bulunur. d_B* = tg olup (4.130) esitlifinde Teorem 3.6.1 kullanilirsa
N

ds* 1
tB a5 %(—(kl +k2)t+ (/q — k3)nq + (kz +k3)bq)
olur. Iki tarafin normunun karesi alinirsa
ds*\, 1 2 2 2
(T2 = 3k + k) (1.0)+ (b — k) (mgsmg) + (K -+ K3)? (bys b))

elde edilir. (t,t) = 1,(ng,ny) = 1,(by,b,) =1 oldugundan

ds*
ds

= %\/(kl +k2)? + (k1 —k3)? + (ko + k3)?

37

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

bq} olsun. tn,-Smarandache egrisi,

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)
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olur. (4.131) esitliginde (4.133) esitligi kullanilirsa

— (ki + ko)t + (ki — k3)ng + (k2 +k3)by

4.134
V (ki +k2)? + (ki — k3)? + (k2 + k3)? (4.134)

bulunur. i = (ki +k2)? + (ki —k3)? + (ky + k3)? olarak alinip s parametresine gore tiirev alimirsa

2[{ (k1 + ko) (k1 +k2)' + (ki — k3 ) (k1 —k3)’
dtgds* 1 | +(ka+k3)(ka+ks)'}{ (ki + ko)t — (ki —k3)ny
ds* ds 53 | —(ky+ks)bg}]+A((ky + ko)t + (ki + ko)t
—(ky —k3)'mg — (ki — ks)n!, — (ko +k3)'by — (ko +k3)b)

(4.135)

elde edilir. Teorem 3.6.1 kullanilirsa

[ (ki +k2) (ki + k)" + (ki —k3) (ki — k3)" + (ko + k3) (ko +k3)") ]
(= (k1 + ko)t =+ (k1 —k3)ng + (k2 + k3)by)

dtgdst  —1|
PEL — 2| (ki + ko)t + (k1 +ka)kimg + (ki +ka)kab, (4.136)
ds* ds a2

—(k1 — k3)/nq + (k1 — k3)k1t— (k1 — k3)k3bq
— (ko + k3)/bq + (ko + k3 )kot 4 (ko + k3 )k3ny)

olur. Burada ¢ = 2(k1k| + kok), + k3k}) + (kikz)" — (kik3)' + (kaks)' olarak alimr ve t, n, ve b,
vektorlerinin katsayilari sirasiyla

Moo= 0k +ko) +H((k1 + k) + k5 + k3 —k3(ki —k2))
A = —0(ki—k3) —f((ky —k3) — k3 — k3 — ko (k1 + k3)) (4.137)
A = —O(ka+ks3) —H((ky+ks) —k3 —k3 — ki (ko —k3))
olarak ifade edilirse (4.136) esitligi

dtg ds* —1 ~
dSE — = %(k1t+k2nq+7»3b) (4.138)
u

dt
seklinde yazilir. d_E :tf5 ve (4.133) esitligi, (4.138) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse
s

/3 ~ - -
té = ﬁ—\z/_(x,lt-i-kznq-i-}\abq) (4.139)
olur. Bu ifadenin normu alinirsa

<t%,tf3 22422422 (4.140)

bulunur. 1 = X% -1—1% +1§ olarak alinirsa Tanim 3.2.3 geregi (4.139) ve (4.140) esitlikleri

> \/_

kullanilirsa
1 ~ - ~

n:/\
PVA
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olur. (4.134) ve (4.141) esitliklerinden

bg = %[(—(kl+k2)t—|-(k1—k3)nq+(k2+k3) q) N\ (x1t+k2nq+k3b) (4.142)
[ — (ki + k)M (EAE) — (k1 +k2)Aa(tADy)
— (k1 +k2)A3(tAby) + (ki — k3)A1 (g At)
= _—ﬁlﬁ +(ky — k3)§2(n Ang) + (ki — k3)Az(ny Aby)
+(ka +k3) A (by At) + (ka + k3)Ao(by Any)
i +(ka+k3)A3(by Aby) |

olarak hesaplanir, Tanim 3.6.1 kullanilirsa

. 1 [ (k1= k3)As — (ko +k3)A2)t+ (ki +ka)As + (ko + k3)A1 )mg (4.143)
B= = ~ o '
VN | +(—(k1 +ka)Aa — (k1 — k3)A1)by

bulunur. t, n, ve b, bagkatsayilari sirasiyla 61, G, ve 03 ile gosterilirse

o1 =—k3 (7&3 +Xz) + Az — kaks
82 = kzo\g +/X1) + k{?:.3 + k3/7\ul (4.144)
63 = —ki (A + A1) — kaha + K3k

olur ve (4.143) esitligi
—1

Vi

seklinde ifade edilir. Buraya kadar tg, ng ve bg vektorlerini bulundu. $imdi tg hesab iin 3, 3"

bB = (61t+62nq+(53b ) (4.145)

ve B gerekli olup bunun i¢in (4.130) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

/ —(ky + ko)t + (ky — k3)’ ko +k3)'b
dp'ds* 1 [( (k1 +k2)'t+ (ki — k3)'mg + (k2 + k3) q] (4.146)

ds* ds /3 —(ky + k)t + (ki — k)], + (ko +k3)b])

bulunur. Teorem 3.6.1 kullanilirsa

gr_ ! — (K} 4Ky — k3 (ki — ko) + k] +k3)t+ (K — K5 — ko (k1 +k3) — ki —k3)m,
V3 | +(Ky 4Ky —ki(ka —k3) — k3 —k2)b, d
(4.147
olur. Tiirev alinir ve K = k% + k% esitlikleri kullanilarak yerine yazilirsa
[ —k/{ — klzl — 3k1k/] — 3k’2k2 + (k1k3)/ — (k2k3)/ ¢ T
+Ky(ky — ko) + (ki + ko) (k+K3)
" 1 k/{ — kg’ — 3k1k/1 — 3k3k/3 (klkz ! (k2k3)/
B = % n, (4.148)

q

) =
—Ky(ky +k3) — (ki —k3) (K +43)

( Ky + kY — 3k ko — 3ksky, — (kika)
i )

'+ (k1k3)/ b
—ki (ky —k3) — (ko +k3) (K + K3
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bulunur. t, n, ve b, katsayilari sirasiyla py, pa ve ps ile gosterilirse

—ki — K = 3(kik} + Kyka) + (ks (ki —k2))’
L= ikt — ko) + (ky ko) (K A2)
. Ky — k5 — 3(kik} + ksks) — (ka(k1 + k3))’
= 4.149
2Tl k) — (k) (k) @19
R ky 4 k5 — 3(khka + kakhy) — (ki (ky —k3))'
P3 = K ko — k) — (ko + h3) (k4 K2)
olur ve (4.148) esitligi
| PO ~
B — 5 (Pit-+ping+piby) (4.150)
seklinde ifade edilir. (4.130), (4.147) ve (4.150) kullanilarak istenilen esitlikler
ko —k3\' (ka+k3\'
| (k?—ks) (k1 — k3)* + kst (k2+k3> (k1 + k2)?
BAB" =7 3k o y (4.151)
—kopt, e (ki —k3)* + kit
ki — k3

Ve

ko — k3 /,\ (kl—i—kz)/,\} (kz—l—kg)/ ~
ki —k3)? + + ki +k)?
1| k) {(kl—kg,) Pk =k ) P T gy ) R

< B//\B”; B///>: \/5
+(k3p1 — kap2 + k1p3)

(4.152)

olur. Bulunan esitlikler (3.11) esitligi g6z oniinde bulundurularak kullanilirsa

ko — k3 /A ki +ko /A
ki —k3)?
(k1 —k3) {(kl—kg,) p1+(k1—k3> P3

ki + ko

ky+ k)’ P N .
+( : 3) (ki +k2)*p2 +fi(k3p1 — kaPa + k1P3)

’C|3=\/§

{(Z:Z)/(/q —k3)2+k3ﬁ}2+{<

I 2
) (kl + k2)2 — kzﬁ}

R

2
ki+k\ 2 g~
ki —k k
kl—k3)(1 3)” +hiu

(4.153)

elde edilir. B egrisinin quasi-normal ve quasi binormal vektorleri, (4.141) ve (4.145) esitlikleri

kullanilarak (3.12) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse

b 1 (ml cosBg + G} sineﬁ)t—l—(\/,f_l?uzcoseﬁ%—azsineﬁ)nq
! i | +(/fiks cos B + 03 sin6p )by, |
ve
BB .l (\//ﬁl sinBg — G| cos B )t + (\/‘l\_l/?\bz sinBg — G2 cos B )ny,
! ﬁﬁ | —f—(\/ﬁa\g SiHGB —03 COSGB)bq ]

(4.154)

(4.155)
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olarak hesaplanir.

k[f ve kg egriliklerini bulmak i¢in (4.139), (4.154) ve (4.155) esitlikleri kullanilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

V3 S P
k[f = <tf3,ng> = — (COSGB\/,L_IT] —I—Slneﬁ((ﬁ?\q —|—627\,2+(537u3)> (4.156)

Vi
ve \/_
3 — o~ o~ o~
KB = <tf3,bg> - = (—sineﬁﬁn +cos (81 —|—627\,2—|—637L3)) 4.157)

bulunur. kg egriligi icin (4.154) esitliginin tiirevi alinirsa

o ()’ (\/‘l/_ﬁ\\,l cosBp + G sinBp )t + (\/iﬁz cos B + G2 sinBg)ny ]
! Z(ﬁﬁ)% +(\/il\/7\L3 COSGﬁ—f—ag, sinGB)bq
I (\/,21_\//711 —l—ﬁ/)\ull —|—81 — \/ﬁo\\,zkl +/}z3k2))COS 9[3 ¢ |
—(\/71\/7:1 Sy 8/1 — 00k — 83](2) Sineﬁ
1 (\/ﬁa\uz +f§»’2+82+ \/lﬁo\blkl —/7\»3k3))COSGB
| e g | (4.158)
m (\/,1—1/7124-(524—01/(1 (53](3)81119[3
N \/Z_JJ}\\G —|—ﬂ/7:/3 +03+ ﬁ\(/xlkz —|—/7\\.2k3)) cos B
o~ — — . q
—(\/71\/7:,3 —l—Gg +61ky —|—62k3) SIHGB
ve esitlikte yerine yazilip diizenlenirse
KB (nfy b)) (4.159)

1 [ sin20p[\/A(R|G) + 1582+ A583) +0,(67 + 63 + 63 +am)]
2um —2@9% (/7:.181 —|-/7\\,282 +/7:.383) — ZﬁCOS2 9[3 (/7;/1/7:1 +5»’27»2 —|-/7:./3/7:.3)

olarak hesaplanir.

Ornek 4.1.4 a(s) = (2cos?s, sin2s, s) egrisi verilsin. Izdiisiim vektorii k = (0,0, 1) olan

bu egrinin g-¢at1 vektorleri

5
t— \/?_ (—sin2s,cos2s, 1) (4.160)
5
tAk = \/?_(—sin2s,0052s,1)/\(0,0,1) (4.161)

= (2co0s2s,2sin2s,0)
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n, = (cos2s,sin2s,0) (4.162)

ve

5
b, = % (= sin2s, cos 25, —2) (4.163)

olarak hesaplanir. Tanim 3.8.2 kullanilirsa tn;b,—Smarandache egrisi

] —V15 V3 V15 V3 V15
o [ )

in2s + —— cos2s, —— cos 2s + ——sin2s, (4.164)

3 5 3

seklinde bulunur. Esas egri mavi ile onun tng b, —Smarandache egrisi kirmizi ile Sekil 4.4 de

gosterilmigtir.

05

Sekil 4.4: Egri ve tn;b,-Smarandache egrisi.

Frenet vektorleri icin Tanim 3.2.3 g6z 6niinde bulundurulursa

p= \/22? <_2;/_ s2s —¥51 2s, ;/_ 2s+$0052s 0) (4.165)
ng — % (3sin2s — V/5c0s25, ~3c0s 25— V/35in2s,0) (4.166)
Ve
bg = (0,0,1) (4.167)
bulunur. Frenet egrilikleri ise
Kp = \/124T0 ve T3 =0 (4.168)

p

olur. tnqbq—SmarandaChe egrisinin g-catisinin ng ve bg vektorleri ise

p_ [—2V15 . 2V3 2V15 2V3
q= 5 3 sin2s,0

sin2s +T oS S,Tcos2s—l— (4.169)

n



veE

bP = (0,0,1)

olur. Teorem 3.6.1 esitiliginden g-egrilikleri ise

—V2I
= 0
14
o= o0
o= 0

olarak hesaplanir.

43

(4.170)

4.171)
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5. q-CATILI TIMELIKE EGRILERIN SMARANDACHE
EGRILERI

Bu boliimde Minkowski-3 uzayinda {t,nq,bq} g-catist kullanilarak yonlii Bertrand,
Mannheim ve involiit-evoliit egri ciftleri hakkinda bilgi verilmistir, bu egrilerin timelike olma
durumlarina gore elde edilmig bazi teoremlere yer verilmistir. Ayrica tng,-Smarandache egrisi,
tb,-Smarandache egrisi, n b,-Smarandache egrisi ve tn;b,-Smarandache egrisi tanimlanmus,
tanimlanan bu egriler i¢in Frenet vektorleri ve egrilikleri bulunmustur. Elde edilen esitliklerden

bu Smarandache egrilerinin tg, ng , bg g-cati vektorleri ile g-egrilikleri elde edilmistir.

5.1 Minkowski Uzayinda q-Catilh Timelike Egriler

Bu alt bolimde Minkowski 3-uzayinda timelike bir uzay egrisinin quasi-normal ve
quasi-binormal vektorii kullanilarak Bertrand, Mannheim ve involiit-evoliit egri ¢iftleri hakkinda
bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir. Buradaki hesaplamalarda birim teget vektor t (timelike)
ve izdiistim vektor Kk (spacelike) olup buna bagh olarak quasi-normal vektor n, (spacelike) ve

quasi-binormal vektor b, (spacelike) olarak kullanilmugtir.

Tamm 5.1.1 M, N C R3 iki uzay egrisi (1,a) ve (1, ) koordinat komsuluklari ile verilsin.
M egrisinin g-gatisi {t,nq,bq} ve N egrisinin q-catist {tk,né‘,bz‘} olmak lizere, eger n, ve n;‘
quasi-normal vektorleri lineer bagimli ise M ve N egrilerine yonlii Bertrand egri ¢ifti denir (Dede

vd, 2018; Tarim, 2016).

Teorem 5.1.1 os) birim hizli yonli timelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s;
olan B(s) egrisi, a(s) nin yonlii timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k

(spacelike) olup bu durumda
(a) Yonlii timelike Bertrand egrileri olan ou(s) ve B(s) egrileri arasindaki uzaklik sabittir.

(b) k3 = 0 ise yonlii timelike Bertrand egrilerinin karsilik gelen noktalarindaki teget

vektorler arasindaki agi1 sabittir (Dede vd, 2018; Tarim, 2016).

Teorem 5.1.2 os) birim hizli yonlii timelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s;

olan B(s) egrisi, a(s) nin yonlii timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k
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(spacelike) tir. Bu iki egrinin g-catilar1 arasindaki iligki

"y 1+ Mk 0 M t
nh | == : 0 \/Wkg— (14 Ak )?| 0 n,
N VIV = (1422
b; +0k3 0 +(14+Ak;) | L Pg
(5.1)

seklinde verilir (Dede vd, 2018; Tarim, 2016).

Sonug 5.1.2 Yonlii timelike Bertrand egri ¢iftlerinde her zaman quasi-normal vektorleri

lineer bagimlidir (Dede vd, 2018).

Teorem 5.1.3 os) birim hizli yonlii timelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s;
olan B(s) egrisi,o(s) nin yonli timelike Bertrand egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k

spacelike olup g-egrilikleri arasindaki iligki

(1 +7\.k1)k1 —7\.](%

K
VI = (1422
MG (14 Rr) = Whak] + ((14+Ma)” =083 ) by
o= + (5.2)
IA2k3 — (1 + Mk )?|
o= + a

VI = (1422

seklinde verilir. Burada B (s) egrisinin q-egrilikleri k%, k} ve k% dir (Dede vd, 2018; Tarim, 2016).

Tanim 5.1.2 oo ve 0, 3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli egriler olsun. o egrisinin
g-catist {t, ng, bq} ve Ol egrisinin q-catisi {tY, n}](, bZI} olmak iizere, o egrisinin quasi-normali ile
o egrisinin quasi-binormali lineer bagimli ise, o egrisine yonlii Mannheim egrisi, oi; egrisine

de yonlii Mannheim egri ortagi denir (Tarim, 2016).

Teorem 5.1.4 o ve oy, ]R? Minkowski uzayinda birim hizli yonlii timelike egriler olsun.
Burada izdiisiim vektorii k spacelike olup {ot, 0 } yonlii Mannheim egri ¢iftinin ilgili noktalari

arasindaki uzaklik sabittir (Tarim, 2016).
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Teorem 5.1.5 o ve oy, ]R% Minkowski uzayinda birim hizli yonlii timelike egriler olsun.
o ile yay parametresi s1 olan o egrisinin yonlii timelike Mannheim egri ¢ifti olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul A sifirdan farkli bir sabit ve izdiisiim vektor k spacelike olmak iizere
ki + 7\](% — 7\,/(%

K=+ (5.3)
A2 — (14 M)

esitlifinin saglanmasidir.  Burada kj,k> ve k3, o egrisinin, k?,kg ve kg, o] egrisinin

g-egrilikleridir (Tarim, 2016).

Tamm 5.1.3 M,N C R} iki uzay egrisi M ve N sirasiyla (I,) ve (I,B) koordinat
komsuluklari ile verilsin. o(s)ve B(s) noktalarinda M ve N nin g-gatist sirasiyla {t,nq,bq}
ve {t*mé,bé} olmak iizere, eger (t,t*) =0 ise N ye M nin y6nlii involiitii, M ye de N nin

evoliitii denir (Tarim, 2016).

Teorem 5.1.6 o.(s) birim hizli yonlii timelike bir uzay egrisi ve yay parametresi s; olan
B(s) egrisi, a(s) nin yonlii timelike involiit-evoliit egri ¢ifti olsun. Burada izdiisiim vektorii k

spacelike olup d(o(s),B(s)) = |c —s|, c=sabittir (Tarim, 2016).

5.2 Minkowski Uzayinda q-Catih Timelike Egrilerin Smarandache
Egrileri

Bu kisimda Minkowski 3-uzayinda timelike bir uzay egrisinin quasi-normal ve
quasi-binormal vektorleri kullanilarak Smrandache egrileri tanimlanacaktir. Burada birim teget
vektor t (timelike) ve izdiisiim vektor k (spacelike) olup buna bagli olarak quasi-normal vektor
n, (spacelike) ve quasi-binormal vektor b, (spacelike) olarak alinmugtir. Ayrica bu Smarandache
egrilerinin casual karakteristikleri de incelenmig ve Frenet vektorleri, egrilikleri, tg, ng , bg g-cati

vektorleri ile g-egrilikleri elde edilmistir.

5.2.1 tn,-Smarandache egrisi

o.: I — E? birim hizl regiiler egrisinin g-catis {t, n bq} olsun. tn,-Smarandache egrisi,

q7
B:I— E3, s* yay-parametresi ile verilsin. Buna gore

B(s") = —=(t+ny) (5.4)

1
V2
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olarak yazilir. Burada s parametresine gore tiirevi alinirsa

dp ds* 1

bl _ 1
ds* ds 2

(t'+np) (5.5)

d
bulunur. d—E =t olup (5.5) esitlifinde Teorem 3.10.1 kullanilirsa
S

ds* 1
t = —(kit+k ko +k3)b .
B, \/5( 1t+king + (k2 +k3)bg) (5.6)
olur. Iki tarafin normunun karesi alinirsa
ds* L, )
()7 =S (ki {t.t) + ki (ng,my) + (k2 +k3)° by, by) (5.7)
elde edilir. (t,t) = —1,(ng,n,) = 1,(by,b,) = 1 oldugundan
ds* |k2 —l—k3‘
= 5.8
iy (5.8)
olur. ky # —k3 olmak iizere (5.6) esitliginde (5.8) esitligi kullanilirsa
tg=——(kit+k ko +k3)b 5.
B |k2—|—k3|(1 S lnq+(2+ 3) q) (5.9)
bulunur. tn,— Smrandache egrisinin karakteristigi igin
1
(tg,tg) = ——— (ki (t,t) + k7 (ng,n,) + (k+k3)*> (bg,b,)) (5.10)
|ko + k3|
=1

esitliginden <t5,t5> > 0 olur ve bu durumda B egrisi spacelike olarak bulunur. Diger taraftan

(5.9) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

— ko + k3" (kit+king + (ko +k3)by)
+\k2—|—k3\(k’1t+k1t’+k’1nq+k1n; (5.11)
+(ka +k3)'by + (ka2 + k3)b;)

dtB ds* B 1
ds* ds |k2_|_k3|2

elde edilir. Teorem 3.10.1 kullanilirsa
" — ko + k3| (kit+kin, + (ka + k3)by)
pds* 1 / 2 ' 2
= ky + k3| (Kt+-k kikob, +k kit 12
s ds  Jky+ ksl + |ka + k3| (K t+ king + kikobg + king + ki (5.12)
+kiksbg + (kp + k3)/bq + (ky + k3)kot— (ko + k3)k3nq)

|ko + k3|
ki

olur. Burada y = — ( > k% olarak alinir, t, n, ve b, vektorlerinin katsayilar1 sirasiyla

C1 = Y+ |k + k| (kT + K3 + koks3)
G =+ ko + k3| (K2 + K3 — kaks) (5.13)
Gz = ki |ko + k3| (ko +k3)
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olarak ifade edirse (5.12) esitligi
dtg ds* 1
ds* ds |k2_|_k3|2

(Cit+Con, +C3by) (5.14)

dt
seklinde yazilir. d_E :ti3 olup (5.8) esitligi, (5.14) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse
s
V2
ty = ——— ({1t +Gon, + C3by) (5.15)
P |k2 + k3 ‘3 1 1

olur. Bu ifadenin normu alinirsa

— — \/i 2 2 2
— <té,t§>_m\/l—cl+l;2+c3\ (5.16)

KB: t%

bulunur. & # 0 olmak iizere, § = ]—C%+C%+C%} alinir, Tanim 3.2.3 geregi (5.15) ve (5.16)

esitlikleri kullanilirsa

1
= (Cit+Cong +E3by) (5.17)
olur. (5.9) ve (5.17) esitliklerinden
1
by = okl B \/E[(k1t+k1nq+(k2+k3)bq)/\(C1t+C2nq+C3bq)] (5.18)
| kiCi(tAt) +kiCo(tAng) + ki G3(EAby) + ki G (g At)
= m +k18a(ngAng) + k183(ngAby) + (k2 + k3) 1 (bgAt)

+(ka +k3)C2(bgAng) + (k2 +k3)C3(byAby)

olarak hesaplanir, Tanim 3.5.1 kullanilirsa

b 1 (k183 — (ko +k3)Ca)t + (k183 — (k2 +k3)Ci)ny (5.19)
P ko + k3| VE | +(—kila+ki1G1)bg '
bulunur. 7, n, ve b, katsayilar sirasiyla Gy, Gy ve G3 ile gosterilirse
S=kG—(ht+tk)l @=ki—(h+k)li G3=-ki+khs (5.20)
olur ve (5.19) esitligi
1
bg = — = (cit+cn, +czb (5.21)

seklinde ifade edilir. Buraya kadar tg, ng ve bg vektorleri bulundu. $imdi g hesabr igin ', 3"

ve B esitlikleri gerekli olup bunun igin (5.5) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dp'ds* 1
dE* = \ﬁ( 1t+king + (k3 + k3)by + kit' 4+ kinj + (k2 +k3)by) (5.22)

bulunur. Teorem 3.10.1 kullanilirsa

1

\ﬁ[( L+ ko (ko +k3) )t (K +kF — K (ko + k3 ) )ng + (ks -+ K +ky (ko +k3) )by] (5.23)

B// —



olur. Tiirev alinir ve K = k% + k% esitligi kullanilarak diizenlenirse

1 (K} + 3k k1 + (ka(ky +k3)) + ko (ko + k3 ) + ki (kK — k3) )t
B — E + (K — ki Ky + K5 (ko + k3) — 2k3 (ko + k3)' — ki (K—kg))l'lq
(R + K+ (ki (ko + k3)) + (ko + k) (k— &2) )by

bulunur. 7, n, ve b, katsayilar sirastyla vy, v, ve v3 ile gosterilirse

Vi = k/1/—|—3k/1k1+(kz(kz+k3))/—|—k2(k2+k3),—|—k1(1<—k§)
Vo = K =3kik| +Ky(ky +k3) —2ks (ko +k3) — ki (k — k3)
Vi = KK+ (ki (ko +k3)) + (ko + k) (K — &3)

olur ve (5.24) esitligi
1
B" = —= (Vit+vang +V3by)

V2
seklinde ifade edilir. (5.5), (5.23) ve (5.26) kullanilarak istenilen esitlikler

1
AR = 7 (Y —ks(ka +k3)?, —y — ko (ko + k3)?, —ki (ko + K3)?)

veE

1
<p' AP, B”’>:E [W(vi —V2) — (ko +k3)* (Viks + Vaka — V3k1)]

olur. Bulunan esitlikler (3.11) esitlii géz oniinde bulundurularak kullanilirsa

\/E(\V(Vl —Vz) — (kz —|—k3)2(V1k3 +Vvako —V3k1))
(W —k3(ka +k3)?)? 4 (W + ko (k2 +k3)?)? — (ki (ko + k3)?)?
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(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

elde edilir. B egrisinin quasi-normal ve quasi binormal vektorleri, (5.17) ve (5.21) esitlikleri

kullanilarak (3.12) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse

(|k2+k3|§100893+§1 Sineﬁ)t
+(|k2 + k3| 2 cos B + G2 sin B )n,
|+ (k2 + k3| C3cos 0 + G35in0p)by |

ol =

1
|ky + k3| /&

ve _
(Jk2 + k3| Gy sin®p — G cos B )t
-1 .
bg — m + (k2 + k3| Ca sinBg — ¢y cosBp)n,
i +(|k2 + k3| C3 SiIleB —C3 COSGB)bq ]
olur.

(5.30)

(5.31)

kP ve k¥ egriliklerini bulmak icin ise (5.15), (5.30) ve (5.31) esitlikleri kullanilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

>_ V2

B_ /¢ B
P TR ) S L -
1 <B (ke ks)?VE

(Jk2 + k3| & cos O +sinB(—¢181 +628a +¢3C3))

(5.32)
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veE

B_ /¢ wB\ —V2 : _ _
k2—<tB,bq>—(k2+k3)2\/g(\k2+k3|§sm9ﬁ cosO3(—51l1 + @l +Gl)  (5.33)

bulunur. kE egriligi i¢in (5.30) esitiliginin tiirevi alinirsa
[ (Jka + k3|1 cosBp 4 G1 sinBp)t
(k2 + k3| /B)'
nB’ — 2 3 —l—(‘kz—}-kg,‘ Czcoseﬁ—l—gz sineﬁ)nq

q 3
2 ((kz +k3)2§2> +(|k2 + k3| C3 cos B + G3sinBg )by,

(|2 +k3|"C1 + (ko +k3)?C) + ¢
— |ka + k3| (Cak1 + C3ka) ) cos B t
—(|k2 + k3|81 + 6] — Gak1 — Gaka) sin B

(Jka + k3| G + ko + k3| & + G2
+ | +lka+ks| (Cikr — C3k3)) cos B n, | (5.34)
— (k2 + k3| €2 + G5 + Grk1 — G3k3) sin B

AN

(k2 + ks|' G5 + (ko +k3)2C5 + 3
+ | +lka+ k3| (Cika + Cak3)) cos O b,
— (k2 + k3] 83 4 65 + Gka + Gok3 ) sin Bg

bulunur ve esitlikte yerine yazilip diizenlenirse

B _

¢ = (abnt)

sin20p (|k2 + k3| (&) 61 + 862 + 8363)
» +05(6T + 63+ GG + (ko +£3)%E))

- - (5.35)
2(ka +k3)%E | —2|ky + k3] %(Cl@] + 8o +83¢)

—2(kz 4 k3)* cos? 0 (L1 8} + Galh + G3L5) |

olarak hesaplanir.

Ornek 5.2.1 E} Minkowski uzayinda o(s) = (2coshs,/3s,2sinhs) timelike egrisi

verilsin. Izdiisiim vektorii k = (0, 1,0)(spacelike) olan bu egrinin g-catisi1 vektorleri
t = (2sinhs,v/3,2coshs) (5.36)
A Lorentz vektorel carpimu kullanilirsa
tAk = (2sinhs,V/3,2coshs)A(0,1,0)
= (2coshs,0,2sinhs)

olur.
tAk

n, = W:(coshs,o, sinhys) (5.37)



veE

b, = t/\nq:(—\/gsinhs, —2,—/3coshs)

olarak hesaplanir. Tanim 3.8.2 esitli§inden tn,—Smarandache egrisi

1
B(s*) = —=(2sinhs + coshs, /3,2 cosh s + sinh )

V)

seklinde bulunur. Frenet vektorleri icin Tanim 3.2.3 g6z 6niinde bulundurulursa

3
tg = \/?— (2coshs +sinhs,0,2sinhs + coshs)

olur, buradan <tB’ tB> > 0 olup elde ettigimiz tn,—Smarandache egrisi spacelike olur.

-3
ng = T\/_(2sinhs+coshs,0,2003hs+ sinhs)

ve
bg = (0,1,0)
bulunur. Frenet egrilikleri ise
K 6 ve g =0
AT
p

olur. tn,—Smarandache egrisinin g-¢atisinin ng ve bg’ vektorleri

-3
ng = T\/_ (2sinhs 4+ coshs, 0,2 cosh s+ sinhs)

ve
bb = (0,-1,0)
olur. Teorem 3.7.1 esitiliginden g-egrilikleri ise
K= —?
o= o0
o= 0
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(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

seklinde bulunur. Sekil 5.1 iizerinde gosterilen ele aldifimiz egri siyah ile, tn,—Smarandache

egrisi ise kirmizi ile gosterilmistir.

5.2.2 tb,-Smarandache egrisi

o.: I — E birim hizh regiiler egrisinin q-catisi {t, n,,

B:1— E3, s* yay-parametresi ile verilsin. Buna gore

o= L
B(s )—\/Q(Hbq)

b, } olsun. tn,-Smarandache egrisi,

(5.47)



Sekil 5.1: Egri ve tn,-Smarandache egrisi.

olarak yazilir. Burada s parametresine gore tiirev alinirsa
dp ds* 1

/ — — t/ b/

P ds* ds 2 (F+b,)

d
bulunur. d—E =tg olup (5.48) esitliginde Teorem 3.10.1 kullanilirsa
s

ds* 1
t = —(kot+ (k1 — k kob
B, \/5(2+(1 3)n, +koby)
olur. Iki tarafin normunun karesi alinirsa
ds* o, 1.5 2 2
( ds ) = E(kZ <t7t> + (kl _k3) <nqanq> +k2 <bq7bq>)
elde edilir. (t,t) = —1,(ng,n,) = 1,(by,b,) = 1 oldugundan
ds*  |ki— k3|
ds 2
olur. ki # k3 olmak iizere (5.49) esitliginde (5.51) kullanilirsa
1
tg = —— (ot + (k1 — k kob
B |k1—k3|<2+(1 3)ng +kaby)
bulunur. tb,— Smrandache egrisinin karakteristigi igin
1
(tg.tg) = E—;?“?“%Hh—%f@m%ﬂ*ﬁmﬁﬁ)
1—k3

=1
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(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

esitlifinden <t5,t5> > 0 olur ve bu durumda B egrisi spacelike olarak bulunur. Diger taraftan

(5.49) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

— k1 — k3| (kat + (k1 — k3)n, + kaby)
+ |k1 —k3‘ (klzt—f—kzt/ + (kl —kg)/nq

dtB ds* B 1
ds* ds k1 _k3|2

—I—(kl — k3)n’q + klzbq + kzb;)

(5.54)



53

elde edilir Teorem 3.10.1 kullanilirsa
" — ki — k3| (kat + (ki — k3)n, + kaby)
ds* 1
ds{j & ik + |kt — k3| (Kyt + kikong 4 k3by, + (ki — k3 )'ny, (5.55)
+ (ki — k3)kit+ (ki — k3)ksbg + kyb, -+ k3t—kaksny)

k1 — k3|
ko

olur. Burada ® = — ( > k% olarak alinir, t, n, ve b, vektorlerinin katsayilari sirasiyla

C1 = 0+ |k — k3| (K + k3 — kiks)
G =k |k — k3| (ki — k3) (5.56)
Z3 =0+ |k1 —k3‘ (k% —k%—l—klkg,)

olarak ifade edilirse (5.55) esitligi

dtg ds* 1 N =

— (g b 5.57

& ds [k —kal? (§t+Gng +E3by) (5.57)

. dtg ol e . .
seklinde yazilir. 75 :té ve (5.51) esitlii, (5.57) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse
s
Vi
ty = o —tl (&t + Gy +G3by) (5.58)

olur. Bu ifadenin normu alinirsa

<t’ﬁ,t’3 PR \/( 1+§2+§3‘ (5.59)

= = 2 22 2
bulunur. & # 0 olmak iizere, § = ’—Cl +C2+§3) alinir, Tamim 3.2.3 geregi (5.58) ve (5.59)
esitlikleri kullanilirsa

nB:

1 /- - _
—= (Git+Tong +5iby ) (5.60)
NG
olur. (5.52) ve (5.60) esitlikleri yerine yazilirsa

by — [ (kat + (ki — k3)ng + kabg) A (Cyt+Cony + Cby) (5.61)

ky — k3|\/»

ka8 (EA ) +haly (EAMy) + kT3 (EA D)
+(ki = k3)C (ngAt) + (ki — k3) Gy (ngAng)
|k — k3| \/E +(ki — k3)C3(ngAby) + koG (byAt)
+kaGy (byAng) + kals (byAby)

olarak hesaplanir, Tanim 3.5.1 kullanilirsa

(( k3)Zs koG t+ (kals — koG )mg
—k3)C, —kaGy)by

1

"o k1 — k3| \/7

(5.62)
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bulunur.z, n, ve b, bagkatsayilar sirasiyla Gy, G, ve Gj ile gOsterilirse

G = —k)l3 -kl G =kls—kl G =(k—k)l —ki, (5.63)

olur ve (5.62) esitligi
1 —= — —
by = ———= (St +5ng +G3by) (5.64)
ki — ks €

seklinde ifade edilir. Buraya kadar tg, ng ve bg vektorleri bulundu. $imdi tg hesabi igin ', 3"

ve B esitlikleri gerekli olup bunun i¢in (5.49) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dp’ ds* 1
df* === ﬁ(k’zt + (ki — k3)'mg + kybg + kat' + (ki — k3 )ng, + kab)) (5.65)
bulunur. Teorem 3.10.1 kullanilirsa

1| (K 4K+ ki (ki — k3))t+ (k1 — k3)' +ka (ki —k3))ny

V2 | +(Ky+ 3 +ks(ki —k3))by

B’ = (5.66)

olur. Tiirev alinir ve K = k% 8 k% esitligi kullanilarak yerine yazilirsa

(K + 3kbka + (ki (ki — k3)) + k1 (k1 — k3)' + ko (k — k3))t
B = % (k] — K + (ko (ki —k3))' + Ky (k1 —k3) + (k1 — k3) (i — k3))my, (5.67)
+ (K + 3khka + (ks (k1 — k3))' + k3 (ki — k3)' + ka(x — &3))b,
bulunur. 7, n, ve b, Katsayilar1 sirasiyla vy, Vo ve V3 ile gosterilirse
Vi = K +3kka+ (ki(ki —k3)) + ki (ki — k3)' + ko (K — k3)
Vo = k] =K+ (ka(ki —k3)) + Ky (ki — k3) + (k1 —k3) (x — &3) (5.68)
V3 = Ky+3khka+ (ks(ki —k3)) + ks (ki —k3)' + ka(k — K3)

olur ve (5.67) esitligi

1 _ _ _

B" = 7 (Vit+Vong +V3by) (5.69)

seklinde ifade edilir. (5.49), (5.66) ve (5.69) kullanilarak istenilen esitlikler

—1
B AR = NG (@+k3 (k1 — k3)? ka (ki — k3) 2, 0+ ki (ki — K3)?) (5.70)
ve
1 _ _ _ _

<B' AP, B”’>:% [—0(Vi —V3) — (ki —k3)*(Viks +Vaoko — Vaki )] (5.71)

olur. Bulunan esitlikler (3.11) esitli§i géz oniinde bulundurularak kullanilirsa

T \/E(—(D(Vl —V3) — (k1 — k3)2(V1k3 +Vaks —V3k1)) (5 72)
P (@ k3 (ky —k3)2)2 + (ka (ki — k3)2)2 — (0 + ki (ki — k3)2)2 '
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elde edilir. B egrisinin quasi-normal ve quasi binormal vektorleri, (5.60) ve (5.64) esitlikleri

kullanilarak (3.12) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse

[ (Jki — k3| ¢, cos O +G; sinBp)t
1 —

nb=—— | +(lk — k3| cos0p +C,sinBp)n, (5.73)

ki —k = -

k1 3‘\/g i +(\k1—k3|C3COSGB+g3sm95)bq ]

ve _
(Jky — k3| C; sinBg —G; cos B )t

+(Jk1 — k3| G, sinBp — G, cos O)n,, (5.74)

—1
b= ———F#
q —
ki —k 7 qi c
b VE |y ol By sinl — cacostyhy |

olur.

k[? ve kg egriliklerini bulmak icin ise (5.58), (5.73) ve (5.74) esitliklerini kullanilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

, 2 _ h . .
& = (g, n) = V2 — (Ikt — ko EeosOg +sin0p(-5 T + 0L+ 8k (579)
(ki — ka2 [
veE
, V2 . o
(ky —k3)2\/g

bulunur. kg egriligi i¢in (5.73) esitliginin tiirevi alinirsa
(|k1 — k3| Zl Cos GB +G; sin GB)t

+ (k1 — k3|zz cosOp +G, sinGB)nq
2 <(k1 —k3)%8 +(|ki — k3| C3cos B + 3 sinbp) by

g (ki —ks[y/&)
3
2

n‘] - 2

(k1 — k3| €, + (ky — k3)zzl1 +g,
— |k — k3| (C,k1 + C3k2)) cos 0p t
~(Iky — k3| €} +) —Gok1 —Gaka) sinBp
(k1 — ksl Ty + (k1 — k3)?Co + 5,

_;_ + |+ ki —ks| (§iki — C3k3)) cos By n, | (5.77)
1 =kl \/g —(|ky —k3|zz +3, +Sk —G3ks) sinBg
(Jk1 — ksl Ty + (k1 — ks) T3 + G
+| ki —ks| (k2 +Coks)) cos By b,

—(Jky — k3|3 + T + Sk +Gok3) sin B
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bulunur ve esitlikte yerine yazilip diizenlenirse

& = (of bf)

sin26p[k1 — k3] (€15 + 8% + $%)

) = +04(G + B +G + (k —ks)%E)] .
2k =k)%E | —20s — s 04,518 + GG + 3G

—2(ki —k3)*cos?0(L1 8} + Galh + G3Lh) |

olarak hesaplanir.

Ornek 5.2.2 E; Minkowski uzaymda a(s) = (coshs, 1,sinhs) timelike egrisi verilsin.

Izdiisiim vektorii k = (0, 1,0)(spacelike) olan bu egrinin g-catis1 vektorleri
t = (sinhs, 0, coshs) (5.79)
A Lorentz vektorel carpimu kullanilirsa

tA\k = (sinhs,0,coshs)A(0,1,0)
= (cosh,0,sinhs)

olur.
tAKk
n, = Ht/\kH:(coshs,O,sinhs) (5.80)
ve
b, =tAn,=(0,—1,0) (5.81)

olarak hesaplanir. Tanim 3.8.2 esitliginden th,—Smarandache egrisi

B(s*) = %(sinhs,—l,coshs) (5.82)

seklinde bulunur. Frenet vektorleri icin Tanim 3.2.3 g6z 6niinde bulundurulursa
tg = (coshs,0,sinhys) (5.83)
olur, buradan <tB, tB> > 0 olup elde ettigimiz th,—Smarandache egrisi spacelike olur.
ng = (—sinhs,0, —coshs) (5.84)

Ve

bg = (0,—-1,0) (5.85)

bulunur. Frenet egrilikleri ise

Kp=—1vety=0 (5.86)



olur. th,—Smarandache egrisinin g-¢atisinin ng ve bg vektorleri

ng = (—sinhs,0,—coshs)

Ve

bP = (0,—1,0)

olur. Teorem 3.7.1 esitiliginden g-egrilikleri ise

o= 0
o= o0
o= 0
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(5.87)

(5.88)

(5.89)

seklinde bulunur. Sekil 5.2 iizerinde gosterilen ele aldifimiz egri siyah ile, tb,—Smarandache

egrisi ise kirmizi ile gosterilmisgtir.

g & ¥ . 3 8

[¥) 2
L) C]
05 &

Sekil 5.2: Egri ve tb,-Smarandache egrisi.

5.23 n,b,-Smarandache egrisi

o.: I — E3 birim hizli regiiler egrisinin q-¢atist {t, n,,

B:I— E3, s* yay-parametresi ile verilsin. Buna gére

b L
B(s )_\/§< q+bq)

olarak yazilir. Burada s parametresine gore tiirev alinirsa
_dBdst 1

— - / b/
ds* ds \/§(nq+ 2

B/

bq} olsun. tn,-Smarandache egrisi,

(5.90)

(5.91)
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bulunur. — =tg olup (5.91) esitliginde Teorem 3.10.1 kullanilirsa
s
667 = L (k1 + ko)t — kamy + ksby) (5.92)
B ds = \/5 1 2 31y 30¢q .
olur. Iki tarafin normunun karesi alinirsa
ds* o 1 2 2 2
( R )2 = E((kl +k2)” (t,t) + k5 (ng,m,) + k5 (by,b, ) (5.93)
elde edilir. (t,t) = —1,(ng,n,) = 1,(b,,b,) = 1 oldugundan
ds* 1 ) 5
- ﬁ\/|2k3 — (ki +42)?)| (5.94)
olur. 2&k3 # (ki + k2)? olmak iizere (5.92) esitliginde (5.94) esitligi kullanilirsa
1
((ky +k2)t—k3nq+k3bq) (5.95)

tB =
V28— ( + k)2

bulunur. n b, — Smrandache egrisinin karakteristigi i¢in
1
tg.tz) = ki +k2)? (t,t) + k3 (n,,n, ) + k3 (b, b 5.96
<B B> ‘2k§—(k1+k2)2|(<1 2) < > 3<q q> 3<q q>) ( )
_ 26— (ki k)
|2k3 — (ki + k2)?|
esitiliginden iki farkli durum s6z konusu olur
23 > (ki + k) = (tg,tg) >0 (5.97)
(5.98)

olup P egrisi; spacelike,
25 < (ki +k2)* = (tg,tg) <O
olup B egrisi; timelike olarak bulunur. Burada (5.97) sart1 kabul edilip 3 egrisinin spacelike olma
durumuna gore hesaplamalara devam edilir. Diger taraftan v = 2k§ — (ki 4 k2)? olarak yazilir,

(5.92) esitliginin ve s parametresine gore tiirevi alinirsa
—(2k3k; — (ki +ka) (ki +k2)) ((k1 + ko)t — ksng + ksby) (5.99)

dtgds* 1
ds* ds |2 | +((ki +ko)'t+ (ki + ko)t — Kyny — kan, + Kybg + k3b),)

elde edilir. Teorem 3.10.1 kullanilirsa
(—2k3ké + (kl + kz)(kl + kz)/) ((kl + kz)t — k3nq + k3bq)
(5.100)

dtg ds* 1
PO = — | (ki + ko) te+ (k1 + k)kimg + (K1 + ka)kaby — King
ds* ds v|2

—kikst + k3b, + ksb, + kokst—k3n,)
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k1 + ko
k3

/
olur. Burada & = ( ) k% olarak alinir, t, n, ve b, vektorlerinin katsayilar: sirasiyla

1 = 2k38 — vk (ki — ko)
G = — (ki +k2)8+0(k] — K3 + kiko) (5.101)
G = (ki + ko) S+ V(K2 — k2 + kiky)

olarak ifade edilirse (5.100) esitligi

o ’:‘3 (Cit+Tomg + Tab, ) (5.102)
seklinde yazilir. % :tf5 ve (5.94) esitligi, (5.102) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse
th = g (Elt+iznq +Z3bq> (5.103)
olur. Bu ifadenin normu alinirsa
ks = ||t <té,té>:é\/2‘—2%+zg+%‘ (5.104)

bulunur. E = 0 olmak iizere, E = ‘—Z% +z% +Z§‘ alinir ve Tanim 3.2.3 geregi (5.103) ve (5.104)

esitlikleri kullanilirsa

1 ~ ~ ~
ng = —= (Cit+Gong + Gy ) (5.105)
Ve
olur. (5.95) ve (5.105) esitlikleri yerine yazilirsa

1 o
bg = [((kl+kz)t—k3nq+k3bq)A(C1t+Cznq+§3bq)] (5.106)

Vel

= % kT () — kT (ngAng) — ksl (g Aby) + ks (Byt)
ST B (byrng) + ksalbynby)

(ki +k2)Ci (EAE) + (ki +k2)Ca(tAmg) + (ki +k2) T3 (EA D)

olarak hesaplanir, Tanim 3.5.1 kullanilirsa

1

Vel

bulunur. 7, n, ve b, katsayilar sirastyla i, Gy ve G3 ile gosterilirse

bg = [(—k3z3 — k3Gt + (ki +k2) G5 — k3z1)nq +(—(k + k)l — k3€1)bq] (5.107)

S =—hli—kl G=k+k)G—kl &=—(kh+k)h -kl (5.108)

olur ve (5.107) esitligi
1

&[v

bg = (Sit+Son, +3by) (5.109)
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seklinde ifade edilir. Buraya kadar tg, ng ve bg vektorleri bulundu. $imdi g hesabr igin ', 3"

ve B esitlikleri gerekli olup bunun i¢in (5.92) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dB’ ds* 1
df* = ﬁ((k'1+k’2)t—k’3nq+k’3bq+(k1 +k2)t’—k3n;+k3b;) (5.110)

bulunur. Teorem 3.10.1 kullanilirsa

g 1| (K 4Ky + ks (ko — ki) )t + (=K — k3 + ki (ki +k2) )ng 5.111)
V2 | +(Ky — K+ ko (ki +k2))by, '

olur. Tiirev alinir ve K = k% + k% esitligi kullanilarak yerine yazilirsa
(kY + Ky + (ks(ka — k1)) + K (ko — k1) + (ki + ko) (K — k3))t
B — \% (K4 33k, — (e (k4 K2)) — o (kg Ko + Ka (ki — K2))m, (5.112)
+ (K — 3k3k + (ko (k1 +k2))' + ko (ki + k) + k3 (x — &3) )by
bulunur. ¢, n, ve b, katsayilari sirasiyla Vi, v, ve V3 ile gosterilirse
Vi o= K+ K+ (kalky— k1)) + Ky (ka— ki) + (ki + k) (K — k3)
Vo = —Kj—3ksks+ (ki (ki +k2)) + ki (ki + ko) — k3 (k — K3) (5.113)

V3 = k/3/ — 3k3k/3 + (k2 (ky —l—kz))/ + ko (k —|—k2), +k3(k — k%)

olur ve (5.112) esitligi

| RSO ~
B = 7 (Vit+Von, +Vsb,) (5.114)
seklinde ifade edilir. (5.92), (5.111) ve (5.114) kullanilarak istenilen esitlikler
—1
B’/\B”:ﬁ(k31),8+k21),6+k11)) (5.115)
ve
-1 .~ - ~ ~ ~
<p'Ap”, B’”>:E [8(V2+V3) +V(k3Vi + kaVa + k1 V3)] (5.116)

olur. Bulunan esitlikler (3.11) esitligi goz 6niinde bulundurularak kullanilirsa

(5.117)

| =V2(8(V2 4 V3) +(kaVi + kaVa 4 k1 V3))
B~ (k30)2 + (8 + k20)2 + (8 + k1 v)2

elde edilir. B egrisinin quasi-normal ve quasi binormal vektorleri, (5.105) ve (5.109) esitlikleri

kullanilarak (3.12) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse

5 1 (v/IolC, cosBp +Ci sinGB)t—f—(«/\D]choseﬁ—kfc_,vgsinﬂﬁ)nq
q

\V E|U| +(v |U|E3 cosbg +G3 sinGB)bq

n

(5.118)

veE

-1 (v |U|El sin6g — Gl cos 6g)t+ (+/ |U|Ez sin B -G cos6g)n,
Elv| | +(v/T0lGssinB —G3cosBg)b,

(5.119)
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olur.

klf ve kg egriliklerini bulmak i¢in (5.103), (5.118) ve (5.119) esitlikleri kullanilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

2 .
klls = <tf3,ng> — \/_ (\/m%coseg+sinel3(—g1cl +(:',2C_,2+Q3C3)) (5.120)

Vv E

Kb = <t5,b5> _\/E~ (\/E\Esineﬁ —cosBp(—C181 + Sk +§3ig)) (5.121)
Vo
bulunur. kg egriligi icin (5.118) esitliginin tiirevi alinirsa
N (\/mzl cosBg + G sinBp)t
ng/ — (§|D|)_/§ +(\/WEZCOSGB—I—§2 sinBg)n, (5.122)
’ <E|D|> 2 +(v/To[C3 cos B + 3 5in B )by,
(VPITi+ IG +
—/T0[(Caki + Cska)) cos Op t
—(/Io[Gi +3) —Gki — ko) sin b
(V[ C+ IG+ &
| +| +VPICik —Csks))cosy n,
ST\ (VR g ek — Bk singg
(VIO + [0l G+
+| + |D|(zlk2 —I—zzlq))coseﬁ b,
i —(\/WZ3 + G +Gika + G2k3) sin B |

bulunur ve esitlikte yerine yazilip diizenlenirse
T
sin20[/[0](§1G1 + 5582 + C363) + 04 (61 + 63 + 63 +& [v))]
1 - ~ ~
= ?‘D’ —2\/|D|9'B(C1€1 + 8+ G3¢3) (5.123)
—2|v|cos? Gﬁ(zlzll + 60+ 58)

veE

olarak hesaplanir.

. 5 3
Ornek 5.2.3 E; Minkowski uzaymda af(s) = \/_coshs \/_smhs
V2 \/_ V2

egrisi verilsin. Izdiisiim vektorii k = (0, 1,0)(spacelike) olan bu egrinin q-gatis1 vektorleri

t:<\/§ V3 V5 )

timelike

——sinhs, —, —=coshs

V2 V22

(5.124)



A Lorentz vektorel carpimu kullanilirsa

(V5 VG
thk = (ﬁsmhs,ﬁ,%coshs>/\(0,1,0)

N V3
— (ﬁ coshs, 0, E smhs)

tAKk 2 2
ng=-———= \/—_coshs,O, L_ sinhs
[tAkl \ V5 V5

olur.

veE

V5 V5

olarak hesaplanir. Tanim 3.8.2 esitliginden n;b,—Smarandache egrisi

V3 V3 )

b, =tAn,= (— sinhs, —1,—~= coshs

1
B(s*) = — (\/Ecoshs— \/§sinhs, —\/5,\/§sinhs— \/gcoshs>

V10

seklinde bulunur. Frenet vektorleri icin Tanim 3.2.3 g6z Oniinde bulundurulursa

tg = <\/§sinhs — \/gcoshs,O, v2coshs — \/§sinhs>

olur, buradan <tB, t|3,> > 0 olup elde etti§imiz n b, —Smarandache egrisi spacelike olur.

ng = (V/3sinhs — v/2coshs, 0. v3coshs — v/2sinhs
B » s

ve
bg = (0,—1,0)
bulunur. Frenet egrilikleri ise
1
KB = —E ve TB =0
p

olur. n;b,—Smarandache egrisinin g-¢atisinin ng ve bg vektorleri
ng = (\/Ecoshs — \/§sinhs, 0, V2 sinhs — \/§coshs)

\&

bP = (0,1,0)

olur. Teorem 3.7.1 esitiliginden g-egrilikleri ise

o=
o= —o
o= 0
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(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

seklinde bulunur. Sekil 5.3 iizerinde gosterilen ele aldigimiz egri siyah ile, n;b,—Smarandache

egrisi ise kirmizi ile gosterilmistir.
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[

Sekil 5.3: Egri ve n b,-Smarandache egrisi.

5.24 tn,b,-Smarandache egrisi

o, : I — E3 birim hizli regiiler egrisinin q-¢atis {t, n bq} olsun. tn,-Smarandache egrisi,

q?
B:I— E3, s* yay-parametresi ile verilsin. Buna gore

1
olarak yazilir. Burada s parametresine gore tiirev alinirsa
dp ds* 1
p=Bd S5 nl b)) (5.136)

d
bulunur. d_B* =t olup (5.136) esitliginde Teorem 3.10.1 kullanilirsa
s

ds* 1
tg— = —((k1 + ko)t + (k1 — k k> +k3)b 5.137
B, \/§(( 1 +hko)t+ (ki — k3)ng + (ko + k3)by) ( )
olur. Iki tarafin normunun karesi alinirsa
ds* 1
( o )2 = §((k1 +hk2)* (t,8) + (ki —k3)* (ng,m, ) + (k2 +k3)* (bg,b,)) (5.138)

elde edilir. (t,t) = —1,(ng,n,) =1,(by,b,) = 1 oldugundan

ds* 1

—— = —/|(k1 + k)% — (ki —k3)2 — (ko +k3)? 5.139
e \/5\/\(1+2) (ki —k3)? — (ko +3)?) (5.139)
olur. (ki —k3)? + (ky +k3)? # (k1 +kp)? olmak iizere (5.137) esitliginde (5.139) kullanilirsa

1
L [y epey oy oy oy

((k] —|—k2)t+ (kl —k3)nq + (k2+k3)bq) (5.140)
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bulunur. A = (ky —k3)? + (ko + k3)? — (k1 + k2)? olarak almsin. tn,b,— Smrandache egrisinin
karakteristigi i¢in
1
(tptp) = 5k +ka)? (t,8) + (ki —k3)* (ng,my) + (ki —k3)* (bg,b,))  (5.141)

A
Al

esitiliginden iki farkli durum s6z konusu olur.

(ki +k2)?* < (ki —k3)* + (ko +k3)* = (tg,t5) >0 (5.142)
olup P egrisi; spacelike ve

(ki +k2)* > (k1 — k3)* + (ko +k3)* = (tp,t5) <0 (5.143)

olup B egrisi; timelike olarak bulunur. Burada (5.142) sart1 kabul edilip B egrisinin spacelike
olma durumuna gore hesaplamalara devam edilir ve I' = (k3)' — (k1k2)' — (kik3)' + (kok3)' olarak
yazilir, (5.137) esitliinin ve s parametresine gore tiirevi alinirsa
sty 5 1 C((k1 + ko)t + (k1 — k3)ng + (k2 + k3)by)
T o |A|% — Al (k1 +k2)'t + (k1 +k2)t' — (k1 —k3)'n, (5.144)
— (k1 — k3 )y, — (ko +k3)'by — (ko +k3)b])

elde edilir. Teorem 3.10.1 kullanilir ve t, ng, b, vektorlerinin katsayilari sirasiyla

G =|A| (k= ks(ky — k) — (ki +ka)') + (k1 + ko)T
G=—A| (kT + K3 + ko (ki +k3) — (k1 —k3)") + (ki — k3)T (5.145)
G=—|AlB+K—kika—ks) — (ka+k3)') + (ko +k3)T

olarak ifade edilirse (5.144) esitligi

dtg ds* 1 /~ =~ —~
_ t b ) 5.146
. dtg e e . .
seklinde yazilir. e :té ve (5.139) esitligi, (5.146) esitliginde yerine yazilip diizenlenirse
s
N ~
th= 15 <§1t+ Con, + §3b4> (5.147)

olur. Bu ifadenin normu alinirsa

<té,tf5> - %\/3‘—2%@%@%‘ (5.148)

Kg = té

bulunur. € # 0 olmak iizere, & = ‘—E% —I—Z% +Z§‘ alinir, Tamim 3.2.3 geregi (5.147) ve (5.148)

esitlikleri kullanilirsa

1 /~ -~ ~
ng = —= (Git+ Gony + Gab ) (5.149)

y:
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olur. (5.140) ve (5.149) esitlikleri yerine yazilirsa

b = 1 [(("‘+"2)‘+("l k3)ng + (k2 +k3)bg) A (Cit+ Loy + Csby) | (5.150)

Ve

A\
=-7%= + (ki — k3) 1 (mgAt) + (ki — ks)Ca(mgAng) + (ki — k3)C3(ngAby)
SIATL 4k k)1 (b ) + (k2 -+ k) Eal0bAmy) (ka4 k3)Ba (ByAby)

(ki +k2) S (EAE) + (ki +k2)Ta(tAmg) + (ky +k2)C3(EA )

olarak hesaplanir, Tanim 3.5.1 kullanilirsa

. 1 (k1 —k3)Cs — (ko +k3)Ca)t+ (k1 +K2)Cs — (ko +K3)C1)mg
T e | k)G ( — k)b

bulunur., n, ve b, katsayilari sirasiyla G;, Gy ve Cs ile gosterilirse

(5.151)

G = (ki — k)G — (ka+k3)Co
& = (ki +k) G — (k2 +k3)Cy (5.152)
&= (ki + k)G + (ki —ks)Cy

olur ve (5.151) esitligi

bp = (Git-+3Sony +G3by) (5.153)

1
VEIA]
seklinde ifade edilir. Buraya kadar zg, ng ve bg vektorleri bulundu. Simdi tg hesabr igin ', 3"
ve B esitlikleri gerekli olup bunun i¢in (5.137) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa

dp'dst 1 | (ki+ka)'t+ (ki + k)t + (ki — k3)'my

_ 1 (5.154)
ds* ds /3| +(ki—ks)nl,+ (ko +k3)'by + (k2 + k3)b),

bulunur. Teorem 3.10.1 kullanilirsa
1 [ (K} + K — ks (ki — ko) + K3+ i3t
B'= 75 |+ =K+ lalk k) + 4 =k, (5155
| (k) + Ky + ki (ky 4+ k3) + k3 — k3)by

olur. Tiirev alinir ve K = k% + k% esitligi kullanilarak yerine yazilirsa

[ klll + k/2/ -+ 3k1k/1 -+ 3](2](/2 — (k3 (kl — kz))/ ¢ ]
—Ky(ky —k2) + (k1 +k2) (K — Kk3)
klll—kg—f——{—?)klk/l —3k3k/3—|—(k2(k1 —k3))/ N
Hiy (ki —k3) + (ki —k3) (i — 3) !
klzl + k/3/ + 3k2k/2 — 3k3k/3 + (k1 (ky + k3))/ b
R (ky + k3) + (ko + k3) (K — K2) T

B = (5.156)

R
V3




bulunur. z, n, ve b, Katsayilari sirastyla Vi, V2 ve Vs ile gosterilirse

olur ve (5.156) esitligi

seklinde ifade edilir. (5.137), (5.155) ve (5.158) kullanilarak istenilen esitlikler

! //___1
BAB =17

Ve

< [3/ /\ B//’ B///>:

St

k/l/ —i—k/z/ + 3k1k’1 + 3k2k/2 — (k3(k2 — kl))/

—Ky(k1 —k2) + (k1 + k) (k—K3)
k/{ — k/3/ —+ 3k1k/1 — 3k3k/3 —+ (kz(kl — kg))/
(ki —k3) 4 (ki — k3) (k= K3)
klzl +k/3/ + 3k2k/2 — 3k3k/3 + (k] (k2 + k3))/

+k} (ko +k3) + (ka + k3 ) (k — K3)

B/// = /\71t+/\72nq +03bq)

1
o

ki —ks\’
<k;+k2) (ka + k3)2 + 2k3 (ky + k3),

ki+k\’ s
K + ks (k2+k3) +2k2(k1—k3)(k2—|—k3),
ki + k'
- (ki —kj) (k1 —k3) + 2k (ko + k3) (k1 — k3)

) (<k1—k3>/(k2+k3)+2k3) (ka + k3 )V

ko + k3

i ((kl +k2>’<k2 + k3) + 2k (ky — k3)) (k2 +k3)v2

ko + k3

ki+k\ .
+(<k1—k§> (k1 k3) 2k1(k2+k3)> (kl—k3)V3

olur. Bulunan esitlikler (3.11) esitlii géz oniinde bulundurularak kullanilirsa

’CBZ —\/§

(

ki —k3
ko + k3

/
) (k2 —l—k3) + 2k3) (kz +k3)Vl

((k1+k2) (ko +k3) 4 2ko (k1 — k3)) (ks + k3)V2
+ (<k1 —I—kz) k3)—2k1(k2+k3)) (k1 — k3)V3
=

(

_|_

(
N

2
LZ ‘3) 2 3) 3( 2 3))

(kl +ko
ky + k3

2
> k2+k3) +2k2(k1—k3)(k2+k3))

(’“ +k2> k) — 2k (ko + ) —k3))2 |
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(5.157)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161)
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elde edilir. B egrisinin quasi-normal ve quasi binormal vektorleri, (5.105) ve (5.109) esitlikleri

kullanilarak (3.12) esitliginde yerine yazilir ve diizenlenirse

B 1 (|AIC1 cos B+ sin)t + (|A| G2 cos B +Casinbg)m,
Ny =T =~ R (5.162)
E_,|A| +(|A|C3COSGB+Q3SiHGB)bq
-1 A|C, sinBg — Cj cos B )t + (|A|, sinBg —Cr cosBg)n
bg: — (’ ’Cl_ B C-’l/\ B) (‘ ‘2 B () B) q] (5163)
VE|A| L T(IA[C3sin65 —G3cosBg)by

olur. Simdi k? ve kg egriliklerini bulmak i¢in (m6), (m17) ve (m18) esitliklerini kullanilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

Vi Y _ay e
k? = <t;3,nﬁ> =—= <|A|§coseﬁ+sm93(—g1§1 +g22;2+g3§3)> (5.164)
SlA]
ve
V2 (e o~ . .
kg = <t/5,bg> — —= <’A’§Slneﬁ —cosGB(—glcl +g2§2+g3C3)) (5.165)
SlA]

bulunur. kg egriligi i¢cin
» (\/WZ1 cos g + Gy sinBp)t
/
n([;/ — &Dé +(\/WZ200595+§2 sinBg)n,
= 2
2 <F° |A|> +(+/|A|G5 cos O +C3 sinGB)bq
_ — o
(VIAI G +ull +S
- |A|(Ezk1 +E3k2))coseﬁ t
—(v/|A|C1 +G) — Gk —§3k2)sin65
/A i ~
((MACﬂu%+@
+

—

+/TAI(G 1K1 — C3ks)) cos B n, (5.166)
—(v/]ATC2 +C +Ciki — ks ) sin O
<\/W/E3 +#€/3 +G
+| +VIAICika +Laks))cos B b,
_(ﬁ@ + G4 + Gika + Gok3) sin B

bulunur ve esitlikte yerine yazilip diizenlenirse
B _
g - (ot
sin20p[/TA[(§1G1 + 3% + C4G3) + 04 (61 +63 + 63 + & |A])]
_ L (Fe b 1T 5.167
| GG e o
—2[A]cos? (818} +Cal) +8383)

o)
>

olarak hesaplanir.
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Ornek 5.2.4 E} Minkowski uzayinda o(s) = (\/§ coshs, —s, \/zsinhs) timelike egrisi

verilsin. Izdiisiim vektorii k = (0, 1,0)(spacelike) olan bu egrinin g-catis1 vektorleri
t— (fzsinhs,—l,\/icoshs> (5.168)
A Lorentz vektorel carpimi kullanilirsa

thk — (ﬁsinhs,—l,x/ﬁcoshs)/\(0,170)

= (ﬁcoshs,O,xﬁsinhs)
olur.
tAKk
n, = = (coshs, 0, sinhs) (5.169)
T tnk|
ve
by = tAm,= (sinhs, —v'2,coshs ) (5.170)

olarak hesaplanir. Tanim 3.8.2 esitliginden tn b, —Smarandache egrisi

_ V241
V3

seklinde bulunur. Sekil 5.4 lizerinde gosterilen ele aldigimiz egri siyah ile, tn,b,—Smarandache

B(s") (sinhs—i— (V2 — 1)coshs, —1,coshs + (v2 — 1)sinhs> (5.171)

egrisi ise kirmizi ile gosterilmistir.

Sekil 5.4: Egri ve tngb,-Smarandache egrisi.

Frenet vektorleri icin Tanim 3.2.3 g6z 6niinde bulundurulursa

1
ty = —— (coshs+ (V2 — 1) sinhs, 0, sinhs + (V2 — 1) coshs 5.172
p 2_\/§< ( ) ( ) > ( )

olur, buradan <t5, tB> > 0 olup elde ettigimiz tn,b,—Smarandache egrisi spacelike olur.

ng = <sinhs—|— (V2 — 1)coshs, 0, —coshs + (V2 — 1) sinhs) (5.173)



veE

bg = (0,2 +/2,0)

bulunur. Frenet egrilikleri ise
KB =1ve ’CB =0

olur. tn,b,—Smarandache egrisinin g-¢atisinin ng ve bg vektorleri

ng = (sinhs+ (v/2—1)coshs,0,coshs+ (V2 —1) sinhs)

1
V2-2
ve

bP = (0,-1,0)

olur. Teorem 3.7.1 esitiliginden g-egrilikleri ise

o= o
o= 0
o= o0

seklinde bulunur.
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(5.174)

(5.175)

(5.176)

(5.177)

(5.178)
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, egrilerin diferensiyel geometrisinin incelenmesi icin Oklid ve Minkowski
uzaylarinda temel kavramlar ile hesaplamalarda yardimi olacak tanimlar ve teoremler yer
almistir. Uciincii boliimde 6ncelikle temel geometrik kavramlar iizerinde durulmus, q-cat1 ve
Frenet catis1 arasindaki iligki verilmis ve Smarandache egrileri tammmlanmigtir. Sonrasinda bu
kavramlar kullamlarak dordiincii boliimde; 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin k izdiisiim
vektorii ile tanimlanmis g-catili Smarandache egrileri elde edilmistir. Besinci boliimde ise;
3-boyutlu Minkowski uzayinda izdiislim vektoriiniin timelike alinmasi durumunda, bir uzay

egrisi ile bulunan g-cat1 vektorleri yardimiyla olugan Smarandache egrileri elde edilmistir.

Timelike vektor alinan izdiisiim vektoriine bagh olarak olusturulan sirasiyla tng, th,,
n;b, ve tnsb, ile bulunan Smarandache egrileri i¢in yapilan hesaplarda tiirev denklemleri
kullanilarak, Frenet ve g-cati elemanlar1 elde edilmigtir. Ayrica her bir durum ic¢in 6rnekler

tizerinden g-catis1 ve g-egrilikleri hesaplanmastir.

Benzer hesaplar, g-catis1 kullanilarak 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike ve null
egriler icin de yapilabilir. Bu egriler ele alindiginda olusturulan Smarandache egrilerinin

timelike ve null olmas1 durumlar1 incelenebilir.
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