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ÖZET 
 
 

Literatürde inversiyon dönüşümü pek çok farklı şekilde sunulmuştur. İnversiyon 
kavramı Perga tarafından (M.Ö. 225 – M.Ö. 180) sunulduktan sonra takip eden yıllar 
boyunca, birçok fizikçi ve matematikçi birbirlerinden bağımsız olarak, inversiyon kavramını 
yeniden keşfettiler ve kendi uygulamaları için en faydalı olan özellikleri merkezsel bir koni, 
elips ve çembere göre inversiyon tanımlayarak ispatladılar. Bu özelliklerin bazıları klasik 
çembere göre inversiyonun sağladığı özelliklerdir.  Bir küreye göre inversiyon, küreyi içten 
dışa dönüştüren uzayın bir dönüşümüdür. Yani, kürenin dışındaki noktalar kürenin içindeki 
noktalara ve kürenin içindeki noktalar kürenin dışına eşlenirler. Üstelik inversiyonlar farklı 
metriklerle donatılmış düzlem ve uzaylarda da incelenebilir. 

 
Bu çalışmanın birinci ve ikinci bölümlerinde inversiyon ve Öklidyen olmayan bazı 

metriklerle ilgili temel kavramlara yer verilmiştir. Üçüncü bölümde Çin dama ile donatılmış 
düzlemde Çin dama çemberine göre bir inversiyon tanımlanıp ve bu yeni dönüşümün pek 
çok özelliği incelenmiştir. Ayrıca invers noktalar, çifte oran, harmonik eşlenik kavramları 
ile ilgili özellikler verilmiştir. 

 
Dördüncü ve beşinci bölümde, taksi ve Çin dama küresine göre inversiyon 

tanımlanarak bu dönüşümün çeşitli özellikleri incelenmiştir. Ayrıca taksi ve Çin dama 
uzayında invers noktalar, çifte oran, harmonik eşlenikler ile doğruların, düzlemlerin,  
çemberlerin ve kürelerinin inversiyon altındaki görüntülerinin özellikleri araştırılmıştır.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Anahtar Kelimeler: İnversiyon, Taksi Uzayı, Çin Dama Düzlemi, Çin Dama 
Uzayı, Harmonik Eşlenik 
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SUMMARY 

  Inversion transformation has been presented in different kinds in the literature. After 
the concept of inversion was introduced by Perga (225 BC - 180 BC) throughout the 
following years, many physicists and mathematicians, independently of each other, 
rediscovered the consept of inversion and they proved the most useful properties for their 
applications by defining a central cone, ellipse, and circle inversion. Some of these features 
are inversion compared to the classical circle.  The part of the space inside the sphere is sent 
off the sphere and vice versa by an inversion with respect to a sphere. That is, the points 
outside the sphere are mapped to the points inside the sphere, and the points inside the sphere 
are mapped outside the sphere. Inversions can also be studied in planes and spaces equipped 
with different metrics.   

In the first and second chapter of  in this study, basic consepts of inversion and some 
non-Euclidean metrics are given. In the third chapter, an inversion is defined with respect to 
Chinese Checkers circle in Chinese Checkers plane and many properties of this 
transformation are examined. In addition, properties of inverse points, cross ratio, harmonic 
conjugate concepts are given.  

In the fourth and fifth chapter, spherical inversions with respect to of the taxicab and 
the Chinese Checkers sphere have been defined and proved several properties of this 
transformations in taxicab and Chinese Checkers spaces. In addition, the inverse points, 
cross ratio, harmonic conjugates and lines, planes, circles, spheres under  spherical inversion 
are investigated in the taxicab and Chinese Checkers space.   

Keywords: Inversion, Taxicab Space, Chinese Checkers Plane, Chinese Checkers 

Space, Harmonic Conjugate
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20. yüzy¬l¬n başlar¬nda H. Minkowski taksi metri¼gini de kapsayan bir metrik ailesi

vermi̧stir (Minkowski, 1967). Daha sonra K. Menger, analitik düzlemde herhangi iki

nokta aras¬ndaki uzakl¬k için iyi bilinen Öklidyen metrik P = (x1; y1); Q = (x2; y2)

analitik düzlemde herhangi iki noktalar¬için

d(P;Q) =

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2

yerine taksi metri¼gini

dT (P;Q) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j

kullanarak Öklidyen olmayan bir geometri olan taksi düzlem geometrisini geli̧stirmi̧stir

(Menger, 1952). Daha sonra E. F. Krause düzlem taksi geometrideki temel kavramlar¬

i̧sleyen bir kitap yay¬nlam¬̧st¬r (Krause, 1975). Geçen yüzy¬l¬n son çeyre¼ginde taksi

geometri pek çok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬larak çeşitli yönlerde geli̧stirildi.

E.F Krause ö¼grencisi G.Chen�den Çin dama oyunundaki gibi çapraz ilerleme ol-

madan sadece yatay ve dikey hareketleri kullanarak hesaplanan bir metrik geli̧stirmesini

istedi. Çin dama metri¼ginin

dc(P;Q) = max fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg+
�p
2� 1

�
min fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg

tan¬m¬Chen taraf¬ndan (1992) verilmi̧stir. Çin dama geometrisi de bir Öklidyen ol-

mayan düzlem modelidir.

·Inversiyon kavram¬Perga Apollonius taraf¬ndan son kitab¬Plane Loci�de tan¬t¬lm¬̧st¬r.

Sistematik olarak Steiner taraf¬ndan 1820�lerde çal¬̧s¬lm¬̧s ve uygulanm¬̧st¬r. Ard¬ndan

genelleştirilmi̧s birçok inversiyon türü kullan¬lm¬̧s ve geli̧stirilmi̧stir (Childress, 1965),

(Blair, 2000), (Ramirez, 2013), (Bayar, Ekmekçi, 2014), (Ramirez, Rubiano, 2016),

(Geli̧sgen, Ermi̧s, 2019).

1. GİRİŞ VE AMAÇ
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Aşa¼g¬da ifade edilen tan¬m ve teoremler (Özcan ve Kaya, 2003), (Kaya ve Çolako¼glu,

2006), (Krause, 1975), (Martin, 1998), (Millmann and Parker, 1991), (Ya¼gc¬, 2006) ve

(Coxeter, 1961) kaynaklar¬ndan esas al¬narak özetlenmi̧stir.

Tan¬m 2.0.1 P, elemanlar¬ noktalar olan bir küme; L de, P nin boş olmayan alt

kümelerinden oluşan ve elemanlar¬do¼grular olarak adland¬r¬lan bir küme olmak üzere,

aşa¼g¬daki iki aksiyomu sa¼glayan matematiksel sisteme soyut geometri denir ve [P ;L]

ile gösterilir.

i) P deki her farkl¬iki noktadan geçen en az bir do¼gru vard¬r.

ii) Her do¼gru en az iki noktaya sahiptir.

Tan¬m 2.0.2 Aşa¼g¬daki aksiyomlar¬sa¼glayan [P ;L] soyut geometrisine konum (inci-

dence) geometrisi denir.

i) P deki her farkl¬iki nokta bir tek do¼gru üzerindedir.

ii) Do¼grudaş olmayan üç nokta vard¬r.

Tan¬m 2.0.3 X boş olmayan bir küme olmak üzere d : X �X ! R fonksiyonu aşa¼g¬-

daki üç koşulu sa¼glarsa X kümesi üzerinde bir metriktir denir. Her P;Q;R 2 X için,

i) d(P;Q) � 0 ve d(P;Q) = 0 () P = Q

ii) d(P;Q) = d(Q;P )

iii) d(P;Q) + d(Q;R) � d(P;R)

Tan¬m 2.0.4 l, [P ;L] konum geometrisinin bir do¼grusu, d de P üzerinde bir uzakl¬k

fonksiyonu olmak üzere, aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan f : l ! R fonksiyonuna l için

cetveldir denir.

i) f fonksiyonu birebir ve örtendir.

ii) l üzerindeki her P ve Q noktalar¬için jf(P )� f(Q)j = d(P;Q) dir.

Tan¬m 2.0.5 [P ;L] bir konum geometrisi ve d de P üzerinde bir uzakl¬k fonksiyonu

olmak üzere, her l 2 L do¼grusu cetvele sahipse, d ile birlikte [P ;L] konum geometrisine

metrik geometri denir ve [P ;L; d] ile gösterilir.

2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI
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Tan¬m 2.0.6 P;Q ve R, [P ;L; d] metrik geometrisi içinde üç farkl¬nokta olmak üzere,

e¼ger bu noktalar ayn¬do¼gru üzerinde ve

d(P;Q) + d(Q;R) = d(P;R)

ise, Q noktas¬P ve R noktalar¬aras¬ndad¬r denir ve P �Q�R ile gösterilir.

P ve Q farkl¬iki nokta olmak üzere, fX 2 P : X = P veya X = Q veya P�X�Qg

kümesine PQ do¼gru parças¬denir ve PQ veya [PQ] şeklinde gösterilir. [PQ] ve [RS]

iki do¼gru parças¬olmak üzere, d(P;Q) = d(R;S) ise [PQ] ve [RS] do¼gru parçalar¬eştir

denir. Ayr¬ca [PQ] [ fX 2 P : P �Q�Xg kümesine PQ ¬̧s¬n¬, P noktas¬na da PQ

¬̧s¬n¬n¬n başlang¬ç noktas¬denir. PQ ¬̧s¬n¬,
�!
PQ veya [PQ şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.0.7 P = (x1; y1); Q = (x2; y2) analitik düzlemde herhangi iki nokta olsun.

d(P;Q) =

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2

şeklinde tan¬mlanan d : R2 � R2 ! [0;1) fonksiyonuna analitik düzlemde P ve Q

noktalar¬aras¬ndaki Öklidyen uzakl¬k fonksiyonu ad¬verilir.

Tan¬m 2.0.8 C = C(O; r) çemberine göre inversiyon, I(O;r) ile gösterilsin. Her

P 6= O için, d(O;P )d(O;P 0) = r2 koşulunu sa¼glayan OP ¬̧s¬n¬üzerindeki P 0 noktas¬na

P nin inversi denir (Şekil 2.1.) ve I(O;r)(P ) = P 0 şeklinde gösterilir. O noktas¬na

inversiyon merkezi, C ye inversiyon çemberi, r ye inversiyon çemberinin yar¬çap¬ve

r2 ye de inversiyon çemberinin kuvveti denir.
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Şekil 2.1. Merkezil Çemberde ·Invers Noktalar

C = C(O; r) çemberine göre inversiyon, C çemberine göre yans¬ma olarak da

düşünülebilir. ·Inversiyonlar aç¬lar¬ve çifte oran¬korudu¼gu gibi çemberi çembere, çem-

beri do¼gruya ya da do¼gruyu çembere dönüştürebilen dönüşümlerdir. Bir P noktas¬n¬n

inversi P 0 oldu¼gunda, P 0 noktas¬n¬n inversinin de P olmas¬ gerekti¼gi

d(O;P )d(O;P 0) = r2 koşulundan kolayca görülebilir. Bu da yar¬dönme ve simetrilere

benzer olarak inversiyon dönüşümünün involusyonlu oldu¼gunu gösterir.

P noktas¬e¼ger C nin iç bölgesinde ise d(O;P ) < r dir.

d(O;P )d(O;P 0) = r2

olmas¬için d(O;P ) > r olmal¬d¬r. Bu sebeple inversion çemberinin içinde bulunan nok-

talar¬n inversleri çemberin d¬̧s¬nda olur. Benzer şekilde inversiyon çemberinin d¬̧s¬nda

kalan noktalar¬n inverslerinin çemberin içinde yer ald¬¼g¬söylenebilir.

E¼ger P noktas¬C nin üzerinde ise d(O;P ) = r dir. d(O;P )d(O;P 0) = r2 koşu-

lunun sa¼glanmas¬ için d(O;P 0) = r olmas¬ gerekir. Böylelikle P = P 0 olur. Yani

inversion çemberi üzerinde bulunan bir noktan¬n inversi yine kendisi olmaktad¬r. Bu

önermenin tersi de sa¼glan¬r. P = P 0 olsun. Buradan (d(O;P ))2 = r2 ve dolay¬s¬yla

d(O;P ) = r elde edilir. Bu da P noktas¬n¬n inversion çemberi üzerinde bulundu¼gunun
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bir göstergesidir. ·Inversiyon O noktas¬nda tan¬ml¬ de¼gildir. Dolay¬s¬yla tan¬m kümesi

düzlemin tamam¬n¬içermez. Ayr¬ca inversiyon örten de de¼gildir. Çünkü I(O;r)(P ) = O

olacak şekilde bir P noktas¬yoktur. Bu tür eksiklikleri gidermek için düzleme 1 nok-

tas¬(sonsuzdaki bir nokta) ilave edilerek düzlem geni̧sletilmektedir. I(O;r)(O) = 1 ve

I(O;r)(1) = O şeklinde tan¬mland¬¼g¬nda O ve 1 noktalar¬birbirine kaŗs¬l¬k gelmekte-

dir. Dolay¬s¬yla inversiyon geni̧sletilmi̧s düzlemin bir dönüşümü olur.

Tan¬m 2.0.9 P = (x1; y1); Q = (x2; y2) analitik düzlemde herhangi iki nokta olsun.

dT (P;Q) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j

şeklinde tan¬mlanan dT : R2 � R2 ! [0;1) fonksiyonuna analitik düzlemde P ve Q

noktalar¬aras¬ndaki Taksi uzakl¬k fonksiyonu ad¬verilir (Şekil 2.2.). Taksi düzleminin

noktalar¬ve do¼grular¬Öklid düzleminin noktalar¬ve do¼grular¬n¬n ayn¬s¬d¬r. Aç¬ölçümü

de Öklidyen düzlemdeki ile ayn¬yolla yap¬l¬r.

Şekil 2.2. Taksi Düzleminde ·Iki Nokta Aras¬ndaki Uzakl¬k

Taksi birim çemberi (Şekil 2.3.); R2 de orijinden bir taksi birim uzakl¬ktaki

P = (x; y) noktalar¬n¬n geometrik yeridir ve denklemi,

jxj+ jyj = 1

biçimindedir.
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Şekil 2.3. Taksi Düzleminde Merkezil Birim Çember

Teorem 2.0.10 Analitik düzlemde tan¬mlanan Taksi uzakl¬k fonksiyonu bir metriktir.

·Ispat: Metrik tan¬m¬gere¼gince Taksi uzakl¬k fonksiyonunun pozitif tan¬ml¬oldu¼gunu,

simetrik ve üçgen eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬ göstermeliyiz.

P = (x1; y1); Q = (x2; y2) 2 R2 olsun. Mutlak de¼ger tan¬m¬ndan dolay¬ jx1 � x2j � 0

ve jy1 � y2j � 0 oldu¼gundan jx1 � x2j+ jy1 � y2j � 0 olup dT (P;Q) � 0 d¬r. Ayr¬ca

dT (P;Q) = 0 =) jx1 � x2j+ jy1 � y2j = 0

olmas¬ gerekti¼ginden dolay¬ jx1 � x2j = jy1 � y2j = 0 elde edilir. Yani x1 = x2

ve y1 = y2 olup P = Q dur. Aç¬kca P = Q ise dT (P;Q) = 0 d¬r. O halde

dT (P;Q) = 0 () P = Q dur. Yani dT -uzakl¬k fonksiyonu pozitif tan¬ml¬d¬r. Üstelik

mutlak de¼ger tan¬m¬gere¼gince jx1 � x2j = jx2 � x1j ve jy1 � y2j = jy2 � y1j oldu¼gundan

dT (P;Q) = dT (Q;P ) dir. Bu nedenle dT -uzakl¬k fonksiyonu simetriktir.

R = (x3; y3) 2 R2 olsun. Mutlak de¼ger özelli¼gi gere¼gince

jx1 � x3j+ jx3 � x2j � jx1 � x2j

jy1 � y3j+ jy3 � y2j � jy1 � y2j
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oldu¼gundan dolay¬

dT (P;Q) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j

� jx1 � x3j+ jx3 � x2j+ jy1 � y3j+ jy3 � y2j

= (jx1 � x3j+ jy1 � y3j) + (jx3 � x2j+ jy3 � y2j)

= dT (P;R) + dT (R;Q)

sonucuna ulaş¬l¬r. Bir başka deyişle taksi uzakl¬k fonksiyonu üçgen eşitsizli¼gini sa¼glar.

O halde analitik düzlemde tan¬mlanan taksi uzakl¬k fonksiyonu R2 de bir metriktir. �

Tan¬m 2.0.11 P = (x1; y1); Q = (x2; y2) analitik düzlemde herhangi iki nokta olsun.

dc(P;Q) = max fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg+
�p
2� 1

�
min fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg

şeklinde tan¬mlanan dc : R2 � R2 ! [0;1) fonksiyonuna analitik düzlemde P ve Q

noktalar¬ aras¬ndaki Çin dama uzakl¬k fonksiyonu ad¬ verilir (Şekil 2.4.). Çin dama

düzleminin noktalar¬ve do¼grular¬Öklid düzleminin noktalar¬ve do¼grular¬n¬n ayn¬s¬d¬r.

Aç¬ölçümü de Öklidyen düzlemdeki ile ayn¬yolla yap¬l¬r.

Şekil 2.4. Çin Dama Düzleminde ·Iki Nokta Aras¬ndaki Uzakl¬k

Çin dama birim çemberi (Şekil 2.5.); R2 de orijinden bir Çin dama birim uzakl¬ktaki

P = (x; y) noktalar¬n¬n geometrik yeridir ve denklemi,
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max fjxj ; jyjg+
�p
2� 1

�
min fjxj ; jyjg = 1

biçimindedir.

Şekil 2.5. Çin Dama Düzleminde Merkezil Birim Çember

Teorem 2.0.12 Analitik düzlemde tan¬mlanan Çin dama uzakl¬k fonksiyonu bir metrik-

tir.

·Ispat: P = (x1; y1); Q = (x2; y2) 2 R2 olsun. Mutlak de¼ger tan¬m¬ndan dolay¬

jx1 � x2j � 0, jy1 � y2j � 0 ve
p
2 � 1 � 0 oldu¼gundan dc(P;Q) � 0 d¬r. Ayr¬ca

dc(P;Q) = 0 =) max fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg = 0 olmas¬ gerekti¼ginden dolay¬

jx1 � x2j = jy1 � y2j = 0 elde edilir. Yani x1 = x2 ve y1 = y2 olup P = Q dur. Aç¬kça

P = Q ise dc(P;Q) = 0 d¬r. O halde dc(P;Q) = 0 () P = Q dur. Yani dc-uzakl¬k

fonksiyonu pozitif tan¬ml¬d¬r. Üstelik mutlak de¼ger tan¬m¬ gere¼gince

jx1 � x2j = jx2 � x1j ve jy1 � y2j = jy2 � y1j oldu¼gundan dc(P;Q) = dc(Q;P ) dir.

Bu nedenle dc-uzakl¬k fonksiyonu simetriktir. R = (x3; y3) 2 R2 olsun.
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dc(P;Q) = max fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg+
�p
2� 1

�
min fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg

= max fjx1 � x3 + x3 � x2j ; jy1 � y3 + y3 � y2jg+�p
2� 1

�
min fjx1 � x3 + x3 � x2j ; jy1 � y3 + y3 � y2jg

� max fjx1 � x3j+ jx3 � x2j ; jy1 � y3j+ jy3 � y2jg+�p
2� 1

�
min fjx1 � x3j+ jx3 � x2j ; jy1 � y3j+ jy3 � y2jg

= k

olsun. Buradaki dört farkl¬durum incelenmelidir:

I.Durum:

jx1 � x3j � jy1 � y3j ve jx3 � x2j � jy3 � y2j

olsun. Bu taktirde

dc(P;Q) � k = (jx1 � x3j+ jx3 � x2j) +
�p
2� 1

�
(jy1 � y3j+ jy3 � y2j)

=
�
jx1 � x3j+

�p
2� 1

�
jy1 � y3j

�
+
�
jx3 � x2j+

�p
2� 1

�
jy3 � y2j

�
= dc(P;R) + dc(R;Q)

olur.

II.Durum:

jx1 � x3j � jy1 � y3j ve jx3 � x2j � jy3 � y2j

olsun. Burada iki alt durum vard¬r jx1 � x3j + jx3 � x2j � jy1 � y3j + jy3 � y2j olmas¬

durumunda

dc(P;Q) � k = (jx1 � x3j+ jx3 � x2j) +
�p
2� 1

�
(jy1 � y3j+ jy3 � y2j)

=
�
jx1 � x3j+

�p
2� 1

�
jy1 � y3j

�
+
�
jx3 � x2j+

�p
2� 1

�
jy3 � y2j

�
= dc(P;R) + dc(R;Q)�

�
2�

p
2
�
(jy3 � y2j � jx3 � x2j)

olup burada 2�
p
2 > 0 ve jy3 � y2j � jx3 � x2j � 0 oldu¼gundan

dc(P;Q) � dc(P;R) + dc(R;Q)

olur. jx1 � x3j+ jx3 � x2j � jy1 � y3j+ jy3 � y2j olmas¬durumunda ise
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dc(P;Q) � k = (jy1 � y3j+ jy3 � y2j) +
�p
2� 1

�
(jx1 � x3j+ jx3 � x2j)

=
�
jy1 � y3j+

�p
2� 1

�
jx1 � x3j

�
+
�
jy3 � y2j+

�p
2� 1

�
jx3 � x2j

�
= dc(P;R) + dc(R;Q)�

�
2�

p
2
�
(jx1 � x3j � jy1 � y3j)

olup burada 2�
p
2 > 0 ve jx1 � x3j � jy1 � y3j � 0 oldu¼gundan

dc(P;Q) � dc(P;R) + dc(R;Q)

olur.

III.Durum:

jx1 � x3j � jy1 � y3j ve jx3 � x2j � jy3 � y2j

olsun. Bu taktirde

dc(P;Q) � k = (jy1 � y3j+ jy3 � y2j) +
�p
2� 1

�
(jx1 � x3j+ jx3 � x2j)

=
�
jy1 � y3j+

�p
2� 1

�
jx1 � x3j

�
+
�
jy3 � y2j+

�p
2� 1

�
jx3 � x2j

�
= dc(P;R) + dc(R;Q)

olur.

IV.Durum:

jx1 � x3j � jy1 � y3j ve jx3 � x2j � jy3 � y2j

olsun. Bu taktirde

dc(P;Q) � k = (jy1 � y3j+ jy3 � y2j) +
�p
2� 1

�
(jx1 � x3j+ jx3 � x2j)

=
�
jy1 � y3j+

�p
2� 1

�
jx1 � x3j

�
+
�
jy3 � y2j+

�p
2� 1

�
jx3 � x2j

�
= dc(P;R) + dc(R;Q)

olur. Tüm durumlar¬n sonuçlar¬birleştirildi¼ginde her P; Q; R 2 R2 için

dc(P;Q) � dc(P;R) + dc(R;Q)

sonucu ortaya ç¬kar. Yani Çin dama uzakl¬k fonksiyonu üçgen eşitsizli¼gini sa¼glar. O

halde analitik düzlemde tan¬mlanan Çin dama uzakl¬k fonksiyonu R2 de bir metriktir.

�
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Öklidyen olmayan bir düzlem modeli olan Çin dama geometrisi Çin dama oyu-

nundan esinlenilerek güneybat¬dan kuzeydo¼guya, kuzeybat¬dan güneydo¼guya, do¼gu-

dan bat¬ya, kuzeyden güneye tüm yönlerde hareket edilebilen Çin dama oyunundaki

hareketlerden yola ç¬k¬larak Chen (1992) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Çin dama düzlem-

inin noktalar¬ve do¼grular¬Öklid düzleminin noktalar¬ve do¼grular¬n¬n ayn¬s¬d¬r. Aç¬

ölçümü de Öklidyen düzlemdeki ile ayn¬d¬r. Ancak uzakl¬k fonksiyonu farkl¬d¬r (Geli̧s-

gen, Kaya, Özcan, 2006), (Kaya, Geli̧sgen, Bayar, Ekmekçi, 2006), (Turan, 2004).

A = (x1; y1); B = (x2; y2) 2 R2 için Öklid metri¼ginin uzakl¬k fonksiyonu

d(A;B) =

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2

iken Çin dama metri¼ginin uzakl¬k fonksiyonu

dc(A;B) = max fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg+
�p
2� 1

�
min fjx1 � x2j ; jy1 � y2jg

olarak tan¬mlan¬r.

R2c ; Çin dama düzlemindeki birim çember

max fjxj ; jyjg+
�p
2� 1

�
min fjxj ; jyjg = 1

denklemini sa¼glayan (x; y) noktalar¬n¬n geometrik yeridir.

3.1 Çin Dama Düzleminde Çembere Göre

·Inversiyonlar

Tan¬m 3.1.1 R2c Çin dama düzleminde merkezi O = (0; 0) ve yar¬çap¬ r olan Çin

dama çemberi C olsun. C ye göre I(O;r) Çin dama inversiyonu düzlemdeki P noktas¬n¬

P 0 noktas¬na eşleyen aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan dönüşümdür:

3. ÇİN DAMA DÜZLEMİNDE ÇEMBERE GÖRE
İNVERSİYONLAR
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i) P 0 noktas¬OP ¬̧s¬n¬üzerindedir.

ii) dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2

Bu inversiyona göre P 0 noktas¬na P noktas¬n¬n C Çin dama çemberine göre inversi

ve O = (0; 0) ya inversiyon merkezi denir. Bir C çemberine göre Çin dama inversiyonu

involusyonludur.

Teorem 3.1.2 C, I(O;r) Çin dama inversiyonunda O merkezli r yarçapl¬bir Çin dama

çemberi olsun. P noktas¬C nin d¬̧s¬nda ise P nin inversi olan P 0 noktas¬ çemberin

içindedir. ·Ifadenin tersi de do¼grudur. Yani P noktas¬C çemberinin içinde ise P nin

inversi çemberin d¬̧s¬ndad¬r (Şekil 3.1.).

·Ispat: P noktas¬C nin d¬̧s¬nda ise dc(O;P ) > r olur. P 0 = I(O;r)(P ) ise

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2

oldu¼gundan r2 = dc(O;P ) � dc(O;P 0) > r � dc(O;P 0) olur. Buradan

r > dc(O;P
0)

elde edilir. P nin C çemberinin içinde olmas¬durumu benzer şekilde kolayl¬kla göste-

rilebilir. �

Şekil 3.1. Çin Dama Çemberine Göre ·Invers Noktalar
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Bir I(O;r) inversiyonu, inversiyon çemberinin merkezinde tan¬ml¬de¼gildir. P nok-

tas¬çemberin merkezine yaklaşt¬kça P 0 invers noktas¬
��!
PP 0 ¬̧s¬n¬yönünde sonsuza do¼gu

çemberden uzaklaş¬r. Bu gözlem ile düzlemde bulunmayan sonsuzdaki bir noktan¬n

eklenmesi ile inversiyon tan¬m¬na merkez eklenebilir. Buna göre Çin dama çemberine

tek bir O1 noktas¬eklenirse bu nokta C Çin dama çemberinin O merkezinin inver-

sidir. Böylece I(O;r) inversiyonu Çin dama düzleminin geni̧sletilmi̧si olan düzlemde bir

dönüşüm olur.

Teorem 3.1.3 R2c de merkezi O = (0; 0) olan r yar¬çapl¬C Çin dama çemberi için

P 6= O olmak üzere P = (x; y) ve P 0 = (x0; y0) noktalar¬Çin dama çemberine göre

I(O;r) inversiyonunda invers noktalar iseler P ile P 0 aras¬nda

x0 =
r2x�

max fjxj ; jyjg+
�p
2� 1

�
min fjxj ; jyjg

�2
y0 =

r2y�
max fjxj ; jyjg+

�p
2� 1

�
min fjxj ; jyjg

�2
ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

·Ispat: R2c de O = (0; 0) merkezli r yar¬çapl¬ C Çin dama çemberi için

P 6= O olmak üzere P = (x; y), P 0 = (x0; y0) 2 R2c olsun. ·Inversiyon tan¬m¬gere¼gince

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2

oldu¼gundan burada P ve P 0 noktalar¬n¬n konumuna göre iki durum ortaya ç¬kar:

i) jxj � jyj ve
��x0�� � ��y0�� iken �x+ �p2� 1� y� � �x0 + �p2� 1� y0� = r2 olup ve

O, P , P 0 do¼grudaş oldu¼gundan x
0
= kx ve y

0
= ky olacak şekilde k 2 R vard¬r. Böylece

�
x+

�p
2� 1

�
y
�
�
�
kx+

�p
2� 1

�
ky
�
= r2

k
�
x+

�p
2� 1

�
y
�2
= r2

k =
r2�

x+
�p
2� 1

�
y
�2
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olarak bulunur ve x
0
= kx ve y

0
= ky ba¼glant¬lar¬nda yerine konulursa

x0 =
r2x

(x+
�p
2� 1

�
y)2

y0 =
r2y

(x+
�p
2� 1

�
y)2

şeklinde elde edilir.

ii) jxj � jyj ve
��x0�� � ��y0�� iken�
y +

�p
2� 1

�
x
�
�
�
y
0
+
�p
2� 1

�
x
0
�
= r2

olup O,P ,P 0 do¼grudaş oldu¼gundan x
0
= kx ve y

0
= ky olacak şekilde k 2 R vard¬r.

Böylelikle �
y +

�p
2� 1

�
x
�
�
�
ky +

�p
2� 1

�
kx
�
= r2

k
�
y +

�p
2� 1

�
x
�2
= r2

k =
r2�

y +
�p
2� 1

�
x
�2

dir ve x
0
= kx ve y

0
= ky ba¼glant¬lar¬nda yerine konulursa

x0 =
r2x

(y +
�p
2� 1

�
x)2

y0 =
r2y

(y +
�p
2� 1

�
x)2

şeklinde elde edilir. �

Şekil 3.2. de merkezi orijin olan C çemberine göre Çin dama inversiyonu göste-

rilmi̧stir. Bu tan¬mlama, çemberin merkezinin (a; b) olmas¬durumuna aşa¼g¬daki sonuçla

genelleştirilebilir:
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Şekil 3.2. Merkezil Çin Dama Çemberinde ·Invers Noktalar¬n Durumlar¬

Sonuç R2c de merkezi O = (a; b) olan r yar¬çapl¬ Çin dama çemberi C olsun.

P 6= O olmak üzere P = (x; y) ve P 0 = (x0; y0) noktalar¬Çin dama çemberine göre

I(O;r) inversiyonunda invers noktalar iseler,

x0 = a+
r2(x� a)�

max fjx� aj ; jy � bjg+
�p
2� 1

�
min fjx� aj ; jy � bjg

�2

y0 = b+
r2(y � b)�

max fjx� aj ; jy � bjg+
�p
2� 1

�
min fjx� aj ; jy � bjg

�2
dir.

·Ispat: R2c de O = (a; b) merkezli r yar¬çapl¬C Çin dama çemberinin denklemi

max fjx� aj ; jy � bjg+
�p
2� 1

�
min fjx� aj ; jy � bjg = r

dir. Bu çembere göre P 6= O olmak üzere P = (x; y), P 0 = (x0; y0) 2 R2c invers

noktalar¬

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2
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şart¬n¬sa¼glarlar. Burada

dcl(OP ) = max fjx� aj ; jy � bjg ve dcs(OP ) = min fjx� aj ; jy � bjg

olmak üzere

�
dcl(OP ) +

�p
2� 1

�
dcs(OP )

�
�
�
dcl(OP

0) +
�p
2� 1

�
dcs(OP

0)
�
= r2

olur. Ayr¬ca burada P ve P 0 noktalar¬n¬n konumuna göre iki durum ortaya ç¬kar:

i) jx� aj � jy � bj ve
��x0 � a�� � ��y0 � b�� için

�
(x� a) +

�p
2� 1

�
(y � b)

�
�
��
x
0 � a

�
+
�p
2� 1

��
y
0 � b

��
= r2

olup veO,P ,P 0 do¼grudaş oldu¼gundan x
0 � a = k (x� a) ve y0 � b = k (y � b) olacak

şekilde k 2 R vard¬r. Böylece

�
(x� a) +

�p
2� 1

�
(y � b)

�
�
�
k (x� a) +

�p
2� 1

�
k (y � b)

�
= r2;

k
�
(x� a) +

�p
2� 1

�
(y � b)

�2
= r2;

k =
r2�

(x� a) +
�p
2� 1

�
(y � b)

�2
oldu¼gundan bulunan k de¼geri x

0 � a = k (x� a) ve y0 � b = k (y � b) ba¼g¬nt¬lar¬nda

yerine yaz¬l¬rsa

x0 = a+
r2 (x� a)

((x� a) +
�p
2� 1

�
(y � b))2

y0 = b+
r2 (y � b)�

(x� a) +
�p
2� 1

�
(y � b)

�2
şeklinde elde edilir.

ii) jx� aj � jy � bj ve
��x0 � a�� � ��y0 � b�� için

�
(y � b) +

�p
2� 1

�
(x� a)

�
�
��
y
0 � b

�
+
�p
2� 1

��
x
0 � a

��
= r2
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O;P; P 0 do¼grudaş oldu¼gundan x
0 � a = k (x� a) ve y0 � b = k (y � b) olacak şekilde

k 2 R vard¬r. Böylece

�
(y � b) +

�p
2� 1

�
(x� a)

�
�
�
k (y � b) +

�p
2� 1

�
k (x� a)

�
= r2;

k
�
(y � b) +

�p
2� 1

�
(x� a)

�2
= r2;

k =
r2�

(y � b) +
�p
2� 1

�
(x� a)

�2
oldu¼gundan bulunan k de¼geri x

0 � a = k (x� a) ve y0 � b = k (y � b) ba¼g¬nt¬lar¬nda

yerine yaz¬l¬rsa

x0 = a+
r2 (x� a)�

(y � b) +
�p
2� 1

�
(x� a)

�2
y0 = b+

r2 (y � b)�
(y � b) +

�p
2� 1

�
(x� a)

�2
şeklinde elde edilir.�

Teorem 3.1.4 O,P;Q noktalar¬R2c de üç farkl¬do¼grudaş nokta olsun. E¼ger Çin dama

çemberine göre I(O;r) inversiyonu P yi P 0 ye ve Q yu Q0 ye dönüştürürse

dc(P
0; Q0) =

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

dir.

·Ispat: O,P;Q do¼grudaş noktalar¬için P ile P 0 ve Q ile Q0 invers noktalar oldu¼gun-

dan

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 = dc(O;Q) � dc(O;Q0)

dc(P
0; Q0) = jdc(O;P 0)� dc(O;Q0)j

=

���� r2

dc(O;P )
� r2

dc(O;Q)

���� = ����r2 (dc(O;Q)� dc(O;P ))dc(O;P ) � dc(O;Q)

����
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

elde edilir.�
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Örnek 3.1.5 P = (1; 1); Q = (2; 2); O = (0; 0) do¼grudaş noktalar¬ve r = 2
p
2 için

Çin dama uzakl¬klar¬ve invers noktalar bulunursa

dc(O;P ) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc(O;Q) = max f2; 2g+
�p
2� 1

�
min f2; 2g = 2

p
2;

dc(P;Q) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;P 0) = 4
p
2 ve P 0 2 �!

OP oldu¼gundan

P 0 = (4; 4);

dc(O;Q) � dc(O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;Q0) = 2
p
2 ve Q0 2 �!OQ oldu¼gundan

Q0 = (2; 2) dir. Buna göre

dc(P
0; Q0) = max f2; 2g+

�p
2� 1

�
min f2; 2g = 2

p
2;

dc(P
0; Q0) =

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

=
8 �
p
2p

2 � 2
p
2

olur böylece bu noktalar için teorem sa¼glan¬r.

Örnek 3.1.6 Ancak seçilen P = (1; 0); Q = (2; 1); O = (0; 0) noktalar¬ ve r = 2
p
2

için Çin dama uzakl¬klar¬ve invers noktalar bulunursa

dc(O;P ) = max f1; 0g+
�p
2� 1

�
min f1; 0g = 1;

dc(O;Q) = max f2; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 1g = 1 +

p
2;

dc(P;Q) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 den dc(O;P 0) = 8 ve P 0 2
�!
OP oldu¼gundan P 0 = (8; 0);

dc(O;Q) � dc(O;Q0) = r2 den dc(O;Q
0) = 8

2+
p
2
ve Q0 2 �!

OQ oldu¼gundan

Q0 = (48� 32
p
2; 24� 16

p
2) dir. Buna göre

dc(P
0; Q0) = 8

p
2� 8

8
p
2� 8 6= 16� 8

p
2

oldu¼gundan do¼grudaş olmayan noktalar için teoremin geçerli olmad¬¼g¬görülür.

Aşa¼g¬daki teorem O,P,Q noktalar¬do¼grudaş de¼gilken Teorem 3.1.3 ün hangi koşullar

alt¬nda sa¼gland¬¼g¬n¬ifade etmektedir.
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Teorem 3.1.7 O,P;Q noktalar¬R2c de do¼grudaş olmayan üç nokta ve Çin dama çem-

berine göre I(O;r) inversiyonu P yi P 0 ye ve Q yu Q0 ye dönüştüren bir inversiyon olsun.

P ve Q noktalar¬P 6= O ve Q 6= O olmak üzere, e¼gimi D1 = f0;1g; D2 = f+1;�1g;

D3 = f
p
2�1; 1�

p
2g; D4 = f�

p
2�1;

p
2+1g kümelerinin herhangi birisinin eleman¬

olan bir do¼gru üzerinde ise

dc(P
0; Q0) =

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

d¬r.

·Ispat: Öteleme dönüşümü Çin dama uzakl¬¼g¬n¬korudu¼gu için I(O;r) inversiyonunun

merkezi O = (0; 0) orijin olarak düşünülebilir.

1) P ve Q noktalar¬e¼gimleri D1 = f0;1g olan do¼grular üzerinde bulunan noktalar

ise P = (p; 0) , Q = (0; q) , I(O;r) inversiyonunda görüntüleri (Şekil 3.3.)

dc(O;P ) = max fp; 0g+
�p
2� 1

�
min fp; 0g = p ,

dc(O;Q) = max f0; qg+
�p
2� 1

�
min f0; qg = q;

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;P 0) = r2

p
;

dc(O;Q) � dc(O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;Q0) = r2

q
olup

P 0 = (
r2

p
; 0); Q0 = (0;

r2

q
)

olur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�����r2p
���� ; ����r2q

�����+ �p2� 1�min�����r2p
���� ; ����r2q

�����
elde edilir.��� r2p ��� � ��� r2q ��� olmas¬halinde
dc(P

0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1� ����r2q

���� = r2
�
jqj+

�p
2� 1

�
jpj
�

jpj � jqj =
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.��� r2p ��� � ��� r2q ��� olmas¬halinde ise
dc(P

0; Q0) =

����r2q
����+ �p2� 1� ����r2p

���� = r2
�
jpj+

�p
2� 1

�
jqj
�

jpj � jqj =
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

dir.
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Şekil 3.3. Merkezil Çin Dama Çemberine Göre Eksenler Üzerindeki Noktalar¬n

·Inversleri

2) P ve Q noktalar¬e¼gimleri D2 = f+1;�1g olan do¼grular üzerinde bulunan nok-

talar ise P = (p; p) , Q = (q;�q) olarak al¬nabilir. I(O;r) inversiyonunda görüntüleri

(Şekil 3.4.)

dc(O;P ) = max fp; pg+
�p
2� 1

�
min fp; pg = p

p
2 ,

dc(O;Q) = max fq; qg+
�p
2� 1

�
min fq; qg = q

p
2;

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;P 0) = r2

p
p
2
;

dc(O;Q) � dc(O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;Q0) = r2

q
p
2
olup

dc(P;Q) = max fjp� qj ; jp+ qjg +
�p
2� 1

�
min fjp� qj ; jp+ qjg için sekiz farkl¬

durum vard¬r:

i) p � 0 � q ve jpj � jqj için

jp� qj+
�p
2� 1

�
jp+ qj = +p� q +

�p
2� 1

�
(p+ q) =

p
2p+

�
�2 +

p
2
�
q

ii) p � 0 � q ve jqj � jpj için

jp� qj+
�p
2� 1

�
jp+ qj = +p� q +

�p
2� 1

�
(�p� q) = �

p
2q +

�
2�

p
2
�
p

iii) q � 0 � p ve jqj � jpjiçin

jp� qj+
�p
2� 1

�
jp+ qj = �p+ q +

�p
2� 1

�
(p+ q) =

p
2q +

�
�2 +

p
2
�
p

iv) q � 0 � p ve jpj � jqjiçin
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jp� qj+
�p
2� 1

�
jp+ qj = �p+ q +

�p
2� 1

�
(�p� q) = �

p
2p+

�
2�

p
2
�
q

v) q � p � 0 için

jp+ qj+
�p
2� 1

�
jp� qj = p+ q +

�p
2� 1

�
(�p+ q) =

p
2q +

�
2�

p
2
�
p

vi) p � q � 0 için

jp+ qj+
�p
2� 1

�
jp� qj = p+ q +

�p
2� 1

�
(p� q) =

p
2p+

�
2�

p
2
�
q

vii) 0 � q � p için

jp+ qj+
�p
2� 1

�
jp� qj = �p� q +

�p
2� 1

�
(�p+ q) = �

p
2p+

�
�2 +

p
2
�
q

viii) 0 � p � q için

jp+ qj+
�p
2� 1

�
jp� qj = �p� q +

�p
2� 1

�
(p� q) = �

p
2q +

�
�2 +

p
2
�
p

P 0 =

�
r2

2p
;
r2

2p

�
; Q0 =

�
r2

2q
;� r

2

2q

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r22p � r2

2q

���� ; ���� r22p + r2

2q

�����+ �p2� 1�min����� r22p � r2

2q

���� ; ���� r22p + r2

2q

�����

dc(P
0; Q0) = max

�����12
�
r2

p
� r

2

q

����� ; ����12
�
r2

p
+
r2

q

������
+
�p
2� 1

�
min

�����12
�
r2

p
� r

2

q

����� ; ����12
�
r2

p
+
r2

q

������
elde edilir.���12 � r2p + r2

q

���� � ���12 � r2p � r2

q

���� olmas¬halinde (v numaral¬durum incelenirse)

dc(P
0; Q0) =

����12
�
r2

p
+
r2

q

�����+ �p2� 1� ����12
�
r2

p
� r

2

q

�����
=

1

2
r2

�����
p
2

p
+
2�

p
2

q

����� = 1

2

r2
�p
2q +

�
2�

p
2
�
p
�

jpj � jqj =
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.���12 � r2p + r2

q

���� � ���12 � r2p � r2

q

���� olmas¬halinde ise (iii numaral¬durum incelenirse)

dc(P
0; Q0) =

����12
�
r2

p
� r

2

q

�����+ �p2� 1� ����12
�
r2

p
+
r2

q

�����
=

1

2
r2

�����
p
2

p
+

p
2� 2
q

����� = 1

2

r2
�p
2q +

�p
2� 2

�
p
�

jpj � jqj =
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

eşitli¼gi geçerlidir ve di¼ger durumlar için benzer ispat yap¬l¬r.
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Şekil 3.4. y = x ve y = �x Do¼grular¬Üzerindeki ·Invers Noktalar

3) P ve Q noktalar¬e¼gimleri D3 = f
p
2�1; 1�

p
2g olan do¼grular üzerinde bulunan

noktalar P =
�
p; p

�p
2� 1

��
, Q =

�
q; q
�
1�

p
2
��
ise I(O;r) inversiyonunda görüntüleri

(Şekil 3.5.)

dc(O;P ) = max
�
p; p

�p
2� 1

�	
+
�p
2� 1

�
min

�
p; p

�p
2� 1

�	
= p

�
4� 2

p
2
�
;

dc(O;Q) = max
�
q;
��q �1�p2���	+�p2� 1�min�q; ��q �1�p2���	 = q �4� 2p2� ;

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;P 0) = r2

p(4�2
p
2)
;

dc(O;Q) � dc(O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;Q0) = r2

q(4�2
p
2)
olur. Böylece

dc(P;Q) = max
n
jp� qj ;

�p
2� 1

�
jp+ qj

o
+
�p
2� 1

�
min

n
jp� qj ;

�p
2� 1

�
jp+ qj

o
için sekiz farkl¬durum ortaya ç¬kar

i) p � 0 � q ve jpj � jqj için jp� qj+
�p
2� 1

� ��p �p2� 1�� q �1�p2���
= +p�q+

�
3� 2

p
2
�
(p+ q) =

�
4� 2

p
2
�
p+
�
2� 2

p
2
�
q

ii) p � 0 � q ve jqj � jpj için jp� qj+
�p
2� 1

� ��p �p2� 1�� q �1�p2���
=
�
�2 + 2

p
2
�
p+

�
�4 + 2

p
2
�
q

iii) q � 0 � p ve jqj � jpjiçin jp� qj+
�p
2� 1

� ��p �p2� 1�� q �1�p2���
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=
�
2� 2

p
2
�
p+

�
4� 2

p
2
�
q

iv) q � 0 � p ve jpj � jqjiçin jp� qj+
���p2� 1� p �p2� 1�� q �1�p2���

=
�
�4 + 2

p
2
�
p+

�
�2 + 2

p
2
�
q

v) q � p � 0 için
��p �p2� 1�� q �1�p2���+ �p2� 1� jp� qj

=
�p
2� 1

�
(p+ q) +

�p
2� 1

�
(�p+ q) =

�
2
p
2� 2

�
q

vi) p � q � 0 için
��p �p2� 1�� q �1�p2���+ �p2� 1� jp� qj

=
�p
2� 1

�
(p+ q) +

�p
2� 1

�
(p� q) =

�
2
p
2� 2

�
p

vii) 0 � q � p için
��p �p2� 1�� q �1�p2���+ �p2� 1� jp� qj

=
�p
2� 1

�
(�p� q) +

�p
2� 1

�
(�p+ q) =

�
�2
p
2 + 2

�
p

viii) 0 � p � q için
��p �p2� 1�� q �1�p2���+ �p2� 1� jp� qj

=
�p
2� 1

�
(�p� q) +

�p
2� 1

�
(p� q) =

�
�2
p
2 + 2

�
q

P 0 =
�
p0; p0

�p
2� 1

��
; Q0 =

�
q0; q0

�
1�

p
2
��

elde edilir. p0 ve q0 s¬ras¬yla p ve q cinsinden yaz¬l¬rsa

P 0 =

�
r2

8p(
p
2� 1)2

;
r2

8p(
p
2� 1)

�
; Q0 =

�
r2

8q(
p
2� 1)2

;� r2

8q(
p
2� 1)

�

dc(P
0; Q0) = max

�
r2

8(
p
2� 1)2

����1p � 1q
���� ; r2

8(
p
2� 1)

����1p + 1q
�����

+
�p
2� 1

�
min

�
r2

8(
p
2� 1)2

����1p � 1q
���� ; r2

8(
p
2� 1)

����1p + 1q
�����

elde edilir.��� r2

8(
p
2�1)2

���1p � 1
q

������ � ��� r2

8(
p
2�1)

���1p + 1
q

������ olmas¬halinde (v numaral¬durum incelenirse)

dc(P
0; Q0) =

r2

8(
p
2� 1)2

q � p
pq

+
r2

8

q + p

pq
=
r2

8pq

�
q � p

(
p
2� 1)2

+
q + p

1

�
=

r2
�
q � p+ (3� 2

p
2)(q + p)

�
8(3� 2

p
2) jpj � jqj

=
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.��� r2

8(
p
2�1)2

���1p � 1
q

������ � ��� r2

8(
p
2�1)

���1p + 1
q

������ olmas¬halinde ise (vi numaral¬durum ince-

lenirse)
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dc(P
0; Q0) =

r2

8(
p
2� 1)

q + p

pq
+

r2

8(
p
2� 1)

q � p
pq

=
r2

8pq

�
q + p

(
p
2� 1)

+
q � p

(
p
2� 1)

�
=

r2q

4(
p
2� 1)pq

=
r2
�
2
p
2� 2

�
q

p
�
4� 2

p
2
�
� q
�
4� 2

p
2
� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

di¼ger durumlar da benzer ispat yap¬l¬r.

Şekil 3.5. y = �
�p
2� 1

�
x Do¼grular¬Üzerindeki ·Invers Noktalar

4) P ve Q noktalar¬e¼gimleri f�
p
2 � 1;

p
2 + 1g olan do¼grular üzerinde bulunan

noktalar P =
�
p; p

�
�
p
2� 1

��
, Q =

�
q; q
�p
2 + 1

��
, I(O;r) inversiyonunda görüntüleri

(Şekil 3.6.)

dc(O;P ) = max
�
jpj ;

��p ��p2� 1���	+�p2� 1�min�jpj ; ��p ��p2� 1���	 = 2p2p;
dc(O;Q) = max

�
jqj ;

��q �p2 + 1���	+ �p2� 1�min�jqj ; ��q �p2 + 1���	 = 2p2q;
dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;P 0) = r2

2
p
2p
;

dc(O;Q) � dc(O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;Q0) = r2

2
p
2q

dc(P;Q) = max
n
jp� qj ;

�p
2 + 1

�
jp+ qj

o
+
�p
2� 1

�
min

n
jp� qj ;

�p
2 + 1

�
jp+ qj

o
sekiz ayr¬durum ortaya ç¬kar:

i) p � 0 � q ve jpj � jqj için jp� qj+
�p
2� 1

� ��p ��p2� 1�� q �p2 + 1���
= +p� q + p+ q = 2p



25

ii) p � 0 � q ve jqj � jpj için jp� qj+
�p
2� 1

� ��p ��p2� 1�� q �p2 + 1���
= +p� q � p� q = �2q

iii) q � 0 � p ve jqj � jpjiçin jp� qj+
�p
2� 1

� ��p ��p2� 1�� q �p2 + 1���
= �p+ q + p+ q = 2q

iv) q � 0 � p ve jpj � jqjiçin jp� qj+
�p
2� 1

� ��p ��p2� 1�� q �p2 + 1���
= �p+ q � p� q = �2p

v) q � p � 0 için
��p ��p2� 1�� q �p2 + 1���+ �p2� 1� jp� qj
=
�p
2 + 1

�
(p+ q) +

�p
2� 1

�
(�p+ q) = 2p+ 2

p
2q

vi) p � q � 0 için
��p ��p2� 1�� q �p2 + 1���+ �p2� 1� jp� qj
=
�p
2 + 1

�
(p+ q) +

�p
2� 1

�
(p� q) = 2

p
2p+ 2q

vii) 0 � q � p için
��p ��p2� 1�� q �p2 + 1���+ �p2� 1� jp� qj
=
�p
2 + 1

�
(�p� q) +

�p
2� 1

�
(�p+ q) = �2

p
2p� 2q

viii) 0 � p � q için
��p ��p2� 1�� q �p2 + 1���+ �p2� 1� jp� qj
=
�p
2 + 1

�
(�p� q) +

�p
2� 1

�
(p� q) = �2

p
2q � 2p

olup

P 0 =
�
p0; p0

�
�
p
2� 1

��
; Q0 =

�
q0; q0

�p
2 + 1

��
olur. p0 ve q0 s¬ras¬yla p ve q cinsinden yaz¬l¬rsa

P 0 =

 
r2

8p
;
r2
�
�
p
2� 1

�
8p

!
; Q0 =

 
r2

8q
;
r2
�p
2 + 1

�
8q

!

dc(P
0; Q0) = max

(���� r28p � r2

8q

���� ;
�����r2
�
�
p
2� 1

�
8p

�
r2
�p
2 + 1

�
8q

�����
)

+
�p
2� 1

�
min

(���� r28p � r2

8q

���� ;
�����r2
�
�
p
2� 1

�
8p

�
r2
�p
2 + 1

�
8q

�����
)

dc(P
0; Q0) = max

�
r2

8

����1p � 1q
���� ; r28 �p2 + 1�

����1p + 1q
�����

+
�p
2� 1

�
min

�
r2

8

����1p � 1q
���� ; r28 �p2 + 1�

����1p + 1q
�����

elde edilir.
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r2

8

���1p � 1
q

��� � r2

8

�p
2 + 1

� ���1p + 1
q

��� olmas¬halinde (iii numaral¬durum incelenirse)

dc(P
0; Q0) =

r2

8

q � p
pq

+
�p
2� 1

� r2
8

�p
2 + 1

� q + p
pq

=
r2

8pq
(q � p+ q + p)

=
r2q

4pq
=

r2 � 2q
2
p
2p � 2

p
2q
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.
r2

8

���1p � 1
q

��� � r2

8

�p
2 + 1

� ���1p + 1
q

��� olmas¬halinde ise (v numaral¬durum incelenirse)

dc(P
0; Q0) =

r2

8

�p
2 + 1

� q + p
pq

+
�p
2� 1

� r2
8

q � p
pq

=
r2

8pq

�
2
p
2q + 2p

�
=

r2
�
2
p
2q + 2p

�
2
p
2p � 2

p
2q

=
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

di¼ger durumlar da benzer şekilde yap¬l¬r. �

Şekil 3.6. y = �
�p
2 + 1

�
x Do¼grular¬Üzerindeki ·Invers Noktalar
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3.2 Çifte Oran

R2c de l do¼grusu üzerindeki A ve B noktalar¬ için A dan B ye yönlü Çin dama

uzakl¬¼g¬dc[AB] ile gösterilsin. E¼ger ¬̧s¬n¬n başlang¬ç noktas¬A ve B yi içeriyorsa pozitif

yönlü yönelme olup

dc[AB] = dc (A;B) ;

¬̧s¬n ters yönlü ise negatif yönlü yönelmedir ve

dc[AB] = �dc (A;B)

dir.

Tan¬m 3.2.1 R2c de bir yönlendirilmiş do¼gru üzerinde dört farkl¬nokta A;B;C;D ol-

sun. Bu noktalar¬n Çin dama çifte oran¬(AB;CD)c

(AB;CD)c =
dc[AC]

dc[AD]
� dc[BD]
dc[BC]

ile tan¬mlan¬r.

C ve D nin her ikisi de A ve B aras¬ndaysa çifte oran pozitiftir. C ve D , A ile

B nin aras¬nda de¼gilse de poziftir. Ancak fA;Bg ve fC;Dg çiftleri birbirlerinden ayr¬

olurlarsa negatiftir. Öklidyen düzlemde iyi bilinen bir özellik olarak çemberin merkezi

A;B;C;D den herhangi biri de¼gilse çifte oran inversiyon alt¬nda invaryant kal¬r. Bu

özellik Çin dama düzleminde de geçerlidir.

Merkezil Çin dama birim çemberine göre inversiyon alt¬nda aşa¼g¬daki örnekler ver-

ilebilir:

Örnek 3.2.2 R2c deki A = (1; 1); B = (4; 4); C = (2; 2); D = (3; 3) noktalar¬için Çin

dama uzakl¬klar¬ve çifte oran hesaplan¬rsa

dc (A;C) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc (B;D) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc (A;D) = max f2; 2g+
�p
2� 1

�
min f2; 2g = 2

p
2;

dc (B;C) = max f2; 2g+
�p
2� 1

�
min f2; 2g = 2

p
2 olup,
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(AB;CD)c =
dc[AC]
dc[AD]

� dc[BD]
dc[BC]

= dc(A;C)
dc(A;D)

� �dc(B;D)�dc(B;C) =
p
2

2
p
2
� �

p
2

�2
p
2
= 1

4
olur (Şekil 3.7.).

Bu durumda C ve D noktalar¬, A ve B noktalar¬n¬n aras¬nda ise çifte oran pozitiftir.

Şekil 3.7. Merkezil Çin Dama Çemberinde Çifte Oran

Örnek 3.2.3 R2c deki A = (2; 2); B = (3; 3); C = (1; 1); D = (4; 4) noktalar¬için Çin

dama uzakl¬klar¬ve çifte oran hesaplan¬rsa

dc (A;C) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc (B;D) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc (A;D) = max f2; 2g+
�p
2� 1

�
min f2; 2g = 2

p
2;

dc (B;C) = max f2; 2g+
�p
2� 1

�
min f2; 2g = 2

p
2 olup,

(AB;CD)c =
dc[AC]
dc[AD]

� dc[BD]
dc[BC]

= �dc(A;C)
dc(A;D)

� dc(B;D)
�dc(B;C) =

�
p
2

2
p
2
�

p
2

�2
p
2
= 1

4
olur (Şekil 3.8.).

Bu durumda A ve B noktalar¬, C ve D noktalar¬n¬n aras¬nda ise çifte oran pozitiftir.
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Şekil 3.8. Merkezil Çin Dama Çemberinde Çifte Oran

Örnek 3.2.4 R2c deki A = (2; 2); B = (4; 4); C = (1; 1); D = (3; 3) noktalar¬için Çin

dama uzakl¬klar¬ve çifte oran hesaplan¬rsa

dc (A;C) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc (B;D) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc (A;D) = max f1; 1g+
�p
2� 1

�
min f1; 1g =

p
2;

dc (B;C) = max f3; 3g+
�p
2� 1

�
min f3; 3g = 3

p
2 olup,

(AB;CD)c =
dc[AC]
dc[AD]

� dc[BD]
dc[BC]

= �dc(A;C)
dc(A;D)

� �dc(B;D)�dc(B;C) =
�
p
2p
2
� �

p
2

�3
p
2
= �1

3
olur (Şekil

3.9.). Bu durumda C ve D noktalar¬A ve B noktalar¬n¬n aras¬nda de¼gil ise çifte oran

negatiftir.
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Şekil 3.9. Merkezil Çin Dama Çemberinde Çifte Oran

Teorem 3.2.5 R2c de O merkezli, r yar¬çapl¬Çin dama çemberine göre I(O;r) inversi-

yonu çifte oran¬korur.

·Ispat: A;B;C;D; R2c de dört do¼grudaş nokta olsun. I(O;r) inversiyonu A;B;C;D

yi s¬ras¬yla A
0
; B

0
; C

0
; D

0
ye eşlesin. Çin dama çemberine göre inversiyonu al¬nan

noktalar aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n yönünü inversiyon al¬nmadan önceki yöne göre tersine

dönüştürdü¼günden dolay¬aç¬kça inversiyon alt¬nda fA;Bg ve fC;Dg çiftleri ayr¬lmay¬

ya da ayr¬lamamay¬korurlar. Böylece���(A0
B

0
; C

0
D

0
)c

��� = j(AB;CD)cj
oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Teorem 3.1.3 den dolay¬���(A0

B
0
; C

0
D

0
)c

��� =

����� dc
�
A
0
C

0�
dc [A

0 ; D0 ]
�
dc
�
B

0
; D

0�
dc [B

0 ; C 0 ]

����� = dc
�
A
0
; C

0�
dc (A

0 ; D0)
�
dc
�
B

0
; D

0�
dc (B

0 ; C 0)

=

r2�dc(A;C)
dc(O;A)�dc(O;C)
r2�dc(A;D)

dc(O;A)�dc(O;D)

�
r2�dc(B;D)

dc(O;B)�dc(O;D)
r2�dc(B;C)

dc(O;B)�dc(O;C)

=
dc (A;C)

dc (A;D)
� dc (B;D)
dc (B;C)

=
dc [A;C]

dc [A;D]
� dc [B;D]
dc [B;C]

= j(AB;CD)cj

elde edilir. �
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3.3 Harmonik Eşlenikler

Tan¬m 3.3.1 A ve B; R2c de bir l do¼grusu üzerindeki iki nokta olsun. l üzerindeki

fC;Dg çifti için
dc[AC]

dc[CB]
=
dc[AD]

dc[DB]

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa A ve B harmonik olarak bölünür denir. C ve D noktalar¬na da

A ve B ye göre Çin dama harmonik eşlenikler denir ve H(AB;CD)c ile gösterilir. C

ve D noktalar¬A ve B ye göre Çin dama harmonik eşlenik olmas¬için gerek ve yeter

koşulun (AB;CD)c = �1 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 3.3.2 C, O = (0; 0) merkezli Çin dama çemberi ve [A;B] do¼gru parças¬C nin

çap¬olsun. P ve P 0 noktalar¬
�!
OA ¬̧s¬n¬n¬n farkl¬noktalar¬olsunlar ki bu noktalar [A;B]

yi içten ve d¬̧stan bölerler. P ve P 0 noktalar¬n¬n A ve B ye göre Çin dama harmonik

eşlenik olmas¬için gerek ve yeter koşul P ve P 0 noktalar¬n¬n Çin dama çemberine göre

I(O;r) inversiyonunda invers noktalar olmas¬d¬r.

·Ispat: P ve P 0 noktalar¬A ve B ye göre Çin dama harmonik eşlenikler olsunlar.

Böylece

(AB;PP 0)c = �1;

dc[AP ]

dc[AP 0]
� dc[BP

0]

dc[BP ]
= �1

oldu¼gundan P noktas¬[AB] do¼gru parças¬n¬içten böler ve P , OB ¬̧s¬n¬üzerinde oldu¼gun-

dan dc (P;B) = r� dc (O;P ) ve dc (A;P ) = r+ dc (O;P ) d¬r. P 0 noktas¬[A;B] do¼gru

parças¬n¬d¬̧stan böler ve P 0, OB ¬̧s¬n¬üzerinde oldu¼gundan dc (A;P
0) = r+ dc (O;P

0)

ve dc (B;P 0) = �r+ dc (O;P 0) dür.

Böylece
r + dc (O;P )

r + dc (O;P 0)
� �r + dc (O;P

0)

�r + dc (O;P )
= �1;
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(r + dc (O;P )) � (�r + dc (O;P
0)) = (r + dc (O;P

0)) � (r � dc (O;P ))

olur. Buradan dc (O;P ) dc (O;P
0) = r2 elde edilir. Böylece P ve P 0 noktalar¬n¬n Çin

dama çemberine göre I(O;r) inversiyonu alt¬nda invers noktalar oldu¼gu ortaya ç¬kar.

Tersine P ve P 0 noktalar¬Çin dama çemberine göre I(O;r) inversiyonunda invers

noktalar ise (AB;PP 0)c = �1 olmas¬ispat¬benzerdir. �
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K. Menger analitik düzlemde herhangi iki nokta aras¬ndaki uzakl¬k için iyi bili-

nen Öklidyen metrik yerine Minkowski taraf¬ndan geli̧stirilen (Minkowski, 1967) taksi

metri¼gini kullanarak taksi düzlem geometri geli̧stirdi (Menger, 1952). Ard¬ndan taksi

geometri, zaman içinde pekçok matematikçi ve �zikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬l¬p geli̧stirildi

(Geli̧sgen, Kaya, 2008), (Akça, Kaya, 2006), (Bayar, Ekmekçi, 2014), (Özcan, Kaya,

2002), (Kaya, Akça, Günalt¬l¬, Özcan, 2000), (Kaya, Çolakoglu, 2006), (Ramirez, Ru-

biano, 2016). Taksi uzay¬ndaki noktalar, do¼grular ve düzlemler Öklid uzay¬ndaki nokta-

lar¬n, do¼grular¬n ve düzlemlerin ayn¬s¬d¬r. Aç¬ölçümü de Öklidyen uzaydaki ile ayn¬d¬r.

Ancak uzakl¬k fonksiyonu farkl¬d¬r.

A = (x1; y1;z1); B = (x2; y2; z3) 2 R3 için Öklid uzakl¬k fonksiyonu

d(A;B) =

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 + (z1 � z2)2

iken taksi uzakl¬k fonksiyonu

dT (A;B) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j+ jz1 � z2j

olarak tan¬mlan¬r.

R3T ; 3-boyutlu taksi uzay¬ndaki birim küre

jxj+ jyj+ jzj = 1

denklemini sa¼glayan (x; y; z) noktalar¬n¬n geometrik yeridir (Şekil 4.1.).

4. 3-BOYUTLU TAKSİ UZAYINDA TAKSİ KÜRESEL
İNVERSİYONLAR
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Şekil 4.1. Merkezil Taksi Birim Küre

4.1 Taksi Küresel ·Inversiyonlar

S taksi küresi merkezi O olan r yar¬çapl¬küre olsun. S taksi küresine göre inversiyon

I(O;r) ile gösterilir ve

I(O;r) : R3T � fOg ! R3T � fOg

I(O;r)(P ) = P
0

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada P 0 noktas¬, OP ¬̧s¬n¬üzerindedir. Ayr¬ca OP �OP 0 = r2

dir ve r; S taksi küresinin yar¬çap¬d¬r. P 0 noktas¬na P noktas¬n¬n S taksi küresine göre

taksi küresel inversi, (Şekil 4.2). O ya da inversiyon merkezi denir. Bir S küresine göre

taksi inversiyonu involusyonludur. Yani her P 2 R3T � fOg için I(O;r)(I(O;r)(P )) = P

dir.
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Şekil 4.2. Merkezil Taksi Kürede ·Invers Noktalar

Örnek 4.1.1 R3T de O = (0; 0; 0); r = 1 ve P = (1; 0; 0) noktas¬için P 0 noktas¬şöyle

bulunur:

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = 1;

1 � dT (O;P 0) = 1

P 0 = (1; 0; 0) = P:

Örnek 4.1.2 R3T de O = (0; 0; 0) r = 1 ve P = (1; 1; 1) noktas¬için P 0 noktas¬ şöyle

bulunur:

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = 1;

3 � dT (O;P 0) = 1

olup O;P; P 0 do¼grudaş oldu¼gundan

P 0 =

�
1

3
;
1

3
;
1

3

�
:
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Örnek 4.1.3 R3T de O = (0; 0; 0) r = 2 ve P = (0; 3; 3) noktas¬için P 0 noktas¬ şöyle

bulunur:

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = 4;

6 � dT (O;P 0) = 4;

P 0 =

�
0;
1

3
;
1

3

�
:

Teorem 4.1.4 R3T de merkezi O = (0; 0; 0) olan r yar¬çapl¬S taksi küresi için P 6= O

olmak üzere P = (x; y; z) ve P 0 = (x0; y0; z0) noktalar¬I(O;r) taksi küresel inversiyonuna

göre invers noktalar iseler P ile P 0 noktalar¬aras¬nda

x0 =
r2x

(jxj+ jyj+ jzj)2 ;

y0 =
r2y

(jxj+ jyj+ jzj)2 ;

z0 =
r2z

(jxj+ jyj+ jzj)2

ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r.

·Ispat: R3T de S; merkezi O = (0; 0; 0) olan r yar¬çapl¬taksi küresi, P = (x; y; z),

P 0 = (x0; y0; z0) 2 R3T olsun. Buna göre P ve P 0 invers noktalar oldu¼gundan inversiyon

tan¬m¬gere¼gince

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2

ve O,P ,P 0 do¼grudaş noktalar olup P 0 2 �!OP dir. Bu taktirde x
0
= kx , y

0
= ky ve

z
0
= kz olacak şekilde k 2 R vard¬r. Böylece

k � dT (O;P ) = dT (O;P 0)

k � dT (O;P )2 = r2

k =
r2

dT (O;P )2
=

r2

(jxj+ jyj+ jzj)2

olarak bulunur ve bulunan k de¼geri yerine konulursa

x0 =
r2x

(jxj+ jyj+ jzj)2 ;
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y0 =
r2y

(jxj+ jyj+ jzj)2 ;

z0 =
r2z

(jxj+ jyj+ jzj)2

şeklinde elde edilir. �

Teorem 4.1.5 R3T de merkezi O = (a; b; c) olan r yar¬çapl¬S taksi küresi için P 6= O

olmak üzere

P = (x; y; z) ve P 0 = (x0; y0; z0) noktalar¬ I(O;r) taksi küresel inversiyonuna göre

invers noktalar iseler P ile P 0 aras¬nda

x0 = a+
r2(x� a)

(jx� aj+ jy � bj+ jz � cj)2 ;

y0 = b+
r2(y � b)

(jx� aj+ jy � bj+ jz � cj)2 ;

z0 = c+
r2(z � c)

(jx� aj+ jy � bj+ jz � cj)2

ba¼glant¬s¬vard¬r.

·Ispat: R3T de S merkezi O = (a; b; c) olan r yar¬çapl¬ taksi küresi ve

P = (x; y; z), P 0 = (x0; y0; z0) 2 R3T olsun. Ayr¬ca P ile P 0 invers noktalar olsun.

Taksi 3-uzay¬nda öteleme dönüşümü uzakl¬klar¬korur. Yani (0; 0; 0) dan (a; b; c) ye

olan öteleme dönüşümü ile (x0; y0; z0) de¼gerleri bulunabilir.

jx� aj+ jy � bj+ jz � cj = r;

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2

O,P ,P 0 do¼grudaş noktalar ve P 0 2 �!
OP olsunlar. Buna göre x

0 � a = k(x � a) ,

y
0 � b = k(y � b) ve z0 � c = k(z � c) olacak şekilde k 2 R vard¬r. Böylece

k � dT (O;P ) = dT (O;P 0)

k � dT (O;P )2 = r2

k =
r2

dT (O;P )2
=

r2

(jx� aj+ jy � bj+ jz � cj)2
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olarak bulunur ve k n¬n bu de¼geri yerine konulursa

x0 = a+
r2(x� a)

(jx� aj+ jy � bj+ jz � cj)2

y0 = b+
r2(y � b)

(jx� aj+ jy � bj+ jz � cj)2

z0 = c+
r2(z � c)

(jx� aj+ jy � bj+ jz � cj)2

şeklinde elde edilir. �

Teorem 4.1.6 O;P;Q noktalar¬R3T de üç farkl¬ do¼grudaş nokta olsun. E¼ger I(O;r)
taksi küresel inversiyonu P yi P 0 ye ve Q yu Q0 ye dönüştürürse

dT (P
0; Q0) =

r2 � dT (P;Q)
dT (O;P ) � dT (O;Q)

dir.

·Ispat: O,P;Q do¼grudaş noktalar¬için P ile P 0 ve Q ile Q0 invers noktalar oldu¼gun-

dan

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 = dT (O;Q) � dT (O;Q0)

dT (P
0; Q0) = jdT (O;P 0)� dT (O;Q0)j

=

���� r2

dT (O;P )
� r2

dT (O;Q)

���� = ����r2 (dT (O;Q)� dT (O;P ))dT (O;P ) � dT (O;Q)

����
=

r2 � dT (P;Q)
dT (O;P ) � dT (O;Q)

elde edilir. �

Teorem 4.1.7 O,P;Q noktalar¬ R3T de do¼grudaş olmayan üç nokta ve P 6= O;

Q 6= O olsun. I(O;r) taksi küresel inversiyonu P yi P 0 ye ve Q yu Q0 ye dönüştüren bir

inversiyon olsun. P ve Q noktalar¬do¼grultusu

D1 = f(1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1)g;

veya

D2 = f(1; 1; 0); (1; 0; 1); (0; 1; 1); (1;�1; 0); (1; 0;�1); (0; 1;�1)g;
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veya

D3 = f(1; 1; 1); (�1; 1; 1)(1;�1; 1); (1; 1;�1)g

kümelerinin herhangi birinin eleman¬olan do¼grular üzerinde ise

dT (P
0; Q0) =

r2 � dT (P;Q)
dT (O;P ) � dT (O;Q)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat: Öteleme 3-boyutlu taksi uzay¬nda izometri oldu¼gundan dolay¬I(O;r) inver-

siyonun merkezini O = (0; 0; 0) orijin olarak almak genelli¼gi bozmaz.

I. Durum P;Q 2 D1 için

1) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) , Q = (0; q; 0) olsun. I(O;r) inversiyonunda P ve Q

noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dT (O;P ) = p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = q olur ve P ve Q noktalar¬n¬n

I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) �dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

p
olup P 0 = ( r

2

p
; 0; 0) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) �dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

q
olup Q0 = (0; r

2

q
; 0) olarak elde

edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

r2

jpj +
r2

jqj =
r2(jpj+ jqj)
jpj jqj =

r2 � dT (P;Q)
dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

2) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) ve Q = (0; 0; q) olsun. I(O;r) inversiyonunda P

ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

p
ve P 0 = ( r

2

p
; 0; 0) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

q
ve Q0 = (0; 0; r

2

q
) olarak elde

edilir. Böylece
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dT (P
0; Q0) =

r2

jpj +
r2

jqj =
r2(jpj+ jqj)
jpj jqj =

r2 � dT (P;Q)
dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

3) P ve Q noktalar¬P = (0; p; 0) , Q = (0; 0; q) olsun. I(O;r) inversiyonunda P ve Q

noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dT (O;P ) = p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = q olur ve P ve Q noktalar¬n¬n

I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

p
ve P 0 = (0; r

2

p
; 0) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

q
ve Q0 = (0; 0; r

2

q
) olarak elde

edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

r2

jpj +
r2

jqj =
r2(jpj+ jqj)
jpj jqj =

r2 � dT (P;Q)
dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

II. Durum P;Q 2 D2 için

1) P ve Q noktalar¬P = (p; p; 0) , Q = (q; 0; q) olsun. I(O;r) inversiyonunda P

ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; r

2

4p
; 0) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = ( r

2

4q
; 0; r

2

4q
) olarak elde

edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ r2

j4pj +
r2

4 jqj =
r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jqj+ jpj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

2) P ve Q noktalar¬P = (p; p; 0) , Q = (0; q; q) olsun. I(O;r) inversiyonunda P

ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze
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uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; r

2

4p
; 0) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = (0; r

2

4q
; r

2

4q
) olarak elde

edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

r2

j4pj +
���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ r2

4 jqj =
r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jqj+ jpj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

3) P ve Q noktalar¬P = (p; p; 0) , Q = (q;�q; 0) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; r

2

4p
; 0) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = ( r

2

4q
;� r2

4q
; 0) olarak

elde edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ ���� r2j4pj + r2

4 jqj

���� = r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jq + pj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jq + pj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

4) P ve Q noktalar¬P = (p; p; 0) , Q = (q; 0;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; r

2

4p
; 0) d¬r. Benzer

şekilde
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dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = ( r

2

4q
; 0;� r2

4q
) olarak

elde edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ r2

j4pj +
r2

4 jqj =
r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jqj+ jpj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

5) P ve Q noktalar¬P = (p; p; 0) , Q = (0; q;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; r

2

4p
; 0) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = (0; r

2

4q
;� r2

4q
) olarak

elde edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

r2

j4pj +
���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ r2

4 jqj =
r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jqj+ jpj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

6) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; p) , Q = (q; 0;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; 0; r

2

4p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = ( r

2

4q
; 0;� r2

4q
) olarak

elde edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ ���� r2j4pj + r2

4 jqj

���� = r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jq + pj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jq + pj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)
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olur.

7) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; p) , Q = (0; q; q) olsun, I(O;r) inversiyonunda P

ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; 0; r

2

4p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = (0; r

2

4q
; r

2

4q
) olarak elde

edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

r2

j4pj +
r2

4 jqj +
���� r2j4pj � r2

4 jqj

���� = r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jqj+ jpj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

8) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; p) , Q = (0; q;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; 0; r

2

4p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = (0; r

2

4q
;� r2

4q
) olarak

elde edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

r2

j4pj +
r2

4 jqj +
���� r2j4pj � r2

4 jqj

���� = r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jqj+ jpj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

9) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; p) , Q = (q;�q; 0) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri
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dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; 0; r

2

4p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = ( r

2

4q
;� r2

4q
; 0) olarak

elde edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ r2

j4qj +
r2

4 jpj+ =
r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2(jqj+ jpj)
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

10) P ve Q noktalar¬P = (0; p; p) , Q = (0; q;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = (0; r

2

4p
; r

2

4p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = (0; r

2

4q
;� r2

4q
) olarak

elde edilir. Böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ ���� r2j4pj + r2

4 jqj

���� = r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jq + pj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jq + pj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

11) P ve Q noktalar¬P = (0; p; p) , Q = (q;�q; 0) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve

Q noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = (0; r

2

4p
; r

2

4p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = ( r

2

4q
;� r2

4q
; 0) olarak

elde edilir. Böylece
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dT (P
0; Q0) =

r2

4 jqj +
���� r2j4pj + r2

4 jqj

����+ r2

j4pj =
r2(jpj+ jqj)
4 jpj jqj +

r2(jpj+ jqj)
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jq + pj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

12) P ve Q noktalar¬P = (0; p; p) , Q = (q; 0;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = (0; r

2

4p
; r

2

4p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = (0; r

2

4q
;� r2

4q
) den

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ ���� r2j4pj + r2

4 jqj

���� = r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 jq + pj
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jq + pj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

13) P ve Q noktalar¬P = (p;�p; 0) , Q = (q; 0;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
;� r2

4p
; 0) d¬r.

Benzer şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = ( r

2

4q
; 0;� r2

4q
) den

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ r2

j4pj +
r2

4 jqj =
r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 (jqj+ jpj)
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

14) P ve Q noktalar¬P = (p;�p; 0) , Q = (0; q;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze
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uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
;� r2

4p
; 0) d¬r.

Benzer şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = (0; r

2

4q
;� r2

4q
) den

dT (P
0; Q0) =

r2

j4pj +
r2

4 jqj +
���� r2j4pj + r2

4 jqj

���� = r2 (jqj+ jpj)
4 jpj jqj +

r2 jq + pj
4 jpj jqj

= r2
jqj+ jpj+ jq + pj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

15) P ve Q noktalar¬P = (p; 0;�p) , Q = (0; q;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 2p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬dT (O;Q) = 2q olur ve P ve Q

noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

2p
ve P 0 = ( r

2

4p
; 0;� r2

4p
) d¬r.

Benzer şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

2q
ve Q0 = (0; r

2

4q
;� r2

4q
) den

dT (P
0; Q0) =

���� r2j4pj � r2

4 jqj

����+ r2

j4pj +
r2

4 jqj =
r2 jq � pj
4 jpj jqj +

r2 (jqj+ jpj)
4 jpj jqj

= r2
jq � pj+ jqj+ jpj

4 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

III. Durum P;Q 2 D3 için

1) P ve Q noktalar¬P = (p; p; p) , Q = (q; q;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 3p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise dT (O;Q) = 3q olur ve P ve

Q noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P )�dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

3p
ve P 0 = ( r

2

9p
; r

2

9p
; r

2

9p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

3q
ve Q0 = ( r

2

9q
; r

2

9q
;� r2

9q
) olur

böylece
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dT (P
0; Q0) =

���� r2j9pj � r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj � r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj + r2

9 jqj

���� = 2r2 jq � pj9 jpj jqj +
r2 jq + pj
9 jpj jqj

= r2
2 jq � pj+ jq + pj

9 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

2) P ve Q noktalar¬P = (p; p; p) , Q = (q;�q; q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 3p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise dT (O;Q) = 3q olur ve P ve

Q noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P )�dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

3p
ve P 0 = ( r

2

9p
; r

2

9p
; r

2

9p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

3q
ve Q0 = ( r

2

9q
;� r2

9q
; r

2

9q
) olur

böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j9pj � r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj � r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj + r2

9 jqj

���� = 2r2 jq � pj9 jpj jqj +
r2 jq + pj
9 jpj jqj

= r2
2 jq � pj+ jq + pj

9 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

3) P ve Q noktalar¬P = (p; p; p) , Q = (�q; q; q) olsun. I(O;r) inversiyonunda P

ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 3p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise dT (O;Q) = 3q olur ve P ve

Q noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) �dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

3p
ve P 0 = ( r

2

9p
; r

2

9p
; r

2

9p
) d¬r. Benzer

şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

3q
ve Q0 = (� r2

9q
; r

2

9q
; r

2

9q
) olur

böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j9pj � r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj � r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj + r2

9 jqj

���� = 2r2 jq � pj9 jpj jqj +
r2 jq + pj
9 jpj jqj

= r2
2 jq � pj+ jq + pj

9 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.
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4) P ve Q noktalar¬P = (�p; p; p), Q = (q; q;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 3p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise dT (O;Q) = 3q olur ve P ve

Q noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

3p
ve P 0 = (� r2

9p
; r

2

9p
; r

2

9p
) d¬r.

Benzer şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

3q
ve Q0 = ( r

2

9q
; r

2

9q
;� r2

9q
) olur

böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j9pj + r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj � r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj + r2

9 jqj

���� = 2r2 jq + pj9 jpj jqj +
r2 jq � pj
9 jpj jqj

= r2
2 jq + pj+ jq � pj

9 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

5) P ve Q noktalar¬P = (�p; p; p), Q = (q;�q; q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 3p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise dT (O;Q) = 3q olur ve P ve

Q noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

3p
ve P 0 = (� r2

9p
; r

2

9p
; r

2

9p
) d¬r.

Benzer şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

3q
ve Q0 = ( r

2

9q
;� r2

9q
; r

2

9q
) olur

böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j9pj + r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj + r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj � r2

9 jqj

���� = 2r2 jq + pj9 jpj jqj +
r2 jq � pj
9 jpj jqj

= r2
2 jq + pj+ jq � pj

9 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur.

6) P ve Q noktalar¬P = (p;�p; p), Q = (q; q;�q) olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬dT (O;P ) = 3p, Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise dT (O;Q) = 3q olur ve P ve

Q noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonu alt¬nda görüntüleri



49

dT (O;P ) � dT (O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;P 0) = r2

3p
ve P 0 = ( r

2

9p
;� r2

9p
; r

2

9p
) d¬r.

Benzer şekilde

dT (O;Q) � dT (O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dT (O;Q0) = r2

3q
ve Q0 = ( r

2

9q
; r

2

9q
;� r2

9q
) olur

böylece

dT (P
0; Q0) =

���� r2j9pj � r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj + r2

9 jqj

����+ ���� r2j9pj + r2

9 jqj

���� = r2 jq � pj
9 jpj jqj + 2

r2 jq + pj
9 jpj jqj

= r2
jq � pj+ 2 jq + pj

9 jpj jqj =
r2 � dT (P;Q)

dT (O;P ) � dT (O;Q)

olur. �

Öklidyen düzlemde C, O merkezli, r yar¬çapl¬bir çember olmak üzere C çemberine

göre inversiyon için aşa¼g¬daki özellikler bilinmektedir.

i) ·Inversiyon merkezinden geçen do¼grular invaryantt¬r.

ii) ·Inversiyon merkezinden geçmeyen do¼grular inversiyon merkezinden geçen çem-

bere dönüşür.

iii) ·Inversiyon merkezinden geçen çemberi inversiyon merkezinden geçmeyen bir

do¼gruya dönüşür.

iv) ·Inversiyon merkezinden geçmeyen çember, inversiyon merkezinden geçmeyen

bir çembere dönüşür.

v) ·Inversiyon çemberi ile eş merkezli çember yine eş merkezli bir çembere dönüşür.

Bu özelliklerden yola ç¬k¬larak taksi küresel inversiyonunda aşa¼g¬daki teoremler

verilebilir:

Teorem 4.1.8 I(O;r) taksi küresel inversiyonu alt¬nda inversiyon merkezinden geçen

her do¼gru ve düzlem invaryant kal¬r.

·Ispat: ·Inversiyon merkezinden geçen her do¼grunun I(O;r) inversiyonuna göre

görüntüsünün kendi oldu¼gu aç¬kt¬r. R3T de tüm Öklidyen ötelemeler birer izometri

oldu¼gundan dolay¬ inversiyon merkezinin orijin al¬nmas¬ genelli¼gi bozmaz. O halde

S, O merkezli r yar¬çapl¬taksi inversiyon küresi ve � de denklemi Mx+Ny+Tz = 0

olan bir düzlem olsun. � ye I(O;r) inversiyonu uygulan¬rsa

x =
r2x0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 ; y =
r2y0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 ; z =
r2z0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2
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oldu¼gundan

M
r2x0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 +N
r2y0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 + T
r2z0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 = 0

ve r 6= 0 oldu¼gundan�
r2
�
(Mx0 +Ny0 + Tz0) =Mx0 +Ny0 + Tz0 = 0

elde edilir. �

Teorem 4.1.9 I(O;r) taksi küresel inversiyonu alt¬nda merkezi O olan her taksi küre

yine O merkezli taksi küreye dönüşür.

·Ispat: S, O merkezli r yar¬çapl¬ taksi inversiyon küresi olsun. I(O;r) alt¬nda

P = (x; y; z) noktas¬ ve S taksi küresi için R3T de ötelemeler uzakl¬¼g¬ korudu¼gundan

S taksi küresinin denklemini jxj + jyj + jzj = r yerine jxj + jyj + jzj = k, k 2 R+

olarak alabiliriz. Teorem 4.1.4.e göre (x; y; z) = r2

(jx0j+jy0j+jz0j)2 (x
0; y0; z0) oldu¼gundan S

taksi küresinin I(O;r) taksi küresel inversi

jx0j+ jy0j+ jz0j = r2

k

olarak I(O;r) alt¬nda merkezi O olan r2

k
yar¬çapl¬küre elde edilir. �

Teorem 4.1.10 I(O;r) taksi küresel inversiyonu alt¬nda S taksi küresinin her kenar¬,

yüzü ve köşesi I(O;r) inversiyonu alt¬nda invaryant kal¬r.

·Ispat: I(O;r) taksi küresel inversiyonu alt¬nda S taksi küresinin üzerindeki tüm

noktalar¬n kendine dönüştü¼gü aç¬kt¬r. �

4.2 Çifte Oran

R3T de l do¼grusu üzerindeki A ve B noktalar¬ için A dan B ye yönlü taksi uzak-

l¬¼g¬dT [AB] ile gösterilsin. E¼ger ¬̧s¬n¬n başlang¬ç noktas¬A ve B yi içeriyorsa pozitif

yönlü yönelme dT [AB] = dT (A;B) ; ¬̧s¬n ters yönlü ise negatif yönlü yönelmedir ve

dT [AB] = �dT (A;B) dir.
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Tan¬m 4.2.1 R3T de bir yönlendirilmiş do¼gru üzerinde dört farkl¬ nokta A;B;C;D

olsun. Bu noktalar¬n taksi çifte oran¬

(AB;CD)T =
dT [AC]

dT [AD]
� dT [BD]
dT [BC]

şeklinde tan¬mlan¬r.

C ve D nin her ikisi de A ve B aras¬ndaysa çifte oran pozitiftir. C ve D , A ile B

nin aras¬nda de¼gilse de poziftir. Ancak fA;Bg ve fC;Dg çiftleri biribirlerinden ayr¬

olurlarsa negatiftir. ·Inversiyon küresinin merkezi A;B;C;D den herhangi biri de¼gilse

çifte oran inversiyon alt¬nda invaryant kal¬r. Bu özellik taksi uzay¬nda geçerlidir.O

halde Teorem 4.1.4 kullan¬larak

���(A0
B

0
; C

0
D

0
)T

��� =

����� dT
�
A
0
C

0�
dT [A

0 ; D0 ]
�
dT
�
B

0
; D

0�
dT [B

0 ; C 0 ]

����� = dT
�
A
0
; C

0�
dT (A

0 ; D0)
�
dT
�
B

0
; D

0�
dT (B

0 ; C 0)

=

r2�dT (A;C)
dT (O;A)�dT (O;C)
r2�dT (A;D)

dT (O;A)�dT (O;D)

�
r2�dT (B;D)

dT (O;B)�dT (O;D)
r2�dT (B;C)

dT (O;B)�dT (O;C)

=
dT (A;C)

dT (A;D)
� dT (B;D)
dT (B;C)

=
dT [A;C]

dT [A;D]
� dT [B;D]
dT [B;C]

= j(AB;CD)T j

olur. Yani taksi küresel inversiyon taksi çifte oran¬korur. O halde aşa¼g¬daki teorem

verilebilir.

Teorem 4.2.2 R3T de O merkezli, r yar¬çapl¬ taksi küresine göre I(O;r) inversiyonu

çifte oran¬korur.

Merkezil taksi birim küresine göre inversiyon alt¬nda aşa¼g¬daki örnekler verilebilir:

Örnek 4.2.3 C ve D noktalar¬n¬n her ikisi de A ve B aras¬nda olmas¬ durumuna

örnek olarak R3T deki A = (1; 1; 1); B = (4; 4; 4); C = (2; 2; 2); D = (3; 3; 3) için çifte

oran hesaplan¬rsa

dT (A;C) = 1 + 1 + 1 = 3;

dT (B;D) = 1 + 1 + 1 = 3;
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dT (A;D) = 2 + 2 + 2 = 6;

dT (B;C) = 2 + 2 + 2 = 6 oldu¼gundan yönlendirmeye de dikkat edilirse

(AB;CD)T =
dT [AC]
dT [AD]

� dT [BD]
dT [BC]

= dT (A;C)
dT (A;D)

� �dT (B;D)�dT (B;C) =
3
6
� �3�6 = +

1
4
olur (Şekil 4.3.).

Şekil 4.3. Merkezil Taksi Kürede Çifte Oran

Örnek 4.2.4 C ve D nin her ikisi de A ve B aras¬nda de¼gil iken R3T deki

A = (2; 2; 2); B = (3; 3; 3); C = (1; 1; 1); D = (4; 4; 4) için çifte oran hesaplan¬rsa

dT (A;C) = 1 + 1 + 1 = 3;

dT (B;D) = 1 + 1 + 1 = 3;

dT (A;D) = 2 + 2 + 2 = 6;

dT (B;C) = 2 + 2 + 2 = 6 oldu¼gundan yönlendirmeye de dikkat edilirse

(AB;CD)T =
dT [AC]
dT [AD]

� dT [BD]
dT [BC]

= dT (A;C)
dT (A;D)

� �dT (B;D)�dT (B;C) =
3
6
� �3�6 = +

1
4
olur (Şekil 4.4.)
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Şekil 4.4. Merkezil Taksi Kürede Çifte Oran

Örnek 4.2.5 C noktas¬A ve B aras¬nda iken D noktas¬arada olmazsa R3T deki A =

(2; 2; 2); B = (4; 4; 4); C = (1; 1; 1); D = (3; 3; 3) için çifte oran hesaplan¬rsa

dT (A;C) = 1 + 1 + 1 = 3;

dT (B;D) = 1 + 1 + 1 = 3;

dT (A;D) = 2 + 2 + 2 = 6;

dT (B;C) = 3 + 3 + 3 = 9 oldu¼gundan yönlendirmeye de dikkat edilirse

(AB;CD)T =
dT [AC]
dT [AD]

� dT [BD]
dT [BC]

= �dT (A;C)
dT (A;D)

� �dT (B;D)�dT (B;C) =
�3
6
� �3�9 = �

1
6
olur (Şekil 4.5.).
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Şekil 4.5. Merkezil Taksi Kürede Çifte Oran

4.3 Harmonik Eşlenikler

Tan¬m 4.3.1 A ve B; R3T de bir l do¼grusu üzerindeki iki nokta olsun. l üzerindeki

fC;Dg çifti için

dT [AC]

dT [CB]
=
dT [AD]

dT [DB]

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa A ve B harmonik olarak bölünür denir. C ve D noktalar¬na A

ve B ye göre taksi harmonik eşlenikler denir ve H(AB;CD)T ile gösterilir. C ve D

noktalar¬n¬n A ve B ye göre taksi harmonik eşlenik olmas¬için gerek ve yeter koşulun

(AB;CD)T = �1 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 4.3.2 S, O = (0; 0; 0) merkezli taksi küre ve [A;B] do¼gru parças¬S küresinin

çap¬olsun. [A;B] yi içten ve d¬̧stan bölen OA ¬̧s¬n¬n¬n farkl¬iki noktas¬P ve P 0 olsun.
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P ve P 0 noktalar¬A ve B ye göre taksi harmonik eşlenik olmas¬ için gerek ve yeter

koşul P ve P 0 noktalar¬n¬n I(O;r) inversiyonuna göre invers noktalar olmas¬d¬r.

·Ispat: P ve P 0 noktalar¬A ve B ye göre taksi harmonik eşlenik olsunlar. Böylece

(AB;PP 0)T = �1;

dT [AP ]

dT [AP 0]
� dT [BP

0]

dT [BP ]
= �1:

P noktas¬[A;B] do¼gru parças¬n¬içten böldü¼günden ve P , OB ¬̧s¬n¬üzerinde oldu¼gun-

dan dT (P;B) = r� dT (O;P ) ve dT (A;P ) = r+ dT (O;P ) d¬r. P 0 noktas¬[A;B] do¼gru

parças¬n¬ d¬̧stan böldü¼günden ve P 0, OB ¬̧s¬n¬ üzerinde oldu¼gundan

dT (A;P
0) = r+ dT (O;P

0) ve dT (B;P 0) = �r+ dT (O;P 0) dür. Böylece

r + dT (O;P )

r + dT (O;P 0)
� �r + dT (O;P

0)

�r + dT (O;P )
= �1;

(r + dT (O;P ))�(�r + dT (O;P 0)) = r2�rdT (O;P )+rdT (O;P 0)�dT (O;P 0) dT (O;P ) :

Buradan dT (O;P ) dT (O;P
0) = r2 elde edilir. Böylece P ve P 0 noktalar¬n¬n taksi

küresine göre I(O;r) inversiyonda invers noktalar oldu¼gu ortaya ç¬kar. Tersine P ve P 0

noktalar¬I(O;r) inversiyonuna göre invers noktalar ise ispat benzerdir. �



56

R3c Çin dama uzay¬, R3 Öklid uzay¬ ile hemen hemen ayn¬ özelliklere sahiptir.

Örne¼gin noktalar¬, do¼grular¬ve düzlemleri ayn¬d¬r ve aç¬lar¬da ayn¬yolla ölçülür. An-

cak uzakl¬k fonksiyonu farkl¬d¬r (Geli̧sgen, Kaya, Özcan, 2006).

A = (x1; y1; z1); B = (x2; y2; z2) 2 R3 için Öklid uzakl¬k fonksiyonu

d(A;B) =

q
(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 + (z1 � z2)2

iken

A = (x1; y1; z1); B = (x2; y2; z2) 2 R3c için Çin dama uzakl¬k fonksiyonu

dL(A;B) = max fjx1 � x2j ; jy1 � y2j ; jz1 � z2jg

ve

dS(A;B) = min fjx1 � x2j+ jy1 � y2j ; jx1 � x2j+ jz1 � z2j ; jy1 � y2j+ jz1 � z2jg

olmak üzere

dc(A;B) = dL(A;B) +
�p
2� 1

�
dS(A;B)

olarak tan¬mlan¬r.

R3c Çin dama uzay¬ndaki merkezil birim küre ise

max fjxj ; jyj ; jzjg+
�p
2� 1

�
min fjxj+ jyj ; jxj+ jzj ; jyj+ jzjg = 1

denklemini sa¼glayan (x; y; z) noktalar¬n¬n geometrik yeridir (Şekil 5.1.). Burada kaŗs¬laş¬lan

küre Catalan cisimlerden biri olan herbir yüzü eş deltoidli yirmi dört yüzlü bir cisimdir.

3-BOYUTLU ÇİN DAMA UZAYINDA ÇİN DAMA 
KÜRESEL İNVERSİYONLAR

5.
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Şekil 5.1. R3c Çin Dama Uzay¬nda Merkezil Küre

5.1 Çin Dama Küresel ·Inversiyonlar

R3c de S Çin dama küresinin merkezi O ve yar¬çap¬r olsun. I(O;r) de Çin dama küre-

sel inversiyonu uzaydaki P noktas¬n¬P 0 noktas¬na eşleyen aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan

bir dönüşümdür:

I(O;r) : R3c � fOg ! R3c � fOg

I(O;r)(P ) = P
0

i) P 0 noktas¬OP ¬̧s¬n¬üzerindedir.

ii) dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2

P 0 noktas¬P noktas¬n¬n S küresine göre Çin dama küresel inversidir ve O da inver-

siyon merkezidir. Ayr¬ca bir S Çin dama küresine göre Çin dama küresel inversiyonu

involusyonludur.

Teorem 5.1.1 S, I(O;r) Çin dama küresel inversiyonunda O merkezli bir Çin dama

küresi olsun. P noktas¬S nin d¬̧s¬nda ise P nin inversi olan P 0 noktas¬kürenin içindedir

(Şekil 5.2.). Tersi de geçerlidir.
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·Ispat: P noktas¬S nin d¬̧s¬nda ise dc(O;P ) > r olur. P 0 = I(O;r)(P ) ise

dc(O;P )�dc(O;P 0) = r2 .Böylece r2 = dc(O;P )�dc(O;P 0) > r�dc(O;P 0) oldu¼gundan

r > dc(O;P
0)

olur. Tersi de benzer şekilde gösterilir.

Şekil 5.2. Merkezil Çin Dama Küresinde ·Invers Noktalar

�

Örnek 5.1.2 I(O;r) Çin dama küresel inversiyonu, Çin dama inversiyon küresi üz-

erindeki noktay¬kendisine dönüştürür. O = (0; 0; 0), r = 1 olmak üzere P = (1; 0; 0)

noktas¬için P 0 noktas¬

dc(O;P ) = 1 oldu¼gundan

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = 1;

1 � dc(O;P 0) = 1;

dc(O;P
0) = 1 ve P 0 = (1; 0; 0)

olarak bulunur. Böylece I(O;r)(P ) = P dir.
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Örnek 5.1.3 I(O;r) inversiyonu, Çin dama inversiyon küresinin d¬̧s¬ndaki noktay¬küre

içindeki bir noktaya dönüştürür. O = (0; 0; 0), r = 1 ve P = (1; 1; 1) noktas¬için P 0

noktas¬

dc(O;P ) = 2
p
2� 1 oldu¼gundan

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = 1;

�
2
p
2� 1

�
� dc(O;P 0) = 1;

O; P; P 0 do¼grudaş oldu¼gundan

dc(O;P
0) =

2
p
2 + 1

7
ve P 0 =

 
2
p
2 + 1

7
;
2
p
2 + 1

7
;
2
p
2 + 1

7

!
olur.

Örnek 5.1.4 I(O;r) inversiyonu, Çin dama inversiyon küresinin içindeki noktay¬küre

d¬̧s¬ndaki bir noktaya dönüştürür. O = (0; 0; 0), r = 1 ve P = (1
2
; 0; 0) noktas¬için P 0

noktas¬

dc(O;P ) =
1
2
oldu¼gundan

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = 1;

1

2
� dc(O;P 0) = 1;

dc(O;P
0) = 2 ve P 0 = (2; 0; 0)

olarak bulunur.

Teorem 5.1.5 S; R3c de merkezi O = (0; 0; 0) olan r yar¬çapl¬Çin dama küresi için

P 6= O olmak üzere P = (x; y; z) ve P 0 = (x0; y0; z0) noktalar¬I(O;r) Çin dama küresel

inversiyonuna göre invers noktalar iseler P ile P 0 aras¬nda

P 0 =
r2

(dc(O;P ))
2P

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.
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·Ispat: S; R3c de merkezi O = (0; 0; 0) olan r yar¬çapl¬Çin dama küresi ve

P = (x; y; z) ve P 0 = (x0; y0; z0) noktalar¬için

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2�
dL(O;P ) +

�p
2� 1

�
dS(O;P )

�
�
�
dL(O;P

0) +
�p
2� 1

�
dS(O;P

0)
�
= r2

dir. Burada P ve P 0 noktalar¬n¬n konumuna göre 6 farkl¬durum ortaya ç¬kar:

jxj � jyj � jzj ; jxj � jzj � jyj ; jyj � jxj � jzj ;

jyj � jzj � jxj ; jzj � jxj � jyj ve jzj � jyj � jxj

O;P; P 0 noktalar¬do¼grudaş oldu¼gundan x0 = kx , y0 = ky , z0 = kz olacak şekilde

k 2 R vard¬r. Böylece

�
dL(O;P ) +

�p
2� 1

�
dS(O;P )

�
�
�
kdL(O;P

0) + k
�p
2� 1

�
dS(O;P

0)
�
= r2

ve

dc(O;P ) = dL(O;P ) +
�p
2� 1

�
dS(O;P )

eşitliklerinden

k =
r2

(dc(O;P ))
2

elde edilir ve bu ifade x0 = kx , y0 = ky , z0 = kz de yerine konulursa

x0 =
r2x

(dc(O;P ))
2

y0 =
r2y

(dc(O;P ))
2

z0 =
r2z

(dc(O;P ))
2

dir. Böylece

P 0 =
r2

(dc(O;P ))
2P

sonucu ortaya ç¬km¬̧s olur.
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Teorem 5.1.6 R3c de merkezi O = (a; b; c) olan r yar¬çapl¬S Çin dama küresi için

P 6= O olmak üzere P = (x; y; z) ve P 0 = (x0; y0; z0) noktalar¬I(O;r) Çin dama küresel

inversiyonuna göre invers noktalar iseler P ile P 0 aras¬nda

P 0 �O = r2

(dc(O;P ))
2 (P �O)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

·Ispat: R3c de O = (a; b; c) merkezli r yar¬çapl¬S Çin dama küresinin denklemi

dL(O;P ) +
�p
2� 1

�
dS(O;P ) = r

dir. Bu küreye göre P = (x; y; z) ve P 0 = (x0; y0; z0) invers noktalar oldu¼gundan

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2

şart¬n¬ sa¼glar. Böylece P ve P 0 noktalar¬n¬n konumuna göre 6 farkl¬ durum ortaya

ç¬kar:

jx� aj � jy � bj � jz � cj ; jx� aj � jz � cj � jy � bj ; jy � bj � jx� aj � jz � cj ;

jy � bj � jz � cj � jx� aj ; jz � cj � jx� aj � jy � bj ve jz � cj � jy � bj � jx� aj

O;P; P 0 noktalar¬do¼grudaş oldu¼gundan x0 � a = k (x� a) ,

y0 � b = k (y � b) , z0 � c = k (z � c) olacak şekilde k 2 R vard¬r. Böylece

(dc(O;P )) � (k � dc(O;P )) = r2

eşitli¼ginden

k =
r2

(dc(O;P ))
2

olarak bulunur ve bu ifade x0 � a = k (x� a) ,y0 � b = k (y � b) , z0 � c = k (z � c)

ifadesinde yerlerine konulursa

x0 = a+
r2 (x� a)
(dc(O;P ))

2
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y0 = b+
r2 (y � b)
(dc(O;P ))

2

z0 = c+
r2 (z � c)
(dc(O;P ))

2

ifadeleri elde edilir. Böylece

P 0 �O = r2

(dc(O;P ))
2 (P �O)

elde edilmi̧s olur.

Teorem 5.1.7 O,P;Q noktalar¬R3c de üç farkl¬do¼grudaş nokta olsun. E¼ger I(O;r) Çin

dama küresel inversiyonu P yi P 0 ye ve Q yu Q0 ye dönüştüren inversiyon ise

dc(P
0; Q0) =

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

dir.

·Ispat: O,P;Q do¼grudaş noktalar¬ve I(O;r) Çin dama küresel inversiyonuna göre

P ile P 0 ve Q ile Q0 invers noktalar oldu¼gundan

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 = dc(O;Q) � dc(O;Q0)

dir.

dc(P
0; Q0) = jdc(O;P 0)� dc(O;Q0)j

=

���� r2

dc(O;P )
� r2

dc(O;Q)

���� = ����r2 (dc(O;Q)� dc(O;P ))dc(O;P ) � dc(O;Q)

����
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

elde edilir. �

Teoremle ilgili aşa¼g¬daki örnekler verilebilir.

�
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Örnek 5.1.8 R3c de do¼grudaş üç nokta O = (0; 0; 0); P = (1; 1; 1); Q = (2; 2; 2) ve

r = 2
p
2 olsun. O inversiyon merkezi olmak üzere

P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;Q) = max f2; 2; 2g +
�p
2� 1

�
min f4; 4; 4g = 4

p
2 � 2 ve P noktas¬n¬n Q

noktas¬na olan uzakl¬¼g¬

dc(P;Q) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;P 0) = 2
p
2+1
7

ve

P 0 =

 
8(9 + 4

p
2)

45
;
8(9 + 4

p
2)

45
;
8(9 + 4

p
2)

45

!
;

dc(O;Q) � dc(O;Q0) = r2 eşitli¼ginden dc(O;Q0) =
4(2

p
2+1)
7

ve

Q0 =

 
4(9 + 4

p
2)

45
;
4(9 + 4

p
2)

45
;
4(9 + 4

p
2)

45

!
;

dc(P
0; Q0) = 4(9+4

p
2)

45
+
�p
2� 1

� 8(9+4p2)
45

olur. Böylece

dc(P
0; Q0) =

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

=
8 �
�
2
p
2� 1

��
2
p
2� 1

�
�
�
4
p
2� 2

�
eşitli¼gi sa¼glan¬r ve bu noktalar için teoremin ifadesindeki ba¼g¬nt¬sa¼glanm¬̧s olur.

Örnek 5.1.9 R3c de do¼grudaş olmayan üç nokta O = (0; 0; 0); P = (1; 0; 0);

Q = (2; 2; 2) ve r = 2
p
2 olsun. O inversiyon merkezi olmak üzere

P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f1; 0; 0g+
�p
2� 1

�
min f1; 1; 0g = 1 ve

Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;Q) = max f2; 2; 2g +
�p
2� 1

�
min f4; 4; 4g = 4

p
2 � 2 ve P noktas¬n¬n Q

noktas¬na olan uzakl¬¼g¬

dc(P;Q) = max f1; 2; 2g+
�p
2� 1

�
min f3; 3; 4g = 3

p
2� 1 olmak üzere

dc(O;P ) � dc(O;P 0) = r2 den dc(O;P 0) = 8 ve

P 0 = (8; 0; 0)
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dc(O;Q) � dc(O;Q0) = r2 den dc(O;Q0) =
4(2

p
2+1)
7

ve

Q0 =

 
4(9 + 4

p
2)

45
;
4(9 + 4

p
2)

45
;
4(9 + 4

p
2)

45

!

şeklinde elde edilir. dc(P 0; Q0) =
4(9+4

p
2)

45
+
�p
2� 1

�
8 olur böylece

dc(P
0; Q0) =

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

6=
8 �
�
3
p
2� 1

�
1 �
�
4
p
2� 2

�
sonucu elde edilir. Yani do¼grudaş olmayan noktalar için teoremin ifadesinin geçerli

olmad¬¼g¬görülür.

Teorem 5.1.10 O;P;Q noktalar¬ R3c de do¼grudaş olmayan üç nokta ve I(O;r) Çin

dama küresel inversiyonu P yi P 0 ye ve Q yu Q0 ye dönüştürsün. Bu taktirde uzayda

do¼grultusu u1 = (1; 0; 0); u2 = (�1; 0; 0); u3 = (0; 1; 0); u4 = (0;�1; 0);

u5 = (0; 0; 1); u6 = (0; 0;�1); u7 =
�
1p
2
; 1p

2
; 0
�
; u8 =

�
� 1p

2
;� 1p

2
; 0
�
; u9 =

�
� 1p

2
; 1p

2
; 0
�
;

u10 =
�
1p
2
;� 1p

2
; 0
�
; u11 =

�
1p
2
; 0; 1p

2

�
; u12 =

�
� 1p

2
; 0;� 1p

2

�
; u13 =

�
� 1p

2
; 0; 1p

2

�
;

u14 =
�
1p
2
; 0;� 1p

2

�
; u15 =

�
0; 1p

2
; 1p

2

�
; u16 =

�
0;� 1p

2
;� 1p

2

�
; u17 =

�
0;� 1p

2
; 1p

2

�
;

u18 =
�
0; 1p

2
;� 1p

2

�
olan

D1 = fui j i 2 1; 2; :::; 18g

veya v1 =
�

1
2
p
2�1 ;

1
2
p
2�1 ;

1
2
p
2�1

�
; v2 =

�
� 1
2
p
2�1 ;

1
2
p
2�1 ;

1
2
p
2�1

�
;

v3 =
�

1
2
p
2�1 ;�

1
2
p
2�1 ;

1
2
p
2�1

�
; v4 =

�
1

2
p
2�1 ;

1
2
p
2�1 ;�

1
2
p
2�1

�
;

v5 =
�

1
2
p
2�1 ;�

1
2
p
2�1 ;�

1
2
p
2�1

�
; v6 =

�
� 1
2
p
2�1 ;

1
2
p
2�1 ;�

1
2
p
2�1

�
;

v7 =
�
� 1
2
p
2�1 ;�

1
2
p
2�1 ;

1
2
p
2�1

�
; v8 =

�
� 1
2
p
2�1 ;�

1
2
p
2�1 ;�

1
2
p
2�1

�
olan

D2 = fvi j i 2 1; 2; :::; 8g

veya t1 =
�
1;
p
2 + 1; 0

�
; t2 =

�
1;�

�p
2 + 1

�
; 0
�
; t3 =

�
�1;

p
2 + 1; 0

�
;

t4 =
�
�1;�

�p
2 + 1

�
; 0
�
; t5 =

�
1; 0;

p
2 + 1

�
; t6 =

�
1; 0;�

�p
2 + 1

��
;

t7 =
�
�1; 0;

p
2 + 1

�
; t8 =

�
�1; 0;�

�p
2 + 1

��
; t9 =

�
0;
p
2 + 1; 1

�
;
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t10 =
�
0;�

�p
2 + 1

�
; 1
�
; t11 =

�
0;
p
2 + 1;�1

�
; t12 =

�
0;�

�p
2 + 1

�
;�1

�
;

t13 =
�
0; 1;

p
2 + 1

�
; t14 =

�
0; 1;�

�p
2 + 1

��
; t15 =

�
0;�1;

p
2 + 1

�
;

t16 =
�
0;�1;�

�p
2 + 1

��
; t17 =

�p
2 + 1; 0; 1

�
; t18 =

�
�
�p
2 + 1

�
; 0; 1

�
;

t19 =
�p
2 + 1; 0;�1

�
; t20 =

�
�
�p
2 + 1

�
; 0;�1

�
; t21 =

�p
2 + 1; 1; 0

�
;

t22 =
�
�
�p
2 + 1

�
; 1; 0

�
; t23 =

�p
2 + 1;�1; 0

�
; t24 =

�
�
�p
2 + 1

�
;�1; 0

�
;

t25 =
�
1;
p
2� 1; 0

�
; t26 =

�
1;�

�p
2� 1

�
; 0
�
; t27 =

�
�1;

p
2� 1; 0

�
;

t28 =
�
�1;�

�p
2� 1

�
; 0
�
; t29 =

�
1; 0;

p
2� 1

�
; t30 =

�
1; 0;�

�p
2� 1

��
;

t31 =
�
�1; 0;

p
2� 1

�
, t32 =

�
�1; 0;�

�p
2� 1

��
, t33 =

�
0;
p
2� 1; 1

�
;

t34 =
�
0;�

�p
2� 1

�
; 1
�
; t35 =

�
0;
p
2� 1;�1

�
; t36 =

�
0;�

�p
2� 1

�
;�1

�
;

t37 =
�
0; 1;

p
2� 1

�
; t38 =

�
0; 1;�

�p
2� 1

��
; t39 =

�
0;�1;

p
2� 1

�
;

t40 =
�
0;�1;�

�p
2� 1

��
; t41 =

�p
2� 1; 0; 1

�
; t42 =

�
�
�p
2� 1

�
; 0; 1

�
;

t43 =
�p
2� 1; 0;�1

�
; t44 =

�
�
�p
2� 1

�
; 0;�1

�
; t45 =

�p
2� 1; 1; 0

�
;

t46 =
�
�
�p
2� 1

�
; 1; 0

�
; t47 =

�p
2� 1;�1; 0

�
; t48 =

�
�
�p
2� 1

�
;�1; 0

�
olan

D3 = fti j i 2 1; 2; :::; 48g

kümelerinin eleman¬olan do¼grular üzerinde al¬nan P ve Q noktalar¬için

dc(P
0; Q0) =

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat: I.Durum P;Q 2 D1 için

1) P = (p; 0; 0) , Q = (0; q; 0) iken I(O;r) inversiyonunda P ve Q noktalar¬n¬n

görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max fp; 0; 0g +
�p
2� 1

�
min fp; 0; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;Q) = max f0; q; 0g +
�p
2� 1

�
min f0; 0; qg = q olur. Böylece P ve Q nokta-

lar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
; 0; 0

�
; Q0 =

�
0;
r2

q
; 0

�
bulunur (Şekil 5.3.). Buradan da
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dc(P
0; Q0) = max

�����r2p
���� ; ����r2q

���� ; 0�+ �p2� 1�min�����r2p + r2q
���� ; ����r2p

���� ; ����r2q
�����

elde edilir. dc(P 0; Q0) iki ayr¬durumda incelenir:

i)
��� r2p ��� � ��� r2q ��� olmas¬halinde

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1� ����r2q

���� = r2
�
jqj+

�p
2� 1

�
jpj
�

jpj � jqj =
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

ii)
��� r2p ��� � ��� r2q ��� olmas¬halinde ise

dc(P
0; Q0) =

����r2q
����+ �p2� 1� ����r2p

���� = r2
�
jpj+

�p
2� 1

�
jqj
�

jpj � jqj =
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

2) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) , Q = (0; 0; q) olsun, I(O;r) inversiyonunda P ve Q

noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max fp; 0; 0g +
�p
2� 1

�
min fp; 0; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max f0; 0; qg +
�p
2� 1

�
min f0; 0; qg = q olur. Böylece P ve Q nokta-

lar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
; 0; 0

�
; Q0 =

�
0; 0;

r2

q

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�����r2p
���� ; 0; ����r2q

�����+ �p2� 1�min�����r2p
���� ; ����r2p + r2q

���� ; ����r2q
�����

elde edilir. dc(P 0; Q0) iki ayr¬durumda incelenir:

i)
��� r2p ��� � ��� r2q ��� olmas¬halinde

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1� ����r2q

���� = r2
�
jqj+

�p
2� 1

�
jpj
�

jpj � jqj =
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)
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olur.

ii)
��� r2p ��� � ��� r2q ��� olmas¬halinde ise

dc(P
0; Q0) =

����r2q
����+ �p2� 1� ����r2p

���� = r2
�
jpj+

�p
2� 1

�
jqj
�

jpj � jqj =
r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

3) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) , Q =
�
qp
2
; qp

2
; 0
�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max fp; 0; 0g +
�p
2� 1

�
min fp; 0; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; qp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
; 0; 0

�
; Q0 =

�
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2
; 0

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
���� ; 0�+�p

2� 1
�
min

�����r2p � r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
���� ; ����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2qp2
����+ �p2� 1� ����r2p � r2

q
p
2

���� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

4) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) , Q =
�
� qp

2
; qp

2
; 0
�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max fp; 0; 0g +
�p
2� 1

�
min fp; 0; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise
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dc(O;Q) = max
n

qp
2
; qp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
; 0; 0

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2
; 0

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�����r2p + r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
���� ; 0�+�p

2� 1
�
min

�����r2p + r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
���� ; ����r2p + r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p + r2

q
p
2

����+ �p2� 1� ���� r2qp2
���� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

5) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) , Q =
�
qp
2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max fp; 0; 0g +
�p
2� 1

�
min fp; 0; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
; 0; 0

�
; Q0 =

�
r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
���� ; 0�+�p

2� 1
�
min

�����r2p � r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
���� ; ����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2qp2
����+ �p2� 1� ����r2p � r2

q
p
2

���� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)
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olur.

6) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) , Q =
�
� qp

2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max fp; 0; 0g +
�p
2� 1

�
min fp; 0; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
; 0; 0

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�����r2p + r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
���� ; 0�+�p

2� 1
�
min

�����r2p + r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
���� ; ����r2p + r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p + r2

q
p
2

����+ �p2� 1� ���� r2qp2
���� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

7) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) , Q =
�
0; qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max fp; 0; 0g +
�p
2� 1

�
min fp; 0; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
; 0; 0

�
; Q0 =

�
0;
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da
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dc(P
0; Q0) = max

�����r2p
���� ; ���� r2qp2

���� ; ���� r2qp2
�����+�p

2� 1
�
min

�����r2p
����+ ���� r2qp2

���� ; ����r2p
����+ ���� r2qp2

���� ; ���� r2qp2
����+ ���� r2qp2

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1������ r2qp2

����+ ���� r2qp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

8) P ve Q noktalar¬P = (p; 0; 0) , Q =
�
0;� qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max fp; 0; 0g +
�p
2� 1

�
min fp; 0; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
; 0; 0

�
; Q0 =

�
0;� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�����r2p
���� ; ���� r2qp2

���� ; ���� r2qp2
�����+�p

2� 1
�
min

�����r2p
����+ ���� r2qp2

���� ; ����r2p
����+ ���� r2qp2

���� ; ���� r2qp2
����+ ���� r2qp2

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1������ r2qp2

����+ ���� r2qp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

9) P ve Q noktalar¬P = (0; p; 0) , Q = (0; 0; q) olsun, I(O;r) inversiyonunda P ve Q

noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; p; 0g +
�p
2� 1

�
min f0; p; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze
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uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max f0; 0; qg +
�p
2� 1

�
min f0; 0; qg = q olur. Böylece P ve Q nokta-

lar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0;
r2

p
; 0

�
; Q0 =

�
0; 0;

r2

q

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�
0;

����r2p
���� ; ����r2q

�����+ �p2� 1�min�����r2p
���� ; ����r2q

���� ; ����r2p
����+ ����r2q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1� ����r2q

���� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

10) P ve Q noktalar¬P = (0; p; 0) , Q =
�
qp
2
; qp

2
; 0
�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; p; 0g +
�p
2� 1

�
min f0; p; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; qp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0;
r2

p
; 0

�
; Q0 =

�
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2
; 0

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2qp2
���� ; ����r2p � r2

q
p
2

���� ; 0�+�p
2� 1

�
min

�����r2p � r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
���� ; ����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2qp2
����+ �p2� 1� ����r2p � r2

q
p
2

���� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)
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olur.

11) P ve Q noktalar¬P = (0; p; 0) , Q =
�
� qp

2
; qp

2
; 0
�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; p; 0g +
�p
2� 1

�
min f0; p; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; qp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0;
r2

p
; 0

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2
; 0

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2qp2
���� ; ����r2p + r2

q
p
2

���� ; 0�+�p
2� 1

�
min

�����r2p + r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
���� ; ����r2p + r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p + r2

q
p
2

����+ �p2� 1� ���� r2qp2
���� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

12) P ve Q noktalar¬P = (0; p; 0) , Q =
�
qp
2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; p; 0g +
�p
2� 1

�
min f0; p; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0;
r2

p
; 0

�
; Q0 =

�
r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da
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dc(P
0; Q0) = max

����� r2qp2
���� ; ����r2p

���� ; ���� r2qp2
�����+�p

2� 1
�
min

����� r2qp2
����+ ����r2p

���� ; ����r2p
����+ ���� r2qp2

���� ; ���� r2qp2
����+ ���� r2qp2

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1������ r2qp2

����+ ���� r2qp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

13) P ve Q noktalar¬P = (0; p; 0) , Q =
�
� qp

2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; p; 0g +
�p
2� 1

�
min f0; p; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0;
r2

p
; 0

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2qp2
���� ; ����r2p

���� ; ���� r2qp2
�����+�p

2� 1
�
min

����� r2qp2
����+ ����r2p

���� ; ����r2p
����+ ���� r2qp2

���� ; ���� r2qp2
����+ ���� r2qp2

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1������ r2qp2

����+ ���� r2qp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

14) P ve Q noktalar¬P = (0; p; 0) , Q =
�
0; qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬
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dc(O;P ) = max f0; p; 0g +
�p
2� 1

�
min f0; p; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0;
r2

p
; 0

�
; Q0 =

�
0;
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�
0;

����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����+�p

2� 1
�
min

�����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
���� ; ����r2p � r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2qp2
����+ �p2� 1������r2p � r2

q
p
2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

15) P ve Q noktalar¬P = (0; p; 0) , Q =
�
0;� qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; p; 0g +
�p
2� 1

�
min f0; p; 0g = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0;
r2

p
; 0

�
; Q0 =

�
0;� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�
0;

����r2p + r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����+�p

2� 1
�
min

�����r2p + r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
���� ; ����r2p + r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
�����
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ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p + r2

q
p
2

����+ �p2� 1� ���� r2qp2
���� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

16) P ve Q noktalar¬P = (0; 0; p) , Q =
�
qp
2
; qp

2
; 0
�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; 0; pg +
�p
2� 1

�
min f0; 0; pg = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; qp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0; 0;

r2

p

�
; Q0 =

�
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2
; 0

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2qp2
���� ; ���� r2qp2

���� ; ����r2p
�����+�p

2� 1
�
min

����� r2qp2
����+ ���� r2qp2

���� ; ���� r2qp2
����+ ����r2p

���� ; ���� r2qp2
����+ ����r2p

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1������ r2qp2

����+ ���� r2qp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

17) P ve Q noktalar¬P = (0; 0; p) , Q =
�
� qp

2
; qp

2
; 0
�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; 0; pg +
�p
2� 1

�
min f0; 0; pg = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; qp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince
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P 0 =

�
0; 0;

r2

p

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2
; 0

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2qp2
���� ; ���� r2qp2

���� ; ����r2p
�����+�p

2� 1
�
min

����� r2qp2
����+ ���� r2qp2

���� ; ���� r2qp2
����+ ����r2p

���� ; ���� r2qp2
����+ ����r2p

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

����r2p
����+ �p2� 1������ r2qp2

����+ ���� r2qp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

18) P ve Q noktalar¬P = (0; 0; p) , Q =
�
qp
2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; 0; pg +
�p
2� 1

�
min f0; 0; pg = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0; 0;

r2

p

�
; Q0 =

�
r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2qp2
���� ; 0; ����r2p � r2

q
p
2

�����+�p
2� 1

�
min

����� r2qp2
���� ; ���� r2qp2

����+ ����r2p � r2

q
p
2

���� ; ����r2p � r2

q
p
2

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2qp2
����+ �p2� 1������r2p � r2

q
p
2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.
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19) P ve Q noktalar¬P = (0; 0; p) , Q =
�
� qp

2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; 0; pg +
�p
2� 1

�
min f0; 0; pg = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0; 0;

r2

p

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2qp2
���� ; 0; ����r2p � r2

q
p
2

�����+�p
2� 1

�
min

����� r2qp2
���� ; ���� r2qp2

����+ ����r2p � r2

q
p
2

���� ; ����r2p � r2

q
p
2

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2qp2
����+ �p2� 1������r2p � r2

q
p
2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

20) P ve Q noktalar¬P = (0; 0; p) , Q =
�
0; qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; 0; pg +
�p
2� 1

�
min f0; 0; pg = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0; 0;

r2

p

�
; Q0 =

�
0;
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da
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dc(P
0; Q0) = max

�
0;

���� r2qp2
���� ; ����r2p � r2

q
p
2

�����+�p
2� 1

�
min

�����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
���� ; ����r2p � r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2qp2
����+ �p2� 1������r2p � r2

q
p
2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

21) P ve Q noktalar¬P = (0; 0; p) , Q =
�
0;� qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max f0; 0; pg +
�p
2� 1

�
min f0; 0; pg = p ve Q noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0; 0;

r2

p

�
; Q0 =

�
0;� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

�
0;

����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
�����+�p

2� 1
�
min

�����r2p � r2

q
p
2

���� ; ���� r2qp2
���� ; ����r2p � r2

q
p
2

����+ ���� r2qp2
�����

ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2qp2
����+ �p2� 1� ����r2p � r2

q
p
2

���� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

22) P ve Q noktalar¬P =
�
pp
2
; pp

2
; 0
�
, Q =

�
� qp

2
; qp

2
; 0
�
olsun, I(O;r) inversiy-

onunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬
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dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; qp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
p
2
;
r2

p
p
2
; 0

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2
; 0

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 � r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2 + r2

q
p
2

���� ; 0�+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p + 1q
���� ; ����1p � 1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2 � r2

q
p
2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

23) P veQ noktalar¬P = ( pp
2
; pp

2
; 0) , Q =

�
qp
2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
p
2
;
r2

p
p
2
; 0

�
; Q0 =

�
r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 � r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p � 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
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ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2
����+ �p2� 1������ r2pp2 � r2

q
p
2

����+ ���� r2pp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

24) P ve Q noktalar¬P =
�
pp
2
; pp

2
; 0
�
, Q =

�
� qp

2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
p
2
;
r2

p
p
2
; 0

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 + r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p + 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p + 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2
����+ ���� r2qp2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

25) P ve Q noktalar¬P =
�
pp
2
; pp

2
; 0
�
, Q =

�
0; qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince
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P 0 =

�
r2

p
p
2
;
r2

p
p
2
; 0

�
; Q0 =

�
0;
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 � r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p � 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2
����+ �p2� 1������ r2pp2 � r2

q
p
2

����+ ���� r2pp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

26) P ve Q noktalar¬P =
�
pp
2
; pp

2
; 0
�
, Q =

�
0;� qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
p
2
;
r2

p
p
2
; 0

�
Q0 =

�
0;� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 + r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p + 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p + 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2
����+ ���� r2qp2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.
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27) P ve Q noktalar¬P =
�
� pp

2
; pp

2
; 0
�
, Q =

�
qp
2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; qp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
� r2

p
p
2
;
r2

p
p
2
; 0

�
; Q0 =

�
r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 + r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p + 1q
����+ ����1p

���� ; ����1p + 1q
����+ ����1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2
����+ ���� r2qp2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

28) P ve Q noktalar¬P =
�
� pp

2
; pp

2
; 0
�
, Q =

�
� qp

2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversiy-

onunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
� r2

p
p
2
;
r2

p
p
2

�
; 0; Q0 =

�
� r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da
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dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 � r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p � 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2
����+ �p2� 1������ r2qp2

����+ ���� r2pp2 � r2

q
p
2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

29) P ve Q noktalar¬P =
�
� pp

2
; pp

2
; 0
�
, Q =

�
0; qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
� r2

p
p
2
;
r2

p
p
2
; 0

�
; Q0 =

�
0;
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 � r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p � 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2
����+ �p2� 1������ r2pp2 � r2

q
p
2

����+ ���� r2pp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

30) P ve Q noktalar¬P =
�
� pp

2
; pp

2
; 0
�
, Q =

�
0;� qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬
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dc(O;P ) = max
n

pp
2
; pp

2
; 0
o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
� r2

p
p
2
;
r2

p
p
2
; 0

�
; Q0 =

�
0;� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 + r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p + 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p + 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2
����+ ���� r2qp2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

31) P ve Q noktalar¬P =
�
pp
2
; 0; pp

2

�
, Q =

�
� qp

2
; 0; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; 0; pp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

qp
2
; 0; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2q; qp

2
; qp

2

o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
p
2
; 0;

r2

p
p
2

�
; Q0 =

�
� r2

q
p
2
; 0;

r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 + r2

q
p
2

���� ; 0; ���� r2pp2 � r2

q
p
2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p + 1q
���� ; ����1p � 1q

���� ; ����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

�����
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ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2 � r2

q
p
2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

32) P ve Q noktalar¬P =
�
pp
2
; 0; pp

2

�
, Q =

�
0; qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; 0; pp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
r2

p
p
2
; 0;

r2

p
p
2

�
; Q0 =

�
0;
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 � r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p � 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2
����+ �p2� 1������ r2pp2 � r2

q
p
2

����+ ���� r2pp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

33) P ve Q noktalar¬P =
�
pp
2
; 0; pp

2

�
, Q =

�
0;� qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; 0; pp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince
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P 0 =

�
r2

p
p
2
; 0;

r2

p
p
2

�
; Q0 =

�
0;� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 + r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p + 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p + 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2
����+ ���� r2qp2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

34) P ve Q noktalar¬P =
�
� pp

2
; 0; pp

2

�
, Q =

�
0; qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; 0; pp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
� r2

p
p
2
; 0;

r2

p
p
2

�
; Q0 =

�
0;
r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 � r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p � 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2
����+ �p2� 1������ r2pp2 � r2

q
p
2

����+ ���� r2pp2
����� = r2 � dc(P;Q)

dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.
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35) P ve Q noktalar¬P =
�
� pp

2
; 0; pp

2

�
, Q =

�
0;� qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

pp
2
; 0; pp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
� r2

p
p
2
; 0;

r2

p
p
2

�
; Q0 =

�
0;� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

����� r2pp2 � r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2
���� ; ���� r2qp2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p � 1q
����+ ����1p

���� ; ����1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p
����+ ����1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2
����+ ���� r2qp2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

36) P ve Q noktalar¬P =
�
0; pp

2
; pp

2

�
, Q =

�
0;� qp

2
; qp

2

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n
0; pp

2
; pp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

np
2p; pp

2
; pp

2

o
= p ve Q noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n
0; qp

2
; qp

2

o
+
�p
2� 1

�
min

n
qp
2
; qp

2
;
p
2q
o
= q olur. Böylece P ve

Q noktalar¬n¬n inversiyon alt¬ndaki görüntüleri Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

�
0;

r2

p
p
2
;
r2

p
p
2

�
; Q0 =

�
0;� r2

q
p
2
;
r2

q
p
2

�
bulunur. Buradan da
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dc(P
0; Q0) = max

�
0;

���� r2pp2 + r2

q
p
2

���� ; ���� r2pp2 � r2

q
p
2

�����+�p
2� 1

� r2p
2
min

�����1p + 1q
���� ; ����1p � 1q

���� ; ����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

���� r2pp2 + r2

q
p
2

����+ �p2� 1������ r2pp2 � r2

q
p
2

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur. D1 in elemanlar¬ndan oluşan di¼ger maddeler de benzer şekilde gösterilebilir.

II.Durum P;Q 2 D2 iken

1) P =
�

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

�
, Q =

�
� q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

�
olsun. I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1

o
= p

ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1

o
= q

olur. Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

 
r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

�! ;
Q0 =

 
� r2

q
�
2
p
2� 1

� ; r2

q
�
2
p
2� 1

� ; r2

q
�
2
p
2� 1

�!

bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� max�����1p + 1q
���� ; ����1p � 1q

���� ; ����1p � 1q
�����

+
�p
2� 1

� r2�
2
p
2� 1

� min�����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p � 1q
����+ ����1p � 1q

�����
elde edilir. Burada gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� �q + p
pq

+
�p
2� 1

��
2
q � p
pq

��
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.
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2) P =
�

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

�
, Q =

�
q

2
p
2�1 ;�

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

�
olsun, I(O;r) inversi-

yonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n

merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1

o
= p

ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1

o
= q

olur. Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

 
r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

�! ;
Q0 =

 
r2

q
�
2
p
2� 1

� ;� r2

q
�
2
p
2� 1

� ; r2

q
�
2
p
2� 1

�!
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� max�����1p + 1q
���� ; ����1p � 1q

���� ; ����1p � 1q
�����

+
�p
2� 1

� r2�
2
p
2� 1

� min�����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p � 1q
����+ ����1p � 1q

�����
elde edilir. Burada gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� �q + p
pq

+
�p
2� 1

��
2
q � p
pq

��
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

3) P ve Q noktalar¬P =
�

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

�
, Q =

�
q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;�

q

2
p
2�1

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak

üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1

o
= p

ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1

o
= q

olur. Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

 
r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

�! ;
Q0 =

 
r2

q
�
2
p
2� 1

� ; r2

q
�
2
p
2� 1

� ;� r2

q
�
2
p
2� 1

�!
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bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� max�����1p + 1q
���� ; ����1p � 1q

���� ; ����1p � 1q
�����

+
�p
2� 1

� r2�
2
p
2� 1

� min�����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

���� ; ����1p � 1q
����+ ����1p � 1q

�����
ve i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� �q + p
pq

+
�p
2� 1

��
2
q � p
pq

��
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

4) P ve Q noktalar¬P =
�

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

�
, Q =

�
q

2
p
2�1 ;�

q

2
p
2�1 ;�

q

2
p
2�1

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak

üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1

o
= p

ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1

o
= q

olur. Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

 
r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

�! ;
Q0 =

 
r2

q
�
2
p
2� 1

� ;� r2

q
�
2
p
2� 1

� ;� r2

q
�
2
p
2� 1

�!

bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� max�����1p + 1q
���� ; ����1p + 1q

���� ; ����1p � 1q
�����

+
�p
2� 1

� r2�
2
p
2� 1

� min�����1p + 1q
����+ ����1p + 1q

���� ; ����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

�����
elde edilir. Burada gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� �q + p
pq

+
�p
2� 1

��
2
q � p
pq

��
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.
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5) P ve Q noktalar¬P =
�

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

�
, Q =

�
� q

2
p
2�1 ;�

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak

üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1

o
= p

veQ noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1

o
= q

olur. Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

 
r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

�! ;
Q0 =

 
� r2

q
�
2
p
2� 1

� ;� r2

q
�
2
p
2� 1

� ; r2

q
�
2
p
2� 1

�!
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� max�����1p + 1q
���� ; ����1p + 1q

���� ; ����1p � 1q
�����

+
�p
2� 1

� r2�
2
p
2� 1

� min�����1p + 1q
����+ ����1p + 1q

���� ; ����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

�����
elde edilir. Burada gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� �q + p
pq

+
�p
2� 1

��
2
q � p
pq

��
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

6) P ve Q noktalar¬P =
�

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

�
, Q =

�
� q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;�

q

2
p
2�1

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak

üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1

o
= p

ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1

o
= q

olur. Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

 
r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

�! ;
Q0 =

 
� r2

q
�
2
p
2� 1

� ; r2

q
�
2
p
2� 1

� ;� r2

q
�
2
p
2� 1

�!



92

bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� max�����1p + 1q
���� ; ����1p + 1q

���� ; ����1p � 1q
�����

+
�p
2� 1

� r2�
2
p
2� 1

� min�����1p + 1q
����+ ����1p + 1q

���� ; ����1p + 1q
����+ ����1p � 1q

�����
elde edilir. Burada gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� �q + p
pq

+
�p
2� 1

��
2
q � p
pq

��
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

7) P ve Q noktalar¬P =
�

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

�
, Q =

�
� q

2
p
2�1 ;�

q

2
p
2�1 ;�

q

2
p
2�1

�
olsun, I(O;r) inversiyonunda P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak

üzere P noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
n

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1 ;

p

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1 ;

2p

2
p
2�1

o
= p

ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
n

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1 ;

q

2
p
2�1

o
+
�p
2� 1

�
min

n
2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1 ;

2q

2
p
2�1

o
= q

olur. Teorem 5.1.4 gere¼gince

P 0 =

 
r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

� ; r2

p
�
2
p
2� 1

�! ;
Q0 =

 
� r2

q
�
2
p
2� 1

� ;� r2

q
�
2
p
2� 1

� ;� r2

q
�
2
p
2� 1

�!

bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� max�����1p + 1q
���� ; ����1p + 1q

���� ; ����1p + 1q
�����

+
�p
2� 1

� r2�
2
p
2� 1

� min�����1p + 1q
����+ ����1p + 1q

���� ; ����1p + 1q
����+ ����1p + 1q

�����
elde edilir. Burada gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

dc(P
0; Q0) =

r2�
2
p
2� 1

� �q + p
pq

+
�p
2� 1

��
2
q + p

pq

��
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur. D2 in elemanlar¬ndan oluşan di¼ger maddeler de benzer şekilde gösterilebilir.
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III.Durum P;Q 2 D3 iken

1) P =
�
p; p

�p
2 + 1

�
; 0
�
, Q =

�
q;�q

�p
2 + 1

�
; 0
�
olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
�
p; p

�p
2 + 1

�
; 0
	
+
�p
2� 1

�
min

�
p; p

�p
2 + 2

�
; p
�p
2 + 1

�	
= 2p

p
2 ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
�
q; q
�p
2 + 1

�
; 0
	
+
�p
2� 1

�
min

�
q; q
�p
2 + 2

�
; q
�p
2 + 1

�	
= 2q

p
2

olur. Teorem 5.1.4 deki ba¼g¬nt¬lar gere¼gince

P 0 =

 
r2

8p
;
r2
�p
2 + 1

�
8p

; 0

!
;

Q0 =

 
r2

8q
;�
r2
�p
2 + 1

�
8q

; 0

!

bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

(���� r28p � r2

8q

���� ;
�����r2
�p
2 + 1

�
8p

+
r2
�p
2 + 1

�
8q

����� ; 0
)

+
�p
2� 1

� r2
8
min

�����q � ppq
����+ �p2 + 1� ����1p + 1q

���� ; ����q � ppq
�����

elde edilir. Bu taktirde gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

dc(P
0; Q0) =

r2

8

��p
2 + 1

� q + p
pq

+
�p
2� 1

��q � p
pq

��
=

r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

2) P =
�
p; p

�p
2 + 1

�
; 0
�
, Q =

�
�q; q

�p
2 + 1

�
; 0
�
olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzereP noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
�
p; p

�p
2 + 1

�
; 0
	
+
�p
2� 1

�
min

�
p; p

�p
2 + 2

�
; p
�p
2 + 1

�	
= 2p

p
2

ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
�
q; q
�p
2 + 1

�
; 0
	
+
�p
2� 1

�
min

�
q; q
�p
2 + 2

�
; q
�p
2 + 1

�	
= 2q

p
2
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olur. Teorem 5.1.4 deki ba¼g¬nt¬lar gere¼gince

P 0 =

 
r2

8p
;
r2
�p
2 + 1

�
8p

; 0

!
;

Q0 =

 
� r

2

8q
;
r2
�p
2 + 1

�
8q

; 0

!
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

(���� r28p + r2

8q

���� ;
�����r2
�p
2 + 1

�
8p

�
r2
�p
2 + 1

�
8q

����� ; 0
)

+
�p
2� 1

� r2
8
min

�����q + ppq
����+ �p2 + 1� ����q � ppq

���� ;�p2 + 1� ����q � ppq
�����

elde edilir. Bu taktirde gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

dc(P
0; Q0) =

���� r28p + r2

8q

����+�p2� 1�
�����r2
�p
2 + 1

�
8p

�
r2
�p
2 + 1

�
8q

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur.

3) P =
�
p; p

�p
2 + 1

�
; 0
�
, Q =

�
q; 0; q

�p
2 + 1

��
olsun. I(O;r) inversiyonunda

P ve Q noktalar¬n¬n görüntüleri s¬ras¬yla P 0 ve Q0 olmak üzere P noktas¬n¬n merkeze

uzakl¬¼g¬

dc(O;P ) = max
�
p; p

�p
2 + 1

�
; 0
	
+
�p
2� 1

�
min

�
p; p

�p
2 + 2

�
; p
�p
2 + 1

�	
= 2p

p
2

ve Q noktas¬n¬n merkeze uzakl¬¼g¬ise

dc(O;Q) = max
�
q; q
�p
2 + 1

�
; 0
	
+
�p
2� 1

�
min

�
q; q
�p
2 + 2

�
; q
�p
2 + 1

�	
= 2q

p
2

olur. Teorem 5.1.4 deki ba¼g¬nt¬lar gere¼gince

P 0 =

 
r2

8p
;
r2
�p
2 + 1

�
8p

; 0

!
;

Q0 =

 
r2

8q
; 0;
r2
�p
2 + 1

�
8q

!
bulunur. Buradan da

dc(P
0; Q0) = max

(���� r28p � r2

8q

���� ;
�����r2
�p
2 + 1

�
8p

����� ;
�����r2
�p
2 + 1

�
8q

�����
)

+
�p
2� 1

� r2
8
min

(����1p � 1q
����+ p2 + 1jpj ;

����1p � 1q
����+ p2 + 1jqj

)
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elde edilir. Bu taktirde gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

dc(P
0; Q0) =

�p
2 + 1

� r2
8

�����1p
����+ �p2� 1� ���� jp� qj+ ppq

����� = r2 � dc(P;Q)
dc(O;P ) � dc(O;Q)

olur. D3 ün elemanlar¬ndan oluşan di¼ger maddeler de benzer şekilde gösterilebilir.

Şekil 5.3. Merkezil Çin Dama Birim Küresinin Bir Kesiti

�

Öklidyen düzlemde C, O merkezli, r yar¬çapl¬bir çember olmak üzere C çemberine

göre inversiyon için aşa¼g¬daki özellikler bilinmektedir.

i) ·Inversiyon merkezinden geçen do¼grular invaryantt¬r.

ii) ·Inversiyon merkezinden geçmeyen do¼grular inversiyon merkezinden geçen çem-

bere dönüşür.

iii) ·Inversiyon merkezinden geçen çemberi inversiyon merkezinden geçmeyen bir

do¼gruya dönüşür.

iv) ·Inversiyon merkezinden geçmeyen çember, inversiyon merkezinden geçmeyen

bir çembere dönüşür.

v) ·Inversiyon çemberi ile eş merkezli çember yine eş merkezli bir çembere dönüşür.

Bu özelliklerden yola ç¬k¬larak Çin dama küresel inversiyonunda aşa¼g¬daki teoremler

verilebilir:
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Teorem 5.1.11 I(O;r) Çin dama küresel inversiyonu alt¬nda inversiyon merkezinden

geçen her do¼gru ve düzlem invaryant kal¬r.

·Ispat: ·Inversiyon merkezinden geçen her do¼grunun I(O;r) inversiyonuna göre

görüntüsünün kendisi oldu¼gu aç¬kt¬r. R3c de tüm Öklidyen ötelemeler birer izometri

oldu¼gundan dolay¬inversiyon merkezinin orijin al¬nmas¬genelli¼gi bozmaz. O halde S,

O merkezli r yar¬çapl¬Çin dama inversiyon küresi ve � de denklemiMx+Ny+Tz = 0

olan bir düzlem olsun. � ye I(O;r) inversiyonu uygulan¬rsa

x =
r2x0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 ; y =
r2y0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 ; z =
r2z0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2

oldu¼gundan

M
r2x0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 +N
r2y0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 + T
r2z0

(jx0j+ jy0j+ jz0j)2 = 0

ve r 6= 0 oldu¼gundan�
r2
�
(Mx0 +Ny0 + Tz0) =Mx0 +Ny0 + Tz0 = 0

elde edilir. �

Teorem 5.1.12 I(O;r) Çin dama küresel inversiyonu alt¬nda merkezi O olan her Çin

dama küre yine O merkezli Çin dama kürelere dönüşür.

·Ispat: S, O merkezli r yar¬çapl¬Çin dama inversiyon küresi olsun. I(O;r) alt¬nda

P = (x; y; z) noktas¬ve S Çin dama küresi için R3c de ötelemeler uzakl¬¼g¬korudu¼gundan

S Çin dama küresinin denklemini

max fjxj ; jyj ; jzjg+
�p
2� 1

�
min fjxj+ jyj ; jxj+ jzj ; jyj+ jzjg = r

yerine

max fjxj ; jyj ; jzjg+
�p
2� 1

�
min fjxj+ jyj ; jxj+ jzj ; jyj+ jzjg = k

k 2 R+ olarak alabiliriz. S Çin dama küresinin I(O;r) Çin dama küresel inversi

max fjx0j ; jy0j ; jz0jg+
�p
2� 1

�
min fjx0j+ jy0j ; jx0j+ jz0j ; jy0j+ jz0jg = r2

k

olaca¼g¬ndan I(O;r) alt¬nda merkezi O olan r2

k
yar¬çapl¬küre elde edilir. �
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Teorem 5.1.13 I(O;r) Çin dama küresel inversiyonu alt¬nda S Çin dama inversiyon

küresinin her kenar¬, yüzü ve köşesi I(O;r) inversiyonu alt¬nda invaryant kal¬r.

·Ispat: I(O;r) Çin dama küresel inversiyonu alt¬nda S Çin dama inversiyon küresinin

üzerindeki tüm noktalar¬n kendine dönüştü¼gü aç¬kt¬r. �

5.2 Çifte Oran

R3c de l do¼grusu üzerindeki A ve B noktalar¬ için A dan B ye yönlü Çin dama

direkt uzakl¬¼g¬dc[AB] ile gösterilsin. E¼ger ¬̧s¬n¬n başlang¬ç noktas¬A ve B yi içeriyorsa

pozitif yönlü yönelme dc[AB] = dc (A;B), ¬̧s¬n ters yönlü ise negatif yönlü yönelmedir

ve dc[AB] = �dc (A;B) dir.

Tan¬m 5.2.1 A;B;C;D noktalar¬R3c de bir yönlendirilmiş do¼gru üzerinde dört farkl¬

nokta olsun. Bu noktalar¬n (AB;CD)c Çin dama çifte oran¬

(AB;CD)c =
dc[AC]

dc[AD]
� dc[BD]
dc[BC]

ile tan¬mlan¬r.

C ve D noktalar¬n¬n her ikisi de A ve B aras¬ndaysa çifte oran pozitiftir. C ve D , A

ile B nin aras¬nda de¼gilse de poziftir. Ancak fA;Bg ve fC;Dg çiftleri biribirlerinden

ayr¬ olurlarsa negatiftir. Kürenin merkezi A;B;C;D den herhangi biri de¼gilse çifte

oran inversiyon alt¬nda invaryant kal¬r. Bu özellik Çin dama uzay¬nda da geçerlidir.

Merkezil Çin dama birim küresine göre inversiyon alt¬nda aşa¼g¬daki örnekler ver-

ilebilir:

Örnek 5.2.2 C ve D nin her ikisi de A ve B aras¬nda olacak şekilde R3c deki

A = (1; 1; 1); B = (4; 4; 4); C = (2; 2; 2); D = (3; 3; 3) için çifte oran hesaplans¬n.

Buna göre
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dc (A;C) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

dc (B;D) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

dc (A;D) = max f2; 2; 2g+
�p
2� 1

�
min f4; 4; 4g = 4

p
2� 2;

dc (B;C) = max f2; 2; 2g +
�p
2� 1

�
min f4; 4; 4g = 4

p
2 � 2 oldu¼gundan yön-

lendirmeye de dikkat edilirse

(AB;CD)c =
dc[AC]
dc[AD]

� dc[BD]
dc[BC]

= dc(A;C)
dc(A;D)

� �dc(B;D)�dc(B;C) =
2
p
2�1

4
p
2�2 �

�2
p
2+1

�4
p
2+2

= +1
4
olur.

(Şekil 5.4.)

Şekil 5.4. Merkezil Çin Dama Küresinde Çifte Oran

Örnek 5.2.3 C ve D nin her ikisi de A ve B aras¬nda olmayacak şekilde R3c deki

A = (2; 2; 2); B = (3; 3; 3); C = (1; 1; 1); D = (4; 4; 4) için çifte oran hesaplans¬n.

Buna göre

dc (A;C) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

dc (B;D) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

dc (A;D) = max f2; 2; 2g+
�p
2� 1

�
min f4; 4; 4g = 4

p
2� 2;

dc (B;C) = max f2; 2; 2g +
�p
2� 1

�
min f4; 4; 4g = 4

p
2 � 2 oldu¼gundan yön-

lendirmeye de dikkat edilirse



99

(AB;CD)c =
dc[AC]
dc[AD]

� dc[BD]
dc[BC]

= �dc(A;C)
dc(A;D)

� dc(B;D)
�dc(B;C) =

�2
p
2+1

4
p
2�2 �

2
p
2�1

�4
p
2+2

= +1
4
olur.

(Şekil 5.5.)

Şekil 5.5. Merkezil Çin Dama Küresinde Çifte Oran

Örnek 5.2.4 D noktas¬A ve B aras¬nda iken C noktas¬arada olmayacak şekilde R3c
deki A = (2; 2; 2); B = (4; 4; 4); C = (1; 1; 1); D = (3; 3; 3) için çifte oran hesaplans¬n

Buna göre

dc (A;C) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

dc (B;D) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

dc (A;D) = max f1; 1; 1g+
�p
2� 1

�
min f2; 2; 2g = 2

p
2� 1;

dc (B;C) = max f3; 3; 3g +
�p
2� 1

�
min f6; 6; 6g = 6

p
2 � 3 olup yönlendirme

dikkate al¬narak

(AB;CD)c =
dc[AC]
dc[AD]

� dc[BD]
dc[BC]

= �dc(A;C)
dc(A;D)

� �dc(B;D)�dc(B;C) =
�2
p
2+1

2
p
2�1 �

�2
p
2+1

�6
p
2+3

= �1
3
olur.

(Şekil 5.6.)
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Şekil 5.6. Merkezil Çin Dama Küresinde Çifte Oran

Teorem 5.2.5 R3c de Çin dama küresel inversiyonu Çin dama çifte oran¬n¬korur.

·Ispat: A;B;C;D noktalar¬R3c de dört do¼grudaş nokta ve I(O;r), O merkezli r

yar¬çapl¬Çin dama küresel inversiyon olsun. I(O;r) inversiyonu A;B;C;D yi s¬ras¬yla

A
0
; B

0
; C

0
; D

0
ye dönüştürsün. Çin dama küresel inversiyonu, inversiyonu al¬nan nokta-

lar aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n yönünü inversiyon al¬nmadan önceki yöne göre tersine dönüştür-

dü¼günden dolay¬aç¬kça inversiyon alt¬nda fA;Bg ve fC;Dg çiftleri ayr¬lmay¬ya da

ayr¬lamamay¬korurlar. Böylece
��(A0

B
0
; C

0
D

0
)c
�� = j(AB;CD)cj oldu¼gunu göstermek

yeterlidir. O halde Teorem 5.1.5 kullan¬larak

���(A0
B

0
; C

0
D

0
)c

��� =

����� dc
�
A
0
C

0�
dc [A

0 ; D0 ]
�
dc
�
B

0
; D

0�
dc [B

0 ; C 0 ]

����� = dc
�
A
0
; C

0�
dc (A

0 ; D0)
�
dc
�
B

0
; D

0�
dc (B

0 ; C 0)

=

r2�dc(A;C)
dc(O;A)�dc(O;C)
r2�dc(A;D)

dc(O;A)�dc(O;D)

�
r2�dc(B;D)

dc(O;B)�dc(O;D)
r2�dc(B;C)

dc(O;B)�dc(O;C)

=
dc (A;C)

dc (A;D)
� dc (B;D)
dc (B;C)

=
dc [A;C]

dc [A;D]
� dc [B;D]
dc [B;C]

= j(AB;CD)cj

elde edilir. �



101

5.3 Harmonik Eşlenikler

Tan¬m 5.3.1 R3c de A ve B iki nokta ve l bir do¼gru olsun.

dc[AC]

dc[CB]
=
dc[AD]

dc[DB]

olacak şekilde l do¼grusu üzerinde fC;Dg nokta varsa A ve B harmonik olarak bölünür

denir. C ve D noktalar¬na A ve B ye göre Çin dama harmonik eşlenikler denir ve

H(AB;CD)c ile gösterilir. C ve D noktalar¬n¬n A ve B ye göre Çin dama harmonik

eşlenik olmas¬için gerek ve yeter koşul (AB;CD)c = �1 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 5.3.2 S, O = (0; 0; 0) merkezli Çin dama küresi ve [A;B] do¼gru parças¬C

küresinin bir çap¬ olsun. P ve P 0 noktalar¬n¬n A ve B ye göre Çin dama harmonik

eşlenik olmas¬için gerek ve yeter koşul P ve P 0 noktalar¬n¬n Çin dama küresine göre

I(O;r) inversiyonda invers noktalar olmas¬d¬r.

·Ispat: P ve P 0 noktalar¬A ve B ye göre Çin dama harmonik eşlenikler olsunlar.

Böylece

(AB;PP 0)c = �1

dc[AP ]

dc[AP 0]
� dc[BP

0]

dc[BP ]
= �1

d¬r. P noktas¬[A;B] do¼gru parças¬n¬içten böler ve P , OB ¬̧s¬n¬üzerinde oldu¼gundan

dc (P;B) = r� dc (O;P ) ve dc (A;P ) = r+ dc (O;P ) d¬r. P 0 noktas¬ [A;B] do¼gru

parças¬n¬d¬̧stan böler ve P 0, OB ¬̧s¬n¬üzerinde oldu¼gundan dc (A;P
0) = r+ dc (O;P

0)

ve dc (B;P 0) = �r+ dc (O;P 0) dür. Böylece

r + dc (O;P )

r + dc (O;P 0)
� �r + dc (O;P

0)

�r + dc (O;P )
= �1

olup buradan da

(r + dc (O;P )) � (�r + dc (O;P
0)) = r2�rdc (O;P )+rdc (O;P 0)� dc (O;P

0) dc (O;P )
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d¬r. Buradan dc (O;P ) dc (O;P
0) = r2 elde edilir. Böylece P ve P 0 noktalar¬ I(O;r)

Çin dama küresel inversiyonuna göre invers noktalar oldu¼gu ortaya ç¬kar. Tersine

P ve P 0 noktalar¬Çin dama küresine göre I(O;r) inversiyonunda invers noktalar ise

(AB;PP 0)c = �1 olmas¬n¬n ispat¬benzerdir. �
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde Çin dama düzlem geometrisinde çembere göre inversiyon kavramı 
tanımlanıp bu inversiyon altında nokta, doğru ve çemberlerin invers özellikleri incelendikten 
sonar üç boyutlu taksi uzay ve Çin dama uzay geometrisinde de küresel inversiyon kavramı 
tanımlanmıştır. Bu uzaylarda nokta, doğru, düzlem, çember ve küresel inversleri aralarındaki 
ilişkiler belirlenmiştir. Ayrıca geometrideki önemli kavramlardan olan çifte oran ve 
harmonik eşlenik noktalar üzerinde inversiyonun etkisi araştırılmıştır. Benzer bakış açısı ile 
Öklidyen olmayan başka geometrilerde çembere göre inversiyon, küresel inversiyonlar ya 
da başka koniklere göre inversiyonlar incelenebilir, çifte oran ve harmonik eşlenikleri 
araştırılabilir, n boyutlu uzayda küresel ya da koniklere göre inversiyon kavramına 
genişletilebilir.              
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