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OZET

Literatiirde inversiyon doniisiimii pek ¢ok farkli sekilde sunulmustur. inversiyon
kavrami Perga tarafindan (M.O. 225 — M.O. 180) sunulduktan sonra takip eden yillar
boyunca, birgok fizik¢i ve matematikei birbirlerinden bagimsiz olarak, inversiyon kavramini
yeniden kesfettiler ve kendi uygulamalari i¢in en faydali olan 6zellikleri merkezsel bir koni,
elips ve ¢cembere gore inversiyon tanimlayarak ispatladilar. Bu 6zelliklerin bazilar klasik
cembere gore inversiyonun sagladigi 6zelliklerdir. Bir kiireye gore inversiyon, kiireyi icten
disa doniistiiren uzayin bir doniisiimiidiir. Yani, kiirenin digindaki noktalar kirenin igindeki
noktalara ve kiirenin icindeki noktalar kiirenin disina eslenirler. Ustelik inversiyonlar farkli

metriklerle donatilmis diizlem ve uzaylarda da incelenebilir.

Bu calismanin birinci ve ikinci béliimlerinde inversiyon ve Oklidyen olmayan bazi
metriklerle ilgili temel kavramlara yer verilmistir. Ugiincii boliimde Cin dama ile donatilmis
diizlemde Cin dama ¢emberine gore bir inversiyon tanimlanip ve bu yeni doniigiimiin pek
cok ozelligi incelenmistir. Ayrica invers noktalar, ¢ifte oran, harmonik eslenik kavramlari

ile ilgili 6zellikler verilmistir.

Dordiincii ve besinci bolimde, taksi ve Cin dama kiiresine gore inversiyon
tanimlanarak bu doniisiimiin ¢esitli 6zellikleri incelenmistir. Ayrica taksi ve Cin dama
uzaymnda invers noktalar, ¢ifte oran, harmonik eslenikler ile dogrularin, diizlemlerin,

cemberlerin ve kiirelerinin inversiyon altindaki goriintiilerinin 6zellikleri arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: inversiyon, Taksi Uzay1, Cin Dama Dizlemi, Cin Dama
Uzayi, Harmonik Eslenik
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SUMMARY

Inversion transformation has been presented in different kinds in the literature. After
the concept of inversion was introduced by Perga (225 BC - 180 BC) throughout the
following years, many physicists and mathematicians, independently of each other,
rediscovered the consept of inversion and they proved the most useful properties for their
applications by defining a central cone, ellipse, and circle inversion. Some of these features
are inversion compared to the classical circle. The part of the space inside the sphere is sent
off the sphere and vice versa by an inversion with respect to a sphere. That is, the points
outside the sphere are mapped to the points inside the sphere, and the points inside the sphere
are mapped outside the sphere. Inversions can also be studied in planes and spaces equipped
with different metrics.

In the first and second chapter of in this study, basic consepts of inversion and some
non-Euclidean metrics are given. In the third chapter, an inversion is defined with respect to
Chinese Checkers circle in Chinese Checkers plane and many properties of this
transformation are examined. In addition, properties of inverse points, cross ratio, harmonic
conjugate concepts are given.

In the fourth and fifth chapter, spherical inversions with respect to of the taxicab and
the Chinese Checkers sphere have been defined and proved several properties of this
transformations in taxicab and Chinese Checkers spaces. In addition, the inverse points,
cross ratio, harmonic conjugates and lines, planes, circles, spheres under spherical inversion
are investigated in the taxicab and Chinese Checkers space.

Keywords: Inversion, Taxicab Space, Chinese Checkers Plane, Chinese Checkers

Space, Harmonic Conjugate
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1. GIRIS VE AMAC

20. ytizyilin baglarinda H. Minkowski taksi metrigini de kapsayan bir metrik ailesi
vermistir (Minkowski, 1967). Daha sonra K. Menger, analitik diizlemde herhangi iki
nokta arasmdaki uzaklik icin iyi bilinen Oklidyen metrik P = (x1,y1), Q = (v2,12)

analitik diizlemde herhangi iki noktalar: icin

A(P.Q) = \/ (@1 — 22)* + (51 — )?

yerine taksi metrigini
dp(P, Q) = |71 — 2| + [y1 — v

kullanarak Oklidyen olmayan bir geometri olan taksi diizlem geometrisini gelistirmistir
(Menger, 1952). Daha sonra E. F. Krause diizlem taksi geometrideki temel kavramlar
isleyen bir kitap yaymlamigtir (Krause, 1975). Gegen yiizyihn son geyreginde taksi

geometri pek ¢cok matematikci tarafindan ¢alisilarak gegitli yonlerde gelistirildi.

E.F Krause 6grencisi G.Chen’den Cin dama oyunundaki gibi ¢apraz ilerleme ol-
madan sadece yatay ve dikey hareketleri kullanarak hesaplanan bir metrik geligtirmesini

istedi. Cin dama metriginin
4.(P,Q) = max{|ay — w2l [ys — 1al} + (V2= 1) min {Jzr = 2], |on — 1]}

tammi Chen tarafindan (1992) verilmistir. Cin dama geometrisi de bir Oklidyen ol-

mayan diizlem modelidir.

Inversiyon kavrami Perga Apollonius tarafindan son kitab: Plane Loci’de tanitilmistar.
Sistematik olarak Steiner tarafindan 1820’lerde calisilmis ve uygulanmigtir. Ardindan
genellestirilmis bir¢ok inversiyon tiirii kullanilmig ve gelistirilmistir (Childress, 1965),
(Blair, 2000), (Ramirez, 2013), (Bayar, Ekmekg¢i, 2014), (Ramirez, Rubiano, 2016),
(Gelisgen, Ermisg, 2019).



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Asagida ifade edilen tanim ve teoremler (Ozcan ve Kaya, 2003), (Kaya ve Colakoglu,
2006), (Krause, 1975), (Martin, 1998), (Millmann and Parker, 1991), (Yagci, 2006) ve

(Coxeter, 1961) kaynaklarindan esas alinarak 6zetlenmistir.

Tanim 2.0.1 P, elemanlar: noktalar olan bir kiime; L de, P nin bos olmayan alt
kiimelerinden olusan ve elemanlary dogrular olarak adlandirilan bir kiime olmak tzere,
asagidaki iki aksiyomu saglayan matematiksel sisteme soyut geometri denir ve [P, L]
ile gosterilir.

i) P deki her farkl iki noktadan gecen en az bir dogru vardur.

1) Her dogru en az iki noktaya sahiptir.

Tanim 2.0.2 Asagidaki aksiyomlar saglayan [P, L] soyut geometrisine konum (inci-
dence) geometrisi denir.
i) P deki her farkl iki nokta bir tek dogru tzerindedir.

1) Dogrudas olmayan ¢ nokta vardr.

Tanim 2.0.3 X bos olmayan bir kiime olmak tizere d : X x X — R fonksiyonu asag:-
daki ti¢ kosulu saglarsa X kiimesi tizerinde bir metriktir denir. Her P,Q, R € X i¢in,
i) d(P,Q) >0 ved(P,Q)=0<= P=0Q
“) d(P,Q) = d(Q, P)
13t) d(P, Q) + d(Q, R) > d(P, R)

Tanim 2.0.4 [, [P, L] konum geometrisinin bir dogrusu, d de P tzerinde bir uzaklik
fonksiyonu olmak tzere, asagudaki kosullary saglayan f : 1 — R fonksiyonuna [ i¢in
cetveldir denir.

i) [ fonksiyonu birebir ve értendir.

1) | tuzerindeki her P ve Q) noktalar: i¢in |f(P) — f(Q)| = d(P,Q) dir.

Tanim 2.0.5 [P, L] bir konum geometrisi ve d de P tzerinde bir uzaklik fonksiyonu
olmak tizere, her | € L dogrusu cetvele sahipse, d ile birlikte [P, L] konum geometrisine

metrik geometri denir ve [P, L,d] ile gdsterilir.



Tanim 2.0.6 P,Q ve R, [P, L, d] metrik geometrisi i¢inde ti¢ farkly nokta olmak tzere,

eger bu noktalar ayni dogru tizerinde ve
A(P,Q) + d(Q, R) = d(P, )

1se, () noktasy P ve R noktalar: arasindadir denir ve P — QQ — R ile gosterilir.

P ve @ farkli iki nokta olmak tizere, {X € P: X = Pveya X = Q veya P— X —Q}
kiimesine PQ dogru parcasi denir ve PQ veya [PQ] seklinde gosterilir. [PQ] ve [RS]
iki dogru parcasi olmak iizere, d(P, Q) = d(R, S) ise [PQ)] ve [RS] dogru parcalar: estir
denir. Ayrica [PQIU{X € P: P — @ — X} kiimesine P(Q 151, P noktasina da PQ
isininin baglangic noktasi denir. PQ) 1511, P—Cj veya [PQ seklinde gosterilir.

Tanim 2.0.7 P = (x1,11), Q = (x2,y2) analitik diizlemde herhangi iki nokta olsun.

A(P,Q) = \/ (e — 22)* + (31 — 1)
seklinde tammlanan d : R? x R? — [0,00) fonksiyonuna analitik diizlemde P ve Q

noktalar, arasindaki Oklidyen uzaklik fonksiyonu adu verilir.

Tanim 2.0.8 C' = C(O,r) ¢emberine gore inversiyon, Il ile gosterilsin. Her
P # O igin, d(O, P)d(O, P') = r? kosulunu saglayan OP s dizerindeki P’ noktasina
P nin inversi denir (§ekil 2.1.) wve Iio.(P) = P' seklinde gosterilir. O noktasina
inversiyon merkezi, C' ye inversiyon ¢emberi, r ye inversiyon ¢emberinin yaricapr ve

r? ye de inversiyon cemberinin kuvveti denir.
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Sekil 2.1. Merkezil Cemberde Invers Noktalar

C = C(O,r) gemberine gore inversiyon, C' ¢emberine gore yansima olarak da
diistiniilebilir. Inversiyonlar acilar1 ve cifte orani korudugu gibi cemberi cembere, cem-
beri dogruya ya da dogruyu ¢embere doniistiirebilen doniisiimlerdir. Bir P noktasinin
inversi P’ oldugunda, P’ noktasimin inversinin de P olmasi gerektigi
d(O, P)d(O, P') = r? kogulundan kolayca goriilebilir. Bu da yar1 désnme ve simetrilere
benzer olarak inversiyon doniisiimiiniin involusyonlu oldugunu gosterir.

P noktas1 eger C nin i¢ bolgesinde ise d(O, P) < r dir.

d(0, P)d(O, P') = 1>

olmasi i¢in d(O, P) > r olmahdir. Bu sebeple inversion ¢gemberinin iginde bulunan nok-
talarin inversleri gemberin diginda olur. Benzer sekilde inversiyon ¢emberinin diginda
kalan noktalarin inverslerinin ¢emberin iginde yer aldig1 soylenebilir.

Eger P noktasi C nin iizerinde ise d(O, P) = r dir. d(O, P)d(O, P') = r? kosu-
lunun saglanmasi i¢in d(O, P’) = r olmasi gerekir. Boylelikle P = P’ olur. Yani
inversion ¢emberi {izerinde bulunan bir noktanin inversi yine kendisi olmaktadir. Bu
onermenin tersi de saglamr. P = P’ olsun. Buradan (d(O, P))* = 2 ve dolayisiyla

d(O, P) = r elde edilir. Bu da P noktasinin inversion gemberi iizerinde bulundugunun



bir gostergesidir. Inversiyon O noktasinda tamimh degildir. Dolayisiyla tanim kiimesi
diizlemin tamamini icermez. Ayrica inversiyon érten de degildir. Ciinkii I(o,y(P) = O
olacak sekilde bir P noktasi1 yoktur. Bu tiir eksiklikleri gidermek icin diizleme co nok-
tas1 (sonsuzdaki bir nokta) ilave edilerek diizlem genisletilmektedir. Ip,y(O) = oo ve
I0,(00) = O seklinde tammlandiginda O ve oo noktalar1 birbirine karsilik gelmekte-

dir. Dolayisiyla inversiyon genigletilmisg diizlemin bir doniigiimii olur.

Tanim 2.0.9 P = (x1,11), Q = (x2,y2) analitik diizlemde herhangi iki nokta olsun.

dr(P, Q) = |z1 — z2| + |y1 — y2|

seklinde tamimlanan dr : R* x R? — [0,00) fonksiyonuna analitik diizlemde P ve Q
noktalary arasindaki Taksi uzaklik fonksiyonu ady verilir (Sekil 2.2.). Taksi dizleminin
noktalar, ve dogrular, Oklid diizleminin noktalars ve dogrularinin aymsidar. Agu éliimii

de Oklidyen diizlemdeki ile aym yolla yaplar.

.lly
Q — ('x21y2)
) — ©
ly2 — vl
Y1 ©
P = (x1,y1)
0 X1 Y X, X
|, — x1]

Sekil 2.2. Taksi Diizleminde ki Nokta Arasindaki Uzaklik
Taksi birim g¢emberi (Sekil 2.3.); R? de orijinden bir taksi birim uzakliktaki
P = (x,y) noktalarinin geometrik yeridir ve denklemi,
] +yl =1

bi¢imindedir.
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Sekil 2.3. Taksi Diizleminde Merkezil Birim Cember

Teorem 2.0.10 Analitik diizlemde tanymlanan Toksi uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

Ispat: Metrik tanumu geregince Taksi uzaklk fonksiyonunun pozitif tansmb oldugunu,
simetrik ve luggen egitsizliging sagladigin gostermeliyiz.
P = (21,11), Q = (22,12) € R? olsun. Mutlak deger tansmindan dolayr |z — x| > 0
ve ly1 — yo| > 0 oldugundan |z1 — x| + |y1 — y2| > 0 olup dr(P,Q) > 0 dur. Ayrica

dr(P,Q) =0 = |z — 2| +|t1 —y2| =0

olmasy gerektiginden dolay |v1 — x| = |y1 —y2| = 0 elde edilir. Yani v, = x4
ve yy = yp olup P = Q dur. Ag¢ikca P = @ ise dr(P,Q) = 0 dwr. O halde
dr(P,Q) = 0 <= P = Q dur. Yani dp-uzakhk fonksiyonu pozitif tanamhdr. Ustelik
mutlak deger tanima geregince |x1 — xa| = |22 — x1| ve |y1 — y2| = |y2 — y1| oldugundan
dr(P,Q) = dr(Q,P) dir Bu  nedenle dp-uzaklik fonksiyonu simetriktir.
R = (z3,y3) € R? olsun. Mutlak deger ézelligi geregince

|z — x3] + T3 — 22| > |21 — 22|

ly1 — ys| + lys — y2| > |1 — 2



oldugundan dolay

dr(P,Q) = |z1 — o + g1 — 12
<z — x|+ |z — | + |y1 — ys| + Yz — vl
= (1 — 25| + [yn — wsl) + (lzs — 22| + [ys — 1)
= dr(P,R) +dr(R,Q)
sonucuna ulasilir.  Bir baska deyisle takst uzakhk fonksiyonu tiggen esitsizligini saglar.

O halde analitik diizlemde tanimlanan taksi uzakhk fonksiyonu R? de bir metriktir. O

Tamim 2.0.11 P = (z1,y1), Q = (v2,y2) analitik diizlemde herhangi iki nokta olsun.

4(P,Q) = max {|r1 — zal , Jyr — pal} + (V2 = 1) min {Jas =zl |1 — val}
seklinde tanamlanan d. : R* x R?* — [0,00) fonksiyonuna analitik diizlemde P ve Q

noktalar, arasindaki Cin dama uzaklik fonksiyonu ady verilir (Sekil 2.4.). Cin dama
diizleminin noktalar: ve dogrulary Oklid diizleminin noktalar: ve dogrulariman aynasidar.

A¢u 6leimii de Oklidyen diizlemdeki ile ayna yolla yapilar.

Q = (x2,¥2)

|y, — 1l

L%
P = (x1,y1)

0 X1\ Y |Xo X

|x2 — xq|

Sekil 2.4. Cin Dama Diizleminde Iki Nokta Arasindaki Uzaklik

Cin dama birim gemberi (Sekil 2.5.); R? de orijinden bir Cin dama birim uzakliktaki

P = (x,y) noktalarinin geometrik yeridir ve denklemi,



max {Jz], [y} + (V2 = 1) min {Ja] ,[y|} = 1

bi¢imindedir.

y

t

©.1)
2%) (=%
(=1,0)

(a3

(0' _1)

v

Sekil 2.5. Cin Dama Diizleminde Merkezil Birim Cember

Teorem 2.0.12 Analitik diizlemde tansmlanan Cin dama uzaklik fonksiyonu bir metrik-

tir.

Ispat: P = (z1,11), Q = (22,12) € R? olsun. Mutlak deger tanwmandan dolay
lzy — 29| > 0, |y1 — 1] > 0 ve V2 —1 > 0 oldugundan d.(P,Q) > 0 dwr. Ayrica
d(P,Q) = 0 = max{|z1 —xa|,|y1 —y2|} = 0 olmasi gerektiginden dolayr
|x1 — x| = |y1 — ya| = 0 elde edilir. Yani x1 = x5 ve y1 = yo olup P = Q dur. A¢ikca
P =Q ise d.(P,Q) =0 dur. O halde d.(P,Q) =0 <= P = @Q dur. Yani d.-uzaklik
fonksiyonu  pozitif  tanimlidar. Ustelik  mutlak  deger tanwmi  gerejince
|71 — 22| = |29 — 31| ve ly1 —wo| = |y2 —w| oldugundan d.(P,Q) = d.(Q,P) dir.

Bu nedenle d.-uzakhk fonksiyonu simetriktir. R = (x3,y3) € R? olsun.



d.(P,Q) = max{\xl—x2|,|y1—y2|}+(\/5—1>min{|$1_x2’,’y1—y2|}
= max{|r; —x3+ T3 —To|,|n —ys +ys — Y|} +

(\/5— 1) min {|z1 — 23 + 23 — 2|, |y1 — Y3 + ys — Ya|}

IN

max {|z1 — 23] + |73 — ma|, [y1 — ys| + [y — [} +

(\/5— 1) min {|z; — 23] + |23 — 2|, [y1 — y3| + |y3 — val}
= k

olsun. Buradaki dort farkly durum incelenmelidir:

L. Durum:

|21 — 23] > |11 — ys| ve |zs — z2| > |ys — yo

olsun. Bu taktirde

A.(P,Q) < k= (Jor = o] + [oa — wal) + (V2= 1) (lyr = gl + o — 1))
= <|£E1 — x5 + <\/§— 1) |y — y3|) + (|$3 — xo| + <\/§— 1) lys — ?J2|>
= do(P,R) +de(R, Q)

olur.

II. Durum:

w1 — @3] = [y1 — ys|ve s — 22| < [ys — u2
olsun. Burada iki alt durum vardur |z1 — x3| + |23 — 22| > |y1 — y3| + |ys — y2| olmasz

durumunda

A(P.Q) < k= (a1 — sl +las = mal) + (V2= 1) (ly2 = 3al + |ys = 3a)
= (|x1 — 3| + (\/5— 1) 1 — 3/3’) + <|373 — 2| + (\/5— 1) lys — y2|>
= d(P.R) +do(R, Q) = (2= V2) (I — 1l — s — 3]

olup burada 2 — /2 > 0 ve |yz — ya| — |73 — 72| > 0 oldugundan

d.(P,Q) < d.(P,R) + d.(R, Q)

olur. |xy — x3| + |3 — x2| < |11 — ys| + |ys — ya| olmasy durumunda ise
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de(P,Q) < k= (lyr —ys| + ys — 2|) + (\/5— 1) (|21 — z3] + |23 — 22])
= <|Z/1 — y3| + (\/5— 1) 21 — SE‘3’> + <|y3 — 1| + <\/§— 1) |23 — 372\)
= do(P,R) + do(R,Q) — (2= V2) (la1 — 2] = [y1 — )

olup burada 2 — /2 > 0 ve |21 — 3] — |y1 — y3| > 0 oldugundan

dc(Pa Q) < dc(Pa R) + dc(Rv Q)

olur.

III. Durum:
|21 — x5 < |1 — ys|ve|rs — zo| > |ys — yol

olsun. Bu taktirde

A(P.Q) < k= (yn—wsl+ s —1l) + (V2= 1) (21 — 23| + |5 — 2]
= <|y1 — Y| + (\/5— 1) |zl 903|> in (|?/3 — Y| + <\/§— 1) |23 — $2|>
= de(P,R) + do(R,Q)

olur.

IV.Durum:
|21 — 23] < |y1 — ys|ve|rs — z2| < |ys — yo

olsun. Bu taktirde

de(P,Q) < k= (lyr —ys| + |lys — v2|) + <\/§— 1) (|21 — 23] + |23 — 22])
<|y1 — y3| + (\/5— 1) |21 — xs’) + <|y3 — 1| + <\/§— 1) |73 — $2|)
= d.(P,R)+d.(R,Q)

olur. Tiim durumlarn sonuglar: birlestirildiginde her P, Q, R € R? igin

do(P,Q) < d.(P, R) + d.(R,Q)

sonucu ortaya ¢ikar. Yani Cin dama uzakhk fonksiyonu ticgen esitsizligini saglar. O

halde analitik diizlemde tanimlanan Cin dama uzaklk fonksiyonu R? de bir metriktir.

O
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3. CIN DAMA DUZLEMINDE CEMBERE GORE
INVERSIYONLAR

Oklidyen olmayan bir diizlem modeli olan Cin dama geometrisi Cin dama oyu-
nundan esinlenilerek giineybatidan kuzeydoguya, kuzeybatidan giineydoguya, dogu-
dan batiya, kuzeyden giineye tiim yonlerde hareket edilebilen Cin dama oyunundaki
hareketlerden yola gikilarak Chen (1992) tarafindan gelistirilmistir. Cin dama diizlem-
inin noktalar1 ve dogrular1 Oklid diizleminin noktalar: ve dogrularimin aymsidir. Aci
ol¢timii de Oklidyen diizlemdeki ile aynidir. Ancak uzaklik fonksiyonu farklidir (Gelig-
gen, Kaya, Ozcan, 2006), (Kaya, Gelisgen, Bayar, Ekmekci, 2006), (Turan, 2004).
A= (x1,11), B = (22,92) € R? icin Oklid metriginin uzaklik fonksiyonu

A(A, B) = /(01 — 2)" + (11 — o)

iken Cin dama metriginin uzaklik fonksiyonu

d.(A, B) = max {|z1 — x2|, |y1 — yo|} + (\/5— 1) min {|x1 — 2|, [y1 — ¥2|}

olarak tamimlanir.

R? Cin dama diizlemindeki birim gember

max {Jz, [y} + (V2 = 1) min {Ja] ,[y|} = 1

denklemini saglayan (z,y) noktalarimn geometrik yeridir.

3.1 Cin Dama Diizleminde Cembere Gore

Inversiyonlar

Tanim 3.1.1 R? (in dama dizleminde merkezi O = (0,0) ve yaricapr r olan Cin
dama ¢emberi C olsun. C ye gire 1oy Cin dama inversiyonu diizlemdeki P noktasini

P’ noktasina esleyen asagidaki kosullar saglayan dontisimdiir:
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i) P’ noktast OP i tizerindedir.

i) d.(O, P) - d.(O,P') = r?

Bu inversiyona gore P’ noktasia P noktasinin C' Cin dama ¢emberine gore inversi
ve O = (0,0) ya inversiyon merkezi denir. Bir C' gemberine gore Cin dama inversiyonu

involusyonludur.

Teorem 3.1.2 C, o, ¢in dama inversiyonunda O merkezli v yarcapl bir (fin dama
cemberi olsun. P noktasi C' nin disinda ise P nin inversi olan P’ noktasi ¢emberin
icindedir. Ifadenin tersi de dogrudur. Yani P noktas: C cemberinin icinde ise P nin
inversi ¢cemberin digindadir (Sekil 3.1.).

Ispat: P noktasi C nin diginda ise d (O, P) > r olur. P' = [(o,(P) ise

d.(0,P)-d.(0,P') = r?

oldugundan r* = d.(O, P) - d.(O, P") > r - d.(O, P") olur. Buradan

r>d.(0,P)

elde edilir. P nin C ¢emberinin i¢cinde olmasi durumu benzer sekilde kolaylikla goste-

rilebilir. [

Sekil 3.1. Cin Dama Cemberine Gore Invers Noktalar
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Bir I(p,) inversiyonu, inversiyon ¢emberinin merkezinde tanmiml degildir. P nok-
tast gemberin merkezine yaklagtikga P’ invers noktasi PP 15101 yoniinde sonsuza dogu
¢emberden uzaklagir. Bu gozlem ile diizlemde bulunmayan sonsuzdaki bir noktanin
eklenmesi ile inversiyon tanimina merkez eklenebilir. Buna gore (in dama ¢emberine
tek bir O, noktasi eklenirse bu nokta C' Cin dama ¢emberinin O merkezinin inver-
sidir. Boylece /o, inversiyonu Cin dama diizleminin genisletilmisi olan diizlemde bir

doniigiim olur.

Teorem 3.1.3 R? de merkezi O = (0,0) olan r yargapl C Cin dama ¢emberi igin
P # O olmak iizere P = (z,y) ve P' = (2',y') noktalart Cin dama ¢emberine gore

Iiory inversiyonunda invers noktalar iseler P ile P' arasinda

2
’ rr

Y (max {|z], [y} + (V2 — 1) min {|2|, ]yI})2

2
/ Yy

* (max{Je], Iy} + (V2 — 1) min{Jal, |y}

bagintisy vardar.

Ispat: R? de O = (0,0) merkezli v yargaph C Cin dama ¢emberi igin
P # O olmak dizere P = (x,y), P' = (2/,9') € R? olsun. Inversiyon tanwmi geregince
d.(O, P)-d.(O,P") = r?
oldugundan burada P ve P' noktalarinin konumuna gore iki durum ortaya ¢ikar:

i) x| > |yl ve |2'| = || iken (z+ (V2—1)y) - (2" + (V2-1)y') = olup ve
O, P, P’ dogrudas oldujundan ' = kz vey = ky olacak sekilde k € R vardir. Béylece

(r+ (A-1)5) (s (8- 1) ) -
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olarak bulunur ve &' = kx ve y = ky baglantilarinda yerine konulursa

2

:C/ . rexr
e+ (-1
y/ _ T2y

(z+ (V2—1)y)?

seklinde elde edilir.
i) |z| < |y| ve || < |y| iken
(y+ (ﬁ—l)x) . (yl—i- (\/5—1)1:/) =r?
olup O,P ,P' dogrudas oldugundan ' = kx ve y = ky olacak sekilde k € R vardar.

Boylelikle
<y+ <\/§—1>m) . (k:y+ (ﬁ—l) kx) = 72

k(y+(\/§—1>x>2:r2

7"2

(w+(V2-1)a)°

dir ve ' = kx ve y = ky baglantiarnda yerine konulursa

o rz
(y + (\/5 — 1) x)?
J = r?y

(y+ (V2 —1) 2)?
seklinde elde edilir. [

Sekil 3.2. de merkezi orijin olan C' ¢emberine gore Cin dama inversiyonu goste-
rilmigtir. Bu tammlama, gemberin merkezinin (a, b) olmasi durumuna agagidaki sonugla

genellestirilebilir:
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X = —'1,5 X = ,‘;

v

Sekil 3.2. Merkezil Cin Dama Cemberinde Invers Noktalarin Durumlar

Sonug R? de merkezi O = (a,b) olan r yarigaph Cin dama cemberi C' olsun.
P # O olmak iizere P = (z,y) ve P’ = (2/,7') noktalar1 Cin dama ¢emberine gore

I (0, inversiyonunda invers noktalar iseler,

Yo r?(z — a)
(max {Jz — al |y = bl} + (V2 = 1) min {2 — a] , |y — b]})’

r?(y —b)
(max {jz —al,Jy — ]} + (V2 — 1) min {Jz — al |y — b]})”

y'=b+
dir.
Ispat: R? de O = (a,b) merkezli r yaricapli C' Cin dama ¢emberinin denklemi
max {|z — al, |y — b|} + (\/5— 1> min {|r —al,|ly—0|} =71

dir. Bu gembere gore P # O olmak iizere P = (z,y), P’ = (2/,y') € R? invers

noktalari

d.(0,P)-d,(0,P") =r?



16
sartini saglarlar. Burada

da(OP) = max {|z — a| |y — b} ve d.s(OP) = min{|r — | , |y — b|}
olmak tizere
(4a(OP) + (V2=1) des(OP) ) - (daOP) + (V2= 1) dis(OP)) =1
olur. Ayrica burada P ve P’ noktalariin konumuna goére iki durum ortaya ¢ikar:

i) [ —al > |y—b| ve |z’ —a| > |y — b i¢in

(u—ay+@@—i)@—b»-«f—a)+bﬁ—1>@UJO>:H

olup veO,P ,P’' dogrudas oldugundan ' — a = k(x —a) ve y' — b = k (y — b) olacak

sekilde £ € R vardir. Boylece

(@-a)+(vV2a=1) -0 (k@-a)+ (V2=1) k(s - 1) =,

7“2

k((x—a)+<\/§—1>(y—b)>2:r2,
k

((x—a)—i— (\/5—1) (y—b))2

oldugundan bulunan k degeri ' — a = k(z —a) ve y — b = k(y — b) bagmtilarinda

yerine yazilirsa

r? (y —b)
(x—a)+ (V2=1) (y — b))’

y'=b+
seklinde elde edilir.

ii) [z —a| < |y —b| ve |2" —a|] < |y —b| icin

(r-0+(Va-1)@-a)-((s =p) + (vVi-1) (+' =a)) =1
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O, P, P’ dogrudas oldugundan ' — a = k(z —a) ve 4y — b = k (y — b) olacak sekilde

k € R vardir. Boylece

((y—b)+(\/§—1>(ﬂc—a)>-<k;(y—b)+<\/§—l>k(az—a)):7“2,

Fw-0+ (Va-1) @ -w) =

7“2

(y—b)+ (vV2-1) (z —a))’

oldugundan bulunan k degeri ' —a = k(z —a) ve y — b = k(y — b) bagntilarinda

k:

yerine yazilirsa

¥ =a+ r(a—a)
((y—b)—i—(\/i—l)(x—a))
y':b+ TQ(y_b>

seklinde elde edilir.[]

Teorem 3.1.4 O,P,Q noktalar: R? de ii¢ farkly dogrudas nokta olsun. Eger Cin dama

cemberine gore 1o ) inversiyonu P yi P' ye ve Q yu Q' ye doniistiriirse

7"2 ' dc(P7 Q)
(07 P) ’ dc<O’ Q)

d.(P,Q" =
(7, Q) d.
dir.

Ispat: O,P,Q dogrudas noktalari icin P ile P’ ve Q ile Q' invers noktalar oldugun-

dan

d(0, P) - de(0, P') = r* = d.(0,Q) - d(0, Q)

dc(Plan> = ’dC<O7PI) - dC<O7Q1)’

B r? B r? ‘ 7% (de(0, Q) — dc(O, P))
B dc(O? P) dc<O7 Q) - dc Oa P) ' dc(07 Q)
7’2 ' dc<P7 Q)

d.(O, P)-d.(0,Q)
elde edilir..J
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Ornek 3.1.5 P = (1,1), Q = (2,2), O = (0,0) dogrudas noktalar, ve r = 2v/2 icin
Cin dama uzakhklar ve invers noktalar bulunursa
dC(O P) =max{1,1} + (V2 — 1) min{1,1} = V2,
Q) = max{2,2} + (V2 — 1) min {2,2} = 2V/2,
d.(P, ) max {1,1} + (V2 — 1) min {1,1} = V2,
P) - d.(O,P") = r? esitliginden d.(O,P') = 4v2 ve P’ € op oldugundan

0,Q) - d.(0,Q") = r? esitliginden d.(0,Q") = 2v2 ve Q' € O—Cj oldugundan
2,2) dir. Buna gére

)
d.(P', Q') = max {2,2} + (V2 — 1) min {2,2} = 2/2,

*-d.(P,Q)
d.(O, P) - d.(0, Q)
8-v2
V2-2V/2

olur boylece bu noktalar i¢in teorem saglanar.

de(P', Q")

Ornek 3.1.6 Ancak segilen P = (1,0),Q = (2,1),0 = (0,0) noktalar ve r = 2y/2
icin Cin dama uzakliklar: ve invers noktalar bulunursa
d.(0, P) = max {1,0} + (v2 — 1) min {1,0} = 1,
Q) =max{2,1} + (V2 —1)min{2,1} = 1+ /2,
(P,Q) =max{1,1} + (v2 — 1) min{1,1} = V2,

de(0,
de
d.(O,P)-d.(O,P") =7r* dend.(O,P") =8 ve P' € OP oldugundan P' = (8,0),
dC(O,Q) d.(0,Q") = r* den d.(0,Q") = 2+8\/§ ve Q' € O—C>2 oldugundan
= (48 — 32v/2,24 — 16/2) dir. Buna gére
dc(P Q) =8V2-38
8v/2 —8+£16 —8V2

oldugundan dogrudas olmayan noktalar i¢in teoremin gegerli olmadigr gorildr.

Asagidaki teorem O,P,Q noktalar1 dogrudas degilken Teorem 3.1.3 iin hangi kogullar

altinda saglandigimi ifade etmektedir.
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Teorem 3.1.7 O,P,Q noktalar R? de dogrudas olmayan ii¢ nokta ve Cin dama ¢em-
berine gore I o ) inversiyonu P yi P' ye ve Q yu Q" ye dondistiiren bir inversiyon olsun.
P wve Q noktalarr P # O ve Q # O olmak tzere, egimi D1 = {0,00}, Dy = {+1,—1},
D3 = {\/5—1, 1—\/5}, Dy = {—\/5—1, \/§+1} ktiimelerinin herhangi birisinin elemana
olan bir dogru tizerinde ise

2 d(P,Q)

d.(P, Q") = d.(0,P)-d.(0,Q)

dar.

Ispat: Oteleme doniigiimii Cin dama uzakhigimi korudugu icin I (0,r) Inversiyonunun

merkezi O = (0,0) orijin olarak diigiiniilebilir.

1) P ve @ noktalar1 egimleri D; = {0, oo} olan dogrular iizerinde bulunan noktalar

ise P = (p,0),Q = (0,q) , Lo, inversiyonunda goriintiileri (Sekil 3.3.)

de(O, P) = max {p,0} + (V2 — 1) min{p,0} = p,
d.(0,Q) = max {0, ¢} + (V2 — 1) min {0, ¢} = ¢,
d.(O, P) - dc(O, P") = r? esitliginden d.(O, P") = %
d.(0,Q) - dc(0,Q") = r? esitliginden d.(0,Q’) = % olup
2 2
P=(=0,0=0"
(p ), Q" = ( q)
olur. Buradan da
2 2 2 2
d.(P', Q") :max{ T : . }—i— (ﬂ—l)min{ T , T }
b q b q
elde edilir.
% > 2| olmast halinde
PR VY i Bl 112 R T2 X
o q Ip| - Il (0, P) - d.(0, Q)
olur.
% < 2| olmasi halinde ise
r? 22+ (2 lal) | rd(PQ)
d(P, Q) =|—|+ (V2-1)|—|= = S
(@) (V2-1) |3 Bl 1d 10.P)- (0,0Q)

dir.
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/ 0=1(0,9)
! y | =(%O)kx

Sekil 3.3. Merkezil Cin Dama Cemberine Goére Eksenler Uzerindeki Noktalarin

Inversleri

2) P ve (@ noktalar egimleri Dy = {+1, —1} olan dogrular iizerinde bulunan nok-

talar ise P = (p,p) , @ = (¢, —q) olarak almabilir. [, inversiyonunda goriintiileri

(Sekil 3.4.)
de(O, P) = max {p,p} + (V2 — 1) min {p, p} = pv/2,
de(0,Q) = max {q,q} + (V2 — 1) min {q, ¢} = qv/2,
d.(O, P) - dc(O, P") = r? esitliginden d.(O, P") = ’\’2,
d.(0,Q) - d.(0,Q") = r? esitliginden d.(O, Q') = qT\ji olup

d.(P,Q) = max {|p —q|,[p+ g} + (V2 — 1) min {|p —q|, [p + g} icin sekiz farkh
durum vardir:

i) p>02=qvelp| > |q] icin
p—al+(V2=1)p+a=+p—q+ (V2-1) (p+a) = V2 + (-2 +V2) ¢

ii) p> 02> q ve [q] > |p| i¢in

p—al+(V2-1)p+a =+p—q+(V2-1)(-p—q) = —v2¢+ (2-V2)p
iii) ¢ > 0 = p ve |g| = [pli¢in
p—al+(V2=1)p+al=-p+a+ (V2-1) (p+9) = V2 + (-2+V2)p

iv) ¢ > 0> p ve |p| > |qlicin
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p—a+(V2-1)p+q =—p+a+(V2-1)(—p—q) = —V2p+ (2-V2) ¢
v) ¢ >p>0igin
p+al+(V2=1)Ip—dl=p+a+ (V2-1)(-p+a) = V24 + (2-V2)p
vi) p > ¢ > 0 igin
p+a+(V2-1)Ip—d=p+e+(V2-1)(p—a)=V2+(2-V2)q

vii) 0 > ¢ > p igin
p+al+(V2=1)p—dl=-p—q+ (V2-1) (-p+q) = V2 + (-2+V2)q
viii) 0 > p > ¢ i¢in

pta+(V2-1)p—d=-p-qg+(V2-1)(p—a) = —V2¢+ (-2+V2)p
P~ (55) 2= (5 =)

7”2 7'2

2p  2q

bulunur. Buradan da

7.2 T'2

—}+<\/§—1)mm{

’%+2q

r2  r?

2p  2q|’

7“2 T2 }

d.(P', Q' :max{ — 4

d.(P,Q") = max{
_l_

elde edilir.

e
2(p+q)2

) = (G g)l (e (5-5)

_ 1, @+ 2-v2| 17 (V29+(2-+2)p) (P Q)
p q 2 Pl - lq] de(O, P) - d(0,Q)
olur.
: <% + %) ‘ <|i (% — §> ’ olmasi halinde ise (iii numarali durum incelenirse)

o - B2
2 r?(V2q+ (V2-2)p) _ 1?-d(P,Q)
T2 pl - gl d.(0, P) - d.(0,Q)

esitligi gecerlidir ve diger durumlar i¢in benzer ispat yapilir.
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A

v

Sekil 3.4. y = x ve y = —x Dogrular Uzerindeki Invers Noktalar

3) P ve Q noktalar egimleri Dy = {v/2—1,1—+/2} olan dogrular iizerinde bulunan
noktalar P = (p,p (\/§ — 1)), Q= (q, q (1 — \/5)) ise I o, inversiyonunda goriintiileri

(Sekil 3.5.)
d.(0, P) :max{p,p(\/i— 1)} + ( 2 — l)mln{p p( 2 — 1)} :p(4—2\/_)
de(0,Q) = max {q, |¢ (1 = v2)[} + (V2 = 1) min {g,[¢ (1 - V2) [} = q (4 - 2V2),
d.(O, P)-d.(O, P') = r? esitliginden d.(O, P') = p@j—;/i)’
d.(0,Q) - d.(0,Q") = r? esitliginden d.(O, Q') = q(4_’";ﬁ> olur. Boylece

d.(P.Q) = max {|p—al, (V2= 1) Ip+ al }+ (V2= 1) min {Jp —al, (V2 1) [p+al}
i¢in sekiz farkli durum ortaya ¢ikar
)p>0>gvelp|>lglicin [p—q[+ (vV2—-1) |p(V2—1) —q (1 = V2)|
= +p—q+(3-2v2) (p+q) = (4 - 2v2) p+(2-2v2) ¢
i) p>02>qvelgl>|p|i¢in [p—q|+ (V2—-1) |p(V2—1) —q (1 - V2)|
= (—2+2v2)p+ (-4 +2v2) ¢
iii) ¢ > 0> p ve |g| > |pligin [p—q| + (V2—1) [p(V2-1) —q (1 - V2)|
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= (2-2v2)p+ (4—-2v2) ¢
iv) ¢ >0>pvelp| > |glicin [p—g| + |(V2 = 1) p (V2 1) —q (1 - V2)|
= (—4+2v2)p+ (-2+2V2)¢
v)g>p>0i¢in |p(V2—-1) —q(1 - v2)|+ (vV2-1) [p— 4]
=(V2-1)(p+9)+(V2-1)(-p+q) = (2vV2-2)¢
i) p2 a2 0icin [p(vE—1) — g (1 - v3)| + (V- 1) [pd
=(V2-1)(p+a+(V2-1)(p—q) = (2v2-2)p
Vi) 0> ¢ > picin [p(V2-1) —q¢ (1 -v2)| + (V2 - 1) |p — g
=(V2-1)(-p—a)+ (V2—1)(—p+a) = (—2v2+2)p
vili) 0 > p > g igin [p (V2-1) —q (1 - v2)[ + (V2 - 1) Ip— q|
=(V2-1)(p-a)+ (V2-1) (p~0) = (-2V2+2) g

- (g (30) 0= (04 (1-9)

elde edilir. p’ ve ¢’ sirasiyla p ve ¢ cinsinden yazilirsa

7= (8W;2_ i 8p<f§2 - 1)) 9= (8q<¢§— ) _8W%2 - ”)

d.(P',Q") = max {m
+(v2-1) min {m

1 1‘ r2 ‘1+1‘}
p q'8(V2-1)|p ¢

2

]] 1.]. )

‘8 ( \/7;_1)2 % — % > ‘ 3 (\/’;_ 5 }—17 + é olmasi halinde (v numarali durum incelenirse)
L(P.Q) — r  q—p rq¢t+p 1 ( q—p qﬂ?)
o 8(v2—1)2 pa 8 pq  8pq \(v2 - 1) 1
Pla-p+B-2v2)(g+p)  r-d(PQ)
8(3—2v2) |p| - |gl d(0, P) - d.(0,Q)
olur.
f A 1 olmasi halinde ise (vi numarali durum ince-

lenirse)
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Con - T atp U el A B . =P
dC(PyQ) - 8(\/5_1) Pq +8(\/§—1) bq _8]?(] ((\/5_1)—’_(\/5_1))
rq B 7 (2\/_—2)‘1  r?-d(P,Q)

AV2-1)pg  p(A—2v2) - q(4—2v2) d(O,P)-dc(0,Q)

diger durumlar da benzer ispat yapilir.

y

v (-1

P - (2 P=(pr(2-1))

X

0)

0= (4»4(1* Q'=<q'.q'(17ﬁ))

v (100

Sekil 3.5. y = F (\/§ — 1) o Dogrular1 Uzerindeki Invers Noktalar

4) P ve Q noktalar egimleri {—+/2 — 1,/2 + 1} olan dogrular iizerinde bulunan

noktalar P = (p, P (—\/5 — 1)) (q q (\/_ + 1)) (0,r) inversiyonunda goriintiileri
(Sekil 3.6.)
d.(0, P) = max {|p|, |p (—v2 — 1) |} 4+ (v2 — 1) min {|p|, |p (—v2 — 1)|} = 2v/2p,
de(0,Q) = max{lal, g (V2+1)[} + (V2 = 1) min{la], |g (V2+1)[} = 2v2q,
d.(0, P) - d.(O, P") = r? esitliginden d (O, P') = ﬁp
de(0,Q) - d.(0,Q") = r? esitliginden d (0, Q") =

2\/§q

d.(P,Q) = maX{Ip— al, (\/§+ 1) |p+QI}+(\/§— 1) min{\p— ql, (\/§+ 1) |p+<J|}
sekiz ayr1 durum ortaya cikar:

i) p>0=gvelp| > gl igin [p— g/ + (V2= 1) [p (V2= 1) = ¢ (V2 +1)]
=+p—q+p+q=2p
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i) p>0>qve gl > |p|igin [p— gl + (V2 1) [p(—vV2-1) —q (V2 +1)]
=tp—q-p—q=-2q
iii)qZOvae|q|2|p|igin|p—q|+(\/§—1)|p(—\/§—1)—q(\/§+1)}

=-rtatptqa=2q
iv) g > 0> pve lp| > |glicin [p— | + (V2= 1) [p (V2= 1) —q (V2 + 1)
=—P+q-—p—q=-—2p
v)qg=>p2>0icn |p(—v2-1) —¢(V2+1)[+ (V2-1)[p—q]
=(V2+1) (p+q)+ (V2-1)(-p+q) =2p+2v2q
(—v2-1) —¢(vV2+1)[+ (V2-1)Ip—d
=(V2+1)(p+9)+(V2-1)(p—q) =2V2p+2g
V2-1)—q(vV2+1)[+ (V2-1) [p— 4

1) (—p+q)=—2V2p—2q

)p>q>01(;1n|p

v11)0>q>p1(;1n}p(
= (V2+1) (-p-9) + (vV2-1)
Viii)OZnglgln‘p( ﬁ—l)—q(\/_+1)|—|—(\/§—1)|p—q|
= (V2+1) (-p-0) + (V2-1) (0 —9) = ~2v20 — 2

olup
P = <p’,p’ (—\/5_ 1)) Q' = (qﬁq’ (\/§+ 1))

olur. p’ ve ¢ sirasiyla p ve ¢ cinsinden yazilirsa

o (2 AEEN) g (2 20e)
8q 8q

8p’ 8p

L(P.Q) m{__ P(-vE-1) mn}
8p 8¢ 8p 8¢
2?2 (=v2-1) r?(V2+1
+<\/§—1>m1n{8—p_@ ( 5 )_ (8q+)}
do(P',Q) = max{%; %_% §<ﬁ+1>‘%+é'}
+<\/§—1>mm{%%_37%<\/§+1)’%+3‘}

elde edilir.
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r2

8

1
q

% > % (V2+1) ’ ]13 + %‘ olmasi halinde (iii numarali durum incelenirse)

2

d (P, Q") = g%ﬂL(ﬁ—l)rg(\@+l)m:r—(q—p+q+p)

pg  8pq
or’q 2 r?-d(P,Q)
olur.
% 117 — % < % (\/5 + 1) ‘% + %‘ olmasi halinde ise (v numarali durum incelenirse)

0.(P.Q) = %(f+ )q—zp+<\/§—1>%2%:%<2\/§q+2p>
r? (2v2¢+2p) - d(P,Q)

2V2p-2v/2q  do(O, P) d.(0,Q)
diger durumlar da benzer sekilde yapilir. [J

y

v (1)

0'- (4.4 (yZ+1))

C
0-{(q.q2+1))

Sekil 3.6. y = F (\/§ + 1) x Dogrular1 Uzerindeki Invers Noktalar
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3.2 C(ifte Oran

R? de [ dogrusu iizerindeki A ve B noktalari i¢in A dan B ye yonli Cin dama
uzakhigh d.[AB] ile gosterilsin. Eger 1ginin baglangic noktasi A ve B yi igeriyorsa pozitif

yonlii yonelme olup
d.[AB] =d.(A, B),

1510 ters yonlii ise negatif yonlii yonelmedir ve

d.][AB] = —d. (A, B)

dir.

Tanim 3.2.1 R? de bir yénlendirilmis dogru tizerinde dort farkl nokta A, B,C, D ol-
sun. Bu noktalarin Cin dama ¢ifte oram (AB,CD),

_ 4JAC] d[BD)
(45,0D). = 714D 4.[B0]

ile tanimlanar.

C ve D nin her ikisi de A ve B arasindaysa cifte oran pozitiftir. C' ve D , A ile
B nin arasinda degilse de poziftir. Ancak {A, B} ve {C, D} qiftleri birbirlerinden ayr1
olurlarsa negatiftir. Oklidyen diizlemde iyi bilinen bir 6zellik olarak cemberin merkezi
A, B,C, D den herhangi biri degilse ¢ifte oran inversiyon altinda invaryant kalir. Bu

ozellik Cin dama diizleminde de gegerlidir.

Merkezil Cin dama birim ¢emberine gore inversiyon altinda agagidaki érnekler ver-

ilebilir:

Ornek 3.2.2 R? deki A = (1,1), B = (4,4),C = (2,2), D = (3,3) noktalar: i¢in Cin
dama uzaklhiklar: ve ¢ifte oran hesaplanirsa
de.(A,C) =max{1,1} + (V2 — 1) min {1,1} = V2,
d.(B,D) =max{1,1} + (v2 — 1) min {1,1} = V2,
d. (A, D) = max {2,2} + (V2 — 1) min {2, 2} = 2v/2,
d.(B,C) = max{2,2} + (V2 — 1) min {2, 2} = 2v/2 olup,

-1

C )
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_ dJJAC]  de[BD] _ de(AC) —de(BD) _ V3 -3 _ 1 :
(AB,CD). = A0 " TBOl = L(AD) “d(B0) — 255 —ays — 1 olur (Sekil 3.7.).

Bu durumda C' ve D noktalari, A ve B noktalarinin arasinda ise ¢ifte oran pozitiftir.

y

A

A

v

A\

Sekil 3.7. Merkezil Cin Dama Cemberinde Cifte Oran

Ornek 3.2.3 R? deki A = (2,2),B = (3,3),C = (1,1), D = (4,4) noktalar: i¢in Cin
dama uzaklhiklar ve ¢ifte oran hesaplanirsa
de(A,C) =max{1,1} + (V2 — 1) min {1, 1} = V2,
d.(B,D) =max{1,1} + (V2 — 1) min {1,1} = V2,
d. (A, D) = max{2,2} + (V2 — 1) min {2,2} = 2V/2,
d.(B,0) = max {2,2} + (v/2 — 1) min {2, 2} = 2v/2 olup,

c

C Y

_ de[AC] de[BD] _ —do(AC)  de(BD) _ 3 3 1 .
(AB,CD). = G[AD] " dIB0l = @iAD) | —aBC) — 25 a5 — 1 olur (Sekil 3.8.).

Bu durumda A ve B noktalari, C' ve D noktalarimin arasinda ise ¢ifte oran pozitiftir.
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>
L

A
A J
=

.0

v

Sekil 3.8. Merkezil Cin Dama Cemberinde Cifte Oran

Ornek 3.2.4 R? deki A = (2,2),B = (4,4),C = (1,1), D = (3,3) noktalar: i¢in Cin
dama uzaklhklar: ve ¢ifte oran hesaplanirsa
de.(A,C) =max{1,1} + (V2 — 1) min {1,1} = V2,
d.(B,D) =max{1,1} + (v2 - 1) min {1,1} = v/2,
de (A, D) = max{1,1} + (V2 — 1) min {1,1} = V2,
d.(B,C) =max{3,3} + (V2 — 1) min {3,3} = 3v2 olup,

C )

_ dc]AC]  d¢[BD] _ —dc(A,C) —d.(B,D) __ —4/2 2 -1 .
(AB,CD)e = G03p] " dlpc] = @iy  —@B0) — Vs ava — 3 o (Sekil

3.9.). Bu durumda C ve D noktalar1 A ve B noktalarinin arasinda degil ise ¢ifte oran

negatiftir.



»
»

~
v
=

v

Sekil 3.9. Merkezil Cin Dama Cemberinde Cifte Oran
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Teorem 3.2.5 R? de O merkezli, r yaricapl Cin dama ¢cemberine gore I (O,r) IMVETSI-

yonu ¢ifte orany korur.

ispat: A, B,C,D, R? de dort dogrudag nokta olsun. I, inversiyonu A, B, C, D

. ’ ’ ’ ’ . . . . . .
yi sirasiyla A, B, C", D ye eslesin. (in dama cemberine gore inversiyonu alinan

noktalar arasindaki uzaklhigin yoniinii inversiyon alinmadan onceki yone gore tersine

doniigtiirdiigiinden dolay1 acikga inversiyon altinda { A, B} ve {C, D} ciftleri ayrilmay1

ya da ayrilamamay1 korurlar. Boylece

‘(A’B’, c'D).

= |(AB,CD).|

oldugunu gostermek yeterlidir. Teorem 3.1.3 den dolay1

d.[A'C'] d.[B,D]

d.[A",D'] d.[B,C]

r2.d.(A,0) r2.d.(B,D)

(AB,C'D).

4e(0,A)d(0.0) 4:(0.B)d:(0.D) _ dc(A,C) dc(B,D)

7'2'd0(A7D) T2'dC(B’C) N dc (A7 D) . dc <B7 O)
do(0,A4)do(0,D)  de(0,B)-do(0,0)
d.[A,C] d.|B,D]

_ ) = |(AB,CD).,
d.[A, D] d.[B,C] |(AB,CD).|

elde edilir. O
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3.3 Harmonik Eslenikler

Tanim 3.3.1 A ve B, R? de bir | dogrusu iizerindeki iki nokta olsun. [ dzerindeki

{C, D} c¢ifti i¢in
4JAC]  dJ[AD]

d.[CB]  d.[DB]
esitligi saglaniyorsa A ve B harmonik olarak bolinir denir. C ve D noktalarina da
A ve B ye gore Cin dama harmonik eglenikler denir ve H(AB,CD). ile gosterilir. C
ve D noktalar A ve B ye gore (in dama harmonik eslenik olmasi i¢in gerek ve yeter

kosulun (AB,CD). = —1 oldugu agiktur.

Teorem 3.3.2 C, O = (0,0) merkezli Cin dama ¢emberi ve [A, B] dogru parcas. C nin
capr olsun. P ve P' noktalar OA wgrmanan farkl noktalar olsunlar ki bu noktalar [A, B
yi icten ve digtan bolerler. P ve P’ noktalarimin A ve B ye gore Cin dama harmonik
eslenik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P ve P’ noktalarimin Cin dama ¢emberine gore

Lo, tnversiyonunda invers noktalar olmasudar.

Ispat: P ve P’ noktalar1 A ve B ye gore Cin dama harmonik eglenikler olsunlar.
Boylece
(AB, PP'). = —1,

d[AP] d.[BP] _ |
dJ[AP] d/[BP]

oldugundan P noktasi [AB] dogru par¢asini igten béler ve P, OB 1g1n1 iizerinde oldugun-

dan d.(P,B) =r— d. (O, P) ve d. (A, P) = r+ d. (O, P) dir. P’ noktasi [A, B] dogru
pargasini digtan boler ve P, OB 1gim iizerinde oldugundan d. (A, P') = r+ d. (O, P’)
ve d. (B, P') = —r+d. (O, P") diir.

Boylece

r+ d.(0,P) —r+ d.(0,F) _
r+ d,(O,P) —r+ d.(O,P)
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(r+ d.(O,P))-(—r+ d.(O,P))=(r+ d.(O,P"))-(r— d.(O,P))
olur. Buradan d. (O, P)d,. (O, P') = r? elde edilir. Boylece P ve P’ noktalarinin Cin

dama ¢emberine gore /(o inversiyonu altinda invers noktalar oldugu ortaya ¢ikar.
Tersine P ve P’ noktalar1 Cin dama gemberine gore o,y inversiyonunda invers

noktalar ise (AB, PP’'). = —1 olmasi ispat1 benzerdir. [
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4. 3-BOYUTLU TAKSI UZAYINDA TAKSI KURESEL
INVERSIYONLAR

K. Menger analitik diizlemde herhangi iki nokta arasindaki uzaklik icin iyi bili-
nen Oklidyen metrik yerine Minkowski tarafindan gelistirilen (Minkowski, 1967) taksi
metrigini kullanarak taksi diizlem geometri gelistirdi (Menger, 1952). Ardindan taksi
geometri, zaman icinde pek¢ok matematik¢i ve fizikci tarafindan calisihp gelistirildi
(Gelisgen, Kaya, 2008), (Akca, Kaya, 2006), (Bayar, Ekmekgci, 2014), (Ozcan, Kaya,
2002), (Kaya, Akca, Giinaltili, Ozcan, 2000), (Kaya, Colakoglu, 2006), (Ramirez, Ru-
biano, 2016). Taksi uzaymdaki noktalar, dogrular ve diizlemler Oklid uzaymdaki nokta-
larin, dogrularin ve diizlemlerin aymsidir. Aci 6lciimii de Oklidyen uzaydaki ile aynidar.

Ancak uzaklik fonksiyonu farkhdir.

A= (z1,y1.21), B = (22,92, 23) € R? i¢gin Oklid uzaklik fonksiyonu

d(A, B) = \/(xl —22)?+ (1 — 1)’ + (21— 2)°
iken taksi uzaklik fonksiyonu
dr(A, B) = |z — 22| + [y1 — vo| + |21 — 22
olarak tanimlanir.
R3., 3-boyutlu taksi uzaymdaki birim kiire
] +yl + [z = 1

denklemini saglayan (z,y, z) noktalarimin geometrik yeridir (Sekil 4.1.).
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—

Sekil 4.1. Merkezil Taksi Birim Kiire

4.1 Taksi Kiiresel Inversiyonlar

S taksi kiiresi merkezi O olan r yaricaph kiire olsun. S taksi kiiresine gore inversiyon

Io, ile gosterilir ve

Loy : Ry —{0} — R} — {0}
Iion(P) =P
biciminde tanimlanir. Burada P’ noktasi, OP 1smu iizerindedir. Ayrica OP - OP’ = r?

dir ve r, S taksi kiiresinin yarigapidir. P’ noktasina P noktasimin S taksi kiiresine gore
taksi kiiresel inversi, (Sekil 4.2). O ya da inversiyon merkezi denir. Bir S kiiresine gore
taksi inversiyonu involusyonludur. Yani her P € R} — {O} i¢in I (L0r)(P)) = P
dir.
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)
1
)
1
!
!
1

Sekil 4.2. Merkezil Taksi

Kiirede Invers Noktalar

Ornek 4.1.1 R3 de O = (0,0,0), 7 = 1 ve P = (1,0,0) noktas: igin P’ noktas: soyle

bulunur:

42(0, P) - dp(0, P') = 1,

1-de (O,

Py=1

P'=(1,0,0) = P.

Ornek 4.1.2 R3 de O = (0,0,0) r = 1 ve P = (1,1,1) noktass i¢in P' noktas: séyle

bulunur:

dr (O, P) - dr (O, P') =1,

3 dr(O,

olup O, P, P’ dogrudas oldugundan

P)=1
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Ornek 4.1.3 R3 de O = (0,0,0) r = 2 ve P = (0,3, 3) noktas: i¢in P’ noktas, soyle
bulunur:

dT(O7P) : dT(07 P,) =4,

6-dr(0,P') =4,

11
P=(027:).
(033)

Teorem 4.1.4 R3. de merkezi O = (0,0,0) olan r yarigaplh S taksi kiiresi i¢in P # O
olmak iizere P = (x,y,z) ve P' = (2',y/, 2') noktalar I o, taksi kiiresel inversiyonuna

gore invers noktalar iseler P ile P' noktalar: arasinda

7“21'

(o] + |yl + 2?7

/

J = rly
(lz] + [y] + [2])?
r2z

(Jz| 4 ly| + |2])?

!/

bagintilary vardar.

Ispat: R3 de S, merkezi O = (0,0,0) olan r yarigaph taksi kiiresi, P = (z,v, 2),
P' = (2,y,2') € R} olsun. Buna gore P ve P’ invers noktalar oldugundan inversiyon

tanimi geregince

dr(0, P)-dr(O, P') = r?
ve O,P ,P’ dogrudas noktalar olup P’ € OP dir. Bu taktirde &’ = ka .y = ky ve

2" = kz olacak gekilde k € R vardir. Boylece

k- dp(O, P) = drp (O, P')

k- dr(O, P)2 =2

7”2 T2

~dr(0, P2 (Jaf + [yl + [2])2

olarak bulunur ve bulunan k degeri yerine konulursa

k

r2z
(Jz| + ly| +12))%

/
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y/ _ sz
(Jz] + yl +12[)?

2
’ rez

(el 4yl + 12D)2

seklinde elde edilir. [

Teorem 4.1.5 R3. de merkezi O = (a,b,c) olan r yarcaplh S taksi kiiresi i¢in P # O
olmak tizere
P = (z,y,2) ve P' = (2',y',2") noktalar Io,y taksi Kiiresel inversiyonuna gore

inwvers noktalar iseler P ile P' arasinda

¥ =a+ i Cl)
(lz —al + ]y = bl + ]z —c[)?’
20, _
yl:b+ T(y b) 5
(Jz —al + |y =b| + ]z —¢])
i . r?(z — c)

(lz —al+ |y =0l + |z —cf)?

baglantisy vardar.

ispat: R3 de S merkezi O = (a,b,c) olan r yaricaph taksi kiiresi ve
P = (x,y,2), P = (2/,y,72) € RS olsun. Ayrica P ile P’ invers noktalar olsun.
Taksi 3-uzayinda 6teleme doniigiimii uzakliklar1 korur. Yani (0,0,0) dan (a,b,c) ye

olan &teleme doniigiimii ile (z/,y/, 2’) degerleri bulunabilir.

[z —al +ly—bl+ |z —c[ =

dT(07 P) ’ dT(Ovpl) = 7’2
O,P ,P' dogrudas noktalar ve P’ € OP olsunlar. Buna gore ¢ —a = k(x — a) ,

y —b=k(y—0b) ve 2 —c=k(z — ¢) olacak sekilde k € R vardir. Boylece

k- dp(O, P) = dr (O, P')

k- dr(O, P)2 =2

7,.2 ,,,2

k = =
dr(0, P)?  (lx —al + [y —b[ + [z — ¢])?
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olarak bulunur ve k nin bu degeri yerine konulursa

. )

(lz —al + |y = b[ + |z — |)?
y,:b+ TQ(y_b)

(lz —af + |y = b[ + |z — c])?
Z,:C+ TQ(Z_C)

(le —al+ |y = bl + |z — ])?
seklinde elde edilir. [

Teorem 4.1.6 O, P,Q noktalars R}, de ii¢ farkl dogrudas nokta olsun. Eger I

taksi kiiresel inversiyonu P yi P’ ye ve Q yu Q' ye dondistiirirse

T2 ' dT(P7 Q)
(07 P) ’ dT<O7Q)

dT(Pla QI) —
dr
dir.

Ispat: O,P,Q dogrudas noktalar: icin P ile P’ ve Q ile Q' invers noktalar oldugun-

dan

dr(O,P)-dr(O,P') =r* =dr(0,Q) - dr(0, Q")

dr(P',Q') = |dr(O,P") —dr(0,Q")]

_ 7"2 _ 7’2 ‘ _ 7“2 (dT<O,Q) —dT(O,P>>
dT(O,P) dT<OaQ> dT(07P> : dT<O7Q)
7”2 . dT(P, Q)

dT<O7 P) : dT(07 Q)
elde edilir. O

Teorem 4.1.7 O,P,Q noktalar: R3. de dogrudas olmayan fi¢ nokta ve P # O,
Q # O olsun. 1oy taksi kiiresel inversiyonu P yi P' ye ve Q yu Q" ye déniistiren bir

inversiyon olsun. P ve @) noktalar dogrultusu

D, ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},

veya

Dy ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,—1,0),(1,0,—1), (0,1, —1)},
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veya
Ds={(1,1,1),(-1,1,1)(1,-1,1),(1,1,-1)}

kiimelerinin herhangi birinin elemans olan dogrular tizerinde ise

7“2 ' dT(P> Q)

(P Q) = 6P - dr(0.0)

esitligi saglanar.

Ispat: Oteleme 3-boyutlu taksi uzayinda izometri oldugundan dolay: I, (O,r) inVer-

siyonun merkezini O = (0,0, 0) orijin olarak almak genelligi bozmaz.

I. Durum P, @ € D, igin

1) P ve @ noktalar1 P = (p,0,0) , Q@ = (0,¢,0) olsun. [(o,,y inversiyonunda P ve Q)
noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasimin merkeze uzakhgi
dr(O, P) = p, @ noktasinin merkeze uzakligi dr (O, Q) = ¢ olur ve P ve ) noktalarmin

I, inversiyonu altinda goriintiileri

dr(O, P)-dr (O, P") = r? esitliginden dr (O, P') = % olup P’ = (%2, 0,0) dir. Benzer
sekilde
dr(0,Q)-dr(0, Q") = r? esitliginden dr (0, Q') = % olup @' = (0, %, 0) olarak elde
edilir. Boylece
r2ort (el +le) o r?de(PQ)

dr(P,Q) = — + - = =

olur.

2) P ve @ noktalar1 P = (p,0,0) ve @ = (0,0,¢) olsun. (o, inversiyonunda P
ve () noktalarmin goriintiileri sirasiyla P’ ve @' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dr(O, P) = p, @ noktasinin merkeze uzakligi dr(O,Q) = ¢ olur ve P ve Q

noktalarimin /(o ) inversiyonu altinda goriintiileri

dr (O, P) - dr(O, P") = r? esitliginden d7 (O, P') = % ve P/ = (%,0,0) dir. Benzer
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0,Q") = = ve Q' = (0,0, %) olarak elde

edilir. Boylece
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2ot 2 (pl+lel) 0 r?-dp(PQ)

dr(P,Q) = = +— = =
r(PLQ) =+ [ Jd] (0, P) - dr(0, Q)

olur.

3) P ve @ noktalar1 P = (0,p,0) , @ = (0,0, ¢) olsun. /(o inversiyonunda P ve @
noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasimin merkeze uzakhgi
dr(O, P) = p, @ noktasinin merkeze uzakligi dr(O, Q) = ¢ olur ve P ve ) noktalarimin

I 0, inversiyonu altinda goriintiileri

dr(O, P) - dr(O, P') = r? esitliginden dr(O, P') = % ve P = (0, %,O) dir. Benzer
sekilde

dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0, Q") = % ve Q" = (0,0, %) olarak elde

edilir. Boylece

, o2 r(lpl +al) r? - dr(P,Q)
dr(P',Q) = — + — = =
TS T T W (0. P) - dl0.Q)

olur.

II. Durum P,Q € D; icin

1) P ve @ noktalar1 P = (p,p,0) , @ = (q,0,q) olsun. [(o,) inversiyonunda P
ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve @' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dr (O, P) = 2p, @ noktasinin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarimin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri

dr(0, P)-dr(0, P') = r? esitliginden dr (O, P') = & ve P’ =
sekilde

dr(0,Q) - dr(0, Q') = r? esitliginden dr(0, Q') = 5. ve Q' = (4,0, %) olarak elde

> 0) dir. Benzer

(2,2,

edilir. Boylece

P Q) = |-y la—pl el + o
[4p|  4lql|  |4p|  4lq]  4|p|lq] 41p||q|
ola—pl+lad+1lpl _  r*-dr(PQ)

olur.

2) P ve @ noktalarn P = (p,p,0) , @ = (0,q,q) olsun. [, inversiyonunda P

ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve @' olmak iizere P noktasinin merkeze
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uzakhigr dr (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligr dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarinin (o, inversiyonu altinda goriintiileri

2

dr(0, P)-dr(O, P') = r? esitliginden dr(O, P') = & ve P' = (%, %, 0) dur. Benzer
sekilde

dr(0,Q) - dr(0, Q") = r? esitliginden dr (0, Q') = % ve @' = (0, %, g) olarak elde

edilir. Boylece

(P = e |2 o el rla + Il
[4p| ~ |l4p| 4lq||  4la]  4|pllq] 41p||q|
ala—pltla+lpl _  r*-dr(PQ)

olur.

3) P ve Q noktalar1 P = (p,p,0) , @ = (¢,—¢,0) olsun. I, inversiyonunda
P ve @) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dr (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligr dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarimin /(o ) inversiyonu altinda goriintiileri

2

dr(O, P)-dr(O, P') = r? esitliginden dr(O, P') = g—; ve P’ = (Z—;, i 0) dir. Benzer
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0,Q) = 2 ve Q' = (%, —2.0) olarak

2q 10 4q

elde edilir. Boylece

rr_r rt ot _rtla=pl rPle+pl
dr(P', Q') = - sl iymins =
[4p|  4]q] [4p| ~ 4]q| 41p||q| 4p| |q|
2la=pltlatpl _ r-de(PQ)

olur.

4) P ve @ noktalann P = (p,p,0) , @ = (¢,0,—q) olsun. I(p,) inversiyonunda
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzakhg dr (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalariin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri

2 2

dr(0, P)-dr(0, P') = r? esitliginden dr (O, P') = & ve P’ = (5, 2, 0) duir. Benzer
sekilde
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dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0,Q) = 2 ve Q' = (%,O, —%) olarak

2q

elde edilir. Boylece

(P = o el e+l
[4p|  4lql| [4p]  4lql  4|pllq] 41p| gl
2la—pl+la+pl _  r-dr(PQ)

41pl gl dr(0, P) - dr(0, Q)

olur.

5) P ve () noktalarnn P = (p,p,0) , @ = (0,¢,—¢q) olsun. I, inversiyonunda
P ve @) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhg dp (O, P) = 2p, Q noktasimnin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarinin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri

2

dr(0, P)-dr(0, P') = r? esitliginden dr (O, P') = & ve P' = (5, 2, 0) duir. Benzer
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q) = 1? esitliginden dr(0,Q') = 5 ve @ = (0,4, — %) olarak

elde edilir. Boylece

(P q) = | o rtlazpl Pl
[4p|  ||4p|  4lql|  4lqel  4|pllq 41p||q|
ola—pl+la+1lpl _  r*-dr(PQ)

olur.

6) P ve Q noktalar1 P = (p,0,p) , @ = (¢,0,—¢) olsun. I, inversiyonunda
P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dp (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarimin /(o ) inversiyonu altinda goriintiileri

dr(O, P) -dr(O, P') = r? esitliginden dr(O, P') = ;—; ve P’ = (Z—;,O, %;) dir. Benzer
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0,Q’) = g—z ve Q' = (%,O, —g) olarak

elde edilir. Boylece

rr rr o _rfla=pl | rletpl
dT(P,;Q,) = — + + =

[4p|  4]q| |4p| ~ 4]q| 4pl|q| 4pllq|

Jla—pl+lg+p P -dp(PQ)

41p||q| dr(O, P) - dr(0,Q)
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olur.

7) P ve @ noktalar1 P = (p,0,p) , Q@ = (0,q,q) olsun, I, inversiyonunda P
ve () noktalarmin goriintiileri sirasiyla P’ ve @' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dp (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve )
noktalariin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri

dr(O, P)-dr(O, P') = r? esitliginden dr(O, P') = % ve P/ = (%, 0, %}) dir. Benzer
sekilde

dr(0,Q) - dr(0, Q') = r? esitliginden dr(0,Q’) = 5. ve Q' = (0

2

2
T T
e 4—q) olarak elde

edilir. Boylece

rroor o r?la—pl | r?lal+pl
dT(P,, Q,) — —'I— + = —

[4p|  4lql  [|4p| 4]q| 4p||q| 41p||q|

ola—pl+lad+1lpl _  r*-dr(PQ)

olur.

8) P ve () noktalar1 P = (p,0,p) , @ = (0,¢,—¢q) olsun. I, inversiyonunda
P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhg dp (O, P) = 2p, () noktasinin merkeze uzakligi dr (O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarimin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri

2

dr(0, P)-dr(O, P') = r? esitliginden dr(O, P') = 5 ve P' = (3,0, %) dir. Benzer
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0,Q) = 2 ve Q' = (0, g, —

29

2

1) olarak

elde edilir. Boylece

rroort ot |t la—pl | Ll A el
dr(P', Q) = t o T =
[4p| ~ 4lq|  ||4p|  4]q] 4p| |q| 4p| |q|
2la—pl+la+lpl _  r-de(PQ)
4 |p| |Q| dT(O>P) : dT(O, Q)

olur.

9) P ve Q noktalar1 P = (p,0,p) , @ = (¢,—¢,0) olsun. I, inversiyonunda
P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve O olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dp (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarimin /(o ) inversiyonu altinda goriintiileri
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dr(0, P)-dr(0, P') = r? esitliginden dr(O, P') = & ve P' = (5,0, %) dir. Benzer
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q) = 1? esitliginden dr(0,Q') = & ve Q' = (4, —%,0) olarak

2q

elde edilir. Boylece

(PO - LA I S S B B (| )
[4p|  4lq||  |4q]  41p] 41p| |q| 41p||q|
_ ola—pltlad+Ipl . r?-de(PQ)

olur.

10) P ve @ noktalar1 P = (0,p,p) , @ = (0,¢,—q) olsun. I, inversiyonunda
P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhig1 dr(O, P) = 2p, () noktasinin merkeze uzaklhig1 dr(O, Q) = 2q olur ve P ve @

noktalarinin (o, inversiyonu altinda goriintiileri

dr(0, P) - dr(O, P') = 1? esitliginden dr(O, P') = & ve P' = (0, %, %) dur. Benzer
sekilde

dr(0,Q) - dr(0,Q') = 1* esitliginden dr(0,Q’) = & ve Q' = (0,5, —%) olarak

2q q

elde edilir. Boylece

e rr ot _rfla=pl  rla+pl
dT(PlaQ/) = - + + =
[4p|  4]q] [4p] ~ 4]q| 4p||q| 4 p| |q|
elo=pl+latpl _  r-dr(PQ)

olur.

11) P ve @ noktalarn P = (0,p,p) , @ = (¢, —¢,0) olsun. (o) inversiyonunda
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigy dp(O, P) = 2p ve () noktasimin merkeze uzakligr dr(O, Q) = 2q olur ve P ve
() noktalarmin /(o ;) inversiyonu altinda goriintiileri

dr(O, P) - dr(O, P') = r? esitliginden d7(O, P') = g—; ve P’ = (0, Z—;, %}) dir. Benzer
sekilde

dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0,Q) = 2 ve Q' = (ﬁ,—g,O) olarak

2q 4q

elde edilir. Boylece
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dr(P.Q) o el e | el +la)
4lq]  ||4p]  4lq||  |4p| 4p| lq| 41p| q|
2la—pltlatpl _ r-de(PQ)

olur.

12) P ve @ noktalar1 P = (0,p,p) , @ = (¢,0,—q) olsun. I, inversiyonunda
P ve @ noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dr (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)
noktalarinin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri

dr(O, P) -dr(O, P') = r? esitliginden dr(O, P') = % ve P' = (0, 2—;, %}) dir. Benzer
sekilde

dr(0,Q) - dr(0, Q') = r? esitliginden dr (0, Q') = 5. ve @ = (0,5, %) den

v ot _rtla—pl | o+l
i (PO = T A r N el _rilg—p N
(P90 = i~ 2| e T | T Al T ael
ela=pl+latpl _ r*-de(PQ)

olur.

13) P ve @ noktalarn P = (p, —p,0) , @ = (¢,0, —q) olsun. [, inversiyonunda
P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dp (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarimin /(o ) inversiyonu altinda goriintiileri

2

dr(O, P) - dr(O,P') = r? esitliginden dr(O,P') = 5 ve P’ = (5, —%,0) dur.

2p

Benzer sekilde
dr(0,Q) - dr(0, Q") = r? esitliginden dr (O, Q') = % ve Q' = (%,0, —2—;) den

(P — r2 oo o P lg—pl (gl +Ipl)
[4p|  4lql|  |4p|  4lql  4lpllq| 41p||q|
ola—pl+lad+1lpl _  r*-dr(PQ)

olur.

14) P ve @ noktalarn P = (p,—p,0) , @ = (0,q, —q) olsun. (o) inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze
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uzakhigr dr (O, P) = 2p, () noktasimin merkeze uzakligr dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalarinin (o, inversiyonu altinda goriintiileri

dr(0,P) - dr(O, P') = r? esitliginden drp(O, P') = & ve P' = (5, —%5,0) du.
Benzer sekilde

2

dr(0,Q) - dr(0, Q') = r? esitliginden dr(0,Q) = 5. ve @ = (0,5, %) den

Q) = oy o | e | el
[4p| ~ 4lq]  ||4p| =~ 4]q] 4p||q| 41p||q|
eld+lpl+la+pl  r?-de(PQ)

olur.

15) P ve @ noktalarn P = (p,0,—p) , @ = (0,¢, —q) olsun. (o) inversiyonunda
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhg dr (O, P) = 2p, @ noktasinin merkeze uzakligi dr(O, Q) = 2q olur ve P ve Q)

noktalariin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri

dr (O, P) - dp(O,P') = r? esitliginden dr(O,P') = 2 ve P' = (& O,—%) dir.

2p ap’
Benzer sekilde
dr(0,Q) - dr(0, Q") = r? esitliginden dr (O, Q') = % ve ' = (0, %, —ﬁ) den

1P = r2oer o o lg—pl | r*(lgl +1pl)
[4p|  4lql|  |4p|  4lq]  4|p|lq] 41p| |q|
_ ola—pltld+Ipl o -de(PQ)

olur.

III. Durum P, € Dj; i¢in

1) P ve @ noktalar1 P = (p,p,p) , @ = (q,9,—q) olsun. [, inversiyonunda
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dr(O, P) = 3p, () noktasinin merkeze uzakhg ise dr(O, Q) = 3¢ olur ve P ve

() noktalarinin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri

dr(O, P)-dr(O, P'") = r? esitliginden dr (O, P') = %} ve P/ = (g—;, g—;, g—;) dir. Benzer
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0, Q') = % ve Q' = (%,%,—%) olur

boylece
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r? r? r? r? r? r? r?lq—p| | r*|q+ D
dr(P', Q") - + - + + =2 +
19p]  9]q| 90| 9]q 19p] ~ 9]q| 91p| |q| 91p||q|
o2a—pltlatpl - r*-de(PQ)
olur.

2) P ve Q noktalar1 P = (p,p,p) , @ = (¢,—q,q) olsun. I, inversiyonunda
P ve @ noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dr(O, P) = 3p, () noktasiin merkeze uzakhigi ise dr(O, Q) = 3¢ olur ve P ve

() noktalarimin /(o ) inversiyonu altinda goriintiileri

dr(0, P)-dr(O, P') = 72 esitliginden dr (O, P') = = ve P’ = (&, 2, ) dir. Benzer

~ 3p 9p’ 9p’ 9p
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0, Q') = 5 ve Q) = (%,—g—z,%) olur
boylece
G(PQ) = | | | _grla—pl et p
9p[  9all 190  9lal| |[9]  9ldl Ilpllal — 9lpllal
22la—pl+lg+pl - dr(PQ)
91plq| dr(O, P) - dr(O, Q)
olur.

3) P ve @ noktalarn P = (p,p,p) , Q@ = (—q,q,q) olsun. I, inversiyonunda P
ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve @' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dr(O, P) = 3p, @ noktasinin merkeze uzakhg ise dr (O, Q) = 3¢ olur ve P ve

() noktalarimin /(o ,) inversiyonu altinda goriintiileri

dr(0, P)-dr(O, P') = r? esitliginden dr (O, P') = & ve P' = (£, &, %) dur. Benzer
sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q') = r? esitliginden dr(0,Q') = 5 ve Q' = (=5, &, &) olur
boylece
A N U O I el IO [ B | B [ ¥
(P Q) = Vg o5 o 971l T |iopl T 970l T 2 9
9p[  9lall 190  9lal| |[9]  9ldl Pl lq] [p| ]
22la—pltlg+pl - dr(P.Q)
91plal dr (0, P) - dr(0,Q)

olur.
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4) P ve @ noktalar1 P = (—p,p,p), @ = (¢,¢,—q) olsun. o) inversiyonunda
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigr dr(O, P) = 3p,  noktasinin merkeze uzakhg ise dr(O, Q) = 3¢ olur ve P ve

() noktalarimin (o ) inversiyonu altinda goriintiileri
dr(0,P) - dr(0,P') = r? esitliginden dr(O,P') = & ve P' = (=5, 5= =) dir.

Benzer sekilde

dr(0,Q) - dr(0,Q') = r? esitliginden dr(0,Q") = 5 ve Q' = (5,5, —5) olur

boylece
r? r? r? r? r? r? r?|q+p|  r*lqg—p|
(P Q) = | | o | Dy ‘ ) N
901~ 9lal|  |[9] 9lal| |19 9lql 91pllql 91pl gl
22la+pl+lg—pl _  r*-dr(PQ)
olur.

5) P ve @ noktalar1 P = (—p,p,p), @ = (¢,—q¢,q) olsun. I, inversiyonunda
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakligi dr(O, P) = 3p, () noktasinin merkeze uzakligi ise dr(O, Q) = 3¢ olur ve P ve

() noktalariin /(o ;) inversiyonu altinda goriintiileri
dr (O, P) - dr(O, P") = r? esitliginden d7(O,P') = = ve P’ = (—g—p,g—;,g—;) dir.
Benzer gekilde
e YU 7‘2 r ,,,2 7,,2
dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0,Q") = 5, Ve Q = (@>_9Tp%) olur

boylece
r2 r2 r2 r2 r2 r2 r?|lq+p|  r*lqg—p|
dp(P', Q') = + + + + - =
90|~ 91q 19p] ~ 9]q| 9p]  9]q 91p| gl 91p| |q|
22la+pl+lg—pl _ r?-dr(PQ)
olur.

6) P ve () noktalarn P = (p, —p,p), @ = (¢,q,—q) olsun. I, inversiyonunda
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze
uzakhigy dr(O, P) = 3p, () noktasimin merkeze uzaklhigi ise dr(O, Q) = 3q olur ve P ve

() noktalarimin /(o ;) inversiyonu altinda goriintiileri



dr(0,P) - dr(0,P') = r? esitliginden dr(O,P') = & ve P' = (5, —5 =) dir.
Benzer sekilde
dr(0,Q) - dr(0,Q") = r? esitliginden dr(0,Q") = 5 ve Q' = (4,5, —5) olur
boylece
rr_r o r o rtla—pl e+l
dT(P’,Q’) = — + + + + ‘: +92
901 9lal| ~ [19p] = 9lal[ 1190 ~ 9lal] ~ 9lplldl 91pl gl
ola—pl+2lg+pl _ r*dr(PQ)
olur. [J

Oklidyen diizlemde C, O merkezli, r yaricaph bir cember olmak iizere C' cemberine
gore inversiyon icin agagidaki ozellikler bilinmektedir.

i) Inversiyon merkezinden gecen dogrular invaryanttir.

ii) Inversiyon merkezinden gegmeyen dogrular inversiyon merkezinden gegen cem-
bere doniigiir.

iii) Inversiyon merkezinden gecen cemberi inversiyon merkezinden ge¢cmeyen bir
dogruya doniistir.

iv) Inversiyon merkezinden ge¢gmeyen cember, inversiyon merkezinden ge¢gmeyen
bir ¢embere doniisiir.

v) Inversiyon cemberi ile es merkezli cember yine es merkezli bir cembere doniisiir.

Bu ozelliklerden yola cikilarak taksi kiiresel inversiyonunda asagidaki teoremler

verilebilir:

Teorem 4.1.8 o, taksi kiiresel inversiyonu altinda inversiyon merkezinden gegen

her dogru ve diizlem invaryant kalur.

Ispat:  Inversiyon merkezinden gecen her dogrunun Lo, inversiyonuna gore
gorintisinin kendi oldugu agiktir. R3. de tiim Oklidyen ételemeler birer izometri
oldugundan dolayr inversiyon merkezinin orijin alinmast genelligi bozmaz. O halde
S, O merkezli v yaricapl taksi inversiyon kiiresi ve Il de denklemi Mx+ Ny+Tz =0

olan bir dizlem olsun. II ye I o,y inversiyonu uygulanirsa
7"256, r2y’ 7“22,
) y = ) Z =
('] + ly'] + [2']) (' + |y + [2']) (Il + ly'] + [2'])
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oldugundan

r2a LN r2y LT r2z _0
(|2 + y'| + |2'])? (|2 + [y'| + |2'])? (|2'] + [y'| + |2'])?

ve r # 0 oldugundan
(r*) (M2’ + Ny + T2') = M2’ + Ny + T2 =0

elde edilir. OJ

Teorem 4.1.9 [, taksi kiiresel inversiyonu altinda merkezi O olan her taksi kiire

yine O merkezli taksi kiireye doniisiir.

Ispat: S, O merkezli v yaricapl taksi inversiyon kiiresi olsun. Lo altinda
P = (z,y,2) noktast ve S taksi kiiresi i¢in R3. de dtelemeler uzakhgr korudugundan
S taksi kiiresinin denklemini |x| + |y| + |z| = r yerine |z| + |y| + |z| = k, k € R
olarak alabiliriz. Teorem 4.1.4.e gore (x,y,z) = m(:ﬂ,y’,z’) oldugundan S
taksi kiiresinin I (o) taksi kiiresel inversi

2
,
o+ /| + 1] = =

olarak I,y altinda merkezi O olan % yaricaply kiire elde edilir. [J

Teorem 4.1.10 o, taksi kiiresel inversiyonu altinda S taksi kiiresinin her kenari,

ylizii ve kosesi (o, inversiyonu altinda invaryant kalor.

ispat: Lo,y taksi kiiresel inversiyonu altinda S taksi kiiresinin dizerindeki tim

noktalarin kendine dondistigi aciktir. [

4.2 Cifte Oran

R3 de [ dogrusu iizerindeki A ve B noktalar i¢in A dan B ye yonlii taksi uzak-
lig1 dp[AB] ile gosterilsin. Eger 1smin baglangic noktast A ve B yi iceriyorsa pozitif
yonlii yonelme dr[AB] = dr (A, B), 151n ters yonlii ise negatif yonlii yonelmedir ve

dT[AB] = —dT (A, B) dir.
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Tanim 4.2.1 R2. de bir yonlendirilmis dogru iizerinde dort farkh nokta A, B,C,D

olsun. Bu moktalarin taksi ¢ifte orans

(AB,CD)r =

seklinde tanimlanar.

C ve D nin her ikisi de A ve B arasindaysa cifte oran pozitiftir. C' ve D , A ile B
nin arasinda degilse de poziftir. Ancak {A, B} ve {C, D} iftleri biribirlerinden ayr1
olurlarsa negatiftir. Inversiyon kiiresinin merkezi A, B, C, D den herhangi biri degilse
¢ifte oran inversiyon altinda invaryant kalir. Bu o6zellik taksi uzayinda gegerlidir.O

halde Teorem 4.1.4 kullanilarak

dT [A/C/:| dT [B/7

(4B .C'D) ) D)\ dp(A,C) dr(B,D)
’ P dp[A', D] dp[B,C'|  dp(A,D) dp(B,C)
r2.dr(A,C) r2.dr(B,D)
700800 TR _ dr(A,C) dr(B,D)
72-dr(A,D) r2dr(B.C) (A,D) dr(B,C)

dT(OvA)'dT(O7D) dT(OvB)'dT(Ovc)

dr[A,C] dr[B,D]
I [AD drB.o  ABCD)l

olur. Yani taksi kiiresel inversiyon taksi cifte orani korur. O halde asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.2.2 R3. de O merkezli, v yarigapl taksi kiiresine gére I (o, inversiyonu

cifte oranay korur.

Merkezil taksi birim kiiresine gore inversiyon altinda asagidaki érnekler verilebilir:

Ornek 4.2.3 C ve D noktalariman her ikisi de A ve B arasinda olmas: durumuna
ornek olarak R3. deki A = (1,1,1), B = (4,4,4),C = (2,2,2), D = (3,3,3) i¢in ¢ifte

oran hesaplanirsa

dr (A,C)=14+1+1=3,
dr (B,D)=1+1+1=3,
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dr (A, D) =2+2+2 =6,
dr (B,C) =2+ 2+ 2 = 6 oldugundan yonlendirmeye de dikkat edilirse

_ dr[AC] dr[BD] _ dr(AC) —dr(B,D) _ 3 -3 _ |1 .
(AB,OD)T = d;:[AD} : d;[BC} = d;:(A,D) : fd;(B,C) =% 6 — +l_l olur (Sekﬂ 43)

VA
Fy
A\ D
\‘ 3
AY
V4
C,
- o
- = 1 -....."'-r
- I -~ _
0p0] >y
)
1
/]
I
1
[
[}

Sekil 4.3. Merkezil Taksi Kiirede Cifte Oran

Ornek 4.2.4 C ve D nin her ikisi de A ve B arasinda degil iken R3. deki
A=1(2,2,2), B=(3,3,3),C =(1,1,1), D = (4,4,4) i¢in ¢ifte oran hesaplanirsa

dr(A,C)=14+1+1=3,
dr (B,D)=1+1+1=3,
dr (A,D) =2+4+2+2=6,
dr (B,C) =2+ 2+ 2 = 6 oldugundan yonlendirmeye de dikkat edilirse

_ dp[AC] dp[BD] _ dr(AC) —dr(B,D) _ 3 -3 _ |1 .
(AB,CD)r = Tr[AD] * dr[BCl = dp(AD)  —dr(B0) — & —s — Tz olur (Sekil 4.4.)
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>

-
-
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-

0p0T >y

1
!
]
1
1
!
]
Sekil 4.4. Merkezil Taksi Kiirede Cifte Oran

Ornek 4.2.5 C noktast A ve B arasinda iken D noktasy arada olmazsa RS, deki A =
(2,2,2), B=(4,4,4),C = (1,1,1), D = (3,3, 3) i¢in ¢ifte oran hesaplanirsa

dr(A,C)=1+1+1=3,
dr(B,D)=1+1+1=3,
dr (A, D) =2+2+2=6,
dr (B,C) =3+ 3+ 3 =9 oldugundan yonlendirmeye de dikkat edilirse

(AB CD)T _ dr[AC]  dr[BD] —dr(A,C)  —dr(B,D) -3 _3

_ _ 1 :
= Gr[AD] * 4r[BC] = dr(AD) " —dr(BO) — 6~ o — —g olur (Sekil 4.5.).




o4

Sekil 4.5. Merkezil Taksi Kiirede Cifte Oran

4.3 Harmonik Eslenikler

Tanmim 4.3.1 A ve B, R3. de bir | dogrusu tizerindeki iki nokta olsun. 1 tizerindeki

{C, D} c¢ifti i¢in

dr[AC] _ dr[AD]
dr[CB] ~ dr[DB]

esitligi saglanwyorsa A ve B harmonik olarak bélinir denir. C ve D mnoktalarina A

ve B ye gore taksi harmonik eslenikler denir ve H(AB,CD)y ile gosterilir. C' ve D
noktalarimin A ve B ye gore taksi harmonik eslenik olmasi icin gerek ve yeter kosulun

(AB,CD)r = —1 oldugu ag¢iktar.

Teorem 4.3.2 S, O = (0,0,0) merkezli taksi kiire ve [A, B] dogru par¢asy S kiiresinin
capr olsun. [A, B] yi i¢ten ve digtan bolen O A wginanan farkly iki noktasy P ve P olsun.
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P ve P" noktalar: A ve B ye gore taksi harmonik eglenik olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul P ve P' noktalarin 1o,y inversiyonuna gére invers noktalar olmasidor.

Ispat: P ve P’ noktalar1 A ve B ye gore taksi harmonik eglenik olsunlar. Boylece

(AB,PP)p = —1,

dr[AP) di[BP)
dr[AP] dr[BP] ~

P noktas1 [A, B] dogru pargasimni igten boldiigiinden ve P, OB 11 iizerinde oldugun-

dan dr (P, B) = r—dyp (O, P) vedr (A, P) = r+ dr (O, P) dir. P’ noktasi [A, B] dogru
parcasini  distan  boldiigiinden ve P/, OB 1sm  iizerinde oldugundan

dr (A, P') =r+ dr (O, P") ve dy (B, P") = —r+ dr (O, P’) diir. Boylece

r+ dr(0,P) —r+ dr(0,P) _ 1
r+ dr (O,P) —r+ dp(O,P)

(T + dT (O, P))(—T + dT (O, P,)) = T’Q—T’dT (O, P>—|—7’dT (O, Pl)—dT (O, P,) dT (O, P) .
Buradan dr (O, P)dy (O, P') = r? elde edilir. Boylece P ve P’ noktalarmin taksi

kiiresine gore (o) inversiyonda invers noktalar oldugu ortaya ¢ikar. Tersine P ve P’

noktalar1 /(o inversiyonuna gore invers noktalar ise ispat benzerdir. [



56

5. 3-BOYUTLU CIiN DAMA UZAYINDA CIN DAMA
KURESEL INVERSIYONLAR

R? Cin dama uzayi, R® Oklid uzay1 ile hemen hemen aym ozelliklere sahiptir.
Ornegin noktalar1, dogrular ve diizlemleri aymdir ve acilar1 da aym yolla olciiliir. An-

cak uzaklik fonksiyonu farkhidir (Geliggen, Kaya, Ozcan, 2006).

A= (x1,91,2), B = (72,12, 2) € R? i¢cin Oklid uzaklik fonksiyonu

d(A, B) = \/(5131 —22)" + (11 — 12)* + (21 — 22)°
iken
A= (z1,y1,21), B = (22,92, 22) € R? igin Cin dama uzaklik fonksiyonu
dr(A, B) = max {|z; — 22|, [y — y2|, [21 — 22|}
ve
ds(A, B) = min{|zy — 22| + |y1 — yo|, |21 — 22| + |21 — 2], [y1 — 2| + [21 — 22[}

olmak {izere

4:(A, B) = dy(4, B) + (V2= 1) ds(A, B)

olarak tamimlanir.

R? Cin dama uzayindaki merkezil birim kiire ise

max {Jo]., y|, [2]} + (V2 = 1) min {Jal + [y] |2l + 2], lyl + 2]} = 1
denklemini saglayan (x, y, z) noktalarinin geometrik yeridir (Sekil 5.1.). Burada kargilagilan

kiire Catalan cisimlerden biri olan herbir yiizii eg deltoidli yirmi doért ytizlii bir cisimdir.
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Sekil 5.1. R? Cin Dama Uzayinda Merkezil Kiire

5.1 Cin Dama Kiiresel Inversiyonlar

R? de S Cin dama kiiresinin merkezi O ve yarigap: r olsun. /o, de Cin dama kiire-

sel inversiyonu uzaydaki P noktasini P’ noktasina egleyen asagidaki kosullar: saglayan
bir doniisiimdiir:
Lo, : B} — {0} — B! — {0}
Lo (P) =P
i) P’ noktast OP 11 iizerindedir.
ii) d.(O, P)-d.(O,P") = r?
P’ noktas1 P noktasimin S kiiresine gore Cin dama kiiresel inversidir ve O da inver-

siyon merkezidir. Ayrica bir S Cin dama kiiresine gore Cin dama kiiresel inversiyonu

involusyonludur.

Teorem 5.1.1 S, Ip,) Cin dama kiiresel iversiyonunda O merkezli bir ¢in dama

kiiresi olsun. P noktast S nin disinda ise P nin inversi olan P’ noktas: kiirenin i¢indedir

(Sekil 5.2.). Tersi de gegerlidir.
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Ispat: P noktasi S nin diginda ise d.(O, P) > r olur. P' = [o(P) ise
d.(0, P)-d.(O, P") = r? .Boylece r* = d.(O, P)-d.(O, P') > r-d.(O, P") oldugundan

r>d.(O, P

olur. Tersi de benzer sekilde gosterilir. [

Sekil 5.2. Merkezil Cin Dama Kiiresinde Invers Noktalar

Ornek 5.1.2 Loy Cin dama kiiresel inversiyonu, Cin dama inversiyon kiiresi iiz-
erindeki noktayr kendisine dondstirir. O = (0,0,0), r = 1 olmak tzere P = (1,0,0)
noktast icin P’ noktast

d.(O, P) =1 oldugundan

d.(0,P)-d,(0,P') =1,

1-d,(0,P) =1,

d.(O,P") =1 ve P'=(1,0,0)

olarak bulunur. Béylece 1oy (P) = P dir.
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Ornek 5.1.3 I (0,r) tnversiyonu, Cin dama inversiyon kiiresinin digindaki noktay: kiire
icindeki bir noktaya dondstirir. O = (0,0,0), r =1 ve P = (1,1,1) noktas i¢in P’
noktast

d.(0, P) = 2v/2 — 1 oldugundan

d.(O,P)-d.(O,P") =1,

(2\/5 . 1) - d.(0,P) =1,
O, P, P' dogrudas oldugundan

2V2+1 <2¢§+1 2\/§+12ﬁ+1>
= —— 0
7 Y Y

(O, P P =

olur.

Ornek 5.1.4 I (0,r) inversiyonu, Cin dama inversiyon kiiresinin i¢indeki noktay Kiire
digindaki bir noktaya donistirir. O = (0,0,0), r =1 ve P = (%, 0,0) noktasu i¢in P’
noktasu

d.(0, P) = 3 oldugundan

d.(O,P)-d.(O,P") =1,

-d.(0,P') =1,

N —

d.(O,P") =2 ve P =(2,0,0)

olarak bulunur.

Teorem 5.1.5 S, R? de merkezi O = (0,0,0) olan v yargapl Cin dama kiiresi i¢in
P # O olmak iizere P = (x,y,2) ve P' = (2',3y,2") noktalar: Io,y Cin dama kiiresel
mwersiyonuna gore invers noktalar iseler P ile P' arasinda

/ T2

" (d(0, P))?

bagintisy vardar.
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Ispat: S, R? de merkezi O = (0,0,0) olan r yaricaphi Cin dama kiiresi ve
P = (z,y,z) ve P' = (2/,y/, 2') noktalar i¢in
d.(O0,P)-d.(0,P") =r?
(dL(O, P)+ (ﬁ - 1) ds(O, P)) : (dL(O, P+ (\/5 - 1) ds (O, P')) = 2

dir. Burada P ve P’ noktalarimin konumuna gore 6 farkli durum ortaya gikar:

2 =yl = 2], 2l = 2 =yl Jyl = || = |2,

yl =zl = Jal, |zl =[] = Jy[ ve |2[ = [y| = |z

O, P, P' noktalar1 dogrudag oldugundan x’ = kx , ' = ky , 2’ = kz olacak sekilde
k € R vardir. Boylece

(dL(O, P) + (\/5 a 1) ds (O, P)) : (k:dL(O, Py +k (\/5 L 1) ds (O, P’)> _—

ve
4.(0, P) = (0, P) + (V2 ~ 1) ds(O, P)
esitliklerinden
(d.(0, P))?

elde edilir ve bu ifade ' = kx , v/ = ky , 2’ = kz de yerine konulursa

dir. Boylece

sonucu ortaya ¢ikmig olur.
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Teorem 5.1.6 R? de merkezi O = (a,b,c) olan v yarigapl S Cin dama kiiresi i¢in
P # O olmak iizere P = (x,y,2) ve P' = (2',y/, %) noktalar: I .o,y Cin dama kiresel

inversiyonuna gore invers noktalar iseler P ile P' arasinda

7"2

P—-0=———(P-0)
(d.(0, P))

bagintisy vardar.

Ispat: R3 de O = (a, b, c) merkezli r yarigaph S Cin dama kiiresinin denklemi

a1(0, P)+ (V2—=1) ds(0, P) = r

dir. Bu kiireye gore P = (x,y, z) ve P' = (2/,%/, 2') invers noktalar oldugundan

d.(O0,P)-d,(0,P") =r?

sartin1 saglar. Boylece P ve P’ noktalarinin konumuna gore 6 farkli durum ortaya

gikar:

[z —alZly=bl=l|z—cl |z —al Z [z —c[ =y —b,[y —b[ =[x —a] = |z =,

ly=bl=lz—cl =]z —a|,lz—cf 2|z —a| =2 [y —blve|z —c| = ly = b] = |z — a
O, P, P' noktalar1 dogrudag oldugundan 2’ —a =k (x — a) ,

v —b=k(y—">), 2 —c=k(z—c) olacak sekilde k € R vardir. Boylece

(dc<07P)) ’ (k ) dc<O7P)) = T2

esitliginden

7“2

(de(0, P))”
olarak bulunur ve bu ifade 2’ —a = k(x —a) W/ —b=k(y—10) , 2 —c=k(z—¢)

ifadesinde yerlerine konulursa



62

y/—b+ T2(y_b)
(de(O, P))*

P ol Gt
(de(O, P))*

ifadeleri elde edilir. Boylece
/ r2
P -0 = 5 (P —0)
(de(O, P))

elde edilmis olur. [

Teorem 5.1.7 O,P,Q noktalart R? de ii¢ farkl dogrudas nokta olsun. Eger Lo,y Cin

dama kiiresel inversiyonu P yi P' ye ve Q yu Q' ye doniistiiren inversiyon ise

r? - d.(P,Q)
dc(ov P) : dc<07 Q)

do(P', Q') =
dir.

Ispat: O,P,Q dogrudas noktalar ve Loy Cin dama kiiresel inversiyonuna gére

P ile P ve Q ile Q' invers noktalar oldugundan
d.(O,P)-d.(O,P) =r*=d.(0,Q) - d.(0,Q")
dir.

d.(P',Q") = 1d.(O,P") —d.(0,Q")]

o 7’2 _ 7"2 ‘ . T2 (dc(Oa Q) - dc(07 P))
B dc(O’ P) dc<07 Q) N dc 07 P) ’ dc<07 Q)
7"2 : dc(Pv Q)

d.(O,P)-d.(0,Q)
elde edilir. O

Teoremle ilgili agagidaki 6rnekler verilebilir.
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Ornek 5.1.8 R? de dogrudas ii¢ nokta O = (0,0,0), P = (1,1,1), Q = (2,2,2) we
r = 2¢/2 olsun. O tnversiyon merkezi olmak tizere

P noktasinin merkeze uzaklig

d.(0,P) = max{1,1,1} + (V2 — 1) min {2,2,2} = 2v/2 — 1,

Q@ noktasinin merkeze uzakhg

d.(0,Q) = max{2,2,2} + (\/5— 1) min {4,4,4} = 4v/2 — 2 ve P noktasimn Q
noktasina olan uzaklg

d.(P,Q) = max {1,1,1} + (V2 — 1) min {2, 2,2} = 2v2 — 1,

d.(0, P)-d.(O,P') =1 esitliginden d.(O, P') = 221 ye

o (8(9+4\/§) 8(9 + 4v/2) 8(9+4\/§)>

45 45 45
d.(0,Q) - d.(0,Q") = r? esitliginden d.(0,Q") = 4(2\/7§+1) ve
o= 409 +4v/2) 4(9+4v2) 4(9+4V2)
y 4 7 45 7 45 ’
d.(P, Q) = 4(941;‘@ +(vV2-1) 8(92—4;\@ olur. Boylece
?-de(P,Q)
d(P,Q) = —— 0
(P.Q) d.(O,P)-d.(0,Q)
8- (2v2-1)

(V2 1) (V2 2)

esitligi saglanar ve bu noktalar i¢in teoremin ifadesindeki baginty saglanmas olur.

Ornek 5.1.9 R? de dogrudas olmayan ¢ nokta O = (0,0,0), P = (1,0,0),
Q=1(2,2,2) ver = 2v/2 olsun. O inversiyon merkezi olmak tizere

P noktasinin merkeze uzaklig

d.(0, P) = max {1,0,0} + (v2— 1) min {1,1,0} = 1 ve

Q noktasinin merkeze uzakhg

d.(0,Q) = max{2,2,2} + (\/5— 1) min {4,4,4} = 4v/2 — 2 ve P noktasin Q
noktasina olan uzakhg

d.(P,Q) = max {1,2,2} + (\/§ —1)min {3,3,4} = 3v2 — 1 olmak tizere

d.(O,P)-d.(O,P") =1r* den d.(O,P") =8 ve

P’ = (8,0,0)
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4:(0,Q) - d(0,Q) = den d.(0, Q) = *BZ

oo (4(9 +4v3) A9+ 4v2) 4(9 + 4\/§)>

45 ’ 45 ’ 45
seklinde elde edilir. d.(P',Q') = (9+4f) + (V2 — 1) 8 olur boylece

2 dc(P’ Q)
dc(07 P) : dc(Oa Q)

8- (3v2—-1)
1-(4v2-2)

sonucu elde edilir. Yani dogrudas olmayan noktalar i¢in teoremin ifadesinin gecerls

dC(P/, Q/)

olmadign goriiliir.

Teorem 5.1.10 O, P,Q noktalarr R de dogrudas olmayan ii¢ nokta ve Loy Cin
dama kiiresel inversiyonu P yi P ye ve Q yu Q' ye doniistirsin. Bu taktirde uzayda

dogrultusu ~ w; = (1,0,0), uy = (-=1,0,0), us3 = (0,1,0), ugy = (0,—1,0),

1 1 _ (1 1 _ 1 1 _ 1 1
U0 = (75,—%7(0 ; U1l = (7570,%) ; U2 = <—7§,07—7§> ; U1z = <—7§,0, 7§> )

1 1 _ 11 _ 1 1 _ 11
Ug = <ﬁ,07—7§> , Urs = (Qﬁ,ﬁ) , Utg = (0,—7?—%) UVES <0>—\ﬁ,%> ;

D1 = {UZ | 1€ 172, ,18}

_ 1 1 1 _ 1 1 1
veya vy = (2\/571’ 2v2-17 2\/§fl> U2 =\ T v 1 2v 1)

() = (o).
221" 2v2-1’2v2-1) 7 74 Vo1 2{1’221

’U =
v = 11 O — 1 11
2f 1 2ve-1 T 2v2-1) 0 6 T 2v2-172v2-10 221
_(__1 1 1 S D |
vr = ( 2v/2-17 2v2-1’ 2\/571> » U = ( 2vV/2-17 2v2-1’ 2\/§f1> olan

DQZ {Ui | 1€ 1,2,...,8}
veya t; = (1,v/2+1,0), to = (1, — (vV2+1),0), t3 = (=1,v/2+ 1,0),

ts=(-1,— (vV2+1),0), ts = (1,0,vV/2+ 1), tg :(1,0,—(\/§+1)),
tr=(-1,0,v2+1),ts = (-1,0,— (V2+1)), to = (0,v2+1,1),
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tw=(0,— (V2+1),1), ti = (0,vV2+1,-1), t1o = (0,— (V2+1),-1),
5=(0,1,v2+1), tiu=(0,1,— (V2+1)), ti5 = (0,—-1,vV2+1),
tlﬁ—(O,—l—(\/_+1)),t17:(\/_+101) tis=(—(vV2+1),0,1),

(\/_+10 ) t20—( (\/_+1) ) 7521—(\/_+1,1,())

= (- (\f+1),1,0) t2s:(f+1— 0), o = (= (V2+1),-1,0),
t25_(1\/_ 1,0), tss = (1, — (V2 —1),0), tor = (-1,v/2—1,0),
tos = (— 1,—(\/5—1),0),7529:(, V2 —1), tso = (1,0,— (V2 -1)),

= (~=1,0,v2—1), tzo = (-1,0,— (V2 —1)), tss = (0,v/2—1,1),
t34:(0,—(\/5—1),1),t35:(O,\/§—1,—1),t36:(0,—(\/5—1),—1),
tsr=(0,1,vV2—1), t3s = (0,1,— (V2 —1)), tz9 = (0,—1,vV2 1),
tio=(0,—-1,— (vV2—1)), tss = (V2—1,0,1) , tao = (— (V2 -1),0,1),
tis=(vV2—-1,0,-1), tsa = (— (V2-1),0,-1), ta5 = (vV2—1,1,0),
tis=(— (V2-1),1,0), tsr = (V2—1,-1,0), tis = (— (V2 —1),—1,0)olan

Ds={t;|i€l,2,..,48}
kiimelerinin elemany olan dogrular tizerinde alinan P ve Q) noktalar: i¢in

2 dC(P7 Q)
d.(0, P) - d.(0,Q)

dc(P/’ Q/) —

esitligi saglanar.

Ispat: I.Durum P,Q € D; icin

1) P = (p,0,0) , Q@ = (0,¢,0) iken (o, inversiyonunda P ve @ noktalarmin

goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze uzaklig
d.(0,P) = max{p,0,0} + (v2—1)min{p,0,0} = p ve @ noktasmin merkeze

uzaklhig
d.(0,Q) = max{0,q,0} + (\/§ — 1) min {0,0, ¢} = g olur. Boylece P ve () nokta-

larinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2
P = (1,0,0), Q= (0,1,0>
p q

bulunur (Sekil 5.3.). Buradan da
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T2

p

7“2

q

2 7,2

,@+@@4pm{1+_

p q

2

r 2

r

q

) s | T
p

d.(P, Q") = max{

|

elde edilir. d.(P’,Q’) iki ayr1 durumda incelenir:

i) 2| > |2 olmas: halinde

@) = || (va 1) [ = Pl (2 ) dp.@)

o q Il - 14l d.(0, P) - d(0, Q)
olur.

ii) % < |2 olmasi halinde ise

wr@) =[]+ (vaor) [ < 2 (2= Dla) _rt-air)

o p Ipl - gl de(O, P) - d.(0, Q)
olur.

2) P ve @ noktalar1 P = (p,0,0) , @ = (0,0,q) olsun, /o) inversiyonunda P ve @

noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze uzaklig
d.(O,P) = max{p,0,0} + (\/5— 1) min {p,0,0} = p ve @ noktasmn merkeze

uzaklhig: ise
d.(0,Q) = max {0,0,q} + (\/5 — 1) min{0,0, ¢} = ¢ olur. Béylece P ve @ nokta-

larmin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2
P = (1,0,0), Q = (o,o, T—)
p q

bulunur. Buradan da

7a2

b

7,2 2

—}+<\/§—1>min{ r

q D

7’2 7,,2

p q

7"2

q

707 ) Y

d.(P',Q") = max{

|

elde edilir. d.(P’, Q") iki ayr1 durumda incelenir:

i)

2 2 .
L | olmas: halinde

>

2

7‘2

q

_ P (d+ (V2-1lpl) _ 2-d(P.Q)
‘p’ ’ |q, dc(07 P) ’ dc(O7Q)

(-1
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olur.
ii) % < |2| olmasi halinde ise
2 2l (lpl+ (V2 -1 2. d(P
p ‘p’ ) |q, dC(Ov P) ) dC(OaQ)
olur.

3) P ve @ noktalar1 P = (p,0,0) , @ = (%, %,0) olsun, /(o) inversiyonunda
P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzakligi

d.(O,P) = max{p,0,0} + (\/5— 1) min {p,0,0} = p ve @ noktasmn merkeze

uzakligl ise
d.(0, Q) = max { ol ﬁ, 0} + (\/5 — 1) min {\/iq, %, %} = ¢ olur. Boylece P ve

( noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
P’z(r—,o,o»@’:(—r o ,0)
p V2 qv?2

bulunur. Buradan da

742

Ak

q\_F

L) - {2
(V2 1)

ve iglemler yapildiginda

}

7,2

vl

T2 T2

p 2|

7"2

2

|

r2
p

7“2

qv2

r? r?

2|

7,2 : dc(P7 Q)

d.(P', Q") = d.(0, P) - d.(0,Q)

+(va-1)

olur.

4) P ve ) noktalar1 P = (p,0,0) , Q = <_\/i§’ \/LE’ O) olsun, /o, inversiyonunda

P ve @ noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve ) olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(O,P) = max{p,0,0} + (\/5— 1) min {p,0,0} = p ve @ noktasimn merkeze

uzaklhig ise
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d.(0, Q) = max {\%, \%, 0} + (\/5 — 1) min {x/?q, \%, \%} = ¢ olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
Pl - <T_7070> ) Ql = <_r_7 T_)o)
p V2 qV?2

bulunur. Buradan da

T2 2 2

r r
d.(P', Q") = max{ —+ —,|—= ,O}—I—
P V2l V2
2 2 2 2 2 2
Va1 min{r_y“_ I Tl PR e T_}
( ) poV2 1ev2l T V2] V2
ve iglemler yapildiginda
2 p2 72 r? - d.(P,Q)
do(P, Q") = | =+ —= |+ (V2 -1 = o

( ) b q\/§ ( ) Q\/§ dc(O7P) dc(OaQ)

olur.

\/57
P ve @) noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

5) P ve @ noktalarn P = (p,0,0) , @ = <i 0, \%) olsun, /(o) inversiyonunda

uzaklhig

d.(0,P) = max{p,0,0} + (vV2—1)min{p,0,0} = p ve Q noktasmin merkeze

uzaklig: ise
d.(0,Q) = max {%, 0, \%} + (\/§ — 1) min {\/ﬁq, %, \%} = ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
P,: (r_aovo)a Q,: (T_707T_)
p w2 qV2

bulunur. Buradan da

2 2 2

r r r
d.(P', Q") = max{ ———,|—= ,O}+
P qv2] 1qV2
2 2 2 2 2 2
@_Qmm{ L B el N Lol T_}
( pooqv2l V211 qV2] gV2
ve iglemler yapildiginda
2 r2 2 r? - d.(P,Q)

d(P',Q') = ‘q%

+(v2-1)

» 2| d(0,P)-d.(0.Q)



69

olur.

6) P ve @ noktalar1 P = (p,0,0) , Q = (—\%,O, \%) olsun, /(o inversiyonunda

P ve @) noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(0,P) = max{p,0,0} + (vV2—1)min{p,0,0} = p ve Q noktasmin merkeze

uzaklhig: ise
d.(0, Q) = max {\/%, 0, \/%} + (V2 — 1) min {\/iq, ol \/%} = ¢ olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
P/ = <7ﬂ_7070> 3 Q/ = <_T_70a r_>
p 2 qV2

bulunur. Buradan da

(P, Q) {5+ 5] 25 o}
c ) = maxX — o s | T = | Ty

pooqv2| gv2

2 2 2 2 2 2
,@_1mm{1+1_+1;71+1;,1_}

( ) poov2| lgv2llp qV2| g2

ve iglemler yapildiginda
S 72 r? - d.(P,Q)
(P, Q) = |=+—=|+ (V2 -1 = o
P =[5+ (V) = e aoe

olur.

7) P ve @ noktalar1 P = (p,0,0) , Q = (0, \%, \%) olsun, /(o) inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklhigi

d.(0,P) = max{p,0,0} + (v2—1)min{p,0,0} = p ve Q noktasmnin merkeze

uzakligi ise
d.(0, Q) = max {O, \%, \%} + (V2 - 1) min {\%, \%, \/ﬁq} = ¢ olur. Boylece P ve

( noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
Pz(?aﬂ,qz(@lﬂlé)
p W2 qV2

bulunur. Buradan da
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2 2 2

r r r
dc(PlaQ/) = max{ T AT s +
pl lav2| lqv2
2 2 2 2 2 2
ﬂ—l)min{r—+r—,r—+ LA 5 A ) }
( pl a2l el lav2l lev2l  lev2
ve iglemler yapildiginda
2 2 2

qv2

+

de(P', Q") =

+<\/§—1)(

)Zd{”%W@)

m O,P) 'dc(OaQ)

olur.

8) P ve @ noktalarn P = (p,0,0) , Q = <0, —\%, \%) olsun, /(o inversiyonunda
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(O,P) = max{p,0,0} + (\/5— 1) min {p,0,0} = p ve @ noktasimn merkeze

uzakligl ise
d.(0, Q) = max {0, \%, \%} + (\/5 — 1) min {\%, \%, \/Eq} = q olur. Boylece P ve

( noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
PI = <T_7070> ) Q/ = <07 _r_a T_>
p V2 qV2

bulunur. Buradan da

2 2 2

r r r
d.(P,Q") = max{ —, |—=,|—= 7 +
Pl lgv2] gv2
2 2 2 2 2 2
ﬂ—l)min{r—+r—,r—+ AN ) PR ) }
( Pl gv2l Il lgv2l 1ev2] |qv2
ve iglemler yapildiginda
2 2 2

de(P', Q') = | — —=

qV/2

+

+<\/§—1>(

)Zd(%¢w@>

w2 0,P)-d.(0,Q)

olur.

9) P ve @ noktalar1 P = (0,p,0) , @ = (0,0, ¢q) olsun, /o) inversiyonunda P ve @

noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze uzaklig

d.(O,P) = max{0,p,0} + (\/5— 1) min {0,p,0} = p ve @ noktasmn merkeze
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uzakligl ise
d.(0,Q) = max {0,0,q} + (\/5 — 1) min {0,0, ¢} = g olur. Boylece P ve () nokta-

larinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2
P = (0,1,0), Q = (0,0,’”—>
p q

bulunur. Buradan da

7‘2

p

7"2

q

T‘2

p

7n2

q

7,2

p

7‘2

q

+

Y Y I

d.(P', Q") = max {0,

}+(\/§—1)min{

|

ve iglemler yapildiginda

T2

7,2

q

7,2 ) dc(P7 Q)
dc<O7 P) . dc(OJ Q)

dC(PI’ Q/) —

(1)

olur.

10) P ve @ noktalar1 P = (0,p,0) , Q = (%, %, 0) olsun, /o,y inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig
d.(0,P) = max{0,p,0} + (\/5— 1) min{0,p,0} = p ve Q noktasmn merkeze

uzakligi ise

d.(0,Q) = max {\/%, =, 0} + (V2 —1) min {ﬂq, ol \/%} = ¢ olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 ,,,2

- (50) 0~ (o)
p ) V2 qV2

bulunur. Buradan da

7“2

w2

r? r?

PoqV2

)

d.(P',Q") = max {

of+

2 2 2 2 2 2
@_1)1@1{ L B el N Ll 7"_}
( P2 1ev2lp V2| V2
ve iglemler yapildiginda
2 r2 2 r? - d.(P,Q)

d(P',Q') = ‘q%

+(v2-1)

» 2| d(0,P)-d.(0.Q)
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olur.

11) P ve @ noktalar1 P = (0,p,0) , Q = <_\/L§’ \/LQ’ O) olsun, /(o ) inversiyonunda

P ve @) noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(0,P) = max{0,p,0} + (vV2—1)min{0,p,0} = p ve Q noktasmin merkeze

uzaklhig ise
d.(0,Q) = max {\/%, =, O} + (V2 — 1) min {\/iq, ol \/%} = ¢ olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
P/ = <Oa r_70> 3 Q/ = <_T_7 T_v())
p V2 g2

bulunur. Buradan da

2

T
/2

7“2 T‘2

_+_
P qV2
2 2

Y

4(P.Q) = max{]

of+

2 2 2 2

/31 min{?“_+r_ I M R e _}
( ) poov2| lgv2llp qV2| g2
ve iglemler yapildiginda
S 72 r? - d.(P,Q)
do(P, Q) = |+ —=|+ (V2 -1 = -
P =[5+ (V) = e aoe

olur.

V272
P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze

12) P ve @ noktalar1 P = (0,p,0) , Q = <i 0 i) olsun, /o, inversiyonunda

uzaklhigi

d.(0,P) = max{0,p,0} + (vV2—1)min{0,p,0} = p ve Q noktasmnin merkeze

uzakligi ise
d.(0,Q) = max {\/%, 0, \/%} + (V2 —1) min {ﬂq, ol \/%} = ¢ olur. Boylece P ve

( noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
P,: (0771_70)7 Q,: (T_707T_)
p w2 qV2

bulunur. Buradan da
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2

.
V2

7,2

p

T2

2

Y Y

d.(P', Q") = max{

bs

2 2 2 2 2 2
ﬂ—lmin{‘r—+r—,r—+r L +T}
( > qv/2 p p V2| 1qv2 qV2
ve iglemler yapildiginda
r? r? r? r? - d.(P,Q)
d(P,Q") = |—|+ \/5—1(—+—>= e

olur.

13) P ve @ noktalar1 P = (0,p,0) , Q = <—\/i§, 0, \%) olsun, /(o) inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(0,P) = max{0,p,0} + (\/5— 1) min {0,p,0} = p ve @ noktasimn merkeze

uzakligl ise
d.(0, Q) = max {\%, 0, \%} + (\/5 — 1) min {\/iq, \%, \%} = ¢ olur. Boylece P ve

( noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
PI:<07T_70>7Q/:<_ i 707 L >
p V2 qV2

bulunur. Buradan da

7,2

V2

7“2

p

7’2

V2

Y )

d.(P,Q") = max{

b

2 2 2 2 2 2

(@_gmm{y_w_,u Y N }
2| Il lpl lev2l'lgv2]  1qV2
ve iglemler yapildiginda

2 2 2

dc<P/7 Q/) =

+

)Zd(%¢w@>

+<\/§_1> (’q% G 0, P)-d.(0,0Q)

olur.

14) P ve @ noktalarn P = (0,p,0) , Q = (O, \%, \%) olsun, (o, inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklhig
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d.(0,P) = max{0,p,0} + (V2 —1)min{0,p,0} = p ve Q noktasmin merkeze

uzakligl ise
d.(0, Q) = max {0, \%, \%} + (\/§ — 1) min {\%, \/ii’ \/§q} = ¢ olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
P - (0,1,0), Q = (07"—7"—)
p V2 qV2

bulunur. Buradan da

2 2 2

T T T
d.(P,Q) = maX{O, SN S ) }+
P V2| |qV2
T2 7,2 2 7,2 7,2 ’1“2

i +
P qV2

qv2

Y

(v2-1) min{

ve iglemler yapildiginda

r
)

w2

|

PoqV2

d Pl / 7»2
c( 7Q)_‘m

7“2 7“2

P g2

+(\/§—1)(

) o T2 g dc(P7 Q)
~ dc(0> P) ' dc(Ov Q)

olur.

15) P ve @ noktalar1 P = (0,p,0) , Q = <0, —%, \%) olsun, /() inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(0,P) = max{0,p,0} + (vV2—1)min{0,p,0} = p ve Q noktasmnin merkeze

uzakligi ise
d.(0,Q) = max {O, \%, \%} + (V2 - 1) min {\%, \/LE’ \/ﬁq} = ¢ olur. Boylece P ve

@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
Pl - <07 r_a()) ) Ql - <07 _r_7 r_>
p V2 g2

bulunur. Buradan da

2 2 2

T T
d.(P,Q") = max{(), — 4+ —,|—= }—}—
P oqV2| 1gV2
2 2 2 2 2 2
@_1>mm{f_+r_,r_ﬁ_+r_+r_}
( P o2l 1ev2lp o2 V2




[6)

ve iglemler yapildiginda

7”2 7,,2

_+_

P qV2

r? r? - d.(P,Q)
Q\/§ dc<O7 P) ' dc(07 Q)

de(P', Q') = + (\/§ - 1)

olur.

16) P ve @ noktalar1 P = (0,0,p) , Q = <12, \/ii’ 0> olsun, (o) inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze

uzakligi

d.(0,P) = max{0,0,p} + (vV2—1)min{0,0,p} = p ve Q noktasmin merkeze

uzaklhig ise
d.(0, Q) = max {%, %, 0} - (\/§ — 1) min {ﬁq, %, %} = g olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
P - (0,0, 1), Q = (T—T—O)
p V2 qV2

bulunur. Buradan da

7,2

W2

T2

W2

7,,2
) | T
p

d.(P,Q") = max{

b

2 2 2 2 2 2
ﬂ—lmin{‘r ], | +T—,T—+r—}
(V-1)min |7+ V2] v eI Rl
ve iglemler yapildiginda
r? r? r? r? - d.(P,Q)
=] () (|5« [2]) = e
@) 2= ) (el val) = wom w00

olur.

17) P ve @ noktalarn P = (0,0,p) , Q = <—\/i§, \/LE’ O) olsun, /(o) inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklhig

d.(O,P) = max{0,0,p} + (\/5— 1) min {0,0,p} = p ve @ noktasinin merkeze

uzakligl ise
d.(0, Q) = max {\%, \%, 0} + (\/5 — 1) min {\/iq, \%, \%} = ¢ olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince
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bulunur. Buradan da

2

.
qv2

7"2

2

7,.2
) |
p

d.(P', Q") = max{

b

2 2 2 2 2 2
ﬁ—lmin{‘r + ], | +r—,r—+r—}
( ) o2l lev2l'lev2] Ipllev2] |p
ve iglemler yapildiginda
2 2 2 2-d (P Q)
d(P,Q) = ||+ (V2 -1 (‘T——FT—): L
e@=[G+ (1) (5] ) ~mo a0

olur.

18) P ve @ noktalar1 P = (0,0,p) , Q = <\/i§, 0, \%) olsun, (o, inversiyonunda

P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(0,P) = max{0,0,p} + (\/5— 1) min {0,0,p} = p ve @ noktasimn merkeze

uzakligi ise
d.(0,Q) = max {\%, 0, \%} + (\/§ — 1) min {ﬂq, \/ii’ \%} = q olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
Pl: (07071)7 Q/: (T_707r_)
p V2 qV2

bulunur. Buradan da

r? r?

707 — T T =
PoqV2

b

d Pl / /r2
(P,Q") = max{‘qﬁ

2 2 2 2 2 2
Vi1 mm{‘f_ I R e 7"__?"_}
( ) o2l 1gv2l |p  ov2'1p  qV2
ve iglemler yapildiginda
r? r2 2 r? - d.(P,Q)
ch,, /:_+\/§_1 (___): c )
( Q ) qﬁ ( ) P C]\/§ dc(07 P) ' dc(07 Q)

olur.
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19) P ve @ noktalarn P = (0,0,p) , Q = (—%, 0, \%) olsun, /() inversiyonunda

P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(0,P) = max{0,0,p} + (\/5— 1) min {0,0,p} = p ve @ noktasmin merkeze

uzaklhig: ise
d.(0,Q) = max {%, 0, \%} + (\/§ — 1) min {ﬂq, %, %} = ¢ olur. Boylece P ve

@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
Pl = <07O7 r_> ) Q, = <_r_707 T_)
p V2 T qV2

bulunur. Buradan da

r? r?

qr_\;i ?Q_qﬁ
(\/§—l> mm{‘qrW

ve iglemler yapildiginda

707

b

+

d.(P', Q") = max{‘

7"2

2

,,,.2 ,,,.2

P V2

7,2 7,.2

) ’;_Q\/ﬁ

|

2

1(P', Q') = ‘q%

r? r?

P2

) 2 d(PQ)
- d.(0,P)-d.(0,Q)

+<\/§—1)(

olur.

20) P ve @ noktalar1 P = (0,0,p) , @ = (O, \%, \%) olsun, /(o) inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklhig

d.(O,P) = max{0,0,p} + (\/5— 1) min{0,0,p} = p ve @ noktasmin merkeze

uzakligl ise
d.(0, Q) = max {0, \%, \%} + (\/5 — 1) min {\%, \%, \/§q} = g olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
P,: (0707/’,‘_)7 Q,: (07T_7T_)
p V2 qV?2

bulunur. Buradan da
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d.(P', Q) {0 il L }+
c ) = maXx T =T T T =
V20 1p g2
T2 T2 ’f’2 T2 7,,2 ,,,2

— +
P g2

qv2

? Y

(v2-1) min{

ve iglemler yapildiginda

|

r V2| lgv2

r2

qv2

r? r?

P V2

(P, Q') =

+<\/§—1)<

) 2 d(PQ)
~ d.(0,P)-d.(0,Q)

olur.

21) P ve @ noktalar1 P = (0,0,p) , @ = <0, —\/iﬁ, \%) olsun, /(o ) inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig

d.(0,P) = max{0,0,p} + (\/5— 1) min {0,0,p} = p ve @ noktasimn merkeze

uzakligl ise
d.(0, Q) = max {0, \%, \%} + (\/5 — 1) min {\%, \%, \/Eq} = q olur. Boylece P ve

( noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2
PI:<0707T_>7Q/:<07_ L ) L >
p V2 qV2

bulunur. Buradan da

2 2 2

T T T
TR T
P V2| |gqV2
7,.2 7,.2 T2 ,,,.2 ,,,.2 7,2

Y )

(v2-1) min{

ve iglemler yapildiginda

|

okl el T Rl e

2

P =|

r? r?

P /2

r? - d.(P,Q)
dc(07 P) ' dc(Oa Q)

+(v2-1)

olur.

757 757
onunda P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve (' olmak iizere P noktasinin

22) P ve () noktalarn P = ( b L O), Q = (—%, \%,0) olsun, [(o) inversiy-

merkeze uzakligi
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d.(0,P) = max{\%, \%,0} + (\/5— 1) min{\/én \%,\%} = p ve () noktasimin
merkeze uzakligi ise

d.(0,Q) = max {\/%, &, 0} + (V2 — 1) min {\/iq, ol \/%} = ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2 2
P T_T_o) ) (_T_/"_’O)
(p\/i V2 ? V2 qv?2

bulunur. Buradan da

2 7,.2 r

4P, Q) = max{p\/__qx/? ’ p\/§+Q\/§’

2 1 1] |1 1
5Dl
( V2 p ql |p ¢

2 2

of +

3l al)
_+_’___
p qy |p (g

)  r?-d(PQ)
B dc<O7P) : dc(OvQ)

ve iglemler yapildiginda

7,2 7,2

pf w2

7,2 7”2

V2 V2

(P, Q') =

+<\/§—1)(

olur.

23) P ve  noktalar1 P = <ﬁ’ ol 0),Q= (\/ii’ 0, \%) olsun, /(o ;) inversiyonunda

P ve @ noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin merkeze

uzakligi
d.(O, P) = max {\%, \%,0} + (\/§ — 1) min {ﬂp, %, \%} = p ve () noktasimin
merkeze uzakligi ise

d.(0, Q) = max { ol 0, \%} + (\/§ — 1) min {ﬁq, %, %} = ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

,,,.2 7,,2 TQ 7,,2
P = 0, = 0,
(m’m ) ? (m m)

bulunur. Buradan da

’1“2 7"2 T

LP.@) = max{ 2 av2| pv2l’ }

(o -2

2 2

r
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ve iglemler yapildiginda

+(\/§—1><

r2
dc<PI7Q/) = ‘m

2 7,2

w2 V2 i

7,2

pV2

) . r?-d(PQ)
B dc(O7P) : dc(O>Q>

olur.

24) P ve @ noktalar1 P = (\/i’ \/5,0) Q= (—\%,O, \%) olsun, I(p ) inversi-

yonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve ()’ olmak iizere P noktasimin

merkeze uzaklig
d.(O, P) = max {\%, \%,0} + (\/§ — 1) min {\/§p, \%, \%} = p ve () noktasimin
merkeze uzakhigi ise

d.(0, Q) = max { 9.0, %} + (2~ 1) min {\/iq, = %} — ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

7,.2 7,.2 7,2 7,.2
P=(1_ T o), ¢g=(-L",0_
(p\/ﬁ’p\/i’ )’ ? ( V2’ ’qx/§)

bulunur. Buradan da

7“2 7"2 T

LP.@) = max{ e ol el } i

G EM RN RN

ve iglemler yapildiginda

2 2

r

7.2 7,2

p\/_ w2

2

— |+
V2

T2

2

)_ - d(P,Q)
~ d.(0,P)-d.(0,Q)

(P, Q') =

+<x/§—1)<

olur.

25) P ve Q noktalar1 P = (ﬁ, ﬁ,O) , Q = (O,\%,\%) olsun, I(p, inversi-

yonunda P ve () noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasiin

merkeze uzakligi
d.(0, P) = max {%, \%,0} + (\/5 — 1) min {\/ip, \/L? \%} = p ve () noktasinin
merkeze uzakligi ise

d.(0, Q) = max {O, \%, \%} + (\/5 — 1) min {\%, \%, \/§q} = ¢ olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince
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p/:(” i()) Q/:<07"_2 _>
p\/§7 p\/§7 ) ) q\/§7 q\/§
bulunur. Buradan da

2

2 2

LPQ) = max{pi;__qi/? pi/_ T }+
2 1 1
e e TN
ve iglemler yapildiginda
e 7“_2 B 2 B r2 r2 B r? - d.(P,Q)
dc(P’Q)_‘p\/? +<\/§ 1> (p\/§ w2l p\/i)_dc(O,P)~dc(O,Q)
olur.

26) P ve @) noktalar1 P = (\[ ﬁ’0> , Q= (O, —\%, \%) olsun, I(o) inversi-

yonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve ()’ olmak iizere P noktasiin

merkeze uzakligl
d.(O, P) = max {\%, \%,0} - (\/5 — 1) min {ﬁp, %, \%} = p ve @) noktasinin
merkeze uzakligi ise

d.(0,Q) = max {0, \%, \%} -+ (\/§ — 1) min {\%, \/ii’ \/§q} = ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

P (i o 0) o = (0 o i)
pﬂ?pﬂ? ) C_I\/i’qﬂ
bulunur. Buradan da
2

7"2 2 2

LPQ) = max{p\/?;qi/i pi/_ : }
(v2-1) gmn{f3+ HHH ol ol el

ve iglemler yapildiginda

T2 7"2

__I__

2 V2

2

(-0 (5

7,,2

2

?-de(P,Q)

do(P', Q') = ) = 4.0, P) - 4,(0,Q)

olur.
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27) P ve @ noktalar1 P = (—%,\%,0), Q = (\%,0,\%) olsun, [, inversi-

yonunda P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve ()’ olmak iizere P noktasinin

merkeze uzakligl
d.(O, P) = max {\%, \%,O} + (\/§ — 1) min {ﬁp, %, \%} = p ve () noktasimin
merkeze uzakligi ise

d.(0,Q) = max { 75 \/5, 0} + (\/§ — 1) min {ﬂq, %, \%} = ¢ olur. Boylece P ve

@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

P (_i o 0) o - (i 0 i)
p\/§7 p\/i, ) q\/§7 ) q\/ﬁ
bulunur. Buradan da

2 2

r2 2 T

T T

LPQ) = max{ w2 ol el }

(= sl e )

ve iglemler yapildiginda

2

+(v2-1) <‘p% +

T2

2

2 T2

2 V2

) N dC(O>P) : dc(Oa Q)

4P, Q) = ‘

olur.

28) P ve () noktalar1 P = (—\%, \%, 0) , Q= (—\%, 0, \%) olsun, I o ) inversiy-

onunda P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin

merkeze uzakligi
d.(O, P) = max {%, \%,0} + (\/5 — 1) min {\/ﬁp, \%, %} = p ve ) noktasinin
merkeze uzakligi ise

d.(0, Q) = max { ol 0, \%} + (\/5 — 1) min {\/iq, \%, \%} = ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

T2 T2 T2 TQ
})/:: T =y = 70a "= ______70a____
( pV2 p\/i) “ < qV2 qﬁ)

bulunur. Buradan da
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r? r

LPQ) = max{ piji a2l V2l }+

SEEM NN

ve iglemler yapildiginda

2 2

r

2

pV2

2

+
/2

T2 7,2

w2 V2

?-d(P,Q)

d(P, Q') = > ~ 4.(0,P)-d.(0,Q)

<\/§—1)(

olur.

29) P ve () noktalarn P = (—%, \%,O) , Q = <O, \/LE’ %) olsun, Iy inversi-

yonunda P ve ) noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasiin

merkeze uzakligl
d.(O, P) = max {\%, %,O} + (\/§ — 1) min {ﬁp, \%, \%} = p ve @) noktasinin
merkeze uzakligi ise

d.(0, Q) = max {0, \%, \%} + (\/5 — 1) min {\%, \%, \/Eq} = q olur. Boylece P ve

( noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2 2
P = _7“_,7“_,0), /:(O,T_,T_)
( V2 pV2 “ V2 g2

bulunur. Buradan da

’1“2 7"2 T

LP.@) = max{ 2 gv2| pv2l’ }

(- -2

ve iglemler yapildiginda

2 2

r

2 2 2 2 2, d (P Q)
ch’,Q'z‘T—+ ﬁ—1( SR, i ): LGl
P=l () (v el l) =m0
olur.
30) P ve @ noktalar1 P = (—\%, \%,O) , Q= (O —%, 7) olsun, /o, inversi-

yonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasinin

merkeze uzakligi
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d.(0,P) = max{\%, \%,0} + (\/5— 1) min{\/én \%,\%} = p ve () noktasimin

merkeze uzakligi ise
d.(0, Q) = max {0, \%, \%} + (\/§ — 1) min {\%, %, \/§q} = ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

2 2 2 2
P = _T_,T_,()), /:<O,_T_,T_>
< V2 pV2 ¢ V2 V2

bulunur. Buradan da

2 T2 r

LP.Q) = max{p\/_+qx/§ V2|’ }+

S RN RN

ve iglemler yapildiginda

2 2

r

7”2 T2

pf w2

2

AN
V2

7,2

2

0(P'.Q) = ): LB Q)

dc(O7 P) : dc(07 Q)

+<\/§—1)<

olur.

31) P ve @ noktalar1 P = (\%,O,%), Q = (—\%,O,%) olsun, [(p,) inversi-

yonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve ()’ olmak iizere P noktasiin

merkeze uzaklig
d.(O, P) = max {\%,O, %} + (\/§ — 1) min {ﬂp, %, \%} = p ve () noktasimin
merkeze uzakligi ise

d.(0, Q) = max { ol 0, \%} + (\/§ — 1) min {ﬁq, %, %} = ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

7,.2 7,.2 7,,2 7,.2
P=(""o0"_) o=(-"10"_
(p\/ﬁ’ ’pﬁ)’ ? ( V2’ ’qﬂ)

bulunur. Buradan da

2 T‘2

s r r? B r?
©(F.Q) = max{'p\/frq\/ﬁ 0 pV?2 qﬁ}+

) B )

V2o o le e alllp q |p q
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ve iglemler yapildiginda

7,2 7,2

_+_

2 V2

7,2 7”2

w2 V2

d.(P', Q') =

+<\/§—1)(

)  r*-d(PQ)
B dc<O7P) : dc(OvQ)

olur.

32) P ve Q noktalar1 P = (\%,0,\%) , Q = (O,\%,%) olsun, [, inversi-

yonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasimin

merkeze uzakligi
d.(O, P) = max {\%,O, %} + (\/§ — 1) min {\/§p, \%, \%} = p ve () noktasimin
merkeze uzakhigi ise

d.(0, Q) = max {0, \%, \%} + (\/§ — 1) min {%, \/ii’ \/Eq} = g olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

T'2 7,2 7,,2 7,2
= 0, ) = 0, )
(m’ m) ? ( g m)

bulunur. Buradan da

’1“2 7"2 T

LP.@) = max{ w2 av2| pv2l’ }+

(- -2

ve iglemler yapildiginda

+(\/§—1>(

2 2

r

7.2

V2

2

V2

2 7.2

2 V2

) N dC(O>P) ' dc(OaQ)

(P, Q') =

olur.

33) P ve @ noktalar1 P = (\%,0,\%), Q = (O,—\%,\%) olsun, [, inversi-

yonunda P ve () noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasiin

merkeze uzakligi
d.(0, P) = max {%,0, \%} + (\/5 — 1) min {\/ip, \/L? \%} = p ve () noktasinin
merkeze uzakligi ise

d.(0, Q) = max {O, \%, \%} + (\/5 — 1) min {\%, \%, \/§q} = ¢ olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince
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2 2 2 2
P = 7“_07"_) /:(0,_7“_77“_)
(p\/§ pV2 “ V2 qV2

bulunur. Buradan da

2 2 2

L(P,Q) = max{pij_;qt/? pi/_ : }+
() Ty 1 ol +al Bl [3)
ve iglemler yapildiginda
/ 2 2 r? 1\ r?d(PQ)
(P, Q) = ‘p\/_ 2 +<\/§_1> <'pﬁ i m)_ d(0, P) - d.(0,Q)
olur.

34) P ve @ noktalar1 P = (—\%,O, \%), Q = (O,\%,\%) olsun, [(p,) inversi-

yonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve ()’ olmak iizere P noktasiin

merkeze uzakligl
d.(O, P) = max {\%,O, %} - (\/5 — 1) min {ﬁp, %, \%} = p ve @) noktasinin
merkeze uzakligi ise

d.(0,Q) = max {0, \%, \%} -+ (\/§ — 1) min {\%, \/ii’ \/§q} = ¢ olur. Boylece P ve

(@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

P (_i 0 T_) o= (0 o r_)
p\/§7 7p\/§ ) ) q\/§7 q\/§
bulunur. Buradan da
2

7,2 2 2

LPQ) = max{p\/ﬁ_qi/i pi/_ : }
2 1 1
(va-1) Zgmin{ |} 1|+ ' ‘ AR A
ve iglemler yapildiginda
(P, @) = pq% " <\/§—1> <p\;§_ qui " pi;? ) N dc(Oi PC;C'(dP;(%,Q)

olur.
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35) P ve @ noktalar1 P = (—\%,0, %), Q = <0, —\%, \%) olsun, o, inversi-

yonunda P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve ()’ olmak iizere P noktasinin

merkeze uzakligl
d.(O, P) = max {\%,O, %} + (\/§ — 1) min {ﬁp, %, \%} = p ve () noktasimin
merkeze uzakligi ise

d.(0,Q) = max {O, \%, \%} + (\/§ — 1) min {\%, \/ii’ \/ﬁq} = ¢ olur. Boylece P ve

@ noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

T2 T2 T2 T2
P =|(-—z 0?_ 5 "= Oa__a_
( V2 p\/i) @ ( Q2 q\/§>

bulunur. Buradan da

2 2

r? 2 T

T T

WP Q) = max{ 2 gv2| pv2l’ }

el -2

ve iglemler yapildiginda

2

+(v2-1) <‘p% +

T2

2

2 T2

2 V2

) N dC(O>P) : dc(Oa Q)

4P, Q) = ‘

olur.
36) P ve @ noktalar1 P = (O,\%,%), Q = (0,—\%,%) olsun, /(o) inversi-
yonunda P ve ) noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasimin

merkeze uzakligi

d.(0,P) = maX{O, \%, %} + (\/5— 1) min {\/ﬁp, \%, %} = p ve ) noktasinin

N

merkeze uzakligi ise
d.(0, Q) = max {0, \%, \%} + (\/5 — 1) min {\%, \%, \/§q} = g olur. Boylece P ve

(2 noktalarinin inversiyon altindaki goriintiileri Teorem 5.1.4 geregince

r2 TZ T2 T2
}7 = 07____7____ y F = 0,__————7————
( V2 p\/ﬁ) @ ( qv/2 qx/ﬁ)

bulunur. Buradan da
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'y 2 7 72 r2
d.(P,Q) = max{O, p\/§+qx/§’p\/§_q\/§}+
R
ve islemler yapildiginda
r? 2 2 2 2
D=5 +<\/§_1>(p%_q%):dc<o,P(§C-(§;(QO),Q)

olur. D; in elemanlarindan olugsan diger maddeler de benzer sekilde gosterilebilir.

II.Durum P,Q € D, iken

— q q q ] 1
1) P= (2\/ 1’ 2\f 1 2f 1> , @ = (_2\@—1’ 2v2-1’ 2\@—1) olsun. I(o,) inversi-
yonunda P ve ) noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q' olmak iizere P noktasimin

merkeze uzakligi

— p p i 2 —
dc(O7P) - maX{Qﬂ_172\/§_1?2\/g_1} + (\/5_1) mln{2f 1’ 2\/? 1’2\[ 1} =P
ve () noktasinin merkeze uzaklig: ise

- : 2 2 —
de(0, Q) = max{wg—l’ Pt 2\/%—1} +(v2-1) mm{zf I 3va 3V 1} =4
olur. Teorem 5.1.4 geregince

" <p<m—1>’p<m—1>’p<m—1>>’

v - <_Q(2¢5—1)’@(2\/5—1)’Q(2ﬁ—1))

bulunur. Buradan da

1 1‘ ’1 1‘ ’1 1‘}
__'__7___,___
p q[p 4q] P ¢

d.(P,Q") = mmax{

SER Yo R (i e i R

elde edilir. Burada gerekli islemler yapildiginda

/ 2 — r?-d.(P,Q)
@)= o (G () (05F)) = sor doa

olur.
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_ q q q : .
2) P = (2«/ 1’ 2\/ 1’ 2f 1) , @ = (2\/5717_2«571’ 2\/5—1> olsun, J(o,r) inversi-
yonunda P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve ()’ olmak iizere P noktasinin

merkeze uzakligi

— p P p ; 2p 2p —
dc(O’P> - maX{2\/§fl’2\/§fl’ 2\671} + (\/5_ 1) mm{zf 17 2v2-17 22— 1} =p
ve () noktasinin merkeze uzakligi ise

. 2 2 _
d.(0,Q) = max{g\f T 3T 37T 1}+ (ﬂ—l)mm{%f T 3V v 1} =4
olur. Teorem 5.1.4 geregince

P= <p(2\/§—1)’p(2\/§—1)’p(2\/§—1))’

Q= <q(2\/§—1)’_q(2\/§—1)’q(2\/§—1))

bulunur. Buradan da

1 1‘ ‘1 1‘ ‘1 1‘}
_+_7___7___
p q[p ¢

d.(P,Q") = m max {

(gl o)

elde edilir. Burada gerekli islemler yapildiginda
2

/ r - do(D,Q
WP\ @) = 5 E ] (q+p+(\/§ ) (2%» 1.0, P) -(dc<0),62)

olur.

3) P ve Q noktalar1 P = <2\/§-1’2¢§—17w§—1) Q= (2\/%—1’2\/%—1’_2\/%—1>
olsun, /(o) inversiyonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve )" olmak
iizere P noktasinin merkeze uzakhigi
— ; 2 _
d(0, P) = max{2\/§f1’2\/§71’ 2\/1%71} +(v2-1) mm{zf T e 2\f 1} -p

ve () noktasinin merkeze uzakligi ise

— ; 2 2 —
d.(0,Q) = max{w%—l’ 2\/%—1’ 2\/%—1} T (\/i_ 1) mm{z\[ 1’ 2\/’q 1’ 2fq 1} = 4a
olur. Teorem 5.1.4 geregince

"o <p<m—1>’p<m—1)’p<m—1>>’

Q= <q(2\/§—1)’q(2\/§—1)’_q(2\/§—1))
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bulunur. Buradan da

r2 111 1|1
w0 - e B2
( ) (2v2-1) p oal'lp qal'lp ¢
2 (A O N S U N |
5l B2
(2v2-1) poal [p al'lp al Ip q

ve iglemler yapildiginda

/ 2 r2 - d.(P,Q
WP\ = 5 E T (Q+p+(\/§ 1) (2%» ~ 4.(0, P) -(dc<0),62)

olur.

p p p ) Q = < q q >
2v2—17 2v/2-17 2¢/2-1 ) 2v2-17  2v2-17  2v2-1
olsun, (o, inversiyonunda P ve () noktalarmin goriintiileri sirasiyla P’ ve @' olmak

4) P ve @ noktalar1 P = <

tizere P noktasinin merkeze uzakhgi

_ ; 2 _
de(0, P) = max{wg_l, 2\/]%—1’ 2\/2—1} T (‘/5_ 1) mm{z\[ 1 2\/? 1’ 2\f 1} =P
ve () noktasinin merkeze uzaklig: ise

. 2 2 _
d.(0,Q) = maX{Q\f ) 30T 3750 1}+ (ﬂ—l)mln{%f APV W, 1} =4
olur. Teorem 5.1.4 geregince

P= <p(2¢§—1)’p(2\/§—1)’p(2\/§—1))’

/ 2 2 2
ey ey TaeE )
bulunur. Buradan da
1 1

4z
p q

r? 111 1
do(P', Q) = ——— ) i I
(7.Q) (2ﬁ—1)max{ 'p+Q‘ ’p q‘}

2 S N R IR D U R |
RS (1O T NS TH R TRy
(2v2-1) p oql [p al'lp af [p ¢

elde edilir. Burada gerekli islemler yapildiginda

ot = gy (- (40 (30) = o e

olur.
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— p p p — q q q
5) P ve @ noktalarn P = (2\/571,2\/571,2@71) , Q= (—2\/571,—2\&71,2\/571)
olsun, /(o) inversiyonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve @) olmak
tizere P noktasinin merkeze uzakhgi

— p P p ; 2p 2p —
dc(O’P> - maX{2\/§fl’2\/§fl’ 2\671} + (\/5_ 1) mm{zf 17 2v2-17 22— 1} =p
ve( noktasinin merkeze uzakligi ise

d.(0,Q) —maX{Q\[ T 3T 37T 1}+(\/§—1)min{2f 1’ 2\/2’(11 2}q 1} =4

olur. Teorem 5.1.4 geregince

P= <p(2\/§—1)’p(2\/§—1)’p(2\/§—1))’

@ = <_q(2\/§—1)’_q(2\/§—1)’q(2\/§—1)>

bulunur. Buradan da

1 1} (1 1] |1 1
_+_’_+_7___
p qp|p gy |p (¢

d.(P',Q") = (2\/5—_1) max {

() gl il el il b -l

elde edilir. Burada gerekli islemler yapildiginda
2

/ r - do(D,Q
WP\ @) = 5 E ] (q+p+(\/§ ) (2%» 1.0, P) -(dc<0),62)

olur.

6) P ve Q noktalan P = (2\/’%_1,2\/2_1,2\/%_1), Q = (—2\/%_1,2\/%_1, 2\/%_1>
olsun, /(o) inversiyonunda P ve ) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve )" olmak
iizere P noktasinin merkeze uzakhigi
— ; 2 _
d(0, P) = max{2\/§f1’2\/§71’ 2\/1%71} +(v2-1) mm{zf T e 2\f 1} -p

ve () noktasinin merkeze uzakligi ise

B ) 2 2 _
d.(0,Q) = max{%/%_l,z\/%_l,w%_l} + (ﬂ—l)mm{z\f T 2\/9 1,2\/[1 1} =4q

olur. Teorem 5.1.4 geregince

"o <p<m—1>’p<m—1>’p<m—1>>’

O = <_q(2\/§—1)’q(2\/§—1)’_q(2\/§—1)>
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bulunur. Buradan da

1 17 (1 1] |1 1
o)

2
d.(P',Q") = T—max{ ,
) p oallp al'lp «

(2v2-1
SRy P e e o

elde edilir. Burada gerekli islemler yapildiginda

/ 2 — r?-d.(P,Q
WP\@) = 5 E ] (Q+p+(\/§_1> (2%» ~ 4.(0, P) -(dc<0),62)

olur.

_ g q
(2\/ 1’ 2f 1 2\f 1) , @ = <_2\/§fl’ 2v2-1" 2\/§fl>
olsun, (o, inversiyonunda P ve () noktalarmin goriintiileri sirasiyla P’ ve @' olmak

7) P ve @ noktalar1 P =

tizere P noktasinin merkeze uzakhgi

_ ; 2 _
de(0, P) = max{wg_l, 2\/]%—1’ 2\/2—1} T (‘/5_ 1) mm{z\[ 1 2\/? 1’ zxf 1} =P
ve () noktasinin merkeze uzaklig: ise

. 2 2 _
d.(0,Q) = maX{Q\f ) 30T 3750 1}+ (ﬂ—l)mln{%f APV W, 1} =4
olur. Teorem 5.1.4 geregince

P= <p(2\/§—1)’p(2\/§—1)’p(2\/§—1))’

O = <_q(2\/§—1)’_q(2\/§—1)’_q(2\/§—1)>

bulunur. Buradan da

@) = gl i il Bl
(20 g {2l + [ il B+ 2l

elde edilir. Burada gerekli islemler yapildiginda

, 2 r? - d.(P,Q)
Q)= (2v2—1) (q;]p +(v2-1) (2%» - dc(0>PC§ 'Z(O’Q)

olur. Dy in elemanlarindan olusan diger maddeler de benzer sekilde gosterilebilir.
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III.Durum P,Q € D3 iken

1) P = (p,p (\/§+ 1) ,O) , Q= (q, —q (\/§+ 1) ,0) olsun. /o, inversiyonunda

P ve @) noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve Q" olmak iizere P noktasinin merkeze

uzaklig
d.(0, P) = max{p p(\/_+ 1) 0} + ( 2 — 1) mm{p p(\/_—|—2) (\/5—1-1)}
= 2pv/2 ve @ noktasimin merkeze uzaklig: ise
d.(0,Q) = max {q, q(V2+1),0}+ ( 2 —1)min {q,q (\/§+ 2) g (V2+ 1)}
=2qv2

olur. Teorem 5.1.4 deki bagintilar geregince

iy <8p (\é;ﬂ) 0)’

Q = (r_27 _m70>

8q 8q

bulunur. Buradan da

d.(P', Q") = max{ ;; ik r (\S;L D, +T2 (\/:q—'— ) ,0}
() G {5 () [ 57

elde edilir. Bu taktirde gerekli islemler yapilirsa

w3 () (-0 (52) A

pq

olur.

2) P = (p,p (\/§+ 1) ,O) , Q = (—q,q (\/§+ 1) ,0) olsun. I(o,) inversiyonunda
P ve () noktalarimin goriintiileri sirasiyla P’ ve ()’ olmak iizereP noktasimin merkeze
uzaklig
de(O, P) =max {p,p (vV2+1),0} + (V2—1)min {p,p (V2+2) ,p (V2+1)}
=2pV/2
ve () noktasinin merkeze uzaklig: ise
d.(0,Q) =max{q,q (vV2+1),0} + (vV2—-1)min{q, ¢ (vV2+2),¢(vV2+1)}
=2qV/2
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olur. Teorem 5.1.4 deki bagintilar geregince

7= <8p (\/8;+1) 0)’

v = ( 8¢’ (\/S_qJr )’0>

bulunur. Buradan da

7“2

(\/_+ ) r’(V2+1)

d.(P,Q") = max{

4

8_ 8q 8¢q
#(va- 1) S {[TE2) 4 (va) [222] (v ) |22
elde edilir. Bu taktirde gerekli islemler yapilirsa
” 2 2(v2+1 2(v2+1 2 P.
a(P,Q) ==+ |+ (V2-1) |5 (V2+1) r(vz+l))_ 4(P, Q)
8 8q 8p 8¢ d.(0, P) - de(0, Q)
olur.

3) P= (p,p(\/§+ 1) ,0) , Q = (q,O,q(\/Q-I— 1)) olsun. I,y inversiyonunda
P ve @ noktalarinin goriintiileri sirasiyla P’ ve ) olmak iizere P noktasinin merkeze
uzaklig
d.(O, P) :max{p,p(\/i—l— ) 0} + ( 2 — 1) mln{p p(\/_—l—Z) (\/§+1)}
= 2pv2
ve () noktasinin merkeze uzakligi ise
d.(0,Q) = max {q, q(\/_—i—l) 0} + ( 2 — 1) min {g, q(\/_—i-Z) (\/§+ 1)}
= 2qv2

olur. Teorem 5.1.4 deki bagintilar geregince

7= <8p (\/8;+1) 0)’
Q" = <8q,o, (\/sg;ﬂ))

bulunur. Buradan da

MRQ):mm{; | |2 (2] 2hgﬂ)}
" in |2 2+1 V241
+(\/§—1>§mm{‘5_5’ " ,'5—5‘+ a }
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elde edilir. Bu taktirde gerekli iglemler yapilirsa

A.(P.Q) = (V2 +1) g (H +(va-1) ‘WD - dcg, Pci(gf()) Q)

olur. Dj3 iin elemanlarindan olusan diger maddeler de benzer sekilde gosterilebilir. [

Sekil 5.3. Merkezil Cin Dama Birim Kiiresinin Bir Kesiti

Oklidyen diizlemde C, O merkezli, r yaricaph bir cember olmak iizere C' cemberine
gore inversiyon icin agagidaki ozellikler bilinmektedir.

i) Inversiyon merkezinden gecen dogrular invaryanttir.

ii) Inversiyon merkezinden gecmeyen dogrular inversiyon merkezinden gecen cem-
bere doniisiir.

iii) Inversiyon merkezinden gecen cemberi inversiyon merkezinden ge¢gmeyen bir
dogruya doniisiir.

iv) Inversiyon merkezinden gegmeyen ¢ember, inversiyon merkezinden gegmeyen
bir ¢embere doniisiir.

v) Inversiyon cemberi ile es merkezli cember yine es merkezli bir cembere doniisiir.

Bu o6zelliklerden yola ¢ikilarak Cin dama kiiresel inversiyonunda asagidaki teoremler

verilebilir:
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Teorem 5.1.11 [p,) Cin dama kiiresel inversiyonu altinda inversiyon merkezinden

gecen her dogru ve diizlem invaryant kalur.

Ispat:  Inversiyon merkezinden gecen her dogrunun lior) inversiyonuna gore
gorintisinin kendisi oldugu aciktir. R? de tiim Oklidyen ételemeler birer izometri
oldugundan dolayn inversiyon merkezinin orijin alinmast genelligi bozmaz. O halde S,
O merkezli r yaricapl Cin dama inversiyon kiiresi ve I1 de denklemi Mx+ Ny+Tz =0
olan bir diizlem olsun. II ye I o) inversiyonu uygulanirsa
r2a’ r2y r2z
W+ T+ D7 7~ (1207 (@l+ T+ =17

oldugundan
742:17/ T2y/ 7,.22/
N T =0
T+ Y|+ |z |+ Y+ |z |+ Y|+ |z
/ / 71)2 + !/ / 11\2 + / / 71)2

ve r # 0 oldugundan
(r*) (M2’ + Ny + TZ') = Ma' + Ny + T2 =0

elde edilir. O

Teorem 5.1.12 [p,) Cin dama kiiresel inversiyonu altinda merkezi O olan her Cin

dama kiire yine O merkezli Cin dama kiirelere déoniisiir.

Ispat: S, O merkezli r yaricapl Cin dama inversiyon kiiresi olsun. lo,) altinda
P = (z,y, 2) noktasi ve S Cin dama kiiresi i¢in R? de ételemeler uzaklhgr korudugundan

S Cin dama kiiresinin denklemini

max {Jo] , yl, |2]} + (V2 = 1) min {Ja| + [y] 2] + 2], ly| + |21} = 7
yerine
max {Je]., y|, |2]} + (V2 = 1) min {Jal + [y] ol + 2], Iyl + 2]} = &

k € R olarak alabiliriz. S Cin dama kiiresinin 1oy Cin dama kiiresel inversi

2
. r
masc{[a| /] |1} + (V2 = 1) min{la’| + |y'| . [2'| + |2/ |y + |21} = -

olacagindan 1oy altinda merkezi O olan % yaricapl kiire elde edilir. [
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Teorem 5.1.13 [p,) Cin dama kiiresel inversiyonu altinda S Cin dama inversiyon

kiiresinin her kenari, yiizii ve kdsesi 1oy inversiyonu altinda invaryant kalor.

Ispat: I (0, Cin dama kiiresel inversiyonu altinda S ('in dama inversiyon kiiresinin

tzerindeki tim noktalarin kendine doniistigi agiktir. [

5.2 Cifte Oran

R3 de [ dogrusu iizerindeki A ve B noktalari i¢in A dan B ye yonli Cin dama
direkt uzakhig d.[AB] ile gosterilsin. Eger 1simin baglangic noktas1 A ve B yi igeriyorsa
pozitif yonlii yonelme d.[AB] = d. (A, B), 15 ters yonlii ise negatif yonlii yonelmedir
ve d.[AB] = —d. (A, B) dir.

Tanim 5.2.1 A, B,C, D noktalar: R de bir yénlendirilmis dogru iizerinde dort farkl
nokta olsun. Bu noktalarin (AB,CD). Cin dama ¢ifte orana

ile tanimlamr.

C ve D noktalarinin her ikisi de A ve B arasindaysa ¢ifte oran pozitiftir. C've D , A
ile B nin arasinda degilse de poziftir. Ancak {4, B} ve {C, D} iftleri biribirlerinden
ayr1 olurlarsa negatiftir. Kiirenin merkezi A, B,C, D den herhangi biri degilse c¢ifte

oran inversiyon altinda invaryant kalir. Bu 6zellik Cin dama uzayinda da gegerlidir.

Merkezil Cin dama birim kiiresine gore inversiyon altinda agagidaki ornekler ver-

ilebilir:

Ornek 5.2.2 C ve D nin her ikisi de A ve B arasinda olacak sekilde R® deki
A= (1,1,1), B=(44,4), C = (2,2,2), D = (3,3,3) i¢gin ¢ifte oran hesaplansin.

Buna gore
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de(A,C) =max{1,1,1} + (v2 — 1) min {2,2,2} = 2v2 — 1,
d.(B,D) =max{1,1,1} + (v2 — 1) min {2,2,2} = 22 — 1,
d. (A, D) = max{2,2,2} + (V2 — 1) min {4,4,4} = 4v2 -2,
d.(B,C) = max{2,2,2} + (v/2—1)min{4,4,4} = 4v2 — 2 oldugundan yon-
lendirmeye de dikkat edilirse
(AB,CD), = de[AC]  de[BD] _ do(AC)  —de(BD) _ 2y/2-1  —2v/241 _ |1

¢ = G[AD] ' d.BC] — d4.(AD) —d.(B.O) — avo—2 —avarz — T1i olur.

(Sekil 5.4.)

X

Sekil 5.4. Merkezil Cin Dama Kiiresinde (ifte Oran

Ornek 5.2.3 C ve D nin her ikisi de A ve B arasinda olmayacak sekilde R? deki
A= (22,2), B=(333),C=(1,1,1), D = (4,4,4) i¢in ¢ifte oran hesaplansin.

Buna gore

de(A,C) =max{1,1,1} + (v2 — 1) min {2,2,2} = 2v2 — 1,
d.(B,D) =max{1,1,1} + (v2 — 1) min {2,2,2} = 22 — 1,
d. (A, D) = max {2,2,2} + (V2 — 1) min {4,4,4} = 4v/2 — 2,
d.(B,C) = max{2,2,2} + (vV2—1)min{4,4,4} = 4v2 — 2 oldugundan yén-

lendirmeye de dikkat edilirse
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_ dc[AC] dc[BD] _ 7dc(A’C) dC(B7D) _ 72\/5 1 2\671 _ 1
(AB,CD). = d|AD] ~ d[BC] — du(AD) = —d.(B,O) 4\/§_+2 " Tavaez — T1 olur.

(Sekil 5.5.)

X

Sekil 5.5. Merkezil Cin Dama Kiiresinde Cifte Oran

Ornek 5.2.4 D noktast A ve B arasinda iken C noktas: arada olmayacak sekilde R?
deki A = (2,2,2), B=(4,4,4), C = (1,1,1), D = (3,3, 3) i¢in ¢ifte oran hesaplansin

Buna gore

,0) =max{1,1,1} + (vV2 — 1) min {2,2,2} = 2v/2 — 1,
D) =max{1,1,1} + (V2 — 1) min {2,2,2} = 2v/2 — 1,
, D) =max{1,1,1} + (V2 — 1) min {2,2,2} = 2v2 — 1,
d.(B,C) = max{3,3,3} + (V2 —1)min{6,6,6} = 6v2 — 3 olup yonlendirme
dikkate alinarak

_ dJAC]  d[BD] _ —do(AC) —do(BD) _ _2vBil —2v34l 1
(AB,CD). = d|AD] ~ d.[BC] — du(AD)  —d.(B,O) 2\/§_+1 : _6\/513 = —3 olur.

(Sekil 5.6.)
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Sekil 5.6. Merkezil Cin Dama Kiiresinde Cifte Oran

Teorem 5.2.5 R3 de Cin dama kiiresel inversiyonu Cin dama ¢ifte oramm korur.

ispat:

A, B,C, D noktalarn R? de dort dogrudas nokta ve [(o,y, O merkezli r

yarigapli Cin dama kiiresel inversiyon olsun. [,y inversiyonu A, B,C, D yi sirasiyla

! / / / . Y s ) . .o . . . .
A, B ,C", D ye doniigtiirsiin. Cin dama kiiresel inversiyonu, inversiyonu alinan nokta-

lar arasindaki uzakligin yoniinii inversiyon alinmadan 6nceki yone gore tersine doniistiir-

diigiinden dolay1 agikga inversiyon altinda {A, B} ve {C, D} iftleri ayrilmay1 ya da

ayrilamamay1 korurlar. Boylece |(A'B’,C'D").| = |(AB,CD).| oldugunu gostermek

yeterlidir. O halde Teorem 5.1.5 kullanilarak

(AB',C'D"),

elde edilir. (J

d. [AC"] d.[B,D]| d.(A,C") d.(B,D)
d,[A,D] d.[B,C'|| d.(A,D) d.(B,C"
r2.d.(A,0) r2.d.(B,D)
4:(0,4)d.(0.0)  4:(0.B)-de0.D) _ dc (A, C) d. (B, D)
T2'dC(A7D) TQ'dC(Bvc’) o c (A7 D) dc (B, O)
dc.(0,A)-d:(0,D)  d.(O,B)-d.(O,C)
d.[A,C] d.[B,D]
. = |(AB,CD),
d.[A, D] d.[B,C] (45, )
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5.3 Harmonik Eslenikler

Tanim 5.3.1 R? de A ve B iki nokta ve | bir dogru olsun.

d.[AC]  d.[AD]
d[CB]  d.[DB]

olacak sekilde | dogrusu tzerinde {C, D} nokta varsa A ve B harmonik olarak bolinir

denir. C ve D noktalarna A ve B ye gore Cin dama harmonik eslenikler denir ve
H(AB,CD), ile gosterilir. C" ve D noktalarmin A ve B ye gore Cin dama harmonik
eglenik olmasu igin gerek ve yeter kosul (AB,CD), = —1 oldugu agiktar.

Teorem 5.3.2 S, O = (0,0,0) merkezli Cin dama kiiresi ve [A, B] dogru parcasi C
kiiresinin bir ¢apr olsun. P ve P’ noktalarinin A ve B ye gore Cin dama harmonik
eslenik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P ve P' noktalarinin Cin dama kiiresine gore

I o) inversiyonda invers noktalar olmasidar.

Ispat: P ve P’ noktalar1 A ve B ye gore Cin dama harmonik eslenikler olsunlar.

Boylece
(AB,PP').= -1

d[AP] d[BP] |
d[AP] d.[BP]

dir. P noktasi [A, B] dogru pargasii igten boler ve P, OB 1gmu iizerinde oldugundan

d.(P,B) = r— d.(O,P) ve d.(A,P) = r+ d.(O,P) dir. P’ noktasi [A, B] dogru
parcasini digtan boler ve P'; OB 1gim1 iizerinde oldugundan d. (A, P') = r+ d. (O, P)
ve d. (B, P') = —r+ d. (O, P") diir. Boylece

r+ d.(O,P) —r+ d.(O,P)
T+ dc(Oap,) —r+ dc(O7P)

=1

olup buradan da

(r+ d.(O,P))-(=r+ d.(O,P")) =r*~rd. (O, P)+rd. (O, P)— d.(O, P")d. (O, P)
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dir. Buradan d. (O, P)d.(O,P’) = r? elde edilir. Boylece P ve P’ noktalar1 [(o,,

(in dama kiiresel inversiyonuna gore invers noktalar oldugu ortaya cikar. Tersine
P ve P’ noktalarn Cin dama kiiresine gore I(o,) inversiyonunda invers noktalar ise

(AB, PP'). = —1 olmasmnin ispat1 benzerdir. [
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde Cin dama diizlem geometrisinde ¢embere goére inversiyon kavrami
tanimlanip bu inversiyon altinda nokta, dogru ve gemberlerin invers 6zellikleri incelendikten
sonar ¢ boyutlu taksi uzay ve Cin dama uzay geometrisinde de kuresel inversiyon kavrami
tanimlanmistir. Bu uzaylarda nokta, dogru, diizlem, ¢ember ve kiiresel inversleri aralarindaki
iligkiler belirlenmistir. Ayrica geometrideki 6nemli kavramlardan olan c¢ifte oran ve
harmonik eslenik noktalar iizerinde inversiyonun etkisi arastirilmistir. Benzer bakis agisi ile
Oklidyen olmayan baska geometrilerde cembere gére inversiyon, Kkiiresel inversiyonlar ya
da baska koniklere gore inversiyonlar incelenebilir, ¢ifte oran ve harmonik eslenikleri
arastirilabilir, n boyutlu uzayda kiresel ya da koniklere goére inversiyon kavramina
genisletilebilir.
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