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OZET

Bu tez ¢alismasinin amaci, tanjant vektor, k izdiisiim vektorii, quasi normal vektdr ve
quasi binormal vektorleri yardimiyla tanimlanan g-cati kullanilarak Oklidyen 3 boyutlu uzayda

g-¢at1 vektorleri ile olusan regle yiizeylerini incelemektir.

Regle yiizeyler bir dogrunun, bir efri boyunca hareket etmesi ile meydana gelen
yiizeylerdir. Bes bolimden olusan bu caligmanmin girig ve literatiir aragtirmasi boliimiinde
konunun tarihcesi ve gelisimi hakkinda bilgiler verilmistir. Uciincii boliimde ¢alismamizda
kullandigimiz temel olan bazi tanmim ve teoremlere deginilmis, g-catis1 {izerinde durulmustur.

Dordiincii ve besinci boliimde ise arastirma ile ilgili teoremler ispatlar ile birlikte verilmistir.

Bu tez ¢alismasinda, Oklid uzayinda quasi vektor olarak adlandirilan g-gati vektorleri
tarafindan olusturulan regle yiizeyler hakkinda bilgiler verilmistir. Birinci ve ikinci temel form
katsayilarin1 hesaplayarak, g-cati vektorlerinin olusturdugu regle yiizeylerin Gauss ve ortalama
egrilikleri elde edilmistir. Daha sonra bu yiizeyler i¢in agilabilirlik, striksiyon noktasi ve dagilma

parametresi gibi baz1 geometrik 6zellikler arastirlmistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet catisi, g-catisi, Regle yiizey.
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SUMMARY

The purpose of this thesis is to examine the ruled surfaces generated by g-frame
vectors defined by tangent, k projection vector, quasi normal and quasi binormal vectors in

3-dimensional Euclidean space.

A ruled surface is the surface swept out by a straight line moving along a curve. In the
introduction and literature review of this study which consists of five chapters, the knowledge
is given regarding this subject. In the third chapter, some definitions and theorems that we use
in our study are mentioned and the g-frame is emphasized. In the fourth and fifth chapters, the

theorems related to the research with proofs are provided.

In this study, the information about the ruled surfaces generated by g-frame vectors called
quasi-vectors in Euclidean space is mentioned. By calculating the coefficients of the first and
second fundamental forms, Gaussian and mean curvatures of the ruled surfaces generated by
g-frame vectors are obtained. Afterwards, some geometric properties such as developability,

striction point and distribution parameter of these surfaces are investigated.

Keywords: Frenet frame, q-frame, Ruled surface.
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1. GIRIS VE AMAC

Yiizeyler, diferensiyel geometrinin en temel konularindan biridir ve bu
yiizeyler icerisinde uygulama acisindan en ilginci regle yiizeylerdir.  Regle yiizeylerin
parametrelendirilmesi oldukga kolaydir. Bu yiizeyler Gaspard Monge tarafindan bulunmus ve
incelenmistir. Regle yiizey, diiz bir ¢izginin bir egri boyunca hareketi ile iiretilen 6zel bir yiizey
yahut bir egri boyunca herhangi bir dogrunun siirekli hareketinin bir sonucu olugan yiizey olarak
tanimlanabilir. Bu egrilere sirasiyla dayanak egrisi ve dogrultman denir. 1991 yilinda Ravani ve
Ku regle yiizey iizerinde ¢aligip baz1 6zelliklerini inceledikten sonra, 2007 yilinda Sarioglugil
ve Tutar, 2009 yilinda Kasap, Yiice ve Kuruoglu, 2015 yilinda Sentiirk ve Yiice, 2017 yilinda
Dede, Tozak ve Ekici tarafindan Oklid uzayinda bu yiizeylerin gesitli karakterizasyonlar
incelenmistir. Ayrica Hacisalihoglu 1983-1994 yillarinda Diferensiyel Geometri ve Hareket
Geometrisi - Kuaterniyonlar Teorisi ilizerine calismalar yapmistir. Bunlarin yani sira, 1997
yilinda Turgut ve Hacisalihoglu, 2004 yilinda Kim ve Yoon, 2005 yilinda Tosun ve Giingdr,
2009 ve 2010 yallarinda Aydemir ve Orbay, Minkowski uzayinda regle yiizeyleri incelemislerdir.

Hacisalihoglu, Aydemir ve Orbay tarafindan yapilan ¢alismalarda bir egrinin Frenet
vektorleri ile olusan regle yiizeyler ele almmstir. Bu calismada, Oklid uzayinda t, n, ve b,
olarak adlandirilan g-¢at1 vektorleri tarafindan olusturulan regle yiizeyler iizerinde calisilmigtir.
Birinci ve ikinci temel formlarin katsayilart hesaplayarak, g-¢ati vektorlerinin olusturdugu regle
yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri elde edilmistir. Daha sonra bu yiizeyler i¢in striksiyon
noktast ve dagilma parametresi gibi bazi geometrik ozellikler arastirllmistir. Regle yiizeylerin,
acilabilir ve minimal olma durumlarn da bu tez calismasinda ele alinmistir.  Acilabilir regle
yiizeyler, ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni olan regle yiizeylerdir. Minimal yiizeyler
ise ortalama egriligi sifir olan yiizeylerdir. Oklid uzay1 ve bu uzaydaki egri ve yiizeyler baghg
altinda Frenet catisi, bir uzay egrisi boyunca g-¢ati, Frenet catisi ve q-cati arasindaki bagintilar

ve regle yiizeyler incelenmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Regle yiizeyler konusu diferensiyel geometride onemli caligma alanlarindan biridir ve
matematikgilerin her zaman ilgi odagi olmustur. Diferensiyel geometrinin incelenmesinde konu
olan yiizeyler, fizik, miihendislik, bilgisayar grafikleri gibi bir¢ok disiplinde baslica yere sahiptir.
Bu yiizeylerin en &énemlilerinden biri, Gaspard Monge tarafindan 1850 yilinda kesfedilen
regle yiizeydir. Regle yiizeylere dair calismalarda incelenen baslica konular: egrilik cizgileri,
geodezikleri, striksiyon ¢izgileri ve regle yiizeylerin agilabilirligidir. Regle yiizeyler en basit ve
en sade sekliyle, dayanak egrisi olarak adlandirilan bir uzay egrisi boyunca, bir dogrunun hareket
ettirilmesiyle olusturulan yiizey olarak tanimlanir. Hareket ettirilen dogruya regle yiizeyin ana
dogrusu, bu dogrunun dogrultmanina da regle ytlizeyin dogrultmani denir. M. Dede, C. Ekici,Y.
Unliitiirk (2014) timelike regle yiizeyler iizerinde calismalar yapmustir. Bu calismada, g-cati
kullanilarak Oklid uzayinda g-cati vektorleri ve Frenet vektorleri tarafindan olusturulan regle
yiizeyler incelenmis ve dafilma parametreleri ile ilgili bazit yeni teoremler ve sonuglar, bu
yiizeylerin ortalama egriligi ve Gauss egriligi elde edilmistir. Oklid uzayinda regle yiizeyler
ile ilgili temel kavramlar bir¢cok kaynakta mevcuttur. Bunlardan bazilar1 Guggenheimer (1963)
“Diferensiyel Geometri”, Miiller (1963) “Kinematik Dersleri”, Biran (1981) “Diferensiyel
Geometri Dersleri”, Hacisalihoglu (1983-1994) “Diferensiyel Geometri [-II" ve (1983b)
“Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” , Kobayashi (1983) “Diferansiyel Geometrinin
Temelleri”, O’Neil (1983) “Yar1 Riemann Geometrisi” ,Kuhnel (2002) “Diferansiyel Geometri,
Egriler-Yiizeyler-Manifoldlar”, Sabuncuoglu (2006) “Diferensiyel Geometri”, Salimov ve
Magden (2008) “Diferensiyel Geometri” adli kitaplanidir. A. Sabuncuoglu ve M. Ergiit
doktora tezlerinde genellestirilmis regle yiizeyler iizerine ¢alismislardir. Daha sonra regle
yiizeyler n-boyutlu Lorentz uzayma genellestirilmistir. C. Ekici ”Yar1 Oklidiyen Uzaylarda
Genellestirilmis Yari-Regle Yiizeyler” adli doktora tezinde sirt regle yilizeyi ve merkez regle

yiizeyi ile ilgili orijinal calismalara yer vermistir.

A. Turgut (1995) “3-boyutlu Minkowski uzaymda spacelike ve timelike regle yiizeyler”
adli doktora tezini yapmustir. M. Tosun (1995) doktora calismasinda genellestirilmis regle
yiizeyler teorisine deginmis ve n-boyutlu Lorentz uzaymda genellestirilmis regle yiizeyleri
incelemistir. Regle yiizeyler, a¢ilabilir ve agilabilir olmayan seklinde ikiye aynhrlar. A¢ilabilir
regle yiizeyler, ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni olan regle yiizeylerdir. M. Cimdiker
ve C. Ekici (2017) regle yiizeylerin acilabilirligi ile ilgili teoremlere yer vermislerdir. Lawrence

(2010) acilabilir yiizeylerin tarihcesi ve uygulamalann hakkinda calismistir.  Diferensiyel



geometrideki klasik bir sonug¢ ise, acilabilir regle yiizeylerin acik ve yogun altkiimesinin
elemanlarini silindir, koni ve tanjant yiizeyi oldugunu ifade eder. Bu durum Oklid ve Minkowski
uzaylar icin de gecerlidir. Lorentz metrigi kullanilarak, Oklid uzayinda elde edilen genel
tanim ve teoremler 3- boyutlu Minkowski uzayinda da Turgut ve Hacisalihoglu (1997, 1998)
tarafindan ele alinmistir. Sarioglugil ve Tutar (2007), paralel bir p-equidistant dual centroit
egrisinin olusturdugu regle yiizeyin integral invaryantlari iizerinde caligmiglardir. Senyurt
(2012), tarafindan ani Pfaff vektoriiniin olugturdugu paralel p-equidistant regle yiizeylerin
integral invaryantlar1 bulunmustur. As ve Senyurt (2013), caligmalarinda asli normal vektorler
paralel alinarak elde edilen equidistant regle yiizeylerin baz1 6zelliklerini vermiglerdir. Dede ve
arkadaglar1 yonlii g-¢atisinin ardindaki temel fikir quasi-normal vektoriin, izdiisiim vektorii ile
teget vektoriin vektorel carpimi olmasidir (Dede vd. 2015). Yonlii g-catisina gore uzay egrisini
gosterererek, tubular ylizeylerin yeni bir versiyonunu tanitmiglar ve Frenet gatisi ile g-gatisi

arasindaki iliskiyi ortaya ¢ikarmiglardir (Dede vd.2015a).

Bunlarin yanisira regle yiizeyler, Galilean uzayr Kamenarovic (1991), Dede, Ekici ve
Coken (2013), Dede ve Ekici (2016), Divjak (2003), Minkowski uzay1 Ekici, Coken (2012),
Ekici, Unliitiirk, Dede ve Ryuh (2008), Kiiciik (2004), pseudo-Galilean uzay1 Ekici ve Dede
(2011) gibi uzaylarda, kanal yiizeyleri Kaymanli, Ekici ve Dede (2018), regle yiizeyler Ryuh
ve Pennock (1988) gibi yiizeylerde ve Bertrand egrileri Dede, Ekici ve Giiven (2018) gibi
egrilerde de tamimlanmus ve ilgi calismalar yapilmistir. Matematikgiler bu ¢alismalarin disinda
egriler icin bagka catilarla da ilgilenmiglerdir. Referans catis1 Bloomenthal (1990) ve Darboux
catist Unliitiirk, Cimdiker, Ekici (2016) gibi catilarda da egriler iizerine ¢alismalar yapilmig ve
regle ylizey kavramina deginilmistir bunun yam sira Coquillart (1987) tarafindan tanimlanan
quasi-normal vektorii yardimiyla g-¢ati tanimlanmustir. Orbay ve Aydemir (2010), Minkowski
uzayinda space-like dogrultman vektorlii space-like yiizey ile bu ylizeyin dayanak egrisinin
Frenet vektorleri ile olusturulan regle yiizeyleri incelemislerdir. G. U. Kaymanl, C. Ekici ve M.
Dede (2020) g-cat1 vektorleri kullanilarak elde edilen regle yiizeyleri incelemis ve minimallik
gibi ozelliklerine deginmislerdir. Ayrica space-like dogrultman vektorlii space-like regle yiizeyin
dayanak egrisinin geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik torsiyonu arasinda bazi yeni
bagintilar elde edildi. Bu ¢alismada 6ncelikli olarak yonlii g- ¢cati kavrami ele alinarak, yonlii g-
catinin diger catilara gore avantajlarindan bahsedilmistir. Frenet catisina kiyasla g-cati’nin
iki onemli avantaji vardir bunlar: ikinci tiirevi tanimsiz olan egride tanimlanabilmesi ve teget
vektorii etrafinda anlamsiz donme hareketini engellemesidir. Bu sebeple Bishop (1975) catisina
gore daha cok tercih edilmistir. Kaymanli, Ekici ve Okur (2019) g-cat1 vektorleri tarafindan

tiretilen regle yiizeyler lizerine caligmigtir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bsliimde Oklid uzay1 ve bu uzaydaki egri ve yiizeyler igin temel tamim ve teoremler

verilmistir.

3.1 Egriler ve Frenet Catisi

Frenet catisi, diferensiyel geometrinin farkli konularinda bircok alanda kullanilmustir.
Klasik konularin ele alinmasinda ve kiiresel egriler, Mannheim egrileri, Bertrand egrileri
tizerinde aragtirilan konularda Frenet ¢atis1 kullanmilmigtir. Bu béliimde bir uzay egrisi lizerinde

en cok kullanilan Frenet catisi ile ilgili temel kavramlar verilecektir.

Tammm 3.1.1 R? 3-boyutlu standart reel vektor uzayi ile birlestirilmis R? afin uzay: ele
alinsin. X = (x1,x2,x3) ve y = (v1,v2,y3) iki vektor olsun. R? vektor uzayinda Oklid i¢ ¢arpimi
3
<X>Y> = ;lxiyi

=

biciminde tammlanir. Boylece R? afin uzay: 3-boyutlu Oklid uzay1 olur ve E? ile gosterilir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.1.2 / C R acik aralik olmak iizere, (/,0) koordinat komsulugu ile tanimlanan
ve
o: I —E" ICR
t = o) = (o (t), (1), ...,0,(1))
parametrik ifadesi ile verilen M = o(I) C E" kiimesine uzay egrisi ad: verilir. Bu egri kisaca o

olarak gosterilecektir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.1.3 (/,0.) koordinat komsulugu ile bir M egrisi verilmis olsun. Eger Vs € [ i¢in,
|/ (s)|| = 1 ise M egrisi (I,0t) ya gore birim hizh egridir denir ve s ye de yay-parametresi adi

verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 3.1.4 (/,0) koordinat komsulugu ile M C E" egrisi verilsin. s € [ yay

parametresine kargilik gelen oi(s) noktasindaki Frenet r-ayaklis1 {V|(s),...,V,(s)} olsun. Buna



gore
ki: I -R 1<i<r

s — ki(s) = (Vi(s), Viy1(s))
seklinde tamiml k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I igin k;(s) reel

sayisma da o(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu, 1998; Carmo, 1976).

Teorem 3.1.1 (/,0) koordinat komsulugu ile M C E”" egrisi verilsin. s € [ yay

parametresi olmak iizere, c/(s) noktasinda i-yinci egrilik fonksiyonu k;(s) ve Frenet r-ayaklisi

{Vi(s),....V,(s)} ise

Vi(s) = ki(s)Vals)
V:(S‘) = —ki_l(.'f)Vj_l (S) + ki(S)VHl (T) l<i<r
Vils) = —k—1(s)Vioi(s)
olur (Hacisalihoglu, 1998).
Tamm 3.1.5 oo : 1 — E*, 5 — o(s) = (04 (s),00(s),03(s)) egrisi icin s yay-parametresi

olsun. Burada t = V| birim tefet, n = V; birim normal, b = V3 binormal ve {t,n,b} Frenet

3-ayaklist adim alir. Buna gore

o)
"= e %W
ae) — ) ) (3.1)

lo’ ()] [IE'(s)]
b(s) = t(s)An(s)

olarak verilir. Buradan da

a(s)Aa’(s)
[ ()l

olur (Sabuncuoglu, 2010).

Tanmm 3.1.6
o: I —E3

s = afs) = (au(s), oa(s), s (s)),



s yay parametresi ile verilen bir egrinin o(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist {t,n,b} olsun.
t'(s) = ki(s)n(s)
W(s) = —ki()tls)+ka(s)b(s)

b'(s) = —ka(s)n(s)

t’ 0 k¥ 0 t
n |[=| —x 0 = n
b’ 0 -1 0 b

esitligi mevcuttur (Hacisalihoglu, 1998). O halde

t = xn
n = —xt+zb (3.2)
b = —1n.

yazilabilir (Hacisalihoglu, 1998).

Sonug 3.1.1 o : 7 — IR? egrisi yay parametresi ile verilmig olsun. kj(s) = ||o(s)]|

degerine o egrisinin s noktasindaki egriligi denir (Do Carmo, 1976).

Tamm 3.1.7 o egrisi (1, o) koordinat komsulugu ile verilsin. s € [ yay parametresi olmak

tizere, o (s) noktasindaki i-yinci egrilik k; (s) ve Frenet r-ayaklisi

Vi (s),Va(s),....,V,.(5)} ve E;(s) = Z(a(s Vi(s), 1<i<r

Jj<i

olmak iizere

||E4+1( Dl

1<i<r
EO

ki (S)

seklindedir (Hacisalihoglu, 2000).

Sonug 3.1.2 Egrilik k ve torsiyon T olarak gosterilmek iizere

lo” A
3
o]

det(Ot’, o, am)

lov Ao



icin ilgili matris

t 0 k¥ 0 t
n |[=v| -k 0 = n (3.3)
b’ 0O —1t 0 b

olup burada v = ||&/(s)|| dir (Hacisalihoglu, 2000; Sabuncuoglu, 2010).
Gl

5
vektor alanlarim, egrilik ve burulma fonksiyonlarini bulunsun. Bu egrinin hiz vektorii

Fey 3. 5.3 s 4
/()= (~Zsint), Seos2). )

olarak ifade edilir. Vs € I i¢in [|o/(s)|| = 1 oldugundan, o birim hizli egridir. t vektor alan,

5 4
Ornek 3.1.1 o : R — R?, a(s) = [ 3cos( ),3sin(§), 55 olsun. o egrisinin Frenet

t(s) = of(s) esitligi ile tanimlamrsa

olarak bulunur. Buradan x (egrilik)

K(s) = ()]
= V(). t(s)

(—%cos(%),—%sin(%)ﬁ) , (—%cos(%),—;sin(g),0)>

-
25
seklinde bulunur. Egrinin birim normali
t'(s)
n(s)
1t'(s)
3 3
B (—E cos(g), e sin(g) 0)
- )
25



oldugundan

b(s) = t(s)An(s)

— (—gsin(g),gcos(g),g) A (—Cos(g),—sin(g),())

elde edilir. Buradan
4 s, 4 s
I Sd — f— — 1 —
b'(s) = (25 COS(S)’ZS sm(S),O)
oldugundan 7 (torsiyon)

ws) = —(b'(s),n(s))

_ <(245c05(;),24551n(;),0) : (cos(;),sin(‘;),o)>

olarak ifade edilir.

Tamm 3.1.8 V bir reel vektor uzayi olsun. V iizerinde bir u vektoriiniin uzunlugu veya
boyu |[ul| ile gosterilir ve

[[ull =/ (u, ) (3.4)

olarak tanimlanir. Ayrica bu degere u vektoriiniin normu da denir (Hacisalihoglu, 2000).

3.2 Uzay Egrisi Boyunca q-Cati

Dede vd. 2015 yilindaki ¢alismasinda bir uzay egrisi boyunca tamimladiklar1 g-catinin
Frenet catisina gore bazi 6nemli avantajlari oldugunu ifade etti. Bunlardan biri bu c¢atinin
ikinci tiirevinin tanimsiz oldugu bir egri icin de tanimlanabilmesi ve teget etrafinda gereksiz
biikiilmenin Oniine ge¢cmesidir. Bu kisimda bir uzay egrisi boyunca g-cati tanimlanmis ve

g-egrilikleri elde edilmistir. g-cati egriligin sifir oldugu bir dogru boyunca bile tanimlanabilir.



k; = (0,0,1) ve X = (a,b,c)

olarak ifade edilirse

XAk, = (a,b,¢) A(0,0,1) = (b, —a,0)

oldugundan X vektoriiniin xy-diizlemindeki izdiisiimii elde edilmis olur (Coquillart, 1987).

Sekil 3.1: Diizleme izdiisiiriilmiis X vektorii

Buna gore k izdiisiim vektorii eksenler dogrultusunda birim vektdr olarak alinir. Bir

egrinin t teget vektorii ile k izdiisiim vektorii paralel ise t Ak = 0 oldugu dikkate alinmalidir.

z-ekseni, y-ekseni ve x-ckseni yoniindeki g-catilari sirasiyla {t.ng. b, K.}, {t,n, by k,} ve

1.5
1
~N
0.5
0. s
4™ . os
- " 0
05 W
—— -0.5
0 -1 -
y

Sekil 3.2: Dogru boyunca yonlii g-cati vektorleri

{t,nq,bq,kx} ile gosterilir.  Sekil 3.1 ile bir dogru boyunca y-ekseni yoniindeki g-gatisi
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gosterilmistir. Burada izdiisiim vektorleri eksen sirasiyla k; = (0,0,1), k, = (0,1,0) ve k, =

(1,0,0) olur (Dede, 2015a).

Tanim 3.2.1 Bir uzay egrisi boyunca yonlii g-cati

1)
I (£)
o trhk (3.5)
! [EAK]]
b, = tAnNn,

olarak tammlanir. Burada K izdiigtim vektorii, t egrinin tegeti, n, egrinin quasi-normali ve b, ise

egrinin quasi-binormali olarak adlandirilir (Dede, 2015).

Teorem 3.2.1 Bir uzay egrisi boyunca g-catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon

denklemi

t/ 0 ki k t

lli]r = “OL’” k1 0 k3 n, (3.6)
b —ky —k3 0 bq

seklindedir. g-egrilikleri ise

(t’=an>
ki =
! o]

(t'by)
R P

<“af;qu>
o]l

ks =

olarak ifade edilebilir (Dede vd., 2015).
Simdi a(z) = (¢,1,1) ile parametrelendirilmis egriyi (dogruyu) ele alalim. Yonli g-¢cati
asagidaki gibi elde edilir: t = (1,0,0), n, = (0,0,1) ve b, = (0,—1,0) ile k, = (0,1,0) y ekseni

yonlii g-cat sekil 3.1 de gosterilmistir.

Tamim 3.2.2 Frenet egriligi K ve torsiyonu T sabit fonksiyonlar ise o, bir dénme ¢izgisi

ya da helis olarak adlandirilir (Gray, Salamon ve Abbena, 2006).

Ornek 3.2.1 a(r) = (cost,sint, %) egrisi verilsin. izdiigiim vektorii k, = (0,0,1) olan z



ekseni yoniindeki g-catisi

t = —— (—sin(r),cos(r), 32)

V1494

1
thk, = —sin(t),cos(t),3t>)A(0,0, 1
JTIEF( (£),c0s(7),3t%) A (0,0, 1)

1 .
= W(cos(r),sm(t),())

1
tAky]| = ——
Itk =

n, = (cos(t),sin(z),0)
ﬁ(— sin(t),cos(),3t?)A(cos(t), —sin(),0)
1

W(—Brz sin(t), —3t%cos(t),1)

olmak iizere {

V1494
!

n, = (—sin(r),cos(t),0)

olarak bulunur. g-egrilikleri ise

(—cos(t), —sin(t),6t)

1 N .
N 7 R e il i casiai
o] JTTo
B |
1494

1 i —cos(t), —sin —3¢2sin(t), —3r2 cos
@.~@wa__(ﬁ+w)“ (Fhs-=aini():66)> (=3¢~ sin(8), =8 "cosE)ieF1)

4] V1+97°

(312 cos(r) sin(r) + 3r* cos(r) sin(r) + 61)
V149

1494

) H:i@ﬁwﬂ“m@mmﬂwmmmmm+@)

_ U+;Wp@ﬂﬁmmhm@ﬂ6ﬂ
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buradan
1

b —sin(t), cos —3¢2gin(t), —3t% cos
o Cbe) gt tnlehees, 0, atang, o cos1))

o] V149

312
V1494

V1+94

442
1 4 9¢#
olarak elde edilir (Dede, 2015 a).

Sekil 3.3: Frenet catisi

Sekil 3.3 de o egrisi boyunca Frenet catist ile normal diizlem vektorleri gdsterilmistir.
Ayn1 o egrisi boyunca z-ekseni yoniindeki g-catist i¢in normal diizlem vektorleri Sekil 3.4 ile

verilmigtir.

Teorem 3.2.2 Oklid uzayinda o(¢) diizgiin bir egri olsun. q-egrilikler o () egrisinin

tirevleri cinsinden
det[o, of K]

ki =
low A o'
2
b (oK) o) — o (oK)
lov|[*flo A K|
by — (o k) det[a, 0" K]

2 2
o A ke[|~ o]
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%

L

Sekil 3.4: g-¢atis

seklinde verilmektedir (Dede, 2015 a).

Sonu¢ 3.2.1 g-catinin kj,k»>,k3 g-egriliklerinin izdiisiim vektorii k ya bagh oldugu
kolayca goriiliir (Dede vd., 2015 a).

3.3 Frenet Catis1 ile q-Cat1 Arasindaki Bagintilar

R3 3-boyutlu uzayda keyfi parametreye bagli herhangi bir uzay egrisi igin Frenet

vektorleri
un’
t =
|||
p = XA (3.7)
o/ Ao
n = bAt

olarak verilir. Ayrica egrinin k egriligi ¥ ve burulmasi T olmak tizere

lo/ Aa|| det(o/, o, o)
= To—mm— W = o ——— (3.8)
lo][* llo" A o]
seklinde ifade edilir (Sabuncuoglu, 2010). Sekil 3.5 ile verilmis olan Frenet catis1 ile g-catisi

arasindaki iliski ise

t 1 0 0 t
n,6 = |0 cosB sinB n (3.9)
b, 0 —sin® cosO b

olarak ifade edilir (Dede vd. 2015 a).
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Sekil 3.5: g-catis1 ve Frenet catisi

Teorem 3.3.1 au(s) egrisinin yay uzunlugu s ile parametrilendirilirse (3.6) ifadesine bagl

olarak g-gatida asagidaki esitlik verilir.

{/ 0 ki k t
n’q =| -k 0 k3 n, (3.10)
Burada k1, k> ve k3 g-egrilikleri
k] = < t’, nq >
e = =t b, >
k3 = < nf;,bq >

olarak verilir (Dede ve Ekici, 2015 a).

Teorem 3.3.2 o.(s) yay parametresi ile verilen bir uzay egrisi olsun. Bu takdirde n ve n,

vektorleri arasindaki ag1 0 olmak iizere g-egrilikleri ve Frenet egrilikleri arasidaki iligki

ki = xcos0
k» = —xsin®
ks = do+1

seklindedir (Dede ve Ekici, 2015).

3.4 Regle Yiizeyler

Tamm 3.4.1 Eger o(s) bir egri ve Z(s) bir vektor ise, regle yiizey (s, v) ile gosterilir.

O(s,v) asagidaki gibi formiilize edilir. Burada, o egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi ad verilir.
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Z(s) vektoriine de dogrusal yiizeyin o(s) noktasindaki dogrultmani denir (Izumiya, 2001).
O(s,v) = os) +VvZ(s) (3.11)

Yani, regle ylizey Z c¢izgisinin o egrisi boyunca hareket etmesiyle elde edilen yiizeydir
(Hacisalihoglu, 2000). Bu calismada hareket ettirilen dogruya regle yiizeyin ana dogrusu, bu

dogrunun dogrultmanim da regle yiizeyin dogrultman olarak ifade edecegiz.

Tanim 3.4.2 Regle yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu komsu
iki anadogrular arasindaki aciya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (drali) denir. O halde
0(s,v) regle yiizeyinin dagilma parametresi

 det(0y,Z,Z)

Py =
= (L)

(3.12)

ile tamuml1 fonksiyondur (Izumiya, 2001; Ergiin ve Caligkan, 2012).

Tamim 3.4.3 Bir regle yiizeyde Z(s) ana dogrusu ile Z(s +ds) komsu ana dogrusunun
ortak dikmesinin Z(s) iizerindeki ayagina regle yiizeyin bogaz noktas: veya merkez noktasi veya
striksiyon noktasi denir. Bu noktanin geometrik yerine de bogaz ¢izgisi veya striksiyon ¢izgisi
denir. Regle yiizeydeki striksiyon ¢izgisi

(o, Zs)

B(S) = a(S) - <Zs;Zs>

[3-13)

olarak ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.4.4 Bir regle yiizey iizerinde biitiin ana dogrulari kesen (C) egrisine yiizeyin
dayanak egrisi (referans egrisi) denir (Hacisalihoglu, 1983). (3.11) ifadesinde ||Z|| = 1 regle
ylizeyi icin striksiyon egrisinin yer vektorii o ve dayanak egrisine uzaklif1 u olmak iizere

(DX,
DX

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 3.4.5 M, E* uzayinda O(s,v) parametresi ile verilen bir yiizey olsun. M yiizeyinin
keyfi bir noktada teget vektor alan1 ¢y ve ¢, vektorleri tarafindan gerilir. M yiizeyinin birinci

temel formunun katsayilar

E — <¢\¢\>
F = <¢s>¢v> (3.14)
G = <¢'V=¢V>
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seklinde verilir (Do Carmo, 1976).

Tamm 3.4.6 Bir M regle yiizeyinin birim normal vektor alam

Ay
N= oo -
seklinde tamimlanir. M yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilari
L = {0sN)
M = {0,N) (3.16)
N = <¢vvaN>

olarak ifade edilir (Do Carmo, 1976).

Tanim 3.4.7 E" uzayinda bir hiperyiizey M olsun. M yiizeyinin bir P noktasindaki sekil

operatorii S (P) olmak iizere

K: M — R

P — K(P)=det[S(P)]
bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine de M
yiizeyinin P noktasindaki Gauss egriligi denir ve

_LN-M?

_ =" 1
EG-F? @l

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1994; Do Carmo, 1976).

Tamm 3.4.8 E" uzayinda bir hiperyiizey M olsun. M yiizeyinin bir P noktasindaki sekil

operatorii S (P) olmak iizere

H: M —- R
P — H(P) = iz[S(P)]

bi¢giminde tanimlanan fonksiyona M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine de

M yiizeyinin P noktasindaki ortalama egriligi denir ve

GL+EN —2FM
H —
2(EG—F?)

(3.18)

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 3.4.9 Bir regle yiizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayn ise regle

yiizeye acilabilirdir denir (Hacisalihoglu, 1975).
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Tanim 3.4.10 Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 3.4.11 M , E? uzayinda bir yiizey olmak iizere, M yiizeyinin ortalama egrilik

fonksiyonu sifir ise bu yiizeye minimal yiizey denir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 3.4.12 Vs € [ icin

¢: IxR — E3

(s,v) = (s,v) = afs) +vX(s)
regle yiizeyi

O(s+2m,v) = ¢(s,v)

sartin1 saghiyorsa yani periyodik ise bu regle yiizeye kapalhidir denir (Hacisalihoglu, 1975).

Tamm 3.4.13 Regle yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin, bu
iki komsu anadogru arasindaki agiya oranina regle ylizeyin dagilma parametresi (drali) denir
(Hacisalihoglu, 2000b).

Sonug¢ 3.4.1 M yiizeyi minimal olmasi icin gerek ve yeter kosul o nmin diizlem egrisi

olmasidir (Aydemir ve Orbay, 2009).

Sonug¢ 3.4.2 M yiizeyi agilabilir olmasi igin gerek ve yeter kosul o nin diizlem egrisi

olmasidir. Eger M yiizeyi acilabilir ise M yiizeyi minimaldir (Aydemir ve Orbay, 2009).

Sonuc 3.4.3 P £ 0 oldugunda M yiizeyi acilabilir degildir (Aydemir ve Orbay, 2009).

3.5 Cizgiler Uzayinda Hareket

E3 Oklid uzayindaki 1-parametreli hareketlerde E iin dogrulari regler yiizeyler teorisi
icin 6nemlidir. Dogrular E {in lineer nokta ciimleleridir. Bu yiizden E* Oklid uzayin1 yalnizca
dogrulardan meydana gelmis bir uzay olarak diisiinecek ve bunu belirtmek icin de E7 e gizgiler
uzay1 adin verecegiz (Hacisalihoglu, 1983). Uzayda hareketin gozlenebilmesi i¢in bie referans
noktasina ihtiya¢ vardir. Bu noktanin sabit veya ayni noktada bulunan gozleyiciye gore sabit
oldugu farzedilir. Bu noktay1 0 € E? ile gosterelim ve hareketi inceleyebilmek igin ortonormal
bir
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{e1(0),e2(0),e3(0)} = {0;e1,e2,e3}

sistemini tespit edelim. Ayrica bu uzayda biitiin noktalarin sabit kaldig1 yani hareket etmedigi

farzedilerek bu hade E? uzayina sabit ¢izgiler uzay1 denir ve H’ ile gosterilir. Yani

H' =Sp{e1(0),e2(0),e3(0)}

Diger taraftan O noktasina gore hareketli bir P noktasimi ve bu noktaya siki bir sekilde bagli olan

ortonormal bir {E; (P),E> (P),E3 (P)} sistemini diisiinelim. Yani

H:SP{EI (P),Ez(P),Eg(P)}

olsun. Cizgiler uzayinda artik, noktalarin hareketi yerine dogrularin hareketi almabilir. Bu
sebeple uzayin en basit elemani olarak yonlii dogrulari alinz. Hareketli bir P noktasinin OP
yervektorii ve bu noktaya yerlestirilen bir a birim vektori ile belirlenen dogrunun paremetrik
denklemi

y=x+Aa

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983). P noktasinin dogru iizerinde keyfi bir nokta olmasi i¢in, A
vektorel carpim olmak iizere

a=xANa=yAa

vektorel momentini kullanarak dogruyu (a,a) cifti ile belirleyebiliriz. a ve a vektorlerinin
bilesenlerine normlanmis Pliicker dogru koordinatlar1 denir (Hacisalihoglu, 1983). Cizgiler

uzayinda hareketleri ii¢ gruba ayiracagiz:
1) (a,a) dogrusunun H' sabit uzayina gore hareketi
2) (a,a) dogrusunun H hareketli uzayina gore hareketi
3) H hareketli uzayimn H' sabit uzayina gore hareketi

H nin H' sabit uzayina gore 1-parametreli hareketine kisaca uzay hareketi diyerek H /H’
ile gosterecegiz. H /H' hareketini O noktasi etrafinda bir dsnme ve O noktasina gére bir teleme

olmak iizere iki kisma ayirmak miimkiindiir. Eger sabit ve hareketli ¢izgiler uzayinda iki Oklid
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koordinat sistemi, siras1 ile {x’l ,x’z,xg} ve {x1,x2,x3} ise

X = xh X = X2
J

olmak iizere H /H' uzay hareketinin matris formunda A € E3 ve C € R:; alinmirsa

X! _ |(AC X
1 N 0 1 1
seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 3.5.1 H /H' uzay hareketinin
A C
0 1
matrisi donmeye karsilik gelen A € E? ve 6telemeye karsilik gelen C € R? matrisleri

= A(t)
= C(1)

olacak sekilde birtek reel ¢ parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlan iseler H/H' uzay

hareketine 1-parametreli hareketi denir (Hacisalihoglu, 1983).
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4. FRENET VEKTORLERI TARAFINDAN OLUSAN
REGLE YUZEYLER

Bu béliimde Oklid uzayinda alinan bir uzay egrisinin {t,n,b} Frenet vektorleri ve
herhangi bir X vektdr alami kullamilarak regle yilizey tamimlanmis ve bu yilizey tlizerinde

hesaplamalar yapilmistir. Frenet vektorleri tarafindan olusan regle yiizeyler

My — ¢1 (S, V) = (X(S) + Vt(S)
My —  a(s,u) = a(s) +un(s)
M3 —  03(s,z) = als) +zb(s)

My — O4(s,w) = as) +wX(s)

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1994).

4.1 Oklid Uzaymnda Birim Teget Vektorii Tarafindan Olusan Regle
Yiizeyler

Teorem 4.1.1 ¢;(s,v) = o(s) + vt(s) ile tammlanan M, yiizeyi icin dagilma parametresi
ve striksiyon ¢izgisi

Py, = 0 ve Puy, (s) = ofs)

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1994).

Ispat Bir o : 7 — E? kapali egrisi boyunca tanimlanan kapal bir H /H' uzay hareketinde
H hareketli sistem ve H’ sabit sistem olmak iizere, (o) egrisinin bir egilim ¢izgisi olabilmesi
i¢in gerek ve yeter sart H/H' hareket istirak eden birim(asli) normal ve binormal dogrularinin
H' iizerinde cizdikleri regle yiizeylerin dagilma parametreleri (dralleri) oram igin bir o : [ — E3
egrisi boyunca alman H/H' kapal uzay hareketinde H yi geren {t,n,b} Frenet ii¢ ayaklisimin
ayaklarina karsilik gelen dogrularin H' iizerinde ¢izmis olduklar regle yiizeylerin dagilma
parametrelerini hesap edelim. t tegetine karsilik gelen dogrunun H' iizerinde cizmis oldugu
regle yiizeyin Py dagilma parametresi

dao. | dt

det [E’t’ a]

P
dtl]?

ds
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olarak hesaplanir (Hacisalihoglu, 1994).
Py = Py,
olmak iizere dagilma parametresi (3.12) ile verilip
o =tveZ(s) =t(s) (4.1)

olup (3.2) ve (4.1) g6z 6niine alinirsa

det (t,t,t')

= o)

(tAt,t)
(t',t)

= 0
bigiminde ifade edilir. (4.1) ve (3.2) denklemleri dikkate alinirsa

tn)=0 (bn)=0 (tb)=0

tty=1 (am=1 (bb)=1 (4.2)

ve (3.13) ile verilen striksiyon ¢izgisi gz oniinde bulundurulursa

g )
BMI (s) = afs) ||tf||2
()
= O
_ 3 K(t,n)
“O m?!
= wfs)

seklinde hesaplanir (Hacisalihoglu, 1994).

Teorem 4.1.2 ¢;(s,v) = o(s) + vt(s) ile tammlanan M; yiizeyi icin ortalama egrilik ve
Gauss egriligi

Hy = —% ve Ky, = 0

seklinde verilir.

Ispat
O1(s,v) = afs) + vt(s)
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ile tamimlanan M regle yiizeyinin s ve v ye gore 1. ve 2. mertebeden kismi tiirevleri alinir ve

(3.2) kullanilirsa
01 = t+Vt+ty

(4.3)
= t+Kxvn
olarak bulunur. Benzer sekilde
Py =t (4.4)
olarak ifade edilir. Tkinci mertebeden kismi tiirevler ise (3.2) goz 6niine alinirsa
Oy = (t-+- I(Vn)Jr
= t'4+xvn’
(4.5)
= Kxn+xv(—xt+1h)
= —Kk’vt+kn+ Kb
seklinde bulunur ve
Ol = (t-{-KVﬂ)V
(4.6)
= Kn
ve
¢‘lvv =t = 0 (47)

olarak bulunur. (4.2), (4.3) ve (4.4) denklemleri kullamlarak E,F ve G birinci temel form

katsayilari hesabi yapilirsa
E = (015,01)
= (t+xvn,t+xvn)
= (t,t)+ (t,xvn) + (xvn,t) + (Kvn, Kvn) (4.8)
= {(t,t)+Kkv(t,n) +Kv(n,t) + x> (n,n)

= 1+xH72

ve

F = (015.01,)

= (t+xvn,t)
(4.9)
= (tt) +xv(n,t)

= 1
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ayrica

G = <¢lv:¢]v>
= (t,t) (4.10)

=
olarak bulunur. (3.15) dikkate alinirsa M| regle yiizeyi i¢in

tAt=0 nAn=0 bAb=0
tAn=b nAb=t bAt=n

(4.11)
esitlikleri ile (4.3) ve (4.4) goz oniine alinarak
01sA0, = (t+xvm)At
= tAt+xvnAt
= —xvb

olarak bulunur. Burada (4.2) géz 6niine alinirsa
los AdL|| = +/(—xvb, —xvb)
= /x%?2(b,b)
= Kv
M, regle yiizeyinin normal vektorii(3.15) kullanilarak

—xvbh
Ny, = = = —b

olarak ifade edilir. (3.16), (4.5),(4.6) .(4.7) ve (4.2) dikkate alinir ve i¢ ¢arpimin dagilma

ozelligi kullanilirsa ikinci temel form katsayilar

L = (—b,—x*t+xn+xwb)

= (—b,—x>ut) + (~b,xn) + (~b, xTvb)

= «?v{(b,t) —xk (b,n) —xtv(b,b) (4.12)
= 04+0—xtv
= —KTv
ve
M = (—b,xn)
= —«k(b,n) (4.13)
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ayrica

N = (-b,0) = 0 (4.14)

seklinde hesaplanir. Buradan (4.8), (4.9), (4.10), (4.12), (4.13), (4.14), (3.17) ve (3.18)

dikkate alinirsa ortalama egrilik ve Gauss egriligi asagidaki sekilde bulunur.

. 1. (k) + (14+%32).0-2.1.0
o= g (1+x22)1—12
1 [—xw
2 k2
B T
2w
seklinde bulunur ve
(—%tv) .0—102
Ky

LT (1 +xd2). 112

olarak elde edilir.

Sonuc 4.1.1 M regle yiizeyi icin dagilma parametresi
Py, =0
oldugundan M acilabilir yilizeydir. Benzer sekilde ortalama egrilik

Hy, #0

oldugundan M| minimal yiizey degildir.

4.2 Oklid Uzaymda Birim Normal Vektorii Tarafindan Olusan Regle
Yizeyler

Teorem 4.2.1 ¢2(s,u) = ¢(s) + un(s) ile tanimlanan M> yiizeyi icin dagilma parametresi
ve striksiyon ¢izgisi

T K
PM2 = m ve BMZ(S) = u(S)‘f‘—

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1994).
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ispat H hareketli sistem ve H' sabit sistem olmak iizere, n asli normal vektériine karsilik

gelen dogrunun H iizerinde ¢izdigi regle yiizeyin P, dagilma parametresi (drali ) asagidaki

sekilde ifade edilir.
{da a’n}
det | —,n, —

ds’ ' ds
ds
olmak tizere dagilma parametresi (3.12) ile verilip
o =t ve Z(s)=n(s) (4.15)
olup (3.2) ve (4.2) gbz 6niine alimirsa
P det(t,n,n’)
My — (l‘l’,l‘l’)
_ {tAn,n')
- ()

(—xt+th, —xt+1hb)

—k(b,t)+T(b,b)
K2 (t,t) — 2Kt (t,b) + 7> (b,b)

T
K2+ 12

bigiminde ifade edilir. Striksiyon ¢izgisi (3.13) ile verilip (4.2),(4.15) ve (3.2) dikkate alinirsa

) = =5
o
= as) - (—xt,— Tsliftz?jc: itl;;):- (th,h)
— a(s)+ o

olarak hesaplanir (Hacisalihoglu, 1994).

Teorem 4.2.2 ¢»(s,u) = a(s) + un(s) ile tammlanan M, yiizeyi i¢in ortalama egrilik ve
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Gauss egriligi
2

((1 —xu)* + Tzuz) .

HM2 = 0 ve KM2 =
seklinde verilir.

Ispat
02 (s,u) = ous) + un(s)

ile tamimlanan M> regle yiizey denkleminin s ve u ya gore 1. ve 2. mertebeden kismi tiirevleri

alimr ve (3.2) kullanilirsa
0y = t+(—xt+1tb)u

= t—xut+1tub (4.17)

= (1—xu)t+tub
seklinde bulunur. Benzer sekilde
¢2u =1 (4.18)

olarak ifade edilir. Ikinci mertebeden kismi tiirevler ise (3.2) g6z oniine alinirsa
O2s = ((1—xu)t+tub)
= (1—xu)t +tub’

= (1 —1wxu)(kn)+Tu(—1n) (4.19)

= xn—K*un—t2un

= (k—«*u—7*u)n

seklinde bulunur ve
0oy = (( 1~ K”) t+ Tub)u

= (t—xut+tub), (4.20)
= —xt+1hb
vE
oy = my = 0 (4.21)

olarak bulunur. (4.2), (4.17) ve (4.18) denklemleri kullanilarak E,F ve G birinci temel form
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katsayilar1 hesab1 yapilirsa

E = (¢2x: ¢2.v>

= {((1—xu)t+Tub), (1 —xu)t+1ub))

(4.22)
= (1—%u)* {t,t) + 122 (b,b) +2 (1 — ku) Tu {t.b)
= (1—xu)*+12u?
ve
F = <¢2s:¢2u>
= ((1 —xu)t+tub,n)
(4.23)
= (1 —xu)(t,n) +tu(b,n}
=0
ayrica
G = <¢'2u;¢2u>
= (n,n) (4.24)

= 1
olarak bulunur. (3.15), (4.11) dikkate alinirsa M> regle yiizeyi i¢in pay hesabi

02 A2, = [(1 —xu)t+7Tub] An
= (1—xu)tAn+tubAn
= (1 —xu)b—tut
= —tut+(1—xu)b

bulunur. Burada (4.2) g6z 6niine alinirsa

025 AG2ll = /(—tut+(1—xu)b, —tut+(1—xu)b)

= /P (1) +2(—w) (1 — ) (t,b) + (1 — k) (b, b)

= \/(1 —l{u)2+‘52u2

ve boylece normal vektorii
_ —Tut+ (1 —xu)b

M, =
\/(1 — wu)? +T2u>

olarak ifade edilir. (4.2), (3.16), (4.19), (4.20) ve (4.21) dikkate alimir ve i¢ carpimin dagilma

N
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ozelligi kullanmihirsa ikinci temel form katsayilart

\/(l —xu)* + P

— ! (—tut+ (1 —xu)b, (k— K*u—7%u)n)
\/ (1 — xu)? + 122 (4.25)

(1—xu) (k— &*u—T2u

\/(l —u)* 4122

T (x — K*u —t*u) (
\/(l —cu)* + T2

= i

) (b, n)

t,n) +

ve
W < —tut+ (1 —xu)b ,Kt+1:b>
\/(l —xu)® + 120
= ! (—tut+ (1 —xu)b, —xt+1h)
\/(1 — xu)? +12u?
S ) o,V PSP Gt ) L S (4.26)
\/(lflq,;:)er'tzu2 \/(1 —u)® + 122
B KTut N T—KTu
\/(1 —xu)? +2u? \/(l —xu)? + 122
_ T
\/(1 —wu)* + 12l
ayrica
N = (Zmat(-wib )\ _ 4.27)
\/(1 —u)* + T2u?

olarak hesaplanir. Buradan (4.22), (4.23), (4.24), (4.25), (4.26), (4.27), (3.17) ve (3.18)

dikkate alinirsa ortalama egrilik ve Gauss egriligi asagidaki sekilde bulunur.

T

1.0+ ((1 N Ku)2—|—1:2u2) 0-2.0.
1 \/(1 — Ku)” 4 t2u?
2 ((1 —Ku)2+12u2) 1—0?

1 0

2 [(1 —wu)? +12u?




seklinde bulunur ve

1
\/(l — ku)? + 2>
((1—Ku)2+~c2u2) 1—02

0.0 -

Ky, =

2

—12

((1 —xu) + ’Ezuz) ((1 —xu)? +’52u2)

2

((l —Kug)" +Tzu2) ’

olarak elde edilir.

Sonug 4.2.1 M regle yiizeyi i¢in dagilma parametresi

Py, #0
oldugundan M, acilabilir yiizey degildir. Benzer sekilde ortalama egrilik
Hy, =0
oldugundan M; minimal yiizeydir. Ortalama egrilik ve Gauss egriligi arasindaki iliski
Hy, 0

— == O
K, T

seklinde verilir.
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4.3 Oklid Uzayinda Birim Binormal Vektorii Tarafindan Olusan Regle

Yiizeyler

Teorem 4.3.1 ¢3(s,z) = o(s) +zb(s) ile tammlanan M3 yiizeyi i¢in dagilma parametresi

ve striksiyon ¢izgisi
1
PM3 = ; ve BM3(S) = (l(S)

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1994).
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Ispat H hareketli sistem ve H’ sabit sistem olmak iizere, b binormaline karsilik gelen
dogrunun H de ¢izdigi regle yiizeyin P, dagilma parametresi
da _ db
det [ b }

"ds
3

B =

M5

ds’
db
ds

olmak iizere dagilma parametresi (3.12) ile verilip
o =tveZ(s)=b(s) (4.28)

olup (3.2) ve (4.2) gbz dniine alimirsa

~ det(t,b,b)

I Y

(tAb,b)
(b, b’)

(—n,—n) (4.29)
(—tn, —1Tn)

bigiminde ifade edilir. Striksiyon ¢izgisi (3.13) ile verilip (4.28) ve (3.2) dikkate alinirsa

R R
(t,—Tn)
= o) (—Tn, —1n)
o(s) Tzi:;,nri)
= a(s)

olarak hesaplanir (Hacisalihoglu, 1994).

Teorem 4.3.2 (3(s,z) = da(s) + zb(s) ile tanimlanan M3 yiizeyi i¢in ortalama egrilik ve
Gauss egriligi

2.2

K Tz

B = & we B s o
! 2(1+1222)"/2 ’ (1+1222)°



seklinde verilir.

Ispat
03(s,2) = 0s) +zb(s)
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ile tanimlanan M3 regle yiizey denkleminin s ve z ye gore 1. ve 2. mertebeden kismi tiirevleri

alinir ve (3.2) kullamlirsa
03y = t+7b+b'z

= t+(—™)z
= t—1zn
seklinde bulunur. Benzer olarak
03:=b

olarak ifade edilir. Tkinci dereceden kismi tiirevler ise (3.2) goz oniine alimirsa
O3s = (t—1zn)
= t—1m
= kn—1z(—«xt—1h)
= xTzt+¥n—1%zb

seklinde bulunur ve

¢'3sz = ¢325

ve

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

olarak bulunur. (4.2), (4.30) ve (4.31) denklemleri kullamlarak E,F ve G birinci temel form

katsayilar1 hesab1 yapilirsa
E = (03 03)
= (t—1zn,t—1zn)
= (t,t) +7°2% (n,n) — 21z (t,n)

= 1+17%%

(4.35)
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ve
F = <¢35=¢3z>
= (t—1zn,b)
(4.36)
= (t,n) —1z(n,b)
=0
ayrica
G = <¢3za¢3z>
= (b,b) (4.37)

=1
olarak bulunur. (3.15), (4.11) dikkate alinirsa M3 regle yiizeyi igin pay hesabi

O35 AG3; = (t—7Tzn)Ab
= tAb—1tznmAb
= —n-—1zt
= —1zt—n

olarak bulunur. Burada (4.2) g6z niine alinirsa

|| 935 A 03]

= /{-Tzt—n,—1zt—n)

= /P22 {t,t) +21z(t,n) + (n,n)
= V127241

ve boylece normal vektorii

—Tzt—n

V2l +1

olarak ifade edilir.(4.2), (3.16), (4.32), (4.33)ve (4.34) dikkate alinir ve i¢ carpimin dagilma

Num, =

ozelligi kullanilirsa ikinci temel form katsayilari

—Tzt—n

L = -
<\/‘L’222+]

_ —Tzt —n " 2.h
\VZ2+1 U \/*l:2.22+1’mZ SR

, KTzt +Kn — ’szb>
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buradan

2.2 3.3
—KT°Z —K1z =Tz
L= X )+ (tm)+ ———(tb)

|

2

—K12Z 2z
T2

t————(n,
VT2 41 {
—x1272 " —xK

V222 +1 V22 +1

K22 -k

V22 +1

N R == 211
t) +

1
vEze Mt e Y
(4.38)

ve
—Tzt —n
M= (21 m
< V22 +1 >
1
= W <—1:Zt —n, —'CI]>

(4.39)
2

Tz
V22 + 1
Tz

VT2 + 1

—Tzt—n
N = (2222 0) =0 (4.40)
<vﬂ¥+l >
olarak hesaplamr. Buradan (4.35), (4.36), (4.37), (4.38), (4.39), (4.40), (3.17) ve (3.18)

dikkate alinirsa ortalama egrilik ve Gauss egriligi asagidaki sekilde bulunur.

(t,n) (n,n)

1z
+ -
V122 + 1

ayrica

—Kk1?22 —k

VB2

1z
+(14122) 0-20.———

[a—

Hy, =

o]

(14 k2z2).1—02

—Kté72 —x

V2241

1 =iz

(NI

—kT22 —x

2(1+122)*?

—k (T2 +1)
2(1+122)*?

_2(1+1222)'/2
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seklinde bulunur ve

—K’szz—KO( 1z )2
V22 +1 V22 +1

(14+1222).1-02

Ky, =

_( Tz )2
VT2 41

1+ 1222

2 ZZ

(1+722)°

olarak elde edilir.

Sonug 4.3.1 M; regle yiizeyi i¢in dagilma parametresi

Py, #0

oldugundan M3 acilabilir yiizey degildir. Benzer gsekilde ortalama egrilik

Hy, #0

oldugundan M5 minimal yiizey degildir. Ortalama egrilik ve Gauss egriligi arasindaki iliski

K

Hy, 2(1+1222)/?
KM3 B ’CZZQ’
(141222)°

B K (14+1%22)?
S\ 20+w)?) T\ P2

K(] +12z2)3/2

27272

seklinde verilir.

Sonug 4.3.2 Bir o.: / — E kapal egrisi boyunca tanimlanan bir H /H’ uzay hareketinde
(o) egrisinin harmonik egriligi ile harekete istirak eden birim (asli) normal ve binormal

dogrularinin H’ iizerinde cizdikleri regle yiizeylerin dagilma parametreleri arasinda

2
(=

bagintist vardir (Hacisalihoglu, 1994).
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Ispat (4.16) in pay ve paydasi &3 ile boliiniirse

1
_ i
PH_K—2
(5) +1
T
olur. Diger taraftan (4.29) den dolay1
o
()
K\ 2 Py (4.41)
L3 i = 22
(‘C) + Pn
G = 2
T P,

elde edilir (Hacisalihoglu, 1994). Bdylece agsagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.3 Bir o : [ — E3 kapali egrisi boyunca tamimlanan bir H /H' uzay hareketinde
(o) egrisinin harmonik egriligi ile harekete istirak eden birim (asli) normal ve binormal

dogrularinin H' iizerinde cizdikleri regle yiizeylerin dagilma parametreleri gbz éniine alinirsa
K ; ST T i
= sabit <= (o) egrisi bir egilim ¢izgisi

olarak ifade edilir (Hacisalihoglu, 1994).

Ispat (4.41) goz 6niine alinirsa

K .
— = sabit
T

ise
& = sabit
Py

olacagindan H /H' hareketinde esas alman o : I — E> egrisi egilim cizigisi ise
— = sabit
Fa

elde edilir. Tersine

& = sabit
n

ise
K\ 2 . K .
(—) = sabit ve — = sabit
T T

olacagindan (a) egrisi bir egilim cizgisi olur (Hacisalihoglu, 1994).
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gosterilmistir.) Frenet vektorleri

1 21 312
VIF42Z 195 V14421594 V11412 1945

t = ( )

I i 4 2
R S TR Y e o (—t(249¢%), (1 -91%),3t(22 + 1))

312 3t |
(\/1+912+9r4’ \/1+9r2+9r4’\/1+9t2+9t4)

seklinde verilir. b tarafindan iiretilen regle yiizey (Sekil 4.1 ile gosterilen) asagidaki sekilde

parametrelendirilir.

3vt? 3vt v
t,v) = (t+ i =t
&b (1) ( V1+t92+98  V1+92+94 \/1+9t2+9t4)

Bu bilgiler ile 6ncelikle (3.14) denklemi kullanilirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari

729¢12 + 1782¢10 4 162018 4 720¢° + 14 (81v% + 180) + 12 (3612 +22) + 1 + 92
(14912 +914)?

ve

L = —2(818V1 4912 + 9r% +-486vt” +162t%/1 4912 + 9r* +459v> +99t*/1 4912 + 9r*

+162vt3 4+ 1812/ T+ 912+ 94 4+ 27vt + 1+ 912+ 914 + 92/ 14+ 912 4 9¢4) /

(14972 +9r%) /729112 + 1782110 + 16208 4 72010 +1# (81v% + 180) + 12 (36v2 +22) + 1 + 92

3 (1492 +9¢%)

M =
V729072 £ 1782010 1162018 + 72016 + 1* (8112 + 180) +12 (36v2 +22) + 1 + 92

N =10

seklinde hesaplanir. Ardindan sirasiyla dagilma parametresi, striksiyon ¢izgisi, Gauss egriligi

ve ortalama egriligi



Sekil 4.1: Egri ve onun 0y, (z,v) yiizeyi

1
B = —3t*-32—=
3
Bb = (t3t25[3)
9 (1+912+94)°
Ky =

8118 + 16219 + 9974 + 182 + 1 + 9?2

— (8178 +9v2 + 16205 +-99¢* + 182+ 1) (VI+97+9r%)
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Hy, =
(729612 4 1782410 4+ 162018 + 72066 + 81¢412 + 18014 + 36202 + 2212 + 1 + 92)*/?
+48617v+459ve° +162v1> +27vr) (14912 +91%)
(729¢12 4 1782¢10 4 1620¢8 + 720¢6 + 81r4v2 + 18014 + 36202 + 2212 + 1 + 92)*/?
elde edilir.

44 OKlid Uzaynda Genel Vektor Alam Tarafindan Olusan Regle

Yiizeyler

Teorem 4.4.1 ¢4(s,w) = os) + wX(s) ile tanimlanan M4 ylizeyi i¢in dagilma

parametresi ve striksiyon gizgisi

—x3 (X1K+ x5 —x3T) +x2 (x27T + x5)

Py =
(¥} —x2)° + (v x5 —x37)° + (21 +3)°

4

(xjx1 —x1x2K) t+ (x’lxz —x%K) n+ (xjx3 —x2x3%) b

B, (s) = als)—

(x’l fXQK)Z + (X]Ker’z fx3‘t)2+ (XQ‘Cerg)z

seklinde verilir.
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Ispat Dagilma parametresi (3.12) ile verilip
o =tve Z(s) =X(s) (4.42)

olup (3.2) ve (4.2) gdz 6niine alimrsa

Py, — _ det (t,X(s), X" (s))
(X(s), X' (5))
X (5) =x1(s)t(s) +x2(s)n(s) +x3(s5)b(s) (4.43)
olup (3.2) kullanilirsa X (s) ifadesinin tiirevi
X'(s) = xjt+xt'+xin+xn" +xib+xb’
= xjt+xi(xkn)+x5n+x(—kt+1b) +x5b +x3(—1n) (4.44)
= (x] —xK)t+ (xjc+x5 —x3T)n+ (x2T+x5) b
seklinde bulunur. X birim vektor oldugundan
XT3+ =1
olup (4.2) goz 6niine alinir ve i¢ carpimun lineerligi kullanilirsa
(X' (5).X'(s)) = ((¥) —xK)t+ (xik+2 —x1)n+ (2T+x3) b, (x] —x2K)t
+ (x1K+x5 —x3T)n+ (x2T+x3) b)
buradan
X'(5).X'(5)) = (¥ —352.1()2 (t,t) + (x1x+x5 —x3.’r)2 (n,n) + (x21+xg)2 {(b,b)
+ (x} —x2) (x1€+ x5 — x37) {t,m) + (] —x2K) (x2T+x3) (t,b)
+ (x1ki+xh — x31) (x2T+x5) (m,b) + (x1 K4 — x37T) (] — x2K) (m, t)

+ (0T +x3) (x] —x2K) (b, t) + (x0T +x3) (x1%+x5 —x37) (b, m)

= (xfl —sz)2 + (le-‘rJC’Z —)C3’C)2 + ()Cz’l: +)C'3)2
(4.45)
4.2), (4.43), (4.44) ve (4.45) dikkate alinirsa dagilma parametresi
( gilma p

—det(t,x t+ xon+ x3b, (x’l —XxK)t+ (x1K +x'2 —x3ka)n+ (xzkz +xg) b)
(X' (), X' (s))

Py, =

<t/\xgt+x2n+x3b,(x’1 *sz)t+(x]K+x’2 —x3T)n+ (xg‘Cerg) b >
(x’l —XZK)Z + (xll(—l—xJQ —X3’C)2 + (XQT —|—x§)2
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buradan

(—xn+xb, (¥ —0K) t+ (Kk+X —x31)n+ (nT+x3)b)
(& —x2%)” + (x16+ x5 —x37)° + (214 45)°

—x3 (K+ 23 —x37) (0, M) +x2 (27 +23) (b, b) —x3 (x] —x2K) (n, t)
(¥ —x2%)% + (i + 25 —x37) + (2T 4+ 4)

+—x3 (xz‘c +xg) (n,b) +x2 (x] —x2K) (b, t) +x2 (x; K +x5 — x3T) (b, n)
(x’l —XZK)Z + (X|K+Xf2 —)C3‘€)2 —+ (X2‘E +X,3)2

—x3 (Xx1K+ x5 —x3T) +x2 (x21+x’3)
(¥ —x2%)* + (rik 2, —x337) + (2T +4)°

seklinde hesaplanir. Striksiyon cizgisi (3.13) ile verilip (4.2), (4.42), (4.45) ve (3.2) dikkate
alinirsa
(t, (x| —x2K) t+ (x1k+ x5 —x3T)n+ (x2T+x5) b) (Xt +x2n+x3b)

Bre, (5) = als) - (] —sz)z + (x4 *x?fc)z + (xszerg)Z

o (s) ! [(x] —x2K) {t,t) +
= ') — —A2 s
(] —sz)2+(X1K+x’2—xﬂ)2+(xz’r+xg)2 l

(x1%+ x5 —x3t) (t,m) + (x2T+x5) (t,b) (x1t+x2n+ x3b)]

x’ —X72K
= os)— - 5 G ) 5 5 (x1t+xon+x3b)
(*] —x2K) "+ (x1K+ 25 —x3T) " + (27T +5)
— (s (xjx1 — xlxglc)tJr(xlxz—xz )n+( xjx3 — x2x3K) b

(X’l —XQK)Z + ()C]K+J£"2 —)C3’C)2 + (XQT —|—x"3)2

olarak hesaplanir.

Teorem 4.4.2 ¢4(s,w) = o(s) +wX(s) ile tammlanan M, yiizeyi i¢in ortalama egrilik ve
Gauss egriligi

(Bx3—Cx2)(A'—BK)+(Cx; —Ax3 ) (Aky +B' —Ct)+(Ax2—Bx) ) (Bt+C')

Hy, =
! 2 [((Bngsz)zwL(Cx] fo3)2+(Ax2 —Bx; )2) HE ( (A2+BQ+C2) —(Axy +Bx2+Cx3}2)}
B (2(Ax) +Bxy+Cx3)) (x3B(A/B) +x,A2(C/A) +x,C*(B/C)')
2 [((B.r3—Cx2)2+(Cx] —Ax3)2+(Ax2—Bx] )2 ) e ((A2+BZ+C2) —(Ax) +Bx2+Cx3)2)}
7 - 2 - 2 12
- [x3B2(A/B) +x2A% (C/A) +x:C* (B/C)]
My, =

[(Bx_o, — ng)2 + (Cx) —Ax3)2 + (Axy — Bxl)z] [(A2 + B2 +C?) — (Ax; + Bxy +Cx3)2}



40

seklinde verilir. Burada

olarak verilir.

ispat
O4(s,w) = a(s) +wX(s)

ile tanimlanan My regle ylizey denkleminin, s ve z ye gore 1. ve 2. mertebeden kismi tiirevleri

alimir ve (3.2), (4.44) kullanilirsa
dgs = t+wX/'(s)
= t+w[(¥] —x2K)t+ (xik+x5 —x3T)n+ (x2T+x5) b]
= W —xx)+1t+w(xk+x, —xnt)n+w(xnt+x5)b
sonucuna ulagilir. Burada
A = [w (x'l —sz) =+ l]
= w (leer’z — x3’c)
C = w(nt+x})
olarak tanimlanirsa
045 = At+ Bn+Chb (4.46)
seklinde bulunur. Benzer olarak

Q4 = X(S)
(4.47)
= xit+xon+x3b
olarak ifade edilir. Ikinci mertebeden kismi tiirevler ise (3.2) gbz &niine alimirsa

O45s = (At+Bn+Cb)

= A't+At' +B'n+Bn'+C'b+CVH

buradan
Gsss = A't+A(kn)+Bn+B(—xt+1b)+C'b+C(—n)
(4.48)
= (A'—Bx)t+(Ax+B —Ct)n+ (Bt+C')b
ve
Ogsw = (At-‘rBl’l-l—Cb)'
(4.49)

= At+Bn+Cb
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ayrica _
¢4ww = X(s)

= (x1t+xn+x3b) (4.50)

=0
olarak bulunur. (4.2), (4.46) ve (4.47) denklemleri kullanilarak E, F ve G birinci temel form

katsayilari hesabi yapilirsa

E = <¢'4.\‘:¢4.\‘>
= (At+Bn+Cb, At+Bn+Cb)
4.51)
= A%(t,t) + B*(n,n) + C? (b,b)
= AX4+B*+C?
ve
Foo= (045, 04)
= (At-‘rBl]'FCb, )C1t+)C2l1+X3b>
= Axp{t,t) +Ax; (t,n) +Ax; (t,b) + Bx; (n,t) + Bx; (n,n) (4.52)
+Bx3 (n,b) + Cx| (b,t) +Cx; (b,n) + Cx3 (b,b)
= Ax;+Bx»+Cxz
ayrica
G = (¢’4w:¢4w>
= (xit+xan+x3b, x;t+xn+x3b)
= x}{t,t) + x1x2 (t,n) + x1x3 (t,b) +x1x2 (n,t) + 3 (n,n)
(4.53)

+xpx3 (N, b) + x1x3 (b, t} + x2x3 (b, n) +x§ (b,b)
= x% +x% +x_%

= 1
olarak bulunur. (3.15), (4.11) dikkate alinirsa M4 regle yiizeyi i¢in pay hesabi
045 APy = (At+Bn+Cb)A (x1t+x2n+x3b)

= AtAxit+BnAxit+CbAxit+AtAx;n+ BnAxn
+Cb Axn+ At Axzb+ BnAxzb+Cb Axsb
= —Bx;b+Cxin+Ax;b — Cxot — Ax3n + Bxst

= (Bx3—Cx2)t+ (Cx; —Ax3)n+ (Ax — Bx;)b
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olarak bulunur. Burada (4.2) gz oniine alinirsa

1045 AGawll = /(Gas A Garws Pa A Gae)
= ((Bx3—Cxy)t+ (Cx; — Axs)n+ (Ax, — Bx;)b,
(Bx3 — Cx2) t+ (Cxy — Ax3)n+ (Ax, — Bx; ) b)
= ((Bxs—Cxo)t, (Bxs — Cxa)t) + {(Bxs — Cx)t, (Cx; — Ax3)n)
+ ((Bx3 — Cxz) t, (Axy — Bx1)b) + ((Cx; —Ax3)m, (Bx3 — Cxz) t)
+ ((Cx1 —Ax3)n, (Cx; —Axz)n) + ((Cx; — Axz)n, (Axz — Bx1) b)
+ ((Ax2 — Bx1) b, (Bx3 — Cx2) t) + ((Ax2 — Bx) b, (Cx; — Ax3) n)

+ ((Ax2 — Bx;) b, (Axa — Bx;) b)

= \/(B)C3 = C)Cz)2 + (Cx1 —AJC3)2 + (sz — Bx1)2

ve boylece normal vektorii
(Bx3 —Cx2)t+ (Cx; —Axz)n+ (Ax —Bx;)b

Ny, =
\/(Bx3 — Cx2)2 + (Cx1 fo3)2 + (Axz fol)Z

olarak ifade edilir. (4.2), (3.16), (4.48), (4.49)ve (4.50) dikkate alinir ve i¢ ¢arpimin dagilma

ozelligi kullanilirsa ikinci temel form katsayilar

1
L = {(Bxz3 —Cx2)t+ (Cx; —Ax3)n+ (Axa — Bx1) b,

\/(BXg . C)Cz)2 +(Cxy —Ax?,)z + (Axy — Bx1)2

(A'—Bx)t+ (Ax+B —Ct)n+ (Bt+C')b )

_ : ((Bxs — Cxa) (A’ — BK) (1)

\/(BX3 — ng)z + (Cx) —A)C3)2 + (Axp — Bx1)2

+ (Bx3 —Cx2) (Ak+ B’ — C1) (t,n) + (Bx3 — Cx2) (Bt +C') (t,b) + (Cx; — Ax3) (A’ — BK) (n,t)
+(Cx; —Ax3) (Ax+ B — C1) (n,n) + (Cx; — Ax3) (Bt+C’') (n,b) + (Axp — Bx;) (A’ — Bx) (b, t)
+ (Axs — Bx1) (A + B — CT) (b, ) + (Ax — Bx1) (Bt +C') (b,b))

(Bx3 foz) (A" - BK) -+ (Cx1 fo:;) (AKJrB" - C‘U) + (AXQ fol) (B‘E+C’)
\/(B)C3 — CJC2)2 + (Cx; —Ax:;)z + (Axz — Bx; )2

(4.54)
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ve
_ < (Bxs — Cx2) t+ (Cx; — Ax3)n+ (Axa — Bx1) b ,A't+B'n+C‘b>
\/(Bx3 —Cx2)? + (Cx; — Ax3)? + (Ax2 — Bx;)?
Bx3; —Cx2)t+ (Cx) —Ax3z)n+ (Axo — Bx; )b, A't+Bn+C
B C C A bh,A Cb
\/(Bx3 - ng)2 +(Cx; —Ax3)2 + (Axz — Bx) )2
_ (Bx3 —Cx2) A (t,t) + (Cx; —Ax3) B {n,n) + (Ax, — Bx;) C (b,b)
\/(BX3 — sz)z + (Cx —A,X3)2 + (Axz — Bxy )2
N (Bx3 —Cx2) B  (t,n) + (Bx3 — Cx2) C (t,b) + (Cx; — Ax3)C" (n,b)
\/(BXg, fCXQ)Z + (C)C] *Axg,)z + (sz — Bx| )2
(4.55)
n (Cx1 —Ax3)A (n,t) + (Axa — Bx;) A  (b,t) + (Ax2 — Bx;) B (b,n)
\/(Bx3 —Cx2)* 4 (Cx; —Ax3)? + (Axy — Bx;)?
N (Bx3 —Cx2)A + (Cx1 —Ax3) B + (Axz — Bx;)C
\/(Bxg — ng)2 + (Cx —Ax3)2 + (Axy — Bxy )2
_ BAx3—CAx2+CBx1—ABx3+ACx; —BCx
\/(BXg - Cx2)2 + (Cxy fo3)2 + (Axp — Bx; )2
_ xB?(A/B) +xA%(C/A) +x,C*(B/C)
\/(Bxgg — sz)2 + (Cx; —AX3)2 + (Axp —Bx1)2
ayrica
(Bx3 —Cxz)t+ (Cx; —Axz)n+ (Ax; — Bx| )b
N = < - - 2,0 =0 (4.56)
\/(B)C3 —Cx2)"+ (Cx; —Ax3)” + (Axp — Bx;)

olarak hesaplamr. Buradan (4.51), (4.52), (4.53), (4.54), (4.55), (4.56), (3.17) ve (3.18)
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dikkate alinirsa ortalama egrilik ve Gauss egriligi asagidaki sekilde bulunur.
1.[(Bx3 — Cx2) (A’ — Bk) + (Cx; — Ax3) (Ax+ B' — Ct) + (Axp — Bx;) (Bt +C')]
\/(B.x?, —Cx2)? + (Cx; —Ax3)* + (Ax — Bx;)?
2 {(AZ FB2+C2).1— (Axi +Bxo + Cx3)2]

(A2+B*+C?).0

_|_
2 [(A2+32 +C?).1— (Ax; + Bxz +C)C3)2]

x3B2(A/B) +xA2(C/A) +x,C?(B/CY
\/(Bx3 —Cx2)? + (Cx; — Ax3)? + (Axy — Bx;)?
2 [(A? +B2+C?).1— (Ax; +Bxs +Cx3)2]

2.(Ax; +Bx; +Cx3).

(BJC3 — C.?Cz) (A" = BK) + (CX1 —AX3) (AK—I— B — C’E) —+ (AXZ — Bxl) (B’C—FC’)
\/(ijs — C)Q)z + (Cx; —Ax:;)z + (Ax2 — Bxy )2
2 {(A2 +B24+C2) — (Ax; + B +Cx3)2}

(2 (Ax1 + Bxa +Cx3)) (x3B2 (A/B) +xA%(C/A) +x1C* (B/C))
\/(Bx3 —Cxp)? 4 (Cxy — Ax3)% + (Axp, — Bxy)?
2 [(A2 +B?+C?) — (Ax| + Bx; +Cx3)2]

(Bx3—Cx7)(A'—BK)+(Cx; —Ax3) (Ak+B'—C1)+(Ax> —Bx ) (B1+C')
2{((BX3—ng)2+(CX| —Ax3)"+(Ax;—Bx|)°) Y 2((A2+BZ+CQ)—(AX| +Bx2+Cx3)2)]

(2(Ax1+Bx2+Cx3)) (x3B*(A/B) +x24%(C/A) +x,C*(B/C) )

2{((813*CX2)2+(CX| fog)er(szme)2)|/2((A3+82+C2)7(A1| +sz+CX3)2)]
ve
(Bxz —Cx2) (A" — BK) + (Cx; — Ax3) (Ak + B — C1) + (Ax — Bx;) (Bt+C')

\/(ij; — C}Q)2 + (Cx; —AJC3)2 + (Ax2 — Bxy )2
(A2 +B2+C2).1 — (Ax| + Bxy +Cx3)*

0

Ky, =
2
x3B%(A/B) +xA%(C/A) +x,C* (B/C)
\/(Bx3 - Cx2)2 +(Cx —Ax3)2 + (Axp — Bx1)2
(A24+ B2 +C?).1 — (Ax; + Bxy + Cx3)*
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buradan

x3B2(A/B) +xA% (C/A) +x,C* (B/C)
\/(Bx3 foz)z + (Cx fog)z + (Axy — Bxl)z
(A2+ B2 +C2) — (Ax1 + Bxy + Cx3)?

[x3B2 (A/B) +x,42 (C/A) +x1C2 (B/C) ]
(Bxz — CJC2)2 + (Cx; —AX3)2 + (Ax2 — Bx) )2
(A2 +B2+C2) — (Ax; + Bx; +Cx3)’

[x3B2(A/B) +xA% (C/A) +x,C? (B/C).]z

[(Bx3 —Cx2)? + (Cx1 — Axs)? + (Axa —Bxl)z] [(AZ B2 4C?) — (Ax; + Bxs +Cx3)2]

bulunur.

Sonuc 4.4.1 M, regle yiizeyi icin dagilma parametresi

Py, #0

oldugundan M4 agilabilir yiizey degildir. Benzer sekilde ortalama egrilik

Hy, #0

oldugundan M4 minimal yiizey degildir.



46

5. q-CATI VEKTORLERI TARAFINDAN OLUSAN REGLE

YUZEYLER

Bu boliimde Oklid uzayinda alinan bir uzay egrisinin {t,nq,bq} g-catisinin vektorleri

ve herhangi bir X vektor alam1 kullanilarak regle yiizey tamimlanmig ve bu yiizey lizerinde

hesaplamalar yapilmistir.

5.1 Oklid Uzayinda Birim (Quasi) Teget Vektorii Tarafindan Olusan

Regle Yiizeyler

Teorem 5.1.1 0;(s,v) = o.(s) + vt(s) ile tanimlanan M, yiizeyi i¢cin dagilma parametresi

ve striksiyon ¢izgisi

Py, = 0 ve BM} (T) = G‘(S)

seklinde verilir.

Ispat Dagilma parametresi (3.12) ile verilip
o =tveZ(s) =t(s)

ve
(ng,t) =0 (by,t) =0 (ng,by) =0
{t.ty=1 (byby)=1 (ngn,) =1
oldugu dikkate alinirsa
det (t,t,t’)
Pup = i yo0ry
M, <tfjt!>
(tAt,t)
(t,t)

(0,¢)
<k1nq + kzbq, klllq +k2bq>

=0

bi¢iminde ifade edilir. Striksiyon ¢izgisi (3.13) ile verilir ve (5.1) goz 6niine alinirsa

(t.t)
2
[t

B, (s) = als)— a(s)

bulunur.

(5.1)

(5.2)
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Teorem 5.1.2 ¢;(s,v) = as) + vt(s) ile tammlanan M, yiizeyi i¢cin ortalama egriligi ve
Gauss egriligi
k3
HM| = —W Ve KM| =0
22 (ki +k3)

seklinde verilir.

ispat
O1(s,v) = aufs) + vt(s)

ile tantmlanan M, regle yiizey denkleminin s ve v ye gore 1.ve 2. mertebeden kismi tiirevleri

alinir ve g-catinin tiirev formiiliiniin
t = king +kaby, n; = —kit+ksb, ve b’q = —kyt —k3n, (5.3)

oldugu dikkate alimrsa
05 = t+Vt+ty

(5.4)
= t+vking+vkby,
seklinde bulunur. Benzer olarak
O =t (5.5)
elde edilir. Tkinci mertebeden kismi tiirevler ise (3.5) ve (5.3) oldugu g6z 6niine alinirsa
0155 = t' 4 V(kll‘l; + kzb;)
= king+kab, + v(k (—k]t + k3bq) +kp (—kzt — k3l‘lq) )
(5.6)
= king+kob, — kTtv + ki ksbgv — k3tv — koksngv
= (=k3v—Ev)t+ (ki — kaksv)n, + (ko + kik3v) by,
olarak hesaplanir. Benzer sekilde
01 = (t+vking+vkaby),
= K n, + kzbq
seklinde bulunur. Benzer olarak
01,y =0 (5.8)

elde edilir. (5.2), (5.4) ve (5.5) denklemleri kullamlarak E, F ve G birinci temel form katsayilar



48

hesab1 yapilirsa
E = <¢1.§7¢1S>
= (t+vking+vkobg, t+ vking + vkabg)

= (t,t)+ (t, vklnq> + <t, szbq> + (vklnq,t> + (vklnq, vklnq>

(5.9)
+ <vk1nq,vk2bq) + <Vk2bq,t> + <Vk2bq, vklnq> + <Vk2bq, ngbq>
= (t.t) +v?k} (ng,n,) +v?*k3 (by.b,)
= 1+vki+vk3
olur. Benzer sekilde
F = (01501)
= (t-+vking+vkoby,t)
(5.10)
= (t,t) + vk (ng,t) +vkz (b, t)
=1
ve
G = (O, 010)
= (t,t) (5.11)

=1
olarak bulunur. Daha sonra yiizeyin normali hesaplanarak L, M ve N hesaplar yapilir. (3.15)

dikkate alinirsa M| regle ylizeyi i¢in pay hesabi

tAt=0 n,An,=0 b,Ab,=0

n,\b,=t tAn,=b, b,At=n, (5-12)

(5.4) ve (5.5) goz Oniine alinirsa
O1sNQ, = (t+ vking + szbq) At
— tAt+vking At+vkaby At

— sznq — Vk]bq

olarak bulunur. Burada (5.2) gz oniine alinirsa

H(])|.,~/\¢|V|| = \/<—vk1bq+vk2nq, —Vklbq —I—ngntj,)

= \/(=vhibg, —vkiby) +2(—vk by, viom) + (vkang, vion, )

_ 22 2
= vzkl-l-vzk2
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ve bdylece normal vektorii
sznq — Vkl bq

\/ V23 4 v
v (kznq — klbq)
Vi /k% —I—k%

\/ K+ K3

elde edilir. (3.16) , (5.2), (5.6), (5.7) ve (5.8) dikkate alimirsa ikinci temel form katsayilart

Ny, =

kong, — kb
L — < 2Ny — K1Dyg (—kfv—k%v*)t—&-(k;—k2k3v)ﬂq+(k2+k1k3")bQ>

VK 4K

1

ﬁ (kang — kibg, (—k3v — k3v)t+ (ki — kakzv)mg + (k2 + kik3v) by )
kT +K3

= ———— [{kong, (—K3v — K3v)t) + (kong, (ki — k2k3v) ng)

\/ K+ K3

+ {kang, (k> + kik3v) bg ) + (—kibg, (—k}v — k3v)t)

+

(
(—kibg, (k1 — kaks3v)my) + (—kiby, (ka +kik3v) by )]

buradan

1
L = ————[ka(—kjv—Kv){ng,t) +k; (ki — kak3v) {ng,ng)

+ky (ky + ki k3v) (ng,bg) — ki (—kjv — K3v) (bg,t)
—ki (ki — kok3v) (bg,mg) — ki (ko + k1k3v) (by,by)]
kiky — k3ksv — kiko — k3ksv (5.13)

/12 4 j2
ki +k3

—k3v (k3 +&3)
(+83)""

= kv (+)7
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ve

kzl‘lq — k] bq

M - <_,hnq+k2bq>
NI BN
— 1 (
\/ K+ K3

= T (k1k2 <“q=nq> "‘k% <“q:bq> - k% <bq=n4> —kikz <bq:bq>)

(5.14)

ayrica

kzn —fqb,
N = <"22’,0> = 10 (5.15)
2+ R
olur. Buradan (5.9), (5.10), (5.11), (5.13), (5.14), (5.15), (3.17) ve (3.18) dikkate almirsa

ortalama egrilik ve Gauss egriligi asagidaki sekilde bulunur.

1 [1 (kv (B +8)777) + (142 +v243) 0 -2.1.0
Hy = =
= (14263 +123) .1 12

I _—kgv(k%—l—k%)l/z]

2 I vzk% + vzk%

gy (K2 +42) "'
2v2 (k3 +k3)

ks
22 (2 +12)"

ve 113
(~kav (3 +K3)7"7) 002

Ky, = =0
- (1422 +v23) .1 — 12

olarak elde edilir.

Ornek 5 1.1 () = (sin(z),cos(r),4¢) ile parametrelendirilen bir ou(¢) egrisi igin (Sekil
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5.1 ile gosterilen) izdiisiim vektori k, = (0,0, 1) olan z ekseni yoniindeki g-cat1 vektorleri

1 4/17
t = (—cos ﬁ—ﬁsm(t)f, \1/7_

tAk, = (——sm(t)\/_ ——cos(t)\/_ 0)

jenke = YU
n; = (—sin(¢),—cos(r),0)
by = (o cos(t)v/T7, ~ sint) VT, ~ 1)

g-egrilikleri ise

1
ki = —
: 17
kr = 0
4
k3 = ——
: 17
seklinde verilir. t tarafindan iiretilen regle yiizey (Sekil 5.1 ile gosterilen) asagidaki sekilde
parametrelendirilir.
1 1 41
O¢(t,v) = (sin(z) + T cos(t)v/17,cos(t) — & sin(¢)v/17,4t +v 7 7)

Bu bilgiler ile ncelikle (3.14) denklemi kullanilirsa birinci ve ikinci temel form katsayilart

E = 17+—
+17

F = V17

ve

seklinde hesaplanir. Sirasiyla dagilma parametresi, striksiyon cizgisi, Gauss egriligi ve ortalama
egriligi
Pi=0 PB¢=(sin(t),cos(r),4t) Ki=0 Hy==+2

elde edilir.
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Sekil 5.1: o(r) egrisi ve onun ¢y (¢,v) yiizeyi

5.2 Oklid Uzaymnda Birim Quasi Normal Vektorii Tarafindan Olusan
Regle Yiizeyler

Teorem 5.2.1 ¢>(s,u) = 0i(s) +uny(s) ile tanimlanan M yiizeyi i¢in dagilma parametresi

ve striksiyon ¢izgisi

k3 kl
Py, = ——— ve s) = o(s)+——=n
M k%—l—kg BMQ() () k%+k§q
seklinde verilir.
Ispat Dagilma parametresi (3.12) ile verilip
o =t ve Z(s) =ny(s) (5.16)

(5.2) ve (5.3) oldugu dikkate alinirsa

det (t,n,,n)

P =
e (nf,n})

<t/\nq,n;>
(njm)

(bg, —kit-+k3bg)
(—kit+k3by, —kit+k3bg)

k3
kT + k3
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bi¢iminde ifade edilir. Striksiyon ¢izgisi (3.13) ile verilir ve (5.16), (5.2) ve (5.3) géz oniine

alinirsa ,
t.n
BMz (T) = O(‘(S) - < 7 qz n,
A
_ (l(s) B <t’kl,t+,k3bq>nq
<nq>nq>
_ O!.(S) _ —ky <t: t> Jrk3 <tabq> n,
(—kit+k3by, —kit+k3by,)
= a(s)— —k1 n
B k3 (t,t) — 2k1k3 (t,by) + 43 (bg,by)
ky
= (X(S) + Wﬂq
bulunur.

Teorem 5.2.2 ¢z (s, u) = a(s) 4 uny(s) ile tanimlanan M, yiizeyi i¢in ortalama egriligi ve
Gauss egriligi
ko (1—2kiu+ (k2 +43) u?)

2 ((1 — k)’ +k§u2)3/2

Hy, =

{klkgu + (l —klu) k3u]2
2
[(1 — k) + k%uz]

Ky, = —
seklinde verilir.
ispat

P2(s,u) = 0u(s) + uny(s)

ile tantmlanan M; regle yiizey denkleminin s ve u ya gore 1. ve 2. mertebeden kismi tiirevler

alinir. (5.3) dikkate alinirsa
G2y = t+umg+nu
= t+ (—kit+ksby)u (5.17)
= (1 —kqu)t+ksub,

olarak bulunur. Benzer sekilde

d2u =1y (5.18)
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elde edilir. Ikinci mertebeden kismi tiirevler ise (3.5) ve(5.3) oldugu gz 6niine alinirsa

s = ((1 —ku)t+ k3ubq)f
= (1—ku)t + k3ub),
(519
= (1 —kyu) (king+kaby) + k3u (—kot — k3n,)
= —koksut+ (k1 — k3u — k3u)ng + (k2 — kikou) by
olarak hesaplanir. Benzer sekilde
¢‘25u = ((1 - kl”) t+ k3ubq)u
(5.20)
= —kit+kzub,
seklinde bulunur ve
oo = (nq)u =0 (5.21)

olarak hesaplanir. (5.2), (5.17) ve (5.18) denklemleri kullamlarak E,F ve G birinci temel form

katsayilar1 hesab1 yapilirsa

E = (¢2$ y ¢2s>

= ((1—kiu)t+ksuby, (1 —kju)t+ksub,)

(5.22)
= (1 —kyu)* (t,t) + (1 — kyu) kau (t,b,) + K3u? (by, b,)
= (1—ku)* +i?
olur. Benzer sekilde
F = <¢2s:¢'2u>
= (1 —kju)t+ksubg,n,)
(5.23)
= (1=kiu){t,ng) +ksu(by,ng)
=0
ve
G = <¢'2u:¢2u)
= (ng,ng) (5.24)

=1

olarak bulunur. Daha sonra yiizeyin normali hesaplanarak L, M ve N hesaplari yapilir ve (3.15),
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(5.17), (5.18) ve (5.12) dikkate alinirsa M, regle yiizeyi i¢in pay hesabi
025AQ2 = [(1—kiu)t+ksuby] Amy
= (1—kju)tAny+k3ub, Ang
= (1 —kju)by—kut
= —kaut+ (1 —kyu)b,

olarak bulunur. Burada (5.2) goz 6niine alinirsa

2 A0l = /(—ksut + (1~ ki) by, —ksut+ (1 — ki) by)

= /K2 (4,6) — 2kyu (1 — kyae) (£.bg) + (1 — k1) (g, by)

_ \/(1 —kyu)? + K22
olarak hesaplanir ve bdylece normal vektorii

—k3ut+ (1 —kiu)by,
Ny, =
\/(l — kiu)? + k3u?

elde edilir. (3.16) , (5.2), (5.19), (5.20) ve (5.21) dikkate alinirsa ikinci temel form katsayilari

L:

<—k3ut+ (1 —kiu)by,
\/(1 —kltt)2+k?2,u2

1
= (—kg,ut—f-(] —klu)bq,—k2k3ut

V(1= ki) 4 K2

, —kaksut+ (ki — k3u — ku)ng + (k, — k.kgu)bq>

+ (ki — k3u — k3u)ng + (ko — kikau) by )

1
= [kakFu® (t,t) — kau(ky — k3u— k3u) (t,n,)

\/(l —klu)z-i—k%uz

—k3u (kp — k]kgu) <t, bq> — kokzu (l —k u) <bq, t>

+ (1 — ki) (ki — k3u — k3u) (bg,my ) + (1 —kiu) (ka — kikau) (by, b, )]
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buradan
kzk%uz i (1 = klu) (k2 —klkzu)

VU=t +8u2 /(1= k) + K

kak3u? + ky — kykou — ki kou + k3kou?
= (5.25)
\/(l — kyu)? + k3u?

ky — 2kikou+ (kf +k3) kou®

\/(1 —klu)2+k§u2

ve

<—k3ut+(1 —kiu)b,

1 —kju)® + K22
( 3
1
- \/ — (—kaut+ (1 — kiu) by, —kit -+ kzubg)
(1 —kyu)” +ksu?
_ 1 2.2
_ \/(1 o 2[k1k3u(t,t>—k3u (t,by)
—K1U)” +Kk3u

,—kit+ k3ubq>

(5.26)

—k1 (1 —kyu) (by,t) + (1 — kyu) kzu (by,by)]

kiksu+ (1 —kyu) ksu
\/(1 —k;u)z-i—k%uz

ayrica

_ 1 — "
o < kzut+ ( klu)b,’0> _— -
\/(1—f’ﬂw)z—l-i'c%w2

olur. Buradan (5.22), (5.23), (5.24), (5.25), (5.26), (5.27), (3.17) ve (3.18) dikkate alimrsa

ortalama egrilik ve Gauss egriligi asagidaki sekilde bulunur.
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.’qu,u-i—(l —klu)k3u
\/(1 —klu)z-l—k%uz

| ko= 2kikou+ (k3 +k3) koue?

2 [(1 — k)2 +k§u2] 0-2.0.
\/(1 — kyu)® + k3u?

5 K(l — k)’ +k§u2.1) - 02]
ky — 2kikou+ (k3 + k3) kou?
((l — ku)® +k§u2) v

2 (1= ki) + iBu?)

ko — 2kikau+ (ki +K3) koue*
3/2
2 ((1 — kyu)? +k§u2)

ko (1—2ku+ (k3 +k3) u?)
2 ((1 —kyu)? +k§u2)3/2

ve
2

ko — 2kikou + (k7 +K3) kou? " kikau+ (1 — kyu) kau

VO k) ke U=k i
[(l—klu)2+k;’;u2] 102

2
kikzu+ (1 —kyu) kzu

1—kju 2 L k2R

( 3
1—ku 2+k2u2

( 3

_ [k1ksu+ (1 —kyu) k3u]2
(1 —klu)erk%uz
(1 —klu)2+k§u2

[k1k3u+ ( 1 — k|u) k3u]2
N 2
[(l — km)z +k%u2]

olarak elde edilir.

Ornek 5.2.1 a(r) = (sin(z),cos(t),4t) ile parametrelendirilen bir c.(¢) egrisi icin (Sekil
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5.2 ile gosterilen) izdiisiim vektori k, = (0,0, 1) olan z ekseni yoniindeki g-cat1 vektorleri

1 1 4y/17
t = (ﬁcos(r)\/ﬁ,—ﬁsm(t)\/ﬁ,T)
tAk, = (—%sin(r)\/ﬁ,—%cos(r)\/ﬁﬁ)
V17
k| = +-.
lenkd = Y
n, = (—sin(r),—cos(r),0)
4 4 17
b, = (ﬁcos(t)\/ﬁ,—ﬁsin(t)\/ﬁ,—g)

g-egrilikleri ise

1
ki = —
! 17
ky = 0
4
ky = ——
? 17

seklinde verilir. n, tarafindan iiretilen regle yiizey (Sekil 5.2 ile gosterilen) asagidaki sekilde

parametrelendirilir.
On, (t,v) = (sin(t) —vsin(t),cos(t) —vcos(t),4t)

Bu bilgiler ile dncelikle (3.14) denklemi kullanilirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari

E = 17—2v+1?

F =0
G =1
ve
L =0
4
M= ———
V1T =2v 42
N =0

seklinde hesaplanir. Sirasiyla dagilma parametresi, striksiyon ¢izgisi, Gauss egriligi ve ortalama
egriligi

16
Hn =O

Poy =4 Bo, = (0.040) Ko, =~ 73 s Ha,

elde edilir.
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Sekil 5.2: a(r) egrisi ve onun Op, (t,v) yiizeyi

5.3 Oklid Uzaymnda Birim Quasi Binormal Vektorii Tarafindan Olusan
Regle Yiizeyler

Teorem 5.3.1 ¢3(s,z) = o(s) +zby(s) ile tanimlanan M3 yiizeyi i¢in dagilma parametresi
ve striksiyon ¢izgisi

kﬂ, kZ

Py, = ——— ve s) = afs)+—-—=b
My k%-l—k_% BM3() () k%-‘rk% q
seklinde verilir.
ispat Dagilma parametresi (3.12) ile verilip
o =tveZ(s) =by,(s) (5.28)

(5.2) ve (5.3) oldugu dikkate alinirsa
_ det (t,by,b)
(bg,bg)
(tAbg,b)
{bg,bg)

<nq, —kot — k3nq>
<—k2t — k3l’lq, —kot — k3nq>

Py,

ks
k3 + k3



60

bi¢iminde ifade edilir. Striksiyon ¢izgisi (3.13) ile verilir ve (5.28), (5.2) ve (5.3) géz Oniine

alinirsa

(t.by)
Bus (s) = afs)— qz q
LA
s g — <t, *kgft A,k3nq>bq
<bq’bq>
— a(s)— <t, sztfkgnq>
N k (—kgt—k3nq,—k2t—k3nq> &
= Gy (—kat—k3n,, —kzt—k3nq>bq
k>
— y 7]:)
*)+ @ e
bulunur.

Teorem 5.3.2 ¢3(s,2) = 0(s) + zby(s) ile tanimlanan M3 yiizeyi igin ortalama egriligi ve
Gauss egriligi
ki (=14 2k — k322 — i32%)

Hy, =
T 2((822) + (kaz—1)2)?

(k3 (1 - k|Z+k22.))2

Ky, = — ~
((1-k2)? +4322)

seklinde verilir.

Ispat
03 (s,2) = a(s) +zby(s)

ile tamimlanan M3 regle yiizey denkleminin s ve z ye gore 1. ve 2. mertebeden kismi tiirevler

alir. (5.3) dikkate alinirsa
035 = t+7by+biz
= t+ (—kt—k3ng)z (5.29)
= (1-kez)t—kszm,

olarak bulunur. Benzer sekilde
¢3z = bq (5.30)
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elde edilir. Ikinci mertebeden kismi tiirevler ise (3.5) ve(5.3) oldugu gz 6niime almirsa
¢3.m‘ - ((1 — }CQZ) t— k3zl'lq)l

= (1—ky2) t — k3zn;

(5.31)
= (1 —kz) (king +kaby) — k3z (—kit—k3by)
= kikszt+ (ki —kikaz)ng + (k2 — K3z — k3z) by
olarak hesaplanir. Benzer sekilde
O3 = 035 = (by) = —kat—ksn, (5.32)
seklinde bulunur ve
03z = (by), = 0 (5.33)

olarak hesaplanir. (5.2), (5.29) ve (5.30) denklemleri kullamlarak E, F ve G birinci temel form

katsayilar1 hesab1 yapilirsa

E = <¢3s; ¢3s>

= <(l —kzZ)t—qunq,(] —kZZ)t—k3znq>

(5.34)
= (1 —kyz)? {t,t) + k32 (ng,ny) — 2k3z (1 —kp2) (t,ny)
= (1—kyz)? +#222
olur. Benzer sekilde
Fo= (03,03)
= <(l —koz)t —kazng, bq>
(5.35)
= (1—ko2) (t,ng) —ksz(ng,b,)
= 0
ve
G = <¢3Z=¢3Z>
= (bg,by) (5.36)

= 1

olarak bulunur. Daha sonra yiizeyin normali hesaplanarak L, M ve N hesaplar yapihr. (3.15),
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(5.29), (5.30) ve (5.12) dikkate alinirsa M3 regle yiizeyi i¢in pay hesabi
O3 APz, = [(1—koz)t—kazn,| Aby

= (1 —kaz)tAby—kszng Aby
= —(1—koz)my —kazt

= —kazt+ (kpz—1)n,

olarak bulunur. Burada (5.2) goz 6niine alinirsa

“q)% A ¢32

= /{—kszt+ (koz— 1)ng,—kszt + (kaz— ) my)

= /B2 (40) + (ks — 1) (n.mg) — ksz(kaz— 1) {t,n,)

= \/k3zu + (koz —1)?
olarak hesaplanir ve bdylece normal vektorii
_ —kazt+ (kaz—1)n,

\/ quuz (kaz — 1)
elde edilir. (3.16), (5.2), (5.31),(5.32) ve (5.33) dikkate alinirsa ikinci temel form katsayilari

—kszt+ (koz —
. < sttt ka2 = Uy bt (kg klkzz)nq+(kz—k§z—k52)bq>
\/ Kzu? + (kaz—1)*
1
— (—k3zt+ (kaz— 1) ng, kikszt+(ky — kikoz)ng+ (k2 —k3z —k32) by)
\/kgzuz + (koz — 1)

1
= ((—k_qzt,k] kzt) + <—k3zt,(k1 —kikaz)ng)

\/kgzuz + (kaz— 1)

+{—kazt, (ko — k32— k32) by ) + { (k2z — 1) mg, kyk3zt)

+{(kaz— 1) my, (ki — kikoz)ng) + { (kaz — 1) ny, (k2 — K3z — k32) b))

—klk + (kpz— 1) (k1 — k1k22)
\/ Ba + (koz— 17 (Kl + (ko —1)?

—ky k322 klkgz—k1k2 2 — ki +kikaz
\/k3zu + (koz—1)? \/k3zu2+(k2z—l)2

—ky + 2kiky — k1 k322 — ki k32
\/kgzuz + (kpz—1)?

(5.37)
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ve
v <—k3zt—|— (k1z— l)nq,—kzt—k3nq>
(ka2 + K2
1
= 5 <—k3zt+(klz— l)nq,—kgt—k3nq>
\/(1 —kiz)* + k322
1
e > [(—k}Zt, - kzt) + (—kg,zt, = k3nq>
\/(1 —kiz)* + K322
+{(kiz— 1) ng, —kat) + { (kiz— 1) ng, —kang)]
(5.38)
1
= - [kgkgz(t,t> +k3z (t,n,)
\/(1 —kiz)* + k322
—kz (k]Z — 1) (nq,t> —kg, (k]Z — l) <nq,nq>]
1
= 5 [k2k3z — k3 (k1z— 1)]
V(1 — k2 322
kokiz —kikaz+ ks
V(1 —k2)? + 1322
ayrica

—ksut+ (1 —kju)b
N = < = ",0> =0 (5.39)
\/(l—klu) + k3u?

olur. Buradan (5.34), (5.35), (5.36), (5.37), (5.38), (5.39), (3.17) ve (3.18) dikkate alinirsa

ortalama egrilik ve Gauss egriligi asagidaki sekilde bulunur.
koksz —kiksztks ]
V(1 —ka2)? + 1322

[ —ky+2k1ky — k1k3 2% — k1 k32
1 \/k 22 + ( kzz—l)
2 [(1 — kp2)? +k;’;z2] 102

+ ((1 — kaz)? +k_%z2) 0-2.0.

—ki + 2kiky — k1 k322 — ki k322

1/2
1 (k3zu + (k2z— 1)2)
2 (1 —kaz)* + k322
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buradan
—ky1 +2k1ka — k]k%ZZ — k]k%ZZ
Hy; = 3/2
2 ((k32%) + (kaz—1)?)
ki (=142k — 1322 — K32?)
2((222) + (koz — 1)2)*?
ve

—ky + 2kiky — k1 K32% — kK32 0 | Feksz—kikszt ks
VB + (kyz— 1)} V(1 —ko2)? + 1322
[(1-k2)? +1322| 102

Ky, =

2
kokyz—kiksz+ ks

\/(1 — ko) + k322
(1 — kaz)? + k322

(kaksz — kiksz +k3)*
(1 — kpz)? + k322
(1 —kaz)? + k322

(ks (1 — kyz+kaz))?
(0t +i82)°

olarak elde edilir.

Ornek 5.3.1 o(t) = (sin(t),cos(t),4t) ile parametrelendirilen bir o(r) egrisi icin (Sekil

5.3 ile gosterilen) izdiisiim vektorii k, = (0,0, 1) olan z ekseni yoniindeki g-cati vektorleri

1 4417
17

| B
t = (ﬁcos(r)\/ﬁ,—ﬁsm(t)\/ﬁ,

1
tAk, = (—% sin(t)v/'17, T cos(1)v'17,0)

V17

tAk|| = —
lenkd = =

n, = (—sin(t),—cos(t),0)

V17

T

by = (5 cos()VT7, 5 sin() V7,27
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g-egrilikleri ise

1
k] — ﬁ
krh = 0
4
ky = ——
3 17

seklinde verilir. b, tarafindan iiretilen regle yiizey (Sekil 5.3 ile gosterilen) asagidaki sekilde

parametrelendirilir.
On, (£,v) = (sin(t)+ v@ cos(1),cos(t) — v4g sin(z), 4t — vg)

Bu bilgiler ile dncelikle (3.14) denklemi kullanilirsa birinci ve ikinci temel form katsayilar

16v?
E = 174+4—
T 17
F =0
G = 1
ve
. V17 (289 +16v?)
C17VA913 42722
M o= — 68
V4913 +272y2
N =0
seklinde hesaplanir. Sirasiyla dagilma parametresi, striksiyon ¢izgisi, Gauss egriligi ve ortalama
egriligi
17 —4624 o T7
=— = (sin(z),cos(¢),4t) Kp, = -mo—r>5 Hp, =
elde edilir.

5.4 OKklid Uzayinda (Quasi catiyla verilen) Genel Vektor Alam Tarafindan
Olusan Regle Yiizeyler

Teorem 5.4.1 4 (s, w) = a(s) +wX(s) ile tammlanan My yiizeyi i¢in dagilma parametresi
ve striksiyon ¢izgisi

—k1x1x3 — x3x5 + k3x% + kyx162 + k33 + x5

PM4 = 7 2 7 2 2
(.76l —k1x2 —kgx_q) + (klxl +x5 — k3X3) + (kgxl + k3xo +X%)
BM (s) . a(s) - (xlx'l *k].x{xz*kgxixg)t+(xgxll7k1x%7k3.¥2x:3)nq+(xgx’] *."C]Ig)@*k}l‘%)bcl
4 2 2

(le —k1x2—kax3 )2+ (kl)(,‘] +x’3 7k3x3) + (kg.x,‘] +k3x2 +xg)
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Sekil 5.3: a(r) egrisi ve onun Op, (t,v) yiizeyi

seklinde verilir.

Ispat Dagilma parametresi (3.12) ile verilip

o =tveZ(s) =X'(s) (5.40)
(5.2) ve (5.3) oldugu dikkate alinirsa
X(s) = x1(s)t(s) +x2(s)ng(s) +x3(5)by(s) (5.41)
olup
X'(s) = Xt+xt +xin, +xong +x3b, +x3b])
= Xt+x (king+kaby) + x50, +x2 (—kit+ksby) +x5b, +x3 (—kot — k3ny)
= xjt+xiking +x1kaby 4 xin, —xokit 4+ x2k3b, +x3b, — x3kot — x3k3n,,

= ()C'rl —x2k) —)C3k2)t+ (x1k1 +x!2 —x::,kg)llq + (xlkz + x2k3 +X%) bq
(5.42)

seklinde hesaplanir ve buradan
(X’ (5) X/ (b)) = <(x’l — X2k —X3k2)t+ ()Clk[ +X’2 —X3k3)nq + ()Clkz + x2k3 +x§) bq,

(x’i —x0ky *xgkz)tJr (x]ki er’z *J‘I'Z%‘l‘fi)lﬂlgﬂL (xlkz +x2k3+x’3) béi>



67

buradan

(X'(5),X'(s)) = [((x] —xak1 —x3k2)t, (x] —x2k1 —x3k2) t)
+ (¥} —x2k1 — x3k2) t, (x1k1 +x5 —x3k3) 0y
+ ( (] —x2k1 —x3k2) t, (x1k2 +x2k3 +x5) by)
+ ((xiki + x5 — x3k3) ng, (x| —x2k — x3k2) t)
+ <(x1k1 + x5 — x3k3) g, (x1k1 + x5 — x3k3) llq>
(5.43)
+ ((x1k1 + x5 — x3k3) g, (x1ka + x2k3 +x5) bg)
+{ (xika 4 x2ks +45) by, (] —xoki —x3k2) )
+ ((x1k2 +x2k3 +x5) by, (x1k1 + x5 — x3k3)y)
+ ((x1k2 + x2k3 +x5) by, (x1ka + x2k3 +x5) by) |
= (&) —kix2 —kox3)® + (kax + x5 — k33 ) + (koxy + kaxa +x§)2

elde edilir. (5.41) denklemi g6z 6niine alinirsa X (s) birim vektor oldugundan
q+xg+ag=1 (5.44)

olarak verilir ve

p _ _GRULX().X ()
: X)X )

—det(t, xit+xon, +x3by, X' (s))
(X' (5), X' (s))
(tAx1t+x2nq +x3bg, X (9))
(x] —kix2 — k2x3)2 + (kix) +x5 — k3x3)2 + (kox1 +k3xa +xg)2

{—x3ng +x2by, (x] —x2ki — x3ka) t+ (x1k1 +x5 — x3k3) 0y + (x1k2 +x2k3 +%4) by )
(x'] —kixs — k2x3)2 + (kyx +x5 — k3x3)2 + (kox1 + k3x +xg)2

1 /
—Xx3ng, (X7 —x2k| —x3k2) t
(x'l_klxz_k2x3)2+(k1x1+x5—k3x3)2+(k2x1+k3xz+x3)2 ((=xsmg, (1 —xoki —x3ka) )

+ (—x3ny, (x1k1 +x5 —x3k3)ng ) + (—x3ny, (x1k2 +x2k3 + x5) by )
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buradan

+ <xzbq, (x’] — x2k1 — x3k2) t> + (xzbq, (x1k -O-X& — x3k3) llq>
+ (xzbq, (xlkz +x2k3 +x’3) bq> )

—kyx1x3 — X35 + k3x3 + kyx1x2 + k3xd +x20)
(x] —kix2 *k2x3)2 + (kix) +x5 — k3x3)2 + (kox1 +k3xa +xg)2

bi¢iminde ifade edilir. Striksiyon ¢izgisi (3.13) ile verilir ve (5.40), (5.2) ve (5.3) g6z oniine

alinirsa

LX)
Pui () = als) = X ()

olarak ifade edilir. Buradan

| (3 =k —koxs) (6,6) + (kixy + x5 — ksxs) (t.ng)

Bry (s) = als)

X’ ()]
(kaxy + k3xz +x5) (t,by) X ()
X’ ()17
) Wik —kxs)
O xep 1Y
— ofs)— (¥} —kix2 — kox3) (xpt -+ xomg +x3by)

(x| — kix2 —kzx3)2 + (klxl +x, —k3x3)2 + (kle + k3xz +x§)2

— = xlx’lt+x2x’1nq+X3x'lbq —klxlxzt—klx%nq
(x’l —kyxp — kQJC3)2 + (klxl -l-x"z — k3X3)2 + (kgxl + k3xo +xé)2

fkpﬁ}(g,bqr —koyxja3t— kQnggnq - kzx%bq
(x] —kix2 — k2X3)2 + (kix1 +x —k3x3)2 + (kox1 +k3xz +x§)2

' / 2
(xlxl —kyxxp — kpxx3) t+ (Jszl — kx5 — k2x2x3) n,

= ofs)— [ 2 2 2
(x’l —kyxp — kz)C3) + (klxl —|—x’2 — k3X3) + (kle + k3xo +x,3)

(x3x'] — k1x0x3 — kgx%) b,

(x] —kixa — k2x3)2 + (kixy + —k3x3)2 + (kox1 + k3xa +xg)2

bulunur.

Teorem 5.4.2 ¢4 (s, w) = o(s) +wX(s) ile tammlanan My yiizeyi i¢in ortalama egriligi ve
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Gauss egriligi

[(Bx:; —CJCQ)(A"—BIQ —Ckg)-l—(C)ﬂ —AX3) (Ak| +B’—Ck3)+(Ax2—Bx| )(Akz—Bk3 +C’)]

H —
¥ 2(A2+Bz +C2—A2xT+B2x342ABx x+C23+2ACx X3 +ZBCx2x3) (\/(B)g —Cx2)*+(Cx1—Ax3)*+(Axa—Bx| )2)
2(AB%x1x3(A/B) +A%x1x3(C/A) +AC?x}(B/C) +Bx,x3(A/B))
2(A2+BZ+C2 7A2x%+32x%+2ABx1x2+C2x§+2ACx1x3+28Cx213) (\/(BJC37Cx2)2+(Cx] fo3)2+(szfo] )2)
2(BA%x3(C/A) +BC?x1x2(B/C) +CB%x3(A/B) +CA%xpx3(C/A)+C x1x3(B/C) )
2(A2+4+B2+C2—A2x3+ B3+ 2ABx X +C2x3+2ACx  x3+2BCxx3 ) (\/ (Bx3—Cx2)*+(Cx; —Ax3)*+(Ax; —Bx) )2)
2
x3B% (A/B) +xA% (C/A) +x,C* (B/C)
” \/(BJCjJ,—CXQ)Z-l-(CJC] —AJC3)2+(A)CQ—BX|)2
My =

A2 B2+ C? — A2:2 + B2 4 2ABx; x) 4+ C2x3 4 2ACx x5 4 2BCxox;3

seklinde verilir. Burada

¥ dX X! dX
= — ve = —
dw ds

olarak tanimlanmustir.

ispat
0a(s5,w) = ai(s) + wX(s)

ile tanimlanan M, regle yiizey denkleminin s ve w ye gore 1. ve 2. mertebeden kismi tiirevler

alinir. (5.3) dikkate alinirsa
O4s = t+wX'(s)
= t+w[(x] —kixa — kox3) t+ (kixi +x5 — kaxz) ng + (kaxi + k3xa +x5) by
= (W] —kixa—kaxz) + 1 t+w (kixg 4+ x5 — kaxz) ng +w (kaxi +kaxa +x5) by

= At+Bn,+Ch,
(5.45)

olarak bulunur. Benzer sekilde

b4y = O0+X(s)
(5.46)
= xit+xn, +X3bq

elde edilir. Tkinci mertebeden kismi tiirevler ise (5.2) ve (5.3) goz oniine alinirsa

G455 = HW (x’l —kixy — k2X3) + l} t+w (kpcl +x’2 — k3X3) n,+w (.’Qxl ~+ k3xp +xg) bq.]Jr
(5.47)
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olarak bulunur. Burada
A =1 +w(x’, —kixy — kpxsz)

B = 1+w(x’1—k]x2—kQX3) (5.48)

C = w(k2x|+k3xz+x’3)

seklinde tanimlanir ve (5.47) ifadesinde yerine yazilirsa
045 = At +A't+Bnj +B'ng+Cb,+C'b,

= A(king+kaby) +A't+ B (—kit+k3b,) +Bn,+C (—kat —k3n,) +C'b,

(5.49)
= Akin,+Akyb, +A't — Bkt + Bksb, 4+ B'n, — Ckyt — Cksng +C'b,
= (A" — Bk — Ckz) t+ (Ak[ +B — Ck3) n, + (Akz — Bkj +C’) bq
seklinde bulunur benzer olarak
Qs = [At+Bng+Cby|
(5.50)
= At+Bn,+Cb,
olarak bulunur benzer sekilde
Oy = (xltJFxan +x3bq)‘ =0 (5.51)

olarak hesaplanir. (5.2), (5.45) ve (5.46) denklemleri kullamlarak £, F ve G birinci temel form

katsayilar1 hesab1 yapilirsa

E = (95 as)
= (At+Bn,+Cb,,At+ Bn,+Ch,)
= (At At)+ (At,Bn,) + (At,Cb,) + (Bn,, At) + (Bn,, Bn,) (5.52)

+(Bny,Chy) + (Chy, At) + (Cb,, Bny) + (Cb,,Chy)
= A*+B*+C°
olur. Benzer sekilde
Fo= {45 0an)
= (At+Bng+Cby,xit+xn4+x3by)
= (At,xit) + (At,xong) + (At,x3b,) + (Bng,xit) + (Bng,xon,) (5.53)
+ (Bng,x3by) + (Cby,x1t) 4+ (Cby,xony) + (Cby, x3by )

= Ax;+ Bxy+Cxj
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ve
G = <¢4w-; ¢'4w>
= (xlt +xomy +x3bg, x1t+x2n, —l—x_gbq>
= (xlt,xlt> + <x1t,x2nq> + <)C1t,X3bq> + <)C2llq,xlt> + <xznq,x2nq>
(5.54)
+ <Xan,JC3bq> + <X3bq,xlt> + <X3bq,Xan> + <x3bq,X3bq>
= x% +x% +x§
= 1
olarak bulunur. Daha sonra yiizeyin normali hesaplanarak L, M ve N hesaplar1 yapilir. (3.15) ve
(5.12) dikkate almirsa M, regle yiizeyi i¢in pay hesab
= (AtAxit)+ (AtAxong) + (At Axsby) + (Bng Axit) + (Bng Axong)
+ (Bng Axsby) 4+ (Cby Axit) + (Cby Axong) + (Chy Axzby)
= Ax;b; —Axsng, — Bx|b, + Bx3t + Cxyn, — Cxat
= (Bx3—Cxp)t+ (Cx; —Ax3)ng+ (Axp — Bxy) by,

olarak bulunur. Burada (5.2) g6z oniine alinirsa

H¢'4s A ¢4WH = \/(4’45 A Oy, Qa5 A ¢'4w>

= V((Bxs—Cua)t, (Brs —Cx) ) + 1/ (B3 — Cxo) t, (Cx — Axa) mg)

+\/<(Bx3 — Cxa)t, (Axy — Bxi ) by) + \/<(Cx1 — Ax3)ng, (Bxs — Cx)t)

+\/<(Cx1 — Axz)ng, (Cx; —Ax3)ng) + \/<(Cx1 —Axz)ng, (Axy — Bx1)by)

+/((Axa = Bxi) by, (Bxs — Cx2) ) +/((Ax2 — Bx1) by, (Cxy — Axs) my)

+\/<(Ax2 —Bxl)bq, (sz _Bxl)b4>

\/(BX3 — C)Cg)2 + (C)Cl —AJC3)2 o+ (A)CQ — Bxl)2
ve boylece normal vektorii
(BX3 — CJCQ) t+ (Cx1 —AJC3)Ilq + (sz —Bxl)bq
\/(BX3 — ng)2 + (Cxy —Ax3)2 + (Axp — Bx1)2

Ny, = (5.55)
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elde edilir. (3.16), (5.2), (5.49), (5.50) ve (5.51) dikkate alimirsa ikinci temel form katsayilar

,(A" — Bk *CkQ)t

< (Bx3 —Cx2)t+ (Cx; —Ax3)ng + (Ax2 — Bxy) by
\/(Bx3 _sz)z + (Cx; —AJC3)2 + (Axp — Bxy )2
+ (Aky + B’ — Ck3)ny + (Aky — Bk3 +C') by)

1

- [{((Bx3 —Cx2)t,(A"— Bky — Cka) t)
\/(Bx3 — Cx2)2 +(Cx —AX3)2 + (Axz — Bx) )2 3 2 1 2

+((Bx3 — Cxz) t, (Aky + B’ — Ckz)ng) + ((Bxz — Cx2)t,(Aky — Bk3 +C') by )

+ ((Cx1 — Axz) g, (A’ — Bky — Chka) t) 4 ((Cx1 — Axs) ng, (Aky + B’ — Cks)ny)
+{(Cx1 — Ax3)ng, (Aks — Bk3 +C') by ) + ((Ax, — Bx1) by, (A’ — Bky — Ck2) t)
+ ((Axz — Bx1) by, (Aki + B' — Ck3)ng ) + {(Ax2 — Bx1) by, (Aks — Bks +C') by) |

(BA’X3 — B%kyx3 — BCkaxy — CA'xs + BCky x> + Czkgxz)

\/(B)C3 —Cx2)* 4 (Cx; —Ax3)* + (Axy — Bx;)*

L (ACk])Cl +CB'x; — Czk3x1 —A2k1X3 —AB'x3 +ACk3X3)

\/(BJC3 —Cx2)* + (Cx1 — Ax3)? + (Axo — Bx1)?

(A%koxy — ABksxz + AC'x2 — ABkoxi + B2k3x) — BC'xy)

\/(Bx_q — Cx2)2 ~+ (Cxy fo:;)z + (Axy — Bxl)2

(BX3 — CXQ) (AJr — Bk — Ckz) —+ (Cx1 —AX3) (Ak] +B — Ckg)
\/(Bx3 —Cx2)* + (Cx; —Ax3)* + (Axy — Bx))?

(Ax2 — Bx1) (Ak — Bks +C’)
\/(Bx3 —Cx2)* 4 (Cx1 — Ax3)? + (Axy — Bx;)?

_|_

(5.56)
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ve

Bx; —Cx2)t+ (Cx; — A Axy —Bx|)b
M o= <( 3 — Cxp) t+ (Cxy — Axz)ng + (Axo — Bx) ",A-t+B-nq+C-bq>

\/(BJQ — sz)z + (Cx1 —AX3)2 + (sz —Bxl)z

BA'x3—CAx2+CBx1 —ABx3+ACx2 — BC xy

- 5.9
\/(B}C3—CX2)2+(CX1 —AX3)2+(AXZ—BX1)2 ! 4

B2 (5) +04% (3) +0C (2)

\/(Bx3 —Cx2)? + (Cx; —Ax3)? + (Axa — Bx;)*

ayrica

—kzut+ (1 —kju)b,

N = < - ’,0> =0 (5.58)
\/(l — kyu)” + k3u?

olurak ifade edilir. Buradan (5.52), (5.53), (5.54), (5.56), (5.57), (5.58), (3.17) ve (3.18)

dikkate alinirsa ortalama egrilik ve Gauss egrilifi asagidaki sekilde bulunur.

1.L+ (A2 +B*>+C%).0

Hu, 2 B2 2 2
(A* 4+ B?+C?).1 — (Ax1 + Bxa +Cx3)

.
)

x3B% (A/B) +x2A% (C/A) +x1C* (B/C)
\/(BX3 - sz)z + (Cx; —AX3)2 + (Axz — Bx) )2
(A2+ B2 +C2).1 — (Ax| 4 Bxs +Cx3)*

o (Ax1 + Bx» +CX3) .

[(Bx3—Cx3)(A"—Bky —Chky ) +(Cx1 —Ax3 ) (Aky +B' —Chk3 ) +(Axz — Bxy ) (Aky —Bk3+C"))
V (Bx3—Cxp)*+(Cx1 —Ax3) > +(Axy—Bx; )
2 [A2 + B2+ C2 — A%x? + B2x3 + 2ABxyx + C2x3 + 2ACx  x3 + 28Cx2x3]

x3B%(A/B) +x24%(C/A) +x1C*(B/C)

\/(BX3 — sz)z + (Cx; —AX3)2 + (Axz — Bx; )2
2 [A2 + B2+ C? — A%} + B2x3 + 2ABxx3 + C%x3 + 2ACx1x3 + 2BCx2x3]

2 (Ax) + Bxy + Cx3)
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buradan
[(Bx:g —Cx2) [A’*Bk] —Cka)+(Cx1—Ax3)(Aky +BI7C.’C3 )+ (Axz—Bxy ) (Aka 7Bk3+C’)]
. \/(Bx_}*sz)zﬂL(Cxl *AX3)2${A.X273X1)2
Hyy = T B2 — A2 4 B2 2
2 [A + B +C* — A%x] + B°x5 + 2ABx1x3 + C°x5 + 2ACx1 x3 +ZBCxZX3]

2 ABx1x3(A/B) +A%x1x2(C/A) +AC 3 (B/C) +B3x2x3(A/B) +BAZ3(C/A)
V (Bx3—Cixp)*+(Cxy —Ax3) > +(Ax, —Bx; )
2 [A2+ B? + C% — A2x3 + B2x} + 2ABx 3 4+ C2x3 + 2ACx 1 x3 + 2BCxpx3]

n BC?x)x2(B/C) +CB2x3(A/B) +CA%xpx3(C/A)+Cx 1 x3(B/C) )

V/ (Bx3—Cx)*+(Cx1 —Ax3 ) +(Axp —Bx) )
2 [A2 4 B2+ C% — A%x2 + B2x3 4 2ABx 3 + C2x3 + 2ACx1x3 + 2BCxpx3

(Bx3—Cx2)(A'—Bk) —Cka )+(Cx) —Ax3) (Ak) +B'—Ck3 ) +(Axs —Bx| ) (Aks —Bk; +C')
2 A2+BZ+Cz7,42)(%+BZX%+2ABX|J62+C2X%+2ACJC]X3+23CX213] \/(B.rngxz)er(Cm 7AX3)2+(AX2 —Bx )2

2 [AB’x1x3(A/B) +A3x1x, (C/A) + AC?x} (B/C) + B>x2x3 (A/B) + BA’x} (C/A) |

2 [Az +B24C? —Azx% + Bzx% + 2ABx1x2 +C2x% +2ACx1x3 + 2BCx2x3]

1
\/(Bx3 — ng)z + (Cx fo3)2 + (Axp fol)z

2[BC?x1x2 (B/C) + CB*x3 (A/B) 4+ CA*xpx3 (C/A) 4+ C3x1x3 (B/C)']
2[A?+ B? 4+ C? — A%x} + B2x3 + 2ABx 1 xp + C%x5 + 2ACx 1 x3 + 2BCx2x3)

1
\/(B)@, - C)Cz)z + (Cx1 —AX3)2 + (AJCZ — Bx )2

ve

\/(BX3 —sz)z-‘r(CJC] —AJC3)2+(AXQ —Bx| )2
(A2 + B2 +C2).1 — (Ax| 4 Bxy +Cx3)*

( (B G (A RO (B (LT Gl ) (s g — i) ) :

Ky, =
-
x3B% (A/B) +xA%(C/A) +x1C* (B/C)
\/(Bxg - C’ch)2 + (Cxy —Ax3)2 + (Axp —Bxl)z
(A2 + B2 +C2).1— (Ax| +Bxs + Cx3)?
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buradan
2
x3B% (A/B) +xA2 (C/A) +x,C? (B/C)
'\/(BJCIS - sz)z ik (CJC] *AJC:;)Z + (Axp — Bxl)2
R = " A2+ B2+ C2 — A22 + B%x2 + 2ABx C2x2 4+ 2AC
1 2 1x2 + C*x3 + 2ACx1x3 + 2BCx2x3

olarak elde edilir.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bir egrinin pek ¢ok ozelligini karakterize etmek icin; Frenet iicliisii ve bunlarin egri
boyunca degisimlerini iceren Frenet denklemleri kullanilir. Frenet vektorleri ile egrilerin gibi
bazi diferansiyel geometrik 6zellikleri bulunabilir ve egrinin davranisi hakkinda bilgi sahibi
olunabilir. Ancak Frenet catisinin daha az avantajli oldugu bazi konular vardir. Mesela; bu cati
egriligin tlirevinin sifir oldugu yerlerde tanimsizdir. Bu da matematikgileri uygulamalarda daha
kullamigh olan ¢ati arayiglarina yoneltmistir. Bu ¢abanin bir sonucu olarak egriligin sifir oldugu
bir dogru boyunca bile tanimlanabilen g-cati olarak adlandirilan yeni bir ¢att kurgulanmistir.
g-cat1 diger catilara gore pek cok avantaja sahiptir ve kolayca hesaplanabilir bu nedenle Frenet

ve Bishop gibi farkli catilara gore daha ¢ok tercih edilmistir.

Tek parametreli diiz cizgiler ailesinden olusan bir yiizeye regle yiizey denir. Regle
yiizeyler, diferansiyel geometrinin en énemli konularindan biridir. Uygulama alani fazla
olmas1 sebebiyle bilim bir cok alaninda c¢alisildigi miisahede edilebilen regle yiizeyler,
geometri alaninda her acidan detayli olarak incelenmistir. Regle yiizeylere dair calismalar
basta matematik olmak iizere, mimarlik ve makine miihendisligi gibi farkli bilim dallarinda
da yogunlukla incelenmigtir. Regle yiizeyler tasarimda da yaygin olarak uygulanmigtir.
Arabalar, gemiler, iirlinlerin imalat1 ve robot hareket analizi ve simiilasyonu gibi bir¢cok alanda

kullanilmistir. Modern yiizey modelleme sistemleri, regle yiizeyleri icerir.

Regle yiizeyler parametrelendirilmesi en kolay yiizeylerden biridir. Oklid, Minkowski
ve Galilean gibi farkli uzaylarda da regle yiizeyler lizerine calisilmistir. Regle yiizeyler
Gaspard Monge tarafindan, bir uzay egrisinin teget vektor alanina dik olan diizlemde yatan
quasi-normal vektor ise Coquillart rarafindan tanimlanmistir. Bu tamimlamadan ilham alan Dede
ve arkadaglarinin ¢calismalarinda, quasi ¢atiyla ilgili daha detayli aragtirmalara rastlanilmaktadir.
Dede ve arkadaglari, 6ncelikle bir uzay egrisi icin yonlii g-catiyr tammladilar, ardindan da
bu catiya dair sonuglari, Minkowski 3-uzayinda elde ederek sundular. Literatiirde, bu cati
kullanilarak gerek egriler teorisinde igerisinde yer alabilecek yonlii Bertrand egrileri, bir timelike
uzay egrisinin yonlii baglantili egrileri, uzay egrisinin yonlii g-cat1 kiiresel egrileri ve timelike
uzay egrisinin yonlii kiiresel gostergeleri gibi caligmalar, gerekse yiizeyler teorisi icerisinde
degerlendirilebilecek kanal yiizeyleri, tubular yiizeyler ve dteleme yiizeyleri gibi ¢aligmalar goze
carpmaktadir. Bu tez ¢alismasinda g-cati alan vektorleri ve g-cati alan vektorlerinin birlesimi

olarak yazilan genel vektor alani tarafindan olusan regle yiizeylerin striksiyon ¢izgisi, dagilma
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parametresi, Gauss ve ortalama egriliklerinin hesaplart elde edilmis; minimallik, acilabilirlik

gibi ozellikleri incelenmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, Oklid uzayinda temel kavramlar ile hesaplamalarda yardimi olacak
tanimlar ve teoremler yer almistir. Oncelikle Frenet ¢atist tanimlanmis ve g-cati ile arasindaki
iliskilere deginilmistir. Uciincii boliimde temel geometrik kavramlar iizerinde durulmustur.
Sonrasinda bu kavramlar kullanilarak 3-boyutlu Oklid uzayinda g-gat1 vektorleri ile olusturulan
regle yiizeyler incelenmisgtir. Dordiincii boliimde gerekli teoremler ve ispatlar: Frenet vektorleri
tarafindan olusan regle yiizeyler i¢in yapilirken, beginci boliimde g-cati vektorleri tarafindan

olusan regle yiizeyler i¢in verilmistir.

Frenet ve g-cati vektorlerinin olusturdugu regle yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri
hesaplanmig, striksiyon cizgisi ve dagilma parametresi gibi zelliklerine deginilmistir. Bu
calisma Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’nde Yiiksek Lisans Tezi
olarak yapilmistir. Benzer hesaplar Minkowski uzayinda da yapilabilir. Hatta bu uzay lizerinde
degisik catilar alinarak bu catilar tarafindan iiretilecek regle yiizeyler tanimlanabilir ve bu

yiizeylerin baz1 6zellikleri incelenebilir.
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